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v  یتم من خلال ھذا الفصل تعریف
دوال جدیدة واستنتاج تغیراتھا 

المرجعیة التي انطلاقا من الدوال 
  ..تمت دراستھا في السنة الأولى

v  تمكن مضامین ھذا الفصل المتعلم
  من تنمیة قدراتھ في المجالات التالیة 

؛ ) العملیات على الدوال(الحساب الجبري 
؛ ) اتجاه تغیر بعض الدوال(المتباینات 

استعمال راسمات (التمثیل البیاني 
... ) المثال المضاد(؛ البرھان ) المنحنیات

  .استغلال اتجاه التغیرات لحل مشكلات 
v  لا یتم التطرق إلى استنتاج تغیرات

fالدالتین  g+و .f g تلقائیا انطلاقا من  
  
  

  
  
  
  
  

       
  الكفاءات المستھدفة  
  

 تفكیك دالة باستعمال الدوال المرجعیة  
دراسة اتجاه تغیر دالة باستعمال الدوال  

 المرجعیة 

تمثیل بعض الدوال بیانیا باستعمال الدوال  
 المرجعیة

  
  
  

 إنما تعالج g وfاتجاھي تغیر الدالتین
  .أمثلة مختلفة

v  دراسة الدوال المرفقة تمكن المتعلم
من التعرف على بعض المنحنیات الشھیرة 

مثل القطع المكافئ والقطع الزائد مما 
یسھل دراسة الدوال من الدرجة الثانیة 

 .التعرف على خواصھاو
v  تأخذ الدوال عبارات جبریة مختلفة
 العبارة المناسبةاختیار المتعلم  وعلى

   .والملائمة لنوع المشكلة المطروحة
 

  
  
  

1  
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  ةطشنلأا
   : 1 طاشنلا

 استعمال التمثیل البیاني لدالة لحل معادلات :الھدف 
  .ومتراجحات وتعیین قیم شھیرة 

1(( )2 1f − ) ؛ = )0 3f ) ؛ = )3 0f =.   
2({ }1 4;2S = } ؛− }2 3;1;3S = } ؛− }3 0S =.   

3 ({ }1 1;1;2S = 2 ؛−
3
2

S  = − 
 

.   

4 ([ [ ] [1 4; 3 1;3S = − − ] ؛ ∪ ] [ ]2 1;1 2;3S = − ∪.  
5(  4−          0          2           3 x  
                3                       0 

1−                     1−    
( )f x  

)القیمة الحدیة الصغري ھي) 6 4x وذلك من أجل−1( = − 
2xو 0x من أجل3 ھي  بینما القیمة الحدیة الكبرى= =.   

   : 2النشاط 
  استعمال دالة مرجعیة لدراسة تغیر طول قطعة :الھدف 

  .مستقیمة متغیرة 

1 (
( )

cos x
f x

α ) و= )cos f xα =.   

2(( )f x x=.   
3 (] ]0;1x∈.   

   : 3النشاط 
    استعمال تقاطع منحني :الھدف 

  دالتین مرجعیتین لحل معادلة من
  . الدرجة الثانیة

   :الرسم ) 1
2 ({ }4;1S = −.   
3 (( )4 0h − ) ؛= )1 0h =.   
  
  

   : 4النشاط 
   إدراج مفھمي :الھدف 

  العملیات الجبریة على
  .  الدوال والدوال المرجعیة 

   الرسم) 1
  نقطة التقاطع ھي) 2

2 4;
3 3

A 
 
 

  

3 ({ }2hD = −¡.   
   : 5النشاط 
  . مفھوم مركب دالتین:الھدف 

): تصحیح  ) 25f t t= عوضا ( ) 20f t t= ؛ y KL= 
yعوضا  ML=.   

( ) 21 1 2500
2

h t t= ) عوضا + ) 21 1 2500
2

f t t= +  

1 (20, 25KL x= +.   

  الأعمال الموجھة
  :تغییر المعلم 

  : تغییر المعلم لإثبات أن منحني دالة یقبل :الھدف 
  . محور تناظر – مركز تناظر -
1 (OM O M= Ω + Ω

uuuur uuur uuuur
  

2 (
2
1

x X
y Y
= −

 = −
) ؛  ) 2 4 3y f x x x= = + +  

( ) ( )21 2 4 2 3Y X X− = − + − :   بعد الحساب نجد +
2Y X= . 2x xa.  دالة زوجیة .  

2xمعادلة محور التناظر ھي  = −.   

3( 
1
1

x X
y Y

= −
 = +

1Y بعد التعویض والحساب نجد 
X

=.   

1x
x

a إحداثیتي مركز التناظر ھي. دالة فردیة( )1;1−.   

  : المراحل ) 4
) تغییر المعلم من-: بالنسبة لمحور التناظر  ); ;O i j

r r
 إلى 

( ); ;i jΩ
r r

) كتابة معادلة- .a ھيΩحیث فاصلة  )fC 

)في ); ;i jΩ
r r

  . إثبات الدالة المحصل علیھا زوجیة - 

) تغییر المعلم من-: بالنسبة لمركز التناظر  ); ;O i j
r r

 إلى 

( ); ;i jΩ
r r

) كتابة معادلة- . )fCفي ( ); ;i jΩ
r r

 إثبات - 

  .الدالة المحصل علیھا فردیة 
) :التمثیل البیاني للدالة )x f x b k+ +a  

   التمثیل البیاني لصورة منحني دالة بواسطة انسحاب:الھدف 
1(( )2;M x x، ( )2' 1; 1M x x+ ) ومنھ + )' 1;1MM

uuuuur
  

)) أ) 2 ) ( )g x b f x k− = ) وبالتالي + )' ;MM b k−
uuuuur

  

'M صورة M بالانسحاب الذي شعاعھ bi k j− +
r r

  
)) ب )gC صورة ( )fCبالانسحاب السابق   

3 (( )gC  صورة( )fCبالانسحاب الذي شعاعھ bi−
r

.   

4 (( )gC  صورة( )fCبالانسحاب الذي شعاعھ i−
r

.   

( )hC  صورة( )gC2 بالانسحاب الذي شعاعھ j
r

 ، 

)أو )hC صورة( )fC 2 بالانسحاب الذي شعاعھi j− +
r r
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  تــمـــاریــــن
  . صحیح ) 3.  صحیح ) 2.   خاطئ ) 1

)المعادلة(صحیح ) 4  ) 0f x ] تقبل حلین في = ]0;4(   
  .خاطئ ) 5

  صحیح) 4. صحیح ) 3.   صحیح ) 2.   خاطئ ) 1
] معرفة على uصحیح لأن ) 1 [0;+ ∞.   
  . نفس اتجاه التغیر g وfصحیح لأن للدالتین ) 2
)خاطئ لأن مثلا )3 ) [ ]10 0;9u ∉.   
  .صحیح ) 6.   خاطئ ) 5 . خاطئ ) 4
3 (( )( ) ( )2. 2f g x x x x= −  

1 (( )( ) 22 5g h x x= +o.  

1 (f g≥ لأن ( )fC یقع فوق ( )gC على 

[ ]1;2−.   

2 (fزایدة على  مت] [1;− + ∞.   

1(( ) 31
2

f = ) ؛  − )0 3f ) ؛ = )2 15f −  ؛    =

( ) 93 5 3
2

f = −.   

   .10 و 0 ھما 3سابقتا العدد ) 2

)نقوم حل المعادلة  ) 17
2

f x    .11 و −1 ذات الحلین =

)بقراءة بیانیا نجد ) 1 )1 3f − )؛ = )0 1f ؛ =

( )1 1f = −.  

)سوابق العدد ) 2 ) ھي فواصل نقط تقاطع −1( )fC 

)مع المستقیم  1y ذي المعادلة ∆( =    .1 و−2 ونقرأ −

)حلول المعادلة ) 3 ) 3f x  ھي فواصل نقط تقاطع =

( )fC مع المستقیم ( 3yالمعادلة  ذي ∆'(  والتي تنتمي =

]إلى المجال  ]2;2−.   

fD = ¡.  

fD = ¡.   

fD = ¡.   

] [ ] [;0 0;fD = −∞ ∪ + ∞.   

{ }4fD = −¡.   
 ] [ ] [ ] [; 2 2;2 2;fD = −∞ − ∪ − ∪ + ∞.   

fD = ¡.   

{ }3fD = −¡.  
3x 3x یعني = = 3x أو − =  

[:  ومنھ  [ ] [ ] [; 3 3;3 3;fD = −∞ − ∪ − ∪ + ∞.   

[ [1;fD = + ∞.   

[ [ ] [2;3 3;fD = ∪ + ∞.   

fD = ¡.   

fD = ¡ ، [ [2;gD = − + f:  ومنھ ∞ g≠.   
f g=.   

fD ∗= ¡ ، gD = f:  ومنھ ¡ g≠.   
]لدینا  [ ] [0;1 1;f gD D= = ∪ +  ومن أجل ∞

) ؛ fD من xكل ) ( )f x g x= ومنھ f g=.   
f g=.   
f g=.   

f ، g ، fالدوال  )1 g+و .f g معرفة على 
¡.   

2( ( )( ) ( ) ( ) 22 2 2f g x f x g x x x+ = + = + −.  
                 ( )( ) 4 3 2. 2 2 2 3f g x x x x x= + − + −  

1 (] [ ] [; 1 1;f gD D= = −∞ − ∪ − + ∞.   
2 (3 f fD D= 2 ؛g gD D− =.   

1(( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = + 

( )( ) ( ) ( )222 2 1 2 1f g x x x x+ = + + = +.   

)لدینا ) 2 )( ) ( )22 2 1f g x x+ = +.   
)إذن  ) 22 f g h+ : حیث = 2 1h x x+a.   

یحذف من " حالة وجودھا في " تصحیح الشرط  
   .2 ویضاف إلى السؤال 1السؤال

1 (( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = + .   

( ) ( ) 31
2

f g+ = ، ( )( ) 292
4

f g+ = ، 

( )( ) 47 55 2
10

f g+ = −.   

( )( )3 3 ( )f x f x=   :ومنھ  . ×
( )( )3 1 9f = ، ( )( )3 2 24f = ، 

( )( )3 5 15 5 6f = −.   

( )( ) ( ) 32 2g x g x
x

− = − ×   :  ومنھ =

( )( )2 1 3g− = ، ( )( ) 32 2
2

g− = ، 

( ) ( ) 3 52 5
5

g− =  

f.الدوال  )2 g ، f
g

 ، 1
2

f g− معرفة على ، 

] [0;+ 1 ومنھ العددین ∞
2

  . لا تقبل صور −1 ، −
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0 1

1

x

y

( )( ) 13. 3
2

f g = − ، ( )3 26f
g

 
= − 

 
 ، 

( )1 3 7
2

f g − = 
 

.   

fالدالتان  goو g fo ولدینا ¡ معرفتان على :  
( )( ) ( )( ) 6f g x f g x x= = −o.   

( ) ( ) ( )( ) 6g f x g f x x= = −o.   
fالدالتان  goو g fo ا  ولدین¡ معرفتان على:  

( )( ) ( )( ) 3 1f g x f g x x= = −o.   

( )( ) ( )( ) 3 7g f x g f x x= = −o.   
fالدالتان   goو g fo ولدینا ¡ معرفتان على : 

( )( ) 29 12 4f g x x x= − +o.   

( )( ) 22 3g f x x= −o.  

fالدالة go1 معرفة على
2

 − − 
 

  : ولدینا ¡

( )( ) 1
2 1

f g x
x
−

=
+

o.   

gالدالة foمعرفة على { }1−   : ولدینا ¡−

( )( ) 2
1

g f x
x
−

=
+

o.   

[معرفة على fالدالة ] [ [; 2 0 ;−∞ − ∪ +  ومنھ ∞

fالدالة go 0إذا كان معرفةx 1( و ≠ 3 2
x

− ≤ −  

1أو 3 0
x

− [أي ) ≤ [ [ [1;0 0; 1;
3

x  ∈ −∞ ∪ ∪ + ∞  
 

): ولدینا  )( ) 2

1 4 3f g x
xx

= − +o  

g ومنھ الدالة¡∗ معرفة علىgالدالة foمعرفة إذا كانت  
fمعرفة و ( ) 0f x [ أي≠ [ ] [; 2 0 ;x∈ −∞ − ∪ + ∞ 

) :ولدینا  ) ( )
2

1 3
2

g f x
x x

= −
+

o.   

 x و لدینا من أجل كل ¡ معرفة على kالدالة ) 1
) : ¡من  ) 2( ) 1 ( )h g x x k x= + =o  

)الدالتان) 2 )f k+ و ( )g ho و لدینا ¡ معرفتان على 
)2 :¡ من xمن أجل كل  )( ) 2 1f k x x x+ = + +  

  2 2( )( ) ( 1) 2 1g h x x x x= + = + +o  
f:   و منھ  k g h+ = o   

  ) .6و ) 5، ) 4، ) 3 بنفس الطریقة نثبت صحة 
f u v= o 2 حیث( )u x x= و ( ) 1v x x= −   
f u v= o 2 حیث( ) 1u x x= ) و + ) 2v x x= +  

f u v= o 3 حیث( )u x
x

) و = ) 1v x x= +.  

f u v= o حیث ( )u x x= و ( ) 1v x x= +.  
f u v= o حیث ( ) cosu x x= و ( ) 1v x x= −.  

 f u v= o حیث ( )u x x= 2 و( ) 1
5

v x x= −.  

)I:2 من xلدینا من أجل كل  )( )f g x x x+ = +  
1حیث I عددان من 2x و 1x لیكن  2x x<   
2ذن   إ 2

1 2x x< 2 و بالتالي 2
1 1 2 2x x x x+ < +  

1  أي  2( )( ) ( )( )f g x f g x+ < +  
)  إذن  )f g+ متزایدة تماما على I.  

[ عددان من 2x و 1xلیكن  1 حیث ∞−0;[ 2x x<  
2 إذن  2

1 2x x> 1 و 2x x>   

2 و بالتالي  2
1 1 2 2x x x x+ > +   

[ متناقصة تماما على f إذن  ];0−∞.  
x الدالة  xa متزایدة تماما على [ [0;+∞   

1x   و الدالة 
x

−a متزایدة تماما على [ [0;+∞  

1xو بالتالي الدالة  x
x

−aمتزایدة تماما على [ [0;+∞.  

1 (f u v= oمن أجل كل  حیث xمن  ] ];3−∞: 
( ) 3v x x= ):¡+ منx  و من أجل كل − )u x x=.  

   نفس اتجاه التغیر فإن الدالة v و uبما أن لیس للدالتین ) 2
u vo متناقصة تماما على ] ];3−∞.  

[ و منھ ھي كذلك متناقصة تماما على  [;3−∞.  
f و g بـ ¡ معرفتان على :  

2( ) ( 2)f x x= )2 و − ) ( 2) 1g x x= − −  
1(hD ∗= ¡  

المنحني الثاني ممثل  ؛ gالمنحني الأول ممثل للدالة ) 2
  . hالمنحني الثالث ممثل للدالة ؛ یبقى  fللدالة 

[ لھما تفس اتجاه التغیر علىg وfالدالتان ) 3 [;0−∞ ، 
[ى  متزایدة تماما علhإذن الدالة  [;0−∞.  

[ تفس اتجاه التغیر على g وfلیس للدالتین • [0;+∞ ، 
[ متناقصة تماما على hإذن  [0;+∞. 
) نظیرg منحني الدالة– )C   

  بالنسبة لمحور الفواصل 
) ینطبق علىhمنحني الدالة - )C  
[ في ] [ [;0 2;−∞ +∞Uو یكون   
) نظیر )Cبالنسبة لمحور الفواصل   
] في  ]0;2.  

  ھو صورةk منحني الدالة - •
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( )C 3 شعاعھ  بالانسحاب الذيi j+
r r

.  
1 (1α 2β و = =   

2(  +∞                          −∞ x 
  
  

  3x  

)3لدینا ) 3 ) ( 1) 2f x x= − +  
1x الدالتان  x −a 3 وx xa متزایدتان تماما على ¡ 
:3ةو منھ الدال ( 1)u x x −aمتزایدة تماما على ¡ 

)إذن الدالة  ).مركب دالتین( 2)u   .¡ متزایدة تماما على+
     +∞                          −∞  x 

  
  

( )f x  

4 (( )C 3 ھو صورة منحني الدالةx xa بالانسحاب 
2iالذي شعاعھ j+

r r
.  

 من x و لدینا من أجل كل ¡ معرفة على 1fالدالة 
[ [0;+∞: 1( ) ( )f x f x= 1 و الدالةfدالة زوجیة   

) إذن جزء  )1f
C في المجال [ )طبق على  ین∞+;0] )C 

)في ھذا المجال و جزء  )1f
Cفي المجال ] ھو نظیر ∞−0;[

)الجزء السابق من  )1f
Cبالنسبة إلى محور التراتیب   

   ¡ معرفة على 2fلدالة 

)إذا كان  )C من فوق محور الفواصل فإن ( )2f
C ینطبق

)على )C و إذا كان ( )C من تحت محور الفواصل فإن 

( )2f
C نظیر ( )Cبالنسبة إلى محور الفواصل .  

]لیكن ) 1  ]3;0x∈ ] ومنھ − ]0;3x−  إذن ∋

( ) 1f x x− = − ) ، علما أن + ) ( )f x f x− = 

)فإن  ) 1f x x= − +.   
2 (  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

]ملاحظة من أجل كل  ]3;3x∈ ) ؛ − ) 1f x x= +.   
4−     3−      1−    0   1     3      4  x  

           1                  2             0  
                         0  
0                2−                1 

( )f x
  

1 (1a = − ، 5b = 10c و− =.   

2 (( ) ( ) 105
2

f x x
x

− − − =
−

  

−∞                 2                  +∞  x  

−  +  
10

2 x−
  

( )fCتحت المستقیم   ( )fCالوضعیة   فوق المستقیم  

} معرفة على f: تصحیح  }2− −¡  

:قواعد تغییر المعلم  )1
2
1

x X
y Y
= −

 = −
 

)معادلة  )fC في المعلم ( ); ;A i j
r r

:  عي 
2 1XY
X

−
=  

 رسمال )2
  
  
  
  
  
 

3( Aمركز تناظر للمنحني ( )fC. 

)لنبین أن  ) : 1x ∆ = محور تناظر لـ ( )C.   

)لتكن مثلا النقطة  )1;0A .  معادلة( )C في المعلم 

( ); ;A i j
r r

 ھي 
2

2

2XY
X

+
=.   

الدالة 
2

2

2: xg x
x
+a زوجیة ومنھ ( ) : 1x ∆ =  

  .محور تناظر 

( ) 3
2

f x x
x

= − +
−

 من 2x و1xمن أجل كل  . 

] 1ث حی∞−0;] 2x x< لدینا :
1 2

1 2

3 3
2 2

x x

x x

− > −

 > − −

 : ومنھ 

1 2
1 2

3 3
2 2

x x
x x

− + > − +
− −

) أي  ) ( )1 2f x f x>  

[ متناقصة تماما علىfوبالتالي [;0−∞.  
fعلى متزایدة تماما ] [0;+ ∞.   
fمتزایدة تماما على ] [0;2.   

fمتزایدة تماما على ] [0;+ ∞.   
fمتناقصة تماما على ] [; 3−∞ −.  
] متزایدة تماما علىfالدالة) 1 [0;+  g والدالة∞

]متناقصة تماما على [0;+ ∞.   
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] معرفة علىhالدالة) 2 [0;+ ) بـ ∞ )h x x= −.   
] متناقصة تماما على hالدالة [0;+ ∞.   

−∞             0             +∞  x  
                                                      
               2                 

( )g x
  

  
  

−∞             0             +∞  x  
                                                      
                               

( )h x
  

[ من2x و1xمن أجل كل عددین) 2 1 حیث∞−0;] 2x x< 

لدینا 
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

g x g x
h x h x

 >
 >

:  ومنھ 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2g x h x g x h x+ > :  أي +

( ) ( )1 2f x f x>وبالتالي fمتناقصة تاما على ] [;0−∞  
[ من2x و1xمن أجل كل عددین) 3 1 حیث∞;0] 2x x< 

لدینا 
( ) ( )
( ) ( )

1 2

1 2

g x g x
h x h x

 <
 >

، لا یمكن المقارنة بین 

( ) ( )1 1g x h x+ و ( ) ( )2 2g x h x+ 
] عددین من2x و1xلیكن) 1 [0;+ 1 حیث∞ 2x x<   

: لدینا 
2 2
1 2

1 2

0 1 1

0

x x

x x

 < + < +


< <
   ومنھ 

( ) ( )2 2
1 1 2 21 1x x x x+ < ) أي + ) ( )1 2f x f x<.   

] متزایدة تماما علىfوبالتالي الدالة [0;+ ∞.   

[ عددین من2x و1xكنلی) 2 1 حیث∞−0;] 2x x<  

1لدینا  2
2 2
1 2

3 2 3 2 0
0

x x
x x

− + > − + >
 > >

  : ومنھ 

( ) ( )2 2
1 1 2 23 2 3 2x x x x− + > − ) أي+ ) ( )1 2f x f x>  

[ متناقصة تماما علىfوبالتالي الدالة [;0−∞.   
] متزایدة تماما علىfالدالة) 3 ]1;8.  

1(( )fC ھو  
   المنحني المرسوم بالخط

) المستمر و )gC ھو  
  المرسوم القطع المكافئ 
  .بالخط المتقطع 

[في المجال) 2 [; 2−∞   

( )fC یقع فوق ( )gC.  

[في المجال و [2;+ ∞ ( )fC یقع تحت ( )gC.  

1 (f على متزایدة تماما[ [0;+ ∞.   
0xإذا كان 2 فإن≤ 0x 2 ومنھ ≤ 2 0x x+ ≥.   

2 (g على متزایدة تماما[ [0;+ ∞.   

0xإذا كان 1 فإن≤ 1x+ 1 ومنھ ≤ 1x+ ≥  
1 :أي  1 0x− + + ≥.   

3 (g foمعرفة على [ [0;+ ) و∞ )( )g f x x=o.  
4( f goمعرفة على [ [0;+ ) و∞ )( )f g x x=o.  

 ( )( )1 ;M x f x  
  نعین النقطة

( ) ( )( );M f x f x 
  ثم نعین النقطة  من المنصف

( ) ( )( )2 ;M f x g f x    

) أي  ) ( )( )2 ;M f x h x 

) ؛¡∗ن مxمن أجل كل) 1 ) ( ) ( )f x u x v x= +  

)حیث  ) 3u x x=و ( ) 1
3

v x
x

−
=.  

 متزایدتان تماما على كلا المجالین v وuالدالتان) 2
] [ و∞−0;] [0;+ ∞ .  
1؛ إذا كان¡∗ منxمن أجل كل 2x x< فإن  :

( ) ( )1 2u x u x<و ( ) ( )1 2v x v x< ومنھ  :

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2u x v x u x v x+ < متزایدة تماما  f إذن+
[على كلا المجالین [ و∞−0;] [0;+ ∞.  

1لیكن ) 3
3

x ∗  ∈ −  
 

¡ : ( )
( )

29 1 3 1
3 1

f x x x
g x x

−
= = +

−
  

4 (hD = 1 و ¡
3f

g

D ∗  = −  
 

fh إذن ¡
g

≠.   

) ؛I منxأجل كلمن  )1 ) ( ) ( )f x u x v x= +  

)حیث  ) 1
2

u x x=و ( ) 1
2

v x
x

−
=.   

2 (uو vمتزایدتان تماما   
   متزایدتان تماماI.fعلى
  .I على

  ؛I منxمن أجل كل) 3

( )S x x=و ( ) 1D x
x

=.   

Sعلى متزایدة تماما I  
  .I متناقصة تماما علىD و
4 (( )( );sM x S xو ( )( );DM x D x  النقطتان من  

64

65

68

67
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 على الترتیب D و الدالةSمنحنیي الدالة

)و ) ( )
;

2
S x D x

M x
 +
 
 

   g نقطة من منحني الدالة

] منتصف القطعةMوتكون  ]S DM M.   
] معرفة على المجال fنعتبر دالة  ]3;3−.   

  . بالنسبة لمحور الفواصلf نظیر منحني1fنحنيم )1
أربعة أجزاء منطبقة مثنى مثنى وجزآن متناظران  )2

 .بالنسبة لمحور الفواصل 
j بالانسحاب الذي شعاعھf صورة منحني3fمنحني )3

r
 

i بالانسحاب الذي شعاعھf صورة منحني4fمنحني )4
r

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

fكل من goو g foولدینا  ¡ معرفة على:  
( )( ) 6 4 232 48 18 1x x xf g x = − + −o   وكذلك 

( )( ) 6 4 232 48 18 1x x xg f x = − + −o.   
)نجد بسھولة ) 1 ) ( )f fx x−  

2(  −∞     -2       0        2      +∞  x  
       -         -       -         + 2x−  
       -         +      +         + 2x+  

[من أجل ]; 2x∈ −∞ ) ؛− )f x x=  
]من أجل ]2;0x∈ )؛ − ) 3 4f x x= +  
]من أجل ]0;2x∈ ؛( ) 3 4f x x= − +  

]من أجل [2;x∈ + )؛ ∞ )f x x= −  
[ متزایدة تماما على fالدالة) 3  ومتناقصة تماما ∞−0;[

]على  [0;+ ∞.   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الرسم) 1
  
3Aالتخمین) 2 =.   

3 (( ) 53
1

f x
x
−

= +
+

  

  باستعمال العملیات ) 4

[ متزایدة تماما علىfعلى الدوال نجد الدالة [1;− + ∞.   
[من أجل كل) 5 [1;x∈ − + 1 ؛ ∞ 0x +  ومنھ <

5 0
1x

−
<

+
)  إذن ) 3 0f x − <   

6 (( )f xیتغیر في المجال ] [;3−∞.   

1 (( )2;AM x x−
uuuur

2 ؛  3 4AM x x= − +  

)) أ) 2 ) 2 3 4f x xx = − ) ومنھ + )AM f x=.   
  ) ب

0                 3
2

              +∞  
x  

  4  

                   7
4

 

( )f x  

7 ھي f للدالةالقیمة الحدیة الصغرى) ج
4

 ومنھ أصغر 

7 ھي AMمسافة ممكنة لِـ
2

 ھي الحل M وفاصلة

)الموجب للمعادلة ) 7
4

f x 3 ونجد = 3;
2 2

M
 
 
 

.   

BQ MQ
BH AH

6و منھ =
9 6

MQ x−
=  

69 أي 
6

xMQ −
= 18 ، إذن × 3

2
xMQ −

=  

 218 3( ) 2 3 18
2

xA x MQ QP x x x−
= × = × = − +  

] معرفة على Aالدالة ) 2 ]0;6  
] متزایدة تماما على Aالدالة ) 3  و متناقصة تماما 3;0[

]على  ]3;6.  
3x كقیمة حدیة عظمى عند27 تقبل القیمةAلدالةا) 4 =.   

71
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  أكبر ما یمكن إذا كانMNPQتكون مساحة المستطیل) 5

3x 9 و6 و تكون قیاسات المستطیل ھي =
2

 .  

ینشر العبارة) 1
23 25

2 4
x − − 

 
) نجد عبارة )f x.  

) المنحني )fCصورة المنحني ( )Pالذي   بالانسحاب 

3شعاعھ  25
2 4

i j−
r r

  

  من أجل كل عدد ) 2 
0x حقیقي    لدینا≤

| |x x=ومنھ   
( ) ( )g fx x=  

gزوجیة لأن   
| | | |x x− =  

  منحني الدالة ) 3
     یكون الزوجیة

  متناظر بالنسبة
  . لمحور التراتیب 

  
( )I 1 (نحل في{    المعادلة¡−3{

( ) ( ) 0f x g x− ) أي = )( )( )
( )

4 1 2
0

2 3
x x x

x
+ − −

=
−

 

)ونجد إحداثیات نقط التقاطع  )4;0− 51;
2

 
 
 

) و )2;6.  

)ندرس إشارة ) 2 ) ( )f x g x−  

( )II1 (( ) ( )mf x g x= تكافئ 

( )3 27 16 1 12 2 0mx mx m x m− + + − − =  
2 (8 28 32 2 12 2 0m m m m− + + − − =   
3 (ma m= ، 5mb m= − ، 6 1mc m= ) ومنھ + )E 

)تكافئ  )( )22 5 6 1 0x mx mx m− − + + =  
2 4m m∆ =  ممیز المعادلة −

2 5 6 1 0mx mx m− + + =  
• [ [0;4m∈ 
• ] [ ] [;0 4;m∈ −∞ ∪ + ∞  

  
  تصحیح المعلم متعامد ولیس متجانس 

 ھيIفاصلة) 1
2
t ولدینا  :AN AM

BC MB
 أي =

1
tAN

t
=

−
 ھو Nومنھ ترتیب 

1
t

t −
 I وبالتالي ترتیب

ھو 
( )2 1

t
t −

   

2tلدینا ) 2 x=و منھ 
( )

2
2 2 1 2 1

x xy
x x

= =
− −

  

)) أ) 3 ) 1 1 1
2 2 2 1

f x
x

= + ×
−

  

;1 متناقصة تماما على كل منf)ب
2

 −∞  
1و ;

2
 + ∞  

  

  ) ج
  

 
 
 
 
 
 

 

1ي إحداثیي مركز التناظر ھ 1;
2 2

 
 
 

. 
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  المستھدفة الكفاءات      
  
 

التعرف على دالة كثیر حدود و على  

 .درجتھا

حل مسائل تستخدم فيها معادلات أو  

  من الدرجة الثانیةمتراجحات

    

          

  

                                                     

v  یتم في ھذا الفصل الربط بین الجانب

جبري المتمثل في حل معادلات و ال

  متراجحات

  .  و الجانب البیاني المتمثل في دراسة الدوال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تعریف جدر كثیر حدود لیس  قدملقد

 أكبر من  حل المعادلات ذات درجةفبھد

 ثلاثة

   . و إنما  لاستعمالھ في تحلیل كثیرات الحدود

v  یبقى مفھوم إشارة ثلاثي الحدود من

أھم ممیزات ھذا الفصل باعتباره جدید 

على التلامیذ و نظرا لتنوع استعمالاتھ 

  .في مختلف الفصول القادمة

v من جھة أخرى ھذا الفصل یسمح 

بإعادة استثمار نتائج الفصل الأول و 

المتمثلة في اتجاه تغیر دالة، القیم 

  …الحدیة، الدوال المرفقة 

2  



 2

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

  الأنشطة  
   : 1النشاط 
   تحلیل عدد طبیعي:الھدف 

1(
( )( )3 2 5 3 22 1 1 3 2 1x x x x x x x+ + + = + + + +   

2(103121 1021 101=   . لیس أولیا103121. ×
  

   : 2النشاط 
  .حل معادلات باستعمال العبارة المناسبة لدالة :الھدف 

1(( )( ) 21 5 6 5x x x x+ + = + +  

( )2 23 4 6 5x x x+ − = + +  
2({ }1 5, 1S = − ) تقاطعتي نقط، الحلان ھما فصلتا− )fC 

  .مع محور الفواصل
{ }4 4, 1S = − )، الحلان ھما فصلتا نقطتي تقاطع − )fC 
1y:ذي المعادلة:ممع المستقی x= +  

  
   : 3النشاط 
  .  بیانیا متراجحة من الدرجة الثانیة حل:الھدف 

)شعاع الانسحاب ھو )1 )1, 3u −
r

  

2 ({ }1 3 ;1 3S = −  حلول المعادلة ھي فواصل  .+

)نقط تقاطع )Pمع محور الفواصل .  
)حلول المتراجحة ھي فواصل نقط) 3 )P تقع أسفل  التي

1:  و منھمحور الفواصل 3,1 3S  = − + .  

4(,1 3 1 3,S    = −∞ − + +∞   U  

  .یتم التحقق بواسطة جدول بعد التحلیل
  

   : 4النشاط 
  .التبریر الھندسي لحل معادلة من الدرجة الثانیة :الھدف 

2(
23 34 4

2 2
x  = + + = 

 
  

3(
2

2 2
b bx c = + + 

 
  

 :یقالتطب
24 45 5

2 2
x  = + + = 

 
  

23: تكتب المعادلة على الشكل 10
2

x x+ =  

23 310 4
4 4

x  = + + = 
 

  

  

   : 5النشاط 
  . معادلة باستعمال منحني دالتین مرجعیتینبیانیا  حل:الھدف 

) لیس حلا لِـ0نلاحظ أن ) 1   .xنقسم الطرفین على. ∗(
2 (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3 (11,
2

S  = − 
 

)یتم التحقق بالتعویض في .  )∗.  

  الأعمال الموجھة
  

  :مجموع و جداء حلي معادلة من الدرجة الثانیة
  .التعرف على بعض تطبیقات مجموع و جداء الحلین :الھدف
  :1التطبیق

5α :مثال   0.5 الحل الثاني ھو =
  :2التطبیق
a بفرض :البرھان b S+ ab و = P=یكون لدینا :  

b S a= ) و − )a S a P− 2:  أي= 0a Sa P− + =  
2 حل للمعادلة aو بالتالي فإن  0x Sx P− + =  

2 ھو حل للمعادلة bكذلك  0x Sx P− + =.  
2 حلین للمعادلة b و aعكسیا إذا كان  0x Sx P− + = 

a: فإن b S+ ab و = P=.  
18a لدینا :مثال b+ 77ab و = = .a و b  ھما حلا 

2: المعادلة 18 77 0x x− +   .11 و 7 أي =
  :3التطبیق
   مباشر:انالبرھ
   :مثال

+∞    1          0         1
3

−      1-  −∞  m  

+  +  +  -  -  ∆  

+  -  +  +  +  
c
a

  

-  +  +  +  -  
b
a

−  

  . الجدولن انطلاقا مالمبرھنة یتم الاستنتاجباستعمال 
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  :المعدلات و المتراجحات مضاعفة التربیع
  . حل معادلات و متراجحات مضاعفة التربیع:الھدف

} :التطبیق) 1 }1 2, 2S = − ،{ }2 2, 1,1, 2S = − −  

3S = ∅  

,2 :دراسة المثال)2 3 3, 2S    = − −   U  

,:التطبیق 5 5,S    = −∞ − +∞   U  

 
  تــمـــاریــــن

  .   صحیح 
  
  . خاطئ  

  
  .خاطئ  

  
  . خاطئ

  
  . صحیح

  
1 (0.      
  .لیست دوال كثیرات حدود) 5) 4) 3) 2 

  
  .صحیح) 3    . خاطئ)2.    صحیح) 1 

  
  .صحیح) 3     . خاطئ)2    .صحیح) 1
  .خاطئ) 5.     خاطئ) 4

  
  . صحیح

  
       2(.  

  
        2(.   

  
 3.(  

 
 1(.  

  
 2(.   

  
   .ℜلأنھا لیست معرفة على  )1
  .ℜلأنھا لیست معرفة على  )2
 لأنھا لیست من الشكل  )3
11

1 +++→ −
− .....xaxax n

n
n

n  
 لأنھا لیست من الشكل )  4 )4
11

1 +++→ −
− .....xaxax n

n
n

n 
  

        1(.  

  
1 (12 ++→ xxx:f .  
2 (12 −+−→ xxx:f.  
3 (12 ++−→ xxx:f.  
  

 و 1: سابقتا ھما) 2 
3
1.  

  
  
  

: القیمة الحدیة العظمى ھي) 3
3
1.  

4 (f متزایدة تماما على المجال [ 
3
1 ،∞-.]  

    f  متناقصة تماما على المجال[∞ +، 
3
1.]  

  
        2463 2 −−→ xxx:f.   
  
1 (12167 23 +++= xxx)x(P.   

  .3     درجتھ 
2 (5113 23 +−−= xxx)x(P  

  .3     درجتھ 
3 (452123 +−−= xxx)x(P  

  .3     درجتھ 
4 (1412 −= x)x(P.  

  .1تھ      درج
  

1 (
131432

435
65

2

2

−=+
−−−=−

−+−=+

x)x(Q)x(P
xx)x(Q)x(P

xx)x(Q)x(P
  

  

2( 
226432

922
222

23

23

23

++−=+

−++=−

−+−=+

xxx)x(Q)x(P
xxx)x(Q)x(P
xxx)x(Q)x(P

.  

  
  -6 و معامل حده الأعلى 5 ھي P(x)درجة   )1
 -27 و معامل حده الأعلى7 ھي Q(x)درجة   )2
  .5 و معامل حده الأعلى 4 ھيR(x)درجة   )3

  
1 (f(-1)=0   جدر لـ -1إذن f(x). 

  ).3و ) 2نفس الشئ مع 
  
  1 (a=1 , b=0 , c=-4    
  2 (P(x)=(x-1)(x-2)(x+2)  
  .1 ، 2 ، -2: الجذور ھي)  3  

8 

9 

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
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 1 (P(-2)=0    

 2 (2

2
324 )x)(x()x(P −+=  

 ، -2: الجذور ھي)  3 
2
3  

  b=5   ,   a=
2
21.   

  
3  ,  c=1   a=-1  ,  b=.  

  
1( f(x)=(x-3)2-1           
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[ لما  [+∞∈> ,x,)x(P 20  

4 (] [21
3
20 ,,x,)x(P ∪



 ∞−∈>  

   لما 
3
2210 ==== x,x,x,)x(P  

[   لما  [+∞∪



∈< ,,x,)x(P 11

3
20  

[  لما  [21
3
20 ,,x,)x(P ∪



 ∞−∈>  

5 ()xx)(x(x)x(P 321 2 −−−=  
     لما 

31010 ===−== x,x,x,x,)x(P  
[   لما  [ ] [31010 ,,x,)x(P ∪−∈<  
  لما 

] [ ] [ ] [+∞∪∪−∞−∈> ,,,x,)x(P 31010  
  

    1 ()x)(x()x(P 21 22 −−=  
 لما 

21210 ==−=−== x,x,x,x,)x(P
[لما  [ ] [21120 −∪−−∈< ,,x,)x(P  

67

66

67



 10

لما 

] [ ] [ ] [+∞∪−∪−∞−∈> ,,,x,)x(P 21120
2 ()x)(x()x(P 41 22 +−=  

110لما  =−== x,x,)x(P   

[لما  [110 ;x,)x(P −∈<  

[لما  [ ] [+∞∪−∞−∈> ,,x,)x(P 110  

3 ()x)(x()x(P 432 22 +−=  

220لما  =−== x,x,)x(P  
[لما  [220 ;x,)x(P −∈<  
[لما  [ ] [+∞∪−∞−∈> ,,x,)x(P 220  
  

  )x(x)x()x(P 62
2
13 2 +






 −−=  

لما 
2
130 === x,x,)x(P  

لما 



∈< 3

2
10 ;x,)x(P  

[لما  [+∞∪



 ∞−∈> ,,x,)x(P 3

2
10  

 یوجد حل وحید m=1لما ) 1  
3
2  

   یوجد حلین مختلفین m≠1     لما  

ا لم) ) 2 
2
1

=m یوجد حل وحید 
2
3

−  

     لما  
2
1

≠m یوجد حلین مختلفین .  

  .2 یوجد حل وحید m=0لما  )3
  و  .m≠0      لما 

     









+∞

+−
∪







 −−
∞−∈ ,,m

3
285

3
285

  لا یوجد حلول 

 






 +−−−
∈

3
285

3
285 ,m  

  .  یوجد حلین متمایزین

3
285 −−

=m أو 
3

285 +−
=m  

  ، یوجد حل مضاعف

 ، 1ین  یوجد حلm=−1لما  )4
4
3  

   المعادلة تصبح من الدرجةm≠−1     لما 
  .مایزة    الثالثة تقبل ثقبل ثلاث حلول مت

  
  :   الشكل الأول

   4130 ==−== x,x,x,)x(f  
    ] [ ] [4130 ,,x,)x(f ∪−∞−∈<  
    ] [ ] [+∞∪−∈> ,,x,)x(f 4130  

  :الشكل الثاني
43120 ==−=−== x,x,x,x,)x(f  

] [ ] [43120 ,,x,)x(f ∪−−∈<  
] [ ] [ ] [+∞∪−∪−∞−∈> ,,,x,)x(f 43120

  

   1 (] ] 



 +∞∪−∞−= ,,S
2
13  

   2 (



−=

3
12,S  

   3 (



−=

2
53,S  

   4 (] [+∞∪



 ∞−= ,,S 2

3
5  

   5 (ℜ=S  
   6 (φ=S  
   7 (ℜ=S  
   8 (φ=S  
   9 (φ=S  

  
      1 (] [1,S ∞−=  
      2 ([ [−∞= ,S 1  
      3 (] [ ] [+∞∪−= ,,S 211  
      4 (

] [ ] [ ] [+∞∪−∪−∞−= ,,,S 3223  
      5 (  

  

     1 (






−ℜ= 2

2
1 ,Df  

    2 (






=

5
1S  

  

    1 (






 +−

=
2

71
2

71 ,S  

    2 ({ }2121 +−−−= ,S  

69

70

68

71

72

73

74
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    3 (






−=

6
12,S  

   4 (φ=S  
   5 (φ=S  
  

     1 (






 +

=
3

102S  

     2 (






 +−

=
24

630
24

630 ,S  

     3 (






=

2
9

2
1 ,S    

     4 ({ }85,S =  
     5 ({ }549197,S =  

  

    1 (] [ 



 +∞−∪−∞== ,,S

3
73  

    2 ([ [+∞= ,S 1  
3 ({ }2−=S  
  

  1  (






 +−

=
2

213S  

  2  ({ }8282 +−−−= ,S  
   

 1 ({ }43,S =  
 2 ({ }94,S =  
 3 ({ }4=S  

 4 (






=

2
13 ,S  

  
  یط نجد أن المعادلتین بعد النشر و التبس )2

  .متكافئتین
       3 ({ }4=S  

       4 (






= 3

2
1 ,S  

  
      1 ({ }1=S  
      2 (] [1,S ∞−=  

  
  :      نفرض أن

      xxxx ′′≤
′′+′

≤′
5
4  

:    لدینا
5
4xxx

′′+′
  : معناه′≥

     xx   . بعد التبسیط≥′′

xxx   و نفس الشئ مع  ′′≤
′′+′

5
4.  

  

     

2
53

2
53

013

31

2

+
=′′−

=′

=+−

=+

a,a

aa
a

a

  

:    و منھ
2

53 +
=a  

 
 

( )2 5 5 0x x− − = 
  
  
  
  
  
  

   1 (
24

032
2

2

+=∆

=−+

m
mxx  

  ان في یتقاطع(d) و المستقیم (h)     المنحني 
  ℜ∈x∗     نقطتین حیث 

  2 (







 −











+

++−++−′′











+

+−−+−−′

24

2
24

4
24

2
24

4
24

22

22

m,mI

mmm,mmM

mmm,mmM

  : ھي المستقیم الذي معادلتھIمجموعة النقط 
   Y=-2x   
  
  

  x ھو EBFI  نفرض أن طول ضلع المربع 

): نحل المعادلة )
3
21 22 =−+ xx 

 

لدینا، )1
.xx

x)x(x)x()x(S
82

53
2 +−=

−+−=
  

  x=2 تكون  أعظمیة لماS(x)تكون    

80

75

76

77

78

79

81

82

83

85

86

87
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x 
f'(x) 

f(x) 
- 

0 

+ 

+ - 

2
3

−

2
3

2 3 4

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 
f'(x) 

f(x) 

0 + 

+ 

- 
0 0 0 

+ 

1 -1 

2 2 

2

3

4

5

6
y

(Cg)
(Cf) (Ch)

: نقوم بحل المعادلة) 2

2
3

2
5

2
1582 2

==

=+−

x,x

xx
  

  

1 (
2
3

2
32 2 −−= )x()x(P  

2 (22X)X(P =  
3 ( 
 
 
 
 
 
 
  
 

:  ھيP(x)أصغر قیمة لـ 
2
3

−  

23
2
3

≤≤− )x(P  

5 (



= 3
2
1 ,S  

6 (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   یكون أسفل المنصف الأول لما(γ)نلاحظ أن 





∈ 3
2
1 ,x.  

  
  
  :ℜ من xمن أجل نل عدد حقیقي  )1

             g(-x)=g(x) و منھ gزوجیة .  
      (Cg) ینطبق على (Cf) لما  x∈ℜ+ .  

        2      (  
  
  
  

  
  
  
 
 
       3 ( 
 
 
 
 
 
 
 
 

3( f(x) موجبة تماما على ℜ.  
4( h(x)=f(x) من أجل كل عدد حقیقي x. 
5( ( ) ( )h x f x=  

  
 
 

 

 

88

89

x 
f'(x) 

f(x) 
- 

0 

+ 

+ - 1 
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  المستھدفة الكفاءات     
  

 حساب العدد المشتق لدالة عند عدد 
   حقیقي 

 تعیین معادلة مماس منحن في نقطة  
 .منھ
 حساب مشتقات الدوال المرجعیة  
f حساب مشتقات الدوال  g+ ، 

f g× ،1
g

  ،f
g

 ، ( )x f ax b+a 
  
  
  

                                                                                     
  
  

       
  

  
  
  
  
  

EULER Leonhard              
Suisse, 1707-1783                                       

                                        
  
  

  
  
  

  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

h
xfhxf

x
y

hx

)()(limlim
00

−+
=

∆
∆

→→∆
  

 م عرفهالذين  من أكبر العلماء "ليونارد أولر"
 ثم  في البداية بـِ سان بيترسبورق  ، استقرالتاريخ

      حيث1741في برلين سنة 
  1766 ترأس  أكاديمية العلوم إلى غاية

، ) دراسة مسار المجرات (تخصص في علم الفلك 
الحقل المغناطيسي ، البصريات ، ( اءعلم الفيزي

الهندسة التفاضلية ،  ،الحساب( الرياضيات  ...)
  ،مرورا بالتحليل الرقمي و الوظيفي ، حساب

، معادلة  ...)تغيرات البيانات ، المساحات الجبرية
  )حساب التغيرات( أولر

  و ي التحليل الو ظيفهو من أحد مؤسسي
  المعادلات التفاضلية

3  



 2

  نـشـطـةالأ
  :1نشاط 
  .إدراج مفھوم العدد المشتق بالسرعة  : الھدف

1 (
2 25(2 ) 5(2) 5 20m

hv h
h

+ −
= = +.  

2(   
  
  
  

      3 (1(2) 20v ms−≈  .  
  :2نشاط 
  .تفسیر العدد المشتق ھندسیا وكتابة معادلة المماس  : الھدف

1(

3 4 14
9 22
2

a
−

= = −
+

 2(( ) 12
2

g = )ومنھ− )2g a=   

3 (( )EL : 1 7
2 4

y x= − +.   

  .تفسیر السرعة اللحظیة ھندسیا  : الھدف     :3نشاط 

) 2.          الرسم) 1
2 25(5 ) 5(5) 5 50h h
h

+ −
= +  

1

0
lim5 50 50m h

v h ms−

→
= + =  

 .25tھو M ترتیب النقطة   •) 3

)معامل توجیھ   • )AMھو   :( )
25 20 5 2

2
t

t
t

−
= +

−
  

0 عندdتزایدنسبة و 2t =  :( ) ( )
( )2 5 2

2
d dt t

t
−

= +
−

  

0ندع حصول بیانیا على السرعة اللحظیةلل  • 2t  نقرب  =
 .A نحو النقطةMالنقطة

) ھي السرعة اللحظیة• ) 1

2
lim5 202
t

mst −

→
 ھذا و  +=

                                                        .الھندسي  یتناسب مع التفسیر
    :4نشاط 
  مفھوم المماس إدراج  :الھدف

1(  −∞           0            +∞   x  
                  3  

 
( )f x

1(  
2( . 

  
  
  
  
  
  
  

3( 21 3 2 5
2

x x− + = − ) تعني + )22x − 

)ومنھ )fCیقطع( )Dفي نقطة وحیدة ( )2;1A . 

4( ( )Dیمس ( )fC.     

  عـمـال مـوجـھـةالأ
  .كیفیة إنشاء مماس لقطع مكافئ و لقطع زائد

  . مماس لقطع مكافئ:1مسألة

•  
22a ay x

k k
= −  

)تقاطع • )T 0;: مع محور الفواصل
2
a 

 
 

  

•( )T یمر بالنقطتین 
2

; aA a
k

 
 
 

' و ;0
2
aA  

 
 

  

:2 :تطبیق  3f x x−a ، 1
3

k = − .  

) المماس  • )Tعند النقطة ، للمنحنى ( )1; 3A یشمل  −

'1النقطة ;0
2

A  
 
 

  

) المماس • )Tعند النقطة ، للمنحنى ( )2;12B − 
) یشمل النقطة )' 1;0B − .  

)لمماس ا • )T3 عند النقطة ، للمنحنى ; 1
3

C  
− − 

 
 

'3یشمل النقطة ;0
6

C  
− 

 
 .      

  . زائد مماس لقطع:2مسألة
•fD ∗= ¡.   

) معادلة للمماس • )Tلِـ H1 عند;M a
a

 
 
 

 : ھي 

2

1 2y x
aa

= − + .      • 20;A
a

 
 
 

) و  )2 ;0B a .  

• 
2 100 2 ;;

2 2
a aa a

 +    =+      
.  

)لمماس  ا• )Tھو المستقیم ( )AB        •اءنش إH   .  
•( )1T ھو( )' "R Rحیث ( )' 0; 2R )و − )" 2;0R − .  

• ( )2T ھو( )' "N N2 ؛' 0;
3

N  − 
 

)و  )" 6;0N −.  

• ( )3T ھو( )' "P Pحیث ( )' 0; 4P )و − )" 1;0P −.  
 : 0تقریبات تآلفیة مألوفة عند

  : ھو0التقریب التآلفي عند) 1
( ) ( ) ( )0 0f x f f x′+ ×; 

0 1

1

x

y

( )fC

( )D 

-0.2 -0.1 -0.05 -0.001
19 19.5 19.75 19.995

0.00001 0.0001 0.005 0.01
20.00005 20.0005 20.025 20.05

h
mv

h
mv
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1
1 x+

  1 x+  ( )31 x+  ( )21 x+  ( )f x =  

1 x−  11
2

x+  1 3x+  1 2x+  ( )f x ;  

 

sin x  cos x  ( )2

1
1 x+

  ( )f x =  

x  1  1 2x−  ( )f x ;  

2 (( ) 1 1 0,003 0,9970,003
1 0,003

f = − =
+

;  

( ) 1 1 0,02 1,020,02
1 0,02

f = + =−
−

; 

( ) ( )31 0,003 1 0,0090,003f = + +;  

( ) ( )( )31 1 0,060,02 0.02f = + −− − ;  

( ) ( )21 0,002 1,0040,002f = + ;  

( ) ( )21 0,01 0,980,01f = −− ;  

( ) 1 0,004 1 0,0020,004f = + +;  
 ( ) 1 0,01 1 0,0050,01f = − −;  

( )
( )2

1 1 0,04 0,960,01
1 0,01

f = − =
+

;  

 ( )
( )2

1 1 0,02 1,0020,01
1 0,01

f = + =−
−

;.  

  :تطبیق
v ( )∆ :1y x= − +. 
v 7 74,610 ;4,610− − −  . 

v ( )
21 1

1 1
xx

x x
− − =

+ +
1 من أجل  و 1;

2 2
x  ∈ −  

  

1ولدینا  31
2 2

x≤ + 2 ومنھ ≥ 1 2
3 1x

≤ ≤
+

    ویعني أن

 
2 2

22 2
3 1
x x x

x
≤ ≤

+
 وبالتالي 

2
20 2

1
x x

x
≤ ≤

+
 

v 2 بوضع 22 10x  نجد =−
210 0,071

2
x

−

= ≈ 

0,071xأو ≈ ]إذن المجال ھو   − ]0,071;0,071−.  
  
  
  
  
  
 
  

  تــمـــاریــــن
  صحیح        . خاطئ           صحیح    
  

          صحیحخاطئ      صحیح                 
  
  صحیح   خاطئ                    خاطئ    

      
   صحیح          صحیح                خاطئ   

  
   ( )' 1 2f =   

   ( ) ( )2 2
2

f h f
h

h
+ −

= + .  

  .1 تقبل الاشتقاق عند f الدالة   
) العدد    )' 2f  1 ھو-.   
  ( )' 0f غیر معرف   

   عند النقطة  fمعادلة مماس المنحني للدالة    
     ( )0; 1A 3 ھي − 1y x= +.   

)   العدد  )' 1f 2 ھو.   
  :  بـ¡معرفة على  f للدالة f' الدالة المشتقة  

     ( )' 2 1f x x= +.   
       ( )' 1 0f − =.   

 1 (( )' 0 0f =   ،  2  (( )' 3 3f = −  

     3 (( )' 2 12f − = −  
   1 (( )' 1 1f − =    ،  2 (( )' 1 3f = −  

  3 (( ) 1' 3
18

f − = −  ،  4 (( ) 1' 4
8

f =   

   5 (( ) 3' 1
2 3

f − = − ،  6 (1' 1
4

f   = − 
 

   

   1 (( ) ( )1 1
4

f h f
h

− + − −
=   

)لدینا  ) 2   ) ( )
0

1 1
lim 4
h

f h f
h→

− + − −
   ، نستنتج =

 و -1تقبل الاشتقاق من أجل fأن الدالة 
( )' 1 4f − =  

   .0 تقبل الاشتقاق من أجل fنعم الدالة ) 3

) ننشر) 1     )32 h+   

  2 (( ) ( )
3

2

0 0

2 8
lim lim 6 12 12
h h

h
h h

h→ →

+ −
= + + =   

 و 2 تقبل الاشتقاق عند f الدالة أن نستنتج 
( )' 2 12f =  

    1  (( ) ( ) 32 2 8f h f h h+ − = −   

10 12 

13 

14 

15 

16 

17 
18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

1 2 3 

4  5 6 

7 

26 

8 9 

11 

25 
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 2 (( ) ( )
0

2 2
lim 8
h

f h f
h→

+ −
=  ، إذن −

( )' 2 8f = −.  

      ( ) ( )
0

2 2
lim 2
h

f h f
h→

+ −
= )ن، إذ− )' 2 2f = −.  

      ( ) ( )
0

1 1
lim 5
h

f h f
h→

− + − −
)، إذن= )' 1 5f − =  

       ( ) ( )
0

3 3
lim 1
h

f h f
h→

+ −
)، إذن = )' 3 1f =   

      ( ) ( )
0

2 2
lim 1
h

f h f
h→

− + − −
، إذن =

( )' 2 1f − =  

( ) ( )
0

2 2 1lim
9h

f h f
h→

+ −
= −،  

)  إذن ) 1' 2
9

f = −   

( ) ( )
0

2 2 1lim
9h

f h f
h→

+ −
= −،  

) إذن  ) 1' 2
9

f = −   

1 (( ) ( )
0

3 3
lim 2
h

f h f
h→

+ −
= − ،  

)إذن     )' 3 2f = −  

2  (( ) 2' 5
9

f = −   ،  3 (1 8'
2 25

f  − = − 
 

  

4 (( ) 2' 3
7 4 3

f = −
−

 ،  5 (( ) 1' 0
2

f = −   

  ( ) ( )
0

3 3
lim 2
h

f h f
h→

+ −
)، إذن = )' 3 2f =  

         1  (( ) ( )1 1 4 2f h f h
h h

+ − + −
=  

4hمن أجل ) 2 > 0h و − ≠           :   

( ) ( ) ( )( )
( )

4 2 4 21 1 4 2
4 2

h hf h f h
h h h h

+ − + ++ − + −
= =

+ +

                1
4 2h

=
+ +

  

3 (( ) ( )
0

1 1 1lim
4h

f h f
h→

+ −
=  

) و لدینا 1 تقبل الاشتقاق عند f  إذن الدالة ) 1' 1
4

f =  

)         نحسب   ) ( )
0

7 7
lim
h

f h f
h→

+ −
  

)        و نجد  ) 1' 7
2 5

f =  

)نحسب          ) ( )
0

3 3
lim
h

f h f
h→

− + − −
  

)و نجد           ) 1' 3
4

f − = −  

  )1الترقیم یبدأ من :         تصویب
 1 (( ) 2 7f x x= 3a   و − =   

) نحسب   ) ( )
0

3 3
lim
h

f h f
h→

+ −
)   و نجد  )' 3 2f =   

)بنفس الطریقة نحسب   ) ( )
0

lim
h

f a h f a
h→

+ −
    

)  و نجد    )'f aفي باقي الحالات الأخرى.  
   .38  نفس الطریقة المتبعة في حل التمرین رقم        

  
   .38نفس الطریقة المتبعة في حل التمرین رقم          

      1 (2: 2f x x +a ،  6a =  

( ) ( ) ( )26 6 1f a h f h h+ = + = + +   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

6 6
' 6 lim lim 12 12

h h

f h f
f h

h→ →

+ −
= = + =

6a من اجل f إذن العدد المشتق للدالة   ھو =
( )' 6 12f =  

)و بنفس الطریقة نحسب  )'f a في الحالات الأخرى 
  .المتبقیة

          1 (2:f x xa   

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

3 3
' 3 lim lim 6 6

h h

f h f
f h

h→ →

+ −
= = + =  

)أحسن تقریب تآلفي للعدد ) 2 )3f h+ من اجل القیم 
) ھو hالصغیرة للعدد  ) ( )3 ' 3f h f+ 9 أي 6h+   

 1 (2: 2f x x +a  

       ( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 2

h

f h f
f

h→

− − −
− = = −  

)حسن تقریب تآلفي للعدد أ) 2 )1f h  من اجل القیم −
) ھو hالصغیرة للعدد  ) ( )1 ' 1f h f− +  أي −

3 2 h−.  
f:2نعتبر الدالة ) 1          x xa  

  : و لدینا 2 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

2 2 2 4
' 2 lim lim 4

h h

f h f h
f

h h→ →

+ − + −
= = = 

)أحسن تقریب تآلفي للعدد  )22 h+ عندما ینتھي h 0 إلى 
)   ھو ) ( )2 ' 2f h f+ 4 أي 4 h+.  
2 (2,04 2 0,04= +  
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) إذن  ) ( )22,04 4 4 0,04≅ ) أي + )22,04 4,16≅   
1,98 2 0,02= −   

)إذن  ) ( )21,98 4 4 0,02≅ + ) أي − )21,98 3,92≅  
 2,001 2 0,001= +  

) إذن  ) ( )22,001 4 4 0,001≅   أي +

( )22,001 4,004≅  

f:1نعتبر الدالة )  1          x
x

a   

  : و لدینا 3 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة fالدالة 

( ) ( ) ( )
2

0 0

1 1
3 3 13 3' 3 lim lim

9h h

f h f hf
h h→ →

  − + − + = = = −  

1 تقریب تآلفي للعدد  أحسن
3 h+

 0 إلى h عندما ینتھي 

1ھو   1
9 3

h− +.  

2 (3,02 3 0,02= )  إذن + )1 1 10,02
3,02 9 3

≅ − +   

1    أي  0,331111111
3,02

≅  

1  و بنفس الطریقة نجد قیمة تقریبیة لـ
2,99

1و   
3,1

   

f:3ر الدالة نعتب) 1         x xa   
  :و لدینا 1 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( ) ( )3

0 0

1 1 1 1
' 1 lim lim 3

h h

f h f h
f

h h→ →

+ − + −
= = =

) أحسن تقریب تآلفي للعدد  )31 h+ عندما یقترب h 0 من 
)ھو   ) ( )1 ' 1f h f+ 1 أي 3h+.  

2 (1,04 1 0,04= +   
) إذن  ) ( )31,04 1 3 0,04≅ )  أي + )31,04 1,12≅  

 ( )30,96 0,88≅   
f:نعتبر الدالة ) 1           x xa   

  : و لدینا 5 تقبل الاشتقاق من اجل القیمة f         الدالة 

( ) ( ) ( )
0 0

5 5 5 5 1' 5 lim lim
2 5h h

f h f hf
h h→ →

+ − + −
= = =

5 أحسن تقریب تآلفي للعدد  h+ عندما ینتھي h 0 إلى 

)    ھو ) ( )5 ' 5f h f+ 5 أي
2 5

h
+.  

2 (5,01 5 0,01= +  

0,015,01 إذن  5
2 5

≅ +  

5,01  أي  2, 238304045≅  
  

   4,83 و4,97بنفس الطریقة نجد قیمة مقربة لـ
4,97بملاحظة أن  ( 5 0,03= 4,83 و  − 5 0,17= − (  

          1 (( ) ( )2,1 2 0,1f f= +  
     ( ) ( ) ( )2,1 0,1 ' 2 2f f f≅ ×  أي +

( )2,1 3, 4f ≅  
 2 (( ) ( )2,1 2 0,1f f= +  

( ) ( ) ( )2, 2 0,1 ' 2,1 2,1f f f≅ × +  
)  أي  ) ( )2, 2 0,1 2 3,4f ≅ × )  أي + )2, 2 3,6f ≅  

)س المنحني معادلة مما)  1        )C عند النقطة 
( )2;0A 1 و الذي معامل توجیھھa = 

):ھي ) ( )0 0y a x x f x= −  A ھي فاصلة 0x حیث +
)أي  ) ( )1 2 2y x f= − +  

2y  أي معادلة المماس ھي  x= −   
v و بنفس الطریقة نعین المماس في الحالات الأخرى. 

)معادلة         )C ھي 
22

5
xy 0   و   = 3x =  

0 معامل توجیھ المماس عند النقطة ذات الفاصلة 3x =  

) :ھو ) ( ) ( )
0

3 3 12' 3 lim
5h

f h f
f

h→

+ −
= =،  

)بوضع  ( )
22

5
xf x =(  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 3 3 3y f x f= −  و نجد  +
12 18
5 5

y x= −  ،    )( ) 183
5

f =  (  

)  و بنفس الطریقة یتم تعیین معادلة المماس للمنحني )Cفي   
  .  الحالات الأخرى المتبقیة 

):       بوضع ) 2 2f x x x= معامل توجیھ المماس  . −
  :  ھو−1عند النقطة ذات الفاصلة

 ( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 4

h

f h f
f

h→

− + − −
− = = −  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 1 1 1y f x f= − + +  و −
4  نجد 1y x= − −  ،    )( )1 3f − =  (  

):       بوضع ) 4f x
x

= معامل توجیھ المماس عند  −

:   ھو2النقطة ذات الفاصلة

( ) ( ) ( )
0

2 2
' 2 lim 1

h

f h f
f

h→

+ −
= =  

):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 2 2 2y f x f= −  و نجد  +
4y x= −  ،    )( )2 2f = −  (  

):       بوضع ) 212
2

f x x= معامل توجیھ المماس ،  −

  :   ھو1عند النقطة ذات الفاصلة

( ) ( ) ( )
0

1 1
' 1 lim 1

h

f h f
f

h→

+ −
= = −  
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):معادلة المماس ھي  )( ) ( )' 1 1 1y f x f= −  و نجد  +
5
2

y x= − +  ،    )( ) 31
2

f =  (  

 من الواضح أن المماس یقطع محور الفواصل في النقطة 

5التي فاصلتھا 
2

.   

x:2نحل المعادلة ذات المجھول ) 1          4 4x x= − −  
2x و نجد  = )  ، إذن− )Cو ( )D یتقاطعان في 
)النقطة )2; 4A −.   

)نستنتج أن ) 2 )Dھو المماس لـ ( )C في 
)النقطة )2; 4A −       .   

)معادلة : تصحیح )D:2 2y x= − ) 1 السؤال وفي−
( )( )3 2 23 2 5 4 1x x x x ax bx c+ − − = + +  ونجد +
( )( )3 2 23 2 5 4 1 3 4x x x x x x+ − − = + − −  

3نحل المعادلة) 2 23 2 7 6 2 2x x x x+ − − = − − 

1xونستعمل السؤال السابق ونجد  = 4 أو−
3

x =   

)إذن النقطة المشتركة ذات الترتیب معدوم ھي )1;0A −  
3 (1x = :  ھو حل مضاعف للمعادلة −

3 23 2 7 6 2 2x x x x+ − − = − ) إذن− )D مماس لِـ 
( )Cفي النقطة ( )1;0A −.   

)       معادلة مماس المنحني  )C عند النقطة ( )2;4A 
)  :ھي )( ) ( )' 2 2 2y f x f= − +  

)بما أن المماس یوازي  ) فإن ∆( )' 2 3f =  
3إذن  معادلة مماس ھي  2y x= −  

i        بما أن شعاع توجیھ المماس 
r

 فإنھ یوازي حامل 
3yالفواصل و بالتالي معادلتھ  محور = −   
  )−3  ھو Aترتیب النقطة(        

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1        
( ) ( )

0
lim 3
h

f a h f a
h→

+ −
 قابلة f ، إذن الدالة =

) و aللاشتقاق عند  )' 3f a =.  
    2 (' :f x ma  

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1        
( ) ( ) 2

0
lim 3
h

f a h f a
a

h→

+ −
 قابلة f ،  إذن الدالة =

)  و¡ من xللاشتقاق  عند كل  ) 2' 3f x x=.   
  1 عند النقطة ذات الفاصلة fمعادلة مماس منحني الدالة) 2

3:      ھي 2y x= −  
 ھي مجموع دالتین قابلتین للاشتقاق gالدالة ) 1         

) :x من أجل كل عدد حقیقي ¡على )' 2f x x= − +  
) أ) 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a h a f a h f a g a h g a
h h h

ϕ ϕ+ − + − + −
= −          

( ) ( ) 1 2
2

f a h f a
h a

h
+ −

= + + −( ) ( )a h a
h

ϕ ϕ+ −  

  ¡ تقبل الاشتقاق على ϕ)  ب

)) جـ ) ( ) 2
f a h f a

a
h

+ −
= − 

)و ) ( ) 1
2

a h a
h

h
ϕ ϕ+ −

=  

) و منھ  ) ( )
0

lim 0
h

a h a
h

ϕ ϕ
→

+ −
   ثابتة ϕ إذن الدالة  ،=

 : لدیناaمن أجل كل عدد حقیقي )  1         
( ) ( )

0
lim 2 5
h

f a h f a
a

h→

+ −
= ابلة  قf ،  إذن الدالة −

)  و¡ من xللاشتقاق  عند كل  )' 2 5f x x= −.   
)معادلة مماس المنحني ) 2 )P عند النقطة ( )0;4E   

5:      ھي 4y x= − +  
) من Mطة نعم توجد نق) 3  )P یكون مماسھ عندھا 

1للمستقیم الذي معادلتھ  موازیا
2

y x= حیث فاصلة M 

11ھي 
4

.  

)لإیجاد ھذه الفاصلة نحل المعادلة ( ) 1'
2

f x =(   

)معادلة مماس المنحني) 4 )P عند النقطة ذات الفاصلة a  
):     ھي ) 22 5 4y a x a= − − +   

)المنحني ) 5 )P یشمل مماسین كل منھما یشمل المبدأ إذا 
2كان  4 0a− + ) أي = )2a = ) أو − )2a =.  

 و لدینا من أجل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة ) 1       
) :¡ من xكل  ) 2' 6 10 1f x x x= + −   

  x و لدینا من أجل كل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة )  2

) :¡من  )' 2 cos 1
3

f x x π
= −  

[ تقبل الاشتقاق علىfالدالة) 3    و لدینا من أجل كل∞+;1]

   xمن ] [1;+∞:( ) 1'
2 1

f x
x

=
−

  

 x و لدینا من أجل كل ¡ تقبل الاشتقاق على fالدالة ) 4

) :¡من  )
( )

4 2

2

2 6 10'
1

x x xf x
x

+ +
=

+
  

x          الدالة  xa قابلة للاشتقاق على ¡   
x  و الدالة  xa قابلة للاشتقاق على ] [0;+∞  

xلي الدالة   و بالتا x xaقابلة للاشتقاق على ] [0;+∞  

[ من xومن أجل كل  [0;+∞:( ) 3'
2

f x x=  

       1 (' : 6 4f x x−a    ، 2 (1' :
2

f x x−a  

                     3 (' : 2f x x+a  
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       4 (3 2' : 4 3 3 2 2 6 3f x x x x− − +a  

        1 (2

2' :f x
x

a ،   2 (
( )2

3' :
2

f x
x

−
+

a  

3(
( )2

4' : 2
3

f x
x

+
−

a 4(
( )

2

22

3 10 9':
3

x xf x
x

− − −

−
a  

         1 (2' : 3f x xa  
v  ( ) ( )3g x f x= −   

)   و منھ  ) ( ) ( )2' ' 3 3 3g x f x x= − = −  
v ( ) ( )2 5g x f x= +   

)   و منھ  ) ( ) ( )2' 2 ' 2 5 2 3 2 5g x f x x= + = × +  
v ( ) ( )3 2g x f x= −    و منھ+

  ( ) ( ) ( )2' 3 ' 3 2 3 3 3 2g x f x x= − − + = − × − +  
   1 (( )f x x= و 

( ) ( )1 1g x f x x= − = −  
] معرفة علىfالدالة معرفة على  g و الدالة∞+;0]

[ [1;+∞.  
[ تقبل الاشتقاق علىfالدالة ) 2  تقبل g و الدالة ∞+;0]

[ على الاشتقاق ]1;+∞.  

3( ( ) 1'
2

f x
x

=  

)و ) ( ) 1' ' 1
2 1

g x f x
x

= − =
−

  

v نتبع نفس الطریقة في الحالتین المتبقیتین. 
1 (( ) ( )' 6 3 2f x x= −  ، 

2(( ) 3'
2

f x
x

=  

 3 (( ) 1'
2 3

f x
x

=
−

    ، 4 (( ) 3'
2 2 3

f x
x

−
=

−
  

 5 (( ) 6 3'
2
xf x

x
−

= ،  

6(( )
25 6 15'

2 3
x xf x

x
− + +

=
− +

  

          1 (( ) ( )' 3sin 3 2f x x= − −  
 2 (( ) ( )' 3cos 3 2f x x= −  
 3 (( ) 2 2' cos sinf x x x= −  

4 (( ) ( ) ( ) ( ) ( )' cos 2 cos sin sin 2f x x x x xπ π π π= − + − + −  
 5( ( )' 2cos3 sin 3f x x x= −         

قابلة للاشتقاق f        أكبر مجموعة بحیث تكون الدالة 
[ھي [ منx ، ومن أجل كل عدد حقیقي ∞+;0] [0;+∞  

)   : لدینا )
( )2

1 1'
2 1

f x
x x

= −
+

  

   ( )1,02 1,505f ≅   ،  ( )0,96 1,49f ≅  
        1 (3 4y x= + ،  2 ( 11 5y x= + ،   

             3 (7 11y x= − +  
)معادلة المماس ) 1         )1Tلـ ( )1C     عند النقطة 
( )( )0 0,A x f x2 ھي

0 02 3y x x x= − + +   
) و معادلة المماس  )2Tلـ ( )2Cعند النقطة  

( )( )0 0,A x g x2   ھي
0 0

2 4xy
x x

= − +   

  0 2
0

22x
x
−

− 2   و =
0

0

4 3x
x

= 0 فیكون + 1x =  

)إذن یوجد مستقیم ) یمس المنحنیین∆( )1Cو  ( )2C في 
)النقطة  )1;2A.  

)معادلة ) 2 2:  ھي ∆( 4y x= − +   
3 (( ) أعلى∆( )1C  ،  ( ) أعلى∆( )2C في ] [;0−∞   

)    و  ) أسفل∆( )2C في ] [0;+∞.   

         1 (( ) ( )
( )

2

22

6 2
'

1

x x
f x

x

α β α− + − +
=

+
        

 2 (4α 3β و = =  
       1α = 2β و − =   

  
) عدد حلول المعادلةm         نناقش حسب قیم )' 0f x =  

0m إذا كان    .فإنھ یوجد مماس واحد  =
0m و إذ كان    . فإنھ یوجد مماسان ≠

1(2DG m x= −، tan 60 3DE x x= ° =  
):ساحة المستطیل ھي ومنھ م ) 22 3 3R x m xx = − +  

( )' 4 3 3R x mx = − )؛+ )' 0R x  معناه =
4
mx =  

)بما أن )R x2 من الدرجة الثانیة و 3 0−  فإن >

4
mR 

 
 

 مة الحدیة الكبرى ومنھ  ھي القی
4
mx  ولدینا =

23
84

mR m  = 
 

.  

مساحة المثلث ھي ) 2

( ) 21 3tan 60
2 2 4

mT m mm = × ° =   

)ومنھ )
24

Tm mR  = 
 

  

( ) ( ) ( )0,002 '4,002 4 4T T T+;    
)ومنھ  ) 4,004 34,002T ×; 

)و ) 2,002 32,001R ×;  
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        1 (80;A
m
− 

 
 

)  و  )2 ;0B m  

)معادلة ) 2    )AB 2 ھي

4 8y x
m m

= −  

2 المعادلة 

4 4 8x
x m m

−
= x تقبل حلا مضاعفا − m=   

) و بالتالي المستقیم  )AB مماس للمنحني ( )H في 
  .Mالنقطة

))  أ) 1         )
2

12 4
16 12 4 4

hT h
h h

− −
=

− − +
  

))  ب )
0

3lim
2h

T h
→

=  تقبل الاشتقاق من f و منھ الدالة −

3أجل القیمة 
2

3 و  3'
2 2

f   = − 
 

  

  2 (xv
t

2 و منھ = x
t

2x  أي = t=  

 2 2 2OB AB OA= )    و منھ − )22 25 2OB t= −  

225    أي  4OB t= −  

3xإذا كان  3 فإن =
2

t = ، ( ) 225f t t= −  

0

3 3

2 2 3lim
2h

f h f

h→

+ −
   
   
    = −   

)ننشر) 1       )2R x+ فیكون 
2

0 2
2 21

Rg g
x xR

R R

= ×
  + +     

  

0 و منھ 2
1

21
g g

x x
R R

= ×
 + +  
 

   

2 (2 21 1x x
R R

+ ≅     و −
2

0x
R

 
 
 

;  

0
21 xg g
R

 × − 
 

;  

3  (9,785g ;  
)ننشر ) 1              ) ( )2 22x a x ax a− + −  

)معادلة المماس ) 2  )aTللمنحني  ( )fc عند النقطة ذات 
2: ھيaالفاصلة 33 2y a x a= −  

)لدینا  ) ( )( )2 22 2x ax a x a x a+ − = − +  

) لدراسة الوضع النسبي لـ- )fcو ( )aT  ندرس إشارة العدد   

  ( ) ( )2 2x a x a− +   
2xإذا كان  a> )إن  ف− )fcأعلى ( )aT  

2xإذا كان  a< ) فإن − )fcأسفل ( )aT  
  

2xإذا كان  a= ) فإن − )fcیقطع ( )aT  

sinIT؛ OITفي المثلث القائم )1 x
OT

=  

cosOIو x
OT

1OI ، بما أن =  نحصل على =

sin
cos

xIT
x

 لكونھا غیر موجودة في tanلاندرج (=

  ).البرنامج

2( 1
1 sin
2

A x=2 و
1 1 sin
2 2 cos

xA IT OI
x

= × =.   

Aمساحة الجزء من القرص المرفق للزاویة x ومساحة ، 
2Rπالقرص ھي π=2 وھي مرفقة للزاویةπ إذن  :

1
2 2

xA xπ
π

= =  

1:بما أن  )3 2A A A≤ :  فإن ≥
1 1 1 sinsin
2 2 2 cos

xx x
x

≤ sinsin:   أي ≥
cos

xx x
x

≤ ≤   

sinإذن
cos

xx
x

0 وبما أن في المجال≥ ;
2
π 

  
:cos 0x > 

cos:فإن sinx x x≤ خلاصة cos sinx x x x≤ ≤  

sincosنستنتج من ھذا أن • 1xx
x

≤ 0نلأ ≥ ;
2

x π ∈   
  

من الرسم نخمن النتیجة )4
0 0

lim ( ) lim ( ) 1
x x

g x h x
→ →

= =  

5( ( )' cosf xx ) ومنھ = )' cos 0 10f = =  
( ) ( ) ( )

0

0 0lim ' 10
0h

f fh f
h→

−+ = =
−

  : ومنھ 

0

sinhlim 1
h h→

 أي =
0

sinlim 1
x

x
x→

: ومنھ =
0

lim ( ) 1
x

h x
→

=  

  :الطریقة الأولى 
1( 2( ) 5( 12 )d t t t= − )2 ؛− ) 5( 6) 180d t t= − − + 

(6) ھي القیمة الحدیة العظمى للارتفاعومنھ  180d =.   
  . تكون معدومة 6ة السرعة في اللحظ) 2

  :الطریقة الثانیة 
1 (( )' 10 60d tt = − +   

0                   6                 +∞  t  
          +         0        - ( )'d t  
                     180 
0 

( )d t  

(6)ومنھ  180d   . ھي القیمة الحدیة العظمى =
2 (( )' 06d =  

)لدینا) 1 ) ( )0 0DC f x h f x h= + − − 

2BDو h= ومنھ ( ) ( )0 0S h f x h f x h= + − −    

82

83

84

77 

78 

80 

79 



 9

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0' 'S h f x hf x f x hf x= + − +    

): أي  )2
02 'S h f x=  

2 (( )22 9 0,01620,03S = × × =.   
 من أجل كل عدد fأحسن تقریب تآلفي للدالة) 1
)  ھوxحقیقي ) ( ) ( )'f f hfx h x x=  ومن أجل ++
( )x− لدینا ( ) ( ) ( )'f f hfx h x x= −− − − −  

) زوجیة نحصل علىfما أنب ) ( )' 'f fx x= − −.   

2 (( )
( )22

4'
1

xg x
x

=
+

)  ومنھ )' 11g = 

)ولدینا ) 01g 1y إذن المعادلة = x= −   
: فردیة إذن   g'جیة ومنھ زوgالاستنتاج

( ) ( )' ' 11 1g g= − = ) و−− ) ( ) 01 1g g= =−  
1y: والمعادلة ھي  x= − −   
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  المستھدفة الكفاءات     
  

   تغير دالةإتجاه عيين ت 
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 2

  نشطةالأ
  :1نشاط 
  .العلاقة بین إشارة مشتق دالة  واتجاه تغیرھا : الھدف

  1(fمتزایدة تماما على ¡. gمتناقصة تماما على ¡ . 
hمتزایدة تماما على [ [0;+   ومتناقصة تماما على∞

] ];0−∞.kمتناقصة تماما على ] [0, + ∞.   
2(( )' 1f x =، ( )' 2g x = −، ( )' 2h xx =  

)و ) 2

1'k x
x

= −.   

):xمن أجل كل عدد حقیقي) 3 )' 0f x ) و< )' 0g x <   
]من أجل كل [0;x∈ + ) ؛∞ )' 0h x   و من أجل كل<

] ];0x∈ ) ؛∞− )' 0h x <.   

[من أجل كل [0,x∈ + ) ؛ ∞ )' 0k x =<  
  . المطلوب مؤكد ) 4 
  :2 نشاط 

تجاه تغیر دراسة إشارة مشتق دالة بیانیا واستنتاج ا : الھدف
  .ھذه الدالة

1 (( ) 0g x 1x معناه= 1 أو=
3

x = −  

;1 متزایدة تماما علىfمن الرسم) 2
3

 −∞ −  
 

]و [1;+ 1 ومتناقصة تماما على ؛  ∞ ;1
3

 −  
.   

  موجبة تماما علىgمن الرسم الدالة) 3

] [1; 1;
3

 −∞ − ∪ + ∞  
1وسالبة تماما على ;1

3
 −  

 

1وتنعدم من أجل القمتین
3

   . فقط1 و −

4 (( ) ( )2' 3 2 1f x x gx x= − − =.  
   .g ھي نفس إشارة R على f'ة إشار) 5

6( 'fموجبة تماما على ] [1; 1;
3

 −∞ − ∪ + ∞  
معناه 

f1 متزایدة تماما على;
3

 −∞ −  
]و [1;+    ؛∞

'f1 تماما على  سالبة ;1
3

 −  
 متناقصة تماما f معناه 

1على ;1
3

 −  
.   

  :3 نشاط
دراسة المماس لمنحني دالة عند نقطة التي فاصلتھا  : الھدف

  . ھذه الدالةتعدم مشتق
[ تنتمي إلىMعین فواصل النقط) 1 ]1;2.   
[ تنتمي إلىMعین فواصل النقط) 2 [1;1−  

[المجال) 3   .جبة تماما موf' تكون فیھ2;1[
[المجال) 4   . سالبة تماماf' تكون فیھ−1;1]

)في النقطتین) 5 )1;6A ) و− )1;2B، ( )C f یقبل فیھما 

ق  العدد المشت .لحامل محور الفواصل  مماسین موازیین

   .تین النقطتینایكون معدوما عند فاصلتي ھ
  :4 نشاط
  و حصر دالة بطریقتینالھدف من ھذا النشاط ھ : الھدف

  .وملاحظة أحسن طریقة 
] )2: الطریقة الثانیة  : تصحیح ]1 , ] عوضا −1 ]1 ,0−  

]) 3و ]1 , ] عوضا 5 ]0 , 5  
  :الطریقة الأولى  

]من أجل   ]1 , 5x∈ 20 لدینا − 2 50x≤ ≤ 
20و 4 4x− ≤ − ≤  

214ومنھ 2 4 6 60x x− ≤ − + ≤ .  
   :الثانیةالطریقة  

1(
( ) ( ) ( )

2 2
2 12 1

1 2
2 1

2 4
2 2

x xx x
T x x

x x
− −−

= = + −
−

   

] من2x و1xمن أجل كل)  2 ]1 , 1حیث −1 2x x≠لدینا : 
1 22 2x x− < + 8 ومنھ > 0T− < 0T إذن . > <  

] متناقصة تماما علىfملاحظة ]1 , 1−.   
] من2x و1xمن أجل كل)  3 ]1 , 1 حیث5 2x x≠  لدینا: 

1 22 10x x< + 0 ومنھ> 16T< 0T إذن> >.  
] متزایدة تماما علىfحظةملا ]1 , 5.   
  4(  1−                 1                 5x  

  12                                  36  
                  4  

( )f x  

] منxمن أجل كل)  5 ]1 , 5− 4 ( ) 36f x≤ ≤.  
)لتغیرات نجد أحسن حصر لِـباستعمال جدول ا)  6 )f x.   

  عـمال موجھةالأ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 



 3

  تــمـــاریــــن
  

   خطأ           یحصح            صحیح         
  

            خطأ   صحیح             خطأ         
  
  صحیح             طأ   خ         صحیح  

      
   خطأ                  خطأ             خطأ   
  

  .    صحیح               خطأ 
  
         3 (( ) ( ) ( );f x f b f a∈     
   یقبل مماسا موازیا لحامل محورfمنحني الدالة ) 1  

     الفواصل
  .المعادلة تقبل حلا واحداً ) 1  
  
]احدا على المجال المعادلة تقبل حلا و)  3   ]0;1  
   متزایدة تماما  fالدالة  )  1 

)المعادلة  )  2 )f x m= تقبل حلا واحدا 
]على ]0;1.  

  
 على تقبل على الأقل قیمة حدیةf الدالة)3  ;  

+∞      1              1-       
−∞  

x  

      -                +             -     ( )f x  

[ متزایدة تماما علىfالدالة   ]; 1−∞ ] و− [1;+ ∞  
و متناقصة تماما على  1 ; 1  

   متناقصة تماما على كل من المجالاتf     الدالة 
    ] [; 2−∞  و − 2 ; 2 و ] [2;− +∞.   

] سالبة على المجال f'      الدالة  ];a b و بالتالي الدالة 
f متناقصة تماما على [ ];a b أي ، ( ) ( )f a f b>   

  ).دالة المتناقصة لا تحافظ على الترتیبال    (
] موجبة على المجال f'      الدالة  ];a b و بالتالي الدالة 

f متزایدة تماما على [ ];a b أي ، ( ) ( )f a f b<   
  ). المتزایدة تحافظ على الترتیبالدالة(

)        المنحني  )1C یرفق بالمنحني ( )R  
)        المنحني  )2C یرفق بالمنحني ( )Q  

)        المنحني  )3Cلمنحني  یرفق با( )P  
      1 (( ) 2' 3 3f x x=  f  ، أكبر قیمة تبلغھا الدالة −

]على المجال  ) -1 و تبلغھا عند3 ھي −1;3[ )1 3f − =    

2 (( ) 2' 3 6f x x= − + ، ( )2 3 2f =   

3 (( )
( )22

2'
1

xf x
x

−
=

+
 ،  ( )0 2f =          

        1( 

  2                 3
2

            3-   x  

  

                   1
4

−  
( )f x
  

2(  
     2             1-             4-   x  

                     8  
                    

( )f x
  

 3 (  
 7        2            0         5-   x  

                         1  
           3-         

( )f x
  

 4 (  
2        1           0          1-      2-  x  

                       3  
          2                       2  

( )f x
  

5 (  
    2                             1-  x  

                        
                    

( )f x
  

6 (  
6       3              1-        4-   x  

        1
6

                        

                         1
2

−  

( )f x
  

7 (  

    6                           1
3

−  x  

                        
                    

( )f x
  

8 (  
    2                             7-  x  

                        
                    

( )f x
  

        ( )
2 3

2
xf x
x

+
=

−
 ، ( )

( )

2

2

4 3'
2

x xf x
x
− −

=
−

  

 متزایدة تماما على كل من المجالین f الدالة 

; 2 7 −∞ −  2 و 7; + +∞  و متناقصة تماما 

2على كل من  7;2 −  2;2 و 7 +   

10 12 

13 14 
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4  5 6 
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 4

1 نضع  5,012013014015016x =   
2    و  5,012013014015017x =  

1 2 7 ;x  ∈ + +∞  2 و 2 7 ;x  ∈ + +∞    

2 لدینا  1x x> و بالتالي ( ) ( )2 1f x f x> لان الدالة f  

2متزایدة تماما على  7 ; + +∞  إذن ، B A> 

         ( )
( )21

xf x
x x

=
− +

،( )
( )

2

22

1'
1

xf x
x x

− +
=

− +
    

[ متناقصة تماما على f الدالة ]; 1−∞ ] و−  و ∞+;1]

]متزایدة تماما على  ]1;1−.  
1نضع  2,01401414x =   
2    و  2,01401416x =  

[ [1 1;x ∈ ]  و ∞+ [2 1;x ∈ +∞   
2 لدینا  1x x> و بالتالي ( ) ( )2 1f x f x< لان الدالة f 

]مناقصة تماما على  B ، إذن ∞+;1] A< 
0a        إذا كان  تقبل قیمة حدیة   f الدالة >

عظمى
24

4
ac b

a
 عند −

2
b
a

0a و إذا كان −  f الدالة <

تقبل قیمة حدیة  صغرى  
24

4
ac b

a
ند  ع−

2
b
a

−.   

       3:f x x ax b+ +a،   ( ) 2' 3f x x a= +  

  قيمتين حديتين مختلفتين إذا كان fيكون للدالة
] [;0a ∈ −∞.  

       3 2:f x x ax b+ +a، ( ) 2' 3 2f x x ax= +  
0a  قيمتين حديتين مختلفتين إذا كان fيكون للدالة ≠.  

        2:f x ax bx c+ +a  
0aإثبات أن  )لدينا : < )1f  قيمة حدية ، إذن −
( )1;3B ) هي ذروة للمنحني − )C و لدينا A تقع فوق 

B و بالتالي ( )1f  هي قيمة حدية صغرى ، و بما أن −
( )f xهي دالة كثير حدود من الدرجة الثانية فإن  

0a >. 

  : f الدالة تعیین
) نطبق الشروط )2 1f ) و = )1 3f − =  و −

( )' 1 0f − 4 فنجد =
9

a = ، 8
9

b 23  و =
9

c = −  

)        نطبق الشروط )1 1f = ) و − )1 0f −  و =

( ) 13' 1
2

f − = 3a  فنجد − = ، 1
2

b = 7  و −
2

c = −  

        1(  
  2                 1              3-   x  
  

                     1  
( )f x
  

v  في الحالات المتبقیة  للتعرف على اتجاه تغیر الدالةf 
 .ندرس إشارة مشتقتھا

           1  (2: | 2 |f x x x−a 0] ؛ ;5]D =  
)     نضع  ) 2 2g x x x= −  

  :  ھوg جدول تغیرات الدالة 
  5        2         1              0  x  

15                                   0   
                     1-  

( )g x  

) و لدینا  ) ( )f x g x= إذا كان [ ]2;5x∈  
)  و  ) ( )f x g x= ] إذا كان − ]0;2x∈  

  : ھو f جدول تغیرات الدالة 
5                2          1          0  x  

15                          1  
                0                         0   

( )f x  

v في الحالات المتبقیة  للتعرف على اتجاه تغیر الدالةf 
)نتبع نفس بالطریقة مع  ) ( )f x g x= إذا كان 

( ) 0g x ) و ≤ ) ( )f x g x= ) إذا كان − ) 0g x ≤  

 ثم D على المجالfأدرس اتجاه تغير الدالة) 1
:أنجز جدول تغيرات الدالة | ( ) |g x f xa في ، 

  :ت التاليةكل حالة من الحالا
2: ( 4)( 1)f x x x− +a ؛ [ 3 ;5]D = −.   

) :D من  x  من أجل كل ) 2' 3 2 4f x x x= + −  

1 تنعدم من أجل f' الدالة
1 13

3
x − −

2و =
1 13

3
x − +

=  

  :  ھوf جدول تغیرات الدالة 
5           2x              1x          3-  x  

( )5f                    ( )1f x           
           ( )2f x                       10-  

( )f x
  

2x تنعدم من أجل  f الدالة  = 2x أو− 1x أو = = −  
   ھوf و منھ جدول تغیرات الدالة 

5       2          2x         1-      1x          2-       3-  x  
                            

         0                         0                       0  
( )f x
  

v في الحالات المتبقیة  للتعرف على اتجاه تغیر الدالةg 
)نتبع نفس بالطریقة مع  ) ( )g x f x= إذا كان 

( ) 0f x ) و ≤ ) ( )g x f x= )ا كان  إذ− ) 0f x ≤  

31 
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 5

        1( 3 2: 2 3 1f x x x− −a 3 ؛ ;2
2

I  =   
.  

)  :I من xمن اجل كل ) ( )' 6 1f x x x= −  
 و بالتالي Iلى متزایدة تماما ع f الدالة 

( ) ( )3 2
2

f f x f  ≤ ≤ 
 

) أي  )1 3f x− ≤ ≤  

) و بالتالي المعادلة  ) 0f x تقبل حلا وحيدا في  =
   Iالمجال

2 (3 2: 3 3 2f x x x x− + − −a ؛ [ ]1 ;0I = −.  
 و بالتالي I متناقصة تماما على fالدالة 

( ) ( ) ( )0 1f f x f≤ ≤ ) أي − )2 5f x− ≤ ≤   

)و بالتالي المعادلة  ) 0f x تقبل حلا وحيدا في  =
    Iالمجال
v  إذا كانت (في الحالات الأخرى تنبع نفس الطریقةf  

   فإنھا تحافظ على الترتیب و إذا كانت I    متزایدة تماما على
  ). فإنھا لا تحافظ على الترتیبI  متناقصة تماما على  

:   معرفة كما یليfالدالة  : تصویب         
3 2: 5 3 2f x x x x− + +aو [ ]1 ;2I = − 

)  :I من xمن اجل كل ) 2' 3 10 3f x x x= − +  
  :ھو fجدول تغیرات الدالة 

   2               1
3

                1-  x  

                  67
27

  

 4-                                  7-  
( )f x  

) المعادلة  ) 1f x   Iل حلین متمایزین على  تقب=

;11في المجال:  لأن
3

 −  
 f متزایدة تماما و 

( ) 677
27

f x− ≤ ≤  

1 و في المجال ;2
3

 
  

 f متناقصة تماما و 

( ) 674
27

f x− ≤ ≤  

        1  (2: 3f x x −a ؛ [ ]0 ;2D =.   
و  D على متزایدة تماما f  الدالة 

)بالتالي ) ( ) ( )0 2f f x f≤ ≤  
):      أي  )3 1f x− ≤ ≤  

2 (( ) ( ) ( )2 8f f x f≤ ≤)  f على متزایدة تماما D(  

3 (( ) ( ) ( )2 0f f x f≤ ≤) f على متناقصة تماما D(  

4 (( ) ( ) ( )1 1f f x f≤ ≤ −) f على متناقصة تماما D(  

       1 (2: 4 5f x x x+ +a ؛ [ ]4 ;0D = −  
): D من x من أجل كل  )' 2 4f x x= +  

  0                 2-              4-   x  
5                                     5  

                    1  
( )f x  

):     لدینا  )1 5f x≤ ≤  

 2 (( )5 8f x≤ ≤  ،     3 (( )29 27
8 8

f x− ≤ ≤  

 4 (( ) 72
2

f x≤ ≤ ،    5  (( )2 7f x≤ ≤ 

       1  (: sinf x x x−a  
) :¡ من x     من أجل كل  )' 1 cosf x x= −   
) :¡ من x     من أجل كل  )' 0f x ≥  
  ¡ متزایدة تماما على f      إذن الدالة 
   :fجدول تغیرات 

  +∞         0         −∞  x  
                        

                    ( )f x  

)معادلة ) 2 y:  ھي ∆( x=  
)لدراسة وضعیة )gC بالنسبة إلى ( س إشارة  ندر∆(

sinx x− و نجد  :  
( ) أعلى∆( )gCفي [ ) و∞+;0] ) أسفل∆( )gC في 

] ) و∞−0;[ )یقطع ∆( )gCفي مبدأ المعلم O  

        1  (
2

2

4 1:
1

xf x
x

−
+

a  

) :¡ من xمن أجل كل  )
( )22

10'
1

xf x
x

=
+

  

] تماما على متزایدةf الدالة      و متناقصة تماما ∞+;0]

[  على  ];0−∞.  
  : ھوf جدول تغیرات 

 +∞             0          −∞             x  
                    

                  1-                         
( )f x
  

2 (( ) 2

54
1

f x
x

− = −
+

    

)  :¡ منx من أجل كل  ) 4 0f x − <  
  f قیمة حدیة صغرى لـ -1 ، لدینا f من جدول تغیرات 

):  و نستنتج أن  )1 4f x− ≤ <   
 +∞         0       −∞             x  

                    
               0                         ( )g x  

  

40   

41   

42   

43   

44   

45   

46   

0 
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+∞         1      −∞             x  
               1     

                                        
( )h x  

)نكتب  )f xبدون رمز القیمة المطلقة فنجد  :  

    
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

; 0
;0 1

; 1

f x h x x
f x h x x
f x g x x

= − ≤
 = ≤ ≤
 = ≥

  

[ متناقصة تماما على f إذن الدالة   و متزایدة ∞−0;[
]تماما على  [0;+ ∞.  

) نضع            ) 3 22 4f x x x= + − ،  
): ¡ من xمن أجل كل   ) 2' 3 4f x x x= +  

+∞         1       0          4
3

−    −∞    x  

                                   1  
        

                     4-                          

( )f x
  

]على المجال   λ متزایدة تماما ، بما أن f الدالة 1;0[
]ینتمي إلى ]4; 1− ) فإن المعادلة − )f x λ= تقبل حلا 

] حیث 0xوحیدا ]0 0;1x ∈.   
        1  (( ) 3 23 3 1f x x x x= − + −  

 ( )fCلأن الدالة مماسا عند كل نقطة یقبل f تقبل   
  .¡  الاشتقاق على 

) المعادلة •) 2 )' 0f x 0 تقبل حلا مضاعفا = 1x =  

)المنحني : لبیاني للنتیجة التفسیر ا• )fC یقبل مماسا في   
0النقطة ذات الفاصلة  1x   . ھو حامل محور الفواصل=

)نحل المعادلة ) 3 )' 3f x ) فنجد = )0x ) أو= )2x =   

)لمنحني و منھ نقط ا )fC التي یكون فیھا معامل التوجیھ 

) ھي 3یساوي  )0; 1A ) و − )2;1B  
0c إذا كان –) 4 0c یوجد مماس واحد ، إذا كان = > 

0cیوجد مماسان و إذا كان    .  لا یوجد مماس>

       ( ) 6f x ax b
x

= +  انطلاقا من الشرطین ،−

( )2 0f ) و= )' 2 1f 0,5a نجد= = 4b  و − = .   
  .الرسم ) 1        

  2 (0 0
1;
2

H x − 
 

   

0
0

3 2 1;
4 4

xA + − 
 

  

)معامل التوجیھ )0 0A M   
  
  

: ھو
2
0 0

0
0

0

13 2
4 2 3

2 3
4

x x
x

x
x

− + +
= −

−
−

.   

)لدینا  )0 0' 2 3f x x= ) ومنھ− )0 0A M ھو مماس 
)للمنحني )fC0 في النقطةM.   

)معامل توجیھ) 3 )0A Fھو 
0

1
3 2x−

  : ولدینا 

0
0

1 (2 3) 1
3 2

x
x

× − = −
−

) إذن  ) ( )0 0 0A F A M⊥  

 على المماس F ھي المسقط العمودي لِـ0Aوبالتالي

( )0 0A M0 ولدینا ترتیبA1 ھو
4

 تنتمي إلى 0A إذن−

1المستقیم ذي المعادلة
4

y = −.   

( )' 84f ) ھوf إذن مماس منحني الدالة= )2T  

( ) 1' 4 16
g −

) ھوg إذن مماس منحني الدالة= )3T  

( ) 1 1' 4
42 4

h = ) ھوh إذن مماس منحني الدالة= )1T   

   .م الرس) 1
  .مماسان : التخمین      

2(( )aT : 22y ax a= −  
22المعادلة 2a a− =    تعني−

1 3a = 1 أو− 3a = +  
)معادلة المماس )1 3T

   :  ھي−

( )2 4 2 31 3y x= − − +−   

)معادلة المماس )1 3T
  :  ھي  +

( )2 4 2 31 3y x= − − −+   
 

)) أ) 1 ) ( )2' 3 1P x x=  ومنھ من أجل كل عدد −
) xحقیقي )' 0P x  ومنھ ¡ متزایدة تماما علىp إذن≤

   ¡متزایدة على
2لدینا ) ب 2,2x<  متزایدة تماما فإن p بما أن>

( ) ( ) ( )2,22P P Px< ): أي > )1 0,272P x− < < −  
)وبالتالي  ) 0,2P x < −.   

))  أ)2 ) 0,2P x < ) معناه − )
( ) ( )2 2

0, 2
2 2

P x
x x

−
<

− −
 لأنھ 

[ منxمن أجل كل عدد [2 ; ) ؛ 2,2 )2 02x >−  

)ب
( )2

0, 2 5
2x

− < −
−

) تكافئ )2 0.042x 2x و−> ≠   

2ومعناه  0, 2 2 0, 2x− < < 2x و+   :  ومنھ ≠

51 

52 

A

0 1
1

x

y

A

53 

47   

1- 

48   

49   

50 

F

0 1

1

x

y

F

M0 

0H0A
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[إذا كان [2 ; 2, 2x∈فإن ] [ ] [1,98 ; 2 2 ; 2, 2x∈ ∪  

وھذا یعني أن 
( )2

0, 2 5
2x

− < −
−

) ومنھ  ) 5f x < −.  

,0وبالتالي نكتفي بأخذ  2a =  
): تصحیح ) ت )f Mx < ) عوضا − ) 1f x < −  

بنفس الطریقة
( )2

0, 2
2

M
x

− < −
−

 تكافئ 

0, 2 0,22 ; 2 2 ; 2x
M M

   
∈ − ∪ +   

   
  .  

5Mإذا كان  ,0 فإن ≤ 2 0, 2
M

 وبالتالي نكتفي بأخذ ≥

0, 2b
M

,0إذا كان:  ولدینا = 22 ; 2x
M

 
∈ + 

 
 فإن 

0, 2 0,22 ; 2 2 ; 2x
M M

   
∈ − ∪ +   

   
 وھذا یعني 

( )2

0, 2
2

M
x

− < −
−

)  ومنھ  )f Mx < −.   

( )
( ) ( )

( )

2

4
2 3'

2
x x xf x

x
− −=

−
[ من أجل كل ]2;5x∈ 

): لدینا  )' 0f x ≥  
2              3               5  x  
        +      0      + ( )'f x  
                            6,88 
                6  
 

( )f x  

 



 1

 
 

 

  
  المستھدفة الكفاءات      

  
أو 0x إلىxحساب نھایة دالة عندما یؤول 

 .∞− أو إلى ∞+إلى 

أو 0x إلىxمعرفة نھایة دالة عندما یؤول 

 .∞− أو إلى ∞+إلى 

 a حیثaحساب نھایة دالة ناطقة عند عدد 

 .حد لمجموعة تعریف ھذه الدالة

 التفسیر البیاني لنھایة غیر منتھیة لدالة 

 .0x إلىxیؤولعندما 

 معرفة شرط وجود مستقیم مقارب یوازي 

 .أحد محوري المعلم

تبریر أن مستقیما معلوما ھو مستقیم  

 .البحث عن مستقیم مقارب مائل.مقارب

المجموع، ( استعمال النظریات الأولیة 

لحساب ) الجداء، المقلوب و حاصل القسمة

 .نھایات

        .حساب نھایات بإزالة  عدم التعیین 

         

          

  

  

  
  

 

 

 

  

  

  

 

v       بع  د تق  دیم دراس  ة نھای  ات دال  ة عن  د

أط     راف مجموع     ة تعریفھ     ا یبق     ى  

الھدف الأساسي من ھذا الفصل إتمام     

تكوین المتعلم و جعلھ أكثر اس تقلالیة        

فیم    ا یخ    ص الدراس    ة التام    ة لدال    ة  

ث    م انطلاق    ا م    ن عبارتھ    ا الجبری    ة  

تمثیلھا بیانیا و ذلك من خ لال دراس ة      

الدوال المنصوص علیھا في البرنامج 

و ھ    ي ال    دوال كثی    رات الح    دود و    

  .الدوال الناطقة البسیطة

v    ی   تم ك   ذلك ف   ي ھ   ذا الف   صل دراس   ة

ال   سلوك التق   اربي لمنحن   ي دال   ة م   ن  

( خلال تعیین المستقیمات المقاربة لھ 

و الموازی      ة لمح      ور ) إن وج      دت 

مح ور التراتی ب انطلاق ا      الفواصل أو   

م  ن ح  ساب النھای  ات و ك  ذلك تعی  ین    

) إن وج د  ( المستقیم المقارب المائ ل     

اس  تنتاجھ  إم  ا بعملی  ة البح  ث علی  ھ أو 

  .انطلاقا من  العبارة الجبریة للدالة
  

5  



 2

  الأنشطة
   : 1النشاط 
  . نھایة غیر منتھیة لدالة عند عدد:الھدف 

1(  
+∞                   3                 −∞  x  

-  +  ( )f x′  
      

( )f x  
  

2(  
2.9999  2.999  2.99  2.9  x  

810  610  410  210  ( )f x  
3.1  3.01  3.001  3.0001  x  

210  410  610  810  ( )f x  

) إلا و أخذ3 من xكلما اقترب) 3 )f xقیما كبیرة جدا .  
43  مثلا إذا أخذنا)4 3 10x −< ≤  فإن +

( )2 80 3 10x −< −  و منھ ≥
( )

8
2

1 10
3x

≥
−

  

1إذا كان ) 5 13 3x
A A

− ≤ ≤ 3x مع+  فإن ≠

10 3x
A

< − ) ومنھ ≥ )2 10 3x
A

< −    و بالتالي≥

                  ( )f x A≥  
   : 2النشاط 
  ).الیسار(نھایة غیر منتھیة لدالة عند عدد من الیمین :الھدف 

1(  
+∞                   1                −∞  x  

-  -  ( )g x′  
      

( )g x  
  

2(  
0.9999  0.999  0.99  0.9  x  

410−  1000-  100-  10-  ( )g x  
1.1  1.01  1.001  1.0001  x  
10  100  1000  410  ( )g x  

) فإن1 من xكلما اقترب) 3 )f x تأخذ قیما كبیرة أكثر 
  .فأكثر

101بفرض ) 4 1 10x −< ≤ 100 یكون+ 1 10x −< − ≤   
)10و منھ   ) 10g x ≥.  

  .A بِـ 1010یكفي تعویض، في البرھان السابق، ) 5
  

  
  

   : 3النشاط 
   .نھایة غیر منتھیة عند مالانھایة:الھدف 

)نلاحظ أن ) 3 )k x كلمافأكثر أكثر اكبیرة جد تأخذ قیما  
  .1 من العدد xاقترب

4 (2x A≥ي یعنx A≤ x أو − A≥ . و بالتالي
Bیكفي أخذ  A=.  

  
   : 4النشاط 
  . نھایة  منتھیة عند مالانھایة :الھدف 

1 (2a 1b و = =.  
2(  

+∞                   0                 −∞  x  
-  -  ( )h x′  

      
( )h x  
  

3(  
710−  510−  310−  10-  x  

1.9...  1.999999  1.999  1.9  ( )h x  
710  510  310  10  x  

2.00...  2.00001  2.001  2.1  ( )h x  

 قیما كبیرة أكثر فأكثر فإن xنلاحظ أنھ كلما أخذت) 4

( )h x2 تقترب من العدد.  

610xبفرض) 5 610 یكون≤ 10
x

−<   : و بالتالي≥

612 2 2 10
x

−< + ≤ +.  

6(( )2 2h x e< ≤ 1x یعني +
e

1Bنأخذ . ≤
e

≥.  

  
   : 5النشاط 
  . نھایة  منتھیة عند عدد :الھدف 

1 (  
1.999  1.998  1.997  x  
2.999  2.998  2.997  ( )f x  
2.003  2.002  2.001  x  
3.003  3.002  3.001  ( )f x  

) إلا و اقترب2 من xكلما اقترب: نلاحظ) 2 )f x 3 من  

2xمن أجل) 3 ≠ ،( ) 1f x x= +  

4 (( )0 3f x e≤ − 0 یعني> 2x e≤ −  و بالتالي >
eαیكفي أخذ  ≤.  
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2-1-2

2

3

-1
0 1

1

x

y

-1-2
-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

2 3-1-2

2

3

4

0 1

1

x

y

2 3-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

  الأعمال الموجھة
  :دراسة دالة كثیر حدود من الدرجة الثالثة

  3التعرف على خواص دالة كثیر حدود من الدرجة :الھدف
) :المثال ) ( )3 2 3lim lim 1 3 / 1/

x x
f x x x x

→∞ →∞
= − +  

+∞         1+          1−            −∞  x  
    +         0     -       0+          ( )f x′  

+∞                        3  
  

               1−                        −∞  

  
( )f x  
  

( ) : 3 1y x∆ = − +  

( ) ( ) 33 1f x x x− − + =    
1+                 0                  1−  x  

       +            0         -  ( )f x y−  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x: قواعد تغییر المعلم X=1 وy Y= +  
)النقطة )0,1Ωمركز تناظر للمنحني ( )fC.  

)نبین أن  ) ( )0.3 0.4 0f f× <  
  .α ھما قیمتان مقربتان للعدد0.4 و 0.3
): لدینا ) ( )1.5 1.6 0f f×    و بالتالي>

1.5 1.6β<   .β بالنقصان لِـ0.1 قیمة مقربة إلى1.5. >
  .1 و -2 فاصلتا نقطتي التقاطع ھما :التطبیق

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)مركز التناظر ھي النقطة  )1, 2− −  

  
  :دراسة دالة تناظریة

   التعرف على منحني دالة تناظریة و خواصھ:الھدف
0c إذا كان :التعریف 0d و=   . دالة تآلفیةf فإن≠

0adإذا كان bc−   . دالة ثابتةf فإن =

, ,f
d dD
c c

   = −∞ − − +∞      
U  

  :المثال
] [ ] [,1 1,fD = −∞ +∞U  

2a 1b و = =  
+∞                   1                −∞  x  

-  -  ( )f x′  
                 +∞  

  
2  

2  
  

   −∞    

  
( )f x  
  

1x: المستقیمان المقاربان 2y و = =  
( ) 1f x′ = 0xعني  ی− 2x أو = =.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1x: قواعد تغییر المعلم X= 2y و+ Y= +  

)معادلة  )fC بالنسبة إلى المعلم ( ); ,i jΩ
r ur

1Yھي
X

=  

  :التطبیق
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)مركز التناظر ھي النقطة  )0.5;0.5−  
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  تــمـــاریــــن
   .حیصح 
   
  .حیصح 

  
  .حیصح 

  
  . خطأ

  
  . خطأ

  
 3(  
   
 2(  

  
 3(  

  
 3(  

  

  1=−∞=
ℜ=

+∞→−∞→
)x(flim,)x(flim

D

xx

f  

 

+∞=−∞=

==
ℜ=

→
>

→
<

+∞→−∞→

∗

)x(flim,)x(flim

)x(flim,)x(flim
D

xx

xx

f

00

22      

.   
[ [ ] [

−∞=+∞=

=−=−
∞+∪−=

→
>

→
<

+∞→

)x(flim,)x(flim

)x(flim,)(f
,,D

xx

x

f

11

212
112

  

  :صحیحت
−∞=

+∞→
)x(glim

x
=∞+و 

−→
<

)x(klim
x 1

  

  .h المنحنى الأول یمثل الدالة 
  .k المنحنى الثاني یمثل الدالة 

  .gالمنحنى الثالث یمثل الدالة  
  .f المنحنى الرابع یمثل الدالة 

  

    1 (
5
1

−                    2 (1  

    3 (∞           +        4 (∞ -.  
  
    1 (9                     2 (9.  

    3 (∞                 + 4 (∞.+   
  

   1 (0         2 (0       3 (1.  

   4 (
3
3           5 (∞ -        6 (∞+   

      1 (0                    . 2 (3.  
      3 (3.                     4 (∞.+   

  

  1 (
3
1

−     

    2 (−∞=
→
<

)x(flim
x

2
1

  ،+∞=
→
>

)x(flim
x

2
1

  

    3 (−∞=
→
>

)x(flim
x 0

 ، +∞=
→
<

)x(flim
x 0

  

        4 (∞.+   
    5 (−∞=

−→
>

)x(flim
x 2

 ، +∞=
−→

<

)x(flim
x 2

  

    6 (−∞=
→
<

)x(flim
x 1

 ، +∞=
→
>

)x(flim
x 1

  

  
1  (+∞=+∞=

+∞→−∞→
)x(flim,)x(flim

xx
  

2  (−∞=+∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

3  (+∞=−∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

4  (+∞=+∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

5  (−∞=−∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

6  (+∞=−∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

  
1  (00 ==

+∞→−∞→
)x(flim,)x(flim

xx
  

2  (+∞=+∞=
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39

40

42

43

44

45

46

47

41
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x 
g'(x) 

g(x) 

-∞ +∞ 

+∞ +∞ 

-∞ -∞ 

0 

-1

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

∞+∞− 0  x  

−  +  x
1

−  

(Cg)  
 تحت المستقیم

 (Cg)  
  فوق المستقیم

  الوضعیة

 

  .(C) نيھي التي تمثیلھا البیا kالدالة ) 

2 (

( ) { }

( )

( ) ( ){ }10

0
2
1

,)yy(C

,)xx(C

)d(C

/
f

/
f

f

=∩














−=∩

=∩

 

  
  y=x-2المستقیم المقارب المائل معادلتھ ) 1     

  x=-2 المستقیم المقارب العمودي معادلتھ   
2 ((Cf)∩(Cg)={(-3,-9)}   .  

  
      1(  

 
          

 
 
 
  
  
  .سبق التطرق إلى كیفیة إثبات مركز التناظر) 2
3(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
4 ( 
 
 
 
 
  
  
   5 (  
  
  
  
  
 
 
 
  
  

 
  : ھماSالنقطتان المتناظرتان بالنسبة للنقطة ) 6 

  )-2 ، -6(و ) 4 ، 0     (
       

     1 (       
  
  
  

       
 
 
2 (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
3 ((d) :y=5x.  
  
  
  
  
  
  
  
4 ((Cf)∩(Cg)={(-1,-4) ,(1,4)} 
 

  سبق كیفیة إثبات وجود مستقیم مقارب مائل) 1   
  .       و دراسة الوضعیة النسبیة

  
  
  
  
  

49

50

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x
f'(x) 

f(x) 

-∞ +∞ 

+∞ 

-∞ 

-1 

-1 

51x 
f'(x) 

f(x) 

-∞ +∞ 

+∞ 

-∞ 

 

 

 

  

  

  

52

+∞  

 

 

 

 

 

 

  

 

-∞

+∞ 

-∞ 

0  

f(x) 

f'(x) 
x

297
188

−
188
495

86
491

86
1007

−

0
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2 3 4-1-2-3-4

2
3
4
5

-1
-2
-3

0 1

1

x

y

2

3

4

5

6y

x 
f'(x) 

f(x) 

-∞ +∞ 0 
0 0 

+∞ +∞ 

 
 

 

 

  

 

  

 

 

 

 +∞ +∞ 

2 2
1

−

2
17

2
17

4

5

6

7

8y

+∞  
 

 

 

 

  x 

g(x) 
+∞ +∞ 

-∞ 0 
0 0 
2 2

1
−

65
134

65
134

g'(x

  
   2 (  
  
  
  
  
  

      
 
       

       
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  . لا یوجد حلول]m∈]-1,1لما ) 3  

  .x=1 حل مضاعف m=-1     لما 
  .x=-1 حل مضاعف m=1   لما  

  . یوجد حلین]∞+,m∈]-∞,-1[∪]1    لما 

4 (





 +− m,mI

2
1  

 :المماس یوازي محور الفواصل معناه) 5
     f /(x0)=0و منھ :  

     A(-1 , 3) , B(1 , -1).  
    A،  B و Iفي استقامیة  معناه :  

    
→→

AI,ABقو ھذا محق.  متوازیان.  
  

  :x∈D-  و  x∈D لیكن )1 
)   لدینا  ) ( )f x f x−   . زوجیةfإذن  =
     2 (  

  
  
  
  
  
  
  

  .x=0:  المستقیم المقارب ھي معادلة) 3    

    4 (2

1
x

MN = 

       00 ==
+∞→−∞→

MNlim,MNlim
xx

.  

   5  ((C) یقع أعلى (P).   

   
 6 (  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

         

       1 (
22

2
31

2
3







 ++






 −=

x
x)x(f  

   2 (  
  
  
  
 
 
 
 
 3 (  

  
  
  
  
  
  
  
  
 
4 ( 
 
 
 
 
 
 
 
   و تكون لھا قیمة g ممثلة بالدالة AMالمسافة  )5
   و المستقیمM1 في النقطة (H)یتعامد المماس لـ ) 6

    (AM1)یساوي إدا كان جداء معاملي توجیھھما   

14:  و ھدا محقق لأن-1   
4
1

−=×−  

 .      نفس الشئ بالنسبة للحالة الثانیة
 

  

53

x 
f'(x) 

f(x) 

-∞ +∞ 

+∞ +∞ 

-∞ -∞ 

0   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 -1 

-1 

3 

0 0 

x 
f'(x) 

f(x) 

  

 

 

 

 

 

 

 +∞ +∞ 
0 

+∞ 0 

2
9

2

54
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-∞ x +∞ 

+∞ 
0 

-2 2 0 

+∞ 

-∞ -∞ 1 1 

4
1−

f'(x) 

f(x) 

+∞  

 

 

 

 

 

 

  

 

-∞

+∞ 

-∞ 

0  

f(x) 

f'(x) 
x

0

12
17

12
27

−

2-1 

2 3-1-2

2

-1
-2
-3

0 1

1

x

y

         
  
  
  
  
  

  
  
  

    1 (Df=ℜ   
   یمكن حصرcos x ≤ +1 ≥1-انطلاقا من ) 2    

        f(x)    3م الإحابة على السؤال ث.(  
 

   1 (y=3  ,  y=-2  ,   x=1.  
  .یتم الرسم)  2   

  
  
1   ({1}- ℜ = Df.  

/ أ) 2   
−∞=

−∞=+∞=

→

−∞→+∞→

)x(flim

)x(flim,)x(flim

x

xx

1

 

  . معادلة المقارب العموديx=1/ ب
   x≠1: تصحیح) 3

    a=-1  ,  b=0  ,  c=-2   
 y=x-1:معادلة المقارب المائل ھي) 4
5 ((C)∩(d)={(0 , 1),(2 , 3)} 

  
ϕ(h)=h2 + 3h + 1    (1 

     (21
01

==
→→

)x(hlim)x(flim
hx

  

 
  x+2: المقام ھو:  تصحیح 

1 (
+∞=−∞=

−→−→
><

)x(flim,)x(flim
xx 22

  

2 (a=2  ,  b=-1  ,  c=3   
3  (y=2x – 1 
  .یمكن التحقق من دلك) 4
  .یتم دراسة الوضعیة كما سبق) 5

  
      1 (a=1  ,  b=0  ,  c=2  ,  d=-1 

      2 (x=1  ,  x=-1  ,  y=x  
  .دراسة الوضعیة تم التطرق لھا سابقا) 3      

   
1 (22 ==

+∞→−∞→
)x(flim,)x(flim

xx
  

(C)یقبل مستقیم مقارب معادلتھ :y=2 
 a=2  ,  b=-3  ,  c=-1/ أ) 2
  
  
  

  .ا سبقدراسة الوضعیة تتم كم/ ب
  

21: لدینا) 1   
x

)x(u)x(f =−     

: و كدلك
xx

)x(u 10 2 ≤≤  

: و منھ
x

)x(f 11 ≤−  

01: بماأن) 2
=

+∞→ x
lim

x
=1:  فإن

+∞→
)x(flim

x
 

 
  

     1 (+∞=−∞=
+∞→−∞→

)x(flim,)x(flim
xx

  

  :xمن أجل نل عدد حقیقي ) 2     
        22 −−= xx)x(f /  
    f /(x)>0: فإن]∞+,x∈]-∞,-1[∪]2    لما 
   f /(x)<0:  فإن]x∈]-1,2    لما 

     3 ( 
 
 
 
  
 
 
 

  .تم التطرق لإثبات مركز التناظر) 4    
  : ثلاث حلول ھيf(x)=0للمعادلة ) 5    

2
331

2
331

2
1 +

=
+

== x,x,x  

6 (  
  
  
  
  
  
  
  
  .سبق التعرض لمثل ھدا السؤال) 7
  

   :xأنھ من أجل كل عدد حقیقي نلاحظ  )1
               -x∈ℜ و  f(-x)=-f(x)  إدن fفردیة .  

          2 (
xsinkx)kx(f

xsinx)x(f
xsinx)x(f

−π+=π+
−π+=π+
−π+=π+

22
44
22
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y

(3 
 
 
 
 
 
 
 

  : لدیناxمن أجل كل عدد حقیقي 
20 ≤≤ )x(f   .ℜ متزایدة على f و منھ /

4 (
x)x(fx

xxsinxx
xsin

+≤≤−
+≤−≤−

≤−≤−

11
11

11
  

  :لدینا) 5
    Ax ≤−1 و 1−≤ x)x(f  
A)x(f: إدن ≥  

  +∞ یؤول إلى xحسب تعریف النھایة لما 
=∞+: فإن

+∞→
)x(flim

x
  

  
  
  
  
  
  
   

  
  
 
 
 

  x-c: المقام ھو:    تصحیح
  .x=c:معادلة المستقیم المقارب ھي) 1  

  .c=1      و علیھ 

 :لدینا) 2 
2
53 =)(f6: و منھa+b=5.  

  .4a-b=0:  و منھf /(3)=0: لدینا) 3

4 (
1

2
2
1

−
+=

x
x)x(f  

5 ((Cf) یقع أعلى (D)    
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
  

     1 (Df=ℜ-{1,-1}       

     5 (22

24

1
183

)x(
xxx)x(f /

−
−−

=  

    P(x)=x(x-3)(x2+3x+6) 
    
 
 
 
  

 
 
 
 

     Ι (1(ℜ   Df= 

 :  فإن  ]∞+,x∈[0  لما     
1+

=
x

x)x(f  

 :  فإن  [x∈]-∞,0  لما     
x

x)x(f
−

=
1

 

2( fدالة فردیة .  
3( 1=

+∞→
)x(flim

x
 

:   فإن  ]∞+,x∈[0 لما  )4

21
1

)x(
)x(f /

+
=  

    1
00

==
→→
>< x

)x(flim
x

)x(flim
xx

  

  .0 قابلة للإشتقاق عند f      و منھ 
       

 
 
 
 
 
 
 

           
      5(  

  
  
  
  
  
  
  

          
  
  

68

67

66

    
  

  
  
  

1 -1 
f'(x) 

x 

-9 
0 

2
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-∞ -∞ -∞ 

+∞ +∞ 
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0 

+∞ 
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f(x) 

f'(x) 
x 

+∞ 

-∞ 

1 -1 

 :   y≥0لما ) 6
y

yx
−

=
1

.  

 :   y≤0   لما  
y

yx
+

=
1

.  

   ھو f(x)=y للمعدلة ℜالحل الوحید على ) 7

    
y

yx
−

=
1

.  

ΙΙ (1 (Dg=ℜ-{-1,1}    

:  فإن[x∈]-∞ ,-1[∪]-1 ,0لما   ) 2    
x

x)x(g
+

=
1

  

:  فإن]∞+, x∈[0 ,1[∪]1       لما 
x

x)x(g
−

=
1

  

   3 (+∞=
→
<

)x(glim
x 1

 

  4 (21
1

)x(
)x(g /

−
=  

     1
00

==
→→
>< x

)x(glim
x

)x(glim
xx

  

  
  
 
 
 
 
 
5 (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

     
  [:-1 ، 1] من المجال xمن أجل كل عدد حقیقي 

( ) x)x(gf =o  
  نستنتج أن المنحنیین متناظرین بالنسبة) 6 

   .(D)     إلى 
  

-1

2

-1

-2

-3

0 1

1
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  المستھدفة الكفاءات     
     بواسطة متتاليةظاهرةصف و 
 .على إتجاه تغير متتاليةلتعرف ا 

 )هندسية(على متتالية حسابية لتعرف ا 

 )هندسية(الحد العام لمتتالية حسابية حساب  

  حدا متعاقبةPمجموع حساب  

 .نهاية متتالية عددية حساب  
 

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

 
 
 
 

           
 
  
 

                

6  



 2

  ةـطـشـالأن           
   :1  نشاط 

  .العام   تعریف متتالیة بحدھا  :الھدف 
5 5 5 25u = × = ، 6 6 5 30u = × = ، 
7 7 5 35u = × =، 8 8 5 40u = ×   ؛=

18 18 5 90u = × = ، 120 120 5 600u = × = 
5nuو n=. 

   :2  نشاط 
                                             .  تراجعیةبعلاقةتعریف متتالیة     :الھدف

1 (5 10u =  ، 6 15u = ، 7 21u = ،  8 28u =.   
2 (1 1n nu u n+ = + −  
3 (13 8 8 9 10 11 12 28 50 78u u= + + + + + = + = 

   :3  نشاط 
  . حساب الحدود باستعمال العلاقة التراجعیة     :فالھد
    1( 1 4n nu u+ = +.  0 1u = ، 1 5u = ، 

2 29u = ، 3 885u = ، 4 714029u =.   
2( 1 4n nu u+ = + .  

       :4   نشاطَ
 .تمثیل الحدود واتجاه تغیر متتالیة  : الھدف

  الرسم)1
  :نقطتا التقاطع ھي  إحداثیات
( ) ؛ 2;1( )0;1  

)في المعلم) 2 )'; ;O i j
r r

  

( )gC : 2y x=   
( )∆ : y x=  
)ومنھ  ) 2f xx =  

)لدینا) 3 )1 0u f u=   
    ھو1u ھوAومنھ ترتیب
   وبما أنBكذلك ترتیب

( )B∈ ) فإن∆ )1 1;B u u  

]بما أن) 4 ]0 0;1u ]  تنتمي إلىnu فإن كل الحدود∋ ]0;1  
20:ومنھ  1n nu u< < 1n وبالتالي > nu u+   uالدالة إذن >

] متزایدة تماما علىfبینما الدالة. متناقصة تماما  ]0;1   
       :5   نشاطَ

 .ھندسیةمتتالیة المقارنة بین متتالیة حسابیة و : الھدف

A.1(2 1 1
1 11000

10
u u u= + = ، 3 12100u = ،  

4 13310u =، 5 14641u = ،  6 16105,1u = 
،7 17715,61u =  .   

2 (1 1,1n nu u+ =    

 B.1(2 1 1200 11200v v= + =،3 12400v = ،

4 13600v =،5 14800v =،6 16000v = ،

7 17200v =  .  
2 (1 1200n nv v+ = +      .  

  أكثر فائدة) nuمرتب(العقد الأول )  3   
  ةـھـوجـال المـمعـالأ
  :الوسط الحسابي

  : استغلال الوسط الحیابي لاختصار الحسابات:الھدف 
  نعلم أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم                ) 1

   1n nu u r+ = 1n و منھ + nu u r− = −  
1و بالتالي  1 2n n nu u u+ −+   ).الجمع طرف بطرف  ( =

2aطریقة  نفس ال) 2 c b+ =    
  :تطبیق

5b بتطبیق الوسط الحسابي نجد  =.   
2aو منھ  8c و = =.   
8a   أو   2c و = =.   

  :الوسط الھندسي
  :استغلال الوسط الھندسي لاختصار الحسابات :الھدف 

  نعلم أنھ من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم                ) 1
   1n nu u r+ = 1 و منھ × /n nu u r− =  

2و بالتالي 
1 1n n nu u u+ −×   ).الضرب طرف بطرف  ( =

2acنفس الطریقة  ) 2 b=    
  :تطبیق

6b بتطبیق الوسط الھندسي نجد  =.   
2aو منھ  18c و = =.   
18a   أو   2c و = =.   

  :نھایة مجموع حدود متتالیة ھندسیة
0 1 ....n nS u u u= + + +  

1 (0q =  0nS u=   0وlim nn
S u

→+∞
=  

2( 1q = 0 0 0....nS u u u= + + ) أي+ ) 01nS n u= +   
0إذا كان     و منھ    0u lim فإن < nn

S
→+∞

= +∞  

0            إذا كان  0u lim فإن > nn
S

→+∞
= −∞  

3 (0q 1q و≠ ≠  . 
1

0
1
1

n

n
qS u
q

+−
=

−
  

     1q 0 و < 0u >   lim nn
S

→+∞
= +∞  

     1q 0 و < 0u <   lim nn
S

→+∞
= −∞  

     1 1q− < <   0lim
1nn

uS
q→+∞

=
−

1limلأن 0n

n
q +

→+∞
=  

    1q ≤   غیر موجودة nS   نھایة −
  :تطبیق
0q الحالة     غیر واردة =

2

0 1

1

x

y

B A

0u1u2u

C

3u

D



 3

0 1

1

x

y

u 0u1u2u3u4

2α من أجل =:1q =                               

)و  )3 1nS n= limو+ nn
S

→+∞
= +∞.  

0 من أجل  2α< <  : 1q > lim nn
S

→+∞
= +∞  

2من أجل   0α− ≤ <  1q ≤   غیر موجودةnS   نھایة −
2αمن أجل  < 2α أو − >: 1 1q− < <   

       3lim
2nn

S α
α→+∞

=
−

.  

  :متتالیة غیر رتیبة
1  (( ) ( )1

1 2 2n n
n nu u +

+ − = − − −  
( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 2

2 3

n n
n n

n

u u+ − = − − − −

= − −
  

1إذا كان  ن  زوجي ) 2 0n nu u+ − <   
1    إذا كان  ن  فردي   0n nu u+ − >  

3 (( )nuلیست رتیبة   
  :تطبیق

   n من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم 

   ( ) 33
2

n

nu  = − 
 

  

   

1

1

1

3 33 3
2 2

3 33 1
2 2

15 3
2 2

n n

n n

n

n

n n

u u

u u

+

+

+

   − = − − −   
   

   = − − −   
   

 − = − − 
 

  

)و الإشارة لیست ثابتة ، إذا  )nuلیست رتیبة   
  :دراسة متتالیة تراجعیة

0u a=)a    :n، و من أجل كل عدد طبیعي)¡∋

                      2
1

1
2n nu u+ =.   

7  :الجزء الأول 
4

a =.   

1 (  
  ∞       +2           0      ∞-  x  

      
        +     0    -     0+       

21
2

x x−  

[على المجال ) 2 [0, 2   21 0
2

x x−    و منھ>

[    على المجال  [0, 2   21
2

x x< و بالتالي     

[    على المجال  [0, 2   210 2
2

x x≤ < ≤  

3(  
  ∞           +0              ∞-  x  
  ∞+                           ∞ +  
  

                   0  

  
( )f x  

4(   
   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  الرسم یوحي باتجاه تغیرات المتتالیة و ھي متناقصة)5 

6 (2
1

1
2n n n nu u u u+ − = −  

)ة  من السؤالین الأول و الثاني نستنتج أن المتتالی )nu  
  .. متناقصة على ط 
) یتبین أن f من دراسة الدالة  )nu و fلیس لھما نفس   

  .اتجاه التغیر 
4a  :الجزء الثاني    =.   

1 (2x 2  و منھ  < 4x 21 و منھ < 2
2

x >  

) أي  ) 2f x >  
0 بما أن  2u 1 فإن < 2u 2 و منھ < 2u    وھكذا حتى <

 2nu >  
2 (  

     
( )

2
1

1
2
1 2
2

n n n n

n n

u u u u

u u

+ − = −

= −
  

)و منھ نستنتج أن  )nu متزایدة على ط .  
2a نفرض :الجزء الثالث    =.   

1    (( ) 12 4 2
2

f = × =.   

n  : 2nuمن أجل كل عدد طبیعي ) 2     و منھ المتتالیة =
( )nuثابتة على ط   
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  تــمـــاریــــن
)الحد الأول للمتتالیة )nu المعرفة من أجل كل عدد 

 بالعلاقةnطبیعي
2

2

1
1n

nu
n

−
=

+
0 ، ھو  1u  ومنھ =

4الحد الخامس ھو
15

17
u −

  . وبالتالي الجواب خطئ =

طبیعي لأن من أجل كل عدد .صحیح المتتالیة متزایدة  
n:1

1 ( 1) 2 2 2 ( 2)n n n
n nu u n n n+

+ − = + × − × = +  
1ومنھ  0n nu u+ − >.   

 : nصحیح لأن من أجل كل عدد طبیعي
1 2 1n nu u n+ − = 1:  ومنھ + 0n nu u+ −    إذن<

)المتتالیة )nuرتیبة  إذن ھي  متزایدة تماما.  
 موجب تماما فإن كل حدود 0uإذا كانصحیح لأنھ 
)المتتالیة الھندسیة )nu من   تكون موجبة تماما وبالتالي

n: 1أجل كل عدد طبیعي 4n nu u+   معناه أن =

1 4n

n

u
u

+ 1 ومنھ = 1n

n

u
u

+ > .   

1 3n nu u+ = 1 معناه− 3n nu u+ − = ھ من   ومن−
n: 1أجل كل عدد طبیعي 0n nu u+ −   . إذن صحیح>

n:  1nمن أجل كل عدد طبیعي nu u r+ = + 
1nو nu qu+ n: ومنھ = nu r qu+ nu  بوضع= x= 

x:xیصبح لدینا من أجل كل عدد حقیقي r qx+  معناه =
1q 0r و= ) إذن= )nuمتتالیة ثابتة وأجب بصحیحة .  

  . وحیدةمتتالیة نھایة فإنھا تكون خطأ لأن إذا قبلت 
2:لدینا  2 2BC AB AC= + ، AC AB r= + ، 

2BC AB r= AB نضع+ a=  
):  إذن  ) ( )2 222 aa r a r= ++ :   ومنھ +

2 2 2 2 24 4 2a ar r a a ar r+ + = + + :   إذن +
2 23 2 0r ar a+ − = ، 2' 4a∆ r: ومنھ = a=  أو −

3
ar r نستبعد = a= 0AC لأنھ في ھذه الحالة − = 

BCوكذلك  a=    الطول سالب وبالتالي أجب بصحیح−
2 خطأ لأن 14 3n n nu u u+ +=    معناه −

( )2
0 0 4 3n nu q q u q q= 0 بما أن− 0u 0 و≠ 0u ≠  

2فإن 4 3q q= 2:  وبالتالي − 4 3 0q q− +   : ومنھ =
( )( ) 01 3q q =− 1q:  أي − 3q أو = =  

:  لدینا nصحیح لأن من أجل كل عدد طبیعي
1n nu u a+ − ) عدد حقیقي ثابت إذنa و= )nu ھي 

0aیمكن  (aمتتالیة حسابیة أساسھا =. (  
0لدینا 1u u=1 و 0u n وبما أن من أجل كل= ∈ ¥:  

 1 (1 )n nu n u+ = 0nu فإن− ) وبالتالي= )nu متتالیة  

  .ا أي عدد حقیقي إذن صحیح  معدومة وھي ھندسیة أساسھ
)لا یمكن الحكم علىخطأ لأنھ  )nv أنھا ھندسیة من 

  .  فقط 2v و1vالحدین 
3 7 11 15 . . . 203 5160+ + + + + = 

)ھو مجموع حدود متتابعة لمتتالیة حسابیة )nu معرفة على 
4: بِـ ¥ 3nu n= 0 إذن+ 3u =، 50 203u :  ومنھ =

( )0 50
51 51 103 5253
2

u u+ = ×    إذن الإجابة خاطأ=

• 1 2 4 8 . . . 128 263+ + + + +  ھو مجموع حدود =
)متتابعة لمتتالیة ھندسیة )nv2: بِـ ¥ معرفة علىn

nv = 
0إذن  1v =، 7

7 2 128v =    ومنھ=
8 8

0
1 2 1 255
1 2 1

qv
q

− −
= =

− −
  . إذن الإجابة خاطأ 

)لدینا )lim limnn x
u f x

→+∞ →+∞
= =  وبالتالي ∞−

  .احین الأول والثاني خاطئین الإقتر

):لدینا  )1
3( 1) ( ) 2 1
4n nu u f n f n n+ − = + − = − +  

1nالفرق nu u+ ) لیس تابثا إذن− )nu لیست حسابیة .  
3'( )
2

f x x= )' موجب،x من أجل كل− ) 0f x    إذن≥

fمتناقصة ومنھ ( )nuصحیح4 والإقتراح  متناقصة   

1
9
5

u = ، 2
57
50

u = ، 3
317
375

u =.   

2

1

57 0,63
90

u
u

= ;، 3

2

634 0,74
855

u
u

=    لیست ھندسیة;

2 1 -0.66u u− = ، 3 2 -0.3u u−    لیست حسابیة;

1 4lim lim 0
5

n

nn n
u

n→+∞ →+∞

 = + = 
 

 وبالتالي الاقتراحات 

الاقتراح الثالث صحیح  بینما .الأول والثاني والرابع خاطئة 

1لأن
1 1 4= -

n+1 5 5

n

n nu u+

  − +  
  

 إذن من أجل كل عدد 

n : 1طبیعي غیر معدوم 0n nu u+ −  ومنھ المتتالیة  >
( )nu  متناقصة .  

2لدینا  1 2− ≤ 2 ومنھ ≥ 1 2
n n n

− ≤  إذن ≥

2 1 24 4 4
n n n

− ≤ + ≤ 14nu ، إذن یمكن أخذ+
n

= +   

  .ي خطئان  الاقتراحان الأول والتان

n : 2من أجل كل عدد طبیعي غیر معدوم 4
n

  : ومنھ >

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 
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24 0
n

− 0nu:  إذن <   . والاقتراح الثالث صحیح <

2 2lim 4 lim 4 4
n nn n→+∞ →+∞

− = + lim إذن = 4nn
u

→+∞
=  

) ومنھ )nuمتقاربة إذن الاقتراح الرابع صحیح كذلك .  
0u سنة ، n السعر للبضاعة خلالnuبوضع P=  

1لدینا  0.05n n nu u u+ = 1 ومنھ+ 1,05n nu u+  نحصل =
): ومنھ1,05تتالیة ھندسیة أساسھا على م )1,05 n

nu P=  
):بالآلة الحاسبة لدینا  )10 1.61,05  ؛ ;

( )15 2.081,05 ) ؛ ; )14 1.97991,05 ;  
2nuإذن P≥15 إذا كانn   . صحیح ) 2 إذن الاقتراح ≤

2

2

3
4

n

n nu
+

3معناه  =− 9 16
4

n

nu  = × × 
 

  : أي 

3144
4

n

nu  =  
 

) إذن )nu3 ھندسیة أساسھا
4

 وحدھا 

0الأول 144u lim و= 0nn
u

→+∞
تناقصة أي متقاربة ولكن م=

الاقتراحان الأول و الثالث صحیحان والاقتراحان : إذن . 
  .الثاني و الرابع خطئان

 لمتتالیة الاقتراح الأول صحیح ، عبارة الحد العام
   .q و أساسھا0uھندسیة حدھا الأول

0
n

nu u q= 0 معناه+
0

n
n

u
u u

u
=   أي+

2
0

0 1n
u

u
u

=
−

 

إذن الاقتراح الثاني یكون صحیح في حالة خاصة فقط وھي 
0عندما یكون 1u 1q و≠ =  

1qالاقتراحان الثالث والرابع صحیحان في حالة   . فقط =
1°   3 4nu n= ] معلرفة علىf ؛ − [0 ; + ∞ 

): بِـ  ) 3 4f xx = − . 0 4u = −، 1 1u = − ، 

2 2u = ، 3 5u =.   

2°   2
2n

nu
n

−
=

+
] معلرفة علىf  ؛ [0 ; + :  بِـ ∞

( ) 2
2

xf x
x

−
=

+
. 0 1u = − ، 1

1
3

u = − ، 2 0u = ، 

3
1
5

u =.   

3°   2
nu n n= ] معلرفة علىf  ؛− [0 ; + :  بِـ ∞

( ) 2f x xx = − . 0 0u =، 1 0u = ، 

2 4 2u = − ، 3 9 3u = −.   

4° cos 3
4nu n π = − 

 
] معلرفة علىf ؛ [0 ; + ∞  

): بِـ  ) cos 3
4

f xx
π = − 

 
 . 

0
2cos

24
u π = =− 

 
 ، 1

12cos
4

u π− =  
 

 ، 

1 0,6u 2 ؛;−
24cos

4
u π− =  

 
 ، 2 0, 48u ; 

3
36cos

4
u π− =  

 
، 3 0,35u −;.   

1° ( )2: 1f x x −aمعرفة على [ [2 ;− +  ؛ ∞

1 9u =، 2 64u = ، 3 3969u =  

2°: 1f x x +aعلى   معرفة[ [0 ; +  ؛∞
1

3
2

u =،  

2
3 1
2

u = +، 
3

3 1 1
2

u = + +  

3°  2:
1

xf x
x +

a معرفة على [ [0 ; +  ؛ ∞

1
8
5

u =، 2
16
13

u =، 3
32
29

u =.   

4° 2: 2f x x x−a 1 ؛ ¡ معرفة على 15u =،  

2 195u =، 3 37635u =.  
1° 1nu n= +.   

 0 1u =، 1 2u =،   

2 3u = ، 3 4u = .   
   حیثf نعتبر الدالة

( ) 1f x x= +  
)و )nu f n=.    
  

2°  2
nu n n= −.   

0 0u =، 1 0u =،   

2 2u = ، 3 6u =  
   حیثfنعتبر الدالة

2( )f x x x= −  
)و )nu f n=.   

3° nu n=  .  

0 0u =،  1 0u =،   

2 2u = ، 3 3u =.   
  : حیثfنعتبر الدالة

( ) =f x xو   
( )nu f n=.  

4°0

1

1
2 3n n

u
u u+

=
 = −

1 1u = −، 2 5u = −، 3 13u = −   

): حیثfلتكن الدالة ) 2 3f x x= ) و− )1n nu f u+ =.  
  

17 

18 

19 

20 

21 

2 3 4-1-2

2
3
4

-10 1
1

x

y

u0

u1

u2

u3

u4

2 3-1

2
3
4
5
6

-10 1
1

x

y

u0u1

u2

u3

22 

2 30 1

1

x

y

u0

u1

u2
u3
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0 : 1 الشكل  2u 1 و= 2 1n nu u+ = − +.   
0 : 2الشكل  0u 1 و= 2 1n nu u+ = +.   
0 : 3الشكل  8u 1 و= 1n nu u+ = +.   

 1° 4 1nu n= 1 ؛ − 4 3+ = +nu n ؛  

1 4+ =nu n 2  ؛ 8 1= −nu n 2  ؛
24 1= −

n
u n ؛   

2 1 8 3+ = +nu n 2  ؛ 1 8 5− = −nu n.   
2°  2 3nu n n= + 2 ؛ −

1 3 1+ = + −nu n n ؛  
21 2+ = + −nu n n 2  ؛

2 4 2 3= + −nu n n ؛  

2
4 2 3= + −

n
u n n 2  ؛

2 1 4 5 2+ = + −nu n n ؛  
2

2 1 4 3 2− = − −nu n n.   

3° 
1n

nu
n

=
+

1 ؛
1
2+

+
=

+n
nu
n

2 ؛ 11
1

+
+ =

+n
nu

n
  

2
2

2 1
=

+n
nu

n
2 ؛ 

2

2 1
=

+n

nu
n

2 ؛ 1
2 1
2 2n

nu
n+

+
=

+
 ؛ 

2 1
2 1

2n
nu

n−
−

=.   

4°  1nu n= 1 ؛ + 1 1nu n+ = +   ؛ +

1 2nu n+ = 2 ؛+ 2 1nu n= 2 ؛+ 1
n

u n=  ؛ +

2 1 2 1 1nu n+ = + 2  ؛ + 1 2 1 1nu n− = − +.   
32 n

nu ) ؛ = ) ( ) 13 11 3
1 2 82

n nn
nu + ++

+ = =    ؛=

( )6 6
2 2 642

nn n
nu = =    ؛ =

( )3 6 3 6 32 1
2 1

642 2 2 2
8

n
n nn

nu − −−
− = = = ×    ؛=

( )
22 2

2
3 32 82

nn n
n

u = = =.   
1(  0 3u 1  ؛  = 5u 2  ؛  = 3u =.  

( )nu متتالیة غیر ثابتة .  

2( ( ) ( ) ( )23 2 35 6nu n n n nn n− = = − −− + 
3. إلى جداء عوامل  25 6 3nu n n n= − + + 

3( 3nu 3  معناه = 0nu − :  ومعناه =
( )( ) 02 3n n n =− 0n: أي− 2n أو= 3n أو= = 

1 (0 5u = −،  1 2u = −،  2 5u =،  3 10u =.   
2 (0 1u = −،  1 6u =،  2 10,5u =،  3 12u =.   
3 (0 6u =،  1 10,5u =،  2 12u =،  3 12,5u =.   

1 (1 4u = ، 2 5u = ، 3 6u =  
n : 1من أجل كل عدد طبیعي) 2 1n nu u+ = +.   

1 (( )
25 25

5 5
x xf x

x x
+

= + =  

2 (( )
2

2 2

1 5 25'
5 5

xf x
x x

−
= −  متناقصة f ومنھ=

[تماما على ] ومتزایدة تماما على5;0[ [5;+ ∞.   
3 (( )

0
lim

x
f x

>→
= ) ؛ ∞+ )lim

x
f x

→ +∞
= +∞.  

4 (( )nu لیست رتیبة  .  

5 (( )nu5 تقبل قیمة حدیة صغرىu 5 حیث 2u =  
1 (1 1,5u    ؛=

2 1,66u ; ، 3 1,6u =.   

2 (1
11n
n

u
u+ = +.   

3 (4 1,625u    ؛=

5 1,615u ;،   

6 1,619u ;  
1 (1 1u 0 لأنھ یوجد مثلث واحد= 1AB B 2 ؛ 3u = 

0 مثلثات ھي 3د لأنھ توج 1AB B،  0 2AB B1 و 2AB B.   
2 (1 1n nu u n+ − = +.   
3 (3 6u 4 ؛= 10u 5 ؛ = 15u =.   
4 (1 1v ) ؛ = )( ) ( ) ( )

1
21 2 1 1

2 2 2n
nn n n nv +

+ + + += = +  

1 1n nv v n+ = + n:  ومنھ + nv u=  
1(0 1u =، 1 2u =، 2 4u =، 3 8u =، 4 16u =  

2 (2n
nu =       . 3 (5 31u =، 6 57u =، 7 99u =  

2التخمین خاطأ لأن   31n ≠.   
1 (  
  
  
  
  
  

24 

23 

0 1
1

x

y

u 0u 1u 2u 3

25 

26 

27 

28 

29 

30 

20 1

1

x

y

u 0u 1

31 

32 

33 
n
0 1
1 -998.99
2 -1998.98
3 -2998.97
4 -3998.96
5 -4998.95

nu 1419 -63718.9
1420 -51166
1421 -38477.7
1422 -25652.5
1423 -12689
1424 414.1081
1425 13658.25

2001 441678067
2002 446113858
2003 450594016
2004 455118987
2005 459689216
2006 464305159
2007 468967270
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2 (
1

1 1,01 1000( 1) 1,01 1000n n
n nu u n n+

+ − = − + − +

1
10001,010,01
0,01

n
n nu u+

 −− =  
 

  

1158لدینا  1157 0,39u u− 1159  و;− 1158 9,6u u− ;  
0ومنھ 1158n   .    ونلاحظھ كذلك من المجدول =

2 3nu n= − )المتتالیة . + )nuمتناقصة تماما .  
2 4

2n
nu

n
−

=
+

2الدالة . 4:
2
xf x

x
−
+

a متناقصة 

]تماما على [0;+ )المتتالیة  إذن∞ )nuمتناقصة تماما .  

( )25nu n= )المتتالیة . − )nu غیر رتیبة تكون 
0متناقصة تماما من أجل 5n≤  ومتزایدة تماما من ≥

5nأجل ≥.   
2

3

3
2

n

n nu 1كل الحدود موجبة تماما و . = 9
8

n

n

u
u

+ =  

1 1n

n

u
u

+ )المتتالیة  ومنھ إذن< )nu متزایدة تماما .  

2 1
2n

nu
n
+

الدالة . =
2 1:
2

xf x
x
+a  متزایدة

]تماما على ) إذن المتتالیة∞+;1] )nu متزایدة تماما .  

1 2n nu u n+ − n و= ∈ ) إذن¥ )nuمتزایدة تماما .  
2 22 2

3 3

n n

nu    = =−   
   

 . 10 1n

n

u
u

+<  ونجد >

( )nuمتناقصة تماما .  

1 2
3

n

n

u
u

+ 1 ومنھ = 1n

n

u
u

+  وكل الحدود سالبة إذن >

1n nu u+ ) ومنھ< )nuمتزایدة تماما .  

( )nu  لیست رتیبة.  
1(6 41v = 1 ؛ − 2 11n nv v n+ − = −.   
6nمن أجل 2  ؛≤ 11 0n − ) إذن < )nvمتزایدة تماما .  
1 (fمتزایدة تماما على ] ] و∞−0;[ [10;+ ∞ ، 

]ومتناقصة تماما على ]0;10.   
) ،10ابتداء من الدلیل ) 2 )nuمتزایدة تماما .  

,5 ؛ 2,25 ؛ 1 ؛ 0,5) 1    .13,5 ؛ 4
2(3 0n 2 و< 0n + 0nu إذن< >.   

3 (1 2 31
3

n

n

u n
u n

+ +
− =

+
 ؛ n ومنھ من أجل كل عدد طبیعي

1 1 0n

n

u
u

+ − >   

4(1 1n

n

u
u

+ ) وكا الحدود موجبة إذن< )nu متزایدة تماما .  

  . لیست رتیبة fالدالة) 1
2 (1nu n= +.   
3 (1 1n nu u+ − ) ومنھ = )nu متزایدة تماما .  
1(1 0,5u = ،  2 0,166u ; ،  3 0,083u =،   

4 0,05u =.   

2 (
( )( )1

1 1 1
1 2 1 2

nu
n n n n

+ = − =
+ + + +

.   

3 (
( )

1
1

nu
n n

=
+

1 ومنھ

2
n

n

u n
u n

+ =
+

1 ومنھ 1n

n

u
u

+ <  

1بما أن  1
1n n

>
+

1 فإن 1 0
1n n

− >
+

 ومنھ كل الحدود 

)موجبة وبالتالي )nuمتناقصة تماما  .  
   لیست رتیبةfمن المنحني البیاني یلاحظ أن الدالة) 1

2 (( )2sin 2 0
2 1n

nu
n

π= =
+

.   

3 (( )nu متتالیة معدومة إذن ھي ثابتة . 
  
 

1(  
  
  
  
  
  

0:  نجد +TI83الحاسبة  0,67u = − ، 1 0,25u = − ، 

5 0,38u =  ، 10 0,62u = ، 15 0,74u =  

2 (2
51

2 3nu
n

= −
+

  ،4 1
51

4 4nu
n+ = −

+
 ، 

3 310

51
10 3n

u
n

= −
+

.   

  
  
  
  

1 0u = ،  2 1,5u = ، 3 2,67u ; ، 4 3,75u = ، 

10 9,9u = ، 20 19,95u = ، 50 49,98u = ، 

200 200u =.   
  
  
  

1 1,5v =،2 0,83v =،3 0,37v −;،10 0, 46v −; ،  

20 1,35v −;.   

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 
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1°   21lim lim 3nn x
u x

x→+∞ →+∞
= − = −∞.   

2°   2

1 2lim lim 3 3nn x
u

x x→+∞ →+∞
= + − = −.   

3°   ( ) 3lim lim 21nn x
u x x→+∞ →+∞

 = = −∞+−  
 

.  

4°   1lim lim 0nn x
u

x x→+∞ →+∞
= =.   

5°   1 1lim lim 0
n nn n→+∞ →+∞

− = =.   

):¥ منnومن أجل كل )1 11 n− ≤  ؛ ومنھ من أجل −≥

):¥∗ منnكل )1 11 n

n n n
− −≤ ) إذن≥ )1lim 0

n

n n→+∞

− =.   

6°   2 2

1 1lim lim 0
3 3n nn n→+∞ →+∞

− = =.   

1:¥ منnومن أجل كل sin 1
4

nπ − ≤ ≤ 
 

 ؛ ومنھ من 

2:¥∗ منnأجل كل 2 2

sin
1 14

3 3 3

n

n n n

π 
 
 − ≤ ≤   

limإذن  0nn
u

→+∞
=.   

7°   lim 0nn
u

→+∞
0 ، لأن = 0,7 1< <.   

8°   lim 0nn
u

→+∞
50 ، لأن = 1

4
< <.   

9°  1lim lim 0
3

n

nn n
u

→+∞ →+∞

 = = 
 

10 ، لأن  1
3

< <.   

10°   1 1lim lim lim
3 1 3 3nn x x

x xu
x x→+∞ →+∞ →+∞

+
= = =

+
.   

1(1 1lim ( ) lim lim
2 1 2 2x x x

x xf x
x x→+∞ →+∞ →+∞

+
= = =

−
.   

2 (1lim lim ( )
2nn x

u f x
→+∞ →+∞

= =.  

1: ¥ منnمن أجل كل 3n nu u+ − )ذن  إ= )nu 
   .3متتالیة حسابیة أساسھا 

1: ¥ منnمن أجل كل 3n nu u+ − = ) إذن − )nu 
   . −3متتالیة حسابیة أساسھا 

1: ¥ منnمن أجل كل 4 5n nu u n+ − =  العبارة +
)غیر ثابتة إذن )nu متتالیة لیست حسابیة .  

1: ¥ منnمن أجل كل 2 1n nu u n+ − =  العبارة +
)غیر ثابتة إذن )nu متتالیة لیست حسابیة .  

3: ¥ منnمن أجل كل 2
4
5n nu u+ +− =    :  إذن−

( )nu4 متتالیة حسابیة أساسھا
5

2 وحدھا الأول−
3
5

u =.   

1: ¥∗ منnمن أجل كل
2
1n n

nu u
n+

+
− =

+
 العبارة 

)غیر ثابتة إذن )nu متتالیة لیست حسابیة .  

1: ¥ منnمن أجل كل 2n nu u+ − ) إذن = )nu 
   .2متتالیة حسابیة أساسھا 

1: ¥ منnمن أجل كل 5n n nu u u+ − =  العبارة −
)غیر ثابتة إذن )nu حسابیة  متتالیة لیست.  

1 0 7q u u= − 100 ؛ = 0 100 698u u q= + =.   

15 0 15u u q= 15 ومنھ + 0 4
15

u u
q

−
=  ؛ =

2007 0 2007 8027u u q= + =.   

200 0 200u u q= 200 ؛ + 0 52,5
200 2

u u
q

−
= =    ؛=

100 0 100 253u u q= + =  

( )24 7 24 7u u q= + 24 ؛ − 7 2
17

u u
q

−
=    ؛=

( )0 7 150 7u u q= + = −−.   
( )0 17 10 17u u q= + =−.   

1° 4 1nu n= −.      2° 35
2nu n= − +.   

3° 5 3
4nu n= +.      4° 2 4510

2nu n−= +.   

0 یمثل متتالیة ھندسیة حدھا الأول1الشكل 
1
2

u = − 

3وأساسھا
2

  . یمثل متتالیة لیست حسابیة 2الشكل  . 

0 یمثل متتالیة حسابیة حدھا الأول3الشكل  3u  وأساسھا =
مثل كذلك متتالیة حسابیة حدھا الأول  ی4الشكل  . −1

0 1u =    .2  وأساسھا −
1° ( )15 15nu u qn= + 53n ونجد − =.   

2° 10 5 10
10 5

u u
q

−
= = −

−
5 ؛  5 15nu u

n
q
−

= + =.   

3° 31 19 9
31 19 2
u u

q
−

= =
−

6 ؛ 
5769 9
2

u q= −  ؛ =

6 6 13nu u
n

q
−

= + =.   

 5q 29 ؛= 111u ) ؛= )10 29
20 1270
2

S u u= + =  

1 (1
1
2n nv v+ − = 0 ؛ −

1
3

v = − .   

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 
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2 (1 1
2 3nv n= − −       3 (6 2

3 2n
nu
n

−
=

+
.   

  التمثیل) 1
2 (1 2n nv v+ −    ؛ =

0 0v =.   
3 (2nv n= ؛   

1
2 1nu

n
=

−
.   

4 (
0

lim 0nn
u

→
=  

  
1 (2 7u 3 ؛ = 10u 4 ؛ = 13u 5 ؛ = 16u =.   

2(2 1 1 1 0 3n n n nu u u u u u+ + +− = − = − 3q ؛ = =.  
3 (3 1nu n= +  . 4 (361nu 120n معناه = =.   
5 (26S n n= −.   

1 (( )63 22685 67
2

S = =+.   

2 (2 1nu n= ) ؛ + )51 26011 101
2

S = =+.   

3 (
( )

( )
17 7 3 13 23 33 43 53

12 2 8 18 28 38 48
S = + − − − − − −
+ + − − − − −

  

( ) ( )74 27017 53 12 48
2

S = + = −− −  

1° ( )nu3 ھندسیة وr = .   

2° ( )nu3.    سیة   لیست ھند°( )nu4 ھندسیة و
3

r =.   

4°( )nu9 ھندسیة وr =   . 5°( )nu4 ھندسیة وr =.   

6° 1
15 2
2n nu u n+ = + ) ؛ − )nu لیست ھندسیة  .  

7° ( )nu 8.   لیست ھندسیة° ( )nu2 ھندسیة وr =.   

9° 1
2 1
3n nu u+ = )  ؛+ )nu لیست ھندسیة  .  

10° 1 1
3

n
n

n

u
u

u
+ ) ؛= )nu لیست ھندسیة  .  

1 یمثل متتالیة ھندیة أساسھا 1الشكل 
2

−.   

  .  یمثل متتالیة لیست ھندسیة 2الشكل 

1 یمثل متتالیة ھندسیة أساسھا 3الشكل 
2

.   

3 2n
nu = ×.   

( )5
3

2
n

nu = × −.   

3 4u 5 ؛ = 16u =.   

0 320u = 2 ؛ − 80u = −.   
3 1

8
q 1 ومنھ =

2
q 100 ؛ = 92

11
2

u =.   

1° ( )nu متناقصة تماما  .  

2° ( )nu 3.   متناقصة تماما° ( )nu متناقصة تماما   .  
4° ( )nu 5.     لیست رتیبة° ( )nu متناقصة تماما  .  
5° ( )nu رتیبة   لیست.  

1° 7
4

n

nu = 13n °2؛ −
nu °3؛ =+

( )
2
2

n nu =
−

  

2:لدینا 21a ar ar+ + =، 22 27a ar ar+ − = 

3و 2 48a ar+ 48 ونجد =
3 2

a
r

=
+

 ؛  ومنھ 
216 16 16 21 14r r r+ + = :     أي +

216 2 5 0r r+ − ' ؛= 81∆ '5 ؛ =
8

r −
"1  ؛=

2
r =  

5
8

r −
= ، 192

7
a = ، 120

7
b = − ، 75

7
c =.   

1
2

r = ، 12a = ، 6b = ، 3c =.   

2aلدینا) 1 c b+ = ، 2ab c=18 وa b c+ + = 

6bومنھ  12aنا  ویصبح لدی= c+  و=
2

6
ca  ونحل =

2المعادلة  6 72 0c c+ − = ، ' 12c = − ، " 6c =  
)الحالة الأولى ) ( ); ; 24;6; 12a b c = −   
)الحالة الثانیة ) ( ); ; 6;6;6a b c =  

   .1 والحالة الثانیة الأساس−2الأولى الأساسالحالة ) 2
1 (0 1r< <   

2 (2
1
2

u = 212 ثم نحل المعادلة− 13 3 0x x+ + = ، 

25∆ = ، 3'
4

x = − ، 1"
3

x =  وبما أن المتتالیة −

1متزایدة فإن 
3
4

u = − ، 2
1
2

u = − ، 3
1
3

u = −.   

3 (
13 2

4 3

n

nu
−

 = −  
 

         . 4 (
2 92

43

n

S
−

 = − 
 

  

( )( )
4

2 3 211 1 1
1

yy y y y y
y

−
+ + + = = + +

−
  

2 31 0y y y+ + + 1y معناه = = 0x ونجد − =.   

1(1 0u = ، 2
2
3

u = ، 3
10
11

u =.   

2 (10 2 2 0
11 3 3

− ≠ 2  و− 0
3

q≠ ×.   

71 

-1

-1

0 1

1

x

y

u 0 u 1u 2

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

80 

79 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 
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3(1
1

1

1 1...
2 4

n
n n

n

u
v v

u
+

+
+

−
= = =

+
      . 4 (2

4n nv −
=.   

5 (lim 0nn
v

→+∞
=، 2 1

1
n

n
n

v
u

v
− −

=
−

lim ومنھ 1nn
u

→+∞
=.   

1(1
1

3...
1 4

n
n n

u
v v

n
+

+ = = =
+

، 1
3
4

v = ، 3
4

r =  

2 (3
4

n

nv  =  
 

  . 3(1
1 3
4 4

n

n nv v+
 − = −  
 

  ومنھ 

( )nv متناقصة تماما  .  

4 (1
33

44

n

n n
nu u n

n+

− + − =  
 

 ومنھ ابتداء من الرتبة 

0 3n )  تكون = )nu متناقصة تماما .  
1 (4α = −.   

2 (1 1
14 ...
2n n nv u v+ += + = 19 ؛ =

2

n

nv  =  
 

 ؛ 

19 4
2

n

nu  = − 
 

 .   

3 (
1

1
118 18
2

n

S
+

 = − + 
 

) ؛  )2 1 4 1S S n= − +.   

1 (1u π=، 2 2
u π

=، 3 4
u π

= ، 12n nu π
−=.   

12الطول یساوي ) 2 1
2

n

π
  −  

  
.   

 nb وn العدد الأول الموجود في السطرnaنضع 
2:لدینا . العدد الموجود في آخره 

nb n= ، 1 1n na b+ = + 
1و 2 1n na a n+ = + 2 ومنھ نستنتج − 2 2na n n= − + 

2007nلدینا  na b≤ ≤.   
2 2 2 2007n n− + 43 تكافئ ≥ 45n− ≤ ≤  

2و 2007n 45n تكافئ ≤ 44n أو ≤ ≤ −   
45nإذن )  عدد طبیعيnمع اعتبار( 45 و= 1937a =  

2007ھو  رقم العمود  1937 1 71− + =  
   0ود في السطر موج1 ولكن حسب المثال لدینا العدد

    71 والعمود44 موجود في السطر2007ومنھ العدد  
   و رقم الصفحة الملتصقة 63عدد الصفحات   
   .4مع موالیة لھا ھو   
1 (1 0u = ، 2 0,5u = − ، 3 0,75u = −.   

2 (1
1 1
2 2n nv v α

+
−

= 1α ؛ + = . 12
2

n

nv  =  
 

   

12 1
2

n

nu  = − 
 

           . 3 (( )nu متناقصة تماما .  

4 (410nv −< ، 14 0,000122v ; ، 

15 0,000061v 15n ومنھ ; =.   

5 (
115

2

n

nS n
−

 = − −  
 

        . 6 (lim 1n

n

S
n→+∞

= −.   

1 100u = ، 2 120u  ، عدد المرضى للیوم الرابع =

4 100 4 20 180u = + × 7 ؛ = 240u  وعدد كل =

7 أیام ھو 7المرضى بعد  340 1190
2

×
 الیوم 15 وبعد =

3600.   
  
  .التمثیل  )1

  بالحساب نجد العبارة ) 2
3 (1nn x= −   

2 2
4

n n
n

x x
y

+ +
=  

)إنشاء ) 4 )P.   
  

 تلمیذ جدید في السنة 20تستقبل في كل سنة : تصحیح 
   .أكثر من السنة الماضیةالأولى 

0  وحدھا الأول20متتالیة حسابیة أساسھا 1500u  ونجد =
   .2000 سنة یكون عدد التلامیذ 25بعد

0لدینا متتالیة حسابیة حدھا الأول 5,3u  وأساسھا =
0,0175r  عدد السكان 2000 ونجد في سنة=

10 5, 475u 17 : 2007  وفي سنة= 5,5975u   وفي =
40 : 2030سنة 6u   . مقدرا بالملیار نسمة =

1باعتبار متتالیة حسابیة حدھا الأول 1u  وأساسھا =
2r 24 نجد ثمن الحصان ھو= 47u   . مقدرا بالدینار =

1 (1 1u 2 ؛ = 2u 10...  ؛ = 10u =.   
2 (nu n=      . 3 ( 31ابتداء منn =.   

1 (110
3

n

n nl A  = Ω =  
 

15 ؛ 
3

n

nR  =  
 

.   

2 (1 1
15
3

n

n n n nA R A R+ +
 Ω − = Ω + =  
 

 .  

3 (2
n nu Rπ= 1  أساسھا

9
.   

4 (
1225 11

8 9

n

nS π +  = −  
  

225lim ؛ 
8nn

S π
→+∞

=  

1 (a bα α=  ومنھ +
1

b
a

α =
−

.   

2 (1 1n n nv u avα+ += −    .a الأساس ھو=

88 

89 

90 

91 

92 

93 

94 

95 

0 1
1

x

y

0A 1A 2A 3A
4A

96 

99 

100

101

97 

98 
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3 (( )0
n

nv u aα= ) ؛ − )0
n

nu u aα α= −  ؛ +

0 11
n

n
bbu au

aa
 = +−  −− 

.   

4 (1n n nh u u −= 0 ؛ −
11

1
n

n
bh au

a a
  = − −  −  

  

( )nh ھندسیة أساسھا a.   

1 2 1 0 2 1

1

...
...

n

n n

h h h u u u u
u u −

+ + + = − + − +

+ + −
  

1بحذف الحدود المتعاكسة نجد 2 0... n nh h h u u+ + + = −  
   nhالمثلثات متشابھة نبرھن أن الإرتفاعات) 1
1:  تحقق naوالأضلاع 2n nh h+ 1 و = 2n na a+    ومنھ =

1 4n nS S+ ) إذن المساحات= )nS 4 ھندسیة أساسھا.  

2 (
3
nh ھو نصف قطر الدائرة المرسومة في المثلث ذي 

'2 والمساحة للقرص المرفق ھي nhالارتفاع
9n nS hπ

= 

)إذن  )'nS 4 ھندسیة أساسھا.  
) 1تصحیح رقم التمرین غیر موجود وبالنسبة للسؤال

)بین أن المتتالیة )nt لمساحات المثلثات ھي ھندسیة  ...  
متشابھة ، ) اللون الأزرق(المثلثات المتقایسة الأضلاع ) 1 

:  طول ارتفاعھا ونبین أن nb طول ضلعھا وnaنضع 

1 1 2n n

n n

a b
a b

+ += 1 والمساحة =
2n n nt a b= إذن المتتالیة 

( )nt 4 ھندسیة أساسھا.   
2 (3n n nh t k=  مساحة المثلث المتساوي nk حیث +

1 والارتفاعnaذي القاعدة) اللون الأصفر(قین السا
3 nb . 

nونجد  n nh a b=ومنھ  ( )nh 4 ھندسیة أساسھا.   

0المتتالیة  0
1
2

a b ، 0 0a b ، 1 1
1
2

a b ، 1 1a b . . .  ھي

   .2ھندسیة أساسھا
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  المستھدفة الكفاءات   

  
 

 .إنشاء مرجح نقطتين   

 .إنشاء مرجح ثلاث نقط 

 .حساب إحداثيات المرجح 

 استعمال المرجح لإثبات استقامية نقط 

 .أو تلاقي مستقيمات

  
  

               
  
  
  

            Ãأھم ما ینبغي التحكم فیھ في ھذا الفصل خاصیة التجمیع   
  

            Ã  كتعیین مجموعة نقط و إثبات تلاقي ( یعتبر المرجح أداة فعالة في حل مشكلات متنوعة  
  

  مستقیمات في نقطة  واحدة                
  

            Ã التي یحققھا المرجح و العكسةالإشعاعی ترجمة العلاقة معلى المتعل   
  

            Ãإحصائیة و مركز العطالة في التطبیقات  یلاحظ المتعلم العلاقة بین المرجح و معدل سلسلة    
  

  الفیزیائیة                
  
  
  
  
  

7  



 2

  
  

  :النشاط الأول 
  إدراج مفھوم مرجح نقطتین: الھدف         

GA  عوض GB  و GA بدلالة Bmأحسب قیمة : تصحیح ) 1
uuur

GB  و 
uuur

6B    و الجواب  
GAm
GB

=  

2( *  3
7

GA GB= −
uuur uuur

BG: نضع           *  BA AG= +
uuur uuur uuuur

 *          AG = 6 Cm  

2Bنأخذ )  * 3 Am m= *         5نأخذB Am m=  
   :النشاط الثاني

  إنشاء مرجح ثلاث نقط: الھدف          

1 (1
3

AI AB=
uuur uuur

2BJ   و    BC=
uuur uuur

  

2في العلاقة) 2 2AG GB GC+ −
uuuur uuur uuur

GA نضع  GI IA= +
uuur uur uur

GB   و  GI IB= +
uuur uur uur

   على استقامة واحدة  G , I , C   مع 
GBفي العلاقة نفسھا نضع ) 3 GJ JB= +

uuur uuur uur
GC  و   GJ JC= +

uuur uuur uuur
   على استقامة واحدة G , J , A  مع 

4 (G نقطة تقاطع  )AJ (  و )GI(         6 (  في العلاقة السابقة نضعGA GC CA= +
uuur uuur uuur

  
   :النشاط الثالث

  تعیین مرحج نقطتین: الھدف                    

1 (2GA GB= −
uuur uuur

2   أي  
3

AG AB=
uuuur uuur

       2 (3
5

AG AB=
uuuur uuur

        3 (G منتصف  ]AB       [ 4 (m = 4 Kg   

  :النشاط الرابع 
  .مرجح جملة استعمال خاصیة التجمیع لتعیین : الھدف                     

1 (10,77m ;      2   (1 11,07m ;    ،  2 9,76m ;         3 13,83m ;  

1 .         28 و لیس 29تصحیح مقام الكسر ) 3 2 313 13 3 10,77
29

m m m+ + ;  

  
  

   :1أعمال موجھة 
  مجموعة نقط باستعمال المرجحتعیین : الھدف     

1 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })3(C ،)2-(B ،)1(A { 3و نصف قطرھا  

2 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })3-(C ،)1(B ،)2-(A { 5و نصف قطرھا
4

  C و A و ھي تشمل النقطتین 

3 (C دائرة مركزھا G مرجح الجملة  })2(C ،)1-(B ،)1(A { 3و نصف قطرھا
2

  A و ھي تشمل 

  }1(B ،)1(A(، C)2({  مرجح الجملة Gحیث  ] GP[ مجموعة النقط ھي محور القطعة ) 4
  }1(A(، C)1({  مرجح الجملة P    و 

5 * (B       3* مجموع المعاملات معدوم          *  تحقق المساواةBA BC α+ =
uuur uuur

  

 ) *    Γ (  دائرة مركزھاG 3 و نصف قطرھا
2

α *            للإنشاء )Γ (  تشملB  

   : 2أعمال موجھة 
  استعمال المرجح لإثبات تلاقي مستقیمات:                       الھدف 

3* :  للإنشاء ) 1
2

AI AB=
uuur uuur

 *           3AJ AC=
uuur uuuur

  

  تتقاطع في نقطة واحدة ) AK( و  ) CI (  ، )BJ(    یبدو أن المستقیمات 
2 (I مرجح الجملة  })3-(B ،)1(A { ،J مرجح الجملة  })3-(C ،)2(A { ،K مرجح الجملة  })1(C ،)2(B{  
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   موجود لأن مجموع المعاملات غیر معدوم6-(B ،)2(A { ،G(، C)-3( {  مرجح الجملةGنعتبر ) 3

Gو منھ } 4-(I(، C)-3({  مرجح الجملة G:      باستعمال خاصیة الجمع  ∈(  IC)  
 G 6({  مرجح الجملة-(B ،)1-(J { و منھG ∈(  BJ)  
 G 2({  مرجح الجملة(A ،)9-(K { و منھG ∈(  AK)  

   :3أعمال موجھة 
  التعرف على مستقیم أولار: الھدف     

2 (2AH AO OH AO OA OA′= + = + +
uuuur uuuur uuuur uuuur uuur uuuur

   )                                          BC( عمودي على  ) AH(   و بالتالي 
   )BC( عمودي على  ) ′OA(      لأن 

3 (Hلإرتفاعات في المثلث  ملتقى اABC  
3OHعلى الترتیب ،   ) 3( و  ) -1(  مرفقتین بالمعاملین G و H مرجح النقطتین O: تصحیح ) 4 OG=

uuuur uuur
  

5 (O ، G  ، H ، على استقامة واحدة [ ]G OH∈  

  
  

   أصحیح أم خطأ
    )10إلى  )   1        

[ ]1  [ ]2  [ ]3  [ ]4  [ ]5  [ ]6  [ ]7  [ ]8  [ ]9  [ ]10  
  صحیح  صحیح  صحیح  خطأ  خطأ  خطأ  صحیح  خطأ  خطأ  صحیح

    أسئلة متعددة الإختیارات
  )17إلى    )  11         

[ ]11  [ ]12  [ ]13  [ ]14  [ ]15  [ ]16  [ ]17  
  )2  )2  )3  )3  )2  لا یوجد  )3

  
  مرجح نقطتین

)ھو مرجح الجملة ) 1:  18         ) ( ){ }, 2 , 3A B     

)ھو مرجح الجملة ) 2                   ) ( ){ },1 , 2A B   
  في الشكل المقابل ) 3                  

)ھو مرجح الجملة ) 4                   ) ( ){ },3 , 2A B   

5تنشأ النقط :   19         4 3 2 1, , , ,G G G G G 18 بنفس طریقة التمرین   
20  :  
  

  21                                                                    22   
               

                                               
                                          

  
  
  
  

  
  

  )5الحالة   )4الحالة   )3الحالة   )2الحالة   )1الحالة 
( ) ( ){ },1 , 2A B  ( ) ( ){ }, 2 ,1A B  ( ) ( ){ },1 , 3A B −  ( ) ( ){ }, 3 , 2A B −  ( ) ( ){ }, 2 , 1A B −  

)  )1الحالة   ) ( ), 2 ,1α β =  
)  )2الحالة   ) ( ), 5 , 7α β = −  
)  )3الحالة   ) ( ), 3 , 2α β = −  
)  )4الحالة   ) ( ), 2 , 1α β = −  

)  1الحالة  )( ){ },1 ,1G A B=  
)  2الحالة  ) ( ){ },5 , 3G A B= −  
)  3الحالة  )( ){ },5 , 6G A B= −  
)  4الحالة  )( ){ }, 7 ,3G A B= −  
)  5الحالة  )( ){ },1 , 6G A B= −  
   لیست مرجحا لجملة مثقلةG  6الحالة 



 4

) : 23التمرین  ) ( ){ },1 , 3A C B= −   ،   ( )( ){ }, 2 ,1B A C=  

) : 24التمرین  ) ( ){ },1 , 4A C B= −   ،   ( ) ( ){ }, 3 , 4C A B= −   

) : 25التمرین  )( ){ },1 ,1B A C=     ( )( ){ }, 1 , 2C A B= −    

0CAنستخدم المساواة الشعاعیة :   26التمرین   CBα β+ =
uuur uuur r

CB(   وعلاقة شال  CA AB= +
uuur uuur uuur

  (   
     B بالنسبة إلى  C ھو نظیر 2G   وَ B بالنسبة إلى A ھو نظیر 1G : 72التمرین 

3AGتین الشعاعیتین  ننشئ باسخدام المساو)1 : 28التمرین  AB=
uuuur uuur

  وَ  
1'
3

AG AB=
uuuur uuur

   2 (8'
3

GG AB= −
uuuur uuur

   

  
  : نستخدم للإنشاء العلاقات الشعاعیة )  1                          :                                    29التمرین 

                                 
3' 2 , ' 3 , '
2

B C AC A A BA C C BC= = =
uuuuur uuuur uuuur uuur uuuur uuur

  

': نجد ) 2من المساواة في ) 3 ' 2 ' 'A B A C=
uuuuur uuuuur

: لاحظ أن ) 2                          

( )
( )
( )

2 3 ' 2 3

2 1 ' 2

3 1 ' 3

MA MA MB

MB MA MC

MC MB MC

 − = −
 − + = − +


− = −

uuuur uuuur uuuur

uuuuur uuuur uuuur

uuuuur uuuur uuuur
   

1)  2:     30التمرین   2
32 3 ,
2

AG AB AC BG AB AC= − + = − +
uuuur uuur uuuur uuuur uuur uuuur

21: لاحظ أن ) 3      2AG BG=
uuuur uuur

   

) )1 :   31التمرین  ) ( ){ },1 , 4N C B= 4 أي − 0NC NB− =
uuuur uuur r

3:  و باسخدام علاقة شال نجد  0BC BN+ =
uuur uuuur r

   
   متوازي أضلاع LMJIاستعمل مبرھنة طالیس و نستعمل نفس المبرھنة لإثبات أن ) 2                     

)ثبات أن                       لإ )( ) ( ){ },1 ,1 ,1O A B C=   نلاحظ أن  :                  

( ) ( ){ } ( )( )( )( ){ } ( )( )( ){ } ( )( )( ){ },3 ,3 , 2 ,1 ,2 ,1 , 2 , 2 , 2 ,1 ,1 ,1O L J A C B C A B C A B C= = = =   

)) 1:  32التمرین  )( ){ }, 2 ,3L A C= −        2 (( )( ){ },1 , 4K B C=   

)) 1:  33التمرین  )( ){ },5 ,6M B C= ،   ( )( ){ },2 ,5N A B=  ، ( )( ){ },1 ,3P A C=   

) نقطة تقاطع Gلتكن )2                  )NC َو ( )BP نبرھن أن ( )G AM∈   
   M وَ A مرجح النقطتین G                   یمكن أن نعبر عن كون 

):   حیث α                نبرھن وجود  )( )( ){ } ( )( ){ }, ,5 ,6 , ,11G A B C A Mα α= ) و بالتالي = )G AM∈   

)                نفرض أن   )( )( ){ }, ,5 ,6G A B Cα=  و نسمي ( )( ){ }' , , 6P A Cα=   

                 G ھو أیضا مرجح الجملة  :( )( ){ },5 ', 6B P α ) إذن  + ) ( )P AC BG∈ P' إذن ∩ P=   

)                 و بما أن    )( ){ },1 ,3P A C= 2:  فإنα =   

3: لاحظ أن ) 2:  34التمرین 
2

AI AB=
uuur uuur

:  وبالتالي 

( ) ( ) 3
2

CI CA AI CB CD AI BC AB AB= + = + + = − − +
uur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

3AJ:            وأن  AD=
uuur uuuur

 و بالتالي  

( ) ( )3 3 2CJ CA AJ CB CD AD AD DC AD AD DC= + = + + = − − + = −
uuur uuur uuur uuur uuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur uuuur

     

2CJ  : لاحظ أن ) 3   CI= −
uuur uur

] منتصف Dلدینا ) أ) 4   ]AK َو ( ) ( )//AL DC إذن  C منتصف   

            [ ]KL )  لاحظ أن[ ]C KL∈ (2یمكن  أن نبرھن أن )بKL DB=
uuur uuur

   باستعمال خواص متوازي أضلاع 
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2: نستعمل العلاقة ) 1                   :35التمرین 
3

CD CB=
uuur uuur

  

1: نستعمل العلاقة ) 2                                  
3

AE AC=
uuur uuuur

   

                  3 (F ھو صورة A بالإنسحاب الذي شعاعھ BD
uuur

  
: باستعمال علاقة شال و الأسئلة السابقة نبرھن أن ) 4                  

5
3

DF DE=
uuur uuur

  

):  موجودة إذا و فقط إذا كان Gتكون ) 1 :36التمرین  ) ( )² 2 ² 3 0m m m+ + + − 11 أي ≠ ,
2

m IR  ∈ − − 
 

   

Pالحالة ) 1  :37التمرین  C= 4:  نجد
3

β = 2PCالحالة  ) 2        − AB=
uuur uuur

2:     نجد 
15

β = −  

  مرجح ثلاث نقط
  

  خاصیة التجمع لإنشاء المرجح في ھذه الحالات یفضل إستعمال  : 38التمرین 
))1 : 39التمرین  )( )( ){ },1 ,1 ,1G A B C=    2 (( )( )( ){ },5 , 3 , 1G A B C= − −  3 (

( )( )( ){ },6 , 6 , 1G A B C= − −  

               4  (( )( )( ){ }, 5 ,3 , 2G A B C= − −  5 (( )( )( ){ }, 1 , 3 , 2G A B C= − − 6 (

( )( ) ( ){ }, 1 ,0 , 4G A B C= − −  
  :  40التمرین 

)نعتبر النقطتین ) 1 ) ( ){ }1 , 1 ,2G A C= ] ثم منتصف − ]1G B   2 (نعتبرI منتصف [ ]BC ثم 

( )( ){ }, 2 ,1F I A= −     3 (( )( ){ }, 2 ,1G B C=   4 (إختیار ) 5ي   إختیار كیف( )( ){ }1 ,3 , 2I A B=   ثم −

]منتصف  ]1I C  6 (J C=  
   : 41التمرین 

   1(( ) ( )( ){ }, 3 , 4 , 2G A B C= −   2(( )( )( ){ }, 2 , 5 , 5G A B C= − −   3(( )( )( ){ }, 2 ,0 , 1G A B C= −   

   4 (( )( )( ){ },0 ,1 ,1G A B C=      5 (( )( )( ){ },1 , 2 , 4G A B C= −   
   : 42التمرین 

): بالنسبة للحالة الأولى  )( )( ){ },1 ,1 , 1D A B C= ) معناه − )( )( ){ },1 , 1 , 1A B C D= −  معناه −

( )( )( ){ },1 , 1 , 1B A C D= − ) معناه − )( )( ){ },1 ,1 , 1C A B D= −   
   : 43التمرین 

]  منتصف Iننشئ ) 1 ]AC ثم G ھو منتصف [ ]IB       2  (( ) ( ), , 4 , 2 ,1α β γ = −  
   : 44التمرین 

): لأن ) 1 )1 2 4 0+ + − ≠     2  (2 4AG AB AC= − +
uuuur uuur uuuur

  مع الشعاعي   و ننشئ باستعمال خواص الج
  :                              45التمرین 

3BKباستعمال العلاقة ) 2           BC=
uuur uuur

)حیث  (  )( ){ }, 2 ,3K B C=    و ) −

] منتصف G أنبملاحظة                                               ]AK و I َو J منتصفي [ ]AB َو [ ]ACیمكن أن   

3IG:                                                  نبرھن  أن  IJ=
uuur uur

  
      :           46التمرین 

,یمكن إنشاء النقط ) 1   ,K H G 3:  لأن 2 0− + 2 وَ  ≠ 1 0− + ≠   
2GH:  مبرھنة طالیس للبرھان على أن استعمالیمكن ) 2     GK=

uuuur uuur
   



 6

  
  

  ي متوازي أضلاع أو إستعمال علاقة شال   یمكن إستعمال الجمع الشعاعي و خواص قطر) 1 : 47التمرین 
                       وخواص منتصف قطعة  

2: ینتج ) 1من العلاقة الشعاعیة المبرھنة في  )1 0AB AC AI+ − =
uuur uuuur uuur r

:  و منھ 
( )( )( ){ }, 2 ,1 ,1A I B C= −  

         الإنشاء) 1      :                                       48التمرین 
                                                                  2   (( )( )( ){ },0 ,1 ,1I A B C=  

                      ( )( )( ){ },1 , 2 , 1J A B C= − −  

3IB: ننشئ باستعمال العلاقة ) 1:  49التمرین  BC=
uur uuur

   2 (G منتصف [ ]AI لأن  :( )( ){ },1 ,1G I A=   
  الجملتین تقبلان مرجحین لأن مجموع  المعاملات غیر معدوم  ) 1 :50التمرین 

2: بجمع المساوتین )2              0KB KA− =
uuur uuur r

3 وَ  0LC LA+ =
uuur uuur r

  : د  وَ باستخدام علاقة شال في المساوتین نج
              4 0GA GB GC LG KG+ + + − =

uuur uuur uuur uuur uuuur r
4 أي  0GK GL− + =

uuur uuur r
   ) ABC وركز ثقل المثلث Gلأن  ( 

3: یمكن للإنشاء إستعمال الخاصیة ) 1 : 51التمرین  3GM AM BM CM= + −
uuuur uuuur uuuur uuuur

M:  وَ نأخذ مثلا  A= نجد   
                  3 3GA BA CA= −

uuur uuur uuur
3GA  أي  BC=

uuur uuur
3GA(السؤال الأول ) 2      BC=

uuur uuur
  یجیب عن ھذا السؤال) 

   : 52التمرین 
):  فنكتب نستعمل خاصیة التجمیع)2                                               )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 ,3M A B C D=  

):        أي            )( ){ },3 ,3M G D= أي أن G منتصف [ ]GD  

): نعتبر الآن أن ) 3                                               )( ){ }, 2 , 4M I F= أي , ,M I F في إستقامیة   

): نعتبر الآن أن ) 4    )( ){ }, 4 ,2M L P= حیث   :( )( ){ },1 ,1P B C= َو ( ) ( ){ },1 ,3L A D= و البقیة 
  واضحة 
  : لاحظ أنھ یمكن أن نكتب  : 53التمرین 

( )( ){ },1 ,6G A I= إذن ( )G AI∈ ثم ( )( ){ }, 2 ,5G B J= إذن ( )G BJ∈ ( )( ){ }, 4 ,3G C H= إذن 

( )G CH∈    

GB: نكتب ) 1 :54التمرین  GI IB= +
uuur uur uur

GC وَ  GI IC= +
uuur uur uur

  ي نعوض المساواة الموجودة في السؤال السابق ف) 2  
2:                 العلاقة  0GA GB GC+ + =

uuur uuur uuur r
0GA:  نجد  GI+ =

uuur uur r
) أي أن  )( ){ },1 ,1G A I=  3 ( نعوض

  النقطتین 
                  المثقلتین بنفس المعامل بمنتصفھما المثقل بمجموع المعاملین للنقطتین 

): كن أن نكتب یم) 1          :      55التمرین  )( ){ }', 2 ,3H C J=  أي أن :  

               ( )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 , 2H A B B C=    لأن 

( )( ){ }
( )( ){ }

' ,1 ,1

,1 , 2

C A B

J B C

 =


=
                                

):         و بالتالي  )( )( ){ },1 , 2 , 2H A B C=   2 ( إستعمل مبرھنة طالیس ) لاحظ أن( ) ( )// ' 'IJ B C (   
  

): لاحظ أن )2                  : 56التمرین  )( ){ },3 , 2G I C= ):  لكن − )( ){ }, 2 ,1I A B=   

):            وَبالتالي              )( )( ){ }, 2 ,1 , 2G A B C= −   
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))أ) 3 )( ){ },1 , 2L B c= ) و بالتالي − )L BC∈كتب  و یمكن أن ن( )( ){ }, 2 , 1G A L= ) و بالتالي − )L AG∈ 
  استخلص 

Lبما أن ) ب H= َ2 وBL BC=
uuur uuur

2k:  فإن  =   
2AG:  فإن  مركز ثقل مثلثGاعلم أنھ إذا كان ) 1 : 57التمرین  GI=

uuuur uur
2GH و لدینا  GI=

uuuur uur
   

                 2  (( ) ( ) 2HB HC HI IB HI IC HI HG+ = + + + = =
uuur uuuur uuur uur uuur uur uuur uuuur

   

                 3 (( )2HA HB HC= +
uuur uuur uuuur

):     و بالتالي  )( )( ){ },1 , 2 , 2H A B C= − −   

1: من المساواة ) 1: 58التمرین 
3

AI AC=
uuur uuuur

2:  نجد  0IA IC+ =
uur uur

1من المساواة ) 2  
3

BG BI=
uuur uuur

:  نجد 

2 0GB GI+ =
uuur uur r

   
2استخدم علاقة شال مع المساواة ) أ) 3             0IA IC+ =

uur uur
  ) أ-)3 عامل مشترك من المساواة 3استخرج ) ب

             : 59التمرین 
): نكتب ) 2 )( )( ){ } ( )( ){ }, 2 ,1 ,3 ,3 ,3H I C D G D= ) أي   = )H DG∈   

3 (( ) ( ){ } ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 ,3 ,1 ,1 , 4 , 2H A D B C K J= ) أي = )H JK∈  

4 (( )( ){ } ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 ,1 ,1 ,3 , 2 , 4H A B C D I L= ) أي = )H IL∈  
  استخلص ) 5                       

  
  

1الشكل من أجل )1                         :       60التمرین 
3

k =   

1: من العلاقات ) 2  1 1, ,
3 3 3

BI BC CJ CA AL AB= = =
uuur uuur uuur uuur uuur uuur

   

نجد  
3 2 , 3 2 , 3 2GI GB GC GJ GC GA GL GA GB= + = + = +
uur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur uuur

 و 
0GI: بجمع المساوات الثلاثة طرفا إلى طرف نجد  GJ GL+ + =

uur uuur uuur r
   

3 (Gكز ثقل المثلث  ھي مرIJL   

1من ) 1 :                                   61التمرین 
3

AK AB=
uuuur uuur

2:  نجد  0KA KB+ =
uuur uuur r

:  أي 

( )( ){ },2 ,1K A B=   

2:            و من           
3

BI BC=
uuur uuur

2:  نجد  0IB IC+ =
uur uur r

    أي  

                                                                            ( ) ( ){ }, 2 ,1I C B=   
  یمكن استعمال مبرھنة طالیس  ) 3و ) 2                          

   متوازي أضلاع لأن قطراه متناصفان EKJI الرباعي -                                                      
        :62التمرین 

  1 (( )( ){ },1 , 2I A B=، ( )( ){ },2 ,3J B C=   2 ( یمكن أن نكتب :

( ) ( )( ){ } ( ) ( ){ },1 , 2 ,3 ,3 ,3H A B C I C= =   

] منتصف H      أي  ]IC وَ بما أن   G منتصف [ ]IC فإن  :G H=  3 ( لاخظ أن :

( )( ){ },1 ,5G H A J= =  

): بما أن ) 1   : 63التمرین  )( ){ }( ){ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 , 3 , 2G A B C I C= − − = −  

, فإن   النقط  ,G J Aقامیة  في است  



 8

  
,  بالنسبة للنقط -   ,G I C لاحظ أن         :( ) ( )( ){ }{ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 , 2 ,1G A B C A J= − − = −    

)) 1من  )2 )G AJ∈ َو ( )G CI∈        3 (  لاحظ أن :A منتصف [ ]GJوَ أن  C منتصف [ ]BJ  
  

  مجموعة النقط
))1 : 64التمرین  ) ( ) 2MA MB MI IA MI IB MI+ = + + + =

uuuur uuuur uuur uur uuur uur uuur
  2 (MA MB AB+ =

uuuur uuuur
 معناه 

2
ABMI =

uuur
    

 وَ نصف قطرھا Iركزھا  ھي الدائرة التي مE                 وَ  
2

ABR =   

  الإنشاء) 1 :    65التمرین 
2 (2 4MA MB MA MB+ = − +

uuuur uuuuur uuuuur uuuuur
MG أي  MH=  3 (( )E ھي محور القطعة [ ]GH   

3 من العلاقة )1 : 66التمرین 
2

AK AB= −
uuuur uuur

5:  نجد  3 0KA KB− =
uuur uuur r

) أي  )( ){ },5 , 3K A B= −    

 2 (5 3MA MB AB− =
uuuur uuuuur

2MK تكافئ  AB=
uuuur

 أي 
2

ABMK    ھي الدائرة التي 2E و  =

  وَ نصف قطرھا K   مركزھا    
2

ABR =   

  
  

   :67التمرین 
2MAالشعاعان ) أ) 2  MB+

uuuur uuuur
AB وَ

uuur
   مرتبطان خطیا 

MG//معناه  AB
uuuur uuur

)ستقیم  ھو الم1E وَ  )AB   

2MA)    ب MB AB+ =
uuuur uuuuur

معناه 
3

ABMG    وَ =

2E ھي الدائرة التي مركزھا G وَ نصف قطرھا 
3

ABR =  

2)   جـ  3MA MB MA+ =
uuuur uuuuur

MG معناه  MA= َ3 وE ھي محور القطعة [ ]GA   
  ینشأ الشكل كما تقدم  )2وَ ) 1 : 68التمرین 

3:( 3 2 4MA MB MC MD− = − +
uuuur uuuuur uuuur uuuuur

  

MGتكافئ  MK=عة   ومجموعة النقط  ھي محور      القط[ ]GA  
  ینشأ الشكل كما تقدم ) 1:  69التمرین 

   2 وَ نصف قطرھا C ھي الدائرة التي مركزھا Eالمجموعة  )2
] ھي محور القطعة E'المجموعة  )3 ]CD  

':  حیث M' من المستوي النقطة M ترفق بكل نقطة fالدالة) 1 : 70مرین الت 2MM MG=
uuuuuur uuuur

 أي أن 
' 0GM GM+ =

uuuur uuuuur r
   G بالنسبة إلى M' من المستوي نظیرتھا Mة  ترفق بكل نقطf أي أن الدالة 

  
u')أ)2  MM=

r uuuuuur
MM' معناه  BA CA= +

uuuuuur uuur uuur
u صورتھا بالإنسحاب شعاعھ M' النقطة M ترفق بالنقطة g و الدالة

r
  

 و تصف قطرھا طویلة الشعاع G ھي الدائرة التي مركزھا Eالمجموعة )     ب
2

u
uur
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71  :1 (2 2MA MB MC MG− − = −

uuuur uuuur uuuur uuuur
             

 2 (( )M E∈ 2 تكافئ 4MG− =
uuuuur

2MG تكافئ  =
uuuur

   

)المجموعة ) 3   )E ھي الدائرة التي مركزھا G 2 و تصف قطرھا   
 72:    
   فیھ قطران ABCGالرباعي )1

  متناصفان وَ ضلعان متتابعان متقایسان
  G ھي الدائرة التي مركزھا E) أ) 2

5 و تصف قطرھا  3
2

R ]منتصف )       ب= ]ACمن  نقطة E 5 لأن 3
2

GI =  

  
  
  
  73:    
):نكتب )  1  )( ){ }( ){ } ( )( ){ } ( ) ( ){ }, 1 , 1 , 4 , 4 , 2 , 2 , 1G B C A A I A I= − − = − = −  

 2  (( )( )( ){ }, 2 ,1 ,1A G B C=    3 ( ھي الدائرة التي مركزھاA و نصف قطرھا 
2

BCR =   

  ئ  كما تقدم ننش) 1  :74
): نكتب من جھة ) 2                  ) ( )( ){ }{ } ( )( ){ },1 , 4 , 2 ,1 , 2G A B C A J= − ) أي أن = )G AJ∈   

):                             وَ من جھة أخرى  )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 ,4 , 2 ,5 , 2G A B C I C= − = :  أي أن −

( )G CI∈   
MI: نجد ) 3                 MJ= و مجموعة النقط ھي محور القطعة [ ]IJ   

4: نجد ) 4                 
3

MG AC= و مجموعة النقط ھي الدائرة مركزھا G 4 و نصف قطرھا
3

R AC=   

)نسمي )1  :75 )( )( ){ }1 ,3 ,5 , 2G A B C= َو  ( )( ){ }2 ,3 , 2G A C= 1:  نجد 2MG MG=  1 والمجموعةE ھي   

]                محور القطعة  ]1 2G G   

1: نجد ) 2                
3

10
MG AC=
uuuuur uuuur

   التي تحقق ھذه المساواة M ھي النقطة 2E  و مجموعة  النقط

25: نجد ) 3                 2 10AB AC MG− + =
uuur uuuur

   و نصف قطرھا   2G ھي الدائرة مركزھا 3E و مجموعة النقط 

                    
5 2

10

AB AC
R

− +
=

uuur uuuur

    

0aDA: نكتب )  1:  76  DB aDC− + =
uuur uuur uuuur r

):  أي  )a DA DC DB+ =
uuur uuuur uuur

1a مستطیل إذن ABCD لكن  =   

): نلاحظ أن ) 2                 )u M MA MB MC MD= − + =
uuuur uuuur uuuur uuuur

)  وَ  )v M CD AD= +
uuur uuuur

   

)                   للشعاعان  )u M َو ( )v M نفس الطویلة معناه MD CD AD= +
uuur uuuur

   و مجموعة النقط ھي الدائرة 

   B و تشمل النقطة D                  التي مركزھا 

77      1  (( )( )( ){ }' , 1 ,1 ,2M A B M= '1 تكافئ −
2

MM AB AI= =
uuuuuur uuur uuur

     استخلص 

    2  (( ) ( )( ){ }'' ,1 ,1 , 1M A B M= ''  تكافئ − 0IM IM+ =
uuur uuuur r

    استخلص 
    I و تشمل Aكزھا  الدائرة التي مرMعندما تمسح النقطة ) 3    

   A و تشمل I تمسح الدائرة التي مركزھا M'النقطة )                أ
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   I و تشمل B تمسح الدائرة التي مركزھا M''النقطة )               ب
2) أ)  2 :    78 4MA MB MC MG+ + =

uuuur uuuur uuuur uuuur
       

MB: أكتب )             ب MA AB= +
uuuur uuuur uuur

MC وَ   MA AC= +
uuuur uuuur uuuur

    
4)  كل      د أنظر الش)              جـ  2 , 2AD AG= =  

2MG: نجد ) أ)  3           2R و نصف قطرھا G دائرة مركزھا = =   
  
)بما أن ) 1   :    79   ) ( ) ( )1 1 3 1 1k k k k+ + + − + − +   k معرفة من أجل كل قیمة لـ G فإن =

AC:  متوازي أضلاع و بالتالي ABCDلاحظ أن ) 2              AB AD= +
uuuur uuur uuuur

:  إذن 
( )( )( ){ },1 , 1 ,1A B C D= −  

, في الأشعة Aأستعمل النقطة (  باسخدام علاقة شال -           ,GB GC GD
uuur uuur uuur

  : و غستخدام العلاقة ) 
           ( ) ( ) ( )1 1 3 1 0kGA k GB k GC k GD+ + + − + − + =

uuur uuur uuur uuur r
  :  نجد 

            ( ) ( )3GA k AB AC AD AB AC AD+ + − + − +
uuur uuur uuuur uuuur uuur uuuur uuuur

2AG:    لكي نجد  k DB=
uuuur uuur

   

DBمجموعة النقط ھي المستقیم الذي شعاع توجیھھ ) 3         
uuur

   A و یشمل النقطة 
): ننشئ كما تقدم النقطتین ) 1 :   80 )( )( ){ }1 ,2 ,1 , 1G A B C= ) وَ − )( )( ){ }1 ,2 , 1 ,1G A B C− =   I وَ النقطة −

) لأن ك kGالنقطة  ) 2         ) ( ) ( )² 1 0k k k+ + + −    k من أجل كل عدد حقیقي ≠

):  باستخدام علاقة شال في المساواة -            )² 1 k k kk G A kG C kG B+ = −
uuuur uuuur uuuuur

kG في Bالنقطة  (  C
uuuur

  نجد ) 

              
² 1k
kAG BC

k
−

=
+

uuuuur uuur
     

) یقع على kG  فإن kGعلى Nإذا انطبقت )3        )BC و یكون عندئذ معامل النقطة A معدوم أي أن  :  
          ² 1 0k +    IR وَ ھذا مستحیل على المجموعة =

] متناقصة على المجال fلاحظ أن الدالة )4   ]1, 1− ,11 ، النھایة الحدیة الكبرى ھي +
2

 − 
 

   و النھایة الحدیة 

,11              الصغرى ھي 
2

 − 
 

   

] ھي القطعة المستقیمة kGمجموعة النقط ) 5        ]1 1G G− من المستقیم الذي یوازي BC
uuur

   A وَ  یشمل 

) ) B   2 قائم في ABCالمثلث ) 1  : 81  )1Γ ھو المستقیم الموازي لـ AC
uuuur

) و یشمل  )( )( ){ },1 , 2 ,1G A B C=   

         3 (( )2Γ ھي الدائرة التي مركزھا ( )( )( ){ },1 , 2 ,1G A B C=1صف قطرھا  و ن
4

R AC=   

2MA: لاحظ أن ) أ  ) 4          MB MC BA BC− + = +
uuuur uuuur uuuur uuur uuur

CA وَ  BA BC= +
uuur uuur uuur

   
   لاحظ أنھ و بعد التعویض B'بالنسبة لـ ) 4 في المساواة  B بالنقطة Mنعوض النقطة )            ب

                ' ' 0B A B C+ =
uuuuur uuuuur r

2 وَ  'BB AC=
uuuur uuuur

   

  )             جـ 
): نكتب ) 1 : 82 )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 , 2 ,3 ,3 ,3G A B C J C= ) أي أن = )G JC∈ ثم G منتصف [ ]JC   

2الشعاعان ) 2        3MA MB MC+ +
uuuur uuuur uuuur

MA وَ  MC+
uuuur uuuur

MG// مرتبطان خطیا معناه  MI
uuuur uuur

]منتصف : حیث  ]AC   
)          و المجموعة  )E ھي المستقیم ( )IG                          

] منتصف Kیمكن لذلك استعمال النقطة ) 3          ]AB   

] منتصف G            و بملاحظة أن   ]JC   
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): لاحظ أن ) 1 : 83 )( ){ }( ){ } ( )( ){ },1 ,1 , 2 ,2 , 2G A C B I B= =  

] منتصف I:        حیث  ]AC و بالتالي G منتصف [ ]IB   

       2 (( )1E ھي الدائرة التي مركزھا G و نصف قطرھا 
4

ACR =   

2NA: لاحظ أن ) أ) 3         NB NC BA BC− + = +
uuur uuur uuuur uuur uuur

   B بالنقطة N  للتحقق  نعوض النقطة 
)المجموعة )            ب )2E ھي الدائرة مركزھا G و تشمل النقطة B   

)المجموعة ) 1 : 84 ] ھي محور القطعة ∆( ]1 2G G حیث  :( )( )( ){ }1 ,1 ,1 ,1G A B C= َو 

( )( ){ }2 ;4 , 1G D E= −   

MD: لاحظ أن ) 2        ME ED− =
uuuur uuuur uuur

) و باعتبار  )( ) ( ){ }3 ,1 , 1 ,1G A B C= ) المجموعة − )Γ ھي الدائرة التي 
  مركزھا 

   ED و نصف قطرھا 3G           النقطة 

85 : 1 (( ) ( )( ){ },3 , 2 , 4J A B C= 4: نبرھن أن ) 2     −
3

AC GC=
uuuur uuur

    

   IA و نصف قطرھا Iھي الدائرة  مركزھا ) 3       
}:  إذا وفقط إذا كان kGیكون ) 1 : 86 }0k IR∈ نستعمل علاقة شال و المساواة ) 2  −

:0k k kkG A G B G C− + =
uuuur uuuuur uuuur r

   

1AG:  متوازي أضلاع لأن 1ABCGالرباعي ) 2        BC=
uuuur uuur

) و یوازي 1Gھو نصف مستقیم حده ) 3     )BC  
87 : 1 (mG موجود  لأن  :( ) ( ) ( )2 1 2 0m m m+ − + −    m من أجل كل عدد حقیقي ≠

       2 (( )( ) ( ){ }1 ,2 ,0 ,1G A B C= في الثلث من [ ]AC قریبا من A   

        3 (
1 2

3 3m
m mAG AB AC− −

= +
uuuuur uuur uuuur

  و علاقة شال ) 3في نستعمل العلاقة المبرھنة ) 4    

ADمجموعة النقط ھي المسقیم  الموازي لـ ) 4        
uuuur

  1G و یشمل 
  إحداثیات المرجح

88  

 : 1 (( )( )( ){ }, 2 , 3 , 5G A B C= − )  في المعلم G  و تكون إحداثیي − ), ,A AB AC
uuur uuuur

 :  1 5,
2 6

G  
 
 

   

  ) 3وَ  ) 2نتناول بنفس الطریقة :    ملاحظة 
89 : 2 (( )1,0G    3 ( بحساب المركبتین السلمیتین لـ ) بAB

uuur
AC وَ 

uuuur
      4 (( )( ){ }, 6 ,1C A B= −   

90 : 2 (5 , 0
2

M  
 
 

) وَ   )0 , 5N  3 ( 3) أ , 2
2

I  
 
 

2)   ب
5

MI MN=
uuur uuuur

))    جـ  )( ){ },3 , 2I M N=  

91 : 2 (2 ,1
3

G  − 
 

   3 (( )5 , 4H   میة  لیست في استقا) 4  −

92   : 2 (( )5,6G −   3 (3 14,
5 5

K  − 
 

   4 (( )( )( ){ } ( )( ){ }, 3 , 2 ,4 ,5 ,4G A B C K C= − −  أي أن =

( )G KC∈   

):               بالحساب نجد  )7
11CG −

uuur
   وَ 

7
5

11
5

CK
− 

 
 

uuur
1:    و منھ 

5
CG CK=
uuur uuur
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3: لأن ) 1 : 93 7 0+ ≠  2 (3 7
10 10

OG OA OB= +
uuur uuur uuur

   3 ( 
10

4
4

G
−

 
 
 

     

94 : 2 ( ( )5 , 6G )یمر المستقیم  ) 3  − )BG بمبدأ المعلم O وفقط إذا كان  إذا ://OB OG
uuur uuur

   

95 : 2 (( )2 , 6H   3 (132 ,
3

G  
 
 

1: بفرض ) 4   0x + :  و نحل الجملة ≠

2 1
1
1 5 5
1 2

x
x
x
x

− = +
 + =
 +

   غیر موجود x  وَ 

96 : 1 (BCDE  متوازي أضلاع معناه BC ED=
uuur uuur

) أي  )4 , 1E −   2 (5 1,
3 3

G  − 
 

  

): لدینا ) 3        )( )( )( ){ },1 ,1 ,1 ,1L B C D E= و منھ  :( )1, 2L 3LA:  و نبرھن أن − LG=
uuur uuur

   
    ABD ھو مركز ثقل المثلث Gاستعمل خواص الجمع الشعاعي في الھندسة التحلیلیة وَ ) أ ) 4       

): نكتب )  5       ) ( )( ){ } ( ) ( ){ }{ } ( )( )( ){ } ( ) ( ) ( ){ }, 2 ,1 ,1 ,1 ,1 , 2 , 2 , 2 ,1 ,1 ,1G A B C D E A I J A I J= = =  

97 : 1 (( )' 4, 2B َو ( )2,1K    2(  ( ) 1 3, ,
4 4

α β  =  
 

 3 (2 4,
3 3

J  
 
 

3ACلاحظ أن ) 4    IJ= −
uuuur uur

    

  مركز العطالة

100:  نكتب  :  98 0GA xGB+ =
uuur uuur r

5:   و نلاحظ أن 
2

GB AG=
uuur uuuur

40BM:  نجد  g=   

99 : ( )( )( ){ } ( )( ){ } ( )( ){ },1 ',1 ,16 , 2 ,16 ,1 ,8G H H O I O I O= = ] منتصف I:  حیث = ]'HH و ننشئھ 

8: باستخدام  المساواة 
9

IG IO=
uuur uur

) نلاحظ أن OG و لحساب المسافة  )sin 52,5OI OH= ⋅ 1  وَ °
9

OG OI=    

)نعتبر في المعلم  : 100 ), ,A i j
r ur

):   النقط  ) ( ) ( ) ( )0,0 , 0 ,18 , 13 ,18 , 25 , 0A B C D و نحسب إحداثیي مركز   

           المسافات المتساویة لھذه النقط 
  : الطریقة الأولى  : 101

   و بالتالي  مركز عطالة الصفیحة  AIEF مركز عطالة الصفیحة H وَ IBCDمركز عطالة الصفیحة ) 1       
         ABCDEF ھو مركز عطالة O َو H إذن ( )G OH∈   
) نبرھن أن JDEF وَ ABCJالمستطیلین بنفس الطریقة لكن نعتبر ) 2        )' 'G O H∈ استخلص   

  :      الطریقة الثانیة 
      ( )( ){ }, 2 ,3G O H= لأن مساحة المستطیل IBCD وَ  مساحة المستطیل 2 ھي    AIEF 3 ھي   

)       في المعلم  ), ,A I J
r ur

1:  لدینا  3,
2 2

H  
 
 

12 وَ   ,
2

O  
 
 

11:  و بالتالي  11,
10 10

G  
 
 

   

  و مركز عطالة الصفیحة  IDEF مركز المستطیل 2O وَ ABCI  مركز المستطیل  1Oنعتبر  : 1الطریقة :  102

)            ھو   )( ){ } ( )( ){ }1 2 1 2, 2 , 4 ,1 , 2G O O O O=   و ھناك طرق أخرى =

): نحسب إحداثیي مرجح الجملة ::  103 ) ( ) ( ){ }300 600 1005 ,5 , 15,5 , 10,15K L J    

104  2 (( )I OA∈ لأن  :A ھو منتصف [ ]1 2G G   

) ینتمي إلى 3G      و  )OA   

): لاحظ أن ) 3   )( )( ){ }1 2 3,36 ,36 ,18I G G G=  

   4 (14 2
3

OI =   
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] منتصف I حیث ABIل المثلث نعتبر مركز ثق) أ : 105 ]AC و مركز ثقل المثلث 3 المثقل بالمعامل CID المثقل   
   1         بالمعامل 

,ھو مركز ثقل  مراكز ثقل المثلثات )        ب ,OAB OAD ODC   
)ھو مرجح الجملة )        جـ  ) ( ){ }1 2,1 ,4O O 1 حیثO مركز الدائرة ذات أصغر نصف قطر   
   3 و مركز الثلاث مستطیلات الأخرى المثقلة بـ  5نعتبر الخمس مستطیلات الأفقیة المثقل بالمعامل )        د 

   الثلاث مربعات التي تقایس المربع المنزوع المثقلة بنفس المعامل یمكن إعتبار مراكز  : 106
   2المثقل )  إتحاد مربعین (  و المستطیل 1         أو إعتبار  مركز أحد المربعات المثقل 

  مــــــسائل
PBالشعاعان ) 1 : 109

uuur
PC وَ 

uuur
PB:  بحیث pوجد عدد حقیقي  مرتبطان خطیا إذن ی pPC=

uuur uuur
  :  إذن 

            ( )( ){ },1 ,P B C p=    R  وَ  Q  و بنفس الطریقة بالنسبة لـ −

: نستعمل السؤال السابق لإثبات أن ) 2         

1
1

1

p
p

p

P −

−

 
  
 

 ،  
0

1
1 q

Q
−

 
  
 

   
1

0

r
rR −

 
 
    

PQ//نستعمل ) 3          PR
uuur uuur

   

         4 (1
3

PC BC=
uuur uuur

   

   ھو مركز ثقلھ G إذن ABCثلث  ھو نقطة تقاطع المتوسطین في المGلاحظ أن ) 2 : 110
): نكتب ) ب)  3          )( )( )( ){ } ( ) ( ){ },1 ,1 ,1 , 2 ,3 , 2K A B C C G C= − = −   

3: و باستعمال علاقة شال نجد ) 1(من العلاقة ) أ) 4          2 0AD AG AC+ − =
uuuur uuuur uuuur r

   
): نكتب )             ب )( )( ){ } ( )( ){ },1 ,3 , 2 ,1 ,1A D G C D K= − =   

)المجموعة ) 5          )E ھي محور القطعة [ ]AI   

}:  موجود إذا و فقط إذا كان mI) أ)  6          }1m IR∈ − ): نكتب )   ب− )( ){ }, ,1mI D m K=      و العلاقة   

0m:                الشعاعیة  mmI D I K+ =
uuuur uuuuur r

    و علاقة شال 
  الدالة متناقصة تماما على مجموعة تعریفھا )          جـ 
) ھو المستقیم mIو المحل الھندسي للنقطة )            د  )AD بإستثناء D   

BC و یوازي A الذي یشمل ∆ ھو المستقیم mGالمحل الھندسي للنقطة ) 1 : 111
uuur

   

)في المعلم )  3          ), ,A AB AC
uuur uuuur

) ھي تقاطع I النقطة  )mBG وَ محور التراتیب و یمكن لذلك تعیین معادلة   

)              المستقیم  )mBG و نفس الشيء بالنسبة للنقطة J )  لكن مع محور الفواصل (  

,        و للبرھان على أن النقط     ,J I O في استقامیة  نعبر عن OJ
uuur

OI بدلالة 
uur

   
1kلأجل ) 1 : 112 = −   

')            أ 2MM IA=
uuuuuur uur

2IA التحویل ھو إنسحاب شعاعھ)   ب
uur

   
2k:لأجل ) 2          ): نكتب )    جـ  = ) ( )( ){ } ( )( ){ }, 2 , 1 , 2 ,1 , 1G A B C J B= − = )  و بالتالي − )G BJ∈   

')               د  2GM GM= −
uuuuur uuuur

   ) 2 -( و نسبتھ  Gالتحویل ھو تحاكي مركزه )    ھـ 
)المجموعة ) أ )   3           )1E ھي الدائرة التي قطرھا [ ]' 'B C حیث ' , 'B C صورتا ,B C بالإنسحاب   

)المجموعة )                 ب )2E ھي الدائرة التي قطرھا [ ]'' ''B C حیث ' , 'B C صورتا ,B C بالتحاكي   

·بالتبادل الداخلي ) 1 : 113 ·IAC ACD= َو · ·CDA IAB= استخلص   

IB: الیس یمكن أن نكتب            و باستخدام مبرھنة ط AB
IC AD

AD:  لكن = AC= و منھ النتیجة   
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IB: من المساواة  ) 2           AB
IC AC

b:  یمكن أن نكتب = IB cCI=
uur uur

):   و بالتالي  )( ){ }, ,I B b C c=   

          3 (( ) ( )aOA bOB cOC aOA bOI b IB cOI c IC aOA b c OI+ + = + + + + = + +
uuur uuur uuur uuur uur uur uur uur uuur uur

:  لأن 

( )( ){ }, ,I B b C c=   

):             و بما أن  )( )( ){ }, , ,O A a B b C c= فإن  :( ) 0aOA b c OI+ + =
uuur uur r

):  و بالتالي  )O AI∈   

):              و بطریقة مماثلة نبرھن أ ن  )O CK∈َو   ( )O BJ∈   

114 : Ι-  1  (( مساحة : لاحظ أن )   وَ ب) أ'AA B = ( 1 1'
2 2

hA B dAB=  

AA'( مساحة :                            وَ أن  C = ( 1 1'
2 2

hA C dAC= و بالتالي    :
' '

h AB AC
d A B A C

= =   

):                    و بالتالي  )( ){ }' , ,A B b C c=   
  نتناول بنفس الطریقة ) 2                 
aIA: نعتبر العبارة الشعاعیة ) 3                  b IB c IC+ +

uur uur uur
   113لتمرین  و نكتبھا  على ثلاثة طرق كما في ا

         II  1 (لاحظ أن )  أ :AKtg
BK

β AKtg وَ =
KC

γ KB و بالتالي = tg
KC tg

γ
β

=   

): نجد ) استعمل الأشعة مع مراعاة التوجیھ ( بجداء الوسطین و الطرفین نجد )             ب )( ){ }, ,K C tg B tgγ β=  
  نتناول بنفس الطریقة )              جـ
   Iانظر الفرع )                د 

 115 : I - یطلب دراسة تغیرات الدالة f   
          II 1 ( لمحل الھندسي للنقطة ا) أK ھي القطعة المستقیمة [ ]'AA  حیث ( )' 4,8A   

] ھي القطعة المستقیمة L                      المحل الھندسي للنقطة  ]'OO  حیث ( )' 0,8O   

1:  ثابتة لأن 1G)                    ب
8 8,
3 3

G  
 
 

2:   وبما أن 
4 8,
3 3

kG − 
 
 

   تتغیر على المستقیم الذي 2G فإن 

4:                        معادلتھ 
3

x =   

) )= OAL(   وَ مساحة 2k )= AKL( مساحة ) 2               )2 8 k−   
   2G وَ 1G مرجح النقطتین G ثم نحسب إحداثیي 2G  و1Gَلأجل ذلك نحسب إحداثیي النقطتین )  أ) 3              

) وَ 2k                المثقلتین بالعددین  )2 8 k− على الترتیب     
   f تحقق  معادلة الدالة  Gنتحقق أن إحداثیي النقطة )             ب

]ا من المجال  و التي فواصل إحداثییھf ھي النقط من منحني الدالة G                      ومجموعة النقط  ]0 , 8  
  



 1

 
  
 
 

 
 
 
 
 

  
       الكفاءات المستهدفة    

  
 استعمال خواص الزوايا الموجهة لإثبات 

  .   تقايس الزوايا                  

 .تعيين أقياس زاوية موجهة لشعاعين 

 بجيب التمام  المتعلقةلتوظيف دساتير التحوي 

  . و بالجيب في حل مسائل مثلثية        

 .حل معادلات و متراجحات مثلثية 

 
  

  
       

  
  

   على الدائرة Rالدائرة المثلثية ، لف المجموعة ( يعتمد هذا الفصل على المعارف السابقة                      
   .cos و sin  المثلثية ، الراديان ، الدالتين             
  :  أهم النقط التي تعالج خلال هذا الفصل هي            
 Ã المثلثية بعدد معرف بتقريب مضاعف للعدد تعليم نقطة على الدائرة π2   
 Ã  نعرف القياس انطلاقا من التعليم على الدائرة دون اللجوء الى ( مفهوم الزاوية الموجهة   

 )الأقواس الموجهة      
  Ã  التعليم القطبي لنقطةM ، )

uuuur r ur
OM = r( cosi+ sinj  

  )تية و العكس ، حل معادلات مثلثية بسيطة الإنتقال من الإحداثيات القطبية الى الديكار(   
  Ã دساتير الجمع باستعمال التعليم القطبي  
  Ã  استعمال الآلة الحاسبة ( المتراجحات المثلثية البسيطة(  

                                                                                                                                                                                                                                       
  
  
  
  
  
  
  

8  
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  :النشاط الأول 

  تحويل الدرجات الى راديان و العكس:  الهدف -  

: النتائج هي 
2 7142,5 :10,5 :52,5 : 75 : 67,5 : : : : :
3 12 5 8 12
π π π π π

  

  :النشاط الثاني 
  اد حقيقية على الدائرة المثلثية  تعيين صور أعد-  

1 (C نظيرة A بالنسبة للنقطة O  
2 (B نظيرة A بالنسبة للمستقيم  )OJ(   
3 (D نظيرة A بالنسبة للمستقيم  )OI(   
4 (E نظيرة Aبالنسبة للمنصف الاول   
5 (F نظيرة E بالنسبة للمستقيم   )OJ(   
6 (G نظيرة E بالنسبة للنقطة O 
7 (H نظيرة Eبة للمستقيم  بالنس )OI(   
 H ; E ; C ; G ; D ; F ; B: النقط المرفقة هي على الترتيب ) 8
9 (M هي نقطة تقاطع  )C (  مع منصف الزاوية·FOJ  

  :النشاط الثالث 
  تعيين الصور بمعرفة أطوال الأقواس:  الهدف -  

) مرتين حيث ′AA¼وس تنصيف الق) باستعمال المدور  ( Cتعيين النقطة  ) 1 , )OA OA π′ =
uuur uuuur

   O بالنسبة لـ A نظيرة ′A و 

CC¼  بتنصيف القوس D     تعيين النقطة  OCC حيث ′ C(  مثلث متقايس الأضلاع ′    )C على يسار ′

DD¼  بتنصيف القوس E     تعيين النقطة  D حيث ′   O بالنسبة للنقطة D نظيرة ′

  ) نحو الإتجاه الموجب  ( E انطلاقا من CD« مرات القوس 5 بأخذ F     تعيين النقطة 

)تكتب مرة أخرى  : تصحيح )  2 , )
4

OA OC π
=

uuur uuur
  

  )نحو الإتجاه الموجب  ( C ثلاث مرات انطلاقا من AC¼ بأخذ القوس D   تعيين 

DD¼ بتنصيف القوس E   تعيين  D حيث ′   O بالنسبة للنقطة D نظيرة ′

EF¼ بأخذ القوسF  تعيين  EOFحيث نحو الإتجاه الموجب  E مرتين انطلاقا من ′   متفايس الأضلاع مثلث ′
  ) F    )E على يسار′

)نأخذ كذلك ) 4و ) 3 في الفرعين :تصحيح     , )
4

OA OC π
=

uuur uuur
  

 مع أخذ القيس الرئيسي F ; E ; Dريقة لتحديد النقط   نتبع نفس الط
41 56

6 6
π π

π=   و  +
17 4

4 4
π π

π= +  

  : النشاط الرابع 
  تعيين الصور بمعرفة أطوال الأقواس مع مراعاة الإتجاه : الهدف   

   )Aن  على يميC(  متقايس الأضلاع OAC باعتبار أن المثلث c     تعيين النقطة - )1

DD¼ بتنصيف القوس Dتعيين النقطة  - D حيث ′   )مع مراعاة الإتجاه (  مرتين O بالنسبة للنقطة D نظيرة ′

DE¼ بأخذ القوس Eتعيين النقطة  - ODEحيث  D مرتين في الإتجاه السالب انطلاقا من ′  مثلث متقايس الأضلاع               ′
Eو   D على يمين ′

EF¼ بتنصيف القوس Fتعيين النقطة  - OEF باعتبار أن المثلث ′ F(  متقايس الأضلاع  ′   )E على يمين ′
  . بنفس الطريقة و أخذ الأقياس الرئيسية 4 – 3 – 2     الفروع           
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   : ) 1 (أعمال موجهة
Cosx المتراجحات المثلثية من الشكل -1-                               ap  

  حل متراجحات مثلثية: الهدف   
 1 (1a ≤ 1aلا تقبل حلا  و    المتراجحة − ≥ 1 المتراجحة محققة دوما لأن  − 1Cosx− ≤    x  من أجل كل عدد حقيقي ≥
 2 (1 1a −p p يوجد عددان α و  )α− (  حيث( )Cox Cos aα α= − =   

      β α= M نظيرة M و بالتالي −    بالنسبة لمحور الفواصل ′

MM¼ هي نقط القوس a     مجموعة النقط من الدائرة المثلثية و التي فواصلها أصغر من    )نحو الإتجاه الموجب  ( ′
[ هي )1(    حلول المتراجحة  [, 2α π α−  

1:   تطبيق 
5,

3 3
S π π =   

   ،   3 0, ,
12 12

S π π
π   = ∪      

 ،  4
50, ,

12 12 2
S π π π   = ∪      

  

      -2 - 1
7 11,
6 6

S π π =   
 ، 2

30, ,
16 16 2

S π π π   = ∪      
  ، 3

4 20, ,
15 3 5

S π π π   = ∪      
 ، 4

3,
16 16

S π π =   
  

   :)2(أعمال موجهة 
Cosu معادلات من الشكل  -1-                           Sinv=  

Cosuحل المعادلات من الشكل :  الهدف  Sinv=  

 * 
5 , /
48 2 24

kS k kπ π π
π

− = + + ∈ 
 

¢  

تمثيل الصور * 
23 77 53 29 5, , , , ,
24 24 48 48 48 48

π π π π π π
−  

aCosx:  معدلات من الشكل -2-                          bSinx c+ =  
aCosxحل معادلات من الشكل :  الهدف  bSinx c+ =  

1:  تطبيق  2 , 2 /
2

S k k kπ
π π = + ∈ 

 
¢  ،  2 2 , 2 /

2 6
S k k kπ π

π π = + − + ∈ 
 

¢     ،    

      3 , /
4 2

S k k kπ π
π π = + − + ∈ 

 
¢  

4- *    2m f 2 أوm −p ،  Sمجموعة خالية   

 *       2 2m− p p نضع  
2
m Cosα=  

  
  
  

  لى   إمن           : أصحيح أم خاطئ
  

  8  7  6  5  4  3  2  1  رقم السؤال
  صحيح  خاطئ  خاطئ  صحيح  صحيح  صحيح  خاطئ  خاطئ  الحكم

  
  لى  إ من          :ختيارات أسئلة متعددة الا

  
  16  15  14  13  12  11  10  9  رقم السؤال

  1  1  3  3  1  3  2  2  لإجابة الصحيحة1
  

            
  AOB·  أصغر قيس موجب  القيس الرئيسي  xالقيس 

3
π

−  
3
π

−  
5
3
π

  
3
π

  

17 

9 16 

1 8 



 4

53
3
π

  
3
4
π

−  
5
4
π

  
3
4
π

  

2007
3

π
  π  π  π  

493π  π  π  π  
  

      
2, , ,

6 2 3 3
π π π π

− − − −  

      
  C قائم في ABC     المثلث 

     ( ) 7,
12

CA CB π
=

uuur uuur
  

     
3 5, ,

3 4 3
M N Pπ π π     

     
     

  

       
  

    π2 و يكون مضاعف y-x           نحسب    
  

       
  

1. 
3

14π
α = ←

3
2π 

2. 
2

35π
α −= ←

2
π 

3. 
5

721π
α = ←

5
π 

4. 
3

2007π
α = ←π 

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .1 )OCOA, هو 







6
5π 

)القيس الرئيسي للزاوية  .2 )ODOA, هو 





−

3
2π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .3 )CBOC, هو 





−

3
π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .4 )DOOB, هو 





−

6
π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .5 )CBBA, هو 





−

12
7π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .6 )BCDC, هو 







12
7π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .1 )BABC, هو 





−

8
3π 

)القيس الرئيسي للزاوية  .2 )ACAD, هو 





−

4
π

  

)القيس الرئيسي للزاوية  .3 )BADC, هو ( )π  

18 

19 

20 

22 

24 

25 

26 

27 

28 

29 
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)القيس الرئيسي للزاوية  .4 )ADBA, هو 





−

2
π

  

        1  2  3  4  5  

2
π

−  
2
π

  
2
π

−  
2
π

  
2
π

  

    

      1 .







3
π

  2 .





−

3
π

  3 .







3
4π

. 4 يشطب التكرار  







3
2π

.   

       xxA cos2sin −=  
  

       xA sin2=  
  

       xA cos−=            
  

       xA cos2−=                                            
  

       xA sin2−=  
  

       xA tan=  
  

1. xx cos
2
2sin

2
2

−  

2. xx sincos − 

3. xx sin
2
1cos

2
3

− 

4. xx cos
2
1sin

2
3

− 

   2  .(
4

26
12
5cos −

=
π

          
4

26
12
5sin +

=
π

   :  بوضع   ).3    
3412

7 πππ
+=  

  
  .باستعمال دساتير التحويل من النصف إلى الضعف). 3  
  

  2 .(
5
4sin −=x ،  

5
3)

2
sin( =− xπ

 ، 
5
4)

2
cos( −=− xπ

 ، 
5
3)cos( −=− xπ ،

5
4)sin( −=− xπ  

  3 .(
3
4tan −=x ، 

4
3)

2
tan( −=− xπ

 ، 
3
4)tan( =− xπ  

π:  هيM المرفقة للنقطة xقيم ).  1  
π kx 2
3

π:  هيN المرفقة للنقطة xقيم    ، =+
π kx 2
3

+−= 

: إضافة العبارة ). 2  
2
1cos =x الاستنتاج     :π

π
π

π kأوkx 2
3

2
3

+−+=  

  

  1.(
6
π

=x أو 
6

11π
=x   ، 2 .(

4
3π

=x أو 
4

5π
=x    ، 3.(

4
π

=x أو 
4

3π
=x    ، 4.(

2
3π

=x  

1.(
3
π

=x أو 
3
π

−=x ، 2.(
6

5π
=x أو 

6
5π

−=x ، 3.(
6
π

−=x أو 
6

5π
−=x ، 4.(

4
π

−=x  أو 
4

3π
−=x 

xx: بوضع 22 sin1cos    . y=sinx  و =−
  

xxx:       بوضع cos.sin22sin =  

30 

31 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

45 

50 

54 

56 

57 

61 

62 
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xxx:       بملاحظة أن 2cossincos 22 =−  

  
  

  الإحداثيات القطبية
    
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

عوض :   تصحيح







2
;2 πB نكتب   








6
;2 πB  

  .الدائرة الوسطى غير مضبوطة على الرسم: ملاحظة 









3
;2 πA ،








4
;3 πB ، 








6
5;4 πC ، 






 −

3
;4 πD ،








3
2;2' πA ، 








3
4;4' πB ، 






 −

6
;2' πD  

    

1. OM =1     ،   22 ON  = 

)القيس الرئيسي لـ  .2 )OMI   هو  ;
3
π

)الرئيسي لـ القيس    ،       − )ONI   هو ;
4
π

   

)القيس الرئيسي لـ  .3 )OMJ   هو  ;
6

5π
)  ،     القيس الرئيسي لـ  − )ONJ   هو ;

4
π

−   

4. 





 −

3
;1 πM ، 








4
;22 πN   

  
1  2  3  4  5  6  7  8  

( )0;1A  ( )2;0B 








2
3;

2
33C 








−−

2
25;

2
25D ( )2;2 −−E ( )2;32−F 






− 0;

4
7G 






 0;

4
1H 

  

 







12
7;22 πC  

xx). 1: ال العلاقة  باستعم 2cos1cos2 2 +=   2  .(
4

26
12

cos +
=

π
 و 

4
26

12
sin −

=
π

   

:  بملاحظة أن
88

7 π
π

π
 و =−

8
3

8
5 π

π
π

−=  

 1 .(
2
32cos =x    ،    2  .(

12
π

=x  

  1 .(
4

152cos +
=x ،  

8
552sin −

=x ،  3  .( بوضع :)
2

cos(sin xx −=
π

 ،  
10
π

=x  

yxوضع ). 1    =sin     ، 2 .( وضعyx =cos ،  3 .( وضعyx =cos ( )2
31+=∆  
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(). 2لجمع  ، باستعمال دساتير ا). 1   
3

4sin()
3

2sin(sin)(' ππ
++++= xxxxf  

)(x ، 0بما أنه  من أجل كل عدد حقيقي ). 3     =xf)الدالة المعدومة (من أجل كل عدد حقيقي  فإنهx ، 0)(' =xf 

(0: أي
3

4sin()
3

2sin(sin =++++
ππ xxx  

)كن النقطة عوض لت      )α;1A ذات الإحداثيات القطبية نكتب لتكن النقطةA ذات الإحداثيات القطبية( )α;1  
   1.(  
  
  
  
  
  
  
  
  

   A هي Cصورة ). 2   

++=0: نستنتج أن). 5    OCOBOA ،   







α
α

sin
cos

OA ، 
















+

+

)
3

2sin(

)
3

2cos(

π
α

π
α

OB ، 
















+

+

)
3

4sin(

)
3

4cos(

π
α

π
α

OC  

(0: و باستعمال العلاقة الشعاعية السابقة  نستنتج أن
3

4cos()
3

2cos(cos =++++
π

α
π

αα  

(0                                                          و 
3

4sin()
3

2sin(sin =++++
π

α
π

αα  

    1 .(xxxE 22 sin.cos)( = ،    2 .(π
π kx +=
2

πkx  أو  =،    

 3 .(






 ∈+−= ZkkkRD f ;;

2
ππ

π
 ،   1)( =xf   

   1 .(xxx cos3cos43cos 3 −= ، xxx 3sin4sin33sin −=  

   2 .(






 ∈+−== ZkkkRDD BA ;;

2
ππ

π
 ،   xA 2cos4= ،  2=B  

  .بسط العبارتين التاليتين. 2م الفرع الثاني ، ترقي: ملاحظة 
  

1. )1cos2(cos)( += xxxA    2  .)1sin2(sin)( += xxxB 

        3  .)1
2

cos2(
2

cos)( +=
xxxC   4   . وضع)(xD بدل )(xB )1

2
sin2(

2
sin)( +=

xxxD 

(:     بضرب طرفي الكسر بالعدد 
8

sin
8

(cos ππ
+  

  

      2    .(
2
3

  

  :    باستعمال العلاقتين
2

2cos1cos2 xx +
  و =

2
2cos1sin 2 xx −

=  

   1 .(( )
6

; π
−=oci ملاحظة ترميز قيس الزاوية الموجهة ( )oci; بدل ( )oci;.  

    2 .(





 −

6
;2 πc  ( )←−1;3c  ،    3  .(( )3;1A  ، 4  .(( )13;13 −+B    

78 
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 5 .(22=OB ،  ( )
12
3; π

=oBi  ،  







12
;22 πB ،         6  .(

4
26

12
cos +

=
π

 ،  
4

26
12

sin −
=

π
  

    1 .(
3
π

=x أو 
3

2π
=x ،  



∪



∈ π

ππ 2;
3

2
3

;0x      ،   2 .({ }=S   

    3 .(
4
π

−=x أو 
4

3π
−=x ،  



 −−∈

4
;

4
3 ππx    ،     4 .(

4
π

=x 



∈

2
;

4
ππx   

    5  .(
12
π

=x أو 
12
7π

=x ،  



∈

12
7;

12
ππx    ،  6 .(

24
13π

=x أو 
24
5π

=x ، 



∪



∈ π

ππ ;
24

13
24
5;0x     

   7  .(
30

13π
=x أو 

30
17π

=x ،  



∪



∈ π

ππ ;
30

17
30

13;0x  

  

    2 .(
6
π

−=Ax ، 
6

5π
−=Bx  

    3 .(
4
π

=Cx ، 
4

3π
=Dx  

    4 .(



∪



−∪



 −−= π

ππππ
π ;

4
3

4
;

66
5;S  

  

   1 .(






 ±±=

5
4;

5
2; ππ

πS   

   2  .(   xx 2sin3sin xxxx    يكافئ   =− cos.sin2)1cos4.(sin 2 −=−  

cos21cos4.(sin(0         يكافئ                            2 =+− xxx  

)1cos2cos4(0    يكافئ                          2 =−+ xx 0 أوsin =x  

: نجد2 و حل معادلة من الدرجة  y = cosx:بوضع






 ±−

=
4

51Sومنه :
4

15
5

2cos −
=

π
  و 

4
15

5
4cos −−

=
π

  

    

1 .(( )0;2A ، ( )2;2−B،   






 −
2
2;

2
22I    2 . (OAB  ، متساوي الساقين ( )

8
3; π

=oIi  

       3 .(





 −

8
3;22 πI                                         4  .(

2
22

8
3cos −

=
π

   

      1.(   αsin
2
1

=OAMS ،    2 .(α
2
1

=OAMS ،  3 .(αtan
2
1

=OAPS   

    αtan  < α <  αsin  ينتج  OAPS  < OAMS <  OAMSمن  ).  4      
     

   1 .(( )
5

2; π
=OBOA ، ( )

5
4; π

=OCOA  ، ( )
5

6; π
=ODOA  ، ( )

5
8; π

=OEOA.   

   .O ينطبق على ABCDEموع مركز ثقل الخماسي ). 4   

++++=0: الشعاعيةمن العلاقة ). 5    OEODOCOBOA لأنO مركز ثقل الخماسي ABCDE.   

0: ينتج
5

8cos
5

6cos
5

4cos
5

2cos1 =++++
ππππ

  

: بما أن
5

22
5

8 π
π

π
−= ، 

5
42

5
6 π

π
π

0: إذن  =−
5

4cos2
5

2cos21 =++
ππ

  

 6 .(
4
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=x  إذن:  بملاحظة أن    :

4
51

5
2cos +−

=
π
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  الكفاءات المستھدفة         
  
 

   بمستو و رباعي وجوهإنشاء مقطع مكعب 

 .ممارسة الحساب الشعاعي في الفضاء  .

استعمال الأشعة لإثبات توازي شعاعین و  

  ثلاث نقط استقامة

  البرھان على أن أشعة من نفس المستوي 

  

 

  
  
  

v          ینقسم ھذا الف صل إل ى ج زأین یت ضمن

 عیین المقاطع المستویة لمكعب الأول ت

 و لرباعي وجوه في الفضاء و ھو خاص         

بشعبتي الریاضیات و تقن ي ریاض ي بینم ا         

یعالج الجزء الثاني الح ساب ال شعاعي ف ي         

  .الفضاء

v     ی   تم ف   ي ھ   ذا الف   صل تمدی   د خ   واص

الح  ساب ال  شعاعي م  ن الم  ستوي إل  ى    

 ةالفضاء كما یتم تعری ف مفھ وم الأش ع        

  .من نفس المستوي

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

 

v   یسمح ھذا الفصل كذلك بإعادة استثمار

نتائج الھندس ة الف ضائیة المدروس ة ف ي        

السنة الأولى من خ لال تعی ین المق اطع       

 .المستویة لمكعب أو لرباعي وجوه

v    ت   سمح الم   سائل المتنوع   ة المقترح   ة ،

الت    ي تت    ضمن الت    وازي، الارتب    اط    و

 الخطي 

،  فرص ا س انحة لتوظی ف      ...الاستقامة و  

  .ضيالبرھان الریا

  
  
  
  

9  
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  الأنشطة
   : 1النشاط 
  . تعیین مقطع مكعب بمستو:الھدف 

   متوازیانDCGH وABFEالوجھان) 1
): و بالتالي ) ( )//LJ EI  

)كذلك ) 2 ) ( )//IK EL  

]ي القطعة ھBCGFتقاطع المستوي مع الوجھ) 3 ]KJ  
  IELJKتقاطع المستوي مع المكعب ھو الخماسي) 4
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

   : 2النشاط 
  . تعیین مقطع رباعي وجوه بمستو:الھدف 
  F عوض النقطةB نظیرةE:تصحیح

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
) تقاطع) 1 )Pمع المستوي ( )ABDھو القطعة [ ]IJ.  
2 (( )CDیوازي كلا من ( )Pو المستوي ( )BCD و 

 نقطة مشتركة Eو لدینا كذلك.و یوازي تقاطعھمابالتالي فھ
  .بین المستویین

) مشتركة بین المستویینIالنقطة) 3 )Pو ( )ABC.  
  .أنظر الشكل) 4
  

   : 3النشاط 
  .الفضاء متوازیان إثبات أن مستقیمین من :الھدف 

  
  

  
1 (  
  

  
  
  
  

  
  
  

  
2 (2

3
FA BA=
uuur uuur

2 و 
3

AG AE=
uuuur uuur

  

3 (3
2

x =  

4 (( ) ( )//BE FG  
  

  :4النشاط 
  .إثبات أن ثلاث أشعة من نفس المستوي :الھدف

1(  
  
  

  
  
  
  
  
  

  

2 (5 1
7 2

LJ AE EH= −
uuur uuur uuuur

  

  :5نشاط ال
  .إنجاز برھان لخاصیة :الھدف

AI: لدینا) 1 AG GG G I′ ′= + +
uuur uuuur uuuur uuur

 و باستعمال علاقات 
0AGمماثلة  وعلما أن  BG CG DG+ + + =

uuuur uuuur uuur uuuur r
  

0Gو  I G J G K G L′ ′ ′ ′+ + + =
uuur uuur uuuur uuur r

 و بعد الجمع نتحصل 
  .على المطلوب

  .بدیھي) 2
1: تبین أن) 3 2 3 4 0AG BG CG DG+ + + =

uuuur uuuuur uuuur uuuuur r
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  لموجھةالأعمال ا
  مبرھنة منلاوس

  إنجاز برھانا للمبرھنة  :الھدف
 طالس في وضعیتین مختلفتین نتحصل ةبتطبیق مبرھن) 1

  .على النتیجتین المطلوبتین

NAMAلدینا  QC
NC

= 1 و× 1PC
MB PB QC

= ×  

  .ةالنتیجو منھ 
2 (

  
)المستقیمان )UTو ( )DFیتقاطعان في النقطة V.  

 DGF وDEFبتطبیق النتیجة السابقة على المثلثین
  .نتحصل على المطلوب

  :التطبیق

  
1WH لدینا XI YJ ZK

WI XJ YK ZH
× × ×  و منھ فالنقط لا ≠

  .تويتنتمي إلى نفس المس
  

  المرجح و الاستقامیة
  . إثبات استقامیة ثلاث نقط باستعمال المرجح:الھدف

2 من :المثال
3

AF AD=
uuur uuuur

1 و
4

BE BC=
uuur uuuur

  : نجد مثلا

3 2GF GA GD= +
uuur uuur uuur

4 و 3GE GB GC= +
uuur uuur uuur

  
3بالجمع و علما أن  2 0GA GB GC GD+ + + =

uuur uuur uuur uuur r
 

4: نتحصل على العلاقة 3 0GE GF+ =
uuur uuur r

.  

  :الحالة الخاصة
BEمن العلاقة  k BC=

uuur uuuur
:  نستنتج أن

( )1 0k EB k EC− + =
uuur uuur r

  

AFو من العلاقة  k AD=
uuur uuuur

:  نستنتج أن
( )1 0k FA k FD− + =

uuur uuur r
  

): لدینا )1 k HA k HD HF− + =
uuur uuuur uuur

  

) و )1 k HB k HC HE− + =
uuur uuuur uuuur

 و علما 

0HE:أن HF+ =
uuuur uuur r

  . نجد المطلوب
): نثبت بكل سھولة أن )1 0k HI k HJ− + =

uuur uuur r
لتالي  و با

 .فالنقطة في استقامیة

 
  تــمـــاریــــن

   .خاطئ) 3.  صحیح ) 2.   خاطئ ) 1
  

  . صحیح ) 3 .   خاطئ) 2.   خاطئ  )1
  
   .خاطئ) 3.  صحیح ) 2.   خاطئ ) 1

  
   ھي الصحیحة2الإجابة 

  
  )الإجابة الثالثة(ھذا التمرین خاص بالفصل العاشر

  
   )جابة الثانیةالإ( ھذا التمرین خاص بالفصل العاشر 

  
)تقاطع المستویین )AIDو ( )ABJ ھو 

)المستقیم )AGحیث Gمركز ثقل المثلث BCD.  
)تقاطع المستویین )ADIو ( )CDK ھو 

)المستقیم )AG G حیث′   .ABC مركز ثقل ′
)تقاطع المستویین )CDKو ( )ABJ ھو 

)المستقیم )KJ   
  
  

  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
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)المستویان  )SABو ( )SCD یتقاطعان وفق 
) و یوازيSالذي یشمل النقطة المستقیم )AB.  

)المستویان )SACو ( )SBD یتقاطعان وفق 
)المستقیم )SOحیث Oمركز ABCD..   

( ) ( ) ( ), ,S D S D OS′ =I.  

)المستویان )SADو ( )SBC یتقاطعان وفق 
)المستقیم )SOحیث :( ) ( ) { }BC AD O=I.  
)المستویان )SABو ( )SCD یتقاطعان وفق 

) و یوازيSالذي یشمل النقطة المستقیم )AD.  
 

  
( )( ) ( ) ( ),A D P AE=I،

( )( ) ( ) ( ),A D Q EF=I  

.  ( )( ) ( ) ( ),A D R FG=I 
)حیث ) ( ) { }AE R G=I  

 

  
  

)تقاطع المستوي )Rمع المستقیم ( )ABھي النقطة I. 

) نقطتي تقاطعJ وIكنلت  ) مع∆( )Dو ( )D  على ′
) نقطتي تقاطعF وEلتكن .الترتیب )D ) مع′ )P 

)و )Qستويالم.  على الترتیب( )( ),A D ) یقطع′ )P 
)و )Qفي نقطة A′نقطة تقاطع المستقیم ( )EA مع 

)المستقیم تقاطع المستویین )Pو ( )Q .النقطةI ھي إذن 

)تقاطع المستقیمین )FA′مع ( )D.أما النقطةJ فھي تقاطع 
)المستقیمین )FEو ( )AI.  

  .....:عكسیا
  

) و یوازيAالمستقیم الذي یشمل  )Dیقطع ( )R 

) و یوازيBالمستقیم الذي یشمل النقطة. ′Aفي نقطة )D 
)یقطع )Rفي نقطة B التقاطع المطلوب ھو إذن . ′

)المستقیم )A B′ )تقاطع. ′ )ABمع المستوي ( )R ھي 

) تقاطع المستقیمینIالنقطة )ABو ( )A B′ ′.  
  

)تقاطع المستوي )Pمع المستوي ( )EBG ھو 

)المستقیم )KL.  
  

8 
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)في حالة عدم توازي )IJو ( )AB فإن المستقیم 
) و یوازيSالذي یشمل )AB یقطع ( )IJ في E.  

)نالمستویا )SABو ( )SDC یتقاطعان وفق ( )SE.  

( )IJو ( )KEیقطعان  ( )SA،( )SB،( )SC 
)و )SD 1 في أربع نقط ثابتةF ،2F ،3F4 وF على 

)تقاطع.الترتیب )IJKمع المستویات  ( )SAB،( )SBC، 

( )SADو ( )SDCھي على الترتیب المستقیمات  

( )1 2F F،( )2 3F F ،( )3 4F Fو ( )1 4F F.  
  .یمكن دراسة حالة التوازي :ملاحظة
  

) منB وA:تصحیح )D .:.A′و B ) من′ )D ′.  
)المستقیمان )Dو ( )D ھو یحوي  ف یعینان مستویا′

)إذن المستقیمین )AA′و ( )BB    فھما إذن إما متقاطعان′
  . و إما متوازیان

  
)المستقیم: نستعمل البرھان بالخلف  )BC محتوى في 

)المستوي )P . إذن لو كانتA ،Bو C في استقامیة 
) نقطة منAلكانت  )Pو ھذا تناقض .  

  .بما أنھا لیست على استقامة واحدة فھي تعین مستویا
  

  
  
  

 ( )MNمستوي محتوى في ال( )ABC .  المستویان

( )ABC و ( )BCDیتقاطعان وفق ( )BC و بالتالي 

)فالمستقیم )MNیقطع ( )BCDفي نقطة P  من ′
)المستقیم )BC.  

Mننجز برھانا مماثلا بالنسبة لكل من N و′ ′.  
  

) :1الحالة ) ( )//D D ′  

)المستقیمات التي تقطع  )D ،( )D ) و′  ھي ا مع∆(
)من المستوي المستقیمات )Pالتي تشمل Iو تقطع ( )D.  

) :2الحالة )Dو ( )D    غیر متوازیین′
)المستقیمات التي تقطع  )D ،( )D ) و′  معا ھي ∆(

)من المستوي المستقیمات )Pو التي تشمل I.  
  

 إلى المستوي المحدد Aیكفي أن لا تنتمي النقطة 
)یمینبالمستق )Dو ( )D  و في ھذه الحالة تقاطع المستویین ′

( )( ),A Dو ( )( ),A D ) ھو المستقیم′ )OA.  
  

)المستوي المعین بِـ )Dو Aھو المستوي ( )P.  

)إذا كان المستقیمان )Dو ( )AB من نفس المستوي تنتمي 
) إلى المستويBعندئذ النقطة )P و ھذا تناقض.  

  
 ( )IJیوازي ( )KL و ( )JKیوازي ( )IL  

  IJKLالمقطع ھو المستطیل 
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21

22

26

27
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.     

  
)المستوي )Pیقطع الوجھ ABCطعة  وفق ق

)توازي )ABأي [ ]IEو یقطع الوجھ ABD وفق 

)قطعة توازي )ABأي [ ]JF  
  .IJFEالمقطع ھو الرباعي

                   
       

  .EFGطع ھو الثلثالمق
        

)      المستقیم )FBھو تقاطع المستویین( )ABFE   
)و )BCGFالذي یشمل ( )1 2I Iو بالتالي فإن تقاطع   

 ( )ABFEمع ( )1 2I Iھو تقاطع ( )FBمع ( )1 2I I.  
) بما أن. نقطة التقاطع3Iنسمي ) ( )//ABFE DCGH 

) المستقیم الموازي لِـ1Iننشئ من )1 3I I4 لتكن وI 

)نقطة تقاطعھ مع المستقیم )DH . المقطع ھو إذن
1السداسي 2 1J KI I ML.  

 

  
 خاصة بالفصل 50 إلى 31تمارین من ال :ملاحظة
  .العاشر

  
) :تصحیح ), , ,D A C Hعوض ( ), , ,A C F G  

)و  ), , ,D A B Hعوض ( ), , ,E F C K.  
  

 ( ), , ,A C F Gمعلم متعامد فقط.  

( ), , ,A C D Fلیس معلما .  

( ), , ,E F C Kمعلم لا متعامد و لا متجانس .  
          
        ( ) ( )AB AD⊥ ،( ) ( )AB AE⊥  

)   و  ) ( )AE AD⊥و AB AD AE= =.  

( )0,0,0A ،( )1,0,0B ،( )1,1,0C ،( )1,1,1G.  
  

  . نفس اعتبارات التمرین السابق
  

  .ن السابق نفس اعتبارات التمری
  
 3AB =  

  
   تطبیق مبرھنة فیتاغورث

  
        { }2, 4m ∈ −  

  
  14AB = ،14AC = ،3 2BC =  

AB: لدینا AC= .المثلثABCمتساوي الساقین .  
         

AB      ندرس كل الحالات AC= ،AB BC= ،...  

:     ندرس الحالة
AB AC
AB BC

=
 =

  

29

31

32

34

36

35

37

38

39

28

30

33

40
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)       تنتمي النقطة )1,1, 2A إلى كل من المستویات التي 
1xمعادلاتھا = ،1y 2z و= =.  

) تنتمي النقط إلى الدائرة التي مركزھا النقطة )3,4,2H  

  . 13 و نصف قطرھا
          
       2 2MA MB= .  

  
  قة نفس المنھجیة الساب 

  
2 2OM OA=2:  و منھ 2 2 38 0x y z+ + − =  

  
) و المستويOالمسافة بین النقطة )P بینما 2 ھي 

3OAنصف قطر سطح الكرة ھو إذن سطح الكرة یقطع . =

ھا المستوي وفق دائرة معادلت
2 2 5

2
x y
z

 + =


= −
  

   
 2 2 9x y+ =  

  
2    و  2 25y z x+ =  

  
  .       نفس منھجیة التمرین السابق

  
      EB EG BG=   . لأنھا أقطار لوجوه نفس المكعب=

  . متقایس الأضلاعEBG       المثلث
          
        

  
)تالمستویا )ADH،( )BAHو ( )ACH تتقاطع 

)وفق )AH. ٍ( )AHعمودي على المستوي ( )BCD 
)فھو إذن عمودي على )BCو منھ ( ) ( )BC DH⊥ . و

): بطریقة مماثلة نثبت أن ) ( )DC BH⊥ 

)و ) ( )BD CH⊥ .نستنتج ھكذا أن الارتفاعات( )DH ،

( )BHو ( )CH النقطة تتلاقى فيH.  
  

        
] عوض: تصحیح    ]CDنأخذ [ ]AD.  

  
 و Eمقطع رباعي الوجوه بالمستوي الذي یشمل النقطة

)یوازي  )AB و ( )ADھو المثلثEIJ.  
  
v •المستوي( )ABCیقطع المستوي ( )P وفق مستقیم 

)و بالتالي فإن نقط تقاطع المستقیمات )AB ،( )AC 
)و )BCمع المستوي ( )P أي A′،B C و′  تنتمي ′

  .إلى مستقیم التقاطع فھي إذن في استقامیة
) تعین مستویا یقطع المستويB وM،Aالنقط•   )P 

)وفق مستقیم و بالتالي یقطع المستقیمان )MAو ( )MB 

)المستوي )P1 في نقطتینA1 وBعلى الترتیب .  
)كذلك المستوي )CAM بقطع المستوي ( )P وفق مستقیم 

  .1C و1Aفنحصل على نقطتین 
)المستوي )AMBیقطع ( )P وفق مستقیم یشمل 

Cالنقطة ) لأن′ )ABمحتوى في ( )AMB فھو 
)یقطع )Pفي C )إذن . ′ )1 1A Bالنقطة یمر من C ′.  

)بطریقة مماثلة نثبت أن  )1 1B Cیمر من النقطة A′ 

)و )1 1ACیمر من النقطة B ′.  

41
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  الكفاءات المستھدفة        
  

 .تعلیم نقط أعطیت إحداثیاتھا 

   معادلة لمستو مواز لأحد مستویاتتعیین 

 .لإحداثیاتا
تعیین معادلات مستقیم معرف بنقطة و  

 .شعاع توجیھ لھ
إثبات أن أشعة معطاة تنتمي إلى نفس  

 .المستوي

استعمال مبرھنة فیثاغورس لإیجاد  
 .تینالمسافة بین نقط

استعمال دستور المسافة بین نقطتین  

  مجموعةلتعیین

  .نقط تحقق خاصیة ما  

  

  

  
یتمحور ھذا الفصل على ثلاث محاور 

  :أساسیة ھي
 النقط في الفضاء من خلالتعلیم *   1

  .إدراج مفھوم المعلم
 استعمال الإحداثیات لحل مسائل * 2

 ةالأشع مرتبطة بالاستقامیة، التوازي،
  ...من نفس المستوي

تعیین المعادلة الدیكارتیة لكل من سطح  *3
الكرة، المخروط الدوراني، الاسطوانة 

الدورانیة، المستوي الموازي لأحد مستویات 
  ...الإحداثیات
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  الأنشطة
   : 1النشاط 
   في معلم للفضاء تعیین إحداثیات نقط:الھدف 

) لدینا)1 )0,0,0A ،( )3,0,0B ،( )3,0, 2C ،

( )0,0,2D ،( )0, 4,0E ،( )3, 4,0F ،( )0, 4, 2H   
2 (( )1,0,0I،( )0,1,0J،( )0,0,1K .النقطةA ھي 

  .مبدأ المعلم
3 (( )3, 2, 2L و ( )2, 4, 2M.  
  

   : 2النشاط 
  .ویات و مستقیماتمعادلات مست  تعیین :الھدف 

1 (( )0,0,0A ،( )1,0,0B ،( )0,1,0C ،

( )0,0,1D ،( )1,1,0F ،( )1,0,1G ،( )0,1,1E 
)و )1,1,1H.  
)لمستوي ا)2 )GDE:1z = ،xوyكیفیان .  

)المستوي )ABC :0z = ،xوyكیفیان .  
)المستوي )EHF:1y =،xوzكیفیان .  
)المستقیم )AB:0y 0z و= = ،xكیفي .  

)لمستقیما )AC:0x 0z و= = ،yكیفي .  
)المستقیم )HE:1y 1z و= = ،xكیفي .  

]إحداثیات منتصف) 3 ]AB1 ھي ,0,0
2

 
 
 

.  

] إحداثیات منتصف ]CE10,1 ھي,
2

 
 
 

.  

   : 3النشاط 
  .تعیین المسافة بین نقطتین  :الھدف 

1 (( )0,0,0A ،( )3,0,0B، ( )3, 4,0C ،

( )0, 4,0D ،( )0,0, 2E ،( )3,0, 2F ،( )3, 4, 2G 
)و )0, 4, 2H.  
 و علما أن ACGبتطبیق مبرھنة فیثاغورث في المثلث) 2

CG AE=2: یكون لدینا 2 2AG AC AE= +.  
 و علما ABCبتطبیق نفس المبرھنة في المثلث

BCأن AD=2: یكون لدینا 2 2AC AB AD= من . +
  .العلاقتین السابقتین نستنتج المطلوب

3 (2 29AG 29AG و منھ = =  

4(( )2 ... 29G Ax x AG− + = =  
باستعمال من جھة النتیجة السابقة و باستعمال العلاقة ) 5

1
2

MN EG=في المثلث EHGمن جھة ثانیة نجد  :

5 / 2MN =  

   : 4النشاط 
  .دراسة تقاطع مخروط دوراني مع مستو:الھدف 

2:تصحیح 23 16
4 9

x z b= −  

1(• (   .R و نصف قطرھا C دائرة مركزھا  النقطة∑(

3:  طالس نجد بتطبیق مبرھنة•
4

R c= و منھ معادلة 

( 2: ھي∑( 2 29
16

x y c+ =.  

) المستوي• )Pیولد المخروط الدوراني لما تتغیر c في 

]المجال ]0,   . و منھ المعادلة4
) معادلة المستوي •)2 )Qھي :y b=.  
  . بكتابة جملة التقاطع نتحصل على المطلوب•

  
  

  الأعمال الموجھة
ذا الفصل ھو تعیین الھدف من الأعمال الموجھة الخاصة بھ

دلات الدیكارتیة لبعض المجموعات المنصوص علیھا االمع
 الأساسیة الخاصة بھذه جفي البرنامج و بالتالي فكل النتائ

  .المعادلات قد أعطیت و لا نرى أي داع لإعادة كتابتھا
  

 تــمـــاریــــن
  

  . خطأ) 3.  صحیح ) 2  . أخط) 1
   

  . أ خط)3.   أ خط)2 .   أخط) 1
  
  .خطأ) 3. خطأ) 2. صحیح) 1
.  

  .خطأ) 3.  صحیح ) 2  . أخط )1
  

  خطأ) 3.  صحیح ) 2  . أخط) 1       
  
   .صحیح )3.   أ خط)2 .   أخط) 1
 

  خطأ
  

  )الجواب جـ
  
  )الجواب ب 
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9 

1 

2 

3 

4 

6 

7 

5 



 3

  )الجواب جـ
  

  )الجواب ب
  

  )الجواب ب
  

  )الجواب ب
  

  )الجواب جـ
  

IK GL CE= =
uuur uuur uuur

 ،LA JI EH DG= = =
uuur uur uuuur uuuur

  
  

AB AD AC+ =
uuur uuuur uuuur

 ،LB BF LF+ =
uuur uuur uuur

  
  
 2AC BD AD+ =

uuuur uuuur uuuur
  

   
3 2EG AD DI= +

uuur uuuur uuur
 و منھ فالأشعة من نفس 

  المستوي
SA      الأشعة .

uuur
،SB

uuur
SD و

uuur
   لیست من نفس المستوي

SA        الأشعة
uuur
،AB

uuur
SD و

uuur
   لیست من نفس المستوي

SAلدینا  SB CD= −
uuur uuur uuur

SA و منھ فالأشعة 
uuur
،SB

uuur
CD و

uuur
  

  .من نفس المستوي
          

        2 2
3 3

AE AB AC= − +
uuur uuur uuuur

  

5)         ب 3u w v= −
r uur r

  
  

       w u v= +
uur r r

  . إذن الأشعة من نفس المستوي
  

w:  بحیثβ وα        ھل یوجد  u vα β= +
uur r r

  

0

0

GA GB GC

G A G B G C

 + + =


′ ′ ′ ′ ′ ′+ + =

uuur uuur uuur r

uuuur uuuur uuuuur r ثم باستعمال علاقة 

  .شال نتوصل إلى النتیجة
2v u=

r r
  

  
 2AB AC=

uuur uuuur
  .النقط في استقامیة. 

  
    AB kCD=

uuur uuur
1k مع ) و منھ = ) ( )//AB CD.  

  
     ( )8, 4,6D −  

      4 2 4, ,
3 3 3

G  
 
 

  

     0u =
r r

  . و منھ النقط من نفس المستوي
  

    
2 2
3 1

1

x k
y k
z k

= +
 = −
 = − +

 ،
3 2 8 0

3 2 0
x y

y z
− − =

 − + =
  

)اطع ھي  نقطة التق     )2,1,3  
  

z     بوضع مثلا k=یكون لدینا 
2
1

x k
y k
z k

= +
 = −
 =

 و 

)بالتالي فالنقطة ھي ) و الشعاع وھو2,1,0( )1, 1,1−  
      2 2 2 9x y z+ + =  

      

2 2 2 9
1

2

x y z
x y
z

 + + =
 − =
 =

 نتحصل مثلا على المعادلة 

x :2ذات المجھول 2 0x x− − =.  
         

       تقاطع سطح الكرة مع المستوي ھي الدائرة التي 
)مركزھا  و ھي معرفة 4 و نصف قطرھا3,0,0(

:بالجملة
2 2 16

3
y z
x

 + =


=
  

  
       

3 1
4 3

IK AB AD= − +
uuur uuur uuuur
،1

4
FJ AB AD= − +
uur uuur uuuur

  

IKینتج أن 
uuur

FJ و
uur

  . من نفس المستوي
      

  
  

 3 2
5 5

AC AE AB= −
uuuur uuur uuur

إذن الأشعة من نفس . 

 .المستوي

        1
3

IJ EG=
uur uuur

 . و منھ الشعاعان متوازیان

        2IJ AB AC= − +
uur uuur uuuur

) و منھ  ) ( )//IJ ABC  
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       4 1
3 3

AE AC CD= +
uuur uuuur uuur

 و بالتالي فالأشعة من نفس 

  .المستوي
  

       2 3u AB AC= −
r uuur uuuur

  
  

      AM BC=
uuuur uuuur

  
  

   تحقق الشرط لأن الشعاع مستقل Mد نقطة       لا توج
  .M     عن النقطة

  

       1
2

EF BC=
uuur uuuur

) و منھ  ) ( )//EF BC  

  
)) ا         )2u ME MF= +

r uuuur uuuur
  

] ھي منتصف القطعةIالنقطة) ب ]EF  
  

)      التقاطع ھي النقطة    )2,1,3  
  

         
2 2 21 0

4
0 6

x z y

y

 + − =

 ≤ ≤

  ...  أو 

          

         
2 2 9

2 5
y z

x
 + =


≤ ≤
  

في حالة سطح غیر منتھ تكتب المعادلة على 
2:الشكل 2 9y z+ =. 
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  الكفاءات المستھدفة        
  
  

 .حساب الجداء السلمي لشعاعین  

  .إثبات علاقات تتعلق بالتعامد 

كتابة معادلة مستقیم علم شعاع ناظمي  

 لھ 

   . منھو نقطة

 .معادلة دائرةتعیین   

          .ا حساب مسافات و أقیاس زوای 

  
                                                                                                                                                                                     
v یعالج ھذا الموضوع أحد أھم مواضیع 

الھندسة المستویة في السنة الثانیة من 

التعلیم الثانوي و المتمثل في الجداء 

 .السلمي نظرا لتعدد و تنوع تطبیقاتھ

v  یعرف، النشاط الأول، التلمیذ بمختلف

عبارات الجداء السلمي و التي تتمثل 

 أھمیتھا

 . و نجاعتھا في حل المشكلات  

v  من بین تطبیقات الجداء السلمي یعالج

فصل وضعیات متنوعة متعلقة ھذا ال

 عادلة م: بالتعامد من خلال تعیین

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

  

. .U V AB HK=
uur ur uuur uuuur

  

  

 

v ،معادلة مستقیم علم شعاع ناظمي لھ

دائرة و مماس لھا، العلاقات المتریة 

 ...في مثلث 

v  یبقى الھدف الأساسي من ھذا الفصل

 وسائل تسمح لھ بمعالجة ھو منح التلمیذ

مشكلات مرتبطة بحساب أطوال و 

  ...دسیة زوایا أو بتعیین محلات ھن
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  الأنشطة
  

   : 1النشاط 
  

  .تقدیم مختلف عبارات الجداء السلمي :الھدف 
 لا توجد أیة صعوبة تذكر فیما یتعلق بإنجاز مختلف :ملاحظة

  .البراھین المطلوبة
  

   : 2النشاط 
  

  .تعیین قیمة مقربة لزاویة :الھدف 
1 (BC AC AB= −

uuuur uuuur uuur
 .21BC =  

cos·لحساب  )2 ABCنستعمل العلاقة:  
·2 2 2 2 cosAC BC BA BC BA ABC= + − × ×  

  ثم باستعمال آلة حاسبة نعین قیمة مقربة
  .یمكن استعمال مجموع زوایا مثلث) 3
  

   : 3النشاط 
cos  حساب:الھدف 

12
π  

قیس الزاویة ھو) 1
4 6 12
π π π

− =  

.:لدینا cos
12

OAOB OA OB π
= ×

uuur uuur
1OA مع OB= =  

2 (cos , sin
4 4

OA π π 
 
 

uuur
cos و ,sin

6 6
OB π π 

 
 

uuur
  

2 6.
4

OAOB +
=

uuur uuur
  

3( 2 6cos
12 4
π +

=  

  
   : 4النشاط 

  
sinحساب :الھدف  2aبدلالة sinaو cosa.  

1 (1
2

S AH BC= 1 مع ×
2

BH BC= و منھ 

cosAH: لدینا من جھة ثانیة. المطلوب aα= 
sinBHو aα=و منھ النتیجة المطلوبة .  

1: لدینا) 2
2

S CK AB= sin مع × 2CK aα=و منھ   

21 sin 2
2

S aα=  

sin:نستنتج مما سبق أن) 3 2 2sin cosa a a=  
  

  الأعمال الموجھة
  :المسافة بین نقطة و مستقیم

  حساب المسافة بین نقطة و مستقیم معرف بمعادلة  :الھدف
1 (( ),n a b

ur
 .( )cos , 1n AH =

ur uuuur
  

  . مباشرة3 و 2الإجابة على السؤالین 
  :التطبیقات

•
52

5
) وΩ نصف قطر الدائرة ھو المسافة بین• )D  

)ة بین مركز الدائرة و نحسب المساف• )D  و نقارنھا مع ′
  .نصف قطر الدائرة
   :دساتیر الجمع

   تعیین مختلف دساتیر الجمع:الھدف
( )cos ,sinOA a a

uuur
 ،( )cos ,sinOB b b

uuur
  

cos :1التطبیق cos cos sin sin
12 4 6 4 6
π π π π π

= +  

2:2التطبیق
4 8
π π

= × 

 
  تــمـــاریــــن

  
       خاطئ           خاطئ.    خاطئ 

  
   خاطئ          صحیح          خاطئ

  
  صحیح          صحیح           خاطئ 

  
  خاطئ          صحیح           صحیح

  
  خاطئ          صحیح          خاطئ 

  
  صحیح          خاطئ

  
1
2

−           1             3  

  
8              1u =

r
  

  
( ) ( )u v u v− ⊥ +
r r r r

  

u v⊥
r r

   
  

2 3 1 0x y− + − =   
]الدائرة التي قطرھا ]AB  

8 9 

101112

131415

1617

181920

2122

23

24

1 2 3 

4 5 6 

7 

25
26
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        . 8AB AD =
uuur uuuur

 ،. 8BA BC = −
uuur uuuur

  
         . 4DO CD =

uuuur uuur
 ،. 16AD CB = −

uuuur uuur
  

  
        

. 40AB AC =
uuur uuuur

،. 12AD CB = −
uuuur uuur

،. 72AB CD = −
uuur uuur

  
. 36DC AD = −

uuuur uuuur
،. 6OD OI = −

uuur uur
،. 36IA DB = −

uur uuur
.  

  
 . 36AB DC =

uuur uuuur
،. 0AB CB =

uuur uuur
  

. 0IB IC =
uur uur

،. 18DI BI = −
uuur uuur

.  
  
  1 (. 18AB AC =

uuur uuuur
،. 18 2AC CD = −

uuuur uuur
  

( ). 27 3 1DC DB = +
uuuur uuur

  

DC. یطلب حساب:تصحیح DA
uuuur uuur

.  
:  باستخدام العلاقةDHیتم حساب) 2

.DC DB DC DH= ×
uuuur uuur

   
CD.: لدینا) 3 CB CD CH= − ×

uuur uuur
:  علما أن

CH DH CD= −  
·. cosCD CB CD CB DCB= × ×

uuur uuur
.  

  

  1 (34AC = ،61
2

DE =  

2 (AC AB AD= +
uuuur uuur uuuur

،1
2

DE AB AD= −
uuuur uuur uuuur

  

7.
2

AC DE =
uuuur uuuur

.  

3( . cosAC DE AC DE θ= × ×
uuuur uuuur

  
  
   1 (. 8CACB =

uuur uuur
 ،. 0OA BC =

uuur uuuur
  

2 (.CACB CA CI= ×
uuur uuur

8 و منھ 
3

CI =.  

  ؟ Aھل المثلث قائم في:تصحیح         
. لأن Aالمثلث لیس قائما فيٍ 0AB AC ≠

uuur uuuur
..  

.نبین أن  )1 0AB BC =
uuur uuuur

 انطلاقا من 
. 4AB AC =

uuur uuuur
  

2 (. 5CACB =
uuur uuur

  
  

1 (. 16AB AD =
uuur uuuur

  
2 (2 2AP =  
  

25.
2

BA BC =
uuur uuuur

  

1 (2.AM AB AB=
uuuur uuur

  
.نبین أن ) 2 0BN AN =

uuuur uuuur
  

     

( )2
3 2 70u v− =
r r

  

. ر   36IJ IA =
uur uur

 ،. 8 3AD AI =
uuuur uuur

 ،
. 8 3AI CB = −

uuur uuur
.  

  
. 16AB AC =

uuur uuuur
  

  
ABCDبوضع.  متوازي أضلاعAD u=

uuuur r
 

ABو v=
uuur r

AC  یكون u v= +
uuuur r r

BDو  u v= −
uuuur r r

  
  

. 26AB AC =
uuur uuuur

  ،2 2 68AB AC+ =  
2 2 36AB AC− =،104AB =،

42AC =.  
  

( )1,0M − ،( )0, 1N −  
  

( )0,0A،( )0, 4B،( )4,4C،( )0, 4D  
  
1 (2 3 1 0x y+ − =  

2 (3
2

y x=  

( )1 2, 1n −
uur

 ،( )2 1, 2n
uur

  

1 2. 0n n =
uur uur

1 و منھ  2D D⊥  
  
1 (4 13 0x y− − =  
2 (4 5 13 0x y− − =  

مجموعة النقط ھي المستقیم العمودي على 
)المستقیم )ABفي النقطة A.  

2 3 0x y− + =  
 2 2 2 6 0x y x y+ + − − =  

5 2 10 0x y+ − =  
1(. 0AB AC =

uuur uuuur
  

2(2 2 2552 0
4

x y x y+ + + − =  

1 (AH
uuuur

) شعاع ناظمي للمستقیم )D.  

2 (( )3,2H  

3 (2AH =  
       ( )4,6n

ur
 ،. 26AB n =

uuur ur
  

       1 (( ) : 3 4 18 0x y∆ − + =  

2 (( )2,3H   . نقطة التقاطع−

3 (( ) 5,
2

d H D =  

29

30

31

32

34

36

35

54

58
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60

62
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65

68

67
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71
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       1 (( ), 10d A D =  

2 (( ) ( )2 23 2 10x y− + + =  
  

      1 (( ) ( )2 21 2 9x y+ + − =  

2 (( ) ( )2 22 3 8x y− + − =  

3 (( )2 23 8x y− + =  
        

      ( )Eدائرة مركزھا ( )5,   .6 و نصف قطرھا−2
 

74
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  المستھدفة الكفاءات          

  
  

      .استعمال خواص التحاكي  لإثبات استقامية نقط 

 .هندسية توظيف التحويلات النقطية في حل مسائل 

 .تعيين محل هندسي 

 .حل مسائل حول الإنشاءات الهندسية 

  
  
  
  
  

  :                      في ھذا الفصل یطلب من المتعلم التحكم في 
  

Ãترجمة تعریف التحاكي الى العلاقة الشعاعیة و العكس   
  
Ã ملاحظة العلاقة بین مرجح نقطتین و أن إحداھما صورة الأخرى بتحاك مركزه المرجح   
  و یطلب تحدید نسبتھ    
  
Ã تعطى التحویلات الأخرى من خلال تمارین متنوعة و تستخدم ھذه التحویلات مع التحاكي   
  قط من المستوي تحقق خاصیة معینة كما تستخدم في إنشاءات ھندسیة لتعیین مجموعة ن    
  
Ã على المتعلم التحكم في استعمال التحاكي لإثبات الإستقامیة ، التوازي ، التقاطع لعدة مستقیمات   
  في نقطة    
  
Ãاستعمال برمجیات الھندسة الدینامیكیة مطلوب لوضع تخمینات و تأكیدھا بالبرھان النظري   
  
  
  

  

12  
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  :النشاط الأول 

  تعیین نسبة التحاكي بمعرفة المركز و صورة النقطة: الھدف   
 *OB kOA=

uuur uuur
  

  1 (k = 1      2 (3
2

k =     3 (k غیر موجود  ) عدم استقامیة النقط(  

 *GD kGB=
uuur uuur

  

  1 (2
3

k =    2 (2k = GD (( ،2k( على A ھي المسط العمودي للنقطة B(تصحیح في الشكل ) 3   − =  

1d( ،    2(و  ) ON(  ھي تقاطع المستقیمین Mالنقطة : تصحیح ) : 5(في الشكل * 
3

k = −  

  :الثاني النشاط 
  إثبات استقامیة نقط باستخدام التحاكي : الھدف     

1 (IF IE EF IF EF IB
IC IB BC IB BC IA

+
= = = =

+
      2 (IB EF

IA BC
=       3( 2

3
IG ID=
uuur uur

2   لأن   
3

IF FG
IC CD

= =  

  :النشاط الثالث 
1kإذا كان )  نسبة التحاكي k(  مرة 2kالتحاكي یكبر المساحات : الھدف      f  و یصغرھا   

                              2k 1 مرة إذا كانk p    

 *1
3

AM CN
AB CB

= = *        1 1
2
3

MM AA=    1    و 1
1
3

PP AA=    1   و
2

CN NB=  

1 مع  1 1; ;A M P  ھي المساقط العمودیة للنقط ; ;A M P على الترتیب على المستقیم  )BC(   
  :النشاط الرابع 

kكز و نصف قطرھا صورة دائرة بتحاكي ھي دائرة مركزھا صورة المر: الھدف      R  
1 (AMBM BN     ( 3 (3k( یوازي  ) AM) ( 2 مستطیل    ′ =    4 (O N O I IN k OM′ ′= + =

uuuur uuur uuur uuuur
  

  
  
  

  :1أعمال موجھة 
  تعیین محل ھندسي باستعمال التحاكي: الھدف     

1 (1
3

IG IM=
uuur uuur

     2 (( ) ( )h C C ′=     ( )C   h بواسطة B و A دائرة عدا صورتي ′

3 (( ) ( )h O O 1  حیث =′
3

IO IO′ =
uuur uur

    ( )C O مركزھا ′   G و تشمل ′

   : 2موجھة أعمال 
  استعمال التحاكي في إنشاء ھندسي: الھدف     

  C ھي النقطة Kصورة :       * مرحلة التحلیل ) 1 (
  Bالمرسوم من  ) LI( مع الموازي لـ  ) AI(  نقطة تقاطع E ھي Iصورة                                  * 
 Cالمرسوم من  ) LJ( مع الموازي لـ  ) AJ (  نقطة تقاطعD ھي Jصورة                                  * 

   على الترتیبC و  D , E , B ھي صور K  و  J , I , Lصورة             *                      
  )صورة مربع بتحاك (  حل للمسألة IJKL:      * مرحلة التركیب ) 2(

                       )BE (  ، )LI (  ، )LJ  (  و )DC ( زیة   متواAL AI AJ AK k
AB AE AD AC

= = = =  

                                , , ,AL k AB AI k AE AJ k AD AK k AC= = = =
uuur uuur uuur uuur uuur uuuur uuuur uuuur

   
   على الترتیبB و D , E , C  ھي صور  L  وJ , I  , K                  مع 

   وحیدBEDCحل وحید لأن      * 
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  من         إلى  : أصحيح أم خاطئ 

  
  8  7  6  5  4  3  2  1  رقم السؤال
  صحيح  صحيح  خاطئ  خاطئ  صحيح  خاطئ صحيح صحيح  الحكم

  
   إلى   من       : أسئلة متعددة الاختيارات

  
  14  13  12  11  10  9  رقم السؤال

  1  2  2  1  3  1  لإجابة الصحيحةا
    

  1 .(IAIB
2
1

= ،  2 .(OPOQ 3= ،  3 .(ABIJ 4−= ،  4 .(CDAB =  

   .B بالنسبة إلى Aهي نظيرة ). 1   
   .D بالنسبة إلى Cهي نظيرة ). 2    

   1 .(k = -3 ، 2  .(k = 5 ،  3 .(k = 2 ، 4  .(
3
2k = -.   

    . استعمال نظرية طالس يمكن])AF[ منتصف 'D أثبت أن C بالنسبة إلى D نظيرة 'D(تصويب الخطأ     
      

  .متوازي أضلاع AECF : يمكن إثبات أن     
  .18 نفس طريقة )] EI[ منتصف Hأثبت أن ) EI(و ) AB(نقطة تقاطع H(تصويب الخطأ      
       
   1 .(A'B'C'D'EFGH ،  صورة ). 2 مكعبH هي O صورة ، F هي منتصف ]FB.[  
  

A ،  2 .(BABC هي Cصورة ). 1   
4
1

  .نعم). 4علاقة شال  ، ). 3 ، =

  ، )  مثلث متقايس الأضلاعABC(   تصويب 

1 .(
3
2k1= ، 2 .( مركزh2 هو نقطة تقاطع )CB ( مع)NM ( و نسبته

3
2k2= -  

     
3
2k = -  

  1 .( 
3
1k = -   أو   k = -3     ،   2 .(

3
2k =    أو

2
3k =      ،3.(

2
1k =   أو k = 2  ، 4 .(k =      

 نسبة التحاكي     
3
1k =   

1 .(
4

11
     ،   2 .(2 -    ،      3 .(

3
2

     ،    4 .(
3
1

− 

  k = -3    
  
    )تناظر مركزي(نعم ). 2لا   ، ). 1   
  
  

  
3
2

 K =  

  ).CD(مع ) AB(مركز التحاكي هو تقاطع ). 1  

15 

9 14 

1 8 

18 

19 

20 

21 

24 

25 

26 

29 

30 

31 

32 

16 

17 

22 
23 
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OAOB). 2،   32نفس فكرة ). 1  
3
4

=   

    
   1 .(A' صورة A هي تقاطع )C ( مع)AB  ( ،O' صورة O هي مسقط A' على )PQ. (  
   2) .(D' ( يشملP و يوازي )D(     ، )C' ( مركزهاO' ويشمل P.   
   3) .(D' (يمس)C' (  ،)C  ( و)C' (متماستان داخليا.  

ABAM: نفرض). 1     α= حيث ] [1;0∈αو نجد :'''' BAMA α=  
  .يمكن استعمال نظرية طالس). 3نستعمل التبادل الداخلي   ،  ). 2   

   .C هي B  صورة  
  

  . متشابهانACE و BDF  المثلثان 
  

  .  يمكن الاستعانة بالنظرية العكسية لطالس 
  
  E،B،F صور C،O،A'ترتيب بتحاك و  بهذا الO منتصف ]AC. [  
  ).AB( و يوازي B صورة Dيشمل ) DC(لأن ). 1  
  .استعمل طالس).  3و ). 2  

  )  في استقامية E1 ، E2 ،  E3( على الترتيب ،  ] AB [،]BC [ ،]CD[  منتصفات  E1 ، E2 ،  E3    نعتبر 

 G1 ، G2 ،  G3  هي صور  E1 ، E2 ،  E3  بتحاك مركزه  Oه  و نسبت
3
2

  . فهي في استقامية 

   1) .(C' ( دائرة مركزها





 −−

2
3;1ω و نصف قطرها r = 1  ) تمس محور التراتيب(  

   2 .(( ) 1
2
31

2
2 =






 +++ yx  

  1) .(C ( دائرة مركزها( )0;0O و نصف قطرها r = 2   ،)C' ( دائرة مركزها( )0;3A و نصف قطرها r' = 1    
  .متماسان خارجيا) 'C(و ) C( فإن r' = 2+1= OA + r: بما أن). 2  

  3 .(k=
2
1

−  

INIM حيث Nفي ) C2(يقطع  ) IM(فإن ) C1( نقطة من Mإذا كانت ). 1   −=.   
  .ثاتاستنتاج مما سبق أو مقارنة المثل). 2  
  .القطران متناصفان). 3  

  1 .(°= 45ˆCAB  ، °= 45FBE
)

  ).متبادلتان داخليا  (

ICIBطالس  ،  ). 2  
2
1

=   ،  3 .(G هي صورة D  بالتحاكي h  ،  IDIG
2
1

=  

  .مستقيم المنتصفين في المثلثين). 1  
  )PQ(⊥)PN(، ] DG[هي ] BE[صورة ). 2  
  ) JH(هو ) AJ(و صورة ) IH(هو ) AI(صورة ). H ، 2 هي Aصورة ). 1  
  خواص التناظر). 3  
  B هي صورة C بالدوران r و منه C تقاطع (d1) مع (d'2) ٍصورة (d2)و نتمم بنفس الطريقة .  

    

  .   نستعمل خواص متوازي الأضلاع
   

  .BAبانسحاب شعاعه )  c(صورة ) 'c( دائرة   
  ] .AB[ منتصف Iبتناظر مركزي بالنسبة على النقطة )   ∆(صورة ) ∆'(   المستقيم 

33 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

52 

53 
54 
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 و نسبته Aاك مركزه بتح)   ∆(صورة ) ∆'(   المستقيم 
2

.  

و نسبته ]   AB[ منتصف Oبتحاك مركزه )  c(صورة ) 'c(   الدائرة 
3
1

.  

  .يمكن تطبيق نظرية طالس). 1     
 A الذي مركزه BCDEمن المعين ] BE[و ] CD[ هو اتحاد الضلعين 2Mو  M1المحل الهندسي لـ ). 2      

GAGB فإن β≠0     إذا كان 
β
α

−=   

]إذا كان  ). 1     ]BCA∉ فإن 
AB
ACx [ ، و إذا كان  = [BCA∈ فإن 

AB
ACx −=  

    2   .(x = 2     ،  x = -1     ،   
2
1x =     

  .A بالنسبة إلى B نظيرة Dلتكن ). 3    
  .B ولا يشمل D تنتمي إلى نصف المستقيم الذي حده C.         أ
  [ .DB[ تنتمي إلى القطعة  C.        ب
   .D و لا يشمل Bأو نصف المستقيم الذي حده [ DA] تنتمي إلى القطعة  C.         ج

  

 وزاويته A دوران مركزه C  ،  2.( r هي Mصورة ). 1     
2
π

  

     3) .(B'C' ( هو صورة)AM ( بـr ومنه  )B'C'(⊥)AM. (  
  

    1 .(( ) JAh =1 ، ( ) KAh =2  ،  2  .(BOkBI 1= ،  COkCI 2=  

221: الاستنتاج ==
+

=+=+
BO
BC

BO
CIBI

CO
CI

BO
BIkk  

   3 .(OAOAkkOAkOAkIKIJ 2)( 2121 =+=+=+  
        

  و بالتالي محور تناظر الشكل) C( و نصف الدائرة ABCDمحور تناظر للمربع ) ∆). (1   
)  ∆(⊥)EF ( و)∆(⊥)DC ( ومنه)DC)//(EF. (  

   3 .(
5
5

=
OD
OE

 و 
5
5

=
OC
OF

   .h(C)=F ومنه 

       KF=HE و )HF)//(KF ( و)HK(⊥)HE. (  
  

AMAM). 1 الجزء الأول   
2
1' −= ، '2'' BMBM =.  

                2 .(BAAMAMBABM 2)
2
1(22'' +−=−+=  

                3 .(Ω تحقق العلاقة ABA
2
1

−=Ω  (*)  و هي وحيدة.  

03تؤدي إلى                     (*)  =Ω−Ω BA علاقة شال   

(03:          لأن
2
3(232333 =+=+Ω=Ω−+Ω=Ω−Ω BAABBABBABBBA  

MBAMMنجد ) 4و ) 2ستعمال السؤالين با). 5               Ω−=Ω−Ω+Ω−=Ω 3".  
  ).تناظر مركزي (1- و نسبتهΩ بتحاك مركزه M هي صورة "M:             أي

 و نسبته G تحاك مركزه  h1).  1 ثانيالجزء ال
2
1

−   ، 2 .(2h  تحاك مركزه M ظر مركزيتنا). 3،  . 2 و نسبته  

  .تتقاطع في نقطة واحدة هي مركز التناظر]  AP [ ،]BQ [ ،]CR: [نستنتج أن).  4              

    1 .(AIAJ 2= ، AJBK 3=  

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 
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   . 6قطرها 

  

  مستقيم أولير : الجزء الأول         
    .'A'،B'،C هي h بالتحاكي A،B،Cصور ).  1
  . هي محاورهh بالتحاكي ABCصور أعمدة المثلث ). 2
  .O هي h بالتحاكي Hصور ). 3
4  .(O ، G ، Hفي استقامية .  

   دائرة أولير :لثانيالجزء ا    
1)  .((C'ة بالمثلث   هي الدائرة  المحيطA'B'C' مركزها )ω.(  

2 .(GOG
2
1

−=ω أي OGO
2
3

=ω أي OHO
2
1

=ω أي ω منتصف ]OH[  

OHH (ω هي دائرة مركزها h'بـ ) C(صور ). 3
2
1

=ω (و نصف قطرها هو
2
r

   .hبـ ) C( وهي نفسها صورة 

AHA: تطبيق طالس ، الاستنتاج). 4 ωω   ).'C( تنتميان إلى BH ،CH بنفس الطريقة AH∋) 'C( ومنه '=

   .]AH[ ، ]BH [ ،]CH[ منتصفات 1H ،2H ، 3H:    هي'h بالتحاكي ABC صور رؤوس المثلث ).5

  ،A'،B'،C'،AHلأنها تشمل النقط التسع ). 6
  

65 



 1

  
 
 

 
 
 
 

  
  

  المستھدفة الكفاءات     
  

 .   تلخيص سلسلة إحصائية بواسطة مخطط بالعلبة  

 .تفسير مخطط بالعلبة 

 حساب الوسط الحسابي للانحرافات المطلقة، 

 .الانحراف المعياري، الانحراف الربعي

 تلخيص سلسلة إحصائية بواسطة الثنائية 

 ).الوسط الحسابي، الانحراف المعياري (           

 تلخيص سلسلة إحصائية بواسطة الثنائية 

 ).الوسيط، الوسط الحسابي للانحرافات (          

 فتوظيف خواص الانحراف المعياري و الانحرا 

 . مسائلالربعي في حل

  
  
  
  

    Ã  تكملة و تعميق المفاهيم التي سبقت دراستها في السنة الأولى  
    Ã إدراج مفهومي الربعيين الأول و الثالث  

    Ã تمثيل السلاسل بمخطط العلب  
    Ã إدراج مقاييس التشتت  
    Ã  وسط حسابي ، إنحراف معياري ( تلخيص و مقارنة السلاسل باستخدام الثنائية(  

  )وسيط ، معدل الإنرافات المطلقة (         أو الثنائية 
  
  

13  
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  :النشاط الأول 
  تقریب نفھومي الربعیین الأول و الثالث: الھدف     

1 (8,57X ;     2 (4, 4, 4, 4, 4, 4,7,7,7,7,7,10,10,10,10,10,10,10,13,13,13,13,16  
3 (10Med =    4 (1 5,5Q =  )   26 %     ( 5 (3 10Q =  )   78 %     (   

  :النشاط الثاني 
  إدراج مفھومي الربعیي في حالة متغیر مستمر: الھدف     

1 (1 3,8Q =   ،     3 9Q =    ،     6, 2Med =  
) ) : AB( معادلة )  3 ) ( )0,15 2 2 0,12x y− = ,0  بأخذ − 25y 3,73x   نجد  = =  ،  x 1 قیمة مقربة لـQ  
8,86xبنفس الطریقة ) 4 3Q    ،    6,42x مقربة لـ ;   Med مقربة لـ ;

  :النشاط الثالث 
  متوسط التشتت حول الوسط الحسابي أصغر منھ حول الوسیط: الھدف     

1 (10,07X ;   ،   10,1Med =                2 (0, 2727me ′ ;   ،   0,2711me ;  
  :النشاط الرابع 

  الوسط الحسابي للتشتت حول قیم الطبع یكون أصغر ما یمكن حول الوسط الحسابي: الھدف    
1 (( ) ( )2d x N x x′ ′= − − )      N التكرار الكلري      (    ،( )d x′ ینعدم عندما  x x′ =  

  )     ( ) 0d x′ p عندما x x ′p  (         و  )( ) 0d x′ f عندما x x ′f  (    

)   ننشر العبارة  ) 2 ) 2

1
( )

k

i i
i

d x n x X
=

′ = )  فنحصل على      ∑− )d x nV′ =  

  :النشاط الخامس 
  ثیر تغییر تآلفي على الإنحراف المعیاريتأ: الھدف     

1 (6, 4X 1: من النشاط الرابع و اعتبار تركیب الدوال ) 2      =
10

x xa  ،  x xa  ،  ( )x d xa  

3 (( ) ( )2s Y s X=      4 (( ) ( ) ( )2s Z s Y s X= =  
  
  
  

   :1أعمال موجھة 
  )وسط حسابي ، انحراف معیاري (  المقارنة بین سلسلتین إحصائیتین باستعمال الثنائیة :الھدف     

I (1 (1 19,58 , 6,83s m=   " دقیقة  38الحلاقة في أقل من "    الشعار بالأحرى ھو =
    2 (2 210,74 , 10,58s m=    دقیقة41 الحلاقة أقل من )3                =
II (1 (2 2 1 110,98 , 10,67 , 9, 22 , 6, 44s m s m′ ′ ′ ′= = = =  

  " دقیقة 42في أقل من "  المقترح یصبح Bشعار ) 2     
  أصدق منھ قبل التعدلAشعار ) 3     

  یة أفضل من ناحیة المعدل و الإنسیابA في الحالتین لأن القاعة A منافسة القاعة Bلا یمكن للقاعة : الخلاصة 
   :2أعمال موجھة 

   مفھوم المعایرة:الھدف     
I (1 (2 19,97 , 10,56m m= =           2 (2 12, 21 , 2,76s s= =  

II (1 (33           2 (56 %  ،  47 %                3 (2 19,90 , 9,98M M= =  
  ضیاتریا - فیزیاء    –) 5  یتأخر        - یتقدم   -) 4     
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  من         إلى  : أصحيح أم خاطئ 
  

رقم 
  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  السؤال

  خاطئ  خاطئ  صحيح  خاطئ  صحيح  صحيح  خاطئ  صحيح  صحيح  صحيح  خاطئ  الحكم
  

  أسئلة متعددة الإختيارات
  

      3              3                9=X  ،  12.5)( =xσ    

        1  .(6.4=X  ،  87.3)( =xσ،    2 .(6.734=X  ،  87.3)( =xσ ،  ) مضافة تحذف7القيمة (.  
  

       1 .(636.57=Y  ،  2 .(424.3)( =yσ  
  

)(Y  ،  6180=55.16567). 1سطة ، الأجور المتوسطة ،       عوض الأجهزة المتو =yσ.  
  

). 1 عدد طبيعي ، x:  تصحيح   
5

38
+= xm ، 2 .(865 2 += xv.   

 3 .(17171 −∨=→= xv 44166قيم مرفوضة −∨=→= xv   و منه )x=4.(  
ماهي قيمة الوسط الحسابي عند ئذ ، : عوض ماهي قيمة الوسط الحسابي يكتب ). 5 ، 86 هي Vأصغر قيمة لـ ). 4

m=7.6 

     1 .(
6

17
++= yxm ،  2 .(

2
35)(6 22 ++= yxv لا توجد          ،    

    1 .(2759.111 =X، 59518.1)( 1 =xσ، 03.122 =X، 684.2)( 2 =xσ، 5.123 =X 

،88737.4)( 3 =xσ  

)(X ، 21712.3=8875.11تصحيح بدل علل إجابتك ، نكتب علق على الإجابة  ، ). 2 =xσ.   
      
    1  .(n=133  1 ، رتبةQ 3  رتبة  ،34 هيQ 67 رتبة الوسيط هي 100 هي.   

    2  .(n=154  1 ، رتبةQ 3 ،  رتبة 39 هيQ 78 ، 77 ، الوسيط يوجد حدان أوسطان رتبتاهما 161 هي.   
   .78 و 77ت الحدين الذين رتبتاهما لا يمكن تحديد رتبة الوسيط و إنما الوسط هو الوسط الحسابي لقيمي

  

    1  .(4.0=Me  ،  2.01 =Q   ،  6.03 =Q  ،  1.01 =D ، 7.02 =D.   
  

   2Q  بدل 3Qبدل المجتمع ، المجمع و :      تصحيح

   3 .(625.25=Me  ،  5341.211 =Q   ،  9286.383 =Q   
 1.(  

[ [70,50 [ [50,40 [ [40,30 [ [30,25 [ [25,20 [ [20,15   
9 10 7 12 22 10 Xi 

0.08 0.14 0.1 0.17 0.32 0.14 Fi 
  
  
  
  
  
  
  

12 13 16 

17 

19 

20 

21 

22 23 

24 

25 

26 

28 

1 11 
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Me  ،  151=25توضيح التدريجة على المحورين و استعمال الورقة الميليمترية ، :     ملاحظة =Q   ،  403 =Q     
  

     1 .(5=Me  ،  51 =Q   ،  53 =Q .   

     2 .(3=Me  ،  31 =Q   ،  43 =Q  .  

     3 .(5.5=Me  ،  31 =Q  ،  83 =Q  .  

     4 .(5.5=Me  ،  31 =Q  ،  83 =Q .  

     5 .(3=Me  ،  21 =Q   ،  43 =Q  .  
  

    25=Me  ،  101 =Q   ،  5.323 =Q . 50min =X ، 0max =X  
  

    190=Me  ،  1801 =Q   ،  2503 =Q . 150min =X ، 270max =X  
  
  

       
  
  
  
  
  

  
  

    A .(25=Me  ،  231 =Q   ،  253 =Q . 22min =X ، 28max =X ، 7.24=AX  

    A .(25=Me  ،  241 =Q   ،  263 =Q . 22min =X ، 28max =X ، 25.25=BX.  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

    74.9)( =xσ            ،   4=X321.....1:             نضع ==== nnn  
   

Me    ،281=43). 2 يوم ،  213 سنة و42متوسط العمر ). 1    =Q   ،  643 =Q .   

30 

D1 D9Q1 Q3Med
8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52 56 60 64 68 72 76-4

20
30
40
50
60
70
80
90

100

0 4

10

29 

32 

37 38 39 

33 

34 

35 

6 7 8 9 10 11 12 13

20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 x

41 
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087.1562) 2(السلسة ). 2     =X ، 1521 =Q  ،  1603 =Q8:  ، الانحراف الربعي .   

Me ، 1681=170) 1(        السلسة  =Q،     1763 =Q8:   ، الانحراف الربعي .   

 كرة بيضاء nنفرض ). 1    
50

50
1

nS −
= ، 

501
nm =  

   .S  وبنفس الطريقة نجد m=0.374). 4، . باستعمال العلاقتين السابقتين). 3    
   .m'=0.74    ،  6 .(m'=m   ،  281تصحيح عدد الكرات المسحوبة هو ). 5    

  

  .معدل آخر مترشح ناجح أو العشري السابع). 5    
  
  
  

43 

44 

47 
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  المستھدفة الكفاءات       
  

          بسيطة عدد النتائجوصف تجربة عشوائية 

 .الممكنة فيها منته

 .نمذجة بعض الوضعيات البسيطة 

  الانحراف المعيارياتي،حساب الأمل الرياضي 

  .و التباين لقانون احتمال
 .محاكاة تجارب عشوائية بسيطة 

 .مركبةحساب احتمال حادثة بسيطة و حادثة  

 استعمال خواص الاحتمال في حساب احتمالات 

  .بعض الحوادث المركبة
 .تعيين قانون الاحتمال لمتغير عشوائي 

 حساب الأمل الرياضياتي، الانحراف المعياري 

  .و التباين لمتغير عشوائي 
  
  

  
  
Ã یطلع المتعلم لأول مرة على نظریة الإحتمالات .  
  
Ãباستعمال التواترات للانتقال من التجربة الى النظریة یتم التطرق لھا من خلال الإحصاء   
  
Ã انطلاقا من قانون الاحتمال الاحتمال یعرف   
  
Ã یدرج مفھوم المتغیر العشوائي و یلاحظ المتعلم العلاقة بین المتوسط في الإحصاء و الأمل    
  الریاضیاتي في الإحتمالات و كذلك الإنحراف المعیاري    
  
Ãاة للمصادقة على النموذج المقترح و المقارنة بین التجربة و النظریة یلجأ الى المحاك  

  

14  
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  :النشاط الأول 
  مدخل الى الإحتمالات باستعمال التواترات النظریة  و في المرحلة الثانیة استعمال مجدول إكسال: الھدف     

4 (( )nf 6         0,16 تؤول الى (( )nm 3,5 تؤول الى       
   بالقدر الكافيn  عندما یكبر y = 2,81منحى التباینات یقترب من المستقیم الذي معادلتھ )  7

  :النشاط الثاني 
  تعریف قانون إحتمال تجربة عشوائیة: الھدف     

1 (1( ) ( ) ( ) ( )
2

P A P A P B P B= = = )5    و   = )
6

P C =  

2 (  
    باعتبار الرقم  أخضر: Vأحمر ، : R   اللونباعتبار 

R V 4  3  2  1  iX  
3
7

  4
7

  1
7

  2
7

  2
7

  2
7

  ( )iP X  

3 (3( )
7

P A =  ،  2( )
7

P B =  

  : النشاط الثالث 
  إدراج مفھومي المتغیر العشوائي و الأمل الریاضیاتي: الھدف     

1 (  
15  ........  2  1  iX  
1

15
    

1
15

  1
15

  ( )iP X  

2 (G = - 20     ،  G = 30 – 20    ،   G = 200 – 20  

3(   12P( G = - 20)=
15

  

4 (  
180  10  20-  G 

3
1

15
P =  2

2
15

P =  1
12
15

P   الإحتمال  =

 *2 3
1( 0)
5

P G P P≥ = + = *                    40
15

E −
= ) E متوسط الربح (  

  
  

   :1أعمال موجھة 
  لحساب إحتمال) العنكبوتیة ( استعمال الشجرة : الھدف      

)نقبل في ھذا التمرین : تحذف الفرضیة : تصحیح  ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ×  
)1ب لحسا )1 )P Vمثلا    
  
  
  
  
  
  
  
  

1V 
1V 

1V 

1V

1V

2
32

3

2
3
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  3 أو 2 مرة أي إستقراره في كل مرة على الرقمین n بعد 1 مرة یعني عدم استقرار السھم على الرفم n فارغة بعد 1Cبقاء 

  1
2 2 2 2( ) .....
3 3 3 3

n

nمرة

P V  = × × × =  
 1442443

  

2 (1 2V V∩  1في نھایة توزیع البیض تبقى السلتان : " ھي الحادثةC 2 وC أي أن كل البیض موجود في "  فارغتین  

3C    1     السلة  2
1( )
3

n

P V V  ∩ =  
 

      

3 (1 2 3V V V∩ 1ي   ھي الحادثة المستحیلة أ∩ 2 3( ) 0P V V V∩ ∩ =  

4 (1 2 3
2 1( ) 3

3

n

nP V V V −
∪ ∪ =  

5 *  (M توجد سلة واحدة على الأقل لا تحوي أي بیضة ":  ھي الحادثة"  
   *     1 2 3( ) 1 ( ) 1 ( )P M P M P V V V= − = − ∪ ∪  

  +Ti83 أو بالآلة الحاسبة n لتعیین یستعمل مجدولا    *     
   :2جھة أعمال مو

  النمذجة: الھدف     
1a یعني Fتحقق  )1 b n− ≤ a    و بالتالي− b n−  و ھذا یعني أن الشخصین یلتقیان لأن الفرق بین وقتي ≥

  مجیئیھما أقل من ربع ساعة
aإذا التفى الشخصان فھذا یعني أن  )2 b n−   محققةG أي أن ≥

15: یح تصح )3 7
32n
nx

n
−

15  عوص = 7
16n
nx

n
−

= 

         1 1n a b n− ≤ − ≤ 1     أي أن  − 1a n b a n− + ≤ ≤ + −  

15بتعداد الحالات الملائمة و الحالات الممكنة  نجد  )4 7
32n
nx

n
−

=      

15بنفس الطریقة  )5 7
32n
ny

n
+

= 

15باستعمال النھایات و الحصر نجد   )6
32

p = 

  
  
 

   
  من         إلى  : أصحيح أم خاطئ 

  
  6  5  4  3  2  1  رقم السؤال
  خاطئ  خاطئ  صحيح  خاطئ  خاطئ  صحيح  الحكم

  

    1 .(4.0)( =∩ CBp ، 2 .(8.0)( =∪ CAp ،  3 .(5.0)( =∩ CAp  
  

    6)( =xE          ،  
12
5

=a  

     
  6 ×5=30:    ، عدد الحالات الممكنة   62 =36:    عدد الحالات الممكنة     

  

8 

7 

1 6 

9 

10 
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    6.0)( =Bp  
  

    )()(37.045.082.0)( BpApBAp +=+==∪  

      
29
6)6()5()2()1( ==== pppp    ،     

29
3)3( =p      ،  

29
2)4( =p   

  

    1.(   
11
1)()( == EpDp  ،  

11
3)()()( === CpBpAp  

    2 .(
11
2)( =∪ EDp    ،    3  .(

11
9)( =∪∪ CBAp ،   4 .(

11
8)( =Ap  

      
24
1

  

  
  8عدد كل الإمكانيات ). 2مخطط الشجرة     ). 1     

لأن ). 3    
2
1)()( ==   pحpب

احتمال كل إمكانية هو         
8
1

  

  
  

  . نعم يوجد تساوي احتمال ). 2لا يوجد تساوي احتمال   ، ). 1      

:  لأن). 1      
6
1)1( =p   ،

6
2)2( =p ،  

6
3)3( =p   .2 .({ }3,2,1=Ω  

      
2
1)( =Ap ، 

2
1)( =Bp ،  

4
3

3
2

12
1)( =+=Cp   

) أ). (1      
531
212

) ب( ، 
531
238

) ج( ، 
531
124

 ،   2 .(
293
212

 ،   3 .(
124
43

   

  
  
  
  

   المخطط).1   
  
  

   2 .(
64
34

64
259

=
+

  

  

   
28
13

56
206

=
+

  

  

  1  .(
7
3)( =Ap ، 

7
4)( =Bp ، 

7
4)( =Cp   

  2 .(0)( =∩ BAp ، 
7
2)( =∩ CAp ،  

7
2)( =∩ BCp ، 1

7
3

7
4)( =+=∪ BAp ،      

7
5

7
2

7
3

7
4)( =−+=∪ CAp ،   

7
6

7
2

7
4

7
4)( =−+=∪ CBp.  

11 

12 

13 

14 

15 

17 

18 
19 

20 

21 

22 

B1 

B2 

B3 
B4 
N1 

N2 

N3 

N4 

B1(2,3) 

23 

24 
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          ))(1()(1)(1)()()()( BAPBpApBApBpApBAp ∪−−−+−=∪−+=∩  
                                                           

            [ ] 45.052.063.044.01 =−+−= [ ])()()(1 BApBpAp ∪−+−=  
  
  

  8عدد الإمكانيات ). 1     

     2 .(
8
3  

  

  

  

  

  

  

      1 .(( )1,1،( )2,1 ،( )5,1،( )7,1 ،( )1,2،( )2,2 ،( )5,2،( )7,2 ،( )1,5،( )2,5 ،( )5,5،( )7,5 ،  
     ( )1,7،( )2,7 ،( )5,7،( )7,7 .  

   2 .(
16
4)( =Ap ، 0)( =Bp ، 

16
1)( =Cp ، 

16
6)( =Dp  

         1 .(
156
20

 ، 2 .(
156
79

 ، 3 .(
156
52

 ،  4 .(
77
20

  

       1 .(
45
14

 ، 2 .(
45
5

 ، 3 .(
2
1

    

). 1    استعمال المخطط بالشجرة  
3
2)( =Fp   

: احتمال ظور وجه ). 2    
27
26

:   ، احتمال ظهور الوجه مرتين
9
4

27
12

=  

    1 .(83.0)( =+OP ، 2.(25.0)( =BP ،3 .(

1.01.017.045.015.025.02.02.0)( ×+×+×+×=−RhP   

    4 .(83.045.0)( ×=+RhOP I  
  

   أسود N أبيض ، B قميص ، C سروال ، P معطف ، V:  نضع
    1.(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3 .(
2
1

 ،  4 .(
2
1

    

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 
CB1 

CB2  

Cn 
CB1 

CB2  

Cn 
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   1.(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2.(16.0)( =∩VAP،94.0)( =∪ HAP، 70.0)( =∩∩ HVAP، 06.0)( =∪ HAP ،
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