
x 

f(x) 

0

lim ( )
x

f x l
x→

=

 ر�����ت 
 ��	�
1  

2017-2016 
 ا��	
�ى

ع د  3  - تع  3  
 إ��اد ا�

�ذ 
��اد ��	� 

���� �� و"! رب زد

 ا�%$���ت

 �& �"�ل ا��	� &� ��
  :أ&� ط��)

��ّ. ا�%�س ���,، " 
و�56ّ. ��. ��4ك، 2
1�ن 
"� أ6;%8 ���,، و8َ�ِْ��َ 

.�56 .� ��.".  

 ھ! �56. ؟
8 2� ا���م ?@A 3إذا 

 آ��ت �� ا�;�آن ا���1. 
  C�D ا�;�آن E@�

 ,�F2

��ة  �10
%�ات و  25 
�� 13أH$� و ��  

 

l

0x

0
k =
∞

:ا�%
��I +0   أو  -0   
 kو  ∞  A	) إ�Hرة 

0

k = ∞ :ا�%
��I ∞+ أو ∞-  
 0و   Ak	) إ�Hرة 

k∞ + = ∞
:ا�%
��I ∞+   أو   ∞-  

 ∞A	) إ�Hرة 

k∞ × = ∞
:ا�%
��I ∞+   أو   ∞-  

 ∞و   Ak	) إ�Hرة 

  �2 �5�
��&!1Kل أن :1ا��;�f(x)  Lول إ�M6∞ +
 ���x  Lول إ�M�∞ + 

(
1�lim :و  ( )
x

f x
→+∞

=+∞

&%@O ا���N;�  ار
. أ�1Hل 
����
�P ا�%$���ت ا� Q2ا�
6:  

lim ( )
x

f x
→+∞

=−∞lim ( )
x

f x
→−∞

=+∞lim ( )
x

f x
→−∞

=−∞

 �2 �5�
��&!1Kل أن :2ا��;�f(x)   Lول إ�M6L  
 ���x  Lول إ�M�∞ + 

(
1� :و 
lim ( )

x
f x L

→+∞
=

L 

  C
�;�رب أ2;�  y=Lا��	
;�. ا�Sي ��5د� .�;
	� ھ� 

lim ( )
x

f x L
→−∞

=

 �2 �5�
��&!1Kل أن :3ا��;�f(x)   Lول إ�M6
∞ + ���x  Lول إ�M�a    ى�TU .�;&(
1� :و 

lim ( )
x a

f x
−→

= +∞

lim ( ) ; lim ( )
x a x a

f x f x
− +→ →

= −∞ = −∞

lim ( )
x a

f x
+→

= +∞

  C
 x=aا��	
;�. ا�Sي ��5د�
�;�رب ���دي .�;
	� ھ� 

a 

 C
ا��	
;�. ا�Sي ��5د�
y=ax+b  .�;
	�ھ� 

!V���;�رب  

 8��D إذا ( )lim ( ) 0
x

f bx ax
→±∞

− =  +

�@$�م �$ـــــ���  

 F2ن

 �����ت ��L ا�%$���ت 

���5
 X�Aت ��م ا�
0

; 0 ; ;
0

∞ × ∞ ∞ − ∞
∞

y=ax+b  

!1K1ا�  

!1K2ا�  

 !1H .
&%@O ا���N;�  ار
����
�P ا�%$��� ا� Q2ا�
�:  

!1K3ا�  

&%@O ا���N;�  ار
. أ�1Hل 
����
�P ا�%$���ت ا� Q2ا�
6:  

 (I� تXه ا���Sھ �� ���A �%2د�U إذا
 �$
ا��ا��  �4��Uو ذ�, &��Fدة إزا�

�Z1! آK& . !Z�
و D[�ة  ا�\]�ةوھ%� 6
�
� ا��N]� .  ا����رV�%&ا ���1. أS�

 ��&�
D !و�� ا����� �. ا�]�ء 2
5
���� ��L ھSه  ��  ا��$�رات
ا�

 �2 ���	6  �

�ف أوردھ�  �1. و ا�
�� ا�4) ھSه ا���Xت  `�\
.  ا�  

 أH$�ھ�

دا�� D[�� ا���ود : 1�$�رة
 و ا��ا�� ا�%�ط;�

��ا�� �A ��]Dود ھ� ∞± ا�%$��� �%� ) 1
 �%� �aدر Lھ� ا����A ���$�±∞. 

�$��� ∞±  ا�%$��� �%� )  2 ���ا�� ��ط;� ھ
�%� �aدر Lا����� ا��� ��	" !U�A .±∞  

 8��D إذا �I�
�@O ا�%: )( () ax xf b g x+= +
lim 0( )

x
g x

→±∞
=   8��D و  ��@U4/1  

1-  ���$� L%5�  
2-  ���$�A	�ب   

�� ا��	�ر و �� ا�����(               (  

��د��   -3�Xا�%$���ت ا  
4-  ���5
1. 2� إزا�� ��م ا��
ا�  
1. 2� ���56  ا��	
;���ت ا��;�ر&�  -5�
ا�  

   http://bacsuc.blogspot.com  

�� �L�� (I ا���N) أن ��5ف 

 ��ل ر��ل الله 
	

� الله �

�  و �� 



 

���D رة و�U 

 �� ���6 أن 16�ن ���$� 2
 �P داU ��V�ر6, ا�
 ,
��\����ھ� ‘ �;�, و  ��I�6ر� CI


إذا ....و   
 ,	@��@	, ‘ �. b$6م  ,�b$


�. ا�%�Iح....  

�� اXزد�Aم 2� أ�dه  ���5� X 

 إذا �Dن

 و �Dن

 F2ن

( )lim
x

g x l
→ +∞

) و= )lim
x

h x l
→ + ∞

=

( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤

( )l im
x

f x l
→ + ∞

=

 إذا �Dن

 و �Dن

 F2ن

( )lim
x

g x
→+∞

= −∞

( ) ( )f x g x≤

( )lim
x

f x
→+∞

= −∞

 إذا �Dن

 و �Dن

 F2ن

 

 

 

 

 

 

( ) ( )f x g x≥

( )lim
x

g x
→+∞

= +∞

( )lim
x

f x
→+∞

= +∞

�eا�� 

 
��� �$���5

�1 2� ا@�x→∞   تXا��� �2 Q[N6و : ;

∞∞ −∞
∞

∞
∞

∞−∞

���A ��5�ض 2
bول  2 .h لb
\�
�ك �� ا�]	i و ا��;�م و K� !��\�ج ��
���5
 ���A ��م ا�

���A �2 ���5
�5�ض 2
bول ���A ��م ا� .h ك�
K� !��\�ج �� 

C[
�  ا
  !�إ�Zاج ا��5

 (

�ك ا��%�Kا��
5
�� ��L ا�\]�ة و �

 �
...ا����ر  


�ك: 2�$�رةK� !� إ�Zاج ��

2

; 0 ; 0 ,

; 0 ; 0 ,

x x

x x x
x

x x x

+

−

=

≥ → + ∞
=  − ≤ → − ∞

�DS6 

0

0

3�$�رة :!���
 ا�

 
��� �$���5

�1 2� ا@�x→a  ���5
 :و16�ن ���A ��م ا�

 
1 (!����! ا�]	i و ا��;�م إ��a Lاء ��ا�! أ�Aھ� ا��5 :)x-a(  
2 ( !�
bل ا��5\�(x-a)   و ا��;�م i	[ا�  �� 
�5�ض  ) 3x=a �&��Nا�%$��� ا�� L�� !e��. 

4�$�رة :Q2ا���ا L�� ��	;ب و ا��kا� 

�1 2� ا

���5$� ��� 16�ن ا��ا�� 6
��k أ�A ھSه ا�5]�رات@� :  
 

 
Lا����� ا�و� :x→∞    ���5
 :و16�ن ���A ��م ا�

  
��� : و16�ن ���A ��م ا�
x→a    ���5: ا����� ا�[�

 
1(  Q2ا���ا L�� .	;���kب و . 
�� أ�A ا���Xت )2 ��@
	�: 

 
 
 
 
 
 


bل و �5�ض   )3\�x=a   �&��Nا�%$��� ا�� �I%2. 

∞−∞
( ) ( ) ( ); ;a b a b a b± ± ±

0

0

( )( )
( )( )
( )( )

2

2

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

+ − = −

+ − = −

+ − = −

5�$�رة :�� ا���e و ا��;�ر

�� ا��;�ر

�$���5 2� ��ة X�Aت أH$�ھ�

�1 2� ا@�:  
1 ( L�� ل�eا��وال ا��[�[�� �%� ا��:cos∞ أو sin∞ 

�� و ا����4ر���6 ) 2lا��وال ا )     !
d	ا� �
%�و�$� 2�
�ف 

�$& �U�\ا�( 

0 0 0

1 cos 1; 1 sin 1

sin sin
lim lim lim 1

sinx x x

x x

x x ax

x x ax→ → →

− ≤ ≤ + − ≤ ≤ +

= = =

�DS6 

( ) ( )
lim ( )
x a

f x f a
f a

x a→

− ′=
−

6�$�رة  : ���?�l'Hospital  

 

0
;
0

∞
∞

 ��
ھSه ا�%?��� 56
]� آ��  6	
�5! ھSه ا�%?��� 2� ا����
 !5@��& ���$%�� �[
�A..  

 !5I� �$���5

و �ن ا
 �2 .1�
ا���N) �$�! ا�

ا�1[�� �� ا��$�رات 
 �� 8�b�ا�	�&;� 2;� 
�m ا�
��5. ا�[���ي ���& 

 �$���5

�& (��Nا� ne%� 
mV�
�� ا�% �Do
�� i;2..  

..و اlن   
 SZ "�. و ور"� 

 و أ&�ء 

 ��@U4/2  



 

1 cos
( )

x
g x

x

+=

���ت ا����ر�� ا��� ����ل ���� 
  -∞و + ∞ا�"#���ت �"! 

�*( دا�� '& ا�!وال ا����
� ان 
 .و+!ت


!ا�� + ∞���! ���ب ا�"#��� �"! � : 
 
 
�ھ& أ�� '& أ+( .1  

x>0     ,x)2  +1 (<x2+1 <x2 
1�ا  �ـ    x>0ا��"�/ '& أ+(  .2�f(x). 
 + ∞�"!  fا��"�/ �#���  .3

0 0 0 0

1 sinsin 2 sin 4 cos 1 1 cos 2lim lim lim lim1) 2) 3) 4) lim
sin 5 sin

5)
x x x x x

x
x x x x

x x x x xπ π→ → → → →

−− −
−

 �DS6 دا��V أن ا����و�� 
...ھ� أول ط���I%�� Qح  

 ����61  : ����
)1ا

�5! ا��$�رة : �	���ة)أA	( ا�%$���ت ا�  

( )
2

3 2
2

2 2 3

2

3 4
lim (3 lim 4 5 2 (2 lim (3 2 10)(1

1
2 3 2 8 1

lim (6 lim (5 lim (4
2 1 2 4 16

x x x

x x x

x
x x x x

x x

x x x x x

x x x x

→+∞ →−∞ →+∞

→+∞ →−∞ →+∞

+ − + − − +
+ +
+ − − − − +

− − − +

 L%@� X يSا� b%1ح ھ� ا���Nن ا��D ,�S� و �A�ط� ,��� X ���12 ط���A و ا�?� إ�� X .. L	�I%�� L5ح 
 ��O ا�\�@�ء ا��ا���H �;�ل �5]�ا �� ط��CA .. ا����5�Z b�b5ا ��� &� �]� ا�S$2:  ) �	@� �إن �

��رة ��%2
$� , 6�ا"� p�6%8 ا , �$
��%2 �2d\و �6%8 ا� , �$��� )و أ�� اlن أ6�ق إ�L ا�I%� و أرa� أن أ

�@�n�6 ا�%�Iح 
�
 ا��را
 ا��N�ح

 ����6 2 : اA	) ا�%$���ت ا�
���ـــــــ�:(�	���ة:  ا

�5! ا��$�رة 2 ) 

2

2 2

lim 1 lim lim 2 1

4 5 2 1
lim lim lim

1 31 1

x x x

x x x

x x x x x x

x x x

xx x

→ +∞ → + ∞ → − ∞

→ +∞ → +∞ → −∞

+ − − + −

+ − −
−− +

 ����6 3 : اA	) ا�%$���ت ا�
���ـــــــ�:(�	���ة:  ا

�5! ا��$�رة 3 ) 

( )

2 2

21 2 2

2 3 2

2 21 3

3 3 2 2
lim lim lim

1 2 2

3 4 1 8
lim lim

7 8 9

x x x

x x

x x x x

x x x x

x x x

x x x

→ → →

→ →

− − − −
− − −
+ − − −
− − −

 ����6 4 : اA	) ا�%$���ت ا�
���ـــــــ�:(�	���ة:  ا

�5! ا��$�رة 4 ) 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 2 2

0 1 3

lim 1 lim 2 3 2 5

lim 9 4 3 lim 1 1

9 3 1 2 10 4
lim lim lim

33 2

x x

x x

x x x

x x x x

x x x x x x

x x x

x xx x

→ ∞ → ∞

→ ∞ → ∞

→ → →

+ − + − −

− − + − − + +

+ − − + −
−− −

 ����6 5 : اA	) ا�%$���ت ا�
���ـــــــ�:(�	���ة:  ا

�5! ا��$�رة 5 ) 

 ����66 :   ����67 :  

2

sin
( )

1

x x
f x

x
=

+


Mال 
�� ا�@�ق &�� ��م ا�
���5 و ��م 

 ا�
r��5 ؟
 ا�I�اب

2� ���A ��م ا�
���5 �1�ن 

Q�[N ا�A   ا�I�اب ��a�د[2

ا��$�رات ا�	�&;� b6ول ھSه 
�$��� ا��ا��  ��5� .h ��ا����� و 

.إن و�aت  
 r��5
2� ���A ��م ا� ��أ
 �"dد إط�a�� �.I��2�اب 4  

 C[
� ا

2� ���A دوال  4ا��$�رة  Q[N6 X
!1Kا� ��:  

24x x− − 23 4 5x x− −

2x x≠ 23 4x x≠
2�3 

≠ ≠ 

2�3 

�C &�5 ا��kب 2� ا���اQ2 و �

bال &! ZXا .
� �� C��� ��	;ا�

���a ��%6
���A m ��م ���56  .  

2� ���A دوال  4ا��$�رة  Q[N6
!1Kا� ��:  

29 5 3x x+ − 2 3x x− +
2�3 2�3 

29 3x x= 2x x=

 ��@U4/3  



lim ( )
x

f x
→∞

= ∞

       

 ���a �2ع    
t2�1� PN" 

 &��I6ه ���ر 
!Uا�@�ا 

  

 

  

 ���a �2ع     
t2�1� PN" 

 &��I6ه ���ر 
 ا�
�ا�6)

  

 

  

 ���a �2ع     
t2�1� PN" 

.�;
 &��I6ه ا��	
 

    

    .�;
	� �a�� 
!V���;�رب  

C
��5د� 
 

  

( )
lim
x

f x

x→ ∞

0 

+ ∞

− ∞
 أو

0a ≠

+ ∞

− ∞
 أو

[ ]lim ( )
x

f x ax
→∞

−

b

y ax=

y ax b= +

  !Vا��;�رب ا��� �� u�[و ا� ��V�$�dا�@�وع ا� �
 درا
 )� )�Zص &������

 2

21

1
1) lim

3 2x

x x

x x→

+ +
− +0

1 2 1
2) lim

x

x x

x→

+ − +

2 1 2
3) lim

3x

x x

x→±∞

+ + +
+0

1 2 1
4)lim

1 4 1 3x

x x

x x→

+ − −
+ − +

1
5) lim

2x

x x

x x→+∞

+ −
+ −

2

1

1 1
6) lim

1x

x x

x→

− + −
−

 

f  ل�Iا�� L�� �2�5� دا�� 
)Cf ( �2 ��D O��I
��5�� و 
� .�5� �2 ����]�6$� ا���[

!1Kا�: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ��� :&;�اءة &��
�$���ت ا��ا��  .1 (	Aاf �$@��56 ����I� .�%� �Aود 
 .�a !1Hول ��T6ات ا��ا��  .2
3.  L%�%��� �&ت ا��;�ر���;
��5دXت ا��	 ���)Cf .( 
4.  L%�%��� �و ا��	
;���� ) Cf(أدرس ا���P ا�%	]

 ���Vا��;�ر&�� ا���. 

{ }1R − −

�������68  1�6. 2� ا�;�اءة ا�]�� 

f  ل�Iا�� L�� �2�5� دا�� 
)Cf ( LN5� O��I
��5�� و 
� .�5� �2 ����]�6$� ا���[

��� ��D �$6ا��T6 ول�a  : 
 
 
 
 

�  oNZأو  n��Uاa) &ـ �� ���
Mال  !D L�� 
���[
�P ا� 

1.  C

;�.  y=2ا��	
;�. ا�Sي ��5د�	� ھ� 
 L%�%��� رب�;�)Cf .( 

 .dA ![;6 و��Aا  f(x)=0ا���5د��  .2
3.  ��aا�
��A ����I�ل ا��f(x)>0  

 � ھ
2� ا���Iل  .4 

 ���x< -2  
5.  �N;%ا� 

{ }1R − −

{ }1R − −

] [; 1−∞  1�f(-2)>f(x)�ن −

( )3;1A − L%�%ا�� Lإ� ��
%6)Cf .( 

mV�
����69  1�6. 2� 6@	�� ا�% 

2

2 4

0 1

6 5 3
7) lim 8) lim

2 2 4

2 1
9) lim 10) lim

11 1

x x

x x

x x x

x x x

x x x

xx

→ →

→ →

+ − + −
− − −

− −
−+ −

2 2

2 2

2

4 1 2 1
11) lim 12) lim

4 1 4

13) lim 14) lim 1

x x

x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

→−∞ →+∞

→+∞ →+∞

− + + + − +
− − + − +

 − + + −
 

: إذا 4��5   �
:��89 ا���ا�( ا����  

.
 ا�%
��I ا��

 �اA	) ا�%$���ت :  ����6 إ��2  

2� H$�دة ا�]��1�ر�� ا��Kء الله Q�2�
��&  ��@U4/4  




