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 الأوّلالموضوع                                          
 نقاط 44 :التمزين الأوّل

 الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 مستقٌمان من الفضاء معرّفان بتمثٌلٌهما الوسٌطٌٌن التالٌٌن: و  

 و                    

ٌّن إحداثٌات النقطة  (أ (1  .و  تقاطع المستقٌمٌن  ع

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  (ب   ٌّن بالمستقٌمٌ ع  .و  ن المع

 .لا تنتمً للمستوي  أثبت أنّ النقطة  (أ (2

ٌّن أنّ النقطة  (ب    .على المستوي  هً المسقط العمودي للنقطة  ب

ٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (أ (3  شعاع ناظمً له. و  الذي ٌشمل النقطة  ع

ٌّن إحداثٌات  (ب    ٌب.على الترت و  مع كل من  نقطتً تقاطع  و  ع

ٌّن طبٌعة المثلث  (أ (4  .، ثمّ احسب حجم رباعً الوجوه ع

 .استنتج مساحة المثلث  (ب  

 نقاط 44التمزين الثاني 

المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ,O u v. 

Azنقطة لاحقتها:  Aلتكن   i  وB   لاحقتها
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ٌّن    rاعط الكتابة المركبة لـ أ ـ      .Cــ الشكل الأسًّ ــ  لاحقة  Czثم ع

 لشكل الجبري.على ا Czو  Bzاكتب كلا من  ب ـ    

  .Cو A،Bعلم النقط  جـ ـ    

 .2و  1،  2الترتٌب بالمعاملات المرفقة على  Cو A،Bمرجح النقط   Dلتكن (2

ٌّن  أ ـ      Dلاحقة  Dzع

ٌّن أنّ  ب ـ      تنتمً إلى نفس الدائرة. Dو A،B،Cب
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ٌّن  Hأعط الكتابة المركبة لـ  ـ     . E، ثمّ علم Eلاحقة  Ezثمّ ع
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 CDEتنتج طبٌعة المثلث اس ب ـ    
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 نقاط 46 :التمزين الثالث

كما ٌلً:  المعرفة على  fنعتبر الدّالة  
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 fC  المنحنى الممثل للدالةf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

احسب  .1   f x f x  ًمن أجل كل عدد حقٌقx  ثم استنتج أنّ النقطة 0;1  مركز تناظر للمنحنى fC. 

. أـ احسب 2 lim
x

f x


ثمّ استنتج    lim
x

f x


. 

 ، ثمّ شكل جدول تغٌراتها.fب ـ ادرس اتجاه تغٌر الدالة     

ٌّن أنّ المستقٌم ذا المعادلة 3 y. أ ـ ب x  مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

ب ـ احسب        lim 2
x

f x x


 .ثمّ فسّر النتٌجة بٌانٌا ، 

ٌّن أنّ المعادلة 4 . أ ـ ب  0f x   تقبل حلا وحٌدا  1,7بحٌث 1,6   . 

ٌكون العدد  kمن أجل أي قٌمة للعدد الحقٌقً ب ـ       حلا للمعادلة f x k. 

. ارسم 5 fC .ومستقٌمٌه المقاربٌن 

 نقاط 46التمزين الزابع: 

I كما ٌلً:  لمجال المعرّفة على ا لتكن الدالة العددٌة   ـ  

ٌّرات الدالة       .واحسب  ادرس تغ

 .، من  استنتج انّه من أجل كل     

II كما ٌلً:  دالة عددٌة معرّفة على المجال   ـ 

 .تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  و      

  .و  احسب  أ ـ  

ٌّن أنّ  ب ـ     المنحنى  ب
 

 .مقاربا مائلا له عند    ذا المعادلة ٌقبل المستقٌم 

حدّد وضعٌة المنحنى  جـ ـ    
 

 .بالنسبة إلى المستقٌم 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً أ ـ    : من المجال   ب

ٌّر الدالة ب ـ      ٌّراتها. استنتج اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّه ٌوجد  أ ـ   .، مواز للمستقٌم للمنحنى  مماس وحٌد ب

  .اكتب معادلة  ب ـ    

ٌّن أنّ المنحنى  جـ ـ     ب
 

  حٌث  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة فاصلتها 

 .والمنحنى  و  أنشئ المستقٌمٌن  د ـ    

ٌّم العدد الحقٌقً هـ ـ      .، عدد حلول المعادلة :  ناقش بٌانٌا، حسب ق
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 :الأول موضوعال حل                                                   
 

 التمرٌن الأوّل:

 .و  تقاطع المستقٌمٌن  تعٌٌن إحداثٌات النقطة  (أ (1

  نجد  فً  بالتعوٌض عن   نجد  من  نحل الجملة  

 ومنه 

 على الترتٌب نجد  و  فً التمثٌلٌن الوسٌطٌٌن لـ  و  بتعوٌض 

 . طة ٌتقاطعان فً النق و  إذن المستقٌمان   و       

 .و  الذي ٌشمل المستقٌمٌن  تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  (ب

 .وهما أساس للمستوي  شعاع توجٌه للمستقٌم  و  شعاع توجٌه للمستقٌم  

 نقطة من الفضاء. لتكن 

  .و  معناه  

                                                                                                                                 t'و  t : أخذنا نفس الوسٌطٌنملاحظة   أي  ومنه  

 التمثٌل الوسٌطً للمستويفً  P  

                             .Bأخذنا نقطة التقاطع لأننا                                                                                            

 .لا تنتمً للمستوي  إثبات أنّ النقطة  (أ (2

 إذن  تنتمً للمستوي  نفرض أنّ 

 تناقض   ومنه   نجد  و  بالتعوٌض فً   نجد   من 

 .لا تنتمً للمستوي  إذن 

 .على المستوي  لمسقط العمودي للنقطة هً ا تبٌٌن أنّ النقطة  (ب

 إذا وفقط إذا كان: على المستوي  هً المسقط العمودي للنقطة  تكون 

 شعاع ناظمً للمستوي  و  

 و  و  لدٌنا 

 هً   فإنّ  وبما أنّ  شعاع ناظمً للمستوي  بالتالً  و  وهذا ٌعنً أنّ 
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 . على المستوي المسقط العمودي للنقطة 

 شعاع ناظمً له. و  الذي ٌشمل النقطة  تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (أ (3

 فإنّ   وبما أنّ  من الشكل  معادلة المستوي 

 .هً  وعلٌه معادلة المستوي  ومنه 

 على الترتٌب. و  مع كل من  نقطتً تقاطع  و  تعٌٌن إحداثٌات  (ب

 .مع  ع نقطة تقاط  تعٌٌن إحداثٌات 

 أي  ومنه  وعلٌه  نحل الجملة  

 .إذن 

 .مع  نقطة تقاطع  تعٌٌن إحداثٌات 

 أي  ومنه  وعلٌه   نحل الجملة 

 .إذن 

 .تعٌٌن طبٌعة المثلث  (أ (4

 ومنه  

 ومنه   

 ومنه  

 .قائم فً  إذن المثلث  ومنه 

 متعامدان  و لمستقٌمان ومنه ا  وهذا ٌعنً أنّ   لدٌنا  :2طرٌقة 

 .قائم فً  فإنّ المثلث  و  وبما أنّ  ومتقاطعان فً النقطة 

 .حساب حجم رباعً الوجوه  

 الارتفاع. مساحة القاعدة    حجم رباعي الوجوه يعطى كما يلي :تذكّز

 ( والمستوي  هً المسافة بٌن  )   

 ،   لدينا 

 .وعلٌه  

 .المثلث استنتاج مساحة  (ب

 .لأنّ       لدٌنا
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 ولدٌنا    ومنه 

 .وعلٌه  

 
 التمرٌن الثانً:

 لاحقتها   و  نقطة لاحقتها:  لتكن 

 .بواسطة  صورة  ، نسمً وزاوٌته  الذي مركزه  لٌكن الدوران  (1

    أ ـ اعطاء الكتابة المركبة لـ

 على الترتٌب  و  نقطتان من المستوي لاحقٌهما  و  لتكن 

 .أي   معناه  

 .ــ الشكل الأسًّ ــ  لاحقة  تعٌٌن 

 .وعلٌه  أي  ٌكافئ  

 على الشكل الجبري. و  ب ـ كتابة كلا من 

 . أي 

 . أي 

 .و ،جـ ـ انشاء النقط 

 .و  ،  المرفقة على الترتٌب بالمعاملات  و ،مرجح النقط   لتكن (2

 لاحقة  أ ـ تعٌٌن 

  وعلٌه  

 تنتمً إلى نفس الدائرة. و ،،ب ـ تبٌٌن أنّ 

 تنتمً  و ،،بالتالً   وهذا ٌعنً أنّ  

 أي الدائرة المثلثٌة. ونصف قطرها   إلى نفس الدائرة التً مركزها

 .بالتحاكً  صورة  نسمً  2ونسبته  التحاكً الذي مركزه  لٌكن (3

 .  الكتابة المركبة لـ

 أي  ومعناه   معناه     

 .لاحقة  تعٌٌن 

 .أي  ومنه  ٌكافئ  
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 .  أ ـ حساب النسبة  (4

 

      

                             

  وعلٌه

 .ب ـ استنتاج طبٌعة المثلث 

 و    وهذا ٌعنً أنّ  لدٌنا 

 متقاٌس الأضلاع  بالتالً المثلث  متساوي الساقٌن وإحدى زواٌاه  المثلث 

 التمرٌن الثالث:

كما ٌلً:  المعرفة على  fنعتبر الدّالة  
2

1x
f x x

e
 


 

 fC  المنحنى الممثل للدالةf معلم المتعامد والمتجانسفً المستوي المنسوب إلى ال ; ,O i j. 

. حساب 1   f x f x  . 

xلٌكن  : 

   
 

2 2 2 2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1 11

x x x

x x x x x xx x

e e e
f x f x x x

e e e e e ee e
 


           

     
 

xلدٌنا من أجل كل    ّفإنx   ولدٌنا    2f x f x    معناه   2f x f x    أي

   2 0 2 1f x f x     النقطة  إذن 0;1  هً مركز تناظر للمنحنى fC. 

. أـ حساب 2 lim
x

f x


   

 
2

lim lim
1xx x

f x x
e 

   


 لأنّ   
2

lim 0
1xx e



lim و 

x
x


  

استنتاج  lim
x

f x


. 

لدٌنا    2f x f x     ومنه     lim lim 2 lim 2
x x t

f x f x f t
  

             

 . fب ـ دراسة اتجاه تغٌر الدالة
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2 2

2 1
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1 1

x x

x x

e e
f x

e e
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إذن  ' 0f x  وعلٌه الدّالة f  متزاٌدة تماما على. 

 .fالدّالة   تغٌراتجدول 

x      

 'f x          +         

 

 f x  

      
 
                                            
 

                             

y. أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم ذا المعادلة 3 x  مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

 
2

lim lim 0
1xx x

f x x
e 

  


 

yإذن المستقٌم ذا المعادلة  x مستقٌم مقارب مائل للمنحنى  fC  بجوار. 

ب ـ احسب    lim 2
x

f x x


  . 

   
2

lim 2 lim 2 2 2 0
1xx x

f x x
e 

      


 

 تفسٌر النتٌجة بٌانٌا.

بما أنّ    lim 2 0
x

f x x


    فإنّ المنحنى fC  2ٌقبل مستقٌم مقارب مائل معادلتهy x   بجوار. 

. أ ـ تبٌٌن أنّ المعادلة 4  0f x   تقبل حلا وحٌدا  1,7بحٌث 1,6   . 

 و بالخصوص على المجال  مستمرة على f لدٌنا الدالة 1,7; 1,6   و 1,7 0,008f     ،

 1,6 0,064f    

أي    1,7 1,6 0f f     ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد على الأقل عدد حقٌق  من المجال

 1,7; 1,6  

بحٌث   0f    وبما أنّ الدّالةf  فإنّ  متزاٌدة تماما على .وحٌد 

ٌكون العدد  kب ـ من أجل أي قٌمة للعدد الحقٌقً    حلا للمعادلة f x k. 

x، لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً    2f x f x      وخاصة    2f f      ومنه  2f    ّلأن

  0f   

إذن العدد    هو حل للمعادلة  2f x    2وعلٌهk . 

. رسم 5 fC .ومستقٌمٌه المقاربٌن 
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 التمرٌن الرابع:

I كما ٌلً:  المعرّفة على المجال  لتكن الدالة العددٌة   ـ  

رات الدالة  ةسادر  ٌّ   تغ

 عندئذ  و  لدٌنا 

 

 من نفس إشارة  هً ومنه إشارة  لدٌنا   

    1 0 x 

          +    0       

 

 .جدول تغٌرات الدالة 

 

 

 

 

 

 

 .، من  ستنتاج انّه من أجل كل ا   

وهً  المجالقٌمة حدٌة صغرى على  gللدّالة  1 3g  من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً ومنه

 .وبالتالً  ، 

II كما ٌلً:  دالة عددٌة معرّفة على المجال   ـ 

 .ً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس تمثٌلها البٌانً ف و      

 .و  أ ـ حساب   

 فٌكون  لدٌنا 

g 0;   2 2 2lng x x x  

.1g

0

lim 2ln
x

x




 
2

0

lim 2 2
x

x




   2

0 0

lim lim 2 2ln
x x

g x x x
 

 

    

 
2 ln

lim lim 2
x x

x
g x x x

x x 

 
     

 

 
 22 12

' 2
x

g x x
x x


  0x  'g x2 1x 



2 1x 

 1 1 2 2ln1 3g    

g

.2x 0;  0g x 

 0;x

 0;  3g x   0g x 

f 0; 
2ln x

f x x
x

 

 fC ; ,O i j

.1 lim
x

f x


 
0

lim
x

f x




2ln
lim 0

x

x

x
 

2ln
lim lim

x x

x
f x x

x 
   

x                       1                    0  

         0  + 

 

 

                                              
 
  

             3                            



 'g x 

 g x

 



 إعداد مصطفاي عبد العزيز                                                        مقتزحة للتحضيز للبكالوريا مواضيع 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

9 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

  فٌكون  ولدٌنا 

ب ـ تبٌٌن أنّ المنحنى 
 

 .مقاربا مائلا له عند    ذا المعادلة ٌقبل المستقٌم 

 فً جوار  معادلته  له مستقٌم مقارب مائل  إذن المنحنى  

ٌة المنحنى جـ ـ تحدٌد وضع
 

 .بالنسبة إلى المستقٌم 

 .هً من نفس إشارة   إشارة ومنه ؛  لدٌنا 

 أي  ٌكافئ  

 وٌكافئ  ٌكافئ  

 وٌكافئ  ٌكافئ  

                         1         0 x 

    +     0        

  
فوق 

                 
   تحت  

ٌقطع                       
 

                      
   فً النقطة

 
 الوضعٌة النسبٌة

 : من المجال   أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً 
 

 

ٌّر الدالة  .  ب ـ استنتاج اتجاه تغ

متزاٌدة  وبالتالً الدالة   إذن  و  : من المجال   من أجل كل عدد حقٌقً

 .تماما على 

ٌّرات ا  .لدالة جدول تغ

x       0              

     +                     

 

 
    
                                   

 

 .، مواز للمستقٌمللمنحنى  أ ـ تبٌٌن أنّه ٌوجد مماس وحٌد  

 
 .ٌعنً  ٌوازي 

 أي  وٌكافئ  وٌكافئ  ٌكافئ   

0

2ln
lim

x

x

x


  
0 0

2ln
lim lim

x x

x
f x x

x 
 

   

 fC y x

 
2ln

lim lim 0
x x

x
f x x

x 
   fC y x

 fC 

 
2ln x

f x x
x

  f x xln x

  0f x x ln 0x 1x 

  0f x x ln 0x 1x 

  0f x x ln 0x 0 1x 



 f x x

 fC  fC 

 fC 

 1;1A

.2x 0; 
 

2
'

g x
f x

x


 
 2

2 2 2 2

1
. ln

2 2ln 2 2ln
' 1 2 1

x x g xx x xxf x
x x x x

 
    

      
 
 

f

x 0;  0g x 2 0x  ' 0f x f

 0;

f



 'f x

 f x





.3 T fC 

 T  0' 1f x 

 0' 1f x 
 0

2

0

1
g x

x
2 2

0 0 02 2lnx x x  
0ln 1x 0x e
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 . التً إحداثٌتٌها فً النقطة موازٌا لـ ٌقبل مماسا وحٌدا  إذن المنحنى 

  .ب ـ كتابة معادلة 

 .أي  ومنه  

جـ ـ تبٌٌن أنّ المنحنى 
 

  حٌث  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة فاصلتها 

 ،  و  وبالخصوص على المجال  مستمرة على المجال  لدٌنا الدالة 

بحٌث  من المجال  عدد حقٌقً  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد أي 

وحٌد أي  فإن  متزاٌدة تماما على  وبما أنّ الدالة  
 

ٌقطع حامل محور الفواصل فً 

 حٌث  نقطة فاصلتها 

 والمنحنى  و  المستقٌمٌن رسمد ـ 

. 

م العدد الحقٌقً ٌّ ،  هـ ـ المناقشة بٌانٌا، حسب ق

 .عدد حلول المعادلة : 

 
 تكافئ 

وتكافئ  فئ وتكا

 أي  

ومنه حلول المعادلة هً فواصل النقط المشتركة بٌن 

 
 والمستقٌم ذي المعادلة 

 بقراءة بٌانٌة:

 فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا. إذا كان 

 فإنّ المعادلة تقبل حلٌن. إذا كان 

 فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفا. إذا كان 

 .حل أي فإن المعادلة لا تقبل إذا كان 

 

 fC T 
2

;e e
e
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 انمُضُع انثاوً                                                 

ل:  َّ  وقاط 5انتمسٌه الأ

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
 

 و  ،  ، انىقط  نعتبر 

 وسٌطٌان حقٌقٌان. و  ،  المعرف بالتمثٌل الوسٌطً:  و المستوي 

ٌّن أنّ  أ ـ .1 ٌّن مستو و  ،النقط  ب  ٌا.تع

 ، ثمّ اكتب معادلة دٌكارتٌة له.ناظمً للمستوي  تحقق أنّ الشعاع  ب ـ    

ٌّن أنّ المستوٌٌن اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  أ ـ .2  متعامدان . و ، ثمّ ب

ٌّن أنّ تقاطع  ب ـ      ذو التمثٌل الوسٌطً:  هو المستقٌم  و  ب

                                       

 ، ثمّ استنتجوالمستوي ، والمسافة بٌن النقطة والمستوي  احسب المسافة بٌن النقطة  جـ ـ    

والمستقٌم  المسافة بٌن النقطة           
 

3.
 

 .و والعمودي على كل من المستوٌٌن  المستوي الذي ٌشمل النقطة 

 .اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  أ ـ   

ٌّن أنّ  ب ـ    ٌّن إحداثٌات تتقاطع فً نقطة واحدة  و ،المستوٌات الثلاثة  ب  .، ثمّ ع

 .والمستقٌم  احسب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة  جـ ـ   

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  نعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة 

ٌّن أنّ العدد  (1  حلا لهذه المعادلة، ثم جد الحلٌن الآخرٌن. ب

 لواحقها  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  حٌث  و  ، ، على الترتٌب: 

 .على الشكل الأسً، ثمّ استنتج طبٌعة المثلث  ــ اكتب العدد 

 .من المستوي التً تحقق:   مجموعة النقط  نسمً  (3

 .هً مرجح الجملة:  أ ـ أثبت أنّ 

ٌّن أنّ المساواة   .ٌمكن كتابتها على الشكل  ب ـ ب

 .تنتمً إلى المجموعة  جـ ـ تأكد أنّ النقطة 

ٌّن أنّه ٌمكن كتابة المساواة   وارسمها. ، ثمّ استنتج طبٌعة على الشكل  د ـ ب
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 التمرٌن الثالث:

I الدّالة  ـg  بـ:  علىمعرّفة   21 1 xg x x e  .  

احسب  أ ـ 1. lim
x

g x


و   lim
x

g x


. 

ٌّر الدالة  ب ـ     ٌّراتها. gادرس اتجاه تغ  وأخر: )، ثمّ شكّل جدول تغ 1 2 0,25g    َ 1 2 1,43g ) 

ٌّن أنّ المعادلة  أ ـ 2. ب  0g x   ًثمّ تحقّق أنّ أحدهما معدوم والآخرتقبل حلٌن ف ،  :0,8حٌث 0,7                        

استنتج إشارة  ب ـ     g x ً؛ حسب قٌم العدد الحقٌقx. 

II الدّالة   ـf  بـ:  معرّفة على   
2

1 xf x x x e  . 

   
 fC  المنحنى الممثل للدالةf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

احسب  أ ـ 1. lim
x

f x


و   lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ المستقٌم  ب ـ     ب   ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

ادرس وضعٌة المنحنى  جـ ـ     fC  بالنسبة إلى المستقٌم . 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  أ ـ 2. x ،ب   'f x g x .( ٌسمز'f  إنى اندّانح انمشتقح نهدانحf ). 

ٌّرات الدّالة  ب ـ     : وأخر ). على  fشكّل جدول تغ  0,9f    ) 

ٌّن أنّ المنحنى  أ ـ 3. ب fC  ٌطلب تعٌٌن معادلة لكل منهما.1ٌقبل مماسٌن، معامل توجٌه كل منهما ٌساوي ، 

مثّل ب ـ       والمماسٌن والمنحنى fC
 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  جـ ـ     x :ذات المجهول   ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق 
2

1 0xx me  .   

 التمرٌن الرابع:

I)  ّتـ:  معسّفح عهى  انح انعددٌح اند. 

 .. ادزس اتجاي تغٍسّ اندّانح 1

 .إشازج  ثمّ اصتىتج تثعا نقٍم . احضة 2

II تـ:  معسّفح عهى  ( اندّانح انعددٌـــح 

  . أ ـ احضة 1

 ، ثمّ فضّس انىتٍجح ٌىدصٍا.ب ـ احضة     

 .ج اتجاي تغٍسّ اندّانح ثمّ اصتىت فإنّ  مه  . أ ـ تٍهّ أوًّ مه أجم كم2

 .ب ـ شكم جدَل تغٍسّاخ اندّانح     

 .مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  . أ ـ تٍهّ أنّ انمضتقٍم 3

 .تانىضثح إنى  ب ـ ادزس َضعٍح     

 ٌطهة تعٍٍه إحداثٍتٍٍا. ٌمشّ انمىحىى فً وقطح ذا انمعادنح  . تٍهّ أنّ انمضتقٍم 4

 .َ  ، . ازصم 5
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 حل الموضوع الثانً                                         
 التمرٌن الأوّل:

ٌّن مستوٌا. و  ،النقط  إثبات أنّ  أ ـ .1  تع

 و  و  لدٌنا 

ٌّن مستوٌا. و  ،النقط غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه  و إذن الشعاعان   تع

 ابة معادلة دٌكارتٌة له.، ثمّ كتناظمً للمستوي  ب ـ التحقق أنّ الشعاع 

 و  لدٌنا 

 .ناظم للمستوي  وبالتالً   و عمودي على كل من الشعاعٌن  ومنه 

معادلة المستوي 
 

 .و  من الفضاء بحٌث  هو مجموعة النقط  

 .وهً معادلة للمستوي  معناه  

 متعامدان. و ، ثمّ تبٌٌن أنّ المستوٌٌن أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  .2

 لدٌنا 

 ومنه  نجد  و  بجمع 

 هً  وعلٌه  ومنه    ولدٌنا من 

 .معادلة دٌكارتٌة للمستوي 

 متعامدان. و تبٌٌن أنّ المستوٌٌن 

 . شعاع ناظمً للمستوي  و هو شعاع ناظمً للمستوي  

 .متعامدان و ومنه  ٌعامد  وهذا ٌعنً  

 ذو التمثٌل الوسٌطً:  هو المستقٌم  و  قاطع ب ـ تبٌٌن أنّ ت    

                                       

 نجد:   و بالتعوٌض فً معادلة 

 .محتوى فً المستوي  ومنه  

 .محتوى فً المستوي  ومنه  و 

 .هو المستقٌم  و  وعلٌه تقاطع 

 . والمستوي  جـ ـ المسافة بٌن النقطة 

. 
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 .والمستوي افة بٌن النقطة المس

. 

 .والمستقٌم  بٌن النقطة  استنتاج المسافة 

 متعامدان ومنه حسب نظرٌة فٌتاغورث  و المستوٌان 

 .وعلٌه   ومنه 

3.
 

 .و والعمودي على كل من المستوٌٌن  المستوي الذي ٌشمل النقطة 

 .أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي 

 فإنه  و ٌعامد  أن  وبما ان فً المستقٌم ٌتقاطع و 

 .هو شعاع ناظمً للمستوي  شعاع توجٌه أي أنّ  ٌعامد المستقٌم 

  تنتمً للمستوي  وبما أنّ  من الشكل  معادلة المستوي 

 .وعلٌه  ومنه  فإنّ 

 . تتقاطع فً نقطة واحدة  و ،ب ـ تبٌٌن أنّ المستوٌات الثلاثة 

 .فإنّ   بما أنّ 

 .ٌتقاطعان فً نقطة  و فإنّ  ٌعامد  بما أنّ 

 .و  نقطة تقاطع  تعٌٌن 

 هً حل للجملة  إحداثٌات 

 .إذن  وعلٌه   ومنه 

 .والمستقٌم  جـ ـ حساب بطرٌقة ثانٌة، المسافة بٌن النقطة 

 . عمودي على لأنّ  هً النقطة  على  المسقط العمودي لكل نقطة من 

 .على  هً المسقط العمودي للنقطة  فإنّ  نقطة من  وبما أنّ 

 .بالتالً 

 .ومنه  لدٌنا 

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  نعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة 

 حلا لهذه المعادلة.  أنّ العدد  إثبات (1

 حل لهذه المعادلة. ومنه العدد  
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 إٌجاد الحلٌن الآخرٌن.

 عددان حقٌقٌان. و حٌث  حل للمعادلة فإنّ  أنّ  بما

 و  و  بالمطابقة نجد  

 .ومنه  و  أي 

 أو  أي  معناه  

 .نحل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 لواحقها  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  حٌث  و  ، ، : على الترتٌب

 على الشكل الأسً.  ــ كتابة العدد 

 

 .ومنه 

 .استنتاج طبٌعة المثلث 

 .قائم فً  بالتالً المثلث  ومنه  لدٌنا 

 .من المستوي التً تحقق:  مجموعة النقط  نسمً  (3

 .هً مرجح الجملة:  أ ـ إثبات أنّ 

 .           هً مرجح الجملة:  ومنه  

 .ٌمكن كتابتها على الشكل  ب ـ إثبات أنّ المساواة 

لدٌنا ٌكون من المستوي إذن من أجل نقطة مرجح الجملة:  

 أي   

 . أي  ومنه تكافئ   المساواة 

 .تنتمً إلى المجموعة  جـ ـ التأكد أنّ النقطة 

 .إذا  كان  تنتمً إلى المجموعة  

 .،  ، ،  ،  لدٌنا 

 .تنتمً إلى المجموعة  وهذا ٌعنً أنّ  
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 . على الشكل  د ـ تبٌٌن أنّه ٌمكن كتابة المساواة 

 ومعناه  معناه  

 .أي  ومنه  ولدٌنا 

  .استنتاج طبٌعة 

 وتكافئ  تكافئ  

 شعاع ناظمً له. و  هً المستقٌم المار من  بالتالً 

 التمرٌن الثالث:

أ ـ حساب  1. lim
x

g x


و   lim
x

g x


. 

   2lim lim 1 1 x

x x
g x x e 

 
             ّلأن lim x

x
e 


   و 2lim 1

x
x


   

   2 2lim lim 1 1 lim 1x x x

x x x
g x x e x e e  

  
      

لدٌنا 
2

2lim lim 0x

xx x

x
x e

e



 
   التزاٌد المقارن( و(lim 0x

x
e 


    إذن lim 1

x
g x


 

ٌّر الدالة   .gب ـ دراسة اتجاه تغ

ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على  gالدالة    2' 2 1x xg x xe e x    

                                               22 1xe x x    
 

 

                                                2 2 1xe x x     

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً    ومنه إشارة 'g x نفس إشارة ه ً 2 2 1x x  . 

x               1 2         1 2      
2 2 1x x   ــــ                    0     +       0     

1;متناقصة تماما على المجالٌن gالدالة  2  
 

1و  2;  
 

1ومتزاٌدة تماما على المجال  2;1 2  
 

 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

x             1 2        0        1 2             

 'g x                     0    +   0                   

 

 g x  
                                             1 2g   

0           0                
                                            

                 1 2g                                               1 

 

 

 

 

 

 

 2. 0AM CG 

. 4GM CG    4GA AM CG  . . 4GACG AM CG  

. 4GACG  4 . 4AM CG   . 0AM CG 

 

 2 2 . 12MA MB MC CG   . 4GM CG  . 0AM CG 

 ACG
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أ ـ تبٌٌن أنّ المعادلة  2.  0g x   ًتقبل حلٌن ف. 

1;مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  gالدالة  2  
 

و تأخذ قٌمها فً المجال   1 2 ;g  
 

 ولدٌنا   

 1 2 0,25g  
 

إذن  0 1 2 ;g   
 

ومنه المعادلة    0g x   تقبل حلا وحٌدا  فً المجال

;1 2  
 

 

1مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال  gدالة ولدٌنا ال 2;1 2  
 

وتأخذ قٌمها فً المجال  

   1 2 ; 1 2g g  
 

و     0 1 2 ; 1 2g g   
 

ومنه المعادلة    0g x   تقبل حلا وحٌدا ًف 

1المجال  2;1 2  
 

1مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gولدٌنا كذلك الدالة  2;  
 

وتأخذ قٌمها فً  

المجال  1; 1 2g 
 

و   0 1; 1 2g  
 

1إذن على المجال  2;  
 

 ،  0g x  

المعادلة  :خلاصة  0g x   ًتقبل حلٌن ف. 

0,8حٌث:  التحقّق أنّ أحدهما معدوم والآخر 0,7    

بما أنّ     00 1 0 1 0g e     ّ0فإن   ولدٌنا 0.7 0.02g   و 0.8 0.19g   أي

   0.7 0.8 0g g     0,8ومنه 0,7   . 

ب ـ استنتاج إشارة  g x ً؛ حسب قٌم العدد الحقٌقx. 

x                              0                  

 g x  +        +            0      ـــــ     0 

II الدّالة   ـf  بـ: معرّفة على    
2

1 xf x x x e  . 

أ ـ حساب  1. lim
x

f x


و   lim
x

f x


. 

لدٌنا  
2

lim 1 x

x
x e 


     وlim

x
x


     إذن   

2
lim lim 1 x

x x
f x x x e 

 
     

     
2 2lim lim 1 lim 2x x x x

x x x
f x x x e x x e xe e   

  
         

2limلأنّ  lim 2 lim 0x x x

x x x
x e xe e  

  
      وlim

x
x


 . 

ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم    ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

       
2 2 21 1 2x x x x xf x x x x e x x e x e xe e               

 

 إذن   
2

2lim lim 2 lim 2 0x x x x

x xx x x

x x
f x x x e xe e e

e e

   

  

 
          

 
 

ومنه المستقٌم    ذا المعادلةy x مقارب مائل للمنحنى ، fC  عند. 

جـ ـ دراسة وضعٌة المنحنى  fC  بالنسبة إلى المستقٌم . 

 ؛عددا حقٌقٌا xلٌكن   
2

1 xf x x x e     

0xeلدٌنا     و 
2

1 0x    إذن  0f x x   

 المنحنىومنه  fC  ٌوجد تحت المستقٌم . 
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x ،أ ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  2.   'f x g x. 

           
2 2 2' 1 2 1 1 1 1 1 1x x x xf x x e e x e x e x g x                 

  
 

ٌّرات الدّالة    .fب ـ جدول تغ

x                                        0                        

 'f x  +                   0         0           +  

 

 f x  
                   f                                 

 

                                    

                           1             

أنّ المنحنى  تبٌٌنأ ـ  3. fC  ٌطلب تعٌٌن معادلة لكل منهما.1ٌقبل مماسٌن، معامل توجٌه كل منهما ٌساوي ، 

 0' 1f x  ٌكافئ   02

01 1 1
x

x e


   وٌكافئ   02

0 1 0
x

x e


   0لدٌنا 0
x

e


  2ومنه

0 1 0x    أي

0 1x   0أو 1x    إذن fC  عند النقطتٌن  1ٌقبل مماسٌن معامل توجٌه كل منهما ٌساوي  1; 1M f و

  ' 1; 1M f . 

 كتابة معادلة المماسٌن

عند النقطة  المماس  1; 1M f  معادلته    ' 1 1 1y f x f    ومنه 11 1 4y x e      أي

14y x e   

المماس عند النقطة   ' 1; 1M f   معادلته    ' 1 1 1y f x f      1ومنه 1y x    أيy x 

ب ـ تمثٌل   والمماسٌن والمنحنى fC
 

م الوسٌط الحقٌقً جـ ـ  ٌّ x :ذات المجهول   ، عدد حلول المعادلةmالمناقشة بٌانٌا، حسب ق 
2

1 0xx me  .   

 
2

1 0xx me  
 

تكافئ 

 
2

1xme x   

وتكافئ  
2

1 xm x e     و تكافئ

 
2

1 xx m x x e      أي

 f x x m  

;1إذا كان  4m e       فإن المعادلة تقبل

 حلا وحٌدا

14mإذا كان  e    فإن المعادلة تقبل حلٌن

 أحدهما مضاعف 

14إذا كان  ;0m e      فإن المعادلة تقبل

 ثلاثة حلول 

0mإذا كان   فإن المعادلة تقبل حلا واحدا مضاعفا 

فإن المعادلة لا تقبل حلا
  0;m   انإذا ك   
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 التمرٌن الرابع:

I)  تـ:  معسّفح عهى  اندّانح انعددٌح. 

 .. دزاسح اتجاي تغٍسّ اندّانح 1

 َندٌىا:  تقثم الإشتقاق عهى   اندّانح

 .متىاقصح تماما عهى  َتانتانً اندّانح  ، مه انمجال  مه أجم كم

 .إشازج  َاستىتاج تثعا نقٍم . حساب 2

 

 1 0 x 
                              0   +  

II تـ:  معسّفح عهى  ( اندّانح انعددٌـــح 

   حسابأ ـ . 1

 .و  لأنّ  

  . حسابب ـ 

 .َمىً  ندٌىا 

 انىتٍجح ٌىدسٍا. تفسٍس

 )محُز انتساتٍة(. ٌقثم مضتقٍم مقازب معادنتً  

  فإنّ  مه  أوًّ مه أجم كم تثٍٍه. أ ـ 2

 

 .استىتاج اتجاي تغٍسّ اندّانح 

 ًٌ عكش إشازج  إشازج 

 .َمىً  ، مه أجم 

 َمىً  ، َمه أجم 

 .َمتزاٌدج تماما عهى  متىاقصح تماما عهى  إذن اندّانح 

 .ب ـ جدَل تغٍسّاخ اندّانح 

 

 

 

 

 

g 0;  21 lng x x x  

g

g 0; 
1

' 2g x x
x

  

x 0; ' 0g x g 0;

 1gx g x

  21 1 1 ln1 0g    



 g x

f 0; 
ln

1
x

f x x
x

  

 lim
x

f x


 
ln

lim lim 1
x x

x
f x x

x 
    

ln
lim 0

x

x

x
lim 1

x
x


  

 
0

lim
x

f x




0

ln
lim

x

x

x


  
0

lim
x

f x




 

 fC0x 

x 0; 
 
2

'
g x

f x
x




 
   2

2 2 2

1
ln

1 ln
' 1

x x g xx xxf x
x x x

 
   

    
 
 

f

 'f x g x

 0;1x   0g x  ' 0f x 

 1;x    0g x  ' 0f x 

f 0;1 1;

f

x 0                                          1  

                0  +  

 

 
                                             

 
  0   



 'f x 

 f x

 
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 .مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  أنّ انمستقٍم  تثٍٍه. أ ـ 3

 مقازب مائم نهمىحىى  انري معادنتً  َمىً انمضتقٍم  

 .تانىسثح إنى  َضعٍح  دزاسحب ـ 

 .ًٌ عكش إشازج  َمىً إشازج  ندٌىا 

                         1         0 x 

           0        +  

  
تحت 

                 
   فوق 

ٌقطع                        
 

                      
   فً النقطة

 
 الوضعٌة النسبٌة

 ٌطهة تعٍٍه إحداثٍتٍٍا. فً وقطح  ٌمسّ انمىحىى ذا انمعادنح  أنّ انمستقٍم  تثٍٍه. 4

 أي  ٌَكافئ   ٌَكافئ  تعىً 

     فً انىقطح ٌمشّ انمىحىى  إذن انمضتقٍم  َ   َندٌىا 

 .َ  ، زسم . 5

 

 

 

 

 D1y x  fC

   
ln

lim 1 lim 0
x x

x
f x x

x 
     D1y x  fC

 fC D

   
ln

1
x

f x x
x


     1f x x ln x



 f x y

 fC D fC D

 fC

 1;0A

 
1

1y x
e

   fCA

 0' 1f x 
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 انثانثانمىضىع                                                     

 الأوّل:انتمرٌه 

I/ D  وH و  نقطتان من الفضاءI  منتصف القطعة المستقٌمة DH. 

ٌّن أنّه، من  (1 2من الفضاء ٌكون:  M  أجل كل نقطةب 2.MD MH MI ID . 

.من الفضاء التً تحقق M استنتج أنّ مجموعة النقط   (2 0MD MH   هً سطح كرة S ٌطلب تعٌٌن مركزه 

 ونصف قطره.    

II/  النقط: ، نعتبر الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 3;0;0A  ، 0;6;0B  ، 0;0;4C  و 5;0;1D . 

ٌّن مستوٌا. A  ، Bٔ C  تحقق أنّ النقط (أ (1   تع

ٌّن أنّ الشعاع  (ب    ب 4;2;3n  هو شعاع ناظمً للمستوي ABC. 

اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (جـ    ABC. 

اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (2   الذي ٌشملD  وٌعامد المستوي ABC. 

 .Hاحسب احداثٌات النقطة   ؛ ستويعلى الم Dالمسقط العمودي للنقطة   Hنسمً  (3

والمستوي  Dاحسب المسافة بٌن النقطة   (4 ABC ثمّ اكتب معادلة لسطح الكرة ، S  المذكورة فً الجزءI. 

نعتبر النقطة  (5
12 6

; ;0
5 5

N
 
 
 

. 

على المستقٌم  C هً المسقط العمودي للنقطة Nأنّ  ثبتأ (أ    AB. 

 .ABCDاحسب حجم رباعً الوجوه  (ب   
 الثانً:التمرٌن 

 :  المعادلة المركبة الأعداد مجموعة فً حل -1

  ،   ،  قها لواح ،،النقط   لتكن -2

 فً المستوي المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس     

 علمّ هذه النقط . ـ    

ٌّنبالنسبة إلى  نظٌرة  نسمً ( أ -3  .لاحقة   ، ع

 إلى النقطة  وٌحول إلى   ٌحول وزاوٌته  الدوران الذي مركزه  لٌكن  (ب    

ٌّن ـ        على الترتٌب. و   لاحقتً النقطتٌن  و   ع

ٌّن لاحقة صورة النقطة  ـ        .بالدوران  ع

 .إلى النقطة   و إلى النقطة  وٌحول  ذو اللاحقة  الانسحاب الذي شعاعه  لٌكن  -4

ٌّن ـ    على الترتٌب. و لاحقتً النقطتٌن   و  ع

ٌّن لاحقة صورة النقطة  ـ    .بالانسحاب  ع

ٌّن أنّ: ( أ -5  . ثمّ استنتج طبٌعة المثلث ،  ب

 .ما طبٌعة الرباعً  (ب     
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 الثالث:التمرٌن 

I  عدداٌ حقٍقٍاٌ. ٔ  حٍث  كًا ٌهً:  انًعسّفت عهى  نخكٍ اندّانت ـ 

 .لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  نرمز بـ

ٌّن   مماسا موازٌا لمحور الفواصل وٌقبل عند النقطة  ٌشمل النقطة  بحٌث  ٔ  ــ ع

II  تمثٌلها البٌانً  ، كما ٌلً:  المعرّفة على  ـ نعتبر الدّالة  

ٌّن أنّه، من  .1  : أجل كل عدد حقٌقًب

 .و  .احسب نهاٌتً الدّالة عند 2

ٌّر الدّالة 3 ٌّراتها. . ادرس اتجاه تغ  وشكل جدول تغ

 .و  . احسب 4

 ٌطلب إعطاء معادلة لكل منهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن  ـ استنتج أنّ  

ٌّن أنّ المنحنى 5  ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌها. ٌقبل نقطة انعطاف  . ب

ٌّن أنّ 6  .حٌث  ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  . ب

  .و  ، . ارسم 7

III  كما ٌلً:  المعرّفة على  ـ نعتبر الدّالة. 

ٌّر الدّالة ٌّن اتجاه تغ  شكل جدول تغٌراتها.ثمّ  h ـ ع

 الرابع:التمرٌن 

  :  بالعبارة الدالة العددٌة المعرّفة على   لتكن

 . يعهى يخعايد ٔيخجاَشالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .ادزس حغٍسّاث اندانت  

ٌّ انًُحُى    فً َقطخٍٍ ٌطهب حعٍٍٍ إحداثٍاحًٓا. ٌقطع انًسخقٍى  أثبج أ

 ، ياذا حسخُخج ؟ احسب 

ٌّ انًعادنت   هى انًجال ع حقبم حلا ٔحٍدا  بٍٍّ أ 0,71; 0,70 . 

 المنحنى أنّ  أثبت 
 

وٌمسّ المنحنى ٌشمل النقطة  ٌقبل مماسا 
 

 فً نقطتٌن

 .المماس  ٌطلب حساب إحداثٌات كل منهما، اكتب معادلة     

 .والمنحنى ارُسم المماس  

  عدد حلول المعادلة:  ناقش بٌانٌا، وحسب قٌم الوسٌط الحقٌقً  

 .حٍث:  اندانت انعددٌت نهًخغٍسّ انحقٍقً   

ٌّن أنّ  ( أ      دالة زوجٌة.  ب

ٌّرات (ب     .، علل ذلك ، ارُسم دون دراسة تغ
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 الموضوع الثالثحل                                                   

 الأوّل:التمرٌن 

 ./Iالجزء 

2من الفضاء ٌكون:  M  إثبات أنّه، من أجل كل نقطة (1 2.MD MH MI ID . 

  .MD MH MI ID MI IH      ّوبما أنI  منتصف القطعة المستقٌمة DH  ّفإنIH ID  

ومنه     2 2.MD MH MI ID MI ID MI ID    . 

.من الفضاء التً تحقق M استنتاج أنّ مجموعة النقط   (2 0MD MH   هً سطح كرة S 

. 0MD MH   2كافـــئ ت 2 0MI ID   و تكافئMI ID   بالتالً مجموعة النقطM كرة مركزه   هً سطحI 
 .IDَٔصف قطسِ 

 ./IIالجزء 
ٌّن مستوٌا. C وA  ، Bالتحقق أنّ النقط   (أ (1  تع

لدٌنا  3;6;0AB   ، 3;0;4AC   و
3 0

3 6





 غٌر مرتبطٌن خطٌا  و إذن الشعاعان   

ٌّن مستوٌا. A  ، Bٔ Cالنقط ومنه   تع

تبٌٌن أنّ الشعاع  (ب 4;2;3n  هو شعاع ناظمً للمستوي ABC. 

 لدٌنا     . 4 3 2 6 3 0 0n AB       و     . 4 3 2 0 3 4 0n AC      

 .ناظم للمستوي  وبالتالً   و عمودي على كل من الشعاعٌن  ومنه 

معادلة دٌكارتٌة للمستوي  كتابة (جـ ABC. 

معادلة المستوي  ABC  4من الشكل 2 3 0x y z d      ّوبما أنA  تنتمً للمستوي ABC  ّفإن 

 4 3 0d   12ومنهd    وعلٌه معادلة المستوي ABC  ً4ه 2 3 12 0x y z   . 

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (2   الذي ٌشملD  وٌعامد المستوي ABC. 

بما أنّ    ٌعامد P  ّفإنn  هو شعاع توجٌه للمستقٌم  

DMلدٌنا:  لمستقٌم من ا من أجل كل نقطة  tn  حٌثt .ًعدد حقٌق 

ومنه   

5 4

2 ;

1 3
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 .أي  

  . على المستوي Dالمسقط العمودي للنقطة   Hنسمً  (3

 .Hحساب احداثٌات النقطة  

H  والمستوي  هً نقطة تقاطع. 

  نحل الجملة  

 نجد:  بقٌمهما فً  و و من  و و ننعوض كل م
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 علٌه و  إذن   أي  ومنه 

 .والمستوي  Dحساب المسافة بٌن النقطة   (4

 ٌمكن حساب المسافة بطرٌقتٌن

    :1طرٌقة 

   :2طرٌقة 

 .إذن   وعلٌه  لدٌنا 

 .كتابة معادلة لسطح الكرة 

 .Iتعٌٌن احداثٌات 

 إذن   ،  ،  

  

 .وهً معادلة السطح  اه معن 

 .نعتبر النقطة  (5

 .على المستقٌم  هً المسقط العمودي للنقطة  أنّ  إثبات (أ

 و  إذا تحقق ما ٌلً:  على المستقٌم  هً المسقط العمودي للنقطة  تكون 

 وهذا ٌعنً أنّ  ومنه  لدٌنا 

 و ولدٌنا  3;6;0AB  شعاعان إذن ال  ومنهAB  وAN  مرتبطان خطٌا ومنه 

N  تنتمً للمستقٌم AB على المستقٌم  هً المسقط العمودي للنقطة  بالتالً و. 

 .ABCDحساب حجم رباعً الوجوه  (ب
1

3
V S DH   حٌثS  هً مساحة المثلثABC. 

 ،  لدٌنا 

 .وعلٌه      ومنه
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 الثانً:التمرٌن 
 :  المعادلة المركبة الأعداد مجموعة فً حل -1

 و    للمعادلة حلان هما  

  ،   ،  لواحقها  ،،النقط   لتكن -2

 ـ تعلٌم النقط .

 ،بالنسبة إلى  نظٌرة  نسمً ( أ -3

 .لاحقة   تعٌٌن 

  ومنه   معناه  

 بالتالً  أي 

 إلى النقطة  وٌحول إلى   ٌحول اوٌته وز الدوران الذي مركزه  لٌكن  (ب

 على الترتٌب. و   لاحقتً النقطتٌن  و   ـ تعٌٌن

 .أي  هً :  الكتابة المركبة للدوران 

 .ومنه    معناه   

 .ومنه   معناه  

 .بالدوران  ـ تعٌٌن لاحقة صورة النقطة 

 .وعلٌه  ومنه   

 .إلى النقطة   و إلى النقطة  وٌحول  ذو اللاحقة  عه الانسحاب الذي شعا لٌكن  -4

 على الترتٌب. و لاحقتً النقطتٌن   و  ـ تعٌٌن

 أي   هً :  t العبارة المركبة للانسحاب

 .ومنه  معناه  

 .أي  ومنه  معناه  

 .بالانسحاب  ـ تعٌٌن لاحقة صورة النقطة 

 .وعلٌه   ومنه  

  .  أنّ: تبٌٌن ( أ -5

 

 

 .أي  ومنه 

 . استنتاج طبٌعة المثلث

 .و   ومنه   لدٌنا 
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 .متساوي الساقٌن وقائم فً  إذن المثلث  و   وهذا ٌعنً أنّ 

 . طبٌعة الرباعً  (ب

 منتصف  وبما أنّ الدوران ٌحافظ على المنتصف فإنّ  ولدٌنا  منتصف  لدٌنا 

 .منتصف  ٌحافظ على المنتصف فإنّ  وبما أنّ الانسحاب ولدٌنا 

 (قطراه متناصفان  )متوازي أضلاع  ومنه الرباعً 

 مربع. إذن  و  وزٌادة على ذلك لدٌنا 

 الثالث:التمرٌن 

I  عدداٌ حقٍقٍاٌ. ٔ  حٍث  كًا ٌهً:  انًعسّفت عهى  نخكٍ اندّانت ـ 

 .لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  نرمز بـ

 وٌقبل عند النقطة مماسا موازٌا لمحور الفواصل ٌشمل النقطة   بحٌث و   تعٌٌنــ 

وٌكافئ   ٌكافئ  معناه  ٌشمل النقطة  

 .أي  

 ،  ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل الإشتقاق على  الدالة 

 أي  وٌكافئ  معناه  مماسا موازٌا لمحور الفواصل A   ٌقبل عند النقطة 

وعلٌه  ومنه  نجد  فً المعادلة  بالتعوٌض عن قٌمة    ; 1;2a b  

II  كما ٌلً:  المعرّفة على  ـ نعتبر الدّالة 

 .تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  

 : تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  .1

 

 .و  نهاٌتً الدّالة عند  حساب.2

 . و  لأنّ    

  و  لأنّ   
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ٌّر الدّالة  دراسة. 3   اتجاه تغ

  ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على الدّالة 

 

 .متزاٌدة تماما على  إذن الدّالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

x      

         +      0              +       

 

 
   
    

                                        
                          

 .و   حساب. 4

  لأنّ   

 . و  لأنّ  

 ٌطلب إعطاء معادلة لكل منهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن  ج أنّ اـ استنت 

 .بجوار  معادلته  ٌقبل مستقٌم مقارب مائل  ومنه   لدٌنا

 .بجوار  مائل معادلته  ٌقبل مستقٌم مقارب  ومنه  و لدٌنا 

 ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌها. ٌقبل نقطة انعطاف  أنّ المنحنى  تبٌٌن. 5

هً نقطة إنعطاف للمنحنى  ولاتغٌر من إشارتها فإن النقطة العدد  تنعدم عند  بما أنّ 

. 

 .حٌث  ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  أنّ  تبٌٌن. 6

 ،ولدٌنا   وبالخصوص على المجال  مستمرة ومتزاٌدة تماما على الدالة

 ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة فإنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  أي 

 ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  وبالتالً  بحٌث   من المجال 

 .حٌث 

  .و  ، رسم . 7
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III  كما ٌلً:  المعرّفة على  ـ نعتبر الدّالة. 

ٌّر الدّالة تعٌٌنـ    . اتجاه تغ

 عُدئر  َضع 

 ٔيُّ  ندٌُا 

 .ًْ َفش إشازة  ٔيُّ إشازة  ، ندٌُا يٍ أجم كم عدد حقٍقً

                  x 

 + +            0      

      +   0   +      0            

 .ٔيخزاٌدة حًايا عهى انًجال  يخُاقصت حًايا عهى انًجال  اندانت 

 مركة دانتٍه: ٌمكه اتثاع طرٌقة اتجاي تغٍرّ

يخُاقصت حًايا عهى  ٔاندانت  ٔحأخر قًٍٓا فً انًجال  يخزاٌدة حًايا عهى انًجال  ندٌُا اندانت 

 .يخُاقصت حًايا عهى انًجال  ٔبانخانً اندانت  انًجال 

يخزاٌدة حًايا عهى  ٔاندانت  ٔحأخر قًٍٓا فً انًجال  يخزاٌدة حًايا عهى انًجال  ٔ ندٌُا اندانت 

 .يخزاٌدة حًايا عهى انًجال  ٔبانخانً اندانت  انًجال 

 ٌّ ٌّ  ٔ  بًا أ  فإ

 ٌّ ٌّ  ٔ  بًا أ  فإ

 .جدول تغٍرات اندّانة 
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 انراتع:انتمرٌه 

  :  بالعبارة الدالة العددٌة المعرّفة على   لتكن

 . يعهى يخعايد ٔيخجاَشالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .تغٍّرات اندانة  دراسة 

 

 

  إذٌ ٔيُّ   ندٌُا

 . إذٌ  ٔيُّ و 

 

 . ًْ يٍ َفش إشازة  إشازة

 أٔ  أي  ٌٔكافئ  ٌٔكافئ  يعُاِ  

 أٔ  أي  ٌٔكافئ  ٌٔكافئ  يعُاِ  

 .إشازة 

    0     x 

                 +0                          0        +  

 . ٔ ٔيخُاقصت عهى كم يٍ   ٔ يخزاٌدة عهى كم يٍ  اندّانت 

 .جدول تغٍرّات اندّانة 

 

 فً وقطتٍه ٌطهة تعٍٍه إحداثٍاتهما. ٌقطع انمستقٍم  أنّ انمىحىى  إثثات 

  أٔ أي   ٌٔكافئ  ٌكافئ  يعُاِ 

 إذٌ 

 . حساب 
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ًْ يسكز حُاظس نهًُحُى  ٔعهٍّ انُقطت  ٔندٌُا  ندٌُا  يٍ أجم 

 

  على المجال تقثم حلا وحٍدا  أنّ انمعادنة  تثٍٍه 

  ، لدٌنا و  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  الدّالة

فً المجال  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  أي 

 . بحٌث 

 المنحنى أنّ  إثبات 
 

وٌمسّ المنحنى ٌشمل النقطة  ٌقبل مماسا 
 

 .فً نقطتٌن

  من الشكل:  معادلة المماس لدٌنا 

 وتكافئ  معناه  

 ومنه  وتكافئ  وتكافئ  وتكافئ 

 عند النقطتٌن اللتٌن فاصلتٌهما  ٌقبل مماسٌن ٌشملان النقطة  . إذن أو  أي 

 المنحنى أنّ أي  ناوبالتالً هما متطابق المماسان متوازٌان إذن و  ولدٌنا  و 

 
 وٌمسّ المنحنى ٌشمل النقطة   ٌقبل مماسا

 
 النقطتٌن اللتٌن إحداثٌتٌهما  فً

 .و 

 . المماس معادلة كتابة

 . ومنه 

 .والمنحنى  المماس رسم 

 بٌانٌا، وحسب قٌم الوسٌط الحقٌقً  المناقشة 

  عدد حلول المعادلة: 

  حلول المعادلة هً فواصل نقط تقاطع

 .والمستقٌم ذي المعادلة 

 فإنّ المعادلة لٌس لها حلول. إذا كان 

 فإن المعادلة تقبل حلٌن مضاعفٌن. إذا كان 

 فإن المعادلة تقبل أربعة حلول. إذا كان 

 فإنّ المعادلة تقبل حلٌن. إذا كان 
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 .حٍث:  اندانت انعددٌت نهًخغٍسّ انحقٍقً   

 دالة زوجٌة.  أنّ  تبٌٌن ( أ

 .لدٌنا  من أجل 

  ولدٌنا

  ومنه  

متناظر بالنسبة إلى حامل محور  زوجٌة فإنّ  وبما أنّ  فً المجال  على  ٌنطبق  إذن

 التراتٌب.
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 الموضوع الرابع                                          
  التمرٌن الأوّل:

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j kنعتبر النقط ،: 

 3; 2; 1A  ،  5; 3;2B ،  2;3;2C  و 1; 5; 2D  . 

1  ٌّن أنّ النقط ٌّن مستوٌا ؛ نرمز له بالرمز Cو A،Bب تع P. 

2  ٌّن أنّ الشعاع ب 2;1; 1n   ناظمً للمستوي Pثمّ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، P . 

3 اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  (أ   الذي ٌشمل النقطةD  وٌعامد P. 

ٌّن احداثٌات النقطة  (ب      على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eع P. 

4  H المسقط العمودي للنقطةD  على المستقٌم ABو ،  :عدد حقٌقً حٌثAH AB. 

ٌّن أنّ:  (أ      ب
2

.AD AB

AB
 . 

والمستقٌم  D، ثمّ المسافة بٌن النقطة Hوإحداثٌات النقطة  استنتج العدد الحقٌقً  (ب      AB. 

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

 .المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  لى الترتٌب نقط المستوي التً لاحقاتها ع و ،نسمً 

 على الشكل الأسً. اكتب العدد  (أ

 .وطبٌعة المثلث  ب( استنتج قٌسا للزاوٌة 

ٌّم العدد الطبٌعً (جـ ٌّن مجموعة ق  حقٌقٌا موجبا. بحٌث ٌكون  ع

ٌّم للعدد الطبٌعً (د  تخٌلٌا صرفا ؟ برّر إجابتك. ٌكون من أجلها العدد المركب  هل توجد ق

ٌّن (أ (3  ، محددا نسبته وزاوٌته.إلى  وٌحول  الذي مركزه  العبارة المركبة للتشابه المباشر  ع

 استنتج طبٌعة المثلث  (ب    

ٌّن العناصر الممٌزة لــ (أ (4  والتً تحقق: من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ع

                                          

ٌّن  (ب     .حٌث:  من المستوي التً لاحقتها  وعة النقط مجم ع

 التمرٌن الثالث:

كما ٌهً:  انمعشّفت عهى  fوعخبش انذّانت  x

x
f x

e x



،  fC  تمثٌلها البٌانً فً معلم ومتجانس ; ,O i j. 

I)   نعتبر الدّالةg  كما ٌلً: المعرّفة على  1xg x e x  . 

ٌّر الدالة (1  .g ادرس اتجاه تغ

استنتج أنّ  (2  0g x   ًمن أجل كل عدد حقٌقx. 

  2 2 3 4 0z i z z   

 ; ,O u v

ABC1 3z i 2 3z i 
3z i

1

2

z

z

 ;OB OAOAB

n1

2

n

z

z

 
 
 

n1

2

n

z

z

 
 
 

SABC

ABC

 EMz

2 2

1 3 5z z z z   

 'EMz1 3z z z z  
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x ،0xeعلل أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (3 x . 

II- 1.  احسب نهاٌتً (أf  عند  و. 

 فسّر النتائج هندسٌا. (ب         

احسب  ( أ .2 'f x. 

ٌّر الدالة ادسس (ب     ٌّراتها. fاتجاه تغ  ثمّ شكل جدول تغ

عٍهّ معادنت  ( أ .3 T  مماس انمىحىى fC  0عىذ انىقطت انخً فاصهخٍا. 

نهمىحىى ادسس انُضعٍت انىسبٍت  (ب     fC  بانىسبت إنى T. 

عهم أنّ انمىحىى  (جـ     fC .ٌقبم وقطت اوعطاف، ٌطهب حعٍٍه إحذاثٍاحٍا 

اسُسم  .4 T َ fC. 

 التمرٌن الرابع:

I -  ًكما ٌلً:  الدالة المعرّفة على  ه. 

ٌّرات الدالة  (1 ٌّراتها.ادرس تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة:  (2  .ٌحقّق  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر ب

ٌّم (3 ٌّن، حسب ق  .إشارة   ع

 .بـ: هً الدالة المعرّفة على المجال   (4

 .و  بدلالة كل من  احسب  (أ     

ٌّن اشارة  (ب     ٌّرات الدالة ع  .، ثمّ شكّل جدول تغ

II -   كما ٌلً:    هً الدالة المعرّفة على المجال. 

 . معهم مخعامذ َمخجاوسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .الفاصلة  فً النقطة ذات مماس تقبل الاشتقاق عند الصفر، ثمّ اكتب معادلة لـ بٍهّ أنّ انذانت  -1

ٌّن أنّه، من أجل كل  (أ  -2 ٌّر الدالة ، من  ب  ، ثمّ استنتج اتجاه تغ

ٌّن أنّ:  (ب     ٌّن حصرا لـ ب  .، ثمّ ع

ٌّرات الدالة و  احسب  (جـ      .، ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّه من أجل كل  ( أ -3  . فإنّ: من المجال  ب

 .ى انمماس بانىسبت إن ادسس َضعٍت  (ب     

 .3فً انىقطت راث انفاصهت  َانزي ٌخقاطع مع  انمُاصي نـ  عٍهّ معادنت نهمسخقٍم  -4

 .َ ، اسسم  -5

 .، عذد حهُل انمعادنت : واقش بٍاوٍا، حسب قٍمّ انُسٍط انحقٍقً  -6
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
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x 1;3 ln 1 0x x  
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 حل الموضوع الرابع                                                 

 وّل:التمرٌن الأ

1  إثبات أنّ النقطA،B وC ٌّن مستوٌا  .تع

 2; 1;3AB   َ 1;5;3AC   َ
1 5

2 1





 غٌر متناسبة  ACو ABومنه إحداثٌات الشعاعٌن  

ٌّن مستو Cو A،Bغٍش مشحبطٍه خطٍا َبانخانً انىقط   ACو ABأي انشعاعان   .ٌاتع

2  إثبات أنّ الشعاع 2;1; 1n   ناظمً للمستوي P . 

لدٌنا  
     

     

. 2 2 1 1 1 3 0

. 2 1 1 5 1 3 0

n AB

n AC

     


    

  

ناظمً للمستوي  nوعلٌه فإنّ الشعاع   ACو ABعمودي على كل من الشعاعٌن  n ومنه الشعاع ABC. 

معادلة دٌكارتٌة للمستوي P. 

مه أجم كم وقطت  ; ;M x y z مه  P  :نذٌىا. 0AM n    مع 3; 2; 1AM x y z  . 

. 0AM n   معىاي     2 3 2 1 0x y z       2ومنه 5 0x y z     هً معادلة المستوي P. 

3 التمثٌل الوسٌطً للمستقٌم  (أ   الذي ٌشمل النقطةD  وٌعامد P. 

بما أنّ    ٌعامد P  ّفإنn  هو شعاع توجٌه للمستقٌم   ولدٌنا D  . 

لتكن  ; ;M x y z  من المستقٌم   :فإنّها تُحقق/DM t n t   مع 1; 5; 2DM x y z   . 

ومنه 

1 2

5

2

x t

y t

z t

 


 
   

أي       

1 2

: 5

2

x t

y t t

z t

 


    
   

. 

على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eتعٌٌن إحداثٌات النقطة  (ب P. 

على المستوي  D؛ المسقط العمودي للنقطة Eإحداثٌات النقطة  P ٌمهً نقطة تقاطع المستق 

العمودي على  P  والمار من النقطةD  مع المستوي P  أي هً نقطة تقاطع المستقٌم   والمستوي P. 

نحل الجملة 

 

 

 

 

1 2 .............. 1

5 ............. 2

2 ............. 3

2 5 0........... 4

x t

y t

z t

x y z

 


  


  
    

 

من  zو   yو xكل مننعوض  1 و 2 و 3  ًبقٌمهما ف 4 :نجد 

     2 1 2 5 2 5 0t t t           6ومنه 6 0t    1أيt . 

ومنه 

3

4

3

x

y

z




 
  

إذن     3; 4; 3E  . 

4 إثبات أنّ:  (أ
2

.AD AB

AB
 . 

على المستقٌم  Dالمسقط العمودي للنقطة H لدٌنا  AB  ومنه. .AD AB AH AB 
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AHولدٌنا  AB  إذن. .AD AB AB AB   ومنه
2

.AD AB

AB
 . 

 .استنتاج العدد الحقٌقً  (ب

 2; 3; 1AD      و 2; 1;3AB     ومنه     . 2 2 1 3 3 1 4AD AB         

14ABو    إذن
4 2

14 7



  . 

 .Hإحداثٌات النقطة 

نضع  '; '; 'H x y z. 

لدٌنا  2 ; ;3AB     و ' 3; ' 2; ' 1AH x y z     وعلٌهAH AB  معناه 

' 3 2x    و' 2y     و' 1 3z     ومنه' 2 3x    و' 2y     و' 3 1z  . 

وبما أنّ 
2

7
    :ّفإن

17
'

7
x   و

12
'

7
y    و

13
'

7
z    إذن

17 12 13
; ;

7 7 7
H
 

  
 

. 

والمستقٌم  Dالمسافة بٌن النقطة  AB. 

  
3 70

;
7

d D AB DH . 

 ن الثانً:التمرٌ

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

 
 .أو  ٌكافئ 

 .نحل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  نقط المستوي التً لاحقاتها على الترتٌب  و ،نسمً 

 الأسً.على الشكل  كتابة العدد  (أ

 . 

 .وطبٌعة المثلث  ب( استنتاج قٌسا للزاوٌة 

 متقاٌس الأضلاع. إذن المثلث  ومنه  ولدٌنا  ومنه  

م العدد الطبٌعً (جـ ٌّ  حقٌقٌا موجبا. بحٌث ٌكون  تعٌٌن مجموعة ق

 . لدٌنا  

  2 2 3 4 0z i z z   
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 .حٌث   وعلٌه ومنه  حقٌقً موجب معناه  

م للعدد الطبٌعً  (د ٌّ  تخٌلٌا صرفا ؟  ٌكون من أجلها العدد المركب  هل توجد ق

 ومنه  ومعناه  تخٌلً صرف معناه  

 فردي زوجً و  لأن  فً  لا تقبل حلولا والمعادلة  وتكافئ  أي 

 تخٌلٌا صرفا. العدد المركب بحٌث ٌكون  ومنه لا ٌوجد عدد طبٌعً

 ، محددا نسبته وزاوٌته.إلى  وٌحول  ذي مركزه ال تعٌٌن العبارة المركبة للتشابه المباشر  (أ (3

 فإنّ   إلى ٌحول  وبما أن  من الشكل  العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 ومنه    

 .أي   هً  ومنه العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 .و زاوٌته  هً  نسبة التشابه 

 استنتاج طبٌعة المثلث  (ب

 .قائم فً  ومنه المثلث  فإنّ   بما أنّ 

 والتً تحقق: من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  تعٌٌن العناصر الممٌزة لــ (أ (4

                                               

  تكافئ  

 :1طرٌقة 

 نضع 

 ومنه  

 ومنه  

 ومنه 

 ومعناه  معناه  

 .أي    وتكافئ 
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z
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 
 
 

SABC
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 3 1 2 1z z z z  23 1
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2 2 23 3
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


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 
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    

   
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3
'

2

i
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 
 
   
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'
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3
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
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2
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

 ABCA

 EMz
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1 3 5z z z z   
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 ;M x y

   
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3 1AM x y      
2 22 3 1AM x y   

 
22 1BM x y   
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     
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2 2 5AM CM  
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2
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 
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2
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1
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 
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 . ونصف قطرها  الدائرة التً مركزها هً  إذن 

 :2طرٌقة 

 .ومنه  منتصف  لتكن 

  معناه  

 ومعناه 

 تكافئ 

 ومنه    منتصف لأن  ومنه  ولدٌنا 

 ،      . 

 ومنه  أي   تكافئ  

 .ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها  بالتالً 

 .حٌث:  التً لاحقتها من المستوي  مجموعة النقط  تعٌٌن  (ب

 
 .هً محور القطعة  إذن   تكافئ

 التمرٌن الثالث:

I)   نعتبر الدّالةg  كما ٌلً: المعرّفة على  1xg x e x  . 

ٌّر الدالة  (1  .gدراسة اتجاه تغ

ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  gة الدّال ' 1xg x e  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

 ' 0g x   1معناه 0xe    1وٌكافئxe   0أيx  

متناقصة تماما على المجال  gإذن الدالة  ;0  ومتزاٌدة تماما على المجال 0;. 

استنتاج أنّ  (2  0g x   ًمن أجل كل عدد حقٌقx. 

لدٌنا   00 0 1 0g e   ؛ 

متناقصة تماما على المجال  gالدالة  ;0  ومتزاٌدة تماما على المجال 0;  إذن فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى

0xتبلغها عند   ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌقx،   0g x g  أي  0g x . 

x ،0xeتعلٌل أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (3 x . 

x ،من أجل كل عدد حقٌقًلدٌنا   0g x   1ٌكافئ 0xe x     1أيxe x   ً0وبالتالxe x  
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I AAI z z    
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I CCI z z   

 12 3 3
2 5

4 4
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7
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IM 

 E
3
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2

I
 
  
 

7

4

 'EMz1 3z z z z  

1 2z z z z  AM CM 'E AC
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II- 1.  حساب نهاٌتً (أf  عند  و. 

 
1

lim lim lim lim 1

1 1
x x xx x x x

x x
f x

e x e e
x

x x

   
    

    
    

   

lim لأنّ    0
x

x

e

x


  

 
1

lim lim lim lim 0

1 1
x x xx x x x

x x
f x

e x e e
x

x x

   
   

    
    

   

lim نّ لأ  
x

x

e

x
  

 تفسٌر النتائج هندسٌا. (ب

لدٌنا  lim 1
x

f x


   إذن fC  1ٌقبل مستقٌم مقارب معادلتهy    بجوار. 

و  lim 0
x

f x


  إذن fC  0ٌقبل مستقٌم مقارب معادلتهy   بجوار. 

حساب  ( . أ2 'f x. 

xلٌكن    :لدٌنا 

 
   

   

 

 
2 2 2

1 1 1
'

x x xx x

x x x

e x x e e xe x xe x
f x

e x e x e x

     
  

  
 

ٌّر الدالة دزاسة (ب   fاتجاه تغ

0xeلدٌنا    و 
2

0xe x   ومنه إشارة 'f x  هً إشارة 1 x 

من أجل  1;x   ،1 0x   ومنه ' 0f x   وبالتالً الدالةf  متناقصة تماما على المجال 1; 

من أجل  ;1x   ،1 0x   ومنه ' 0f x   وبالتالً الدالةf  متزاٌدة تماما على المجال ;1 

ٌّرات الدالة  .fجدول تغ

x                          1                               

 'f x   +   0           

 

 f x  
                                

1

1e 
  

  

1                                0    

تعٍٍه معادلة  ( . أ3 T  مماس المىحىى fC  0عىد الىقطة التً فاصلتها. 

اس معادنت انمم T  :ًٌ    ' 0 0 0y f x f    أيy x. 

دزاسة الىضعٍة الىسثٍة للمىحىى  (ب fC  تالىسثة إلى T. 

:  عذدا حقٍقٍا xنٍكه 
   2 1xx

x x x x

x e x xg xx x xe x
f x x x

e x e x e x e x

    
     

   
 

نذٌىا   0g x   َ0xe x   َمىً إشاسة f x x  وفس إشاسة  عهى ًٌx  

0xإرا كان    0فإنx   ًَمى  0f x x  

0xإرا كان    ّ0فإنx   ًَمى  0f x x  

َعهًٍ مه أجم  ;0x   ، fC  ٌُجذ فُق T َمه أجم ، 0;x   ، fC  ٌُجذ ححج T  
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َ T  ٌخخشق fC  فً انىقطتO .مبذأ انمعهم 

تعلٍل أنّ المىحىى  (جـ fC ٍٍه إحداثٍاتها.ٌقثل وقطة اوعطاف، ٌطلة تع 

انمماس  بما أنّ  T  ٌخخشق انمىحىى fC  فً وقطت انخماسO  فإن انىقطتO وقطت إوعطاف نهمىحىى ًٌ fC. 

 زسم.  T و fC. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التمرٌن الرابع:

I -   كما ٌلً:  هً الدالة المعرّفة على. 

ٌّرات الدالة  (1  .دراسة تغ

 

 .و  لأنّ 

 

 ولدٌنا :  تقبل الإشتقاق على  الدّالة 

 

 .نفس إشارة  من هً إشارة 

3        
 x 

                     0        +      

 .ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  الدّالة نستنتج هكذا أنّ 

 

 

 

g 1;3   2ln 1
1

x
g x x

x
  



g

     
1 1

1
lim lim 2 1 ln 1

1x x

g x x x x
x 

 

       

   
1 0

lim 2 1 ln 1 lim 2 ln 0
x x

x x t t
 

 

   
1

1
lim

1x x


 


 
3

3 2ln 4
4

g  

g 1;3

 
 

 

   
2 2 2

2 1 12 1 2 1
'

1 1 1 1

x x
g x

x x x x

  
   

   

 'g x2 1x 

1

2


1

 'g x

g
1

1;
2

 
  
 

1
;3

2

 
 
 
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ٌّرات الدّالة   .جدول تغ

3          0                      
x 

        +      +       0                

                                 

            0                      0    

         

 

 

 .ٌحقّق  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر تبٌٌن أنّ المعادلة:  (2

و  وتأخذ قٌمها فً المجال  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  الدّالة 

 وكذلك لدٌنا الدّالة  فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  إذن المعادلة  

و  وتأخذ قٌمها فً المجال  ومتزاٌدة تماما على المجال مستمرة 

. وبما أنّ فً المجال  تقبل حلا وحٌدا   إذن المعادلة 

أي  و  ولدٌنا  فإنّ  

 ومنه  

م (3 ٌّ  .إشارة   تعٌٌن، حسب ق

3      0          x 

         +       0        0 +  

 .بـ: على المجال هً الدالة المعرّفة   (4

 .و  بدلالة كل من   حساب (أ 

 

 .تعٌٌن اشارة  (ب

3 0    
x 

    +     0             0     +  

   + +     0     

 + 0            0          +           0          

 .و  ى كل من متناقصة تماما علو و   متزاٌدة تماما على كل من  الدالة 

 

 

 

g

1

2
1

 'g x

3
4ln 2

4


2ln 2 1 

 g x

  0g x 0,8 0,7   

g
1

1;
2

 
  
 

 2ln 2 1;  

 0 2ln 2 1;     0g x 
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ٌّرات الدالة   .جدول تغ

3 0    
x 

          +          0      0          +       0    

   

  
                      0  0 

 

 

II -   كما ٌلً:    هً الدالة المعرّفة على المجال. 

 . امذ َمخجاوسمعهم مخعالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 تقبل الاشتقاق عند الصفر.  أنّ الدالة  تثٍٍه -1

 لأنّ    

 .0تقبل الإشتقاق عند  إذن الدالة 

 .فً النقطة ذات الفاصلة  مماس كتابة معادلة لـ

 ومنه   

ٌّن أنّه، من أجل  (أ  -2  . ب

 ، لدٌنا:من أجل 

 

ٌّر الدالة   استنتاج اتجاه تغ
3                0            x 

         +       0        0  +   
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 . تبٌٌن أنّ:  (ب

  تكافئ  تكافئ  معناه 

 .ي أ ومنه  
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 .تعٌٌن حصرا لـ 

 وٌكافئ  معناه  

 ولدٌنا 

 .أي  ومنه  إذن 

 . و  حساب  (جـ

 

 .و  لأنّ   

ٌّرات الدالة   .جدول تغ
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 . فإنّ: من المجال  تبٌٌن أنّه من أجل كل  ( أ -3

  نضع

 لدٌنا :  من  من أجل كل عدد حقٌقً 

 .هً نفس إشارة  إشارة 

  ، ومن أجل  ، من أجل 

ٌّة  ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  إذن الدّالة  صغرى على ولها قٌمة حد

0xتبلغها من أجل   المجال   أي  ،من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً وعلٌه
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 .تالىسثة إلى المماس  دزاسة وضعٍة  (ب
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3 0   x 

        0            +                      x 

         +                     0        +     

 + 0     

 + 0   +  

 
فُق 

                     
 فُق 

 
  ٌمس                       

 فً النقطة                          

 

 انُضعٍت

 .3فً الىقطة ذات الفاصلة  والري ٌتقاطع مع  المىازي لـ  تعٍٍه معادلة للمستقٍم  -4

فٍُ ٌشمم انىقطت   3فً انىقطت راث انفاصهت  ٌخقاطع مع َبما أوً  مه انشكم  معادنت انمسخقٍم 

 .َمىً  إرن  

 .ًٌ  َعهًٍ معادنت انمسخقٍم 

 .و ، زسم  -5

 

 .، عدد حلىل المعادلة : المىاقشة تٍاوٍا، حسة قٍمّ الىسٍط الحقٍقً  -6

 .عادلة والمستقٌم ذي الم حلول المعادلة إن وُجدت هً فواصل النقط المشتركة بٌن 

 فإنّ المعادلة لا تقبل حلا. أو  إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حلا واحدا مضاعفا. إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حلان مختلفان. إذا كان 

 فإنّ المعادلة لها حل وحٌد. إذا كان 
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 الموضوع الخامس
 التمرٌن الأوّل:

 ، نعتبر النقط: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 .والشعاع  و  ،  ،  

ٌّن أنّ  .1  .هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ب

 .وٌوازي  الذي ٌشمل النقطة  حدّد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .2

 .المستوي ذو المعادلة:  لٌكن  .3

ٌّن أنّ المستوٌٌن  أ ـ                      تمثٌله الوسٌطً  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و ب

ٌّن أنّ المستقٌمٌن      لٌسا من نفس المستوي. و ب ـ ب

 .و  ، تحقق أنّ:  و تعطى النقطتان  .4

 عدد حقٌقً. مع  من الفضاء حٌث:  مجموعة النقط  لتكن  .5

 شعاع ناظمً له. مستو،  واستنتج أنّ  دلة دٌكارتٌة لـمعا أ ـ جد بدلالة     

ٌّن قٌمة      .المستوي المحوري للقطعة  حتى ٌكون  ب ـ ع

 التمرٌن الثانً:

 . حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة 1

 ى الترتٌبلواحقها عل C  و A  ،B. فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر النقط  2

      ،  ، 

 .على الشكل الأسً واستنتج طبٌعة المثلث  ـ اكتب العدد   

 مع  بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  . لتكن 3

 .مع   بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ولتكن     

 .و  تنتمً إلى كل من  Aأ ـ تحقق أن النقطة     

ٌّن نقطتً تقاطعهما.و  ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة لكل من      ؛ وع

 Bإلى  Aوٌحول  Cالتشابه المباشر الذي مركزه  S. لٌكن 4

 وعٌن نسبته وزاوٌته. Sأ ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه      

ٌّن       .Sبالتشابه   و  صورتا  و  ب ـ ع

و  جـ ـ استنتج تقاطع     
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 التمرٌن الثالث:

I-  نعتبر الدّلةg  كما ٌلً:  المعرّفة على   1 2xg x x e    

ٌّرات الدّالة  .1  .gادرس تغ

ٌّن أنّ المعادلة 2 . ب  0g x   تقبل حلا وحٌدا  0,38حٌث 0,37   . 

. استنتج إشارة 3 g xٌّم  .x؛ حسب ق

II- نعتبر الدّالة f كما ٌلً:   المعرّفة على  2 1 xf x x xe   . 

 fC
 

تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً .1 x ،ب   'f x g x. 

ٌّرات الدّالة 2  .f. ادرس تغ

ٌّن أنّ المستقٌم  . ب d  2ذا المعادلة 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

. ادرس وضعٌة المنحنى 4 fC  بالنسبة للمستقٌم d. 

ٌّن أنّ المنحنى ٌقبل نقطة انعطاف.5  . ب

ٌّن أنّ 6 . ب 
22 1

1
f

 




 



. 

. ارسم 7 d  و fC 0,375؛ نأخذ  . 

III-    2مستقٌم معادلتهy x    حٌث .ًعدد حقٌق 

ٌّن.1  حتى ٌكون  ع  .مماسا للمنحنى فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها 

1عدد حلول المعادلة :  ،. ناقش بٌانٌا، حسب قٌم العدد الحقٌقً 2 0
x

x

e
    

 التمرٌن الرابع:

 .كما ٌلً:  المعرّفة على  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معلم متعامد ومتجانسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

ٌّن أنّه ٌمكن كتابة    .على الشكل: ، ب

 زوجٌة. برهن أنّ الدّالة  

 .و  احسب  

ٌّر ا  ٌّراتها.لدالة ادرس اتجاه تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

أثبت أنّ المنحنى  
 

 ٌطلب تعٌٌن معادلتٌهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 .و ،ارسم  

 .بـ:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة  

 .، من المجال  تحقّق أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  أ ـ    

ٌّر        ٌّراتها.الدالة ـ استنتج اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ
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 حل الموضوع الخامس
 التمرٌن الأوّل:

 .هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  إثبات أنّ  .1

  و  لدٌنا 

 تحقق المعادلة  C  و A ، Bومنه إحداثٌات النقط   و 

 .هً معادلة المستوي  وبالتالً 

 .وٌوازي  نقطة الذي ٌشمل ال تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .2

 نقطة من الفضاء. لتكن 

 .بحٌث  إذا وفقط إذا وجد عدد حقٌقً  تنتمً لـ  

 .أي  ومنه 

 .المستوي ذو المعادلة:  لٌكن  .3

                 تمثٌله الوسٌطً  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و  أ ـ إثبات أنّ المستوٌٌن 

 :نجد و  بالتعوٌض فً معادلة كل من 

 و   

 .ٌتقاطعان وفق المستقٌم و وعلٌه  ومحتوى فً  محتوى فً  ومنه 

 لٌسا من نفس المستوي. و ب ـ إثبات أنّ المستقٌمٌن 

 .هو شعاع توجٌه لـ  و  هو شعاع توجٌه لـ لدٌنا 

 غٌر متوازٌٌن. و إذن  و 

 .و ندرس تقاطع 

 نحل الجملة  

 .من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة  و ةندرس إمكانٌة وجود ثنائٌ

  ومنه  نجد  فً  بقٌمتها من  بتعوٌض

 تناقض. نجد  بقٌمهما فً  و وبتعوٌض  نجد  بالتعوٌض فً 

 غٌر متقاطعٌن وبما أنهما غٌر متوازٌٌن فإنهما لٌسا من نفس المستوي. و إذن 

 .و  تحقق أنّ: ال،  و تعطى النقطتان  .4

 .وحٌدة فإنّ  بما أن  ومنه  معناه  
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 .وحٌدة فإنّ  بما أنّ  ومنه   معناه  

 عدد حقٌقً. مع  من الفضاء حٌث:  مجموعة النقط  لتكن  .5

 .معادلة دٌكارتٌة لـ أ ـ إٌجاد بدلالة 

 . و 

  ومنه  معناه 

 .مً شعاعه الناظ وهً معادلة مستو هً معادلة دٌكارتٌة لـ 

 .المستوي المحوري للقطعة  حتى ٌكون  ب ـ تعٌٌن قٌمة 

 ومنه  منتصف  لتكن 

 .وٌشمل النقطة  شعاعه الناظمً  المستوي المحوري للقطعة 

 .أي  ومنه 

  طرٌقة أخرى:

 .التً تحقق  هو مجموعة النقط  المستوي المحوري للقطعة 

 ومعناه  معناه  

 .ومنه   أي 

 ومنه  

 .تعنً  ومنه 

 وعلٌه   التً تحقق  هو مجموعة النقط  إذن المستوي المحوري للقطعة 

 التمرٌن الثانً:

 . حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة 1

 .هو حل ظاهري للمعادلة  1ومنه العدد   0نلاحظ أن مجموع المعاملات ٌساوي 

 عددان حقٌقٌان و  حٌث  ومنه 

 و  لمطابقة نجد با  

 ومنه 

 أو  تكافئ   

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .هً  مجموعة حلول المعادلة 

 لواحقها على الترتٌب C  و A  ،B. فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر النقط  2

      ،  ، 

 .مثلث على الشكل الأسً واستنتاج طبٌعة ال كتابة العدد 

 و  لدٌنا 
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 وهذا ٌعنً أنّ  و  ومنه     ومنه 

 .متساوي الساقٌن وقائم فً  بالتالً المثلث  و  

 مع  بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  . لتكن 3

 .مع   بحٌث:  من المستوي ذات اللاحقة  مجموعة النقط  ولتكن     

 .و  تنتمً إلى كل من  A تحقق أن النقطة الأ ـ 

A   بحٌث  إذا وُجد عدد حقٌقً  تنتمً إلى 

 .من  Aنجد النقطة   إذن من أجل   لدٌنا 

A   بحٌث  إذا وُجد عدد حقٌقً  تنتمً إلى 

 .من  Aنجد النقطة   إذن من أجل  لدٌنا  

  ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة لــ 

 أي  كافئ وت  ومنه  بوضع  معناه  

 هً  والمعادلة الدٌكارتٌة لـ 2ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها  إذن 

 كتابة معادلة دٌكارتٌة لــ 

   ومٌله هً المستقٌم الذي ٌشمل  إذن  معناه   

  ومنه  فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  إذن معادلة 

 . هً  وعلٌه معادلة

 تعٌٌن نقطتً تقاطعهما.

  تكافئ   تكافئ  نحل الجملة 

 .و  ٌتقاطعان فً النقطتٌن  و   ومنه  إذن

 Bإلى  Aوٌحول  Cالتشابه المباشر الذي مركزه  S. لٌكن 4

 وتعٌٌن نسبته وزاوٌته. Sأ ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه  

 فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  Sالكتابة المركبة للتشابه  

  هً  Sه الكتابة المركبة للتشابه  وعلٌ ومنه 

 .أي 

 هً  Sومنه نسبة التشابه   

 .هً  Sومنه زاوٌة التشابه   
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 .Sبالتشابه   و  صورتا  و  ب ـ تعٌٌن 

نضع  'I S I  ومنه
' 3Iz   بما أنّ نسبة التشابه وS  ًهً الدائرة التً مركزها فإنّ  2ه 'I ونصف 

2قطرها  2 

بما أنّ  S A B  و S C C  ّهً المستقٌم  فإن BC  ّهً المستقٌم  لأن AC. 

 و  جـ ـ استنتاج تقاطع 

ٌتقاطعان فً النقطتٌن   و   فإنّ  و  ٌتقاطعان فً النقطتٌن  و بما أنّ  S A  و S C  

 .Cو  Bأي فً النقطتٌن  

 التمرٌن الثالث:

I-  نعتبر الدّلةg  كما ٌلً:  المعرّفة على   1 2xg x x e    

ٌّرات الدّالة 1  .g. دراسة تغ

limلدٌنا  x

x
e 


   و lim 1

x
x


    إذن   lim lim 1 2x

x x
g x x e 

 
    . 

   lim lim 1 2 lim 2 2x x x

x x x
g x x e xe e  

  
       نّ لأlim lim 0x

xx x

x
xe

e



 
   و

lim 0x

x
e 


 

ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  gالدالة      ' 1 2x x xg x e e x e x       

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً    رة ومنه إشا 'g x  مثل  إشارة 2 x  وعلٌه ' 2 0g  

من أجل كل  ;2x    ّ2فإن 0x    أي ' 0g x   إذن الدّالةg ى المجال متزاٌدة تماما عل ;2. 

ومن أجل كل  2;x    ّ2فإن 0x   أي ' 0g x   إذن الدّالةg  متناقصة تماما على المجال 2;. 

 :gالدّالة  جدول تغٌرات

x                                               2   

 'g x   + +      0             

 

 g x  
                              22 e    

  

0               

 

                       2          

أنّ المعادلة  تبٌٌن. 2  0g x   تقبل حلا وحٌدا  0,38حٌث 0,37   . 

مستمرة على المجال  g لدٌنا الدّالة ;2  وبالتالً على المجال 0,38; 0,37  و 0,38 0,01g    ،

 0,37 0,01g    ًإذن حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد على الأقل عدد حقٌق  من المجال 0,38; 0,37  

بحٌث   0g    وبما أنّ الدّالةg  متزاٌدة تماما على المجال ;2  ّفإن .وحٌد 

. إشارة 3 g xم ٌّ  .x؛ حسب ق

 كل من أجل ;x   ،  0g x  

و من أجل كل  ;x   ،  0g x   ّكما أن  0g  
 

II- نعتبر الدّالة f كما ٌلً:   رّفة علىالمع  2 1 xf x x xe   . 

 fC
 

تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j. 

 'E 'F E F

 'E

 'F F

 'E 'F

 E FAC 'E 'F
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x ،. تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌق1ً   'f x g x. 

 عددا حقٌقٌا؛ xلٌكن 

     ' 2 2 1x x xf x e xe e x g x          

ٌّرات الدّالة 2  .f. دراسة تغ

 إشارة 'f x هً إشارة  g x وعلٌه    ' 0f g   

من أجل  ;x    ّفإن ' 0f x   وبالتالً الدّالةf  متناقصة تماما على المجال ;. 

و من أجل  ;x     ّفإن ' 0f x   وبالتالً الدالةf ماما على المجال متزاٌدة ت ; . 

 .fجدول تغٌرات الدالة 

x                                                                  

 'f x      0         + 

 

 f x  

                                       
 
  

                               f                                           

. تبٌٌن أنّ المستقٌم 3 d  2ذا المعادلة 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

   lim 2 1 lim lim 0x

xx x x

x
f x x xe

e



  
       

إذن المستقٌم  d  2المعادلة ذا 1y x   مستقٌم مقارب مائل للمنحنى fC  بجوار. 

. دراسة وضعٌة المنحنى 4 fC  بالنسبة للمستقٌم d. 

لدٌنا    2 1 xf x x xe      إشارةومنه    2 1f x x  هً نفس إشارة x. 

فً المجال  ;0 ،0x   أي   2 1 0f x x     ومنه fC  ٌقع فوق d. 

و فً المجال  0; ،0x   أي   2 1 0f x x    ومنه fC  ٌقع تحت d. 

و  fC  ٌقطع d  فً النقطة 0;1A. 

 نّ المنحنى ٌقبل نقطة انعطاف.. تبٌٌن أ5

لدٌنا    " 'f x g x   ومنه إشارة "f x  هً نفس إشارة 'g x. 

 "f x  وهذا ٌعنً أنّ النقطة  2وتغٌر من إشارتها بجوار  2تنعدم من أجل  2; 2B f  هً نقطة إنعطاف

للمنحنى  fC. 

. تبٌٌن أنّ 6 
22 1

1
f

 




 



. 

 لدٌنا  2 1f e       ولدٌنا   0g   معناه  1 2 0e     أي 
2

1
e 



  


 

إذن  
   22 1 1 22 2 1

2 1
1 1 1

f
    

 
  

    
    

   
 

. رسم 7 d  و fC 0,375؛ نأخذ  . 
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III-    2مستقٌم معادلتهy x    حٌث د حقٌقً.عد 

حتى يكون  .تعيين 1   مماسا للمنحنى fC .في نقطة يطلب تعيين إحداثياتها 

 ' 2f x  معناه  1 2 2xx e    ٌكافئ  1 0xx e   1 أيx  

لدٌنا   11 3f e   ؛ 

   مماس للمنحنى fC  إذا كان ٌشمل النقطة 11;3A e    ومنه 13 2 1e     11أي e   

11إذن من أجل  e   ٌكون    مماسا للمنحنى fC  ًنقطةالف  11;3A e . 

1عدد حلول المعادلة :  ،. المناقشة بيانيا، حسب قيم العدد الحقيقي 2 0
x

x

e
   

 

1 0
x

x

e
   

 
1تكافئ 

x

x

e
     2تكافئ 1 2

x

x
x x

e
      2ومنه 1 2xx xe x      

أي   2f x x  . 

1;1إذا كان  e      .فإنّ المعادلة لا تقبل حلول 

11إذا كان  e   1حلا واحدا مضاعفا و هو  فإن المعادلة تقبل. 

11إذا كان  ;1e     .فإنّ المعادلة تقبل حلٌن 

إذا كان  1;   .فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا 
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 الرابع:التمرين 

 .كما ٌلً:  المعرّفة على  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معلم متعامد ومتجانسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

 .على الشكل: ، تبٌٌن أنّه ٌمكن كتابة  

 لدٌنا 

                                     

                                          

          

 زوجٌة. أنّ الدّالة  إثبات 

ومنه   و لدٌنا لأن لكل عدد حقٌقً معاكس  فإنّ  من أجل 

 زوجٌة. الدالة 

 .و   حساب 

 . و  لأنّ   

 

ٌّر الدالة  دراسة     .اتجاه تغ

  

 .هً نفس إشارة  ومنه إشارة  ، حقٌقًمن أجل كل عدد 

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 
 أي  وٌكافئ   تعنً

 .ومتزاٌدة تماما على المجال  متناقصة تماما على المجال  إذن الدالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ
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أنّ المنحنى  إثبات 
 

 ٌطلب تعٌٌن معادلتٌهما. و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 معادلته  مستقٌم مقارب مائل  إذن للمنحنً  لدٌنا 

 .بجوار 

معادلته  مستقٌم مقارب مائل  إذن للمنحنً  ولدٌنا 

 .بجوار  

 .و ،رسم  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .بـ:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة  

 .، من المجال  تحقّق أنّه من أجل كل عدد حقٌقً الأ ـ     

 لدٌنا 

ٌّر الدالة اـ استنت  .ج اتجاه تغ

  متبوعة بالدّالة  الدّالةهً مركب   نلاحظ أنّ الدالة

والدالة  وتأخذ قٌمها فً المجال   متزاٌدة تماما على المجال   لدٌنا الدالة اللوغارتمٌة النٌبٌرٌة

إذن للدالتٌن نفس الإتجاه وبالتالً تركٌبهما ٌكون دالة متزاٌدة تماما على المجال  متزاٌدة تماما على المجال 

 .متزاٌدة تماما على المجال  أي الدالة  

ٌّرات الدالة   .ب ـ جدول تغ
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 الموضوع السادس
 التمرٌن الأوّل:

 ، ، انىقط:  نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 .مىتصف انقطعت   ونتكه   و   

 .احُسب إحداثٌات النقطة  (أ  

ٌّن أنّ  : ذو المعادلة لٌكن المستوي  (ب      .المستوي المحوري لـ هو  ب

 شعاع توجٌه له. و الذي ٌشمل النقطة  مستقٌماكُتب تمثٌلا وسٌطٌا لل 

 .والمستقٌم  نقطة تقاطع المستوي  جد إحداثٌات  ( أ 

ٌّن أنّ  (ب       قائم. من نفس المستوي، ثمّ استنتج أنّ المثلث  و ب

ٌّن أنّ المستقٌم  ( أ   .والمستقٌم  عمودي على كل من المستقٌم ب

 .لوجوه احسب حجم رباعً ا (ب     

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

 التً و ،،، لتكن النقط المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  ،  لاحقاتها على الترتٌب:      

 على الشكل الأسً. و  ،  اكتب  (أ     

 .احسب  (ب     

ٌّم العدد الطبٌعً جـ( ع       حقٌقٌا سالبا. التً من أجلها ٌكون  ٌّن ق

ٌّن أنّ النقط  (د       ، ٌطلب تعٌٌن نصف قطرها.تنتمً إلى نفس الدائرة التً مركزها  و  ، ،  ب

 ؟ . ماهً طبٌعة الرباعً ، ثمّ جد قٌسا للزاوٌة احسب  (هـ     

 .إلى  وٌحول  الدوران الذي مركزه  لٌكن  (3

 محددا زاوٌته. اكتب العبارة المركبة للدوران  (أ   

ٌّن لاحقة النقطة  (ب     على استقامٌة. و  ،  ثمّ تحقق أنّ النقط  بالدوران  صورة  ع

ٌّن لاحقة النقطة  (جـ     .بالدوران  ثمّ حدّد صورة الرباعً  بالدوران  صورة  ع

 التمرٌن الثالث:

I )g  كما ٌلً:  الدالة المعرفة على   1 1 xg x x e  . 

 .و  عند  gاحسب نهاٌتً الدالة  1.

ٌّر الدالة  2. ٌّراتها. ، gادرس اتجاه تغ  ثمّ شكل جدول تغ

. استنتج اشارة 3 g x  على. 

II) نعتبر الدالةf  المجال المعرّفة على  ;2 :كما يهي    2 xf x x x e  .  

نرمز بـ fC  لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 
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ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (أ .1   من  xب ;2  ّفإن :   'f x g x. 

ٌّر الدالة  (ب     ٌّراتها.fاستنتج اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المستقٌم 2 . ب   ذو المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى fC. وضعٌة  ثم ادرس fC بالنسبة لـ  

. أثبت أنّ المنحنى 3 fC  ٌقبل نقطة انعطاف .ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاها 

. اكتب معادلة المماس 4 T  للمنحنى fC  1عند النقطة ذات الفاصلة. 

ٌّن أنّ 6 . ب fC  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  :1,6حٌث 1,7 . 

. احسب 7 0f ، 1f   ثم ارسم  ، T  ًوالمنحن fC. 

عدد حلول المعادلة:  m. ناقش بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً 8 f x x m . 

 التمرٌن الرابع:

I  كما ٌلً:  المعرفة على  الة لتكن الدـ 

ٌّرات الدّالة 1 ٌّراتها. . ادرس تغ  ثم شكل جدول تغ

 .على المجال  . استنتج إشارة 2

ٌّن أنّ المعادلة  . تحقق أنّ 3  .حٌث  تقبل حلا آخرا  وب

II  و  انمعرّفت عهى كما يهي:  ـ نتكه اندّانت. 

 . معهم متعامد ومتجاوسإلى المستوي المنسوب تمثٌلها البٌانً فً  

 وفسّر النتٌجة هندسٌا. . أ ـ احسب 1

 .ب ـ     

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌق2ً  .: من المجال  . أ ـ ب

ٌّر الدّالة      ٌّراتها.ب ـ استنتج اتجاه تغ  ، ثم شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى       ٌطلب تعٌٌنها. ٌقبل نقطة انعطاف  جـ ـ ب

ٌّن دون حساب  د      وفسّر النتٌجة بٌانٌا. ـ ع

 .، ثم احسب  . أ ـ أثبت أنّ 3

 .ب ـ أعط حصرا لـ    

 ،ٌطلب كتابة معادلة كل منهما.1مٌلاهما ٌساوي  و ٌقبل مماسٌن  . أثبت أنّ المنحنً 4

 .والمنحنً  ، . ارسم 5
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 حل الموضوع السادس
 التمرٌن الأوّل:

 .لنقطة إحداثٌات ا (أ  

 .إذن   ،  ،   

 .هو المستوي المحوري لـ  تبٌٌن أنّ  (ب    

 بالتالً  ومنه  ولدٌنا  هو شعاع ناظمً للمستوي  لدٌنا 

 .هو شعاع ناظمً للمستوي  مرتبطان خطٌا وعلٌه  و  الشعاعان 

 .تنتمً للمستوي  إذن  ولدٌنا 

 .هو المستوي المحوري للقطعة  ومنه 

 شعاع توجٌه له. و الذي ٌشمل النقطة  كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم 

 نقطة من الفضاء. لتكن 

 . مع  بحٌث   معناه ٌوجد عدد حقٌقً 

 .أي    معناه  

 .والمستقٌم  نقطة تقاطع المستوي  إٌجاد إحداثٌات  ( أ 

 وعلٌه  نحل الجملة 

 .وعلٌه  ومنه  أي 

 .أي  ،  ،  إذن 

 من نفس المستوي. و تبٌٌن أنّ  (ب

 .هو شعاع توجٌه للمستقٌم  و  هو شعاع توجٌه للمستقٌم  لدٌنا 

 متوازٌان  و مرتبطان خطٌا إذن المستقٌمان  و  ومنه الشعاعان   و 

 وبالتالً فهما من نفس المستوي. 

 قائم. استنتاج أنّ المثلث 

  وبما أنّ  فً  عمودي على  متوازٌان ومنه  و 

 .فً قائم  فهذا ٌعنً أنّ المثلث  تنتمً للمستوي  وبما أنّ  فً  عمودي على  فإنّ 
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   .والمستقٌم  عمودي على كل من المستقٌم تبٌٌن أنّ المستقٌم  ( أ 

 .و  و  لدٌنا 

 .و  ومنه 

 .المستقٌم و دي على كل من المستقٌم عمو اذن المستقٌم 

 . حساب حجم رباعً الوجوه (ب

   ٌوازي و هو المستقٌم  لأنّ  إذن فهو عمودي على  عمودي على  لدٌنا 

 ٌعامد المستوي  وبالتالً  و  عمودي على كل من  ومنه 

 .على المستوي   هً المسقط العمودي للنقطة فتكون النقطة 

 .هً مساحة المثلث  حٌث  كما ٌلً ٌعطى  وعلٌه حجم رباعً الوجوه 

 .و   

 .وعلٌه 

 التمرٌن الثانً:

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (1

،  للمعادلة حلان هما  

 

 التً و ،،، لتكن النقط المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  (2

 .و  ،  ،  لاحقاتها على الترتٌب: 

 على الشكل الأسً. و  ،  كتابة  (أ

  ،  ، 

 . حساب (ب

. 

م العدد الطبٌعً  ٌّ  حقٌقٌا سالبا. التً من أجلها ٌكون  جـ( تعٌٌن ق

 . لدٌنا
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  ومنه  حقٌقً سالب معناه  

 .حٌث  بالتالً 

 عٌٌن نصف قطرها.، ٌطلب تتنتمً إلى نفس الدائرة التً مركزها  و  ، ،  تبٌٌن أنّ النقط  (د

. 

 

 

 

 تنتمً إلى نفس الدائرة التً مركزها  و  ، ،  بالتالً النقط  ومنه 

 .ونصف قطرها 

 . ، ثمّ إٌجاد قٌسا للزاوٌة  حساب (هـ

 

 .ومنه  

 .تعٌٌن طبٌعة الرباعً 

 وهذا ٌعنً أنّ  ومنه   

 مربع. إذن  و  وهذا ٌعنً أنّ   زٌادة على ذلك لدٌنا 

 .إلى  وٌحول  الدوران الذي مركزه  لٌكن  (3

 وتحدٌد زاوٌته. كتابة العبارة المركبة للدوران  (أ

 .أي  من الشكل  العبارة المركبة للدوران 

 ومنه  فإنّ   وبما أنّ 

 .هً  إذن العبارة المركبة للدوران 

 .هً  الدوران  ةزاوٌ

 .بالدوران  صورة  تعٌٌن لاحقة النقطة  (ب

 .ومنه  معناه  

 على استقامٌة. و  ،  التحقق أنّ النقط 

 عدد حقٌقً. على استقامٌة إذا كان  و  ،  تكون النقط 
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 على استقامٌة. و  A،  ومنه النقط   لدٌنا 

 .بالدوران  صورة  تعٌٌن لاحقة النقطة  (جـ

 .أي  ومنه  معناه  

 .بالدوران  الرباعً تحدٌد صورة 

هو الرباعً  فإنّ صورة الرباعً  و  و  و  بما أنّ 

. 

 التمرٌن الثالث:

I )g  كما ٌلً:  الدالة المعرفة على   1 1 xg x x e  . 

 .و  عند  gحساب نهاٌتً الدالة  1.

limلدٌنا  0x

x
xe


  وlim 0x

x
e


  إذن   lim lim 1 1 lim 1 1x x x

x x x
g x x e xe e

  
       

limولدٌنا  x

x
e


   و lim 1

x
x


    إذن   lim lim 1 1 x

x x
g x x e

 
    . 

ٌّر الدالة  2.   .gدراسة اتجاه تغ

 ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على g الدالة   ' 1x x xg x e x e xe    

x ،0xeلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً    ومنه إشارة 'g x  هً نفس إشارةx  وعلٌه ' 0 0g  

من المجال  xمن أجل كل عدد حقٌقً ;0  ّفإن ' 0g x  

من المجال  xومن أجل كل عدد حقٌقً 0;  ّفإن ' 0g x  

متناقصة تماما على المجال  gإذن الدّالة  ;0  ومتزاٌدة تماما على المجال 0;. 

 :gالدّالة  تغٌراتجدول 

 

 

 

 

 

 

. استنتاج اشارة 3 g x  على. 

نلاحظ أنّ  g من جدول تغٌرات الدالة  0g x . 

II) نعتبر الدالةf  المجال المعرّفة على  ;2  :كما يهي   2 xf x x x e  .  

نرمز بـ fC  لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

  من  xتبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (. أ1 ;2  :ّفإن   'f x g x. 

       ' 1 2 1 1x x xf x e x e x e g x        

ٌّر الدالة  (ب   . fاستنتاج اتجاه تغ

 إشارة 'f x هً نفس إشارة  g x ومنه أجل كل  ;2x  ، ' 0f x   

متزاٌدة تماما على  fوبالتالً الدالة  ;2. 
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 0 
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ٌّرا  .fت الدالة جدول تغ

x   2                                       0   

 'f x  0          +                             +   

 

 f x  

2 

 

                                 2                                                
  

                             

. تبٌٌن أنّ المستقٌم 2   ذو المعادلةy x  مقارب مائل للمنحنى fC .

     lim lim 2 lim 0x x x

x x x
f x x f x x e xe e

  
        

إذن للمنحنى  fC مستقٌم مقارب مائل    معادلتهy x. 

. إثبات أنّ المنحنى 3 fC  ٌقبل نقطة انعطاف .ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاها 

لدٌنا  :1 طرٌقة   '' 'f x g x  ومنه "f x  وتغٌر من إشارتها ما ٌعنً أنّ النقطة  2تنعدم عند 0; 2   ًه

نقطة إنعطاف للمنحنى  fC. 

مجال متزاٌدة تماما على ال fلدٌنا الدالة  :2 طرٌقة ;2  و ' 0 0f   إذن المنحنى fC  ٌقبل مماسا أفقٌا عند

النقطة  0; 2   2معادلتهy  . 

نلخص إشارة   2f x  من خلال جدول تغٌرات الدّالة f. 

من أجل  ;0x   ،  2f x    أي  2 0f x   

ومن أجل  0;2x  ،  2f x   أي  2 0f x   

فً المجال  ;0 نى المنح fC  ٌقع تحت مماسه ؛ و فً المجال 0;2  المنحنى fC .ٌقع فوق مماسه 

المماس ٌخترق المنحنى فً نقطة التماس  0; 2   وهذا ٌعنً أن النقطة 0; 2  إنعطاف للمنحنى  نقطة fC. 

 : ٌمكن إثبات ذلك مباشرة بما أنّ ملاحظة 'f x ٌّرولا  0 عند تنعدم  فإن النقطة  0بجوار العدد  امن إشارته تغ

 0; 2  للمنحنى  هً نقطة إنعطاف fC.  

معادلة المماس  كتابة. 4 T  للمنحنى fC  1عند النقطة ذات الفاصلة. 

    ' 1 1 1y f x f   ومنه  1 1y x e    أي   :T y x e . 

أنّ  تبٌٌن. 6 fC  ٌقطع حامل محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  :1,6حٌث 1,7 . 

وخاصة على المجال  مستمرة على  fلدٌنا الدّالة  1,6;1,7 و 1,6 0,38f    ، 1,7 0,05f   أي

   1,6 1,7 0g g  ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  من المجال 1,6;1,7  بحٌث

  0f    وبما أنّ الدالةf  فإنّ  متزاٌدة تماما على ومنه  وحٌد fC فً نقطة ٌقطع حامل محور الفواصل 

1,6حٌث:  وحٌدة فاصلتها  1,7 .   
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 حساب. 7 0f ، 1f  رسم و  ، T  ًوالمنحن fC. 

    00 0 0 2 2f e      ،

    22 2 2 2 2f e   . 

عدد  mبٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً  المناقشة. 8

حلول المعادلة:  f x x m . 

mإذا كان  e   0أوm  حل أي فإنّ المعادلة لا تقبل 

mإذا كان  e  فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا مضاعفا 

0mإذا كان   فإنّ المعادلة تقبل حلا واحدا وحٌدا 

0eإذا كان  m   لمعادلة تقبل حلٌن.فإنّ ا 

 

 الرابع:التمرٌن 

I  كما ٌلً:  المعرفة على  لتكن الدالة ـ 

ٌّرات الدّالة  . دراسة1   تغ

 لأنّ  

 لأنّ    

 ونديىا:  تقبم الإشتقاق عهى  اندانت 

 .لأنّ  هي وفس إشارة  إشارة 

  0 
x 

     + 0               

 .و متزايدة تماما عهى انمجال  متىاقصت تماما عهى انمجال  اندّانت 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

 

 

 

 

 

 

 .على المجال  ج إشارة ا. استنت2

  من المجال  إذن من أجل كل عدد حقٌقً تقبل قٌمة حدٌة صغرى وهً  لدٌنا الدّالة 

 .وبالتالً 

  تحقق أنّ ال. 3

 

g 0;  2 1 lng x x x  

g

 
0 0

lim lim 2 1 ln
x x

g x x x
 

 

    
0

lim ln
x

x




 

 
1 ln

lim lim 2
x x

x
g x x

x x 

 
     

 

ln
lim 0

x

x

x


g 0; 
1 2 1

' 2
x

g x
x x


  

 'g x2 1x 0x 


1

2

 'g x

g
1

0;
2

 
 
 

1
;

2

 
 

 

g

 g x 0;

gln 2x 0;  ln 2g x 

  0g x 

 1 1g 

   1 2 1 1 ln1 1g    

x 
                  0                       

        0   + 

 

 

                                              
 

                                       

1

2


 'f x 

 f x

 

ln 2
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 .حٌث  تقبل حلا آخرا  أنّ المعادلة  تبٌٌن

، ولدٌنا  خصوص على المجال وبال  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  الدالة

من المجال  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  أي 

 .بحٌث  

II  و  كما يهي:   انمعرّفت عهى ـ نتكه اندّانت. 

 . معهم متعامد ومتجاوسالمستوي المنسوب إلى تمثٌلها البٌانً فً  

   حسابأ ـ . 1

 

 له نصف مماس مواز لمحور التراتٌب  ومنحناها البٌانً 0لا تقبل الإشتقاق على ٌمٌن  : الدالة التفسٌر

 . حسابب ـ     

 

 .: من المجال  أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً تبٌٌن. أ ـ 2

 

ٌّر الدّالة اتب ـ استنت   .ج اتجاه تغ

    ومنه ،من المجال  من اجل كل عدد حقٌقً

 .على  تماما متزاٌدة إذن الدالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

x 0             

         +       

 

 
    
                                

0   

ٌّن أنّ المنحنى ٌقبل نقطة انعطاف   ٌطلب تعٌٌنها. جـ ـ ب

 .هً من نفس إشارة  ومنه إشارة  لدٌنا 

  0 
x 

     + 0               

 .هً نقطة إنعطاف للمنحنى  وتغٌر من إشارتها ومنه النقطة  جل تنعدم من أ 

 

 

  1g x 0,1 0,3 

g
1

0;
2

 
 
 

 0,1;0,3 0,1 1,5g 

 0,3 0,8g    0,3 1 0,1g g 

 0,1;0,3  1g  

f 0;  2 lnf x x x x  0 0f 

 fC ; ,O i j

 
0

lim
x

f x

x


  2

0 0 0

ln
lim lim lim ln

x x x

f x x x x
x x

x x  
  


    

f fC

 lim
x

f x


  2 ln
lim lim 1

x x

x
f x x

x 

 
    

 

x 0;   'f x g x

   
1

' 2 ln . 2 1 lnf x x x x x x g x
x

 
       

 

f

x 0;  0g x  ' 0f x 

f 0;

f



 'f x

 f x





   " 'f x g x "f x 'g x


1

2

 "f x

 "f x
1

2

1 1
;

2 2
f

  
  
  

 fC
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 وفسّر النتٌجة بٌانٌا. دون حساب  تعٌٌند ـ 

 ولدٌنا: وبالأخص عند  تقبل الإشتقاق على المجال  الدالة

 عند النقطة التً فاصلتها  ؛ وتفسٌر ذلك وجود مماس للمنحنى  

 .مٌله ٌساوي 

 ،  أنّ  إثبات. أ ـ 3

 

 .حساب 

. 

 .حصرا لـ تعٌٌن ب ـ  

  ٌكافئ  معناه 

 .أي  ومنه 

 .1مٌلاهما ٌساوي  و ٌقبل مماسٌن  أنّ المنحنً  إثبات. 4

  أو  ومنه  ٌكافئ  

إذن 
 

 .و  1لتٌن فاصلتٌهما لعند النقطتٌن ا 1مٌلاهما ٌساوي  و ٌقبل مماسٌن 

 كتابة معادلة كل منهما.

 .1عند النقطة ذات الفاصلة  معادلة المماس 

 أي  ومنه  

 .عند النقطة ذات الفاصلة  معادلة المماس 

 .أي  ومنه  

 .والمنحنً  ،  رسم. 5
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 السابع:الموضوع 
 الأوّل:التمرٌن 

 النقط: نعتبر فً الفضاء المزود بالمعلم المتعامد والمتجانس 

     ،  ، 

ٌّن أنّ مجموعة النقط    هً مستو عمودي على التً تحقق:  ـ ب

 ٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة له. نرمز له بالرمز  المستقٌم   

 التً تُحقق:  مجموعة النقط  لتكن  

ٌّن أنّ       .ونصف قطرها  هً سطح كرة ٌطلب تعٌٌن مركزها  ـ ب

 .نقطة من الفضاء معرّفة بالعلاقة   

ٌّن إحداثٌات النقطة  أ ـ      .ثمّ تأكد أنّها تنتمً إلى  ع

 .فً النقطة  الذي ٌمسّ سطح الكرة اكُتب معادلة المستوي ب ـ   

 الثانً:التمرٌن 

  ، التالٌة : ، المعادلة ذات المجهولحل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 ذات اللاحقات:  و ،، النقط نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  .2

    
 .) إلى مرافق  ٌرمز  (على الترتٌب  و  ، 

 على الشكل الأسًّ . اكُتب  أ ـ    

ٌّن مجموعة النقط  ب ـ      .من المستوي، حٌث:  ع

 ، حٌث: النقطة  ، ٌرفق بكل نقطة التحوٌل النقطً أ ـ .3

ٌّن عناصره الممٌزة . ـ ما طبٌعة التحوٌل         ؟ ع

 ، حٌث: النقطة  ، ٌرفق بكل نقطة التحاكً ب ـ   

ٌّن نسبة  ومركز التحاكً         . ـ ع

 .( و  إلى تركٌب التحوٌلٌن  ٌرمز ) .نضع :  جـ ـ   

ٌّن طبٌعة التحوٌل ـ       بة هً: ع ّّ  .، مبرزا عناصره الممٌزة، ثمّ تحقّق أنّ عبارته المركّ

 .و  ،  ؛ حٌث: و  ، والنقط  ذات اللاحقة  نعتبر النقطة   .4

ٌّن أنّ النقط      فً استقامٌة. و  ، ـ ب

ٌّن  أ ـ .5  .مع  من المستوي، حٌث:  مجموعة النقط  ع

ٌّن  ب ـ     .بالتحوٌل  صورة  ع
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 :الثالث تمرٌنال

 I- f  الدالة المعرّفة على ;1  :بـ 
1

1

1
x

x
f x e

x
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احسب  (2 'f x ٌّن أنّ الدالة متناقصة تماما على المجال  f. ب ;1 ، 

ٌّراتها .      ثمّ شكّل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة  (3 ب  0f x   ًتقبل ف ;1  حلا وحٌداباستعمال جدول القٌم أعلاه جد حصرا للعدد .. 

ارسم المستقٌمٌن المقاربٌن والمنحنى  (4 C ثمّ المنحنى ، 'C  الممثل للدالةf. 

ٌّم الأعداد الحقٌقٌة  (5 ٌّن بٌانٌا مجموعة ق التً من أجلها ٌكون للمعادلة  mع f x m .حلان مختلفان فً الإشارة 
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 الرابع:التمرٌن 

I-  بالعبارة:  المعرّفت على  وعتبر الدّالت. 

 .و احُسب  -1

ٌّر الدّالة  -2 ٌّراتها. ادرس اتجاه تغ  وشكل جدول تغ

 .على  استنتج إشارة  -3

II-  بالشكل:  المعرّفت على  لتكه الدالت. 

 .(يمكه وضع  ) احُسب  -1

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  -2  .: ب

 .ـ استنتج    

ٌّر الدّالة -3 ٌّراتها.  ادرس اتجاه تغ  وشكل جدول تغ

 .بواسطة الدالة  ـ استنتج مجموعة صور    

ٌّن أنّ المعادلة:  -4  .تقبل حلا وحٌدا  ب

 .فً مستو مزود بمعلم متعامد ومتجانس   منحنى الدالة  ارسم  -5

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  -6  .عدد حلول المعادلة:  ناقش بٌانٌا، حسب ق
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 الموضوع السابعحل 
 الأوّل:التمرٌن 

 المستقٌم على هً مستو عمودي التً تحقق:  تبٌٌن أنّ مجموعة النقط

 .ٌطلب تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة له نرمز له بالرمز 

 ومنه  

 ومنه  

 تكافئ  

 ناظمه الشعاعوهً معادلة مستو  أي  وتكافئ  2; 1; 4AB    ومنه 

 .عمودي على المستقٌم  المستوي 

 التً تحقق:  مجموعة النقط  لتكن  

 .ونصف قطرها  كرة ٌطلب تعٌٌن مركزها  هً سطح ـ إثبات أنّ 

   معناه 

  هً سطح كره مركزها  إذن  ومنه 

  .وطول نصف قطرها 

 . نقطة من الفضاء معرّفة بالعلاقة   

 .ثمّ التأكد أنّها تنتمً إلى  أ ـ تعٌٌن إحداثٌات النقطة 

 وعلٌه  هً مرجح الجملة  

 .إذن   ، 

 .ً إلى تنتم التأكد أنّ 

 نجد: فً معادلة  بتعوٌض إحداثٌات   تنتمً إلى  ٌمكن التأكد بسهولة أنّ 

 .تنتمً إلى  وهذا ٌعنً أنّ  

 . فً النقطة  الذي ٌمسّ سطح الكرة ب ـ كتابة معادلة المستوي

 .. ولدٌنا وٌشمل النقطة  ناظمه الشعاع  المستوي 

 ومنه  فإنّ   ٌشمل نّ وبما أ من الشكل   ومنه معادلة

 .هً معادلة للمستوي  ومنه  وعلٌه 

 الثانً:التمرٌن 

  ، التالٌة : ، المعادلة ذات المجهولحل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 .و  ة حلان هما للمعادل 

 ذات اللاحقات:  و ،، النقط نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  .2

    
 .) إلى مرافق  ٌرمز  (على الترتٌب  و  ، 
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 على الشكل الأسًّ . أ ـ كتابة 

 

 .من المستوي، حٌث:  ب ـ تعٌٌن مجموعة النقط 

 ومعناه   معناه 

هً المستقٌم  إذن مجموعة النقط  ه  ومن 

 .باستثناء النقطة 

 ، حٌث: النقطة  ، ٌرفق بكل نقطة أ ـ التحوٌل النقطً .3

 وعناصره الممٌزة. ـ تعٌٌن طبٌعة التحوٌل 

 .و  حٌث   من الشكل  العبارة المركبة للتحوٌل 

 ات اللاحقةذ ومركزه النقطة الصامدة  دوران زاوٌته  ومنه  و  

  

 ، حٌث: النقطة  ، ٌرفق بكل نقطة ب ـ التحاكً 

 .ـ تعٌٌن نسبة  ومركز التحاكً 

 .هو  أي مركز التحاكً   ومركزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة  نسبة التحاكً هً 

 .( و  إلى تركٌب التحوٌلٌن  ٌرمز ) .نضع :  جـ ـ

 لممٌزة. ، وعناصره اـ تعٌٌن طبٌعة التحوٌل

 ومركزه  وزاوٌته  تشابه مباشر نسبته  ٌمكن اعتبار 

 2هو تشابه مباشر نسبته جداء النسبتٌن أي نسبته  إذن  ومركزه  وزاوٌته  1تشابه مباشر نسبته  و 

 .و مركزه  أي زاوٌته  ووزاوٌته 

 .بة هً: التحقّق أنّ عبارته المركّ 

ومنه  أي   هً : العبارة المركبة للتشابه 
 

 .و   ،  ؛ حٌث: E و C  ،D  والنقط i ذات اللاحقة نعتبر النقطة   .4

 فً استقامٌة. و  ، ـ إثبات أنّ النقط 

 ٌكافئ  ٌكافئ  أي  ومنه  لدٌنا 

  أي زاوٌته  تشابه مباشر زاوٌته  ولدٌنا  بالتحوٌل  هً صورة  نستنتج أنّ 

 فً استقامٌة. و  ، عنً أنّ النقط وهذا ٌ ومنه  ومركزه 
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 :2طرٌقة 

 معناه  لدٌنا 

 معناه  

 معناه   

 بالجمع طرفا إلى طرف نجد 

 ومنه  ولدٌنا حسب علاقة شال 

 فً استقامٌة. و  ، وهذا ٌعنً أنّ النقط 

 .مع  من المستوي، حٌث:  مجموعة النقط  أ ـ تعٌٌن  .5

 أي   تكافئ و ومعناه    معناه 

 .ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها  بالتالً 

 .بالتحوٌل  صورة  ب ـ تعٌٌن 

 إذن  صورتها بالتشابه  نقطة من المستوي،   لتكن

 أي  ومنه  ولدٌنا  فإنّ  نقطة من  إذا كانت 

 هً دائرة  بالتشابه  رة وعلٌه صورة الدائ ونصف قطرها  تنتمً للدائرة التً مركزها  إذن 

 .ونصف قطرها  مركزها 

 :2طرٌقة 

 أي  ومنه  ومنه  لدٌنا 

 هً دائرة  بالتشابه  وعلٌه صورة الدائرة  ونصف قطرها  تنتمً للدائرة التً مركزها  إذن 

 .ونصف قطرها  مركزها 

 الثالث:التمرٌن 

I- f  الدالة المعرّفة على ;1  :بـ 
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 C  تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 
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  إذن المنحنى C  2ٌقبل مستقٌم مقارب معادلتهy   بجوار. 
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حساب  (2 'f x وتبٌٌن أنّ الدالة .f  متناقصة تماما على المجال ;1.  

عبارة عن عملٌات على دوال قابلة للإشتقاق على المجال  fالدالة  ;1  ًلإشتقاق على هذا المجال ولدٌنا:ا تقبلفه 

 
     

1 1

1 1
2 2 2

1 1 1
' 1

1 1 1

x xf x e e
x x x

 
  

    
    

 

من أجل كل  ;1x   ، ' 0f x   وبالتالً الدالةf  متناقصة تماما على المجال ;1. 

ٌّرات الدالة    .fجدول تغ

x    1  

 'f x       

 

 f x  

     2  
    
                                            
 
                                        

أنّ المعادلة  تبٌٌن (3  0f x   ًتقبل ف ;1  حلا وحٌدا . 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال f لدٌنا الدالة ;1  وتأخذ قٌمها فً المجال ;2  و 0 ;2   إذن

 المعادلة  0f x 
 

فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  ;1. 

 باستعمال جدول القٌم أعلاه. د حصرا للعدداجإٌ

نلاحظ أنّ  0,21 0,016f   و 0,22 0,005f    إذن   0,21 0,22 0f f   0,21ومنه 0,22  

المستقٌمٌن المقاربٌن والمنحنى  رسم (4 C ثمّ المنحنى ، 'C  الممثل للدالةf. 
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 إذن 'C  ٌنطبق على C  فً المجال ;  و 'C  ٌناظر C  بالنسبة لمحور الفواصل فً المجال ;1. 
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ٌّم الأعداد الحقٌقٌة  تعٌٌن (5 التً من أجلها ٌكون للمعادلة  mبٌانٌا مجموعة ق f x m  ًحلان مختلفان ف

 الإشارة.

ٌكون للمعادلة  f x m ٌّم  حلان مختلفان فً الإشارة من المجال  mمن أجل ق
1

;2
e

 
 
 

) لاحظ أنّ    
1

0f
e

 ) 

II- g  الدالة المعرّفة على ;1  :بـ   2 1g x f x  .(  عبارة g x غير مطلوبت ). 

ٌّرات الدالة  (1 على  gدراسة تغ ;1.  

   lim lim 2 1
x x

g x f x
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  2؛ نضع 1t x  لماx  ٌئول إلى  ّفإنt  ٌئول  
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متناقصة تماما على المجال  ;1  وبالتالً الدالةg  متناقصة تماما على المجال ;1 . 
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ج معادلة ااستنت (ب T  المماس لمنحنى الدالةg  فً النقطة ذات الفاصلة
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تحقّق من أنّ: ال (ج
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 الرابع:التمرٌن 

I-  بالعبارة:  المعرّفت على  وعتبر الدّالت. 

 .و  حساب -1

 ومنه  و  

 ومنه  و  

ٌّر الدّالة  دراسة -2  اتجاه تغ

 :ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل الإشتقاق على  الدّالة

 

 .متناقصة تماما على  وبالتالً الدّالة  ، من أجل كل عدد حقٌقً

ٌّرات الدّالة   .جدول تغ

                        x 

  

                                    
 
0 

 

 

 

 .على  ج إشارة ااستنت -3

 . ،أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  نلاحظ من جدول تغٌرات الدالة

II-  بالشكل:  المعرّفت على  لتكه الدالت. 

 . حساب -1

 .0ٌئول إلى   فإنّ  ٌئول إلى   إذا كان عندئذ  نضع 
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 .: أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  تبٌٌن -2

 لدٌنا 

 .ج اـ استنت   

 ومنه  و  لدٌنا 

ٌّر الدّالة دراسة -3  .اتجاه تغ

 

 .متزاٌدة تماما على   إذن الدّالة  ومنه  ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً

ٌّرات الدّالة جد  .ول تغ

  x 

  

1 

 
 

0 

 

 

 

 

 .بواسطة الدالة  ج مجموعة صور اـ استنت   

 ولديىا  مستمرة ورتيبت تماما على  الدالت 

 .تقبل حلا وحٌدا  أنّ المعادلة:  تبٌٌن -4

تقبل  إذن المعادلة  و   وتأخذ قٌمها فً المجال  متزاٌدة تماما علىومستمرة   الدالة

 .حلا وحٌدا 

  رسم -5

م الوسٌط الحقٌقً  المناقشة -6 ٌّ عدد  بٌانٌا، حسب ق

 .حلول المعادلة: 

أي  تكافئ  

 

 فإنّ المعادلت لا تقبل أي حل. أو  إذا كان 

 فإن المعادلت تقبل حلا واحدا. إذا كان 
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 الثامنموضوع ال
 الأول:لتمرٌن ا

المتعامد والمتجانس  نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم ; , ,O i j k : النقط 

  1;1;1A ، 1; 1;0B  ، 2;0;1C. 

ٌّن أنّ  -1 تعٌن مستوٌا  Cو  A ،Bالنقط   ب 1P .ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

2- 2P  2 المستوي الذي 2 6 0x y z    .معادلة دٌكارتٌة له 

ٌّن أنّ     ـ ب 1P و 2P  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  .ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

ٌّن أنّ النقطة   -3 هً مرجح الجملة: Oب      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

ٌّن  ( أ -4 ع S  مجموعة النقط ; ;M x y z  :2من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  . 

نقطتً تقاطع  Eو  Dاحسب إحداثٌات  (ب     S و . 

و O؟ ثمّ استنتج المسافة بٌن ODEماهً طبٌعة المثلث  (جـ     . 

 الثانً:التمرٌن 

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 لواحقها على الترتٌب:  و ، A ، B  النقط المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانسنعتبر فً  .2

 .و  ،  ،       

 .ة المثلث على الشكل الأسًّ؛ ثمّ استنتج طبٌع اكُتب العدد المركب أ ـ     

 ثمّ حدّد نسبته وزاوٌته. إلى  A وٌجول الذي مركزه  ب ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر     

ٌّن       .بالتشاٌه  هً صورة  علما أنّ  ؛لاحقة النقطة  جـ ـ ع

 . ونسبته  A بالتحاكً الذي مركزه B صورة . لتكن 3

ٌّن أنّ أ       على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ:  Bو  A طتٌنهً مرجح النق ـ ب

ٌّن       .لاحقة النقطة  ب ـ ع

 الثالث:التمرٌن 

كما ٌلً:  المعرّفة على  fنعتبر الدّالة  
1

1

x

x

e
f x

xe





 ، C  تمثٌلها البٌانً فً معلم ومتجانس ; ,O i j . 

I- 1.  وعرثر اندّانحh  :ٓانمعرّفح عهّ كما ٔه  1xh x xe . 

 .hادرس ذغّٕراخ اندانح  (أ 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً (ب x:ب  0h x . 

كما ٔهٓ:  انمعرّفح عهّ  gوعرثر اندانح  .2  2 xg x x e  . 

 .و  عند  g احسب نهاٌتً الدالة ( أ

 دَل ذغّٕراذٍا.، ثمّ شكم جgادرس اذجاي ذغٕرّ اندانح  (ب

تٕهّ أنّ انمعادنح  (جـ  0g x   ذمثم حهٕه  َ  مع   ّ1,14ثمّ ذحمك أن 1,15 . 

استنتج اشارة  ( د g x  على. 

II- 1. ٓاحضة وٍأرf  عند  و .ثمّ فسّر النتائج هندسٌا 

2 2 10 0z z  
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x :تٕهّ أوًّ، مه أجم كم عدد حمٕمٓ ( أ .2 
 

 
2

'
1

x

x

e g x
f x

xe



. 

 ، ثمّ شكم جدَل ذغّٕراذٍا.fاذجاي ذغٕرّ اندانح اصرىرج (ب   

ذحمك أنّ:  ( أ .3 
1

1
f 





. 

ٌّن حصرا للعدد  (ب    ع f   210سعته . 

عٕهّ معادنح انمماس . 4 T  ّنهمىحى C  0عىد انىمطح ذاخ انفاصهح. 

ذحمك أنّ  ( أ .5 
   1

1x

x u x
f x x

xe


 


حٕث     1x xu x e xe  . 

ثمّ اصرىرج اشارج   uادرس اذجاي ذغٕرّ اندانح  (ب    u x. 

ىضثٕح نهمىحىّ اصرىرج انُضعٕح ان (جـ    C  تانىضثح إنّ انمماس T. 

ارُصم  .6 T َ C .(   1,85 وقبل أن 1,84     و 1,19 1,18f    ) 

 الرابع:التمرٌن 

I-  بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة. 

ٌّر الدالة  -1     .على المجال ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّ المعا -2     .وأنّ: حٌث:  تقبل حلا وحٌدا  دلة ب

ٌّم  -3     .إشارة  استنتج، حسب ق

II- بالعبارة:  معرّفة على المجال   الدّالة. 

    
 .فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   منحنى 

 .و احسب  -   1

 .: من  أثبت أنّه، من أجل كل  -   2

ٌّر الدالة ادرس اتجاه  -   3 ٌّراتها.تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ:  -   4  .، ثمّ استنتج حصرا للعدد ب

 .على المجال  مثّل المنحنى -   5

III-   بالعبارة:  المعرّفة على المجال  المنحنى الممثل للدّالة. 

 .فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن        

 .تعطى بالعبارة  المسافة أثبت أنّ  -1  

 .بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة  -2  

ٌّن أنّ للدالتٌن  أ ـ        ٌّر على المجال   و ب  .نفس اتجاه التغ

ٌّن إحداثٌتً النقطة  ب ـ         أصغر ما ٌمكن. ، بحٌث تكون المسافة من  ع

ٌّن أنّ:  جـ ـ         .ب
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 fC 1;2

 h 1;    ln 1h x x 

A 1;2M x

AM AM f x

k 1;    k x f x

kf 1; 

B AM

   
2

1 1 1AB     
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 الموضوع الثامنل ح
ل:التمريه   الأو 

تعٌن مستوٌا  Cو  A ،Bالنقط   إثبات أن   -1 1P. 

لدٌنا  0; 2; 1AB    و 1; 1;0AC   و
0 1

1 2





 غٌر مرتبطٌن ACو ABإذن الشعاعان  

ٌّن مستوٌا C و A ،B  النقطخطٌا ومنه فإنّ   لٌست فً استقامٌة فهً تع 1P . 

تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي  1P. 

لٌس لهما نفس الحامل وعلٌه  ACو ABالشعاعان  ; ,A AB AC   توي معلما للمسٌشكل 1P. 

لتكن  ; ;M x y z    .نقطة من الفضاء 

 منتنتمً  Mإذا كانت  1P  :فإنها تحققAM AB AC  . 

ان حقٌقٌان و عددو حٌث  1; 1; 1AM x y z   . 

ومنه  

1

1 2

1

x

y

z



 



 


   
   

أي    

1

1 2

1

x

y

z



 



 


  
  

 عددان حقٌقٌان.و و 

وهو تمثٌل وسٌطً للمستوي  1P. 

2- 2P  2 المستوي الذي 2 6 0x y z    .معادلة دٌكارتٌة له 

ـ إثبات أن   1P و 2P .متقاطعان  

لدٌنا  1; 2; 2n    شعاعا ناظمٌا للمستوي 2P. 

ناظمً للمستوي  nنفرض أنّ  1P   إذن
. 0

. 0

n AB

n AC

 




 لدٌناو 
     

     

. 1 0 2 2 2 1 6

. 1 1 2 1 2 0 3

n AB

n AC

      


    

 تناقض. 

للمستوي  الٌس ناظمٌ nإذن الشعاع  1P  وبالتالً المستوٌان 1P و 2P فهما متقاطعان.  نغٌر متوازٌب 

وسٌطً للمستقٌم كتابة تمثٌل  . 

لتكن  ; ;M x y z .نقطة من الفضاء 

إذا كانت  M     :فإنّ إحداثٌاتها تحقق الجملة

 

 

 

 

1 ..................... 1

1 2 ............ 2

1 ..................... 3

2 2 6 0.... 4

x

y

z

x y z



 



 


  


 
    

. 

من  zو   yو xنعوض كل من 1 و 2 و 3  ًبقٌمهما ف 4 :نجد 

   1 2 1 2 2 1 6 0            3ومنه 6 3 0     2وعلٌه 1   . 

إذن 

 

 

1 2 1

1 2 2 1

1

x

y

z



 



   


    


 

أي       

2

2

1

x

y

z







 


 
  

وسٌطً للمستقٌم وهو تمثٌل   . 

هً مرجح الجملة: Oإثبات أن  النقطة  -3      ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

هً مرجح الجملة  Gنسمً       ;1 , ;1 , ; 1A B C  وعلٌه 
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1 1 2
0

1 1 1
Gx

 
 

 
  ،

1 1 0
0

1 1 1
Gy

 
 

 
  ،

1 0 1
0

1 1 1
Gz

 
 

 
 .Oمنطقة على Gومنه النقطة   

هً مرجح الجملة: Oالنقطة إذن       ;1 , ;1 , ; 1A B C . 

تعٌٌن  ( أ -4 S  مجموعة النقط ; ;M x y z  :2من الفضاء التً تحقق 3MA MB MC  
 

  من الفضاء ٌكون لدٌنا Mمن أجل كل نقطة   1 1 1MA MB MC MO       أيMA MB MC MO   

2ومنه  3MA MB MC    ً2تعن 3MO   2أي 3MO . 

إذن المجموعة  S  هً سطح كرة مركزهO  2ونصف قطره 3. 

نقطتً تقاطع  Eو  Dحساب إحداثٌات  (ب S و . 

2 2 2 12x y z    هً معادلة دٌكارتٌة لـ S. 

نحل الجملة 

2 2 2

2

2

1

12

x

y

z

x y z





 





 
   

علٌه و    
2 222 2 1 12       25أي 2 7 0    

بعد حل المعادلة نجد: 
7

5
   1أو  . 

ومنه 

7
2

5

2

7
1

5

x

y

z

  
   

 



  


أو   

 2 1

2

1 1

x

y

z

  



  

. 

 إذن ٌتقاطع S و   فً النقطتٌن
14 2

;2;
5 5

D
 
  
 

و   2;2;2E. 

 .ODEطبٌعة المثلث  (جـ

تنتمٌان لسطح الكرة  E و Dبما أن النقطتٌن  S ها التً مركزO  ّفإنOE OD   ومنه 

 متساوي السّاقٌن.  ODEفإنّ المثلث 

و Oاستنتاج المسافة بٌن  . 

تنتمٌان للمستقٌم  E و Dبما أنّ النقطتٌن    ّفإن   هو المستقٌم DE  . 

على  Oمتساوي الساقٌن بالتالً المسقط العمودي للنقطة  ODEالمثلث  DE  هً النقطةH 

منتصف القطعة  DE  ومنه  ;d O DE OH. 

ولدٌنا 
2 4

;2;
5 5

H
 
 
 

وعلٌه    
2 2

22 4 24
2

5 5 5
OH

   
       

   
. 

إذن   
24

;
5

d O  . 

 الثانً:التمرٌن 

 .المعادلة:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة  .1

 .،  للمعادلة حلان هما  

 

2 2 10 0z z  

 
2

4 40 36 6i     1

2 6
1 3

2

i
z i


  2

2 6
1 3

2

i
z i


  
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 لواحقها على الترتٌب: و ،، النقط المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانسنعتبر فً  .2

 .و  ،  ،       

ً.  كتابة العدد المركب أ ـ   على الشكل الأس 

 
 .اج طبٌعة المثلث استنت

 .قائم فً  بالتالً المثلث  وهذا ٌعنً أنّ  

 وتحدٌد نسبته و زاوٌته. إلى  وٌحول  الذي مركزه  ب ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه المباشر 

 فإنّ  وبما أنّ  من الشكل  العبارة المركبة للتشابه 

 أي  هً  وعلٌه العبارة المركبة للتشابه  ومنه 

 .بالتشاٌه  هً صورة  علما أن   ؛لاحقة النقطة  جـ ـ تعٌٌن 

  ومنه   تكافئ معناه  

 .أي  

 . ونسبته  بالتحاكً الذي مركزه  صورة  . لتكن 3

 على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ:  و هً مرجح النقطتٌن  ـ تبٌٌن أن  أ ـ 

  تكافئ تكافئ  معناه   لدٌنا 

 المرفقتٌن و هً مرجح  النقطتٌن  نستنتج أن  تكافئ  تكافئ 

 على الترتٌب. و  بـ: 

 .لاحقة النقطة  ب ـ تعٌٌن 

. 

 الثالث:التمرٌن 

كما ٌلً:  المعرّفة على  fنعتبر الدّالة  
1

1

x

x

e
f x

xe





 تمثٌلها البٌانً فً معلم  ، 

 .2cm. وحدة الرّسم  ومتجانس 

I- 1.  انمعرّفح عهّ كما ٔهٓ:  وعرثر اندّانح. 

 .اتجاي تغي ر الدالت  دراست (أ 

 : مه أجم كم عدد حمٕمَٓ   ذمثم الإشرماق عهّ  الدّالة

 ؛ إشارج ك َمىً إشارج  ندٔىا 

 .مرىالصح ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح  ، مه أجم 

 ; ,O u vABCD
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C B
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2

C B
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z z

z z

 
  

 
 ;

2
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
 ABCB

SBAC

S ' B Bz z a z z   S A C C B A Bz z a z z  

2C B
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z z
i

z z


 


S ' 2B Bz z i z z   ' 2 5 5z iz i   
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 S E D2 5 5D Ez iz i   1 3 2 5 5Ei iz i    
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E
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z
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 
 

 

4 3Ez i  

FBA
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 .مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح  ، مه أجم 

 .:أن ه، من أجل كل عدد حقٌقً تبٌٌن (ب

أْ  : َعهًٕ مه أجم كم عدد حمٕمٓ  ذمثم لٕمح حدّٔح صغرِ ذثهغٍا عىد اندانح ندٔىا 

 .َتانرانٓ  

 .كما ٔهٓ:  انمعرّفح عهّ  . وعرثر اندانح 2

 .و  عند   نهاٌتً الدالة حساب ( أ

 

 . َ  لأنّ      

  .اتجاي تغي ر الدالت  دراست (ب

 

  أْ  َٔكافئ  معىاي 

  أْ  َٔكافئ  معىاي 

  أْ  َٔكافئ  معىاي 

 .َمرىالصح ذماما عهّ  مرزأدج ذماما عهّ  إذن اندّانح 

 .جدول التغي راث

 

 

 

 

 

 

 

  مع  و  تقبل حليه  أن  المعادلت  تبييه (جـ

إذن المعادلة  و  وتأخذ قٌمها فً المجال   مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال  الدّالة

 .مجال فً ال تقبل حلا وحٌدا  

إذن  و  وتأخذ قٌمها فً المجال  مستمرة ومتناقصة تماما على المجال  ولدٌنا الدّالة 

 .فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  المعادلة 

 .تحقق أن  ال

 .ومنه  أي  و  لدٌنا 

 .على  ج اشارة ااستنت ( د
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II- 1 .ر النتائج هندسٌا. و  عند  وهايتي حساب  ثم  فس 

 . إذن     َ  ندٔىا

 

 .: أو ً، مه أجل كل عدد حقيقي تبييه ( . أ2

 عددا حقٌقٌا: لٌكن

 

 

  .ج اتجاي تغي ر الدالتااستىت (ب

 .رج ٌٓ إشا َمىً إشارج  َ   ندٔىا 

مرىالصح ذماما عهّ انمجانٕه  َعهًٕ اندّانح  أْ  ، فٓ انمجمُعح 

  َ 

 .مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندّانح   أْ  ، َفٓ انمجال 

 .جدول تغي راث الدالت 

x                                                         

                     0    +   0        

 

 
                                                

 

                                    

                                       0                              

: ال ( . أ3  .تحقق أن 

 أي  معناه  لدٌنا 

 

  .سعته  حصرا للعدد  تعٌٌن (ب

  .أي  ٌكافئ  معناه   لدٌنا

 .0عىد الىقطت ذاث الفاصلت  للمىحىى  معادلت المماس  تعييه. 4

 .أْ  ٌٓ:  معادنح 
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 .حيث   تحقق أن  ال ( . أ5

 عددا حمٕمٕا:  نٕكه

 

 

 .ج اشارة اثم  استىت  اتجاي تغي ر الدالت  دراست (ب

  :كم عدد حمٕمَٓمه أجم   ذمثم الإشرماق عهّ  اندانح

 ٌٓ وفش إشارج  إشارج 

 .َ  فإنّ  ؛ َمه أجم  فإنّ  مه أجم 

َنٍا لٕمح حدٔح عظمّ ٌٓ  َمرىالصح ذماما عهّ انمجال  مرزأدج ذماما عهّ انمجال  َعهًٕ اندانح 

 .: إذن مه أجم كم عدد حمٕمٓ  

 .لمماس بالىسبت إلى ا ج الىضعيت الىسبيت للمىحىى ااستىت (جـ

 .  ٌٓ إشارج َمىً إشارج  ندٔىا  

x                                                    0                                             
 x+1    0 +   + 

                                                         0       

                    +                0                  0           

،فٓ انمجال 
 

ٔمع ذحد ،َفٓ انمجال ٔمع فُق 
 

َٔشرركان فٓ انىمطرٕه 

 1; 1A   َ 

 .و رسم  .6
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 الرابع:التمرٌن 

I- بالعبارة:  معرّفة على المجال  ة الدّال. 

ٌ ر الدالة  -1   .على المجال دراسة اتجاه تغ

 :  من المجال ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل على الإشتقاق على  الدّالة

 

متزاٌدة  إذن الدالة  ومنه  و  ، من المجال  من أجل كل عدد حقٌقً

 .تماما على 

: حٌث:  تقبل حلا وحٌدا  عادلة أن  الم تبٌٌن -2  .وأن 

وهً متزاٌدة تماما على هذا المجال و خاصة   تقبل الإشتقاق علىلأنها  مستمرة على   الدّالة

ومنه   أي ،  ولدٌنا على المجال 

 بحٌث  من المجال  ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  المتوسطة حسب مبرهنة القٌم

 . أي معناه  

ٌ م ااستنت -3  .إشارة  ج، حسب ق

 أي  لدٌنا  من أجل 

 . كما أنّ   أي  لدٌنا  ومن أجل 

II- بالعبارة:  معرّفة على المجال   الدّالة. 

    
 .فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس   منحنى 

 .و  حساب -   1

  و  لدٌنا 

 .إذن 

 .     ومنه   

 .: من  ه، من أجل كل أن   إثبات -2

  ولدٌنا:  تقبل الإشتقاق على  الدّالة
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ٌ ر الدالة  دراسة -3  .اتجاه تغ

 .إشارة ك  ومنه إشارة  ، من المجال   من أجل كل

  وموجبة على  سالبة على   أي

 .ومتزاٌدة تماما على  متناقصة تماما على  الدالة  نستنتج هكذا أنّ 

ٌ راتج  .الدالة  دول تغ

   x 

  +          0      

  
  

                      

 

 

:  تبٌٌن -4   أن 

 إذن  لدٌنا 

 

 .ج حصرا للعدد ااستنت

 وٌكافئ  ٌكافئ  معناه 

أي  ومنه  

 4,6611 4,7783f  . 

 .على المجال  المنحنى تمثٌل -   5

 

III-   بالعبارة:  معرّفة على المجال ال المنحنى الممثل للدّالة. 

 .فاصلتها  نقطة من  و النقطة ذات الإحداثٌتٌن        

 .تعطى بالعبارة  أن  المسافة  إثبات -1

ومنه  لدٌنا 

 

 .بالعبارة:  معرّفة على المجال  الدّالة  -2  

 

f
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ٌ ر على المجال   و أن  للدالتٌن  تبٌٌن أ    .نفس اتجاه التغ

 تقبل الإشتقاق على  وهً موجبة على هذا المجال إذن الدالة  تقبل الإشتقاق على  لدالة ا

   ولدٌنا  

وبالتالً للدالتٌن  هً نفس إشارة   ومنه إشارة ،من المجال  من أجل كل

ٌّر على المجال  و   . نفس اتجاه التغ

 ٌمكن إتباع طرٌقة اتجاه تغٌر مركب دالتٌن.ملاحظة: 

 أصغر ما ٌمكن. ، بحٌث تكون المسافة من  إحداثٌتً النقطة  تعٌٌنب ـ 

فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى على المجال  ومتزاٌدة تماما على  متناقصة تماما على  لدٌنا الدّالة 

أي عند النقطة   تكون أصغر ما ٌمكن من أجل   ومنه تبلغها من أجل  

 

:  تبٌٌنجـ ـ    .أن 
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 التاسع:الموضوع 
 التمرٌن الأوّل:

 ، نعتبر النقط: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 2; 1;1A   ، 1;2;1B   ، 1; 1;2C   و 1;1;1D. 

ٌّن مستوٌا. C وA  ، Bتحقق أنّ النقط   (أ (1  تع

ٌّن أنّ الشعاع  (ب    ب 1;1;1n  هو شعاع ناظمً للمستوي ABC. 

اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (جـ    ABC. 

مرجح الجملة المثقلة  Gلتكن النقطة  (2      ;1 , ;2 , ; 1A B C . 

 .Gاحسب احداثٌات النقطة  (أ    

لتكن  (ب       مجموعة النقطM  :2من الفضاء التً تحقق 2MA MB MC MD  . 

ٌّن أنّ           ب   هً المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة GD. 

اكتب معادلة دٌكارتٌة لـ  (جـ      . 

ٌّن أنّ  (3 ب ABC  و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم  .ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

 التمرٌن الثانً:

ٌّر الم . 1  حٌث:  ركب كثٌر حدود للمتغ

 .هو جذر لكثٌر الحدود  تحقّق أنّ  أ ـ    

 .: بحٌث من أجل كل عدد مركب  و  جد العددٌن الحقٌقٌٌن  ب ـ    

 .، المعادلة حل فً مجموعة الأعداد المركبة  جـ ـ    

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  .2
 

 .و  ،  لواحقها على الترتٌب: نقط من المستوي  و ،    

 على الشكل الأسًّ . و  ، اكتب كلا من  أ ـ    

 على الشكل الجبري، ثمّ على الشكل الأسًّ. اكتب العدد المركب  ب ـ    

 .استنتج طبٌعة المثلث  جـ ـ    

 .وزاوٌته  نسبته  التشابه المباشر الذي مركزه  لٌكن  .3

 .المركبة للتشابه  جد الكتابة أ ـ    

ٌّن  ب ـ      .بالتشابه  صورة النقطة  لاحقة النقطة  ع

ٌّن أنّ النقط   جـ ـ      فً استقامٌة و ،ب
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 التمرٌن الثالث:

 كما ٌهً:  انمعرّفة عهى  وعتثر اندانة انعددٌة 

 .مد والمتجانس لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعا نرمز بـ

 .و احُسة  أ ـ .1

 وفسّر النتٌجة هندسٌا. و احسب  ب ـ   

ٌّر الدّالة .2 ٌّراتها.  ادرس اتجاه تغ  على كل مجال من مجالً تعرٌفها ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى  أ ـ .3 ب
 

 معادلتٌهما على الترتٌب: و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 . و           

ادرس وضعٌة  ب ـ   
 

 . و بالنسبة إلى كل من 

 .هً مركز تناظر بالنسبة للمنحنى  أثبت أنّ  .4

ٌّن أنّ المعادلة  أ ـ .5  .و حٌث:  و  تقبل حلٌن  ب

 ؟ توازي المستقٌم  هل توجد مماسات لـ ب ـ   

 .ثمّ المنحنى  ،ارسم  جـ ـ   

عدد وإشارة حلول المعادلة :   ٌط الحقٌقًناقش بٌانٌا، حسب قٌم الوس د ـ   
 

 التمرٌن الرابع:

 تمثٌلها البٌانً فً و  كما ٌلً:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معهم متعامد ومتجاوسالمستوي المنسوب إلى 

 ؛ فسّر النتائج هندسٌا.و  احسب  (أ (1

ٌّر الدالة       ثمّ شكل جدول تغٌراتها. المجال على  ب( ادرس اتجاه تغ

 .الذي معادلته:  بالنسبة إلى المستقٌم  ادرس وضعٌة المنحنى  (أ (2

 .فً النقطة ذات الفاصلة  للمنحنى  اكتب معادلة المماس  (ب   

ٌّن أنّ المعادلة  (جـ     .، حٌث حلا وحٌدا  تقبل فً المجال  ب

 .و  ( أنشئ 3

 .كما ٌلً:  المعرفة على  ( لتكن الدالة 4

 تمثٌلها البٌانً فً نفس المعلم السابق. ولٌكن 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً     . ماذا تستنتج ؟غٌر معدوم،  أ( ب

 .إعتمادا على المنحنى  ب( أنشئ المنحنى    

 .، عدد حلول المعادلة: جـ( ناقش بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً    
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 موضوع التاسع:حل ال
 

 التمرٌن الأوّل:

ٌّن مستوٌا. C وA  ، Bالتحقق أنّ النقط   (أ (1  تع

لدٌنا  3;3;0AB   ، 1;0;1AC    و
1 0

3 3





 غٌر مرتبطٌن خطٌا و إذن الشعاعان  

ٌّن مستوٌا. C وA  ، Bالنقط  ومنه   تع

لشعاع تبٌٌن أنّ ا (ب 1;1;1n  هو شعاع ناظمً للمستوي ABC. 

لدٌنا      . 1 3 1 3 1 0 3 3 0n AB          و     . 1 1 1 0 1 1 1 1 0n AC         

 .ناظم للمستوي  وبالتالً   و عمودي على كل من الشعاعٌن  ومنه 

كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (جـ ABC. 

معادلة المستوي  ABC  0من الشكلx y z d     ّوبما أنA  تنتمً للمستوي ABC  ّ2فإن 1 1 0d    

2dومنه      وعلٌه معادلة المستوي ABC  ً2ه 0x y z   . 

مرجح الجملة المثقلة  Gلتكن النقطة  (2      ;1 , ;2 , ; 1A B C . 

 .Gحساب احداثٌات النقطة  (أ
2 2 2 1 1

2 2 2

A B C
G

x x x
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    
    ،

2 1 4 1
2
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A B C
G

y y y
y

    
   

2 1 2 2 1

2 2 2

A B C
G

z z z
z

   
    وعلٌه

1 1
;2;

2 2
G
 
 
 

. 

لتكن  (ب   مجموعة النقطM  :2من الفضاء التً تحقق 2MA MB MC MD  . 

تبٌٌن أنّ    المحوري للقطعة المستقٌمة هً المستوي GD. 

مرجح الجملة المثقلة  Gلدٌنا       ;1 , ;2 , ; 1A B C    ومنه 2 1 2 1MA MB MC MG     

2أي  2MA MB MC MG   

2 2MA MB MC MD    2معناه 2MG MD  2ومعناه 2MG MD  أيMG MD 

إذن    هو المستوي المحوري للقطعة المستقٌمة GD. 

كتابة معادلة دٌكارتٌة لـ  (جـ . 

قطعة منتصف ال Iلتكن  GD  إذن
1 3 3

; ;
4 2 4

I
 
 
 

. 

المستوي    شعاعه الناظمً هو
3 1

; 1;
2 2

GD
 

 
 

 .Iو ٌشمل النقطة  

معادلة المستوي    من الشكل
3 1

0
2 2

x y z d     ّوبما أنI  تنتمً للمستوي   ّفإن
3 3 3

0
8 2 8

d    

ومنه 
3

4
d   وعلٌه معادلة   ًه

3 1 3
0

2 2 4
x y z      6أي 4 2 3 0x y z   . 

ٌن أنّ تبٌ (3 ABC  و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم  .ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

 لدٌنا ' 6; 4;2n   شعاع ناظمً لـ   و 1;1;1n  شعاع ناظمً لـ ABC
 

غٌر مرتبطٌن خطٌا إذن  n'و  nواضح أنّ  ABC  و   ٌتقاطعان وفق مستقٌم  

ABAC

nABACn ABC
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تعٌٌن تمثٌل وسٌطً لـ  . 

نحل الجملة  
 

 

2 0........... 1

6 4 2 3 0..... 2

x y z

x y z

   


   

بضرب المعادلة   1  وبجمع المعادلتٌن نجد  4بالعدد 

10 6 5 0x z    ومنه
1 3

2 5
x z   وبتعوٌضx  ًف 1  ومنه  نجد

2 3
0

5 2
y z   

أي 
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2 5
y z    5وبوضعz t     نجد 
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2

3
2 ;

2

5

x t

y t t

z t


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


  

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 التمرٌن الثانً:

ٌّر المركب  . 1  حٌث:  كثٌر حدود للمتغ

 .هو جذر لكثٌر الحدود  أ ـ التحقّق أنّ 

 .جذر لكثٌر الحدود  ومنه  

 .: بحٌث من أجل كل عدد مركب  و  ب ـ اٌجاد العددٌن الحقٌقٌٌن 

 

 و  ومنه  و  نجد  وبالمطابقة مع 

إذن 
 

 .، المعادلة جـ ـ حل فً مجموعة الأعداد المركبة 

 أو  ٌكافئ  

 .نحل المعادلة 

  للمعادلة حلان هما  

 . هً دلة بالتالً حلول المعا  و  

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  .2
 

 .و  ،  نقط من المستوي لواحقها على الترتٌب:  و ،    

 على الشكل الأسًّ. و  ، أ ـ كتابة كلا من 

  

  ومنه 

 .،   بالتالً
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 على الشكل الجبري. ب ـ كتابة العدد المركب 

 

                                                    

 على الشكل الأسًّ كتابة العدد المركب 

  ، 

 .بالتالً 

 .جـ ـ استنتاج طبٌعة المثلث 

 و  وهذا ٌعنً أنّ  و  لدٌنا 

 متقاٌس الأضلاع. إذن المثلث 

 .وزاوٌته  نسبته  التشابه المباشر الذي مركزه  لٌكن  .3

 .ابة المركبة للتشابه أ ـ اٌجاد الكت

 أي   هً  الكتابة المركبة للتشابه 

 .ومنه 

 .بالتشابه  صورة النقطة  لاحقة النقطة  ب ـ تعٌٌن 

 ومنه   ٌكافئ  

 فً استقامٌة. و ،جـ ـ تبٌٌن أنّ النقط  

 فً استقامٌة. و ،هو عدد حقٌقً فإنّ  بما أنّ  

 الثالث:التمرٌن 

 كما ٌهً:  انمعرّفة عهى  وعتثر اندانة انعددٌة 

 .لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  نرمز بـ

 .و  حساب أ ـ .1

 .إذن  لدٌنا 

 .إذن  ولدٌنا 

A B

A C

z z

z z





  
  

3 3 3 36 3 3 3 3 6 6 3

126 3 3 3 3 3 3 3 3

A B

A C

i iz z i i i

z z i i i i

     
   

     

1 3 1 3

2 2 2

i
i


  

A B

A C

z z

z z





1 3
1

2 2

A B

A C

z z
i

z z


  



1 3
arg arg

2 2 3

A B

A C

z z
i

z z

  
          

3
i

A B

A C

z z
e

z z







ABC

1A B

A C

z z

z z





arg

3

A B

A C

z z

z z

 
  

 
BA CA ;

3
CA BA


 

ABC

SC3
2



S

S 2' 3
i

C Cz z e z z


   ' 3 C Cz i z z z  

' 3 4 3z i z i 

'Az'AAS

  'S A A' 3 4 3A Az i z i ' 6 3 4 3 2 3Az i i i  

AB'A

 
'

2 3 32 3 6
2

3 3 6 3 3

A A

B A

iz z i

z z i i

  
  

    

'A A

B A

z z

z z




AB'A

f
 

1

1x
f x x

e
 



 fC ; ,O i j

 lim
x

f x


 lim
x

f x


1
lim 1

1xx e
 


 

1
lim lim

1xx x
f x x

e 
   



1
lim 0

1xx e



 

1
lim lim

1xx x
f x x

e 
   





العزٌز عبد مصطفاي إعداد:                                             مقترحة للتحضٌر للبكالورٌا     مواضٌع   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

6 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

  و   حسابب ـ 

 ومنه  لأنّ  لدٌنا 

 ومنه  لأنّ  ولدٌنا 

 التفسٌر:
 

 .ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته 

ٌّر الدّالة دراسة .2 ٌّراتها.جدول   اتجاه تغ  تغ

  لدٌنا: من أجل 

و  لدٌنا غٌر معدوم  xمن أجل كل عدد حقٌقً 
2

1 0xe    متزاٌدة  وعلٌه الدّالة  ومنه

 تماما على مجالً تعرٌفها.

ٌّرات:  جدول التغ

x     0  

 + + 

 

 

                                                    
        
 
 

  

أنّ المنحنى  تبٌٌنأ ـ  .3
 

 معادلتٌهما على الترتٌب: و ٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن مائلٌن

 . و           

 .بجوار  ٌقبل مستقٌما مقاربا مائلا معادلته  إذن  

 ٌقبل مستقٌما مقاربا مائلا معادلته إذن  

 .بجوار

وضعٌة  دراسةب ـ 
 

  بالنسبة إلى 

  هً عكس إشارة  إشارة؛  

x 0                                                  

     +    

      +                   

 
 الوضعٌة النسبٌة  
 
 

ٌقع فوق          
       

ٌقع تحت          
  

  
 

وضعٌة  دراسةب ـ 
 

 .بالنسبة إلى 

  

 هً عكس إشارة   ومنه إشارة  ،xمن أجل كل عدد حقٌقً لدٌنا
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x 0                                                  

     +    

      +                   

 
 الوضعٌة النسبٌة  
 
 

ٌقع فوق          
       

ٌقع تحت          
  

 
 

 .هً مركز تناظر بالنسبة للمنحنى  أنّ  إثبات .4

 
 فإنّ  ذا تحقق ماٌلً: من أجل مركز تناظر إ

 : ومن أجل كل عدد حقٌقً غٌر معدوم                                              

 .أي  ومنه  معناه  لدٌنا 

 

 .هً مركز تناظر بالنسبة للمنحنى  إذن 

 .و حٌث:  و  تقبل حلٌن  أنّ المعادلة  تبٌٌنأ ـ  .5

 ولدٌنا وبالخصوص على المجال  مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال   الدالة

ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد  أي  و  

 .ٌحقق  من المجال  عدد حقٌقً وحٌد 

لدٌناو  وبالخصوص على المجال  مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال   الدالةولدٌنا 

 عدد حقٌقً ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد أي  و  

 .بحٌث من المجال  وحٌد 

 ؟ توازي المستقٌم  ب ـ هل توجد مماسات لـ

 المماس ٌوازي   معناه. 

 وهذا مستحٌل. أي  وٌكافئ  ٌكافئ  

 .وازي المستقٌم ٌ ٌوجد مماس لـ ومنه لا
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 عدد وإشارة حلول المعادلة :   بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً المناقشةد ـ 

 
 تكافئ  تكافئ  وتكافئ  تكافئ 

 وانمستقٍم ذي انمعادنة  ومىه حهىل انمعادنة هً فىاصم انىقط انمشتركة تٍه  أي 

 فإنّ انمعادنة تقثم حلا وحٍدا مىجثا إذا كان 

 .حهىلفإنّ انمعادنة نٍس نها  إذا كان 

 فإنّ انمعادنة تقثم حلا وحٍدا سانثا. إذا كان 

 الرابع:التمرين 

 تمثٌلها البٌانً فً و  كما ٌلً:  المعرّفة على المجال  نعتبر الدالة العددٌة 

 . معهم متعامد ومتجاوسالمستوي المنسوب إلى 

  .و  حساب  (أ (1

 ومنه  

 ومنه  لدٌنا 

 النتائج هندسٌا. تفسٌر

 )محور التراتٌب(. ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  إذن  لدٌنا 

 .بجوار  ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  إذن  ولدٌنا 

ٌّر الدالة  دراسةب(   . على المجال  اتجاه تغ

  

 .هً من نفس إشارة   ومنه إشارة  ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً

m 1 xm e m 

 1 xm e m 1 xm me  1 1xm e  
1

1x
m

e






1

1x
x m x

e
  



 f x x m  fCy x m 

0x 

0 1m 

1m 

f 0; 
2ln

1
x

f x
x

  fC

 ; ,O i j

 
0

lim
x

f x



 lim

x
f x



0

ln
lim

x

x

x


  
0 0

2ln
lim lim 1

x x

x
f x

x 
 

   

ln
lim

x

x

x
 

2ln
lim lim 1 1

x x

x
f x

x 
  

 
0

lim
x

f x




  fC0x 

 lim 1
x

f x


 fC1y 

f 0;

 
 

2 2

2
2ln

2 1 ln
'

x x
xx

f x
x x

 
    

x
2 0x  'f x1 ln x



العزٌز عبد مصطفاي إعداد:                                             مقترحة للتحضٌر للبكالورٌا     مواضٌع   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

9 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .أي  ٌكافئ   تعنً 

 أي  ٌكافئ   تعنً 

 .أي  ٌكافئ   تعنً 

ومتناقصة تماما على متزاٌدة تماما على  إذن الدّالة  ;e . 

ٌّرات الدّالةجدول و  :ٌكون كالتالً f  تغ

x                        0                         

     +                  0           

 

 
                     

 
               1                 

 

 .الذي معادلته:  بالنسبة إلى المستقٌم  وضعٌة المنحنى  دراسة (أ (2

  لدٌنا

 .أي   تكافئ  معناه 

 أي   تكافئ  معناه 

 .أي   تكافئ  معناه 

                         1         0 x 

    +       0       

  
 فوق

                 
   تحت 

ٌقطع                       
 

                      
   فً النقطة

 
 الوضعٌة النسبٌة

 

 .فً النقطة ذات الفاصلة  للمنحنى  معادلة المماس  كتابة (ب   

 أي   ومنه 

 .، حٌث حلا وحٌدا  تقبل فً المجال  أنّ المعادلة  تبٌٌن (جـ

،  ولدٌنا  المجال فهً مستمرة على المجال  مستمرة على  الدالة

 من المجال  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً أي  

 وحٌد .  فإنّ  متزاٌدة تماما على  وبما أنّ الدّالة  بحٌث  

 .كما ٌلً:  المعرفة على  ( لتكن الدالة 4

 تمثٌلها البٌانً فً نفس المعلم السابق. ولٌكن 
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 . ماذا تستنتج ؟غٌر معدوم،  أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  تبٌٌنأ(   

 عددا حقٌقٌا غٌر معدوم: لٌكن 

 

 لدٌنا  من أجل 

 زوجٌة. إذن الدّالة  ومنه  ولدٌنا 

 الرسمب(    

بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً  المناقشةجـ(    

 .، عدد حلول المعادلة: 

 
تكافئ  تكافئ 

 .أي  

جدت هً فىاصم انىقط انمشتركة حهىل انمعادنة إن وُ 

 .وانمستقٍم الأفقً ذي انمعادنة  تٍه 

 فإنّ انمعادنة تقثم حهٍه. إذا كان 

 فإنّ انمعادنة تقثم أرٌعة حهىل. إذا كان 

 فإنّ انمعادنة تقثم حهٍه مضاعفٍه. إذا كان 

 .فإنّ انمعادنة نٍس نها حهىل 
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 العاشرالموضوع 
 التمرٌن الأوّل:

 ، نعتبر النقط: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 3; 1;2A   ، 1;1; 2B   و 4; 2;4G   والمستوي P  2الذي معادلته 3 8 0x y z   . 

مستقٌم اكتب تمثٌلا وسٌطٌا لل .1 AB ٌّن إحداثٌات نقطة تقاطع المستقٌم  L؛ ثمّ ع AB  والمستوي P. 

ٌّن أن 2 تنتمً للمستقٌم  G. أ ـ ب AB جح النقطتٌن وأنها مرA  وB .المرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهما 

ٌّن طبٌعة وعناصر      ب ـ ع E  مجموعة النقطM  :3من الفضاء التً تحققMA MB MA MB   . 

ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم أ  3   الذي ٌشمل النقطةG  وٌعامد المستوي P ٌّن إحداثٌات  نقطة  H، ثمّ ع

تقاطع المستوي         P والمستقٌم . 

والمستقٌم Lب ـ استنتج المسافة بٌن النقطة     . 

. أ ـ اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي 4 AGH.ثمّ استنتج معادلة دٌكارتٌة له ، 

ٌّن أنّ المستوٌٌن ب ـ      ب AGH  و P  ٌتقاطعان وفق مستقٌم  d.ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له 

 التمرٌن الثانً:

 ، المعادلة: ℂحل فً مجموعة الأعداد المركبة   (1

 و   ،، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  ،  التً لواحقها على الترتٌب:      

  نضع      

 وعمدة له، ثمّ فسر النتائج هندسٌا. أ ـ احسب طوٌلة العدد المركب     

 ٌطلب إٌجاد زاوٌته. إلى  وٌحول  إلى  ٌحول  ب ـ استنتج أنّه ٌوجد دوران وحٌد     

 .والتً تحقق:  ة ذات اللاحق مجموعة النقط  نسمً  (3

ٌّن أنّ      ٌّن المجموعة تنتمً إلى  أ ـ ب  .، ثمّ ع

ٌّن المجموعة بالدوران  صورة المجموعة  ب ـ نسمً       .. ع

 .ذات اللاحقة  النقطة  نرفق بالدوران  من المستوي المركب ذات اللاحقة  بكل نقطة  (4

ٌّن سابقة النقطة  .أ ـ اكتب العبارة المركبة للدوران       .بالدوران  ثمّ ع

ٌّن مجموعة النقط       .بحٌث:  ذات اللاحقة  ب ـ ع

 سالبا.حقٌقٌا  بحٌث ٌكون العدد   ، ثمّ استنتج مجموعة النقطأعط تفسٌرا هندسٌا لعمدة العدد  (5

 التمرٌن الثالث:

I- g  دالة معرّفة علىℝ  بالعبارة  1xg x e x   

ٌّرات الدّالة  1.  .ℝعلى  gادرس تغ

بٍهّ أنّ المعادلت 2.  0g x     تقبل حلا وحٍدا 1,3حٍث 1,2   . 

استىتج إشارة  3. g x  علىℝ. 
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II- f  دالة معرّفة علىℝ  :بالعبارة 
1

x

x

xe
f x

e



. 

     
 fC  تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j. 

ٌّن أنّ  1. ب 
 

2
'

( 1)

x

x

e g x
f x

e



ٌّرات   .ℝى علf، ثمّ استنتج تغ

بٍهّ أنّ  2.  1f    ثمّ استنتج حصرا لــ ، f . 

ٌّن معادلة المماس  3. ع d لـ fC عند النقطة  ذات الفاصلة صفر، ثمّ ادرس الوضع النسبً لـ d و fC 

ٌّن أن المستقٌم 4. ب   ذا المعادلةy x مقارب مائل لـ fC فً جوار 

 ادرس وضعٌة5. fC  بالنسبة إلى ،  ثمّ ارسم d و  و fC. 

 التمرٌن الرابع:

I- بـ:   الدالة المعرّفة على المجال 

ٌّرات الدالة  (1 ٌّراتها.ادرس تغ  ، ثمّ شكّل جدول تغ

 .، من المجال  استنتج أنّه، من أجل كل  (2

II-   بـ:  الدالة المعرّفة على المجال 

 ( وحدة الطول  ). تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  و

 . فسّر النتٌجة بٌانٌا.احسب  ( أ (1

 .احسب  (ب   

ٌّن أنّه، من أجل كل  (أ  (2  .هً مشتقة الدالة  ، حٌث ، من المجال  ب

ٌّر الدالة  ادرس (ب    ٌّراتها.على المجال  اتجاه تغ  ، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة  (جـ     .، ثمّ تحقق أن فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  ب

ٌّن أنّ المستقٌم  ( أ (3  .عند  مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة   ب

 .بالنسبة إلى  ادرس وضعٌة المنحنى  (ب    

 .فً نقطة فاصلتها  ، مماس للمنحنى ذا المعادلة:  المستقٌم  نقبل أنّ  (4

 .احسب  ( أ    

 .ثمّ المنحنى  ارُسم المستقٌمٌن المقاربٌن والمماس  (ب    

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  (جـ     ٌّن بٌانٌا ق  حلٌّن متماٌزٌن. ، بحٌث تقبل المعادلة ع

 

 

 

 1;    2 2 4 2ln 1g x x x x    

g

x 1;   0g x 

f 1;  
 1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 



 fC ; ,O i j2cm

 
1

lim
x

f x




 lim
x

f x


x 1;  
 

 
2

'
1

g x
f x

x



'ff

f 1; 

  0f x  1; 0 0,5 

 y x fC

 fC 

 T
3

2
y x

e
  fC0x

0x

 T fC

m f x x m 



إعداد: مصطفاي عبد العزٌز                                     مواضٌع مقترحة للتحضٌر للبكالورٌا               
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :العاشرحل الموضوع 

 التمرٌن الأوّل:

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  .1 AB 

المستقٌم  AB  شعاع توجٌهه 

 عدد حقٌقً tحٌث  معناه   

ومنه  

3 2

1 2 ;

2 4

x t

y t t

z t

  


  
   

 .أي   

ستقٌم نقطة تقاطع الم Lتعٌٌن إحداثٌات  AB  والمستوي P. 

نحل الجملة 

3 2

1 2

2 4

2 3 8 0

x t

y t

z t

x y z

 


  
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3ومنه   2 2 4 6 12 8 0t t t        ومنه
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3 2
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z
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9 9 9

L
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تنتمً للمستقٌم  G. أ ـ تبٌٌن أن 2 AB. 

 G AB  معناه

4 3 2

2 1 2

4 2 4

t

t

t

 

   
  

 .من المستقٌم  نجد النقطة   إذن من أجل  ٌكافئ  

 المرفقتٌن بمعاملٌن حقٌقٌٌن ٌطلب تعٌٌنهما. و  مرجح النقطتٌن  تبٌٌن أنّ 

  ومنه  ومنه   من أجل  تنتمً للمستقٌم  ٌنا لد

 و  مرجح النقطتٌن  إذن  ومنه  تكافئ و تكافئ 
 على الترتٌب. و  المرفقتٌن بـ 

 .من الفضاء التً تحقق:  مجموعة النقط  ب ـ تعٌٌن طبٌعة وعناصر 

 من الفضاء لدٌنا  إذن من أجل كل نقطة  مرجح الجملة  

 ولدٌنا 

 أي   معناه  

 ونصف  هً سطح الكرة التً مركزها  وبالتالً  ومنه  ولدٌنا 

 .قطرها 

 2;2; 4AB  
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 .وٌعامد المستوي  الذي ٌشمل النقطة  أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  3

 . ٌكون شعاع توجٌه للمستقٌم  فإنّ  ٌعامد  بما أنّ 

 عدد حقٌقً. حٌث  معناه  

 .أي  ومنه 

 .والمستقٌم نقطة تقاطع المستوي  عٌٌن إحداثٌات ت

 ومنه  ومنه  نحل الجملة 

    وعلٌه 

 .والمستقٌم ب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة 

 نقطة تقاطعهما  هً  على المستقٌم فإن المسقط العمودي لكل نقطة من المستوي ٌعامد بما أن

 .هً  مستقٌموال فإن المسافة بٌن النقطة  وبما 

ومنه   
 

  . أ ـ كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستوي 4

 تعٌن مستوٌا. Hو  A  ،Gومنه النقط   و  ،  لدٌنا 

 عددان حقٌقٌان. و  حٌث  معناه  

 .أي    ومنه 

 استنتاج معادلة دٌكارتٌة له.

  نجد و و  بجمع و بـ  بضرب المعادلة  

 . وهً معادلة المستوي   

 ٌُطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له. ٌتقاطعان وفق مستقٌم  و  تبٌٌن أنّ المستوٌٌن ب ـ 

 شعاع ناظمً للمستوي  و  شعاع ناظمً للمستوي  لدٌنا 

 متقاطعان وفق و  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  و  إذن الشعاعان  و 

 . مستقٌم 

 نجد  و لمعادلتٌن بجمع ا معرّف بالجملة  المستقٌم 

  ومنه  نجد  بالتعوٌض فً  ومنه 
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 نجد      وبوضع 

 التمرٌن الثانً:

 ، المعادلة: ℂحل فً مجموعة الأعداد المركبة   (1

  أو  ٌكافئ  

 .حل المعادلة 

 .أو  ومنه  تكافئ  

 .حل المعادلة 

 .أو  للمعادلة حلان هما  

 .هً:  دلة إذن مجموعة حلول المعا

 و  ، ، ، لتكن النقط:  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 .و  ،  ،  ،  التً لواحقها على الترتٌب:      

  نضع       

 وعمدة له. أ ـ حساب طوٌلة العدد المركب 

 

 و  ومنه 

 تفسٌر النتائج هندسٌا.

 ومعناه  معناه  

 .عناه م 

  ٌطلب إٌجاد زاوٌته. إلى  وٌحول  إلى  ٌحول  ب ـ استنتاج أنّه ٌوجد دوران وحٌد 

  

 ومنه  نجد  من  بطرح 

  إلى  ٌحول  وحٌد فإنه ٌوجد دوران  غٌر معدوم  و  بما أنّه ٌوجد عدد مركب وحٌد 

 .زاوٌته  إلى  وٌحول 

 .والتً تحقق:  ذات اللاحقة  مجموعة النقط  نسمً  (3

 

z t 

5 12

: 4 10

x t

d y t

z t

 


 
 

  2 24 6 10 0z z z   

  2 24 6 10 0z z z   
2 4z  

2 6 10 0z z  

2 4z  

2 4z   
22 2z i2z i2z i 

2 6 10 0z z  

2' 9 10 1 i     3z i 3z i 

  2 24 6 10 0z z z    2 ; 2 ;3 ;3i i i i  

 ; ,O u vABCDE

2Az i2Bz i 3Cz i 3Dz i 2 2Ez i 

C A

D B

z z
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z z






L
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i iz z i i i i i
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      
       

      

1L i     arg arg
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

   
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BD
AC BD
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 

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 1 2 C A D Bz z a z z  D B
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
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 .تنتمً إلى  أ ـ إثبات أنّ 

 .اذا كان  تنتمً إلى  

 ومنه  لدٌنا 

 .تنتمً إلى  وهذا ٌعنً أنّ 

 .تعٌٌن المجموعة 

 
 ومعناه  معناه 

 أي  و تكافئ  وتكافئ 

 باستثناء لمستقٌم هً نصف ا فإن تنتمً لـ  وبما أنّ  هً نصف مستقٌم مبدؤه بالتالً 

 .النقطة  

 .بالدوران  صورة المجموعة  ب ـ نسمً 

 .تعٌٌن المجموعة  

فإنّ    بما أنّ 
 

 . ستثناء النقطة با هو نصف المستقٌم  صورة 

 . أ ـ كتابة العبارة المركبة للدوران 

 فإنّ  و بما أنّ  من الشكل  العبارة المركبة للدوران 

 هً  وعلٌه العبارة المركبة للدوران  أي  ومنه 

 .بالدوران  تعٌٌن سابقة 

   ومنه   تكافئ   

 .أي  هً  بالدوران  إذن سابقة 

 .بحٌث:  ذات اللاحقة  ب ـ تعٌٌن مجموعة النقط 

 
 بالدوران  صورة النقطة لاحقة النقطة  ، حٌثتكافئ   تكافئ

  بحٌث  الً مجموعة النقط بالت ومنه  إذن  ولدٌنا 

 . ونصف القطر  هً الدائرة ذات المركز 

 . التفسٌرا هندسٌا لعمدة العدد  (5

 

 حقٌقٌا سالبا. بحٌث ٌكون العدد  استنتاج مجموعة النقط 

 حقٌقٌا سالبا إذا كان  ٌكون العدد 
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 المطلوبة هً القطعة المستقٌمة  ومنه مجموعة النقط  تكافئ  

 . و  استثناء النقطتٌن ب

 التمرٌن الثالث:

I- g  دالة معرّفة علىℝ  بالعبارة  1xg x e x   

رات الدّالة  1. ٌّ  .ℝعلى  gدراسة تغ

 lim lim 1x

x x
g x e x

 
      ّلأن lim 0x

x
e


 و lim 1

x
x


  . 

 lim lim 1x

x x
g x e x

 
        ّلأن lim 0x

x
e


 و lim 1

x
x


  . 

ودالتها المشتقة هً:  ℝ تقبل الإشتقاق على g الدالة ' 1xg x e  

x ،من أجل كل عدد حقٌقً ' 0g x   وعلٌه الدّالةg  متزاٌدة تماما علىℝ. 

ٌّرات:  جدول التغ

x          

 'g x          +         

 

 g x  

    
    

              0                      
                           

تبييه أنّ المعادلت 2.  0g x     تقبل حلا وحيدا 1,3حيث 1,2   . 

وبالتالً على المجال  ℝعلى مستمرة  g الدالة 1,3; 1,2   ولدٌنا 1,3 0,02g    ، 1,2 0.10g    أي

   1,3 1,2 0g g     ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  من المجال 1,3; 1,2  

بحٌث   0g    وبما أنّ الدالةg  متزاٌدة تماما علىℝ  ّفإن .وحٌد 

استنتاج إشارة  3. g x على ℝ. 

من أجل  ;x   ،  0g x  

من أجل  ;x   ،  0g x   ؛ و  0g  . 

II- f لة معرّفة علىدا ℝ  :بالعبارة 
1

x

x

xe
f x

e



. 

أنّ  تبٌٌن 1. 
 

2
'

( 1)

x

x

e g x
f x

e



.  

                       
    

 
2

1
'

1

x x x x x

x

e xe e e xe
f x

e

  



 

                        
 

2 2 2

2

1

x x x x x

x

e e xe xe xe

e

   



      

                                                 
 

 
2

1

1

x x

x

e e x

e

 



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 

 
2

1

x

x

e g x

e



 

ٌّرات ااستنت  .ℝى علfج تغ

إشارة  'f x  هً وفس إشارة g x. 

فً المجال  ; ،  0g x   أي ' 0f x   إذن الدّالتf  متىاقصت تماما على المجال ;. 

وفً المجال  ;  ،  0g x   أي ' 0f x    إذن الدّالتf مجال متزاٌدة تماما على ال ; . 

 lim lim 0
1

x

xx x

xe
f x

e 
 


lim لأنّ     0x

x
xe


  وlim 1 1x

x
e


 . 

 
 

lim lim lim lim
1 11

x x

x xx xx x x x

xe xe x
f x

e ee e
   

    
 

 

 .fجدول تغٌرات الدالة 

x                                                                  

 'f x      0         + 

 

 f x  

0                                          

  

  

                               f                                       

أنّ  تبييه 2.  1f   .  

لدٌنا   0g    1ٌكافئ 0e     أي 1e    

إذن  
 

 

 

 

 1 1 1
1

1 1 1 1 1

e
f

e





     
 

  

     
     

       
 

 طرٌقة ثانٌة:

  لدٌنا     
   11

1 1
1 1 1 1

e ge e e e
f

e e e e

   

   

    
  

      
       

   
 

لكن   0g    ومنه   1 0f      أي   1f    

ج حصرا لــ ااستنت f . 

1,3 1,2     0,3معناه 1 0,2      أي 0,3 0,2f    . 

معادلة المماس  تعٌٌن 3. d لـ fC .عند النقطة  ذات الفاصلة صفر 
 

    ' 0 0 0y f x f   ولدٌنا  
1

' 0
2

f  و  0 0f   ومنه  
1

:
2

d y x 

الوضع النسبً لـ دراسة d و fC
 

 :ℝ    نلٌك

 
   

 
 

11 2

2 1 2 2 1 2 1 2 1

xx x x x

x x x x

x exe x xe xe x xe x
f x x

e e e e

  
     

   
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لدٌنا  2 1 0xe    ومنه إشارة 
1

2
f x x  هً نفس إشارة 1xx e . 

   0  x 

 +               0                          x 

  +               0       1xe  

  + + 
 

1

2
f x x 

 fC
 

فوق  d                fC
 

فوق  d 

 ٌمس        

  
 الوضعٌة    

أن المستقٌم  تبٌٌن4.   ذا المعادلةy x مقارب مائل لـ fC فً جوار  

لدٌنا  
1 1 1

x x x

x x x

xe xe xe x x
f x x x

e e e

  
    

  
 

إذن  
1

lim lim lim lim 0
1 1 1

x x xx x x x

x x
f x x

e e e
x

x x x x

   

  
    

    
    

   

 

المستقٌم ومنه   مقارب مائل لـ fC  فً جوار. 

 وضعٌة دراسة5. fC  بالنسبة إلى . 

 إشارة f x x  هً نفس إشارةx. 

 0  x 

        0    +  f x x 

 

   fC
 

تحت  
             fC

 
فوق   

 
 الوضعٌة

 fC
 

و    ًٌتقاطعان فO. 

رسم  d و  و fC. 
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 الرابع:التمرٌن 

I-  بـ:   الدالة المعرّفة على المجال 

ٌّرات الدالة  (1  .دراسة تغ

و   لأنّ  

 

  

  ولدٌنا: تقبل الإشتقاق على  الدّالة

 .إشارة  نفسهً   ومنه إشارة و  ، من أجل كل 

ومتزاٌدة تماما على المجال متناقصة تماما على المجال  إذن الدّالة 
 

. 

ٌّرات الدّالة   .جدول تغ

 

 

 

 

 

 .، من المجال  ج أنّه، من أجل كل ااستنت (2

 .وبالتالً  ،من المجال  ه من أجل كل جدول التغٌرات أنّ نلاحظ من 

II-   بـ:  الدالة المعرّفة على المجال 

 .  حساب ( أ (1

  ومنه 

 النتٌجة بٌانٌا. تفسٌر

 .ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  إذن   لدٌنا

 . حساب (ب   

 و   لأنّ 

 .هً مشتقة الدالة  ، حٌث ، من المجال  أنّه، من أجل كل  تبٌٌن (أ  (2

 

 

g 1;    2 2 4 2ln 1g x x x x    

g

   2

1 1

lim lim 2 4 2ln 1
x x

g x x x x
 

 

       
1

lim 2ln 1
x

x




  

2

1

lim 2 4 3
x

x x




  

 
 2 ln 12 4

lim lim 1 2
1 1x x

xx x
f x x

x x 

  
     

  

g 1;  
 2 2 22 2 4

' 2 2
1 1 1

x xx x
g x x

x x x


    

  

 1;x   1 0x  2 0x   'g xx

g 1;0 0;

g

x 1;   0g x 

x 1;   4g x   0g x 

f 1;  
 1 2ln 1

1

x
f x x

x

 
 



 
1

lim
x

f x




 
1

1 2ln 1
lim

1x

x

x


 
 


 

 
1 1

1 2ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 
 

 
   



 
1

lim
x

f x




  fC1x  

 lim
x

f x


   
 2ln 11

lim lim
1 1x x

x
f x f x x

x x 


     

 

 2ln 1
lim 0

1x

x

x






1
lim 0

1x x




x 1;  
 

 
2

'
1

g x
f x

x



'ff

x                     0                   

         0  + 

                                               
 

                  4      

1 

 'g x 

 g x  
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ٌّر الدالة دراسة (ب      .على المجال   اتجاه تغ

متزاٌدة  وبالتالً الدالة  إذن  و  ، من المجال  لدٌنا من أجل كل

 تماما على 

ٌّرات جدول   . الدالةتغ

x                             

            +                 

 

 

     

                   
 

 .تحقق أن ال، ثمّ فً المجال  تقبل حلا وحٌدا  أنّ المعادلة  تبٌٌن (جـ

المعادلة  إذن من أجل كل عدد حقٌقً   وتأخذ قٌمها فً  مستمرة و متزاٌدة تماما على المجال  الدالة

وبالأخص المعادلة  تقبل حلا وحٌدا فً المجال  
 

 فً المجال تقبل حلا وحٌدا 

 
 .فإنّ  وبما أنّ 

 .عند  مقارب مائل للمنحنى  ذا المعادلة   أنّ المستقٌم  تبٌٌن ( أ (3

مقارب مائل  ومنه المستقٌم  لدٌنا 

 .عند  للمنحنى 

 .بالنسبة إلى  وضعٌة المنحنى  دراسة (ب

 هً من نفس إشارة ومنه إشارة   

 أي  وتكافئ  معناه  

 أي  وتكافئ  معناه  
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         x 

                          +0                        

فوق     
       

 الوضعٌة  تحت 

 . فً النقطة التً إحداثٌاها  ٌقطع  و

 .فً نقطة فاصلتها  ، مماس للمنحنى ذا المعادلة:  نقبل أنّ المستقٌم  (4

 . حساب ( أ    

 .ومنه  1مٌلة ٌساوي   المستقٌم

 وتكافئ  تكافئ   معناه 

     أي  

 .ثمّ المنحنى  المستقٌمٌن المقاربٌن والمماس  رسم (ب

 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً  تعٌٌن (جـ  حلٌّن متماٌزٌن. ، بحٌث تقبل المعادلة بٌانٌا ق

ٌّمأتقبل حلٌّن متماٌزٌن من  المعادلة   .من المجال   جل ق
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 الموضوع الحادي عشر
: التمرين الأوّل

 في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; : ;O i j k
  

 نعتبر النقط  1;1;0A، 1;0;2B   ، 1;0;1C  

والمستوي  P الذي تمثٌل وسٌطً له 

1

2

3 3

x

y

z



 

 

 


  
   

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

ٌّن أنّ C و A ،B تحقق أنّ النقط .1 2 لٌست فً استقامٌة، ثمّ ب 1 0x y   هً معادلة للمستوي  ABC. 

أ ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 P .

 نقطة من C    ب ـ تحقق أنّ  P .  

أ ـ تحقق أنّ المستوٌٌن . 3 Pو  ABC ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  متعامدان، ثمّ ع مستقٌم تقاطعهما . 

  والمستقٌم A   ب ـ احسب المسافة بٌن النقطة  . 

:  مرجح الجملةGلتكن. 4      2;3 , ; , ;A B C  حٌث . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً   . موجودةG ففنّ    أ ـ ب

ٌّن قٌمة   إلى المستقٌم G حتى تنتمً   ب ـ ع . 

: التمرٌن الثانً

 .:  ، المعادلةℂ  حل فً مجموعة الأعداد المركبة (1

  و ، ، ، :  لتكن النقطالمستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 . و  ،  ،  ، : التً لواحقها على الترتٌب

 . و ، ، ، على الشكل الأسً، ثمّ علم النقط  و أ ـ اكتب 

 .ب ـ ما طبٌعة المثلث 

 .:  حٌث لاحقتها  النقطة  لاحقتها  الذي ٌرفق بكل نقطة  لٌكن الدوران (3

ٌّن مركز وزاوٌة الدوران   .أ ـ ع

ٌّن أنّ لاحقة النقطة .  بالدوران  صورة النقطة ب ـ لتكن النقطة   . هً ب

 . متعامدان و  على الشكل الجبري، ثمّ استنتج أنّ المستقٌمٌن جـ ـ اكتب العدد 

 .:  حٌث، نرفق العدد المركب  عن  لكل عدد مركب ٌختلف (4

ٌّن المجموعة .  عددا تخٌلٌا صرفا بحٌث ٌكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط    ـ لتكن   .   ع

 . مرجح الجملة  لتكن (5

ٌّن   . لاحقة النقطة أ ـ ع

 .:  من المستوي حٌث هً مجموعة النقط ب ـ 

ٌّن طبٌعة  تنتمً إلى    ـ تحقق أنّ   .، ثمّ ع
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 :انتمسٌه انثانث

:  اندانح انعددٌح انًعرفح تًا ٌهً fنتكٍ 
     

 

ln
; 0; ;

1 ln

0 1

x
f x x e e

x

f


  


  


 

     َطًً  fC انًُحًُ انًًثم نهدانحf فً انًطتٕي انًُطٕب انى انًعهى انًتعايد ٔ انًتجاَص  , ,O i j
 

 

ٌَ  (أ (1 تٍٍ أ 
0

lim 1
x

f x


  (  ًٌكٍ ٔضعlnt x)  ثى أدرش اضتًرارٌح اندانحfيٍ انًٍٍٍ 0 عُد . 

أحطة  ( ب
   

0

0
lim
x

f x f

x


 . ثى فطر انُتٍجح ُْدضٍا 

2)   ٌَ تٍٍ أ lim 1
x

f x


  ثى فطر انُتٍجح ُْدضٍا . 

 حٍث ، xتٍٍ أَّ يٍ أجم كم عدد حمٍمً  (أ (3   0; ;x e e  : 
 

2

1
'

1 ln
f x

x x



. 

 . ٔ شكم جدٔل تغٍراتٓا fاضتُتج اتجاِ تغٍر اندانح  ( ب

أكتة يعادنح انًًاش  (4 T ًُنهًُح  fC 1 عُد انُمطح ذاخ انفاصهح .

تٍٍ أَّ يٍ أجم  (5   0; ;x e e  ،  
 

32

1 ln
''

1 ln

x
f x

x x





ٌَ انًُحًُ   ثى اضتُتج أ fC ٌمثم َمطح 

 .اَعطاف ٌطهة تعٍٍُٓا 

أحطة (6 4f أرضى  T ٔ  fC. 

 انًعرفح عهى gَعتثر اندانح انعددٌح  (7 ;e e  تـ :   g x f x. 

ٌَ اندانح  ( أ  .زٔجٍح gتٍٍ أ

اشرح كٍفٍح انحصٕل عهى  ( ب gC ٍاَطلالا ي  fC ثى ارضى  gC. 

: التمرٌن الرابع

   فً المستوي المنحنى الممثل للدالة  ، نسمً :  بـالدّالة المعرّفة على المجال 

 2cmٔحدجانطٕل . يعهى يتعايد ٔيتجاَصالمنسوب إلى 

 . و فسّر النتٌجتٌن بٌانٌا و أ ـ احسب . 1

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً من المجال   .:     ب ـ ب

ٌّر الدالة  ٌّراتها    جـ ـ ادرس اتجاه تغ  . و شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المنحنى . 2  . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌهاE ٌقبل نقطة انعطاف أ ـ ب

 . الذي ٌشمل المبدأ  للمنحنى ب ـ اكتب معادلة المماس 

  . و ، ارسم . 3

 .، عدد حلول المعادلة ناقش بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً الموجب تماما . 4
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 حل الموضوع الحادي عشر
: التمرين الأوّل

 في الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; : ;O i j k
  

 نعتبر النقط  1;1;0A، 1;0;2B   ، 1;0;1C  

والمستوي  P الذي تمثٌل وسٌطً له 

1

2

3 3

x

y

z



 

 

 


  
   

 . عددان حقٌقٌان و  حٌث 

 لٌست فً استقامٌة، C و A ،B التحقق أنّ النقط .1

  2; 1;2AB  


 ،  2; 1;1AB  


AB من الواضح أنّ الشعاعٌن 


AC و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه النقط 

 A ،B و Cلٌست فً استقامٌة  .

2تبٌٌن أنّ   1 0x y   هً معادلة للمستوي  ABC .

2لدٌنا  1 1 2 1 0A Ax y      ، 2 1 1 0 1 0B Bx y       ،2 1 1 0 1 0C Cx y       ومنه 

2 تحقق المعادلة C و A ،Bإحداثٌات النقط  1 0x y   ً2 وبالتال 1 0x y   معادلة للمستوي  ABC. 

أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي. 2 P .

 

 

 

1................ 1

2......... 2

3 3....... 3

x

y

z



 

 

 


  


  

 من  1 1 نجدx   ًبالتعوٌض ف  2و  3 نجد 
 

 

3.......... 4

3 .............. 5

y x

z x





  


 

 

بضرب  5 1 بالعدد 2 وبجمع المعادلتٌن نجد 3y z x    2 ومنه 3 0x y z     هً معادلة دٌكارتٌة 

للمستوي  P .

 نقطة من Cب ـ التحقق أنّ  P  .

لدٌنا  2 3 2 1 0 1 3 0C C Cx y z         ومنه  C P.  

أ ـ التحقق أنّ المستوٌٌن . 3 Pو  ABCمتعامدان   .

لدٌنا  1; 2;0n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC و  ' 2;1; 1n 


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  P .

و      . ' 1 2 2 1 0 1 0n n     
 

n' ومنه  n
 

 أي المستوٌان  Pو  ABCمتعامدان  .

تعٌٌن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  مستقٌم تقاطعهما  .

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء  .

إذا كانت  M     ففن إحداثٌاتها تحقق الجملة 
 

 

2 1 0.............. 1

2 3 0....... 2

x y

x y z

  


   

 

من  1 2 نجد 1x y  ًبالتعوٌض ف  2 نجد  2 2 1 3 0y y z     5 ومنه 1 0y z    أي 

5 1z y  وبوضع y t نجد  

2 1

:

5 1

x t

y t

z t

 


 
  

 . عدد حقٌقً t حٌث 

  والمستقٌم A   ب ـ احسب المسافة بٌن النقطة  . 

بما أن  Pو  ABC متعامدان و  A ABC ففن      ; ;d A d A P  

لدٌنا   
 2 1 1 1 3 5

;
4 1 1 6

d A P
  

 
 

 ومنه   
5

;
6

d A   .

:  مرجح الجملةGلتكن. 4      2;3 , ; , ;A B C  حٌث . 
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.  موجودةG ففنّ    أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً 

G 23 موجودة معناه 0    

1 12 11     23 ومنه المعادلة 0    ًلا تقبل حلولا أي من أجل كل عدد حقٌق  ،23 0    

 . موجودةG ففنّ وعلٌه أجل كل عدد حقٌقً 

 إلى المستقٌم G حتى تنتمًب ـ تعٌٌن قٌمة   .

لدٌنا 
2 2

2 2 2

3 3 2
; ;

3 3 3
G

   

     

   
 

      
 إلى المستقٌم G حتى تنتمً  ٌكفً أن تنتمً إلى  P 

 فهً حتما تنتمً للمستوي C و A ، B هً مرجح النقط Gلأن  ABC. 

 G P معناه 
2 2

2 2 2

3 3 2
2 3 0

3 3 3

   

     

   
    

      
 وتكافئ 

2

2

9 4 3
3 0

3

 

 

 
 

 
 

وتكافئ 
2 2

2

9 4 3 9 3 3
0

3

   

 

    


 
  وتكافئ 

2

18
0

3



 




 
18 أي   .

: طرٌقة ثانٌة

لدٌنا  C  لأنها تنتمً لـ  Pو تنتمً لـ  ABC و  2;1;5u


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

:  مرجح الجملةGولدٌنا       2;3 , ; , ;A B C   إذن من أجل كل نقطة M من المستوي لدٌنا : 
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 .: ، المعادلةℂ   حل فً مجموعة الأعداد المركبة(1

 . و  للمعادلة حلان هما 

  و ، ، ، :  لتكن النقطالمستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  (2

 . و  ،  ،  ، : التً لواحقها على الترتٌب

 . و ، ، ، على الشكل الأسً، و علم النقط  و أ ـ كتابة 

   ومنه  بحٌث  ، 

 .  ، وعلٌه 
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 .ب ـ طبٌعة المثلث 

 

 

 

 . متقاٌس الأضلاع بالتالً المثلث ومنه 

 .:  حٌث لاحقتها  النقطة  لاحقتها  الذي ٌرفق بكل نقطة  لٌكن الدوران (3

 .أ ـ تعٌٌن مركز وزاوٌة الدوران 

  هً  وزاوٌته  ذات اللاحقة العبارة المركبة للدوران الذي مركزه 

. وزاوٌته  هو النقطة  ومنه مركز الدوران   تكافئ لدٌنا 
 

 . بالدوران  صورة النقطة ب ـ لتكن النقطة 

 . هً إثبات أنّ لاحقة النقطة 

  وتكافئ  معناه لدٌنا 

 .وعلٌه 

 .  على الشكل الجبريجـ ـ كتابة العدد 

. 

 . متعامدان و استنتاج أنّ المستقٌمٌن 

  أي  وهذا ٌعنً أنّ  ومنه لدٌنا 

 . متعامدان و ومنه المستقٌمان 

 .:  حٌث، نرفق العدد المركب  عن  لكل عدد مركب ٌختلف (4

 .  عددا تخٌلٌا صرفا بحٌث ٌكون  ذات اللاحقة  مجموعة النقط ـ لتكن 

 . المجموعة تعٌٌن

   و   أو  أي  معناه تنتمً لـ 

 .ولدٌنا 
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 . و  أو  معناه تنتمً لـ وعلٌه 

 . باستثناء النقطة  هً الدائرة التً قطرها بالتالً 

 . مرجح الجملة  لتكن (5

 . لاحقة النقطة أ ـ تعٌٌن 

  مرجح الجملة  ومنه  ،  ، لدٌنا 

 

 .:  من المستوي حٌث هً مجموعة النقط ب ـ 

 .  تنتمً إلى ـ التحقق أنّ 

 .تنتمً إلى    ومنه (محققة)  ومنه 

 . تعٌٌن طبٌعة 

  من المستوي لدٌنا من أجل كل نقطة 

 و 

 
 . أي تعنً 

 . ومنه ولدٌنا 

 . ونصف قطرها  هً الدائرة التً مركزها بالتالً 

 :التمرٌن الثالث

:  اندانح انعددٌح انًعرفح تًا ٌهً fنتكٍ 
     
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     َطًً  fC انًُحًُ انًًثم نهدانحf فً انًطتٕي انًُطٕب انى انًعهى انًتعايد ٔ انًتجاَص  , ,O i j
 
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 ٌّ لأ 
0
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 " 0f x  ًُ1 تع ln 0x  ٔتكافئ ln 1x   أي 
1

x
e

 

 " 0f x  ًُ1 تع ln 0x  ٔتكافئ ln 1x   أي 
1

x
e

 

 
1

e
 0 

x 

 +       0                  "f x 

 "f x تُعدو عُد انعدد 
1

e
 ٔتغٍر يٍ إشارتٓا ٔ يُّ انُمطح ذاخ الإحداثٍتٍٍ 

1 1
;

2e

 
 

 
 ًْ َمطح إَعطاف 

نهًُحُى  fC. 

6حساب  4f ثم ازسم  T َ  fC .

 

7  َعتثر اندانح انعددٌحg انًعرفح عهى  ;e e 
 

: تـ    g x f x. 

g أنَ اندانة تثٍٍه (أ
 .شَخٍة  

 0 يتُاظر تانُطثح نـ gDندٌُا 

       g x f x f x g x     

 كٍفٍة انحصُل عهى شسذ ( ت gC اوطلاقا مه  fC ثم ازسم  gC. 

       

       

; 0; ;

; ; ;0

g x f x x e e

g x f x x e e

    


      

 

نًا    0; ;x e e   ٌٌٕك  gC يُطثك عهى  fC ٔتًا أٌ اندانح g ٌزٔجٍح فإ  gC ٌٌٕك 

 يتُاظر تانُطثح نًحٕر انتراتٍة 

 :انتمسٌه انساتع

f فً المستوي المنحنى الممثل للدالة  ، نسمً :  بـ الدّالة المعرّفة على المجال   

 2cmٔحدجانطٕل . يعهى يتعايد ٔيتجاَصالمنسوب إلى 

  و أ ـ حساب . 1

(T)

(Cf)
(Cg)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

 0; 
ln x

f x
x

 Cf

 ; ,O i j
 

 lim
x

f x


 
0

lim
x

f x



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 . و   لأنّ 

 .تفسٌر النتٌجتٌن بٌانٌا

 (محور الفواصل)  ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  ففنّ بما أنّ 

 (محور التراتٌب)  ٌقبل مستقٌم مقارب معادلته  ومنه و 

 .:  من المجال ب ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً

 

ٌّر الدالة   جـ ـ دراسة اتجاه تغ

 . هً من نفس إشارة إشارة 

 . أي  وٌكافئ  معناه 

  أي  وٌكافئ  معناه 

 . أي  وٌكافئ  معناه 

 . ومتناقصة تماما على  متزاٌدة تماما على إذن الدّالة 

ٌّرات الدالة   .جدول تغ

x  0                                          

             +        0     

 

 
                     

 
                   0 

 

 . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌهاE ٌقبل نقطة انعطافأ ـ تبٌٌن أنّ المنحنى . 2

 

 . هً نفس إشارة  ومنه إشارة ،  من المجال من أجل كل عدد حقٌقً

  أي  وتكافئ  معناه 

  أي  و تكافئ  معناه 

                                 0 x 

 + 0       

 
ln

lim lim 0
x x

x
f x

x 
 

 
0 0

ln
lim lim

x x

x
f x

x 
 

  
0

lim ln
x

x




 
0

lim 0
x

x








 lim 0
x

f x


 C0y 

 
0

lim
x

f x




  C0x 

x 0;  2

1 ln
'

x
f x

x




  2 2

1
. ln

1 ln
'

x x
xxf x

x x




 

f

 'f x1 ln x

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x x e

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x 0 x e 

 ' 0f x 1 ln 0x ln 1x x e

f 0;e ;e 

f

e 

 'f x 

 f x

1

e



 C

 
   

2

4 4 3 3

1
. 2 1 ln 2 1 ln 1 2 2ln 3 2ln

"

x x x x x x x xxf x
x x x x


         

   

x 0;3 0x  "f x3 2ln x 

 " 0f x 3 2ln 0x  
3

ln
2

x 3x e

 " 0f x 3 2ln 0x  
3

ln
2

x 3x e

3e 

 "f x
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 هً نقطة انعطاف  ومنه النقطة  وتغٌر من إشارتها بجوار  تنعدم عند العدد 

 .للمنحنً 

 . الذي ٌشمل المبدأ  للمنحنى جـ ـ كتابة معادلة المماس 

 معادلة المماس من الشكل 

   وتكافئ  معناه 

0وتكافئ 

0

1 2ln
0

x

x

 
 أي  وتكافئ  

  أي إذن معادلة المماس هً 

  . و رسم . 3

المناقشة بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً الموجب . 4

 .، عدد حلول المعادلةتماما

  وتكافئ  تكافئ

  أي وتكافئ 

وبالتالً المعادلة تقبل  ففنّ إذا كان 

 .حلا وحٌدا

 وبالتالً  ففنّ إذا كان 

 المعادلة تقبل حلٌن متماٌزٌن

 وبالتالً المعادلة تقبل  ففنّ إذا كان 

 .حلا مضاعفا

 . وبالتالً المعادلة لٌس لها حلول ففنّ إذا كان 

 "f x3e3e  3 3;E e f e

 C

 D CO

    0 0 0'y f x x x f x  

 O D    0 0 00 ' 0f x x f x  0 0
0 2

0 0

1 ln ln
0

x x
x

x x

 
   

 

0

1
ln

2
x 0x e

 'y f e x
1

2
y x

e


 D C

mxm x
xm xln lnxm xln lnx m x

ln
ln

x
m

x
  lnf x m

0 1m ln 0m 

1

1 em e 
1

0 ln m
e

 

1

em e
1

ln m
e



1

em e
1

ln m
e



(C)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 الموضوع الأوّل                                                       

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 
 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 اكُتب معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

ٌّن أنّ    أ ـ  ب 1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

 اكُتب معادلة للمستوي ب ـ    2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

ٌّن أنّ المثلثأ ـ     . واحسب مساحتهA قائم فACDً ب
ٌّن أنّ المستقٌم ب ـ     ب AB عمودي على المستوي  ACD. 

 .ACDB احُسب حجم رباعً الوجوهجـ ـ   
 :التمرٌن الثانً

0 اللاحقة ذات A ، النقطةنعتبر فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  1z i  

عيّن ثّم أنشئ  (أ (1  مجموعة النقط  M z0:  من المستوي حيث 2 iz z e   و  يمسح . 

عيّن ثم أنشئ  (   ب ' مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
3

4

0

i

z z ke
 

 
   و k يمسح  

عيّن إحداثيات نقطة تقاطع  (   ج  و  '. 

 حيث 1z النقطة التي لاحقتها Bنسمي  (2
3

4

1 0 2
i

z z e
 

 
   

1عيّن الشكل الجبري للعدد المركب  (  أ 0

0

z z

z


 .OAB، ثم استنتج طبيعة المثلث 

 وزاويته A بالدوران الذي مركزه B   صورة النقطةC   لاحقة النقطة2zعيّن  ( ب
2


 

ٌّن العددٌن  (  ج  مرجحا للجملة O بحٌث تكون النقطة و ع    ; , ;A B  2 و   

ٌّن ثم أنشئ  (  د ع Eمجموعة النقطM من المستوي حٌث :    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 ; ,O u v
 
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 :التمرٌن الثالث

I)  نعتبر الدّالة العددٌةg المعرفة على بـ  :   2 2xg x x e   

ٌّرات الدالة /1  .g ادرس تغ

ٌّن أنّ المعادلة /2  ب  0g x  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر  1.59 حٌث 1.60  

استنتج إشارة / 3 g x على . 

II)  نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ    :
 

 

2

; 0
1

0 0

x

x
f x x

e

f







 




 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنّ الدالة/1   مستمرة عند القٌمة f ب
0 0x . 

 عند f ادرس قابلٌة إشتقاق الدالة /2
0 0x ثم فسر النتٌجة . 

 احسب /3 lim
x

f x


 و  lim
x

f x


. 

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً /4  غٌر معدوم ، x أ ـ ب 
 

 
2

'
1x

xg x
f x

e



 

ٌّر الدالة  ٌّراتهاf    ب ـ استنتج اتجاه تغ  . وشكل جدول تغ
ٌّن أنّ / 5 أ ـ ب   2f     ثمّ استنتج حصرا للعدد ، f . 

    ب ـ لٌكن   المنحنى الممثل للدالة K 0; المعرفة على المجال  بـ  :  2K x x  

       ـ احسب    lim
x

f x K x


  ماذا تستنتج ؟  

       ـ ادرس الوضعٌة النسبٌة لـ  fCبالنسبة لـ   0; على المجال  . 

    جـ ـ ارسم  و  fC. 

2:  عدد وإشارة حلول المعادلة التالٌةm ناقش بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً /6 0xx me m   
 :التمرٌن الرابع

 nu متتالٌة معرّفة على ً0:  كما ٌل 5u  13 و 4n nu u  . 

 2uو 1uاحسب  (1

n ،2nuبرهن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2 . 

ٌّن أنّ  (3 ب nu ّمتناقصة، ثمّ استنتج أن  nuاحسب .  متقاربةlim n
n

u


 

n ،2nنضع من أجل كل عدد طبٌعً  (4 nv u . 

ٌّن أنّ    ـ ب nv متتالٌة هندسٌة، ثمّ اكتب nv بدلالة n. 

0: لٌكن (5 1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nT u u u    
 .، ثمّ احسب نهاٌتٌهماnT وnS، عبارتً n  ـ عٌن بدلالة 

 
 
 
 
 
 



 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد:                                                        12الحل المفصل للموضوع 
 

3 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 الموضوع الثانً
 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ; ;O i j k
  

 

نعتبر النقط  1;0;0A،  0;2;0B،   0;0;3Cو
1 2

; ;1
3 3

G
 
 
 

 ، D النقطة  المستقٌم الذي ٌشملA   

وشعاع توجٌهه 
3

1;1;
2

u
 
 
 



 و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة C وشعاع توجٌهه 

1
;1; 3

2
v
 
 
 




  

 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا لكل من المستقٌمٌن .1 Dو  ثمّ ادرس الوضع النسبً لهما . 

ٌّن أنّ .2 0GA:  ب GB GC  
   

 ؟G، ماذا تستنتج بالنسبة للنقطة 

ٌّن شعاعا ناظمٌا .3 n ع


 للمستوي  ABC؛ ثمّ اكُتب معادلة له. 

 والمستوي O احُسب المسافة بٌن النقطة .4 ABC. 

5. H المسقط العمودي للنقطةB على المستقٌم  D. 

 .H جد احداثٌات النقطة    أ ـ
 والمستقٌم B استنتج المسافة بٌن النقطة ب ـ    D. 

 :التمرٌن الثانً

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 2cmالوحدة  . 

Az:  ذاخ انلاحقتٍهA َ Bوعتثر انىقطتٍه  i َ 2Bz عهى انترتٍة  

 2 ونسبته A الذي مركزه h بالتحاكً B صورة النقطة  1B أ ـ عٌن لاحقة النقطة .1

ٌّن لاحقة النقطة   صورة النقطة B'   ب ـ ع
1B بالدوران r الذي مركزه A وزاوٌته 

4


. 

 : بحٌثz' ذات اللاحقة M' النقطة z ذات اللاحقةM الذي ٌرفق بكل نقطةfنعتبر التحوٌل النقطً. 2

             ' 1 1z i z   

ٌّن طبٌعة التحوٌل  .f بالتحوٌل B هً صورة  B' وعناصره الممٌزة؛ ثم استنتج أنّ fأ ـ ع

ٌّن أنه من أجل كل عدد مركب  :  لدٌناi ٌختلف عن zب ـ ب
'

A

z z
i

z z


 


 

 .AMM'ج ـ استنتج طبٌعة المثلث 

أ ـ حدد الطبٌعة والعناصر الممٌزة لـ. 3 E مجموعة النقط  M z2:  من المستوي بحٌث 2z   

ٌّن أنّ     ب ـ ب  ' 3 2 1 2z i i z     ثم استنتج أنه إذا كانت ، M E ّفإن 'M تنتمً لدائرة  

        Cٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها  . 
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 :التمرٌن الثالث

;0 المعرّفة على f نعتبر الدّالة .1  بالشكل   :
 

 

 

ln 1
; 0

0 1

x
f x x

x

f








 



 

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنّ .  .0 مستمرة عند f ب

;0 المعرّفة على g لتكن الدّالة .2  بالشكل  :   
2 3

ln 1
2 3

x x
g x x x

 
 
 

     

ٌّرأ ـ       .gالدّالة  ادرس اتجاه تغ

 احسب     ب ـ 0g 0 ثمّ استنتج أنّه على المجال;   : 
2 3

ln 1
2 3

x x
x x

 
 
 

   . 

ٌّن أنّه على المجال جـ ـ      ;0بطرٌقة مماثلة، ب  :  
2

ln 1
2

x
x x

 
 
 

  .  

:  استنتج، من ااسئلة السابقة أنّ د ـ    
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     . ّوأنf 0 قابلة للاشتقاق عند  . 

;0 المعرّفة على hلتكن الدالة  .3  بـ  :   ln 1
1

x
h x x

x
  


. 

ٌّر الدّالة   أ ـ    ٌّن إشارة hادرس اتجاه تغ ، ثمّ ع h xٌّم  .x حسب ق

ٌّن أنّه من أجل كلب ـ     ;0 من x ب   : 
 

2
'

h x
f x

x
. 

ٌّرات    جـ ـ  . عند f موضحا نهاٌةf أعط جدول تغ

 اكُتب معادلة المماس     د ـ T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

ارسم . 4 Tَ  fC. 

 :التمرٌن الرابع

I fهً الدالة المعرّفة على المجال    1;بـ  :   ln 1f x x x   

1حدّد حسب قٌم x إشارة ، f x x 

2 ٌّر الدالة ٌّن اتجاه تغ   .f   أ ـ ع

;2     ب ـ تٍهّ أوً إذا كان  1x e    ّفإن   2; 1f x e    

II  nu المتتالٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 1u e ومن أجل كل n من  ، 1 ln 1n n nu u u    

1 برهن بالتراجع أنه من أجل كل n من  ،2; 1nu e   . 

2 ٌّر المتتالٌة  ادرس اتجاه تغ nu.  

3 برّر تقارب المتتالٌة  nuثم احسب نهاٌتها ،. 
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 :الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ; ;O i j k
  

 
 نعتبر النقطتٌن 3; 2;2A و 0;4; 1B . 

 كتابة معادلة للمستوي.1 1Pالذي ٌشمل Aو  1;0; 1u 


 . شعاع ناظمً له

المستوي  1P 0 له معادلة من الشكلx z d   ولدٌنا  1A P ً3 تعن 2 0d   1 أيd  وعلٌه  

1 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  1P. 

2. 2Pالمستوي الذي ٌحوي المستقٌم  AB وٌعامد المستوي  1P. 

   أ ـ تبٌٌن أنّ  1;1;1v


 شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

لدٌنا  3;6; 3AB  


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي  2P ٌّحوي المستقٌم وهما غٌر مرتبطٌن خطٌا ان AB 

وٌعامد المستوي  1P ولدٌنا  . 1 1 1 0 1 1 0v u       
 

 و    . 1 3 1 6 1 3 0v AB       


 

vومنه  AB


v و  u
 

  أي شعاع ناظمً للمستوي  2P. 

  ب ـ كتابة معادلة للمستوي   2P. 

المستوي  2P 0 له معادلة من الشكلx y z d    ولدٌنا  2B P ً0 تعن 4 1 0d    أي 

3d   ً3وبالتال 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  2P. 

 : حٌثD وC نعتبر النقطتٌن .3 6;1;5CوDمعرّفة بـ  : 0; 3; 6CD  


. 

  A قائم فACDًأ ـ تبٌٌن أنّ المثلث

ADلدٌنا  AC CD 
  

 ولدٌنا  3;3;3AC


 ومنه  3;0; 3AD 


 

 إذن  . 3 3 3 0 3 3 0AC AD       
 

AC وهذا ٌعنً أن  AD
 

  .A  قائم فً ACD وبالتالً المثلث 

 :2طرٌقة 

ADلدٌنا  AC CD 
  

 معناه 
2

. .AD AC AC CD AC 
    

 

لكن 
2

9 9 9 27AC    


. و  0 3 3 3 6 3 27CD AC       
 

 

.ومنه  27 27 0AD AC   
 

AC وهذا ٌعنً أن  AD
 

  .A  قائم فً ACD وبالتالً المثلث 

 .حساب مساحته

 
3 3 3 2 9 6

2 2 2

AC AD
S ACD ua

 
   

   ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم  AB عمودي على المستوي  ACD. 

.لدٌنا  3 3 6 3 3 3 0AB AC        
 

 و . 3 3 6 0 3 3 0AB AD        
 

AB وهذا ٌعنً  AC
 

 

ABو  AD
 

AB ومنه 


 شعاع ناظمً للمستوي  ACD وبالتالً المستقٌم  AB ٌعامد المستوي  ACD 

 .ACDBجـ ـ حساب حجم رباعً الوجوه

بما أن  AB ٌعامد المستوي  ACD فإن Aهً المسقط العمودي للنقطة  B على المستوي  ACD 

َعهًٍ    
1 1 9 6

3 6 27
3 3 2

V ABCD S ACD AB uv      
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 :التمرٌن الثانً

 اللاحقة ذات A ، النقطةنعتبر فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
0 1z i  

تعيين  (أ (1  مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
0 2 iz z e   و  يمسح . 

0 2 iz z e    تكافئ
0 2 iz z e   0 ومنه 2z z  2 أيAM  

إذن   هي الدائرة التي مركزها A 2 ونصف قطرها. 

تعيين  (ب ' مجموعة النقط  M zمن المستوي حيث  :
3

4

0

i

z z ke
 

 
   و k يمسح  

3

4

0

i

z z ke
 

 
    معناه

3

4

0

i

z z ke
 

 
   إذن  ' هي نصف مستقيم مبدؤه A وميله 

3
1

4
tag

 
 
 

 

 .Aباستثناء النقطة 

تعيين إحداثيات نقطة تقاطع  (ج  و  '. 

لتكن  M zنقطة من المستوي . 

   'M    معناه 

3

4

0

0 2

i

i

z z ke

z z e





 
 
 






 

 
 تكافئ  

3

4

0 0 2
i

iz ke z e




 
 
    يكافئ 

3

4 2
i

ike e




 
 
    

ويكافئ  
2

3

4

k











 إذن 
3

4

0 2
i

z z e
 

 
  أي  1 2;1 2M  . 

 النقطة التي لاحقتها Bنسمي  (2
1z حيث 

3

4

1 0 2
i

z z e
 

 
   

1تعيين الشكل الجبري للعدد المركب  (  أ 0

0

z z

z


 . 

3

4 3
0 0 34

4 4 21 0

0 0 4

2
2

2 2 2

2

i

i
i i

i

z e z
z z e

e e i
z z

e




  



 
 
   

          
   

 
 
 

 
 
 
 

 


     

 .OABاستنتاج طبيعة المثلث 

1 0

0

2i
z z

z



1 معناه  0

0

2i
z z

z
 




 وهذا يعني أن  ;

2
AO AB


 

 
 A قائم في OAB ومنه المثلث

 وزاويته A بالدوران الذي مركزه B   صورة النقطةC   لاحقة النقطة2zتعيين  (ب
2


 

لدٌنا  2
2 0 1 0

i

z z e z z




   معناه  2
2 1 0 0

i

z e z z z




  ٌكافئ 
3

42
2 02

ii

z e e z
  

  
 

 
 

 
 

 

4وٌكافئ 
2 2 1

i

z e i


   أي  2 1 2 1 2z i   . 

 مرجحا للجملة O بحٌث تكون النقطة و تعٌٌن العددٌن  (ج    ; , ;A C  2 و   

0OAلدٌنا  OC  
  

0 معناه  2 0z z   وتكافئ     1 1 2 1 2 0i i       

 

 ; ,O u v
 
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تكافئ  2 2 0i           2 إذن 0     2 ولدٌنا   

نحصل على الجملة 
2 0

2

  

 





  

 
 تكافئ 

2 2 0

2



 





 

 
 تكافئ  

1

2



 





 

  ومنه   

1

2 1









 

  

وعلٌه    ; 1 2; 1     

تعٌٌن  (د Eمجموعة النقطM من المستوي حٌث :    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 

 مرجح الجملة Oلدٌنا      1 2; , ; 1A C  إذن من أجل كل نقطة Mمن المستوي لدٌنا : 

   1 2 1 1 2MO MA MC    
  

 أي  2 1 2MO MA MC  
  

 

MAولدٌنا  MC MA CM CA  
    

 

    1 2 . 0MA MC MA MC   
   

 تعنً  2 . 0MO CA 
 

. أي  0MO CA 
 

 

وبالتالً  E هً المستقٌم المار من O وٌكون CA


 . شعاع ناظمً له

 :التمرٌن الثالث

I)  نعتبر الدّالة العددٌةg المعرفة على بـ  :   2 2xg x x e   

ٌّرات الدالة /1  .g دراسة تغ

limلدٌنا  0x

x
e


 و lim 0x

x
xe


 ومنه    lim lim 2 2 lim 2 2 2x x x

x x x
g x x e e xe

  
       

limولدٌنا  2
x

x


   و lim x

x
e


  إذن    lim lim 2 2x

x x
g x x e

 
     

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة      ' 2 1x x xg x e x e e x     

0xeمن أجل كل عدد حقٌقً   ومنه إشارة ، 'g x مثل إشارة  1 x. 

1; متزاٌدة تماما على gوبالتالً الدالة    1 ومتناقصة تماما على;  . 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

    1  0     x 

  0        +   ' xg 

   2e    
            0                 0      

 2 

 

 xg 

 تبٌٌن أنّ المعادلة /2  0g x  تقبل حلٌن أحدهما معدوم والآخر  1.59 حٌث 1.60  

1; مستمرج َمتزاٌدج تماما عهى انمجال gاندانح   ولدٌنا  ;1 2; 2g e         و  0 2; 2e   

إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1; فً المجال   . 

;1 مستمرج َمتىاقصح تماما عهى انمجال gَندٌىا كرنك اندانح    ولدٌنا  1; ; 2g e          

0و  ; 2e     إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1 فً المجال;  . 

وبما أن     00 2 0 2 0g e    فإن  معدوم و  1.59 0.01g  ،  1.60 0.01g  أي  

   1.59 1.60 0g g  1.59 فإن 1.60 . 
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استنتاج إشارة / 3 g x على . 

         0    x 

               0 + 0        g x 

 

II)  نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ    :
 

 

2

; 0
1

0 0

x

x
f x x

e

f







 




 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

  مستمرة عند القٌمة f تبٌٌن أنّ الدالة/1
0 0x . 

   
2 2

0 0 0 0
lim lim lim lim 0 0

11 1
xx xx x x x

x x x
f x f

ee e
x

xx

    
 
 

    
 

 

0  مستمرة عند القٌمة fإذن الدالة 0x . 

0 عند f دراسة قابلٌة إشتقاق الدالة /2 0x ثم فسر النتٌجة . 

   
2

0 0 0 0

0 11lim lim lim lim 1
10 1

x

xxx x x x

x
f x f xe

ex x e

x

   

    
 

 

0 تقبل الإشتقاق عند fإذن الدالة 0x ًومنحناها البٌان  fC ٌقبل مماسا عند النقطة  0;0O معامل  

 .1توجٌهه ٌساوي 
 حساب /3 lim

x
f x


 و  lim

x
f x


. 

limلدٌنا  1 1x

x
e


   2 وlim

x
x


  إذن  

2

lim lim
1xx x

x
f x

e 
  


 

 
2 2

2

2 2 2 2

1
0

1 1 1
lim lim lim lim

x x xx x x x

x x

e e e
x

x x x x

f x
   

   
    

    
   

 انّ 
2

lim
x

x

e

x
  

 غٌر معدوم ، x أ ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً /4 
 

 
2

'
1x

xg x
f x

e



 

 : عددا حقٌقٌا غٌر معدومx لٌكن 

 
 

 

 

 

  

 

 

 

2

2 2 2 2

2 1 2 2 2 2
'

1 1 1 1

x x x x x

x x x x

x e x e x e xe x x e xg x
f x

e e e e

     
   

   
   

ر الدالة  ٌّ راتهاfب ـ استنتاج اتجاه تغ ٌّ  . وشكل جدول تغ
   0  x 

 +  +  0         x 
   0   +   0      xg 

   0 +   + 'f x 

 متزاٌدة تماما على المجال fإذن الدالة  ; ومتناقصة تماما على المجال  ; . 
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ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

      x 

  +    'f x 

                         f  

 
0  

 

 f x 

 
أ ـ تبٌٌن أنّ / 5   2f     ، 

لدٌنا  g  معناه  2 2 0e   تكافئ 
2

2
e





1 وتكافئ 

2
e 


 


 

إذن    
2 2

2
1

2

f
e

 
  




   




 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

1.59لدٌنا  1.60  0.40 معناه 2 0.41   إذن  1.59 0.40 2 0.60 0.41      

أي  0.63 0.66f   

ب ـ لٌكن   المنحنى الممثل للدالة K 0; المعرفة على المجال  بـ  :  2K x x  

ـ حساب    lim
x

f x K x


    

   
2 2

2 0
1 1

lim lim lim
x

x xx x x

x x e
x

e e
f x K x

  
       

 

نستنتج أن المنحنى   منحنى مقارب لـ  fC بجوار . 

ـ دراسة الوضعٌة النسبٌة لـ  fCبالنسبة لـ   0; على المجال  . 

لدٌنا    
2

1

x

x

x e
f x K x

e
 


 

إشارة    f x K x 1 هً نفس إشارةxe  
0; من المجال xولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً    :1 0xe   ومنه المنحنى  fC ٌقع أسفل  . 

جـ ـ رسم  و  fC. 

 
 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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2:  عدد وإشارة حلول المعادلة التالٌةm المناقشة بٌانٌا حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً /6 0xx me m   

2 0xx me m   تكافئ   21xm e x  وتكافئ 
2

1x

x
m

e



 أي  f x m 

0mإذا كان  فإن المعادلة تقبل حلا واحدا سالبا . 

إذا كان  0 2m    فإن المعادلة تقبل حلٌن موجبٌن . 

إذا كان  2m   فإن المعادلة تقبل حلا مضاعفا . 

إذا كان  2m   فإن المعادلة لا تقبل أي حل . 

 :التمرٌن الرابع

 nu متتالٌة معرّفة على ً0:  كما ٌل 5u  13 و 4n nu u  . 

 2uو 1u حساب (1
لدٌنا 

1 03 4u u  معناه 
13 9u  أي 

1 3u  

2 13 4u u  23 معناه 7u  2 أي
3

7
u . 

n ،2nuبرهان أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً  (2 . 

0لدٌنا  5u  0 ومنه 2u إذن مرحلة الإبتداء صحٌحة  

2nuنفرض أنّ   ّ1 ونبرهن أن 2nu   

2nuلدٌنا   4 معناه 6nu   ومنه 
13 6nu   أي 

1 2nu   

n ،2nuإذن من أجل كل عدد طبٌعً  وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

تبٌٌن أنّ  (3 nuمتناقصة  . 

 :  عددا طثٍعٍاnنٍكه 

 13 3 4 3 2 2n n n n nu u u u u       ًَمى    13 2 2n n nu u u    

2nuَندٌىا   2 معىاي 0nu  ًَمى  1 03 n nu u  أي 
1 0n nu u   َتانتانً انمتتانٍح  nuمتىاقصح . 

استنتاج أنّ  nuمتقاربة  . 

بما أن  nu ًمتناقصة ومحدودة من ااسفل فهً متقاربة نحو عدد حقٌق l 2 حٌثl    

limحساب  n
n

u


 

لدٌنا  nu 1 متقاربة إذنlim limn n
n n

u u l
 

  

13ولدٌنا  4n nu u   3 بالمرور إلى النهاٌة نجد 4l l  2 أيl  إذن lim 2n
n

u


. 

n ،2nنضع من أجل كل عدد طبٌعً  (4 nv u . 

ـ تبٌٌن أنّ  nv ،متتالٌة هندسٌة  

1لدٌنا  13 3 6n nv u   13 معناه 2n nv u   13 تكافئ n nv v  أي 
1

1

3n nv v  

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

3
q  0 وحدها ااوّل 0 2 3v u   

 .n بدلالة nvكتابة 
1

0

1 1
3

3 3

n n

n

nv v q


   
   
   

   

0: لٌكن (5 1 ...n nS v v v    0 و 1 ...n nT u u u    
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 .، ثمّ احسب نهاٌتٌهماnT وnS، عبارتً n  ـ تعٌٌن بدلالة 
1 1

1

0

1 1
1 1

9 13 3
3 1

1 2 321
3 3

n n

n

nS v

 



      
                            
   

 

   


 

       0 12 2 ... 2 2 1n n nT v v v S n          

أي  
1

9 1
1 2 1

32

n

nS n
  

     

   

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 :الموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ; ; ;O i j k
  

 

نعتبر النقط  1;0;0A،  0;2;0B،   0;0;3C و 
1 2

; ;1
3 3

G
 
 
 

 ، D المستقٌم الذي ٌشمل  

وشعاع توجٌهه   Aالنقطة 
3

1;1;
2

u
 
 
 



 و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة C وشعاع توجٌهه 

1
;1; 3

2
v
 
 
 




  

 كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .1 D 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء  

 M D ًإذا وفقط إذا وُجد عدد حقٌق t بحٌث AM tu
 

 

أي      
1

: ;

3

2

x t

D y t t

z t









 

 



 

كتابة تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم   

 M  ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق k بحٌث CM kv
 

 

أي    

1

2
: ;

3 3

x k

y k k

z k











  

 

 

دراسة الوضع النسبً للمستقٌمٌن  D و  . 

uلدٌنا الشعاعان 


v و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا انّ 

1
12

1 1



 ومنه المستقٌمان  Dو  غٌر متوازٌٌن . 

 .ندرس تقاطعهما
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  من ااعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة k و tندرس إمكانٌة وجود ثنائٌة 

 

 

 

1
1 .......... 1

2

............... 2

3
3 3 .... 3

2

t k

t k

t k









 



 

 

بجمع  1 و  2 نجد 
3

1
2

k ومنه 
2

3
k  بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

1
1

3
2

3
3

1
2

t

t

t











 





 

أي    

2

3
2

3
2

3

t

t

t

















 إذن المستقٌمان  D و   متقاطعان حٌث    
1 2

; ;1
3 3

D G
  
  

  
  

0GA:  تبٌٌن أنّ .2 GB GC  
  

 ؟G، ماذا تستنتج بالنسبة للنقطة 

2 2
; ; 1

3 3
GA

 
 
 

 


 ، 
1 4

; ; 1
3 3

GB
 
 
 
 


 و 

1 2
; ;2

3 3
GC

 
 
 
 


 

GAومنه إحداثٌات الشعاع  GB GC 
  

 هً 
2 1 1 2 4 2

; ; 1 1 2
3 3 3 3 3 3

 
 
 

        أي  0;0;0 

0GAماٌعنً أنّ  GB GC  
   

 .ABCهً مركز ثقل المثلث G  لٌست فً إستقامٌة فإنC و A ،B وبما أنّ النقط 

n تعٌٌن شعاعا ناظمٌا .3


 للمستوي  ABC ؛ 

نضع  ; ;n a b c


 لدٌنا 
. 0

. 0

n AB

n AC











 معناه 
2 0

3 0

a b

a c





  

  
 ٌكافئ 

2

3 0

a b

a c







  
 وٌكافئ 

2

2

3

a b

c b










 

3bنأخذ مثلا   نجد  6;3;2n


  

كتابة معادلة لـ ABC. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء  

 M ABC معناه . 0AM n 
 

 حٌث  1; ;AM x y z


 

ومنه  6 1 3 2 0x y z    6 أي 3 2 6 0x y z    وهً معادلة للمستوي  ABC. 

 والمستوي O حساب المسافة بٌن النقطة .4 ABC. 

  
6 0 3 0 2 0 6 6

;
736 9 4

d O ABC
     

 
 

 

5. H المسقط العمودي للنقطةB على المستقٌم  D. 

 .H   أ ـ اٌجاد احداثٌات النقطة 
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لدٌنا  H D معناه 
3

1 ; ;
2

H t t t
 
 
 
 و 

3
1 ; 2;

2
BH t t t

 
 
 
 


 

.ولدٌنا  0u BH 


 معناه    
3 3

1 1 2 0
2 2

t t t       تكافئ 
9

2 3 0
4

t t   وتكافئ 

8 9 12 0t t   أي 
12

17
t  ومنه 

12 12 12

17 17 17

3
1 ; ;

2
H

  
  
  

 أي 
5 12 18

; ;
17 17 17

H
 
 
 

. 

 والمستقٌم Bب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة  D. 

لدٌنا 
5 22 18

; ;
17 17 17

BH
 
 
 


 ومنه 

1 7 17
25 484 324

17 17
BH     

وبالتالً   
7 17

;
17

d B D BH . 

 :التمرٌن الثانً

المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 2cmالوحدة  . 

Az:  ذاخ انلاحقتٍهA َ Bوعتثر انىقطتٍه  i َ 2Bz عهى انترتٍة  

 أ ـ تعٌٌن لاحقة النقطة .1
1B  صورة النقطة B ًبالتحاك h الذي مركزه A 2 ونسبته 

  1h B B معناه  
1

2B A B Az z z z   وتكافئ  
1

2B B A Az z z z   وتكافئ 

 
1

2 2Bz i i   أي  
1

2 2 1 2Bz i    

 وزاوٌته A الذي مركزه r بالدوران 1B صورة النقطة B'   ب ـ تعٌٌن لاحقة النقطة 
4


. 

 1 'r B B معناه  4
'

1

i

B A B Az z e z z


   تكافئ   '

2 2
2 2

2 2Bz i i i    

وتكافئ  ' 2 2Bz i i i i     أي ' 3 2Bz i  

 : بحٌثz' ذات اللاحقة M' النقطة z ذات اللاحقةM الذي ٌرفق بكل نقطةfنعتبر التحوٌل النقطً. 2

             ' 1 1z i z   

 .f بالتحوٌل B هً صورة  B' وعناصره الممٌزة؛ ثم استنتج أنّ fأ ـ تعٌٌن طبٌعة التحوٌل
z' من الشكل fالكتابة المركبة للتحوٌل  az b  1 حٌثa i  1 وb  

2aلدٌنا   و  arg
4

a


 

 زاوٌته 2 تشابه مباشر نسبته fإذن 
4


 ومركزه النقطة الصامدة ذات اللاحقة 

1 1

1
i

a i
 

 
 .A أي مركزه 

لدٌنا  1 'r B B معناه    'r h B B وتكافئ   'r h B B إذن 'B  هً صورة B بالتحوٌل r h 

fولدٌنا  r h  أي 'B  هً صورة B بالتحوٌل f. 

ٌّن أنه من أجل كل عدد مركب :  لدٌناi ٌختلف عنzب ـ ب
'

A

z z
i

z z


 


 

     ' 1 1 1 Az z i z z iz i z i i z z            ومنه 
'

A

z z
i

z z


 


. 

 .AMM'ج ـ استنتاج طبٌعة المثلث 

لدٌنا 
'

A

z z
i

z z


 


1 إذن 

'

A

z z

z z





arg و 

2

'

A

z z

z z

 
  

 




MM' وهذا ٌعنً أنّ  MA و  
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 
2

; 'MA MM


 
 

 . ومتساوي الساقٌنM قائم فAMMً' وبالتالً المثلث 

أ ـ تحدٌد الطبٌعة والعناصر الممٌزة لـ . 3 E مجموعة النقط  M z2:  من المستوي بحٌث 2z   

2 2z   2 معناهBz z  2 تكافئBM  إذن  E هً الدائرة التً مركزها B ونصف  

 .2قطرها 

ب ـ تبٌٌن أنّ   ' 3 2 1 2z i i z     و استنتاج أنه إذا كانت ، M E ّفإن 'M تنتمً لدائرة  C 

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها      . 

      ' 3 2 1 1 3 2 1 2 2 1 2z i i z i i z i i z              

لدٌنا   ' 3 2 1 2z i i z     ًتعن  ' 3 2 1 2z i i z      

'وتكافئ  ' 2B M BM ولدٌنا  M E
 

2BMمعناه   ومنه ' ' 2 2 2B M    

 تنتمً إلى الدائرة M'إذن  C التً مركزها 'B 2 ونصف قطرها. 

 :التمرٌن الثالث

 المعرّفة على f نعتبر الدّالة .1 0;بالشكل   :
 

 

 

ln 1
; 0

0 1

x
f x x

x

f








 



 

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

 .0 مستمرة عند fتبٌٌن أنّ . 

 
 

 
0 0

ln 1
lim lim 1 0

x x

x
f x f

x 
 


   

 .0 مستمرة عند fإذن الدالة 

;0 المعرّفة على g لتكن الدّالة .2  بالشكل  :   
2 3

ln 1
2 3

x x
g x x x

 
 
 

     

ٌّر  .gالدّالة      أ ـ دراسة اتجاه تغ

;0 تقبل الإشتقاق على gالدالة    ولدٌنا 

   
  2 3

2
1 1 11

' 1
1 1 1

x x x x
g x x x

x x x

    
     

  
 

;0 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً   :1 0x   3 و 0x  ومنه  ' 0g x  

;0 متناقصة تماما على gوبالتالً الدالة   . 

ب ـ حساب  0g . 

   
0 0

0 ln 0 1 0 0
2 3

g
 

      
 

 

;0استنتاج أنّه على المجال    : 
2 3

ln 1
2 3

x x
x x

 
 
 

   . 

;0 متناقصة تماما على المجال gالدالة    ولدٌنا  0 0g ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  

 0;  ،  0g x  ومنه  
2 3

0ln 1
2 3

x x
x x

 
 

 
    أي  

2 3

ln 1
2 3

x x
x x

 
  
 

   
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;0    جـ ـ بطرٌقة مماثلة، تبٌٌن أنّه على المجال   :  
2

ln 1
2

x
x x

 
 
 

  . 

;0 المعرفة على المجال uنعتبر الدالة   بـ  :   
2

ln 1
2

x
u x x x

 
    

 
 

;0 تقبل الإشتقاق على uالدالة    ولدٌنا    
   21 1 11

' 1
1 1 1

x x x
u x x

x x x

  
    

  
 

;0 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً    : ' 0u x  وبالتالً الدالة u 0 متزاٌدة تماما على;  
 

ولدٌنا  0 0u  0 إذن من أجل كل;x     :  0u x  ومنه  
2

ln 1 0
2

x
x x

 
    

 
 

أي  
2

ln 1
2

x
x x

 
   

 
  

: د ـ استنتاج، من الأسئلة السابقة أنّ 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     . 

لدٌنا مما سبق  
2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x x      ومنه  

2 2 3

ln 1
2 2 3

x x x
x x       

وٌكافئ 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
    . 

 .0 قابلة للاشتقاق عند fاستنتاج أنّ 

   
   

 
2

0 0 0 0

ln 1 ln 1
10 ln 1

lim lim lim lim
0x x x x

x x x
f x f x xx x

x x x x   
   

  
  

  


 

ولدٌنا 
 

2

ln 11 1

2 2 3

x x x

x

 
     

بما أنّ  
0

1 1
lim

2 3 2x

x



 
    
 

:  إذن حسب النهاٌات بالمقارنة فإن
 

2
0

ln 1 1
lim

2x

x x

x


 
      

 .0 تقبل الإشتقاق عند fإذن الدالة

;0 المعرّفة على hلتكن الدالة  .3  بـ  :   ln 1
1

x
h x x

x
  


. 

ٌّر الدّالة  ، و تعٌٌن إشارة h    أ ـ دراسة اتجاه تغ h xٌّم  .x حسب ق

;0 تقبل الإشتقاق على hالدالة   ولدٌنا  : 
   

2 2

1 1
'

11 1

x
h x

xx x


  

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا  ' 0h x  وبالتالً الدالة h 0 متناقصة تماما على;   

وبما أنّ  0 0h  0 فإنه لكل;x     :  0h x     . 

;0 من xب ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل   : 
 

2
'

h x
f x

x
. 

x;0لٌكن     : 
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 
     

2 2 2

1
ln 1 ln 1

1 1'

xx x x h xx xf x
x x x

 
 
 

   
    

x;0من أجل كل     :  0h x  و 
2 0x  ومنه  ' 0f x  وبالتالً الدالة f متناقصة تماما  

;0على  .  

ٌّرات  . عند f مع توضٌح نهاٌةfجـ ـ جدول تغ

 
   ln 1 ln 1 1

lim lim lim
1x x x

x x x
f x

x x x  

  
  


 

لدٌنا 
 ln 1 ln

lim lim 0
1x t

x t

x t 


 


 و 

1
lim 1

x

x

x


 إذن  lim 0

x
f x


 

 0 x 

  'f x 

 1 

 
 
0 

 

 f x 

 

د ـ كتابة معادلة المماس  T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

    ' 0 0 0y f x f   ومنه 
1

1
2

y x   وهً معادلة للمماس  T. 

رسم . 4 Tو  fC. 

 
 
 
 
 
 

(T)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 :التمرٌن الرابع

I f هً الدالة المعرّفة على المجال   1;بـ  :   ln 1f x x x   

1تحدٌد حسب قٌم x إشارة ، f x x 

   ln 1f x x x   
 

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   2 أيx  

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   0 َتكافئ 1 1x   1 أي 2x  

  0f x x  ًتعى  ln 1 0x   َتكافئ  ln 1 0x   1 َتكافئ 1x   2 أيx 
 

2 ٌّر الدالة   .f   أ ـ تعٌٌن اتجاه تغ

تقثم الإشتقاق عهى  fاندانح   1;كُوٍا مجمُع دانتٍه تقثلان الإشتقاق عهى ٌرا انمجال َندٌىا : 

 
1

' 1
1 1

x
f x

x x
  

 
  

 مه انمجال xمه أجم كم عدد حقٍقً  1; ندٌىا  ' 0f x َتانتانً اندانح f متزاٌدج تماما عهى  1;. 

;2ب ـ تبيين أنه إذا كان  1x e    ّفإن   2; 1f x e   
  

 متزاٌدج تماما عهى fندٌىا  1;.
 

2إذا كان  1x e   فإن      2 1f f x f e   ًَمى  2 f x e  أي  2 1f x e   

;2إذن مه أجم  1x e     ّفإن   2; 1f x e   
 

II  nu المتتالٌة المعرّفة على ً0:  كما ٌل 1u e  و من أجل كل  n من  ، 1 ln 1n n nu u u    

1 برهان بالتراجع أنه من أجل كل n من  ،2; 1nu e   . 

0لدٌنا  1u e  0 ومنه 2; 1u e   أي مرحلة اابتداء صحٌحة . 

 . عددا طبٌعٌاkلٌكن 

;2نفترض أنّ  1ku e    1 ولنبرهن أن 2; 1ku e     

;2لدٌنا  1ku e    فإن . ب (2 وحسب نتٌجة السؤال  2; 1kf u e     1 أي 2; 1ku e     

;n :2وبالتالً من أجل كل عدد طبٌعً  1nu e    

2 ٌّر المتتالٌة  دراسة اتجاه تغ nu. 

x;2لدٌنا من أجل كل      :   0f x x  

;n :2ولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1nu e    ومنه   0n nf u u  1 أي 0n nu u وعلٌه المتتالٌة  

 nu
 

.  متناقصة
   

3 تبرٌر تقارب المتتالٌة  nu ، 

بما أن  nu فهً متقاربة2 متناقصة ومحدودة من ااسفل بالعدد . 

 .حساب نهاٌتها

بما أن  nu متقاربة فإن lim n
n

u l


 حٌث l  ولدٌنا  1n nu f u وبما أن الدالة f مستمرة على 

 1; فإن  l f l 2 ومنهl  وعلٌه lim 2n
n

u


. 
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 الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y : 9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y : 45 28 130x y  

بٌن أنه إذا كان     .  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y ثم حل5 مضاعف للعدد ، 

 .      هذه المعادلة

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

ٌّن     .   . فً النظام العشري N، ثم اكتب  و ع

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 0;0;2A ، 0;4;0B ، 2;0;0C ، 2;5;6D  و  4;4;4H . 

ٌّن أنّ النقط . 1 ٌّن مستوٌاC و A ،Bأ ـ ب  . تع

    ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

ٌّن أن النقطة  . 2  على المستوي D هً المسقط العمودي للنقطة Hب ABC. 

ٌّن أنّ النقطة  . 3  هً مرجح للجملة المثقلة Hب      ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

 لتكن. 4 E  مجموعة النقط Mمن الفضاء حٌث  : 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

 

ٌّن أنّ النقطة     تنتمً إلى M    أ ـ ب E إذا وفقط إذا كان . 48......... 2MH CH 
 

 

 تنتمً إلى A    ب ـ تحقق من أنّ النقطة  E. 

ٌّن أنّ العلاقة       جـ ـ ب 2 تكافئ . 0AM CH 
 

 

     د ـ استنتج طبٌعة المجموعة  E. 

 :التمرٌن الثالث

1 . P z ٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 24 8 8P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 2   أ ـ تحقق أنّ  P z. 

 المعادلة    ب ـ حل فً مجموعة الأعداد المركبة   0P z . 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس . 2 ; ,O u v
 

 

2Az:  ذات اللاحقاتC و A ،Bنعتبر النقط   ،1 3Bz i  1 و 3Bz i على الترتٌب . 

B و Bz ،Czأ ـ اكتب كلا من 

C

z

z
 . على الشكل الأسًّ

ٌّن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً بحٌث ٌكون   ب ـ ع

n

B

C

z

z

 
 
 

 . حقٌقٌا

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً فردي  n :3جـ ـ ب 3 3 12 0n n n

B Cz z   . 
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ٌّن طبٌعة الرباعً C و A ،Bد ـ أنشئ النقط   .OBAC ثمّ ع

 : حٌثz' ذات اللاحقة M'، النقطة z من المستوي ذات اللاحقةMنرفق بكل نقطة. 3
.

' A C

C

z z z
z

z z





 

أ ـ لتكن Eمجموعة Mالنقط ذات اللاحقة zبحٌث   B Cz z z z ٌّن ثم أنشئ المجموعة ؛ ع E. 

'ب ـ تحقق أنّ  C
A

C

z
z z

z z
 


. 

ٌّن أنه عندما تمسح النقطة  المجموعةMجـ ـ ب Eفإن النقطة 'Mتمسح دائرة  C ٌطلب تعٌٌن مركزها  

 ونصف قطرها
 :التمرٌن الرابع

I ) وعزجش انذانخ انعذدٔخg 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   2 1 2lng x x x   

. gح رغٕشاد انذالادسس . 1

اصزىزج إشبسح . 2 g x 0 عهّ انمجبل;  . 

II )وعزجش انذانخ انعذدٔخ f0 انمعشفخ عهّ انمجبل;   ثـ  : 
 

2
1 ln x

f x x
x


  

 fC رمثٕهٍب انجٕبوٓ فٓ انمضزُْ انمىضُة إنّ انمعهم انمزعبمذ َانمزجبوش  ; ,O i j
 

. 

احضت . 1 
0

lim
x

f x




 . ثمّ فضّش انىزٕجخ ٌىذصٕب

ثشٌه أنّ . 2
 

2
ln

lim 0
x

x

x
 ( ٔمكه َضع t x ) ثمّ احضت ،  lim

x
f x


. 

;0 مه انمجبل xأ ـ ثٕهّ أوًّ مه أجم كم عذد حقٕقٓ. 3   ، 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 

 . َشكم جذَل رغٕشّارٍبf   ة ـ اصزىزج ارجبي رغٕشّ انذّانخ  

أ ـ ثٕهّ أنّ انمضزقٕم . 4 را انمعبدنخ y x ّمقبسة مبئم نهمىحى  fC عىذ . 

    ة ـ ادسس انُضغٕخ انىضجٕخ نهمىحىّ  fC ثبنىضجخ إنّ انمضزقٕم  . 

أ ـ ثٕهّ أنّ انمعبدنخ . 5  0f x  رقجم حلا َحٕذا  0.3؛ حٕث 0.4 . 

    ة ـ اسُصم  َ  fC. 

 انمعشّفخ عهّ انمجبل hوعزجش انذّانخ انعذدٔخ .  6 ;0ثـ  :   h x f x  ، hCٓرمثٕهٍب انجٕبو . 

   ّاششح كٕفٕخ سصم انمىحى  hC ّإوطلاقب مه انمىحى  fCًثمّ اسصم .      
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 :الموضوع الثاوي

 :التمريه الأوّل

1 ًادرس حسب قٌم العدد الطبٌع n 2 بواقً قسمة العددn 7 على.  

2ًٌّن أنه من أجل كل عدد طبٌع 3:  ٌكون العددn ب 2 33 100 8 102 104n n    7  مضاعفا للعدد. 

3 أولً ؟ برّر، عٌن 101 أ ـ هل العدد  505,303PGCD.  

:  المعادلة 2    ب ـ نعتبر فً  505 303 1111..... 1x y  

     حل المعادلة  1 علما أن الحل الخاص  0 0,x y ٌحقق  :
0 03 5x y .  

 . موجبانy و x   جـ ـ نفرض أن

4 لٌكن dالقاسم المشترك الأكبر للعددٌن xو y حٌث  ;x y هو حل للمعادلة  1. 

  ؟ d   ـ ماهً القٌم الممكنة للعدد 

   ـ أوجد الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1 11 بحٌث ٌكونd  

 :التمريه الثاوي

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 2;1;2A ، 0;2; 1B  ، 1;1;0H والمستقٌم   ًمعرّف بتمثٌله الوسٌط 

 

2 6

1 2 ;

4

x t

y t t

z t

  


  
 

 

اكتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم . 1 AB. 

ٌّن أنّ . 2 ب AB و  لا ٌنتمٌان إلى نفس المستوي . 

3 . Pهو المستوي الذي ٌشمل  AB وٌوازي  . 

   أ ـ تحقق أنّ الشعاع  1;5;1n


 ناظمً للمستوي  P. 

   ب ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

   جـ ـ احسب المسافة بٌن  P و  . 

ٌّن إحداثٌات النقطة . 4  منتصف القطعة Iع AB ثمّ جد معادلة دٌكارتٌة للمستوي ، Q ؛ المحوري 

     للقطعة  AB. 

لتكن. 5 مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 2MA MB . 

 تنتمً إلى H  ـ تحقق أنّ النقطة   ثمّ استنتج طبٌعة المجموعة  . 
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 :التمريه الثالث

 المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

. 

 التً لواحقها  Cو  A،Bنعتبر النقط 
Az i ،2Bz  ،2Cz i  ونسمً. على الترتٌبI،J،K  

OBمنتصفات القطع     ،AC   ،CB   و  Sالتشابه المباشر الذي ٌحول A إلى I وٌحول O إلى B 

ٌّن العبارة المركبة للتشابه  -1 ٌّن مركزه Sع  .، ثمّ ع

ٌّن صورة المستطٌل -2 AOBCع  .S بالتشابه  

2Sنعتبر التحوٌل  -3 S S .  

ٌّن صورة النقط     أ ـ  .2S بالتحوٌل O،B،A ع

 . تحاك ٌطلب تعٌٌن عناصره2S برهن أنّ ب ـ    

 استنتج أنّ المستقٌمات  جـ ـ    OC،  BJ، AKمتقاطعة . 

 :التمرٌن الرابع

I وعزجش انذانخ g 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   
2

ln 1
1

x
g x x

x
  


 

ٌّرات الدالة .1  .، ثم شكل جدول تغٌراتهاg ادرس تغ

ٌّن أن المعادلة . 2 ب  0g x  تقبل حلا وحٌدا  3.9 حٌث 4 . 

ٌّم .3 ٌّن، حسب ق xع  إشارة   g x. 

II f الدالة المعرفة على بـ  :   2ln 1x xf x e e  

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

علما أن . 1
 

0

ln 1
lim 1
t

t

t


عٌن نهاٌة الدالة f عند . 

: بٌن أن. 2 
 2ln 12

x

x x

ex
f x

e e

 
  ثم احسب ، lim

x
f x


. 

؛ xأ ـ بٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً . 3   2' x xf x e g e. 

    ب ـ عٌن إشارة  'f x. 

ٌّر الدالة   .، ثمّ شكل جدول تغٌراتهاf    جـ ـ استنتج إتجاه تغ

بٌن أن  . 4
ln 2

2 1
f

 



 
 
 




أنشئ  .  fC  . ٌعطى
ln

0,6
2


 و 

ln
0,8

2
f

 
 
 

 

 

 

 
 
 



 2015               دورة مارس  .تقنً رٌاضً: الشعبة
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد          13الحل المفصّل للإختبار رقم 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

5 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1 حل فً المجموعة  المعادلة ذات المجهول  ', 'x y : 9 ' 14 ' 13x y  علما أن  3,1 حلا لها  

لدٌنا 
   

9 ' 14 ' 13

9 3 14 1 13

x y 


 
 بالطرح نحصل على    9 ' 3 14 ' 1 0x y    أي 

   9 ' 3 14 ' 1x y   ٌقسم 14 لدٌنا  9 ' 3x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 9َ 14 و  

' ٌقسم 14 3x  ومنه ' 3 14x k  أي ' 14 3x k  حٌث k  ًبالتعوٌض ف 

   9 ' 3 14 ' 1x y   نجد  14 ' 1 9 14y k   ومنه ' 1 9y k  أي ' 9 1y k  مع k   

2 نعتبر فً المجموعة   المعادلة ذات المجهول  ,x y : 45 28 130x y  

تبٌٌن أنه إذا كان  ,x yحلا لهذه المعادلة فإن x و2 مضاعف للعدد y 5 مضاعف للعدد . 

45 28 130x y   45تكافئ 28 130x y  أي  45 2 65x y  45 ٌقسم2 ومنهxوالعددان  

 .2 مضاعف للعدد x أي x  ٌقسم 2 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 45 و 2

28وكذلك لدٌنا  45 130y x  أي  28 5 26y x  28 ٌقسم 5 ومنهy لأولٌان 28 و 5 والعددان 

 .5 مضاعف للعدد y أي y ٌقسم 5فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 
 .حل المعادلة

x 2 معناه 2 مضاعف للعدد 'x x حٌث 'x  و y 5 معناه 5 مضاعف للعدد 'y y حٌث 'y  

45إذن  28 130x y  45 تكافئ 2 ' 28 5 ' 130x y    وتكافئ  10 9 ' 14 ' 130x y أي  

9 ' 14 ' 13x y  وحسب ما سبق ' 14 3x k  و ' 9 1y k  حٌث k  

وعلٌه  2 14 3x k  و  5 9 1y k  28 أي 6x k  45 و 5y k  مع k . 

3 N 2 عدد طبٌعً ٌكتب 3 5 و 9 فً نظام تعداد أساسه 6 7 فً نظام تعداد أساسه. 

 . فً النظام العشري N، ثم اكتب  و تعٌٌن 

0لدٌنا  1 2 33 9 9 9 2 9N          3 ومنه 9 81 1458N      أي 

90 1461N   0 حٌث 8  0 ومن جهة أخرى 1 2 36 7 7 7 5 7N           

56أي  1721N   0 حٌث 6  90 وعلٌه 1461 56 1721    ومنه 

90 56 260   45 أي 28 130   28 وحسب ماسبق 6k   45 و 5k  مع 

k  0 ولدٌنا 8  0 و 6   28 معناه 6 8k   45 و 5 6k   أي 
1

14
k  و 

1

4
k  

0kوعلٌه   ً6 وبالتال  5 و  

90إذن  6 1461 2001N       . 
 :الثانًالتمرٌن 

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 0;0;2A ، 0;4;0B ، 2;0;0C ، 2;5;6D  و  4;4;4H . 

ٌّن مستوٌاC و A ،Bأ ـ تبٌٌن أنّ النقط . 1  . تع

لدٌنا  0;4; 2AB 


 و  2;0; 2AC 


AB من الواضح أن الشعاعٌن 


AC و


  غٌر مرتبطٌن خطٌا 
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ٌّن مستوٌاC و A ،Bومنه النقط   .   تع

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

لٌكن  ; ;n a b c


 شعاعا ناظمٌا للمستوي  ABC عندئذ . 0n AB 
 

. و  0n AC 
 

4 ومنه  2 0b c  

2و  2 0a c  2 أيc b و c a 2 وبأخذc  2  نجدa  1 وb  إذن  2;1;2n


  

المستوي ABC 2 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  A ABC ً4 ٌعن 0d  

4dأي    2 وعلٌه 2 4 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 على المستوي D هً المسقط العمودي للنقطة Hتبٌٌن أن النقطة  . 2 ABC. 

2لدٌنا  2 4 8 4 4 4 0H H Hx y z         ومنه  H ABC  

ولدٌنا  2; 1; 2DH   


DH ومنه  n 
 

DH أي الشعاعان 


n و 


  مرتبطان خطٌا وبالتالً فإن النقطة

H  هً المسقط العمودي للنقطةD على المستوي  ABC. 

 هً مرجح للجملة المثقلة Hتبٌٌن أنّ النقطة  . 3      ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

لدٌنا  4; 4; 2HA  


 ، 4;0; 4HB 


 و  6; 4; 4HC  


 

أي  2 8;8;4HA 


 ، 4;0;4HB 


  و  2 12; 8; 8HC  


 إذن إحداثٌات الشعاع 

2 2HA HB HC  
  

 هً  8 4 12;8 0 8;4 4 8       أي  0;0;0 ّوهذا ٌعنً أن  

2 2 0HA HB HC   
   

 هً مرجح للجملة المثقلة H ومنه        ; 2 , ; 1 , ;2A B C . 

 لتكن. 4 E  مجموعة النقط Mمن الفضاء حٌث  : 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

 

  تنتمً إلى Mأ ـ تبٌٌن أنّ النقطة   E إذا وفقط إذا كان . 48......... 2MH CH 
 

 

 هً مرجح للجملة المثقلة Hلدٌنا        ; 2 , ; 1 , ;2A B C   إذن من أجل نقطة Mمن الفضاء   : 

 2 2 2 1 2MA MB MC MH      
   

2 أي  2MA MB MC MH    
   

 

Mتنتمً إلى   E معناه 2 2 . 48MA MB MC CH    
   

. وتكافئ  48MH CH  
 

 أي 

. 48MH CH 
 

   . 

 تنتمً إلى Aب ـ التحقق من أنّ النقطة  E. 

لدٌنا  4;4;2AH 


 و  6;4;4CH 


. إذن  4 6 4 4 2 4 48AH CH        
 

 ومنه 

 A E 

جـ ـ تبٌٌن أنّ العلاقة  2 تكافئ . 0AM CH 
 

 

. 48MH CH 
 

 معناه  . 48MA AH CH 
  

. وتكافئ  . 48MA CH AH CH 
   

  وتكافئ 

. 48 48MA CH  
 

. أي  0MA CH 
 

     . 

إذن  E هً المستوي الذي ٌشمل A وٌكون CH


 . شعاعا ناظمٌا له

 



 2015               دورة مارس  .تقنً رٌاضً: الشعبة
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد          13الحل المفصّل للإختبار رقم 
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

7 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :التمرٌن الثالث

1 . P z ٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 24 8 8P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 2أ ـ التحقق أنّ  P z. 

     
232 2 4 2 8 2 8 0P      هو جذر لكثٌر الحدود 2 ومنه  P z. 

 المعادلة ب ـ حل فً مجموعة الأعداد المركبة   0P z . 

المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس . 2 ; ,O u v
 

 

2Az:  ذات اللاحقاتC و A ،Bنعتبر النقط   ،1 3Bz i  1 و 3Cz i على الترتٌب . 

أ ـ كتابة كلا من 
Bz ،

Cz و B

C

z

z
 . على الشكل الأسًّ

3
1 3

2 2 cos sin 2
2 2 3 3

i

Bz i i e


    
       

  
 

32
i

C Bz z e




  

23
3 3 3

3

2

2

i
i i

B

i
C

z e
e e

z
e


  



 
 

 


   

 بحٌث ٌكون n ب ـ تعٌٌن مجموعة قٌم العدد الطبٌعً 

n

B

C

z

z

 
 
 

 . حقٌقٌا

لدٌنا  
2 2

3 3

nn n
i i

B

C

z
e e

z

   
   

   
 

n

B

C

z

z

 
 
 

arg حقٌقً معناه  B

C

z
k

z


 
 

 
 ومنه 

2

3

n
k


 2 أي 3n k 

3n ومنه n ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 3َ 2 والعددان 2n ٌقسم 3لدٌنا   حٌث 

 

n :3جـ ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً فردي  3 3 12 0n n n

B Cz z   . 
3 3

3 3 3 1 3 1 3 3 3 13 32 2 2 2 2 2 2

n n
i i

n n n n n in n in n

B Cz z e e e e
 

 


   
   

          
   

 

1in عدد فردي فإنّ nبما أن  ine e    

ومنه  
33 3 3 1 3 3 3 1 3 1 3 1 3 12 2 2 2 2 2 2 2 2 0

nn n n n n n n n n

B Cz z                  

  C و A ،Bد ـ أنشئ النقط 
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 .OBACتعٌٌن طبٌعة الرباعً 

2لدٌنا  1 3 1 3A Cz z i i      ومنه 
A C Bz z z  ّوهذا ٌعنً أن CA OB

 
 

ولدٌنا 
2

3
i

B

C

z
e

z



 1 معناهB

C

z

z
أي OB OCإذن OBACٌّن  .  مع

 : حٌثz' ذات اللاحقة M'، النقطة z من المستوي ذات اللاحقةMنرفق بكل نقطة. 3
.

' A C

C

z z z
z

z z





 

أ ـ لتكن Eمجموعة Mالنقط ذات اللاحقة zبحٌث    1B Cz z z z   ؛ 

تعٌٌن و إنشاء المجموعة E. 

   1B Cz z z z   معناه    1B Bz z z z   وتكافئ    1B Bz z z z   

ومنه 
2

1Bz z  1 وعلٌهBz z  1 أيBM            تذكٌر  :
2

.   

إذن  E هً الدائرة التً مركزها B 1 ونصف قطرها. 

'ب ـ التحقق أنّ  C
A

C

z
z z

z z
 


. 

لدٌنا 
. . . . 2

' A C A C A A C C C
A A

C C C

z z z z z z z z z z z z
z z z

z z z z z z

     
    

  
 

' C
A

C

z
z z

z z
 


 

'ومنه  C
A

C

z
z z

z z
 


 

 المجموعةMجـ ـ تبٌٌن أنه عندما تمسح النقطة E فإن النقطة 'Mتمسح دائرة  C ٌطلب تعٌٌن 

 .مركزها ونصف قطرها

' لدٌنا C
A

C

z
z z

z z
 


' معناه  C

A

B

z
z z

z z
 


' ومنه  C

A

B

z
z z

z z
 


  

'أي  C

A

B

z
z z

z z
 


 وهذا ٌعنً 

2
'AM

BM
    توضٌح : B Bz z z z BM    

المجموعة   تمسحMإذا كانت E 1 فإنBM         تذكّر  :z z                                  

ومنه 
2

' 2
1

AM   وعلٌه فإن 'M تمسح الدائرة  Cالتً مركزها A 2 ونصف قطرها                                      . 

 :التمرٌن الرابع
I ) وعزجش انذانخ انعذدٔخg 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   2 1 2lng x x x   
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. gة تغيراث الدال دراست. 1

0

lim ln
x

x




  ًَمى    2

0 0

lim lim 1 2ln
x x

g x x x
 

 

     

 
1 ln

lim lim 2
x x

x
g x x x

x x 

 
     

 
  نّ   

ln
lim 0

x

x

x
 

;0  رقجم الإشزقبق عهgّانذانخ    َنذٔىب 

 
    

22 2 1 2 1 12 2 2
' 2

x x xx
g x x

x x x x

  
     

;0 مه انمجبل xنذٔىب مه أجم كم عذد حقٕقٓ   ،
 2 1

0
x

x


 َمىً إشبسح  'g xوفش إشبسح ٌٓ 

 1x َثبنزبنٓ انذانخ g ّمزىبقصخ رمبمب عه   0;1 َّمززأذح رمبمب عه  1; . 

 .gجدول تغيراث الدّالت 

  1 0 x 

 +      0          'g x 

  
 

               0   

 

 g x 

استىتاج إشارة . 2 g x 0 على المجال;  . 

;0 قٕمخ حذٔخ صغشِ عهّ انمجبل gنهذانخ   ٌَٓ  1 0g ٓإرن مه أجم كم عذد حقٕق x مه انمجبل  

0;   ،  0g x . 

II )وعزجش انذانخ انعذدٔخf0 انمعشّفخ عهّ انمجبل;   ثـ  : 
 

2
1 ln x

f x x
x


  

 fC رمثٕهٍب انجٕبوٓ فٓ انمضزُْ انمىضُة إنّ انمعهم انمزعبمذ َانمزجبوش  ; ,O i j
 

. 

حساب . 1 
0

lim
x

f x




 . ثمّ فسّر الىتيجت هىدسيا

نذٔىب  
2

0

lim 1 ln
x

x




   ًَمى   
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2
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x x

x
f x x

x 
 


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تبييه أنّ . 2
 

2
ln

lim 0
x

x

x
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tوضع  x ً2 َمىx t إرا كبن x ٔئُل  إنّ فإن t ّٔئُل إن . 
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22 22 2

2 2

lnln 2ln ln
lim lim lim lim 4 0

x t t t

tx t t
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حساب  lim
x

f x


. 

 
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2 2
1 ln ln1

lim lim lim
x x x

x x
f x x x

x x x  


       

;0 مه المجال xأ ـ تبييه أوهّ مه أجل كل عدد حقيقي. 3   ، 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 

نٕكه  0;x  : 

 
      

2
2 22

2 2 2

1
2 ln 1 ln

2ln 1 ln 2ln 1 ln
' 1 1

x x x
x x x x xx

f x
x x x

 
              

 
   

2

2

ln
'

g x x
f x

x


 ;0 مززأذح رمبمب عهّ f َمىً انذانخ    . 

 .fب ـ جدول تغيرّاث الدالت 
 1 0 x 

 +  0 +  'f x 

 
        2      

 

 

 f x 

أ ـ تبييه أنّ المستقيم . 4 ذا المعادلت y x مقارب مائل للمىحىى  fC عىد . 

 
   

2 2
1 ln ln1

lim lim lim 0
x x x

x x
f x x

x x x  


       

إرن انمضزقٕم   ّمقبسة نهمىحى  fC ثجُاس . 

ب ـ دراست الوضعيت الىسبيت للمىحىى  fC بالىسبت إلى المستقيم  . 

  عذدا حقٕقٕب مُججب رمبمبxنٕكه 

 
    

2
1 ln 1 ln 1 lnx x x

f x x
x x

  
   

إشبسح  f x x مه إشبسح ٌٓ   1 ln 1 lnx x . 

 1e  e 0 x 

                       0 + 1 lnx 
 +  0      1 lnx 
        0 +  0       f x x 

 

 fC
 

رحذ       fC
 

فُق   fCرحذ  
 

 انُضعٕخ
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 fC َ   ٔزقبطعبن فٓ انىقطزٕه  ;A e e َ  1 1;B e e . 

أ ـ تبييه أنّ المعادلت . 5  0f x  تقبل حلا وحيدا  0.3؛ حيث 0.4 . 

;0 مضزمشح َمززأذح رمبمب عهّ انمجبل fانذانخ    َثبنخصُص عهّ انمجبل  0.3;0.4َنذٔىب  

 0.3f  َ  0.4f  ْأ    0.3 0.4 0f f  إرن حضت مجشٌىخ انمعبدنخ   0f x  رقجم حلا  

0.3 حٕث َحٕذا  0.4 . 

 انمعشّفخ عهّ انمجبل hوعزجش انذّانخ انعذدٔخ .  6 ;0ثـ  :   h x f x  ، hCٓرمثٕهٍب انجٕبو . 

   شرح كيفيت رسم المىحىى  hC إوطلاقا مه المىحىى  fC.   

لدٌنا  hC هو نظٌر  fCبالنسبة لمحور التراتٌب . 

ب ـ الرسم  و  fC. 

 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :الموضوع الثاوي

 :التمريه الأوّل

1 ًدراسة حسب قٌم العدد الطبٌع n 2 بواقً قسمة العددn 7 على. 

 02 1 7 ، 12 2 7 ، 22 4 7 و  32 1 7 

وعلٌه  32 1 7k  ، 3 12 2 7k   و  3 22 4 7k   حٌث k . 

3k+2 3k+1 3k n 

 باقً قسمة 1 2 4

2n 7على 

2 أنه من أجل كل عدد طبٌعًتبٌٌن n3:  ٌكون العدد 2 33 100 8 102 104n n    7  مضاعفا للعدد. 

لدٌنا  100 2 7 ومنه  3 2 3 2100 2 7n n  ولدٌنا  3 22 4 7n  إذن  3 2100 4 7n  وعلٌه  

 3 23 100 12 7n  أي    3 23 100 5 7 .......... 1n  

ولدٌنا  102 4 7 معناه  2102 2 7 ومنه 
   3 23102 2 7

nn  ولدٌنا 
   3 2

2 1 7
n
إذن  

(Cf)(Ch)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 3102 1 7n  و  8 1 7 وعلٌه    38 102 1 7 ......... 2n  

ولدٌنا    104 6 7 ......... 3 إذن  3 2 3 73 100 8 102 104 5 1 6n n       

أي  3 2 3 73 100 8 102 104 0n n     ًوبالتالً من أجل كل عدد طبٌع n العدد 
3 2 33 100 8 102 104n n    7 مضاعف للعدد. 

3 أولً ؟ برّر، 101 أ ـ هل العدد 

101لدٌنا  10.04أَن101ٓ إرن انعذد7 ولا على 5 ولا على 3 ولا على 2 لاٌقبل القسمة على 101 والعدد  
 تعٌٌن 505,303PGCD. 

505 303 202  
303 202 101  

202 2 101 0   

ومنه  505;303 101PGCD  

:  المعادلة 2ب ـ نعتبر فً  505 303 1111..... 1x y  

حل المعادلة  1 علما أن الحل الخاص  0 0,x y 0:  ٌحقق 03 5x y .  

لدٌنا  1 5 تكافئ 3 11x y  ومنه 
 

 

0 0

0 0

5 3 11........ 1

3 5......... 2

x y

x y

 


  

 وبجمع المعادلتٌن نجد 
06 6x  

0أي  1x  ًوبالتعوٌض ف  2 نجد 
03 6y   0 أي 2y   وعلٌه    0 0 1, 2,x y   

 حل المعادلة

   1 2

5 3 11

5 3 11

x y




 

 
 ومنه    5 1 3 2 0x y    أي    5 1 3 2x y   

 ٌقسم 3لدٌنا  5 1x  1 ٌقسم 3 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 5 و 3 والعددانx  ومنه  

1 3x k  3 أي 1x k  حٌث k  ًوبالتعوٌض ف    5 1 3 2x y   نجد 

 25 3 3 yk   2 ومنه 5y k  5 أي 2y k  حٌث k . 

 . موجبانy و x   جـ ـ نفرض أن

4 لٌكن dالقاسم المشترك الأكبر للعددٌن xو y حٌث  ;x y هو حل للمعادلة  1. 

 .d   ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد 
5 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسمdلدٌنا  3x y أي d َعهًٕ قٕم11 ٌقسم d 11 َ 1 انممكىخ. 

ـ إٌجاد الثنائٌات  ;x y حلول المعادلة  1 11 بحٌث ٌكونd  

11وضع  'x x َ 11 'y y َ 'x َ 'y أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمب  

5وحصم عهّ  11 ' 3 11 ' 11x y    ً5 َمى ' 3 ' 1x y  ولاحع أن  2,3حم خبص نهمعبدنخ  

َمىً 
   

5 ' 3 ' 1

5 2 3 3 1

x y 


 
 ثبنطشح وجذ    5 ' 2 3 ' 3 0x y    ْأ    5 ' 2 3 ' 3x y   

 ٔقضم 3نذٔىب  5 ' 2x  ٔقضم 3 أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمب إرن حضت مجشٌىخ غُص 5 َ 3 َانعذدان  ' 2x  

'َمىً  2 3x   ْأ ' 3 2x   حٕث  ٓثبنزعُٔض ف    5 ' 2 3 ' 3x y   وجذ  
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 5 3 3 ' 3y   ًَمى ' 3 5y   ْأ ' 5 3y   حٕث  ّ5 َثمب أن ' 3 ' 1x y  ًفإو 

 . أَنٕبن فٕمب ثٕىٍمبx َ 'y'حضت مجشٌىخ ثٕزَ 

َثبنزبنٓ  11 3 2x   ْ33 أ 22x   َ  11 5 3y   ْ55 أ 33y   حٕث  

 :طريقت ثاويت

11d  معىبي 
11

11

x

y





 َمىً 
11 3 1

11 5 2

k

k

 




أْ  
11 6 2

11 5 2

k

k

 




11 َعهًٕ  4k  ً4 َمى 11k   

11أْ  4k   َٓثبنزبن  3 11 4 1x    ْ33 أ 11x   َ  5 11 4 2y    

55أْ  22y    

َمىً مجمُعخ انحهُل ٌٓ  33 11;55 22   حٕث *   

 :التمريه الثاوي

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 :  نعتبر النقط

 2;1;2A ، 0;2; 1B  ، 1;1;0H والمستقٌم   ًمعرّف بتمثٌله الوسٌط 

 

2 6

1 2 ;

4

x t

y t t

z t

  


  
 

 

كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1 AB. 

لدٌنا  2;1; 3AB  


 شعاع توجٌه للمستقٌم  AB. 

من أجل كل نقطة  ; ;M x y z من  AB لدٌنا /AM AB  
 

 

ومنه   

2 2

1 ;

2 3

x

y

z



 



 


  
  

 

تبٌٌن أنّ . 2 ABو  لا ٌنتمٌان إلى نفس المستوي . 

لدٌنا  2;1; 3AB  


 شعاع توجٌه لـ AB و  6; 2;4u 


 شعاع توجٌه لـ . 

و 
2 1

6 2





AB ومنه الشعاعان 


u و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا بالتالً المستقٌمان ABو  غٌر متوازٌٌن  

نفرض أنّ  ABو   متقاطعان إذن 

 

 

 

2 2 2 6 ........ 1

1 1 2 .............. 2

2 3 4 ................ 3

t

t

t







   

  


 

 

بضرب المعادلة  2 وبجمع المعادلتٌن 2 فً العدد  1 و  2 4 نجد 2t 2 ومنهt  
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بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

2 2 10

1 3

2 3 8







 

  

  

 ومنه 

4

4

2







 


 
  

  تناقض 

ومنه  ABو  غٌر متقاطعٌن فهما لٌسا من نفس المستوي . 

3 . Pهو المستوي الذي ٌشمل  AB وٌوازي  . 

   أ ـ تحقق أنّ الشعاع  1;5;1n


 ناظمً للمستوي  P. 

بما أنّ المستوي Pٌشمل  AB وٌوازي   فإن AB


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي وهما غٌر  P 

.مرتبطٌن خطٌا ولدٌنا  1 2 5 1 1 3 0n AB       
 

. و  1 6 5 2 1 4 0n AB       
 

 

nومنه  AB
 

n و  u
 

n وبالتالً الشعاع 


 ناظمً للمستوي  P . 

ب ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

المستوي  P 5 له معادلة من الشكل 0x y z d    ولدٌنا  A P ً2 ٌعن 5 2 0d    

9dأي    5 وعلٌه 9 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

جـ ـ حساب المسافة بٌن  P و  . 

 نقطة كٌفٌة من Mلتكن  إذن  2 6 ;1 2 ;4M t t t   

وعلٌه   
 

2 2 2

2 6 5 1 2 4 3 30
;

10301 5 1

t t t
d M P

    
  

 
 

 منتصف القطعة Iتعٌٌن إحداثٌات النقطة . 4 AB. 

0 2
1

2
Ix


 ،

2 1 3

2 2
Iy


  ،

2 1 1

2 2
Iz


  وعلٌه 

3 1
1; ;

2 2
I
 
 
 

. 

اٌجاد معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Q ؛ المحوري للقطعة AB. 

المستوي  Q ناظمه الشعاع AB


 .  I وٌشمل النقطة 

للمستوي  Q 2 معادلة من الشكل 3 0x y z d     ولدٌنا  I Q ًتعن 
3 3

2 0
2 2

d     

2dأي   2 وعلٌه 3 2 0x y z     معادلة دٌكارتٌة للمستوي  Q   . 

لتكن. 5 مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 2MA MB . 

 تنتمً إلى H  ـ التحقق أنّ النقطة    

لدٌنا      
2 2 22 2 1 1 1 2 0 5HA        و      

2 2 22 0 1 2 1 1 0 3HB         

2ومنه  2 2HA HB  إذن النقطة H تنتمً إلى   

استنتاج طبٌعة المجموعة  . 

2 2 2MA MB ٓرعى     2MA MB MA MB  
   

َركبفئ   2 2BA MI 
 

  أْ 
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. 1BA MI 
 

 َركبفئ  . 1BA MH HI 
  

. َركبفئ  . 1BA MH BA HI 
   
 

نذٔىب  H   ًَمى . 1BA HI 
 

. َعهًٕ  1 1BA MH  
 

. أْ  0BA MH 
 

 َثبنزبنٓ    ٌٓ  

Hَ BAانمضزُْ انزْ ٔشمم


 . شعبع وبظمٓ 

 :التمريه الثالث

 المستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

. 

 التً لواحقها  C و A،Bنعتبر النقط 
Az i ،2Bz  ،2Cz i  ونسمً. على الترتٌبI،J،K  

OBمنتصفات القطع     ،AC   ،CB  و  Sالتشابه المباشر الذي ٌحول A إلى I وٌحول O إلى B 

ٌّن مركزه Sتعٌٌن العبارة المركبة للتشابه  -1 . ، ثمّ ع

2

2 2

B
I

z
z   ،

2

2 2

A C
J

z z
z i


   و 

1
2

2 2

C B
K

z z
z i


   

z' من الشكل Sالعبارة المركبة للتشابه  az b  ولدٌنا  S A I و  S O B ٌكافئ 

 

 

........... 1

.......... 2

I A

B O

z az b

z az b

 


 

 من  2 2 نجدBb z  ًبالتعوٌض ف  1 نجد 

2
22

2

I

A

z b
a i

z i




  وبالتالً العبارة المركبة للتشابه S  ًه 
2

' 2
2

z iz  

 ذات اللاحقة مركز التشابه هو النقطة الصامدة 
2 3

22
1

2

z i

i

  



 

AOBCتعٌٌن صورة المستطٌل -2 . S بالتشابه  

لدٌنا  S A I و  S O B 

. S بالتشابه C و Bتعٌٌن صورتً النقطتٌن 

2 2
' 2 2 2 2

2 2
B Cz iz i i z       وعلٌه  S B C .

 2 2 2
' 2 2 2

2 2 2
C Jz iz i i i z        وعلٌه  S C J 

 .IBCJ هو المستطٌل AOBCوبالتالً صورة المستطٌل
2Sنعتبر التحوٌل  -3 S S .  

. 2S بالتحوٌل O،B،Aأ ـ تعٌٌن صورة النقط 

        2S O S S O S S O S B C     ومنه  2S O C 

        2S O S S B S S B S C J    ومنه  2S B J 

        2S O S S A S S A S I   
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. S بالتشابه Iتعٌٌن صورة 

2 2 2 1
' 2 2 2

2 2 2 2
I Kz iz i i z

 
       

 
 وعلٌه  S I K 

إذن  2S A K. 

.  تحاك ٌطلب تعٌٌن عناصره2Sب ـ برهن أنّ 

2S  هو تشابه مباشر نسبته

2

2

2

 
 
 

 أي نسبته 
1

2
2 زاوٌته 

2


 أي زاوٌته  ومركزه  .

 تحاك نسبته 2Sإذن 
1

2
 ومركزه . 

 استنتج أنّ المستقٌمات جـ ـ    OC،  BJ، AKمتقاطعة  .

لدٌنا  2S O C النقط ومنه O ،C و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  OC .

و  2S B Jالنقط  ومنه B ،J و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  BJ .

و  2S A Kالنقط  ومنه A ،K و  على استقامة واحدة أي  تنتمً للمستقٌم  AK .

إذن المستقٌمات  OC،  BJ، AK متقاطعة فً النقطة . 

 :التمرٌن الرابع

I وعزجش انذانخ g 0 انمعشفخ عهّ انمجبل;  ثـ  :   
2

ln 1
1

x
g x x

x
  


 

ٌّرات الدالة .1  .، ثم شكل جدول تغٌراتهاg دراسة تغ

;0 تقبل الإشتقاق على gالدّالة   ولدٌنا : 

  
 

 

   
2 2 2

2 12 1 1
'

11 1 1

x x
g x

xx x x

  
   

  
 

إشارة  'g x 1 هً نفس إشارة x. 

 متزاٌدة تماما على gوبالتالً الدالة  0;1 ومتناقصة تماما على  1;. 

   
2

lim lim ln 1
1x x

x
g x x

x 
    


 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

      1          0 x 

    0           +       'g x 

      1 ln2 
 
 0 

 

 g x 
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تبٌٌن أن المعادلة . 2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  1;. 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gالدالة  1; وتأخذ قٌمها فً المجال  ;1 ln2  و 

 0 ;1 ln 2   إذن المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  فً المجال  1;. 

3.9التحقق أن  4 . 

لدٌنا  3.9 0.002g و  4 0.009g   أي    3.9 4 0g g  3.9 ومنه 4  .

م .3 ٌّ xتعٌٌن، حسب ق  إشارة   g x. 

             0 x 

             0 +  g x 

 

II f الدالة المعرفة على بـ  :   2ln 1x xf x e e  

 fC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . عند fتعٌٌن نهاٌة الدالة. 1

 
   2 2

2

ln 1 ln 1
lim lim lim 0

x x

x

x xx x x

e e
f x e

e e  

 
    

 لأن
   

2

2 0

ln 1 ln 1
lim lim 1

x

xx t

e t

e t 

 
   و lim 0x

x
e


 

: تبٌٌن أن. 2 
 2ln 12

x

x x

ex
f x

e e

 
  ثم احسب ، lim

x
f x


 .

 
     2 2 2 2 2ln 1 ln 1 ln ln 1x x x x x

x x x

e e e e e
f x

e e e

    
   

 
   2 22 ln 1 ln 12

x x

x x x

x e ex
f x

e e e

   
   

 
 2ln 12

lim lim 0
x

x xx x

ex
f x

e e



 


    ّلأن 

2
0lim

xx

x

e
 و 

 2ln 1
0lim

x

xx

e

e






 

؛ xأ ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً . 3   2' x xf x e g e .

 : عددا حقٌقٌاxلٌكن 

       
2 2

2 2 2

2 2

2 2
' ln 1 ln 1

1 1

x x
x x x x x x x

x x

e e
f x e e e e e e g e

e e

    
        

  
 

ب ـ تعٌٌن إشارة  'f x .

إشارة  'f x مثل إشارة  2xg e .

 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 
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 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 

 ' 0f x  ًتعن  2 0xg e  2 تكافئxe  2 وتكافئ lnx  أي 
ln

2
x


 

 متزاٌدة تماما على fوبالتالً الدالة 
ln

;
2

 
 
 

 ومتناقصة تماما على 
ln

;
2

 
 

 
 .

ٌّرات الدالة  . fجدول تغ

   
ln

2


  

x 

           0      +  'f x 

 
ln

2
f

 
 
 

  

 
0           0 

 

 f x 

تبٌٌن أنّ  . 4
ln 2

2 1
f

 



 
 
 




أنشئ  .  fC  . ٌعطى
ln

0,6
2


 و 

ln
0,8

2
f

 
 
 

 

   

ln
2

2

ln ln

2

ln 1
ln 1 ln 1ln

2

e

f
e

e



 

 



 
 

       
 

 ولدٌنا   0g   معناه  
2

ln 1
1





 


 

أي  
2

ln 1
1





 


  وعلٌه  

 

2
ln 2 21

2 11
f


  

  

     
 

 .

 

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 :التمرين الأوّل

I/ 1 . ًادسط، حسة لٍمّ انعذد انطثٍعn 3  تُالً انمسمح الإلهٍذٌح نهعذد
n

 .10عهى 

اسرىرج تالً لسمح انعذد . 2    
 .10 عهى 20153

 ٌكُن انعذد nتٍهّ أوًّ مه أجم كم عذد طثٍعً . 3    
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف  نهعذد. 

:  تحٍثnجذ مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح . 4     4 113 3 0 10n n  . 

II/ 1 .حم انمعادنح انرفاضهٍح انرانٍح : ' ln3y y 

 انحم انخاص نٍزي انمعادنح َانزي ٌحمك fوسمً. 2      0 1f  ّ؛ تٍهّ أن   3xf x . 

 . َشكم جذَل ذغٍشّاذٍاfادسط ذغٍشّاخ انذانح . 3     

ماٌُ سلم آحاد انعذد . 4        1432 2011f f 

؛ حٍث nSوعرثش انمجمُع . 5          0 1 ...nS f f f n    

2 انرً ٌكُن مه أجهٍا n، ثمّ جذ مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح nS       ــ احسة  nS 10 ٌمثم انمسمح عهى. 

 :التمرين الثاني

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 : نعتبر النقطتٌن

 12;7; 13A و  3;1;2B والمستوٌان  1P و  2Pانهزٌه معادنرٍٍما عهى انرشذٍة : 

  1 :3 2 5 1 0P x y z    و   2 : 2 0P x y z   

 تٍهّ أنّ انمسرٌٍُه .1 1Pَ  2P مرماطعان َفك مسرمٍم  ًٌطهة ذعٍٍه ذمثٍم َسٍطً ن . 

 عهى انمسرُي A ًٌ انمسمظ انعمُدي نهىمطح Bأثثد أنّ انىمطح . 2 1P. 

نٍكه . 3 Q انمسرُي انمعٍهّ تانىمطح  6;5; 6C  َانشعاعٍه  2;2;2u


 َ   2;3;0v 


. 

أ ـ اكرة ذمثٍلا َسٍطٍا نهمسرُي  Q. 

ب ـ تٍهّ أنّ انمسرٌٍُه  1Pَ  Qمرُاصٌان . 

3جـ ـ ذحمك أن  2 5 58 0x y z    معادنح دٌكاسذٍح نهمسرُي  Q . 

 مىرصف Iد ـ ذحمك أنّ انىمطح ABذىرمً إنى  Q َّاسرىرج أن  Qانمسرُي انمحُسي نهمطعح ٌُ  AB. 

نركه . 4 Sمجمُعح انىمظ Mمه انفضاء َانرً ذحمك  :. 0MA MB 
 

. 

أ ـ تٍهّ أنّ  Sسطح كشج ٌطهة ذعٍٍه عىاصشٌا انممٍضج ًٌ . 

ب ـ اسرىرج أنّ انمسرُي  Q ٌمطع سطح انكشج  Sَفك دائشج ٌطهة ذعٍٍه مشكضٌا َوصف لطشٌا . 

 :التمرين الثالث

 حٌث ABCنعتبر المثلث القائم و المتساوي الساقٌن  ;
2

AB AC



 

 . 

 B إلىC وC إلىD التشابه المباشر الذي ٌحول S، وC بالنسبة إلىA نظٌرةDلتكن 
ٌّن نسبة وزاوٌة التشابة المباشر. 1  .Sع

 .S مركز التشابه المباشر  نسمً .2

DC باستعمال العلاقة    أ ـ C D 
  

ٌّن  نّ  2: ، ب 2DC D. 
 .DC استنتج طبٌعة المثلث ب ـ   
Tنضع . 3 S S . 

ٌّن عناصره الممٌزة T ما طبٌعة التحوٌلأ ـ     .؟ ع
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ٌّن صورة النقطة ب ـ     . T بالتحوٌلD ع
ٌّن  نّ الرباعً .4 AD ب Bمستطٌل . 

 :التمرين الرابع

I- الدّالة g معرّفة على ًكما ٌل  :   1 xg x x e . 

ٌّرات الدالة -1  .g ادرس تغ

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً -2 x : ب 1 1 0xx e  . 

II- الدّالة f 0 معرّفة على;   ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

ٌّن  نّ  أ ـ-1 ;0 مستمرة على f ب  . 

 احسب ب ـ     lim
x

f x


. 

;0 من x تحقّق  نّه، من  جل كل عدد حقٌقً  أ ـ-2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

ٌّر الدّالة ب ـ     ٌّراتهاf استنتج اتجاه تغ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

III - n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC منحاها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّر الدالة -1 ;0 على nf ادرس اتجاه تغ  . 

 احسب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 ادرس الوضع النسبً للمنحنٌٌن -3 nC و  1nC . 

ٌّن  نّ جمٌع المنحنٌات تمر من نقطة ثابتة -4  . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌتٌها B ب

ٌّن انّه، ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد أ ـ- 5 0,4;0,3 من 1 ب   بحٌث  1 1 0f  . 

ٌّن  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ     1n حٌث n ب  ّففن  : 1 0nf   ًثمّ برهن  نّه ٌوجد عدد حقٌق ، 

1;1 من n         وحٌد   بحٌث   0n nf  . 

ٌّن  نّه، من  جل كلـ II بالاعتماد على الجزء  أ ـ-6 1;0 من x ؛ ب   :
1

1
xe

e
x


 . 

1n حٌث n استنتج  نّه، من  جل كل عدد طبٌعً ب ـ      : 
1

ln n

e

n



 ّثم ،

1 e

n
n e



. 

 جد نهاٌة المتتالٌة جـ ـ     n. 

 
 
 
 
 
 
 
 



2015مارس : رٌاضٌات                                                                                  دورة: الشعبة  
 مصطفاي عثد انعسٌس: انحم انمفصم نهموضوع انراتع عشر                                                          إعداد

3 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                          aziz_mus1@hotmail.fr   سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :التمرين الأوّل

I/ 1 . ًدراسح، حسة قٍمّ انعدد انطثٍعn 3  تواقً انقسمح الإقهٍدٌح نهعدد
n

 .10عهى 

نذٌىا  03 1 10 ، 13 3 10 ، 23 9 10 أي  23 1 10  ًَمى  43 1 10 

  نذٌىا kَعهًٍ مه أجم كم عذد طثٍعً  43 1 10k  ، 4 13 3 10k   ، 4 23 9 10k   ، 4 33 7 10k  . 

4k+3 4k+2 4k+1 4k n 

تالً لسمح 1 3 9 7

3n
 .10عهى 

استىتاج تاقً قسمح انعدد . 2
 .10 عهى 20153

2015نذٌىا  4 503 3   إرن  20153 7 10 

 ٌكون انعدد nتثٍٍه أوهّ مه أجم كم عدد طثٍعً . 3
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف  نهعدد. 

نذٌىا  7 3 10  ًَمى    
4 14 17 3 10

nn    أي  4 1 4 17 3 10n n   ًٍَعه  4 17 3 10n   

َنذٌىا  2011 1 10 ًَمى  2011 1 10n n أي  2011 1 10n  

َنذٌىا  2009 1 10  ًَمى    
222009 1 10

nn   أي  22009 1 10n  

إرن  4 1 27 2011 2009 1 3 1 1 1 10n n n         أي  4 1 27 2011 2009 1 0 10n n n     

  انعذد nَتانرانً مه أجم كم عذد طثٍعً 
4 1 27 2011 2009 1n n n    10 مضاعف نهعذد. 

:  تحٍثnاٌجاد مجموعح الأعداد انطثٍعٍح . 4 4 113 3 0 10n n  . 

 4 113 3 0 10n n   معىاي  4 13 3 0 10n n   ًَمى  3 3 0 10n  أي    3 1 0 10n  

 أَنٍان فٍما تٍىٍما إرن حسة مثشٌىح غُص 10 َ 3نذٌىا انعذدان  1 0 10n  ٌكافئ  1 10n   

أي  9 10n  ًٍ10 َعه 9n k  حٍث k  . 

II/ 1 .حم انمعادنح انتفاضهٍح انتانٍح :   ' ln3 ....... 1y y 

انمعادنح  1 مه انشكم 'y ay حهُنٍا ًٌ دَال مه انشكم 
axx ce 

َمىً 
ln3xy ce 3 أيxy c  حٍث c   . 

 انحم انخاص نٍزي انمعادنح َانزي ٌحمك fوسمً. 2 0 1f  ؛  

تثٍٍه أنّ   3xf x . 

  3xf x c  مع   0 1f  

 0 1f  معىاي  
03 1c   ً1 َمىc  ًٍَعه    3xf x  . 

 .fدراسح تغٍرّاخ اندانح. 3

نذٌىا   ln33x xf x e  

  ln3lim lim lim 0x t

x x t
f x e e

  
   

  ln3lim lim limx t

x x t
f x e e

  
    

:  َنذٌىا  ذمثم الإشرماق عهى fانذانح    ln3' ln3 xf x e 

x ،مه أجم كم عذد حمٍمً ' 0f x  َتانرانً انذانح  f مرضاٌذج ذماما عهى  . 
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 .fجدول تغٍرّاخ اندانح 

  x 
   +  'f x 

 
 

0 

 

 f x 

سلم آحاد انعذد . 4   1432 2011f f 

      1432 20111432 2011 3 3f f   

1432نذٌىا  3 358   إرن  14323 1 10 َ  2011 3 502 3   إرن  20113 7 10 

َعهًٍ  1432 20113 3 1 7 10   أي      1432 2011 8 10f f  

َتانرانً سلم آحاد انعذد    1432 2011f f ٌُ  8     . 10 سلم آحاد عذد طثٍعً ٌُ تالً لسمرً عهى. 

؛ حٍث nSوعرثش انمجمُع . 5     0 1 ...nS f f f n    

 .nSحساب ــ 

      0 10 1 ... 3 3 ... 3n

nS f f f n        

nS مجمُع ٌُ  1n  1 َحذٌّا الأَل 3 حذا مه مررانٍح ٌىذسٍح أساسٍا. 
1 13 1 3 1

3 1 2

n n

nS
  

 


 

2 انرً ٌكُن مه أجهٍا nإٌجاد مجمُعح الأعذاد انطثٍعٍح  nS 10 ٌمثم انمسمح عهى. 

 2 0 10nS  ًذعى  13 1 0 10n   َذكافئ   13 1 10n  ً1  َمى 4n k 4 أي 1n k   

kحٍث  . 

 :التمرين الثاني

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 : نعتبر النقطتٌن

 12;7; 13A و  3;1;2B والمستوٌان  1P و  2Pانهزٌه معادنرٍٍما عهى انرشذٍة : 

  1 :3 2 5 1 0P x y z    و   2 : 2 0P x y z   

 تثٍٍه أنّ انمستوٌٍه .1 1Pو  2P متقاطعان وفق مستقٍم  ٌطهة تعٍٍه تمثٍم وسٍطً نه . 

نذٌىا  3;2; 5n 


 شعاعا واظمٍا نهمسرُي  1P َ  ' 1;1; 2n 


 شعاعا واظمٍا نهمسرُي  2P َ 
3 2

1 1
 

nإرن انشعاعان 


 َ 'n


 غٍش مشذثطٍه خطٍا َمىً  1Pَ  2P مرماطعان َفك مسرمٍم  . 

تعٍٍه تمثٍم وسٍطً نهمستقٍم  . 

نركه  ; ;M x y zومطح مه انفضاء . 

إرا كاود  M  فإن إحذاثٍاذٍا ذحمك انجمهح   
3 2 5 1 0

2 0

x y z

x y z

   


  
 

zَتُضع  t وحصم عهى 
3 2 5 1 0

2 0

x y t

x y t

   


  
 ذكافئ 

3 2 5 1 0

2 2 4 0

x y t

x y t

   

   
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1َتجمع انمعادنرٍه وجذ  0x t   ً1 َمىx t  َتانرعٌُض وجذ  3 1 2 5 1 0t y t    ًَمى  

2 2 2 0y t   1 أيy t  ًٍَعه  

1

1;

x t

y t t

z t

 


  
 

 ذمثٍم َسٍطً نهمسرمٍم ٌُ  . 

 عهى انمستوي A هً انمسقظ انعمودي نهىقطح Bإثثاخ أنّ انىقطح . 2 1P. 

2نذٌىا  3 1 2 2 0B B Bx y z       ًَمى  1B P 

َنذٌىا  9; 6;15AB  


3AB َمىً  n 
 

n أي انشعاعان 


 َ AB


 . مشذثطان خطٍا

 عهى انمسرُي A ًٌ انمسمظ انعمُدي نهىمطح Bإرن  1P. 

نٍكه . 3 Q انمسرُي انمعٍهّ تانىمطح  6;5; 6C  َانشعاعٍه  2;2;2u


 َ   2;3;0v 


. 

أ ـ كتاتح تمثٍلا وسٍطٍا نهمستوي  Q. 

نركه  ; ;M x y zومطح مه انفضاء . 

 M Q جذ عذدان حمٍمٍان َُ CM تحٍث  َ  إرا َفمظ إرا  u v  
  

  

َمىً 

6 2 2

5 2 3

6 2

x

y

z

 

 



  


  
  

  أي  

2 2 6

2 3 5

2 6

x

y

z

 

 



  


  
  

 . َسٍطان حمٍمٍان َ  حٍث 

ب ـ تثٍٍه أنّ انمستوٌٍه  1Pو  Qمتوازٌان . 

 1Pو  Q  مرُاصٌان معىايn


 ٌُ شعاع واظمً نـ Q أي  n u
 

 َ n v
 

 

.نذٌىا  3 2 2 2 5 2 0n u       
 

 َ . 3 2 2 3 5 0 0nv       
 

n ٌَزا ٌعىً u
 

 َ n v
 

 

َمىً انمسرٌُان  1Pَ  Qمرُاصٌان . 

3جـ ـ انتحقق أن  2 5 58 0x y z    معادنح دٌكارتٍح نهمستوي  Q . 

تما أن      3 2 2 6 2 2 3 5 5 2 6 58 0             3 فإن 2 5 58 0x y z    

معادنح دٌكاسذٍح نهمسرُي  Q. 

 مىتصف Iد ـ انتحقق أنّ انىقطح ABتىتمً إنى  Q  

نذٌىا 
15 11

;4;
2 2

I
 

 
 

 َ 
45 55

3 2 5 58 8 58 0
2 2

I I Ix y z        ًَمى   I Q. 

استىتاج أنّ  Qهو انمستوي انمحوري نهقطعح  AB
 

ABنذٌىا 


َ n


n مشذثطان خطٍا َ


 شعاع واظمً نـ Q إرن AB


 شعاع واظمً نـ Q ّتما أن َ  I Q 

فإن  Qانمسرُي انمحُسي نهمطعح ٌُ  AB 

نركه . 4 Sمجمُعح انىمظ Mمه انفضاء َانرً ذحمك  :. 0MA MB 
 

. 

أ ـ تثٍٍه أنّ  Sهً سطح كرج ٌطهة تعٍٍه عىاصرها انممٍسج . 

. 0MA MB 
 

 ذعىً    . 0MI IA MI IB  
   

 َذكافئ    . 0MI IA MI IA  
   

  

2َذكافئ  2 0MI IA  أي MI IA إرن  S سطح انكشج انرً مشكضٌا ًٌ I َوصف لطشٌا  
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81 36 225 342 3 38

2 2 2 2

AB
IA

 
    

ب ـ استىتاج أنّ انمستوي  Q ٌقطع سطح انكرج  Sوفق دائرج ٌطهة تعٍٍه مركسها ووصف قطرها . 

  ; 0d I Q  لأن  I Q ًَمى  Q ٌمطع  S َفك دائشج كثٍشج فً انكشج  S أي دائشج مشكضٌا I  

َوصف لطشٌا 
3 38

2
r . 

 :التمرين الثالث

 حٌث ABCنعتبر المثلث القائم والمتساوي الساقٌن  ;
2

AB AC



 

 . 

 B إلىC وC إلىD التشابه المباشر الذي ٌحول S، وC بالنسبة إلىA نظٌرةDلتكن 
 .Sتعيين نسبة وزاوية التشابة المباشر. 1

لدٌنا  S D Cو  S C B  

إذن نسبة التشابه هً 
BC

k
CD

 ًوزاوٌته ه  ;CD BC 
 

 

2لدٌنا حسب نظرٌة فٌثاغورس  2 2BC AB AC  لكن AB AC CD  

2إذن  2 2 22BC CD CD CD   ومنه 
2

2
2

BC

CD
 2   ي

BC

CD
   

2k هً Sوعلٌه نسبة التشابه   ولدٌنا    ; ;
4

CD BC CA CB


 
   

  وعلٌه

 هً Sزاوٌة التشابه المباشر
4


. 

 .S مركز التشابه المباشر  نسمي .2

DC   أ ـ باستعمال العلاقة  C D 
  

2:   تبيين أنّ  2DC D. 

    
22

2 2 2 22 . 2 .cos ;DC C D C D C D C D C D D C              
     

لدٌنا  S D C 2 معناهC D   و  ;
4

D C


  
 

 

2إذن  2 2 2 2 22
2 2 2 3 2

2
DC D D D D D D D

 
    

 

          

 .DCب ـ استنتاج طبيعة المثلث 

2لدٌنا  2DC D معناه DC D ومنه المثلث DC ًمتساوي الساقٌن ر سه الأساس D. 

زٌادة على هذا لدٌنا  ;
4

D C


  
 

 إذن  ;
4

C CD


 
 

 وعلٌه  ;
2

DC D


 
 

 

 . ومتساوي الساقٌنD قائم فً DC ي المثلث 
Tنضع . 3 S S . 

 .و تعيين عناصره المميزة Tأ ـ طبيعة التحويل

 هو تشابه مباشر نسبته Tالتحوٌل 
2

2 وزاوٌته 2  ي نسبته 2
4


 ي زاوٌته  

2


 . ومركزه 



2015مارس : رٌاضٌات                                                                                  دورة: الشعبة  
 مصطفاي عثد انعسٌس: انحم انمفصم نهموضوع انراتع عشر                                                          إعداد

7 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                          aziz_mus1@hotmail.fr   سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 . T بالتحويلDب ـ تعيين صورة النقطة 

لدٌنا  S C B و   S D C ومنه   S S D B ي   S S D B إذن  T D B 

AD تبيين أنّ الرباعي .4 Bمستطيل . 

لدٌنا  ;
2

AB AD



 

 ؛    ; ;
2

DA D DC D


   
   

 

ولدٌنا  T D B معناه  ;
2

D B


  
 

 

ADبما  ن الرباعً  Bفٌه ثلاث زواٌا قائمة فهو مستطٌل . 
 :التمرين الرابع

I- الدّالة g معرّفة على ًكما ٌل  :   1 xg x x e . 

 .g دراسة تغيّرات الدالة -1

   lim lim 1 lim 0x x x

x x x
g x x e xe e

  
     

   lim lim 1 x

x x
g x x e

 
    ّلأن lim 1

x
x


   و lim x

x
e


 . 

 :x ولدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً تقبل الإشتقاق على gالدالة 

   ' 1x x xg x e e x xe    

0xeلدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً ،   ومنه إشارة  'g x هً نفس إشارة x على . 

من  جل  ;0x   ، ' 0g x  

من  جل  0;x   ، ' 0g x  و  ' 0 0g  

 متناقصة تماما على المجال gإذن الدالة  ;0 ومتزاٌدة تماما على المجال  0;. 

 .gجدول تغيرات الدالة 

 0  x 

 + 0      'g x 

 0 

 

     1 

 

 g x 

x : تبيين أنّه  من أجل كل عدد حقيقي-2 1 1 0xx e  . 

x ،لدٌنا من  جل كل عدد حقٌقً  1g x   معناه  1 1xx e   ي   1 1 0xx e   

II- الدّالة f 0 معرّفة على;   ًكما ٌل  :
 

 

1
; 0

0 1

xe
f x x

x

f








 



. 

;0 مستمرة على f أ ـ تبيين أنّ -1  . 

1xxلدٌنا الدالة  e  مستمرة على المجال  0; والدالة x x مستمرة على المجال  0; 

وهً لاتنعدم على هذا المجال إذن حاصل قسمتهما ٌكون دالة مستمرة على المجال  0; ي الدالة  f 

مستمرة على المجال  0;. 
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ولدٌنا    
0 0

1
lim lim 1 0

x

x x

e
f x f

x 
 


   ومنه الدالة f 0 مستمرة على ٌمٌن. 

;0 مستمرة على fوبالتالً الدالة   . 

ب ـ حساب  lim
x

f x


. 

 
1 1

lim lim lim
x x

x x x

e e
f x

x x x  


     

;0 من x أ ـ التحقّق أنّه  من أجل كل عدد حقيقي -2   : 
 

2

1 1
'

xx e
f x

x

 
. 

لٌكن  0;x  . 

 
   

2 2

1 1 1
'

x x xxe e x e
f x

x x

   
  

 . fب ـ استنتاج اتجاه تغيّر الدّالة 

لدٌنا من  جل كل  0;x   ، 1 1 0xx e   2 و 0x  إذن من  جل كل  0;x  :

 ' 0f x  وبالتالً الدالة f 0 متزاٌدة تماما على المجال;   . 

 .fجدول تغيّرات الدالة 
 0 x 

    + 'f x 

 
 

1 

 

 f x 

III - n 1 عدد طبٌعً حٌثn  ؛nf 0 الدّالة المعرّفة على;  بـ  : 
1

ln
x

n

e
f x n x

x


 . 

و nC منحاها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

;0 على nf دراسة اتجاه تغيّر الدالة -1  . 

;0 هً مجموع دالتٌن متزاٌدتٌن تماما على المجالnfالدالة   (  الدالةfوالدالة lnx n x ) 

;0 متزاٌدة تماما على nfإذن الدالة   . 

 حساب -2 
0

lim n
x

f x




 و  lim n
x

f x


. 

 
0 0

1
lim lim ln

x

n
x x

e
f x n x

x 
 


    ّلأن  

0

1
lim 1

x

x

e

x



 و 

0

lim ln
x

n x




  

 
1

lim lim ln
x

n
x x

e
f x n x

x 


    ّلأن  

1
lim

x

x

e

x


  و lim ln

x
n x


  

 دراسة الوضع النسبي للمنحنيين -3 nC و  1nC . 

     1

1 1
1 ln ln ln ln ln ln

x x

n n

e e
f x f x n x n x n x x x x

x x


  
          

  
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   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  1  يx  

   1 0n nf x f x   ًتعن ln 0x  0  ي 1x  

 1 0 x 
 + 0     1n nf x f x  

 

      1nC 
 فوق  nC                1nC 

 تحت  nC 

 
 الوضعٌة النسبٌة

 1nC 
 و  nC ٌتقاطعان فً النقطة ذات الإحداثٌتٌن  1; 1e . 

 . يطلب تعيين إحداثيتيهاB تبيين أنّ جميع المنحنيات تمر من نقطة ثابتة-4

 لدٌنا nمن  جل كل عدد طبٌعً  1 1nf e  وعلٌه  1; 1B e . 

0,4;0,3 من 1أ ـ تبيين انّه  يوجد عدد حقيقي وحيد - 5   بحيث  1 1 0f  . 

;0 مستمرة ومتزاٌدة تماما على 1fالدالة    وبالخصوص على المجال  0,3;0,4 و  1 0.3 0.03f  

 ، 1 0.4 0.31f  ي      1 10.3 0.4 0f f ٌّم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد   إذن حسب مبرهنة الق

10,4;0,3 من المجال   بحٌث   1 1 0f  . 

1n حيث nتبيين أنّه  من أجل كل عدد طبيعي  ب ـ  ّفن   : 1 0nf  . 

     
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

1 1
ln ln ln ln 1 lnn

e e
f f n n n

 

      
 

  
         

 
 

لكن  1 1 0f   ومنه     1 11 lnnf n   

1nلدٌنا من  جل كل   ،1 0n   ّ10  وبما  ن 1  ّففن 
1ln 0  إذن   11 ln 0n   

 ي  1 0nf   .(  ٌمكن استعمال عدة طرق). 

1;1 من n تبيين أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد   بحيث   0n nf  . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على nfالدالة  0; وبالخصوص على  1;1 و  1 1nf e  

ولدٌنا  1 0nf   إذن    11 0n nf f  ًومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة ٌوجد عدد حقٌق  

1;1 من nوحٌد    بحٌث   0n nf  . 

1;0 من x أ ـ تبيين أنّه  من أجل كل-6   :
1

1
xe

e
x


 . 

1;0 متزاٌدة تماما على المجال fلدٌنا الدالة    إذن من  جل كل  0;1x  لدٌنا    1f x f 

ومنه   1f x e  ي  
1

1
xe

e
x


 . 

1n حيث nب ـ استنتاج أنّه  من أجل كل عدد طبيعي   : 
1

ln n

e

n



 ّثم  

1 e

n
n e



. 

لدٌنا  0;1n  ومنه 
1

1
n

n

e
e






  
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ولدٌنا   0n nf   معناه 
1

1

1

1
ln 0

e
n







  ومنه 

1

1

1

1
ln

e
n







  

إذن 
1ln 1n e   وتكافئ 

1

1
ln

n

e
 


  وبالتالً 

1 e

n
n e



. 

جـ ـ إيجاد نهاية المتتالية  n. 

لدٌنا 
1

1
e

n
ne 



  ولدٌنا  
1

lim 1
e

n

n
e




 إذن حسب النهاٌات بالمقارنة نستنتج lim 1n

n



 . 
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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن

 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالفً الفضاء  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقطتٌن

  2; 5;4A و  3; 4;6B   

 والمستقٌم  ًالمعرف بالتمثٌل الوسٌطً التال :  

1

2

4

x t

y t t

z t







 

  

 

 

 اكُتب تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم ( أ- 1 D المار من النقطتٌن  AوB. 

 ادرس الوضع النسبً للمستقٌمٌن(    ب و  D. 

2-
  P المستوي الذي ٌشمل D وٌوازي  . 

   ـ برهن أنّ  3;1; 2n 


 شعاع ناظمً للمستوي  Pٌّن معادلة دٌكارتٌة للمستوي ؛ ثمّ ع P. 

3- M  نقطة كٌفٌة من و N نقطة كٌفٌة من  D. 

ٌّن إحداثٌات النقطتٌن  (     أ  بحٌث ٌكون المستقٌم N وM ع MNعمودٌا على كل من  و  D. 

 احُسب المسافة بٌن نقطة كٌفٌة من (     ب  والمستوي  P        . 

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

راخ  C و A ،B نعتبر النقط 

Az: اللاحماخ i  ، Bz i َ 4Cz i على التشتٍة . 

z ، مه المضتُي لاحمتٍا Mوشفك تكل ومطح. 1 z i  الىمطح 'M لاحمتٍا 'zحٍث  :
4

'
iz

z
z i





 

ٌّن    أ ـ ع Eمجموعة النقط M من المستوي بحٌث ٌكون 'zتخٌلٌا صرفا . 

ٌّن   ب ـ ع 'Eمجموعة النقط M بحٌث ٌكون 'zحقٌقٌا . 

ٌّن أنه، إذا كان . 2 Mأ ـ ب A ّفإن '
CM

OM
AM

. 

 تنتمً إلى مستقٌم M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة فإنM'   ب ـ استنتج أنّه إذا كانت  ٌُطلب تعٌٌنه  . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد مركب.3 ؛i ٌختلف عنzأـ ب  ' 3z i z i   واستنتج أن '. 3BM AM  

ٌّن أنّه إذا كانت  تنتمً إلى الدائرة M  ب ـ ب Cالتً مركزها A فإنّ 3 ونصف قطرها  'Mتىتمً إلى  

        دائشج  'Cٌطلة تعٍٍه مشكزٌا َوصف لطشٌا . 
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 : التمرٌن الثالث

لتكن. 1 nuالمتتالٌة العددٌة المعرفة على 0:  بـ

3

2
u ًومن أجل كل عدد طبٌع n  ، 

       1 1 1n nu u        

n :1    أ ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

ٌّن أنّ المتتالٌة      ب ـ ب nuمتزاٌدة ، ثمّ استنتج أنها متقاربة . 

لتكن المتتالٌة . 2 nv المعرفة على ًكما ٌل  : ln 1n nv u  

ٌّن أنّ      أ ـ ب nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

    ب ـ اكتب كلا من
nvو  

nu بدلالة n ثم احسب ،lim n
n

u


. 

n :    جـ ـ نضع من أجل كل عدد طبٌعً     1 1 ... 1n n n nP u u u       

lim، ثمّ احسب n بدلالة nP       ـ اكتب  n
n

P


. 

 :التمرٌن الرابع

Iـ g الدّالة المعرّفة على بـ  :   21 bxg x ax e ؛ gC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  

 ; ,O i j
 

 ، T مماس  gC فً النقطة ذات 

 . 0الفاصلة 

 تمشاءج تٍاوٍح عٍهّ .1 1g  ، 0g َ  ' 0g. 

اكتة معادلح للمماس . 2 T. 

 :تاصتعماا المعطٍاخ الضاتمح تٍهّ أنّ . 3

   21 xg x x e   

II ـf الذّالح المعشّفح على ًكما ٌل : 

   
2

1 xf x x e   َ  fC  ًتمثٌلها البٌانً ف

معلم متعامد ومتجانس  ; ,O i j
 

 

 احسب .1 lim
x

f x


ٌّن أنّ  وب lim 0
x

f x


 

x ، أ ـ تٍهّ أوً مه أجل كل عذد حمٍمً .2   'f x g x  

 .، ثمّ شكل جذَا تغٍشّاتٍاf    ب ـ اصتىتج اتجاي تغٍشّ الذالح 

أ ـ عٍهّ دَن حضاب . 3
 

0

1
lim
x

f x

x


 . َفضّش الىتٍجح ٌىذصٍا

    ب ـ اكتة معادلح   مماس  fC 0 عىذ الىمطح راخ الفاصلح. 

    ج ـ اسصم   َ  fC. 

، حتى تمثل المعادلح mعٍه تٍاوٍا، لٍمّ الُصٍظ الحمٍمً. 4  1f x mx حلا َحٍذا . 

III ـh الذالح العذدٌح المعشّفح على تـ  :   2h x f x. 

 .h     أ ـ تاصتعماا مشتمح مشكة دالتٍه ، عٍهّ اتجاي تغٍش الذالح 

 .h     ب ـ شكل جذَا تغٍشّاخ الذّالح 

(T)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 :انموضوع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

:  نعتبر النقط 0;0;2A ، 0;0; 4B ، 

 5;0;1C ، 5;0; 3D  و  0;0; 1E ؛ ولٌكن S سطح الكرة الذي مركزه E 3 ونصف قطره. 

1 ٌّن أنّ النقط ٌّن مستوٌاC و A ،B أ ـ ب  . تع

 . تنتمً إلى نفس المستوي ؟ برّرD و A ،B ، C     ب ـ هل النقط 

    ج ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

2 أ ـ اكتب المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  S ثمّ تحقق أنّ النقط ، A ،B ، C و D ًإلى تىتم  S. 

      ب ـ عٍهّ ومظ تماطع  Sمع محاَس الإحذاثٍاخ . 

3 ًادسس حضة لٍمّ العذد الحمٍم  الُضع الىضثً للضطح  S َالمضتُي  P رَ المعادلح z . 

4 عٍهّ مشكز َوصف لطش الذائشج ممطع صطح الكشج  S تالمضتُي  2P. 

 :انتمرٌه انثاوً

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على ً0:  كما ٌل 14u  و من أجل n :1 5 6n nu u  . 

1  احسب 
1u ،

2u ،
3u ،

4u. 

  ؟ nu      ماذا تخمن بالنسبة إلى الرقمٌن الأخٌرٌن للعدد 

2 ًبرهن أنه من أجل كل عدد طبٌع n :2 4n nu u   ًواستنتج أنه من أجل كل عدد طبٌع ، k : 

     2 2 4ku   2:   و أن 1 0 4ku    .  

3 ًبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n :22 5 3n

nu   واستنتج أنه من أجل ،nفإن    : 

     2 28 100nu    

4 عٌن رقمً الآحاد و العشرات للعددnu و ذلك حسب قٌم n. 

5 برهن أن  1,n nPGCD u u ثابت ثم عٌن قٌمته . 

 :التمرٌن الثالث

 المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس فً ; ,O u v
 

  وعتثش الىمطتٍه2cm وحدة الرسم 

 A َ B 3 َ 1 صُستً العذدٌه 2iعلى التشتٍة  

  راخ M'   إلى الىمطح z َلاحمتٍا  A تختلف عه M  التحٌُل الىمطً التً ٌحُا الىمطح  fَوضمً  

:   حٍثz' اللاحمح 
1 2

'
1

z i
z

z

 


 
 

1احسب لاحقتً النقطتٌن 'O،'Bصورتً النقطتٌن O،B  على الترتٌب بالتحوٌل f  ثم أنشئ ، 

    A،'O،Bو 'B 

21من أجل كل عدد مركب  ( أz  ؛ احسب الجداء  ' 1 1z z .
 

 : فإنA تختلف عنMبٌن أنه مهما تكن النقطة (    ب   ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

  و

        . ' 2AM AM      

3  بٌن أنه إذا كانت M تنتمً إلى الدائرة  Cالتً مركزها Aوتشمل O فإنّ النقطة  'M تنتمً إلى  

     دائرة  'Cٌُطلب إٌجاد مركزها ونصف قطرها   . 
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 . تقىً رٌاضً+ رٌاضٍاخ : انشعثح
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4 أ ـ احسب قٌسا للزاوٌة الموجهة  ;u AB


. 

    ب ـ لٌكن  dنصف المستقٌم المفتوح الذي حدّه النقطة  Aو ٌشمل B  بٌن أنه إذا كانت النقطة ،M  

 تنتمً إلىA         التً تختلف عن  d فإن  'Mتنتمً إلى نصف مستقٌم ٌطلب تحدٌده . 

 النقطة التً تنتمً إلى E   ج ـ نسمً   C d ما هو موضع النقطة ،'Eصورة النقطة E  بالتحوٌل f  

 :التمرٌن الرابع

I- g  الذالح المعشّفح على ًٌ ًكما ٌل :  2 xg x xe  

ٌّرات الدالة . 1 ٌّراتهاgادرس تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة . 2 ب  0g x تقبل حلا وحٌدا   على  ّ0.8: ، ثمّ تحمكّ أن 0.9 . 

xعٍهّ، حضة لٍمّ. 3  إشاسج   g x. 

II- f  هً الدالة المعرّفة على ًكما ٌل : 
2 2

2x

x
f x

e





  

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: تٍهّ أنّ . 1 lim 0
x

f x


ثمّ فسّر النتٌجة هندسٌا ،. 

 احسب(أ. 2 lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ المستقٌم (ب      ب ' 1 ذا المعادلةy x  مستقٌم مقارب للمنحنى ، fC. 

ادرس وضعٌة . 3 fC  بالنسبة إلى كل من 'و   حٌث ،  هو المستقٌم ذو المعادلة y x. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (أ. 4 x، ب 
 

2

2
'

( 2)x

g x
f x

e



ٌّر الدّالة  .f، ثمّ استنتج اتجاه تغ

ٌّن أنّ  (ب     : ب f  ٌّرات الدالة  .f، ثمّ شكّل جدول تغ

 ارسم .5 ،  'و  fC. 

ٌّم الوسٌط الحقٌقً . 6   ، عدد حلول المعادلةmناقش بٌانٌا، حسب ق   f x f m. 

III- nU على  العددٌة المعرفة هً المتتالٌةً0: كما ٌل 0U  ًومن أجل كل عدد طبٌع n: 1n nU f U   

     1 ًبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n ، 0 nU  . 

    2 باستعمال  و  fCمثل على محور الفواصل الحدود :
0U ،

1U و 
2U ٌّر ، ثمّ خمّن اتجاه تغ nU 

    3 برهن أنّ المتتالٌة  nUمتقاربة، ثمّ احسب نهاٌتها . 
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 :حل الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالفً الفضاء  ; , ,O i j k
  

 :، نعتبر النقطتٌن

  2; 5;4A و  3; 4;6B   

 والمستقٌم  ًالمعرف بالتمثٌل الوسٌطً التال :  

1

2

4

x t

y t t

z t







 

  

 

 

 كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم ( أ- 1 D المار من النقطتٌن  AوB. 

لدٌنا  1;1;2AB


 شعاع توجٌه للمستقٌم  D. 

   ; ;M x y z D معناه AM AB
 

 . عدد حقٌقً حٌث 

ومنه  

2

5

4 2

x

y

z



 



 


   
  

 

 دراسة الوضع النسبً للمستقٌمٌن(ب و  D. 

لدٌنا  1;1;2AB


 شعاع توجٌه للمستقٌم  D و  1; 1;1u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

و 
1 1

1 1



AB إذن الشعاعان 


u و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستقٌمان  و  Dغٌر متوازٌٌن . 

ندرس تقاطع  و  D. 

 من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة  و tندرس وجود ثنائٌة 

 

 

 

1 2 ........ 1

2 5 ..... 2

4 4 2 ..... 3

t

t

t







   


   


  

 

بجمع  1 و  2 3 نجد 3 2   3 ومنه  وبالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

1 5

2 2

4 10

t

t

t

 


  
  

 

ومنه 

4

4

6

t

t

t





 

 وهذا مستحٌل إذن   و Dغٌر متقاطعٌن وبالتالً فهما لٌسا من نفس المستوي  

2-
  P

 
المستوي الذي ٌشمل  D وٌوازي  . 

ـ تبٌٌن أنّ  3;1; 2n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P ؛ 

ABلدٌنا 


u و 


 شعاعً توجٌه للمستوي  Pوهما وغٌر مرتبطٌن خطٌا . 

.ولدٌنا  3 1 1 1 2 2 0n AB       
 

. و  3 1 1 1 2 1 0n u       
 

 

nومنه الشعاع 


AB عمودي على كل من الشعاعٌن 


u و 


n أي الشعاع 


 ناظمً للمستوي P. 
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تعٌٌن معادلة دٌكارتٌة للمستوي P. 

المستوي P 3 له معادلة من الشكل 2 0x y z d    ولدٌنا  A P ً6 تعن 5 8 0d    

7dأي   3 وعلٌه 2 7 0x y z    هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

3- M  نقطة كٌفٌة من و N نقطة كٌفٌة من  D. 

 بحٌث ٌكون المستقٌم N وM تعٌٌن إحداثٌات النقطتٌن (أ MNعمودٌا على كل من  و  D. 

لدٌنا  1 ;2 ;4M t t t   و  2 ; 5 ;4 2N       ومنه  1 ; 7 ;2MN t t t       


 

 MN عمودي على   ٌكافئ . 0MN u 
 

 وٌكافئ      1 1 1 7 1 2 0t t t           

2أي  3 8 0t   . 

 MN عمودي على  D ٌكافئ . 0MN AB 
 

 وٌكافئ      1 1 1 7 2 2 0t t t           

6ومنه  2 6 0t    3 أي 3 0t   . 

حصل على الجملة نإذن 
2 3 8 0

3 3 0

t

t





  


  
 تكافئ 

2 3 8 0

9 3 9 0

t

t





  

   

7 بجمع المعادلتٌن نجد  17 0   

أي 
17

7
  وبالتعوٌض نجد 

51
3 0

7
t   أي 

30

7
t  

وعلٌه 
30 30 30

1 ;2 ;4
7 7 7

M
 
   

 
 أي  

37 16 58
; ;

7 7 7
M

 
 
 

 

و 
17 17 17

2 ; 5 ;4 2
7 7 7

N
  

      
  

 أي 
31 18 62

; ;
7 7 7

N
 

 
 

. 

 حساب المسافة بٌن نقطة كٌفٌة من (ب  والمستوي  P       .

  
     3 1 2 2 4 7 4 2 14

;
79 1 4 14

t t t
d M P

     
  

 
   

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

راخ  C و A ،B نعتبر النقط 

Az: اللاحماخ i  ، Bz i َ 4Cz i على التشتٍة . 

z ، مه المضتُي لاحمتٍا Mوشفك تكل ومطح. 1 z i  الىمطح 'M لاحمتٍا 'zحٍث  :
4

'
iz

z
z i





 

أ ـ تعٌٌن  Eمجموعة النقط M من المستوي بحٌث ٌكون 'zتخٌلٌا صرفا . 

لدٌنا 
   44

' C

A

i z zi z iiz
z

z i z i z z


  

  
 ومنه 

   arg ' arg arg ;
2

C

A

z z
z i AM CM

z z

 
    

 

 
  

'z تخٌلٌا صرفا معناه ' 0z  أي Cz z أو  arg '
2

z k


  و z i  

 M E معناه M C أو  ;
2 2

AM CM k
 

  
 

M و  A. 
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Mأي  C أو  ;AM CM k
 

M و  A. 

 فً اصتمامٍح إرن M و A ،Cبالتالً النقط  E هً المستقٌم  AC باستثناء النقطة A. 

 ب ـ تعٌٌن  'Eمجموعة النقط M بحٌث ٌكون 'zحقٌقٌا . 

'z  حقٌقٌا معناه' 0z  أي 
Cz z أو  arg 'z k و z i  

 'M E معناه M C أو  ;
2

AM CM k


 
 

M و  A. 

Mأي  C أو  ;
2

AM CM k


  
 

M و  A. 

 إرن 'E هً الدائرة التً قطرها  AC باستثناء النقطة A. 

Mأ ـ تبٌٌن أنه، إذا كان . 2 A ّفإن '
CM

OM
AM

. 

 
' C

A

i z z
z

z z





 معناه 

 
' C

A

i z z
z

z z





' وٌكافئ  C

A

i z z
z

z z





' أي 

CM
OM

AM
 

 تنتمً إلى مستقٌم M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة فإنM'ب ـ استنتاج أنّه إذا كانت ٌُطلب تعٌٌنه  . 

'M تنتمً إلى الدائرة المثلثٌة معناه ' 1OM  1 ومنه
CM

AM
 أي AM CMًوبالتال Mتنتمً إلى  

المستقٌم   محور القطعة  AC. 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد مركب.3 z،أـ ب z i ؛   ' 3z i z i     

لدٌنا 
4 4 1 3

'
iz iz iz

z i i
z i z i z i

    
    

  
 ومنه   ' 3z i z i   . 

.'استنتاج أن  3BM AM  
لدٌنا   ' 3z i z i    معناه   ' 3z i z i   وٌكافئ ' 3z i z i    أي 

'. 3BM AM  

 تنتمً إلى الدائرة Mب ـ تبٌٌن أنّه إذا كانت Cالتً مركزها A فإنّ 3 ونصف قطرها  'Mتىتمً إنى  

      دائرج  'Cٌطهة تعٍٍه مركزٌا ووصف قطرٌا . 

 M C 3 معناهAM  ومنه ' 3 3BM   أي ' 1BM  ًوبالتال 'M تىتمً إلى الذائشج  'C 

 .1 َطُا وصف لطشٌا Bالتً مشكزٌا 
 : التمرٌن الثالث

لتكن. 1 nuالمتتالٌة العددٌة المعرفة على 0:  بـ

3

2
u ًومن أجل كل عدد طبٌع n  ، 

       1 1 1n nu u        

n :1أ ـ برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

01لدٌنا  2u إذن خاصٌة الإبتداء صحٌحة . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

1نفرض أنّ  2nu  0 ومنه 1 1nu   0 ومعناه 1 1nu   (  لأن الدالة الجذر متزاٌدة تماما) 
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0وٌكافئ  1 1 1 1 1nu      أي 
11 2nu   

n :1إذن حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل  2nu . 

ب ـ تبٌٌن أنّ المتتالٌة  nu متزاٌدة  . 

 1 1 1 1 1n n n n n nu u u u u u          

   

 
1

1 1 1 1

1 1

n n n n

n n

n n

u u u u
u u

u u


        
    

  
 

 

 

    
 

2

1

1 1 11 1

1 1 1 1

n nn n

n n

n n n n

u uu u
u u

u u u u


    
  

     
 

  

 
1

1 2

1 1

n n

n n

n n

u u
u u

u u


  
 

  
 

n ،1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2nu  

1ومنه  0nu   1 و 0nu   1 أي 1 0n nu u    

2nuولدٌنا   2 معناهnu   2 أي 0nu   إذن   1 2 0n nu u    

وعلٌه 
  

 

1 2
0

1 1

n n

n n

u u

u u

  


  
1 أي  0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتزاٌدة تماما . 

 .استنتاج أنها متقاربة

بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة4 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد   . 

المتتالٌة : تنبٌه nu لأن هذه المبرهنة لاتسمح لنا بمعرفة نهاٌة المتتالٌة4 لٌست بالضرورة متقاربة نحو العدد  

لتكن المتتالٌة . 2 nv المعرفة على ًكما ٌل  : ln 1n nv u  

أ ـ تبٌٌن أنّ  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل . 

         
1

2
1 1

1 1
ln 1 ln 1 1 1 ln 1 ln 1 ln 1

2 2
n n n n n n nv u u u u u v              

إذن nv متتالٌة هندسٌة أساسها  
1

2
  وحدها الأوّل  0 0

3 1
ln 1 ln 1 ln

2 2
v u

   
       

   
 

 ، n بدلالة nu  وnvب ـ كتابة كلا من

1
ln 2

2

n

nv
 

   
 

  

 .n بدلالة nuكتابة

لدٌنا  ln 1n nv u  1 معناه nv

nu e  1 أيnv

nu e  

وعلٌه 

1

2
1

1 1 1
ln ln 2

2 2 2 1
1 1 1

2

n n
n

nu e e

 
 
 

 
     
     
     

      
 
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limحساب  n
n

u


. 

لدٌنا 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 ومنه 

1

2

0

1 1
lim lim 1

2 2

n

t

n t

 
 
 

 

   
    

   
 

وعلٌه 

1

21
lim lim 1 2

2

n

n
n n

u

 
 
 

 

 
   

 
 

n :جـ ـ نضع من أجل كل عدد طبٌعً     0 11 1 ... 1n nP u u u      
 

ـ كتابة 
nP بدلالة n ثمّ احسب ،lim n

n
P


. 

1لدٌنا   nv

nu e  

      0 0 11 ...

0 11 1 ... 1 ... nnv v v vv v

n nP u u u e e e e
  

            

بما أن  nv ّمتتالٌة هندسٌة فإن  : 

 

1 1

1

0 1 0

1 1
1 1

12 2
... ln 2 2ln 2 1

1 1 2
1

2 2

n n

n

nv v v v

 



      
                                 

   
   

 

                                                           
1

1
ln 4 1

2

n  
      

 

إذن  
 

1
1

ln 4 1
2

n

nP e

  
      

 
1

1
ln 4 1

2 ln 4lim lim 4

n

n
n n

P e e

  
     

 
   ّلأن   

1
1

lim 0
2

n

n





 
 

 
 

 :التمرٌن الرابع

Iـ g الدّالة المعرّفة على بـ  :   21 bxg x ax e ؛ gC تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس  

 ; ,O i j
 

 ، T مماس  gC فً النقطة ذات 

 . 0الفاصلة 

 تعٍٍه .1 1g  ، 0g و  ' 0g. 

 1 0g   ، 0 1g  

 ' 0g معامل تُجًٍ المماس ٌُ  T. 

 
1 0

' 0 1
0 1

g


  


 

كتاتح معادنح نهمماس . 2 T. 

    ' 0 0 0y g x g   ًَمى  

(T)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 1 0 1y x    1 أيy x   

 :تاصتعماا المعطٍاخ الضاتمح تثٍٍه أنّ . 3

   21 xg x x e  
 

لذٌىا  1 0g   معىاي  1 0ba e   1 ٌَكافئ 0a  1 أيa   

َمىً    21 bxg x x e  

:  َلذٌىا تمثل الإشتماق على gالذالح      2 2' 2 1 2bx bx bxg x xe be x e bx x b        

 ' 0 1g   معىاي  0 0 2 0 1be b b        1 أيb   

َعلًٍ    21 xg x x e  . 

II ـf الذّالح المعشّفح على ًكما ٌل : 

   
2

1 xf x x e   َ  fC  تمثٌلها البٌانً فً معلم متعامد ومتجانس ; ,O i j
 

 

 حساب .1 lim
x

f x
 

لدٌنا  
2

lim 1
x

x


   و lim x

x
e 


  ومنه    

2
lim lim 1 x

x x
f x x e 

 
   

 
تبٌٌن أنّ  lim 0

x
f x




 

   
2

2 1
lim lim 2 1 lim 2 0x

x x xx x x

x x
f x x x e

e e e



  

 
       

 
 

x ، أ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً.2   'f x g x  

           
2

' 2 1 1 1 2 1 1 1x x x xf x x e e x e x x e x x              

                                                                              2' 1xf x e x g x   

 ، fب ـ اصتىتاج اتجاي تغٍرّ انذانح 

إشاسج  g xًمه الثٍان كالتال : 

 1 1  x 
  0       +0   g x 

 متىالصح تماما على كل مه المجالٍه fَتالتالً الذالح ; 1  َ  1; َمتزاٌذج تماما على المجاا  1;1
 

 .fجذول تغٍرّاخ انذانح 

 1 1  x 
  0       +0   'f x 

  
4

e
  

 

 

0          0     

 

 f x
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أ ـ تعٍٍه دون حضاب . 3
 

0

1
lim
x

f x

x


 . وفضّر انىتٍجح ٌىذصٍا

 : َلذٌىا0 َتالإخص عىذ  تمثل الإشتماق على fالذالح 

     
   

0 0

1 0
lim lim ' 0 ' 0 1

0x x

f x f x f
f g

x x 

 
   


 َتفضٍش ٌزا تٍاوٍا َجُد مماس للمىحىى fC  

عىذ الىمطح  0;1A 1 معامل تُجًٍٍ ٌضاَي. 

ب ـ كتاتح معادنح   مماس  fC عىذ انىقطح 

 .0راخ انفاصهح 

    ' 0 0 0y f x f   ًَمى 

 1 0 1y x   1 أيy x . 

ج ـ رصم   و  fC. 

، حتى mتعٍٍه تٍاوٍا، قٍمّ انوصٍط انحقٍقً. 4

تقثم انمعادنح   1f x mx حلا وحٍذا . 

1mإرا كان  المعادلح تمثل حلا َاحذا معذَما  

III ـh الذالح العذدٌح المعشّفح على تـ  :

   2h x f x. 

أ ـ تاصتعماا مشتمح مشكة دالتٍه، عٍهّ اتجاي تغٍش 

 .hالذالح 

:  َلذٌىا تمثل الإشتماق على hالذالح 

        
2 22 4 2 2' 2 ' 2 1 2 1 1x xh x xf x x x e x x x e       

x ،مه أجل كل عذد حمٍمً  
222 1 0xx e   َمىً إشاسج  'h x وفش إشاسج ًٌ  21x x 

 1 0 1  x 

 +                      +     0        x 
    0 +       +            0 21 x 
  0 +   0   0 +  'h x 

 متزاٌذج تماما على كل مه hالذالح  ; 1  َ  0;1 َمتىالصح تماما على كل مه  1;0 َ  1;. 

 .hب ـ جذول تغٍرّاخ انذّانح 

 1 0              1  x 

    0     0      0  'h x 

 
4

e
 

4

e
 

 

0        1  0 

 

 h x 

 

 

 

 

(Cf)
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 :انموضوع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

:  نعتبر النقط 0;0;2A ، 0;0; 4B ، 

 5;0;1C ، 5;0; 3D  و  0;0; 1E ؛ ولٌكن S سطح الكرة الذي مركزه E 3 ونصف قطره. 

1 أ ـ تبٌٌن أنّ النقط A ،B و Cٌّن مستوٌا  . تع

 0;0; 6AB 


 ، 5;0; 1AC 


AB بحٌث k لاٌوجد عدد حقٌقً k AC
 

AB ومنه الشعاعان 


AC و


 

ٌّن مستوٌاC و A ،Bغٌر مرتبطٌن خطٌا أي النقط   . تع
 . تنتمً إلى نفس المستوي ؟ برّرD و A ،B ، C ب ـ هل النقط  

  بحٌث  و  تنتمً إلى نفس المستوي معناه ٌوجد عددان حقٌقٌان D و A ،B ، C النقط  

AD AB AC  
  

. 

ABإحداثٌات الشعاع  AC 
 

 هً  5 ;0; 6    و  5;0 5AD 


 

لدٌنا إذن 

5 5

0 0

5 6



 

 



   


 ٌكافئ  

1

0 0

2

3






 




 


 وعلٌه  
2

, ,1
3

 
 

  
 

  

 . تنتمً إلى نفس المستويD و A ،B ، C وبالتالً النقط  
 . لها نفس الترتٌبة فهً تنتمً إلى نفس المستويD و A ،B ، C ٌمكن ملاحظة أن النقط  : ملاحظة

ج ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

0y إرن فًٍ تىتمً للمضتُي الزي معادلتً 0لٍا وفش التشتٍثح  A ،B ، Cلدٌنا النقط   0 أيy  معادلح  

دٌكاستٍح للمضتُي  ABC. 

2 أ ـ كتابة المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  S ثمّ تحقق أنّ النقط ، A ،B ، C و D ًإنى تىتم  S. 

لتكه  ; ;M x y zومطح مه الفضاء . 

 M S 3 معىايEM  ٌَكافئ      
2 2 2

0 0 1 3x y z      أي  
22 2 1 9x y z    

2َعلًٍ  2 2 2 8 0x y z z     المعادلح الذٌكاستٍح لـ ًٌ  S. 

ب ـ تعٍٍه وقط تقاطع  Sمع محاور الإحذاثٍاخ . 

 .مع محور انفواصم

لتكه  ; ;M x y zومطح مه الفضاء . 

 M Ox معىاي  ;0;0M x 

   M S Ox  ً2 ٌعى 8 0x   8 أيx  َ8 أx   

َعلًٍ         8;0;0 , ' 8;0;0S Ox I I  
 

 .مع محور انتراتٍة

 M Oy معىاي  0; ;0M y 

   M S Oy  ً2 ٌعى 8 0y   8 أيy  َ8 أy   
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َعلًٍ         0; 8;0 , ' 0; 8;0S Oy H H   

 .مع محور انرواقم

 M Oz معىاي  0;0;M z 

   M S Oz  ً2 ٌعى 2 8 0z z   ٌَكافئ  
2

1 9z   ً1 َمى 3z   َ1 أ 3z    

2zأي   َ4 أz  . 

َعلًٍ         0;0;2 , ' 0;0; 4S Oz F F  . 

3 ًدراصح حضة قٍمّ انعذد انحقٍق  انوضع انىضثً نهضطح  S وانمضتوي  P رو انمعادنح z . 

لذٌىا   
1

; 1
1

d E P




 
   

1إرا كان  3  1 أي 3  َ1 أ 3   2 أي  َ4 أ   

فإن  P ٌمش صطح الكشج  S. 

1إرا كان  3  1 أي 3  َ1 أ 3   2 أي  َ4 أ   

فإنّ    P S  . 

1إرا كان  3  3 أي 1 3    4 أي 2   

فإن  P ٌمطع  S فً دائشج مشكزٌا  ' 0;0;E  المضمظ العمُدي للىمطح E على المضتُي  P. 

 حٍث rَوصف لطشٌا  
22 2 23 1 9 2 1 2 8r                

4 تعٍٍه مركز ووصف قطر انذائرج مقطع صطح انكرج  S تانمضتوي  2P
. 

حضة ما صثك إحذاثٍاخ مشكز الذائشج ًٌ  0;0; 2 َوصف لطشٌا    
2

2 2 2 8 8r        

 :انتمرٌه انثاوً

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على ً0:  كما ٌل 14u  و من أجل n :1 5 6n nu u  . 

1 1 حسابu ،2u ،3u ،4u. 

1 05 6 64u u   

2 15 6 314u u   

3 25 6 1564u u   

4 35 6 7814u u   

  ؟ nuتخمٌن الرقمٌن الأخٌرٌن للعدد

 .4 و 1 وإذا كان فردٌا 4 و 6 هما nu زوجٌا فإن آخر رقمٌن للعددnإذا كان : ٌمكن وضع التخمٌن التالً

2 ًبرهان أنه من أجل كل عدد طبٌع n :2 4n nu u    . 

لدٌنا  2 15 6 5 5 6 6n n nu u u      2 أي 25 36n nu u   ومنه 

 2 24 36 4 6 9n n n nu u u u      وعلٌه   2 0 4n nu u   2 أي 4n nu u   . 

k: 2استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً 2 4ku      

لدٌنا  0 14 4u  أي  0 2 4u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن  2 2 4ku  ّونبرهن أن 
   2 1

2 4
k

u

 أي نبرهن  2 2 2 4ku   
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2لدٌنا حسب السؤال السابق  4n nu u    ومنه  2 2 2 4k ku u  ولدٌنا حسب الفرضٌة  2 2 4ku  

إذن  2 2 2 4ku  ًوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع من أجل كل عدد طبٌع k ،2 2 4ku    

2:  استنتاج أن 1 0 4ku    . 

 لدٌنا nمن أجل كل عدد طبٌعً 
2 1 25 6k ku u   ومنه  2 1 5 2 6 4ku     2 أي 1 0 4ku    . 

3 ًبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n :22 5 3n

nu   .
 

لدٌنا 
02 28u  0 و 25 3 28   0 ومنه 2

02 5 3u   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

22نفرض أن  5 3n

nu   ّ3 ونبرهن أن

12 5 3n

nu 

   

22لدٌنا  5 3n

nu   معناه  210 5 5 3n

nu   ٌكافئ  210 12 5 5 3 12n

nu    وٌكافئ  

  32 5 6 5 3n

nu    3 أي

12 5 3n

nu 

   . 

n ،22ومنه من أجل كل عدد طبٌعً  5 3n

nu  . 

:  فإنnواستنتج أنه من أجل  2 28 100nu     

لدٌنا 
02 28u  ومنه  02 28 100u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن  2 28 100nu  ّونبرهن أن  12 28 100nu   

n ،1لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  5 6n nu u   12 معناه 5 2 12n nu u    

إذن  12 5 28 12 100nu     أي  12 128 100nu   وعلٌه  12 28 100nu  . 

4تعٌٌن رقمً الآحاد و العشرات للعددnu و ذلك حسب قٌم n .

 .100 على nuلنعٌن باقً قسمة العدد

لدٌنا  2 28 100nu  ومنه  14 50nu  50 أي 14nu k  

2kمن أجل  p 100 ٌكون 14nu p  فٌكون  2 4nu  أي n ً(حسب ما سبق ) زوج 

.  1 ورقم عشراته هو 4 هو nu زوجٌا فإن رقم آحاد nوبالتالً إذا كان 

2من أجل  1k p  100 ٌكون 64nu p  فٌكون  0 4nu  أي n  فردي 

 . 6 ورقم عشراته هو 4 هو nu فردٌا فإن رقم آحاد nإذن إذا كان 

5 برهان أن  1,n nPGCD u u ثابت ثم عٌن قٌمته  .

1nu و nu القاسم المشترك الأكبر للعددٌن dنسمً   . 

1nu ٌقسم d وnu ٌقسم dلدٌنا   ومنه d 1 ٌقسم 5n nuu   أي d 6 ٌقسم .

 هً dإذن القٌم الممكنة للعدد  1;2;3;6 ؛ بما أن رقم آحاد nu ًزوجً فإن القٌم الممكنة ه  2;6 

22ولدٌنا  5 3n

nu   معناه  22 5 3 3n

nu   ومعناه    
2

2 1 3
n

nu


  وعلٌه    1 3
n

nu   

إذن    
1

1 3
n

nu


  أي  1 3nu  أو  1 3nu  ومنه nu فهو لا ٌقبل  3 لا ٌقبل القسمة على 

  َتالتالً 6القسمة على  1; 2n nPGCD u u  . 

 :التمرٌن الثالث

1 لاحقتً النقطتٌنحساب 'O،'Bصورتً النقطتٌن O،B  على الترتٌب بالتحوٌل f  ، 

'

1 2
1 2

1

O
O

O

z i
z i

z

 
  


 ،  

  
  '

1 2 11 2 2 4 3 1

1 2 2 1 1 2 2

B
B

B

i iz i i
z i

z i i i

   
    

   
 

2حساب الجداء  ( أ  ' 1 1z z . 
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1 2 1 2 1
' 1 1

1 1

z i z i z
z

z z

     
   

 
 

2
' 1

1

i
z

z
 


 ومنه   ' 1 1 2z z i  .

 

 : فإنA تختلف عنMتبٌٌن أنه مهما تكن النقطة (ب   ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

  و

     . ' 2AM AM      

لدٌنا     arg ' 1 1 arg 2z z i      معناه    arg ' 1 arg 1 2
2

z z k


     

ٌكافئ    ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

 
لدٌنا   ' 1 1 2z z i   معناه ' 1 1 2z z    أي . ' 2AM AM 

 
3  تبٌٌن أنه إذا كانت M تنتمً إلى الدائرة  Cالتً مركزها Aوتشمل O فإنّ النقطة  'M تنتمً إلى  

     دائرة  'Cٌُطلب إٌجاد مركزها ونصف قطرها   . 

 M C 1 معناهAM AO  ولدٌنا من أجل كل نقطة M تختلف عن A . ' 2AM AM   

'ومنه  2AM إذن 'M تنتمً إلى الدائرة  'C التً مركزها A 2 ونصف قطرها. 

4 أ ـ حساب قٌسا للزاوٌة الموجهة  ;u AB


. 

        arg 2 2 arg 2 1
4

; arg B Az z i iu AB


     
 

 

ب ـ لٌكن  dنصف المستقٌم المفتوح الذي حدّه النقطة  Aو ٌشمل B ، 

 تنتمً إلىA التً تختلف عن Mبٌن أنه إذا كانت النقطة   d فإن  'Mتنتمً إلى نصف مستقٌم ٌطلب تحدٌده . 

A ،  تختلف عن Mلدٌنا من أجل كل نقطة    ; ; ' 2
2

u AM u AM k


  
  

 

ولدٌنا  M d معناه    ; ;
4

u AM u AB


 
   

 ومنه  ; ' 2
4 2

u AM k
 

  
 

  

أي  ; ' 2 '
2

u AM k


 
 

 تنتمً إلى M'  إذن  d. 

 النقطة التً تنتمً إلى Eج ـ نسمً   C d تعٌٌن موضع النقطة ،'Eصورة النقطة E  بالتحوٌل f  

   E C d  معناه    ' 'E C d . 

 :التمرٌن الرابع

I- g  الذالح المعشّفح على ًٌ ًكما ٌل :  2 xg x xe  

ٌّرات الدالة . 1 راتهاgدراسة تغ ٌّ  .، ثمّ شكل جدول تغ

 ولدٌنا تقبل الإشتقاق على gالدالة    ' 1x x xg x e xe e x         

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً   ومنه إشارة  'g x هً نفس إشارة  1 x . 

1xمن أجل    ٌكون  ' 0g x  إذن الدالة g متزاٌدة تماما على المجال  ; 1 . 

1xومن أجل    ٌكون  ' 0g x  إذن الدالة g متناقصة تماما على المجال  1; . 

limلدٌنا  0x

x
xe


 ومنه  lim lim 2 2x

x x
g x xe

 
  . 
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limو  0x

x
xe


 ومنه  lim lim 2 x

x x
g x xe

 
   . 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

      1  x 
      0 +  'g x 

     12 e  
0 

 2 

 

 g x 

تبٌٌن أنّ المعادلة . 2  0g x تقبل حلا وحٌدا   على . 

 مضتمشج َمتزاٌذج تماما على المجاا gالذالح  ; 1  2;12 َتأخز لٍمٍا فً المجاا e    َ 0 ًلا ٌىتم  

2;12إلى المجاا  e   ًإرن مه أجل كل عذد حمٍم x مه المجاا  ; 1  ّفإن  :  0g x . 

 مضتمشج َمتىالصح تماما على المجاا gَلذٌىا الذالح  1;  2;1 َتأخز لٍمٍا فً المجاا e     

2;1 ٌىتمً إلى المجاا 0َ  e     إرن المعادلح   0g x  تمثل حلا َحٍذا  على المجاا  1; . 

0.8: انتحقّ  أنّ  0.9 . 

لذٌىا  0.8 0.22g  ، 0.9 0.21g   إرن    0.8 0.9 0g g  ً0.8 َمى 0.9 . 

xتعٍٍه، حضة لٍمّ. 3  إشاسج   g x. 

من أجل  ;x   ،  0g x  ومن أجل  ;x   ،  0g x  كما أن   0g  . 

II- f  هً الدالة المعرّفة على ًكما ٌل : 
2 2

2x

x
f x

e





  

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: تثٍٍه أنّ . 1 lim 0
x

f x


. 

 

2 22 2
2 2

lim lim lim lim 0
22 2

xx xx x x x

x
x x xf x

ee e
x

x xx x

   

 
       

  
 

 

 

limلأن 
x

x

e

x
  و 

2
lim 0

x x
. 

 .تفسٌر النتٌجة هندسٌا

 fC
 

1yٌقبل مستقٌم مقارب معادلته   بجوار . 

 حساب(أ. 2 lim
x

f x


. 

lim 2 2
x

x


   و lim 2 2x

x
e


  ومنه  lim

x
f x


 . 

 تبٌٌن أنّ المستقٌم (ب ' 1 ذا المعادلةy x  مستقٌم مقارب للمنحنى ، fC. 

     
2 2 2 2

1 1
2 2

lim lim lim
2 2

x x

x xx x x

x xe e x
x x

x
f x

e e  

    
       




 
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   1 0
2

lim lim
x x

xx x

xe e
x

e
f x

 

 
      

 0 لأنlim x

x
xe


 0 وlim x

x
e


 

دراسة وضعٌة . 3 fC  بالنسبة إلى ' . 

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً   
 1

1
2 2

xx x

x x

e xxe e
f x x

e e

  
   

 
 

ومنه إشارة    1f x x  مثل إشارة  1x  على . 

 1  x 
         0 +    1f x x  

   fC تحت  '                      fC فوق  ' 

 
  fC و  'ًٌتقاطعان ف  

                    النقطة ذات الإحداثٌتٌن  1;0. 

 
 الوضعٌة النسبٌة

دراسة وضعٌة  fC  بالنسبة إلى ' . 

 
 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

x x

x x x x

g xx x xe x xe
f x x x

e e e e

    
     

   
 

إشارة  f x x مثل إشارة  g x على . 

   x 
         0 +  f x x 

   fC تحت                        fC فوق   

 
  fC و  ًٌتقاطعان ف  

                    النقطة ذات الإحداثٌتٌن  ; . 

 
 الوضعٌة النسبٌة

x ، تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً (أ. 4 
 

2

2
'

( 2)x

g x
f x

e



 ، 

 
   2 2 2 2 2 4 2 2

'
2 2

x x x x x

x x

e e x e xe e
f x

e e

     
 

 
 

 
   2 2 24 2

'
2 2 2

xx

x x x

xe g xxe
f x

e e e


  

  
 

ر الدّالة ٌّ  .fاتجاه تغ
إشارة  'f x هً نفس إشارة  g xومنه : 

من أجل  ;x   ٌكون  ' 0f x  إذن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  ;. 

من أجل  ;x   ٌكون  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  ; . 

: تبٌٌن أنّ  (ب f  ٌّرات الدالة  .f، ثمّ شكّل جدول تغ

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  
 

2x

g x
f x x

e
 


 ومنه  

 
0

2

g
f

e


   


 أي  f   
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 رسم .5 ،  'و  fC. 

 
م الوسٌط الحقٌقً . 6 ٌّ   ، عدد حلول المعادلةmالمناقشة بٌانٌا، حسب ق   f x f m. 

1mإذا كان    فإن   0f m ومنه المعادلة تقبل حلا وحٌدا . 

إذا كان    1; ;m      فإن    0;f m ومنه المعادلة تقبل حلٌن . 

mإذا كان   فإن   0f m ومنه المعادلة تقبل حلا مضاعفا . 

III- nU على  العددٌة المعرفة هً المتتالٌةً0: كما ٌل 0U  ًومن أجل كل عدد طبٌع n: 1n nU f U   

1 ًبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌع n ، 0 nU  . 

لدٌنا 
00 U   0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0نفرض أنّ  nU   ونبرهن صحة 
10 nU   

0لدٌنا  nU   وبما أن الدالة f متزاٌدة تماما على  0; فإن      0 nf f U f   

لدٌنا  
2

0
3

f  و  f   ومنه  
2

3
nf U   أي 

10 nU   

n ، 0وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  nU  . 

2 ٌّر  تخمٌن اتجاه تغ nU 

 .  من الرسم ٌبدو أن المتتالٌة متزاٌدة 

 3 برهان أنّ المتتالية  nU ،متقاربة  

لدٌنا  1n n n nU U f U U    ولدٌنا حسب ما سبق من أجل كل  ;x   ،  0f x x  

0وبما أنّ  nU   فإن   0n nf U U  1 أي 0n nU U   ومنه المتتالٌة متزاٌدة  nUوبما أنها  

l حٌث l فهً متقاربة نحو عدد حقٌقً محدودة من الأعلى بالعدد  . 
 .حساب نهايتها

1limلدٌنا المتتالٌة متقاربة ومنه  limn n
n n

U U l
 

  

بما أنّ  1n nU f U والدالة f مستمرة على  ّفإن  l f l ومنه l  إذن lim n
n

U 


. 

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8
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5
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1
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 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد                    .16الحل المفصّل للموضوع رقم 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 النقط  1;0; 2A ، 3;1;0Bو 1;0;1C 

اكتب معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة . 1 S التً مركزها A وتشمل B.  

لتكن . 2  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء بحٌث   :
2 3 0

1 0

x z

y z

  


  
 

ٌّن أنّ      ب  مستقٌم شعاع توجٌهه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 3 P الذي ٌشمل A وٌعامد  . 

ٌّن إحداثٌات نقطة تقاطع المستوي . 4 أ ـ ع P والمستقٌم  . 

 عن المستقٌم A    ب ـ احسب بُعد النقطة   ثمّ استنتج أن ،  ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن ٌطلب تعٌٌنهما . 

5 .t عدد حقٌقً و G مرجح الجملة     ; , ;1tB e C. 

ٌّن أنّ      أ ـ ب
1

1 t
BG BC

e




 
. 

ٌّرات الدالة  :  بـ المعرفة على f    ب ـ شكل جدول تغ 
1

1 t
f t

e



. 

 . فً t عندما ٌتغٌر G    ج ـ استنتج مجموعة النقط 
 :التمرٌن الثانً

I لٌكن  P z كثٌر الحدود للمتغٌّر المركب zحٌث  :  3 2 4 6P z z z z   . 

1ٌّن أنّه، من أجل كل عدد مركب z ، ب   P z P z. 

2 1 تحقق أن i جذر لكثٌر الحدود  P zثمّ استنتج جذرا آخر له ،. 

3 حل فً مجموعة الأعداد المركّبة  المعادلة   0P z . 

II نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 انرً لاحماذٍا C و A ،B النقط  

      1Az   ،1Bz i  َ 
C Bz zعهى انرشذٍة . 

1 ًانرحٌُم انىمط S ٌشفك تكم ومطح  M z مه انمسرُي انىمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1z i z i  . 

 . ؟ عٍهّ عىاصشي انممٍضجS     أ ـ ما طثٍعح انرحٌُم

 .AMM'، ماطثٍعح انمثهث A ومطح ذخرهف عه M     ب ـ نركه 

2 n َ ًعذد طثٍع nM ومطح مه انمسرُي ذخرهف عه A لاحمرٍا انعذد انمشكة ،nz. 

0M      وضع  O ًَمه أجم كم عذد طثٍع n ، 1n nM S M . 

n ،أثبت أنه، من أجل كل عدد طبٌعً   ـ     أ  1 1
n

nz i  . 

ٌّم العدد الطبٌعً  ٌّن ق  . فً استقامٌةnM و O ،A التً من أجلها تكون النقط  n     ب ـ ع
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 :التمرٌن الثالث

I- g  انذانح انمعشّفح عهى ًٌ تـ :   1 1xg x x e   

ٌّرات الدّالة  .1  .gادُرس تغ

 أثثد أنّ انمعادنح .2  0g x  ذمثم حلا َحٍذا 1.2:  حٍث 1.3 . 

 اسرىرج إشاسج .3 g x حسة لٍم x. 

II- f  هً الدالة المعرّفة على تـ : 
2

1x

x
f x

e



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . َ عىذ  عىذ fأـ احسة وٍاٌرً انذانح . 1

x ، ب ـ تٍهّ أوًّ، مه أجم كم عذد حمٍمً     
 

 
2

2
'

1x

g x
f x

e





 .fثم استنتج تغٌرات الدالة . 

ٌّن أنّ     :  جـ ـ ب   2 1f    ثمّ استنتج حصرا للعدد ، f . 

ٌّن أنّ المستقٌم  .2 أ ـ ب  2 ذا المعادلةy x مستقٌم مقارب للمنحنى ، fCبجوار . 

    ب ـ ادرس وضعٌة  fC بالنسبة إلى  . 

ٌّن أنّ .3 :  أ ـ ب  2f   . 

ٌّن أنّ المنحنً      ب ـ ب fC موازٌا للمستقٌم  فً النقطة ذات الفاصلة  ٌقبل مماسا . 

 .    جـ ـ اكتب معادلة 

 و ،  أنشئ .4 fC. 

  .:  عدد وإشارة حلول المعادلة ناقش بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً .5

 :التمرٌن الرابع

 . و  نقطتان فاصلتاهما على الترتٌب ،، مستقٌم مزود بمعلم 

 مرجح الجملة ، نسمً من أجل كل عدد طبٌعً 
 

  مرجح الجملة  و 

 . و، ، علم النقط 

 . و  حٌث  و فاصلتاهما على الترتٌب  و النقطتان 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً ـ      .  و :  ب

 .:  برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً أ ـ 

ٌّن أنّ ب ـ       . متتالٌتان هندسٌتان ٌطلب تعٌٌن أساس كل منهما و ب

 .  بدلالة  و عبّر عن أ ـ 

ٌّن نهاٌتً ب ـ       .فسّر النتائج هندسٌا.  و ع

 
 
 

 
 

 
 

 

 T 

 T

  T

m
1

2 1
1x

x m
e

 
 
 

 


 d ;O i


0A0B43

n1nA     ;1 , ;4n nA B

1nB     ;3 , ;2n nA B

/10A0B1A1B

/2nAnBnanb0 4a  0 3b 

n 1

1
4

5
n n na a b   1

1
3 2

5
n n nb a b  

/3n3 4 0n na b 

 na nb

/4nanbn

 na nb
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 :الموضوع الثانً
 :التمرٌن الأوّل

  و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة  ، الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس

 :   المستقٌم المعرّف بجملة المعادلتٌن. شعاع توجٌه له

 . و جد تمثٌلا وسٌطٌا لكل من المستقٌمٌن . 1

ٌّن أنّ . 2  . لٌسا من نفس المستوي وب

ٌّن أنّ معادلة المستوي هً.  و ٌوازي  المستوي الذي ٌشمل . 3  : ب

   والمستوي  المسافة بٌناحسب . ، حٌث  نقطة كٌفٌة من المستقٌم. 4

ٌّن إحداثٌات النقطة . 5 ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم  على المستوي  المسقط العمودي للنقطة أ ـ ع  ، ثمّ ع

       
 . و ٌوازي  الذي ٌشمل 

ٌّن أنّ   . ٌتقاطعان فً النقطة  و ب ـ ب

6 .f   كما ٌلً الدالة العددٌة المعرّفة على  : 

ٌّن أنّ   .:     أ ـ ب

ٌّن أنّ   ٌُطلب تعٌٌن  تقبل قٌمة حدٌّة صغرى  f    ب ـ ب  . و  

 .    جـ ـ تحقق أنّ 

 :التمرٌن الثانً

 .:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول .1

 نقط من المستوي  و ،،   المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس.2

   و    ، :      لاحقاتها على الترتٌب 

  .  و   ،   : اكتب على الشكل الأسً الأعداد المركبة أ ـ    

 على الترتٌب بالدوران و ، صور النقط  و ، عٌن لاحقة كل من ب ـ    

 .      وزاوٌته           الذي مركزه

ٌّنجـ ـ      .مربع الرباعً  أنّ   ب

 .:  حٌث من المستوي ذات اللاحقة  النقط  مجموعة   نسمً.3

ٌّن أنّ     أ ـ  ب
 

 .هو محور الفواصل

ٌّن أنّ حلً المعادلةب ـ     :  ب

 

  .( لا ٌطلب حساب الحلٌن ). حقٌقٌان عددان

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ; : ;O i j k
  

  1;1;3A 1;2; 2u 


 '
0

3

x z

y





 



  '

  '

 P ' 2 2 3 0x y z   

 1 ;1 2 ;3 2M t t t   t dM P

'AA P

 '''A 

 ' '' 1;3; 1B 

  2f t BM

  29 24 20f t t t  

 0f t
0t 0f t

 0d f t

z2 2 1 0z z  

 ; ,O u v
 

ABC

1

2
A

i
z




B Az z
C A Bz z z 

AzBzA

B

z

z

'A'B'CABC

O
4



' ' 'OA C B

 MzA Bz z z z  

 
2

A

B

z z
i

z z

 
 

 
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 :التمرٌن الثالث

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال  لتكن

 .ادرس تغٌرات الدالة . 1

  حٌث  تقبل حلا وحٌدا بٌن أن المعادلة  (أ. 2

 . ثم إشارة استنتج إشارة  (    ب

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال  

 . المنحنى الممثل لها فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

 واحسب . 1 lim
x

f x


. 

 .، ثم استنتج إتجاه تغٌر الدالة :  ففنّ  من بٌن أنه من أجل كل. 2

 .شكل جدول تغٌرات الدالة . 3

 .  و استنتج حصرا للعدد :  بٌن أنّ . 4

 . عند النقطة ذات الفاصلة  مماس  و  عددا حقٌقٌا من المجال  لٌكن

 :  بـ على المجال نعرّف الدالة 

ٌّن أن . 1  . إعتمادا على رتابة الدالة   ثمّ أعط إشارة ب

 . و ، ثم استنتج الوضع النسبً لـاستنتج تغٌرات الدالة . 2

 . ثم أنشئهأعط معادلة لـ. 3

 . على المجال   أنشئ  و بأخذ . 4

 :التمرٌن الرابع

  المعرّفة على المجال fنعتبر الدّالة   0;2بـ  : 
2 1

1

x
f x

x





 

ٌّر الدالة      f أ ـ ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه إذا كان      ب ـ ب 1;2x  ّففن    1;2f x 
 

  nu و  nvمتتالٌتان معرّفتان بـ  :
0 1u   و

0 2v  ً؛   ومن أجل كل عدد طبٌع 1n nu f u  و  

     1n nv f v . 

أ ـ ارسم المنحنى  C   الممثل للدالة f والمستقٌم ذي المعادلة  y x. 

ٌّر و تقارب كل من المتتالٌتٌن  ب ـ أعط تخمٌنا حول اتجاه تغ nu و  nv. 

 : برهن بالتراجع عن الخواص التالٌة

1:  "     من أجل كل عدد طبٌعً  2nu  "   1" ؛ 2nv  "   1"؛n nu u "    1"وn nv v   ." 

؛  أ ـ أثبت أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
 

0n؛     ب ـ استنتج أنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u و    1 1

1

4
n n n nv u v u   . 

 ؛  أثبت أنه من أجل كل عدد طبٌعً  

 استنتج أنّ للمتتالٌتٌن  nu و  nv نفس النهاٌة l. 

ٌّن القٌمة المضبوطة للعدد   .l ع

Ig 0; 
2

ln 1g x x
x

  

g

  0g x 1,4 1,5 

 g x 1g x 

IIf 1;      1 ln 1 1f x x x   

 fC ; ,O i j
 

 
1

lim
x

f x




x 1;    ' 1f x g x f

f

 
4

1 5f  


    1f  

III0x 1;  
0xT fC

0x

h 1;         0 0 0'h x f x f x x x f x     

     0' ' 'h x f x f x  'h x'f

h fC 
0xT

 0T

1,45  1 0,8f    fC 1;3

1

2n

3

n

4n

n

5n
1

4

n

n nv u
 

   
 

6

7
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 :حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

نعتبر فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 النقط  1;0; 2A ، 3;1;0Bو 1;0;1C 

كتابة معادلة دٌكارتٌة لسطح الكرة . 1 S التً مركزها A وتشمل B. 

لدٌنا نصف قطر سطح الكرة  S 4 هو 1 4 3AB    . 

   ; ;M x y z S معناه    
2 221 2 9x y z     2 أي 2 2 2 4 5 0x y z x z       

لتكن . 2  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء بحٌث   :
2 3 0

1 0

x z

y z

  


  
 

تبٌٌن أنّ   مستقٌم شعاع توجٌهه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

2 3 0

1 0

x z

y z

  


   

تكافئ 
2 3

1

x z

y z

  


  
 وتكافئ 

2 3

1

x t

y t

z t

  


  
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

وهذه الأخٌرة تمثٌل وسٌطً لمستقٌم   ًشعاعه التوجٌه  2; 1;1u  


 .B وٌشمل النقطة 

كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 3 P الذي ٌشمل A وٌعامد  . 

بما أنّ  P ٌعامد   ففن  2; 1;1u  


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M P معناه . 0AM u 
 

 حٌث  1; ; 2AM x y z 


 

ومنه    2 1 1 2 0x y z      2 أي 4 0x y z     هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

أ ـ تعٌٌن إحداثٌات نقطة تقاطع المستوي . 4 P والمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   معناه  2 3; 1;M t t t    حٌث t . 

   M P   معناه    2 2 3 1 4 0t t t         6 وٌكافئ 3 0t   أي 
1

2
t  

 وعلٌه
1 1 1

2 3; 1;
2 2 2

M
  
    

  
 أي 

1 1
2; ;

2 2
M

 
 
 

. 

إذن      P E   حٌث 
1 1

2; ;
2 2

E
 
 
 

. 

 عن المستقٌم Aب ـ حساب بُعد النقطة   . 

بما أنّ   ٌعامد  P
 

 على المستقٌم Aففن المسقط العمودي للنقطة   ًه E وعلٌه   ;d A AE . 

لدٌنا  
2 2

2 1 1 30 30
2 1 0 2

2 2 4 2
AE

   
          

   
   إذن   

30
;

2
d A  . 

استنتاج أن   ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن ٌطلب تعٌٌنهما . 

بما أنّ   ;d A AB  (AB هو نصف قطر الكرة  S )  ّففن  ٌقطع سطح الكرة  Sفً نقطتٌن . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   معناه  2 3; 1;M t t t    حٌث t . 
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   M S  
 

معناه      
2 2 2

2 3 1 1 2 9t t t         26 تكافئ 6 0t t  0 أيt  1 أوt  

وعلٌه      ;S A C  . 

5 .t عدد حقٌقً و G مرجح الجملة     ; , ;1tB e C. 

أ ـ تبٌٌن أنّ 
1

1 t
BG BC

e




 
. 

0teلدٌنا  GB GC 
  

0te معناه  GB GB BC  
   

 وتكافئ  1te GB BC  
 

 أي 
1

1 t
BG BC

e




 
. 

ٌّرات الدالة  :  بـ المعرفة على fب ـ تشكٌل جدول تغ 
1

1 t
f t

e



. 

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على fالدالة  
 

2
'

1

t

t

e
f t

e





 

 لدٌنا tمن أجل كل عدد حقٌقً  ' 0f t وبالتالً الدالة f متناقصة تماما على . 

 
1

lim lim 1
1 tt t

f t
e 

 


 

 
1

lim lim 0
1 tt t

f t
e 

 


 

  x 

  'f t 

1 

 
0 

 

 f t 

t ،من أجل كل عدد حقٌقً : fنلاحظ من جدول تغٌرات الدالة    0;1f t . 

 . فً t عندما ٌتغٌرGج ـ استنتاج مجموعة النقط 
لدٌنا  BG f t BC

 
 مع    0;1f t  إذن مجموعة النقط  Gعندما ٌتغٌر t ًف  هً القطعة  BC 

 .C و Bباستثناء النقطتٌن 
 :التمرٌن الثانً

I لٌكن  P z كثٌر الحدود للمتغٌّر المركب zحٌث  :  3 2 4 6P z z z z   . 

1تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد مركب z ،   P z P z. 

  عددا مركباzلٌكن 

   
3 23 2 3 24 6 4 6 4 6P z z z z z z z z z z P z             

2 1 التحقق أن i جذر لكثٌر الحدود  P z. 

           
3 2 2

1 1 1 4 1 6 1 1 1 4 6P i i i i i i i               
 

 

    1 1 2 1 4 6 6 6 0P i i i i           

 .استنتاج جذر آخر له

لدٌنا    1 1P i P i   معناه  0 1P i  أي   1 0P i  1 إذن i أٌضا جذر لـ  P z. 

3 حل فً مجموعة الأعداد المركّبة  المعادلة   0P z . 

 جذرا لكثٌر الحدود 0zلٌكن  P z ؛ لدٌنا إذن        01 1P z z i z i z z     أي  

        2 3 2

0 0 0 02 2 2 2 2 2P z z z z z z z z z z z           
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بالمطابقة نجد 
0 3z  . 

لدٌنا : ٌمكن استعمال طرٌقة أخرى مباشرة   01 1 6i i z    ومنه 
02 6z  أي 

0 3z  . 

إذن   0P z  معناه  1 ;1 ; 3z i i     

II نعتبر فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 انرً لاحماذٍا C و A ،B النقط  

      1Az   ،1Bz i  َ 
C Bz zعهى انرشذٍة . 

1 ًانرحٌُم انىمط S ٌشفك تكم ومطح  M z مه انمسرُي انىمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1z i z i  . 

 . وعىاصري المميزةSأ ـ تعييه طبيعت التحىيل

z' مه انشكم Sانكراتح انمشكثح نهرحٌُم  az b  1 حٍثa i  َ b i. 

42نذٌىا 
i

a e


 ًَمى S ًصاٌَرً 2 ذشاتً مثاشش وسثر 
4


  َمشكضي انىمطح انصامذج راخ انلاحمح

1
1

A

b i
z

a i
   

  
 .S ٌُ Aأي مشكض انرشاتً انمثاشش 

 .AMM'ب ـ تعييه طبيعت المثلث 

نذٌىا   'S M M معىاي  ; '
4

AM AM



 

 َ ' 2AM AM. 

نذٌىا     2. ' ' . 'AM MM AM MA AM AM AM AM    
      

 

                2 . 'cos ; 'AM AM AM AM AM  
 

 

                          
2 2

2
2

AM AM AM     

                                                 2 2AM AM   

.أي  ' 0AM MM 
 

. M لائم فAMMً' َمىً انمثهث 

نذٌىا  ; '
4

AM AM



 

 َ  ';
2

MM MA



 

 إرن  ' ; '
4

M A M M



 

 .

 . َمرساَي انسالٍهM لائم فAMMً'َتانرانً انمثهث 

2 n َ ًعذد طثٍع 
nM ومطح مه انمسرُي ذخرهف عه A لاحمرٍا انعذد انمشكة ،

nz. 

      وضع 
0M O ًَمه أجم كم عذد طثٍع n ، 1n nM S M . 

n ،أ ـ إثبات أنه، من أجل كل عدد طبٌعً   1 1
n

nz i  . 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

 
0

0 1 1 0z i     

نفرض أن  1 1
n

nz i   ونبرهن أن   
1

1 1 1
n

nz i


    

لدٌنا  1n nM S M  معناه  1 1n nz i z i    ومنه 

        
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
n n n

nz i i i i i i i
 

              

n ،  وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  1 1
n

nz i   

م العدد الطبٌعً  ٌّ  . فً استقامٌةnM و O ،A التً من أجلها تكون النقط  nب ـ تعٌٌن ق

 فً استقامٌة معناه nM و O ،Aالنقط   ; nAO AM k
 

arg أي   n A

A

z z
k

z


 
 

 
k حٌث   

ومنه    arg argn A Az z z k    
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لدٌنا  arg 0Az  و     41 1 1 1 2
n

inn n

n Az z i i e
 

         
 

 أي  arg
4

n A

n
z z


  

   arg argn A Az z z k    معناه 
4

n
k


 4 أيn k حٌث k . 

 :التمرٌن الثالث

I- g  انذانح انمعشّفح عهى ًٌ تـ :   1 1xg x x e   

ٌّرات الدّالة  .1  .gدراسة تغ

 lim lim 1 1x x

x x
g x xe e

 
     

   lim lim 1 1x

x x
g x x e

 
     

 َنذٌىا  ذمثم الإشرماق عهى gانذانح    ' 1x x xg x e e x xe    

إشاسج  'g x وفس إشاسج ًٌ x 0 لأنxe  ًمه أجم كم عذد حمٍم x. 

 مرىالصح ذماما عهى gَتانرانً انذانح  ;0 َمرضاٌذج ذماما عهى  0;. 

 .gجدول تغيراث الدالت 

  0  x 

 + 0   'g x 

 1 
 

        2 

 

 g x 

 

 إثباث أنّ المعادلت .2  0g x  تقبل حلا وحيدا 1.2:  حيث 1.3 . 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gلدٌنا الدالة  ;0 َذأخز لٍمٍا فً انمجال  2; 1  َ 0لا ٌىرمً إنى انمجال  

 2; 1  إرن مه أجم كم  ;0x   ّفإن   0g x . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gولدٌنا الدالة  0; َذأخز لٍمٍا فً انمجال  2;  َ 0 ٌىرمً إنى انمجال  

 2;  إرن انمعادنح   0g x  ذمثم حلا َحٍذا  فً انمجال  0; َّتما أن  1.2 0.36g   َ  1.3 0.10g  

أي    1.2 1.3 0g g  1.2 فإن 1.3 . 

 استىتاج إشارة .3 g x حسة قيم x. 

 مه انمجال xمه أجم كم عذد حمٍمً  ; ،  0g x  

 مه انمجال ، xَمه أجم كم عذد حمٍمً  ;  ،  0g x  ّكما أن   0g  . 

II- f  هً الدالة المعرّفة على تـ : 
2

1x

x
f x

e



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

 . و عىد  عىد fأـ حساب وهايتي الدالت . 1

 
2

lim lim
1xx x

x
f x

e 
  


lim لأنّ    2

x
x


  َ lim 1 1x

x
e


 . 

 
2 2

lim lim lim 0
11

xxx x x

x
f x

ee
x

x xx x

  
  

 
 

 

lim لأن 
x

x

e

x
  و 

1
lim 0

x x
 
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x ،ب ـ تبييه أوًّ، مه أجل كل عدد حقيقي  
 

 
2

2
'

1x

g x
f x

e





 . 

 
 

   

 

 
 

 
2 2 2 2

2 1 2 2 1 22 2 2
'

1 1 1 1

x x x xx x

x x x x

e xe e xe g xe xe
f x

e e e e

       
   

   
 

 .fاستنتاج تغٌرات الدالة

إشارة  'f x هً عكس نفس إشارة  g xوعلٌه : 

من أجل  ;x   ٌكون   0g x  ومنه  ' 0f x  إذن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  ;. 

من أجل  ;x   ٌكون   0g x  ومنه  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  ; . 

ٌّرات الدالة   .fجدول تغ

   x 

     0    +  'f x 

  f  

 
0  

 

 f x 

:  أنّ تبٌٌنجـ ـ    2 1f    ، 

لدٌنا   0g   ٌكافئ  1 1 0e    أي 
1

1
e





 

إذن  
 

 
2 12 2

2 1
1

1
1 1

f
  

 
 

 


    


 

 

استنتاج حصرا للعدد  f . 

1.2لدٌنا  1.3  0.2 ٌكافئ 1 0.3   إذن  1.2 0.2 1 1.3 0.3      أي  0.24 0.39f    

أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم  .2  2 ذا المعادلةy x مستقٌم مقارب للمنحنى ، fCبجوار . 

 
2 2 2 2 2

lim 2 lim 2 lim lim 0
1 1 1

x x

x x xx x x x

x x xe x xe
f x x x

e e e   
  

  
     

  
 

ومنه المستقٌم    مقارب للمنحنى fCبجوار . 

ب ـ دراسة وضعٌة  fC بالنسبة إلى  . 

 لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً 
2

2
1

x

x

xe
f x x

e


 


 

إشارة   2f x x 2 هً نفس إشارةx. 

                           0            x 

                                 0           +           2f x x 

   fC
 

تحت                
 

 fC
 

فوق   

   
 fC

 
و  

               ٌتقاطعان فً النقطة 0;0O 

                   

 
   الوضعٌة
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:  أنّ تبٌٌن أ ـ .3  2f   . 

لدٌنا 
1

1
e





1e  معناه      إذن  

2 2
2

1 1 1
f

e 

 





    

  
 

ب ـ تبٌٌن أنّ المنحنً  fC موازٌا للمستقٌم  فً النقطة ذات الفاصلة  ٌقبل مماسا . 

لدٌنا  
 

 

  

 

   
 

 2

2 2 2 2

2 1 1 22 1 1 12
' 2

1 11 1

eg
f

e e



 

  






 

          
     

  
 

إذن معامل توجٌه المماس للمنحنى  fC عند النقطة ذات الفاصلة  أي المنحنً 2 ٌساوي  fC ٌقبل مماسا  T 

 موازٌا للمستقٌم فً النقطة ذات الفاصلة  . 

جـ ـ كتابة معادلة  T. 

    'y f x f       ومنه  2 2y x    أي   : 2 2 2T y x    

إنشاء  .4  ، T و  fC. 

 

:  عدد وإشارة حلول المعادلة المناقشة بٌانٌا، حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً .5
1

2 1
1x

x m
e

 
  

 
.  

1
2 1

1x
x m

e

 
  

 
 تكافئ 

2
2

1x

x
x m

e
 


 وتكافئ 

2
2

1x

x
x m

e
 


 أي   2f x x m  

ومنه حلول المعادلة هً فواصل نقط تقاطع  fC 2 مع المستقٌم ذي المعادلةy x m . 

0mإذا كان  ففن المعادلة تقبل حلا واحدا موجبا . 
0mإذا كان  ففن المعادلة تقبل حلا معدوما . 

0إذا كان  2 2m   ففن المعادلة تقبل حلٌن سالبٌن . 

2إذا كان  2m   ففن المعادلة تقبل حلا مضاعفا وهو . 
2إذا كان  2m  ففن المعادلة لا تقبل أي حل . 

 :التمرٌن الرابع

 . و  نقطتان فاصلتاهما على الترتٌب ،، مستقٌم مزود بمعلم 

1nA، نسمً من أجل كل عدد طبٌعً   مرجح الجملة     ;1 , ;4n nA B
 

1nB و   مرجح الجملة     ;3 , ;2n nA B 

. 1B و0B ،1A، تعلٌم النقط 1/

0 0
1

4 4 12 8

5 5 5

a b
a

  
   ،  0 0

1

3 2 12 6 6

5 5 5

a b
b

   
  . 

 T 



(Cf)

(T)

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

m

 d ;O i


0A0B43

n

0A
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 النقطتان 
nAفاصلتاهما على الترتٌب  و 

naو 
nb  و حٌث . 

: ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  1

1
4

5
n n na a b   و   1

1
3 2

5
n n nb a b  . 

لدٌنا 
1nA 

 مرجح الجملة     ;1 , ;4n nA B ومنه  1

4 1
4

4 1 5

n n
n n n

a b
a a b


  


 

و 
1nB 

 مرجح الجملة     ;3 , ;2n nA B ومنه  1

3 2 1
3 2

2 3 5

n n
n n n

a b
b a b


  


 

n :3أ ـ برهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 3/ 4 0n na b . 

لدٌنا 
0 03 4 3 4 4 3 0a b      0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

3نفرض أنّ  4 0n na b  ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n ّو نبرهن أن 
1 13 4 0n na b   

لدٌنا    1 1

3 4
3 4 4 3 2

5 5
n n n n n na b a b a b      

1 1

3 12 12 8
3 4

5

n n n n
n n

a b a b
a b 

  
  

1 1

15 20
3 4

5

n n
n n

a b
a b 


  أي 

1 13 4 3 4 0n n n na b a b     

n ،3وعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  4 0n na b . 

ب ـ تبٌٌن أنّ  naو  nbمتتالٌتان هندسٌتان ٌطلب تعٌٌن أساس كل منهما . 

n ،3لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  4 0n na b  4 معناه 3n nb a  ومنه  1

1
3

5
n n na a a   1 أي

2

5
n na a


 

إذن  na متتالٌة هندسة أساسها 
2

5


. 

3ولدٌنا  4n na b  ومنه  1

1
4 2

5
n n nb b b    1 أي

2

5
n nb b


 إذن  nb متتالٌة هندسٌة أساسها 

2

5


. 

أ ـ التعبٌر عن  4/
naو 

nb بدلالة  . 

0

2 2
4

5 5

n n

na a
    

     
   

 ، 0

2 2
3

5 5

n n

nb b
    

    
   

. 

ب ـ تعٌٌن نهاٌتً  naو  nb .فسّر النتائج هندسٌا. 

لدٌنا 
2

lim 0
5

n

n

 
 

 
lim إذن  lim 0n n

n n
a b

 
  .

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 :الموضوع الثانً

 :التمرٌن الأوّل

 و  المستقٌم الذي ٌشمل النقطة  ، الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 1;2; 2u 


 

 :   المستقٌم المعرّف بجملة المعادلتٌن. شعاع توجٌه له

  .كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   ًإذا وفقط إذا وُجد عدد حقٌق t بحٌث AM tu
 

 

/2nB0 4a  0 3b 

n

n

 ; : ;O i j k
  

  1;1;3A

 '
0

3

x z

y





 



 
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ومنه     

1

: 1 2 ;

3 2

x t

y t t

z t

 


   
  

 

 .كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1

0

3

x z

y

 



  تكافئ  

3

x z

y

 



 أي 

'

3

'

x t

y

z t

 



 

t حٌث  . 

 . لٌسا من نفس المستوي وتبٌٌن أنّ . 2

لدٌنا  1;2; 2u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم   و  ' 1;0;1u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  '. 

ومنه المستقٌمان   و  ' غٌر متوازٌٌن لأن u


u' و 


.  غٌر مرتبطٌن خطٌا

نفرض أنّ   و  ' متقاطعان إذن 

 

 

 

' 1 ........ 1

3 1 2 ........ 2

' 3 2 ...... 3

t t

t

t t

  


 


 

 

من  2 1 نجدt  بالتعوٌض فً جمٌع المعادلات نجد 

' 2

3 3

' 1

t

t

 



 

 تناقض إذن   و  ' غٌر متقاطعان 

 .فهما لٌسا من نفس المستوي

 .  و ٌوازي  المستوي الذي ٌشمل . 3

تبٌٌن أنّ معادلة المستوي  Pًه  : 

نضع  2;1;2n


. لدٌنا  2 1 1 2 2 2 0n u       
 

. و  ' 2 1 1 0 2 1 0n u       
 

 

nومنه 


 شعاع ناظمً للمستوي  P. 

ولدٌنا  0;3;0E نقطة من  ' 2 تحقق المعادلة 2 3 0x y z    ً2 وبالتال 2 3 0x y z    معادلة دٌكارتٌة 

للمستوي  P. 

 :طرٌقة ثانٌة

المستوي  P ٌّن بالشعاعٌن  مع 1;2; 2u 


 و  ' 1;0;1u 


 و النقطة  0;3;0E. 

لدٌنا إذن    23 2 ;

2

x

y

z

 

  

 

 


  
   

 تمثٌل وسٌطً للمستوي  P. 

وبما أنّ    2 3 2 2 2 3 0            ّ2 ففن 2 3 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P. 

4 . 1 ;1 2 ;3 2M t t t  
 

نقطة كٌفٌة من المستقٌم   حٌث ،. 

 والمستوي  المسافة بٌنحساب  P 

  
   2 1 1 2 2 3 2 3 6

; 2
34 1 4

t t t
d M P

     
  

 
 

 على المستوي A المسقط العمودي للنقطة A'أ ـ تعٌٌن إحداثٌات النقطة . 5 P ، 

لٌكن  dالمستقٌم الذي ٌشمل A وٌعامد المستوي  P ومنه n


 شعاع توجٌه للمستقٌم  d. 

   ; ;M x y z d ًمعناه ٌوجد عدد حقٌق  بحٌث AM n
 

 

 '

  '

 P ' 

2 2 3 0x y z   

t 

dM
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ومنه   

2 1

1 ;

2 3

x

y

z



 



 


  
  

 

لدٌنا  'A d معناه  ' 2 1; 1;2 3A      ولدٌنا  'A P معناه 
' ' '2 2 3 0A A Ax y z    

وعلٌه    2 2 1 1 2 2 3 3 0         9 ومنه 6 0   أي 
2

3



  إذن 

1 1 5
' ; ;

3 3 3
A
 
 
 

 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم
  '' الذي ٌشمل 'A و ٌوازي . 

   ; ; "M x y z   معناه ' /A M u  
 

 

ومنه     

1

3

1
2 ;

3

5
2

3

x

y

z



 




  




  



 


 تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  ''. 

 . ٌتقاطعان فً النقطة  و ب ـ تبٌٌن أنّ 

لدٌنا  
0

3

B B

B

x z

y

 



 ومنه  'B   

 ''B    معناه 

1
1

3

1
3 2

3

5
1 2

3








  




 


  


  أي  

4

3

4

3

4

3




















  وحٌد ومنه  ''B  . 

إذن      ' " B   . 

6 .f   كما ٌلً الدالة العددٌة المعرّفة على  : 

 .: أ ـ تبٌٌن أنّ 

       
2 2 22 1 1 1 2 3 3 2 1f t BM t t t          

  2 2 24 8 4 4 16 16f t t t t t t       

  29 24 20f t t t   

ٌُطلب تعٌٌن  تقبل قٌمة حدٌّة صغرى  fب ـ تبٌٌن أنّ    . و   

t : ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل الإشتقاق على fالدالة  ' 18 24f t t  

 
4

3
               

x 

       0  'f t 

 
 
 

   4 

 

 f t 

 

 ' '' 1;3; 1B 

  2f t BM

  29 24 20f t t t  

 0f t
0t 0f t
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الدالة تقبل قٌمة حدٌة صغرى تبلغها عند 
4

3
t  ًوه  

4
4

3
f
 

 
 

 وعلٌه 
0

4

3
t  و  0 4f t . 

جـ ـ التحقق أنّ  0d f t. 

 02d f t  

 :التمرٌن الثانً

 .:  حل فً مجموعة الأعداد المركبة المعادلة ذات المجهول .1

 
2

2 4 2 2i      1  للمعادلة حلان هما

2 2

2 2
z i  2 و

2 2

2 2
z i  

 نقط من المستوي  Cو A،B،  المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس.2

:      لاحقاتها على الترتٌب 
1

2
A

i
z


 ، 

B Az z و  
C A Bz z z . 

: كتابة على الشكل الأسً الأعداد المركبة أ ـ
Az ،

Bz و  A

B

z

z
.  

4
2 2

2 2

i

Az i e


   ،4
i

B Az z e




  ، 
4

4 4 2

4

i
i i

A

i
B

z e
e e

z
e


  



 
 

 



  . 

وزاوٌته  O على الترتٌب بالدوران الذي مركزه Cو A،B صور النقط C' وA، 'B'ب ـ تعٌٌن لاحقة كل من 
4


           

 . وعلٌه  ومنه  

 . وعلٌه  ومنه 

  ومنه  

 .مربع الرباعً  أنّ  جـ ـ تبٌٌن

  وهذا ٌعنً أنّ  ومنه   و لدٌنا 

  و    وهذا ٌعنً أنّ زٌادة على هذا لدٌنا  

. مربع إذن 
: طرٌقة ثانٌة

Cلدٌنا  A Bz z z  معناه C B Az z z  أي BC OA
 

 

2ولدٌنا 
i

A

B

z
e

z



 معناه OA OB و  ;
2

OB OA



 

 مربع وبالتالً صورته بالدوران السابق OACB إذن 

' ' 'OA C Bمربع  . 

 .:  حٌث من المستوي ذات اللاحقة  النقط  مجموعة   نسمً.3

أ ـ تبٌٌن أنّ 
 

 .هو محور الفواصل

 ففنّ    وبما أنّ  هو محور القطعة  بالتالً تعنً 

 . هو محور الفواصل هو محور الفواصل أي  محور القطعة 

: ب ـ تبٌٌن أنّ حلً المعادلة

 

 . حقٌقٌان عددان

 ٌتساوى عددان مركبان إذا تساوى طوٌلاتاهما وعمدتاهما بتردٌد 

z
2 2 1 0z z  

 ; ,O u v
 

4
'

i

A Az e z


4 4 2
'

i i i

Az e e e
  

  'Az i

4
'

i

B Bz e z



 04 4

'

i i i

Bz e e e
 



  ' 1Bz 

4
'

i

C Cz e z


 4 4 4
' ' '. . 1

i i i

C A B A B A Bz e z z e z e z z z i
  

       

' ' 'OA C B

'Az i' ' 1 1C Bz z i i    ' ' 'C B Az z z ' ' 'B C OA
 

' 2

'

i
A

B

z
i e

z



 ' 'OA OB '; '
2

OB OA



 

' ' 'OA C B

 MzA Bz z z z  

 

A Bz z z z  AM BM  AB
B Az z

 AB 
2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2
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  أي   وتكافئ  ومنه  ومنه 

  تنتمً ومنه صورة  العدد المركب   ( محور الفواصل) وهذا ٌعنً أنّ الحلٌن حقٌقٌٌن. 

 :التمرٌن الثالث

 :  بـ الدالة المعرفة على المجال g لتكن 

 .gدراسة تغٌرات الدالة . 1

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة   2

1 2
'g x

x x
  

من أجل كل عدد حقٌقً من المجال  0; لدٌنا  ' 0g x  وبالتالً الدالة متزاٌدة تماما على  0;. 

 
0 0

2
lim lim ln 1

x x

g x x
x 

 

     

 
2

lim lim ln 1
x x

g x x
x 

     ّلأن lim ln
x

x


  و 
2

lim 0
x x

. 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

  0 x 

++                   'g x 

 
              0 

 

 

 g x 

تبٌٌن أن المعادلة  (أ. 2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  1.4 حٌث 1.5 . 

 مستمرة ومتزاٌدة تماما على المجال gالدالة  0; وبالأخص على المجال  1.4;1.5 ولدٌنا  1.4 0.09g    

و 1.5 0.07g  أي    1.4 1.5 0g g  ومنه المعادلة   0g x  تقبل حلا وحٌدا  1.4 حٌث 1.5  

 .وهذا حسب مبرهنة القٌم المتوسطة

استنتاج إشارة  (ب g x ثم إشارة  1g x . 

   0 x 

 + 0        g x 

تعٌٌن إشارة  1g x . 

1xإذا كان    1 ففنx   ومنه  1 0g x   

1إذا كان  1x     0 ففن 1x    ومنه  1 0g x   

1xومن أجل    1 ٌكونx   ومنه  1 0g x  . 

:  بـ الدالة المعرفة على المجال       1 ln 1 1f x x x    

 . المنحنى الممثل لها فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

حساب . 1 
1

lim
x

f x




 و lim
x

f x


. 

لدٌنا  
1 0

lim ln 1 lim ln
x t

x t
 

 

    و 
1

lim 1 2
x

x




   

إذن      
1 1

lim lim 1 ln 1 1
x x

f x x x
 

 

      

ولدٌنا  lim ln 1 lim ln
x t

x t
 

    و lim 1
x

x


   إذن      lim lim 1 ln 1 1
x x

f x x x
 

      

 

 

2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2

A

B

z z
i

z z

 
 

 

2

1
A

B

z z

z z

 
   

1
A

B

z z

z z





A Bz z z z  

z

I 0; 
2

ln 1g x x
x

  

IIf 1; 

 fC ; ,O i j
 
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 ، :  ففنّ  من تبٌٌن أنه من أجل كل. 2

         
1 1 2 2

' ln 1 ln 1 ln 1 1 1
1 1 1

x x
f x x x x g x

x x x

  
           

  
 

 .f استنتاج إتجاه تغٌر الدالة

1 إذا كان 1x     ففن  1 0g x   أي  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  1; 1 . 

1xإذا كان    ّففن  1 0g x   أي  ' 0f x  إذن الدالة f متناقصة تماما على المجال  1;  . 

 .جدول تغٌرات الدالة . 3

 1  1 x 

 0  'f x 

             
 

 1f   

 

 f x 

:  أنّ تبٌٌن. 4 
4

1 5f  


      

لدٌنا   0g   معناه 
2

ln 1 0


   أي  
2

ln 1


  

ومنه        
2

1 2 ln 1 2 1 1f    


 
        

 
 

 
4 4

1 2 2 1 5f   
 

         

استنتاج حصرا للعدد  1f  . 

1.4لدٌنا  1.5  ً1.5 تعن 1.4     3.5 أي 5 3.6   

ولدٌنا 
1 1 1

1.5 1.4
  معناه 

4 4 4

1.5 1.4
  ٌكافئ 

4
2.66 2.85


  أي 

4
2.85 2.66


     

إذن 
4

3.5 2.85 5 3.6 2.66


      أي  0.65 0.94f  . 

 . عند النقطة ذات الفاصلة  مماس  و  عددا حقٌقٌا من المجال  لٌكن

:  بـ على المجال نعرّف الدالة         0 0 0'h x f x f x x x f x     . 

  تبٌٌن أن . 1

     0' ' 'h x f x f x  

إشارة  'h x إعتمادا على رتابة الدالة 'f. 

لدٌنا    ' 1f x g x  أي     'f x g u x  حٌث : 1u x x  

 متزاٌدة تماما على المجال uبما أنّ الدالة  1;  وتأخذ قٌمها فً المجال  0; والدالة g متزاٌدة تماما على المجال  

 متزاٌدة تماما على f'الموجب ففن الدالة  1; . 

 :طرٌقة ثانٌة

   '' ' 1f x g x   

إذا كان  1;x    ففن    1 0;x    ومنه  ' 1 0g x   أي  " 0f x  ومنه الدالة 'f متزاٌدة تماما  

على المجال  1; . 

 .f'إعتمادا على تزاٌد الدالة 

0xإذا كان  x ففن    0' 'f x f x ومنه    0' ' 0f x f x  أي  ' 0h x . 

x 1;    ' 1f x g x 

f

III0x 1;  
0xT fC

0x

h 1; 

     0' ' 'h x f x f x 
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إذا كان 
01 x x   ففن    0' 'f x f x ومنه    0' ' 0f x f x  أي  ' 0h x . 

     0 0 0' ' ' 0h x f x f x   

 ،استنتاج تغٌرات الدالة . 2

 متزاٌدة تماما على المجال hالدالة  0;x  ومتناقصة تماما على المجال  01;x فهً تقبل قٌمة حدٌة صغرى على  

المجال  1;  تبلغها عند 
0x x ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  1;  ،   0h x h x 

أي   0h x  . ّلأن        0 0 0 0 0 0' 0h x f x f x x x f x      . 

استنتاج الوضع النسبً لـ fC و  
0xT. 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  1;  لدٌنا   0h x  أي       0 0 0' 0f x f x x x f x      

ومنه المنحنى  fC ٌوجد فوق مماسه  
0xT. 

 . ثم أنشئهمعادلة لـ. 3

    ' 0 0 0y f x f   ومنه  1 0 1y x    أي  0 : 1T y x  . 

 . على المجال إنشاء . 4

 
 :التمرٌن الرابع

  المعرّفة على المجال fنعتبر الدّالة   0;2بـ  : 
2 1

1

x
f x

x





 

ٌّر الدالة      f أ ـ دراسة اتجاه تغ

 عددا حقٌقٌا من المجال xلٌكن  0;2: 

 
   

   
2 2

2 1 2 1 1
'

1 1

x x
f x

x x

  
 

 
 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;2 لدٌنا  ' 0f x وبالتالً الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2. 

ب ـ تبٌٌن أنّه إذا كان  1;2x  ّففن    1;2f x 
 

 متزاٌدة تماما على fلدٌنا الدالة  0;2. 

1إذا كان  2x  ففن      1 2f f x f  ومنه  
3 5

2 2
f x  ّوبما أن   

3 5
; 1;2

2 2

 
 

 
  ففن 

 1 2f x  إذن من أجل   1;2x  ّففن    1;2f x 
 

  nu و  nv0:  متتالٌتان معرّفتان بـ 1u   0و 2v  ً؛   ومن أجل كل عدد طبٌع 1n nu f u  و  

     1n nv f v . 

h

 0T

 fC 1;3

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y

1

2n
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أ ـ رسم المنحنى  C  الممثل للدالة f والمستقٌم ذي المعادلة  

y x .

 
ٌّر و تقارب كل من المتتالٌتٌن  ب ـ إعطاء تخمٌنا حول اتجاه تغ

 nu و  nv. 

من الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nu متزاٌدة و  nv متناقصة 

وٌتقاربان نحو نفس العدد وهو فاصلة نقطة تقاطع المنحنى C 

و المستقٌم   ذي المعادلة y x. 

 : برهن بالتراجع عن الخواص التالٌة

n"  :1 من أجل كل عدد طبٌعً 2nu  "   1" ؛ 2nv  "   ؛

"
1n nu u "    و"

1n nv v   ." 

لدٌنا *
0 1u  ومنه 

01 2u  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1نفرض أنّ  2nu  ونبرهن صحة الخاصٌة 
11 2nu   

1لدٌنا  2nu  ب ففن (1 وحسب نتٌجة السؤال  1 2nf u  أي 
11 2nu  . 

n ،1ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nu . 

لدٌنا * 
0 2v  ومنه 

01 2v  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1نفرض أنّ  2nv  ونبرهن صحة الخاصٌة 
11 2nv   

1لدٌنا  2nv  ب ففن (1 وحسب نتٌجة السؤال  1 2nf v  أي 
11 2nv  . 

n ،1ومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  2nv  

لدٌنا * 
0 1u  و  1 0

3

2
u f u  ومنه 

0 1u u 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أن 
1n nu u  ونبرهن أن 

1 2n nu u  

لدٌنا 
1n nu u  ولدٌنا الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2 ومنه    2n nf u f u  أي  

1 2n nu u . 

n ،1nوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  nu u . 

 *
0 2v  و  1 0

5

3
v f v  ومنه 

0 1v v 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nنفرض أن  nv v  1 ونبرهن أن 2n nv v  

لدٌنا 
1n nv v  ولدٌنا الدالة f متزاٌدة تماما على  0;2 ومنه    2n nf v f v  أي  

1 2n nv v . 

n ،1nوعلٌه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv v . 

؛  أ ـ إثبات أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
 

     
  1 1

2 1 1 2 1 12 1 2 1

1 1 1 1

n n n nn n
n n

n n n n

v u u vv u
v u

v u v u
 

     
   

   
 

                
  

2 . 2 1 2 . 2 1

1 1

n n n n n n n n

n n

v u v u u v u v

v u

      


 
 

                                                       
  1 1

n n

n n

v u

v u




 
                                                         

0n؛ nب ـ استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u و    1 1

1

4
n n n nv u v u   . 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

3

4n
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لدٌنا 
0 1u  و 

0 2v  ومنه 
0 0 0v u  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0nنفرض أنّ  nv u  ّونبرهن أن 
1 1 0n nv u   

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
  1 1

1 1

n n
n n

n n

v u
v u

v u
 


 

 
. 

ولدٌنا   1 1 0n nv u   0 وحسب الفرضٌةn nv u  إذن 
  

0
1 1

n n

n n

v u

v u




 
 أي 

1 1 0n nv u  . 

n ،0nومنه من أجل كل عدد طبٌعً  nv u وهذا حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع . 

1nuلدٌنا   1 وnv  1 ومنه 2nu   1 و 2nv   إذن   1 1 4n nu v   ٌكافئ 
  

1 1

1 1 4n nu v


 
 

0nوبما أنّ  nv u  ففن 
  

1

1 1 4

n n
n n

n n

v u
v u

u v


 

 
  أي  1 1

1

4
n n n nv u v u   .   

؛ n إثبات أنه من أجل كل عدد طبٌعً  
1

4

n

n nv u
 

   
 

. 

 .نستدل على هذه الخاصٌة بالتراجع

لدٌنا 

0
1

1
4

 
 

 
 و 

0 0 1v u  ومنه 

0

0 0

1

4
v u

 
   

 
0n أي الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفترض أن 
1

4

n

n nv u
 

   
 

 ونبرهن صحة الخاصٌة 

1

1 1

1

4

n

n nv u



 

 
   

 
. 

لدٌنا 
1

4

n

n nv u
 

   
 

 معناه  
1 1 1

4 4 4

n

n nv u
 

   
 

  أي   
1

1 1

4 4

n

n nv u



 
   

 
 

n ،لكن مما سبق لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  1 1

1

4
n n n nv u v u    

ومنه  
1

1 1

1 1

4 4

n

n n n nv u v u



 

 
     

 
  أي 

1

1 1

1

4

n

n nv u



 

 
   

 
. 

، nوعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

4

n

n nv u
 

   
 

. 

 استنتاج أنّ للمتتالٌتٌن  nu و  nv نفس النهاٌة l. 

لدٌنا 
1

0
4

n

n nv u
 

    
 

 وبما أن 
1

lim 0
4

n

n

 
 

 
 فحسب النهاٌات بالمقارنة  lim 0n n

n
v u


 . 

n ،1nولدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  nu u     1وn nv v   ومنه المتتالٌة  nu متزاٌدة والمتتالٌة  nv متناقصة  

إذن المتتالٌتان  nu و  nv متجاورتان فهما متقاربتان ولهما نفس النهاٌة l. 

 .l تعٌٌن القٌمة المضبوطة للعدد 

المتتالٌة  nu 1 متقاربة إذنlim limn n
n n

u u l
 

  ولدٌنا  1n nu f u  والدالة f مستمرة على  0;2 

إذن بفخذ نهاٌة طرفً العلاقة نجد  l f l ومنه 
2 1

1

l
l

l





2 وتكافئ  1 0l l   أي 

1 5

2
l


 أو 

1 5

2
l


 

1وبما أنّ  2nu  1 ففن 2l  أي  
1 5

2
l


. 

 
 

5

6

7
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 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن

 الموضوع الأوّل
 

 .(خاص بالتقنً والرٌاضً) :التمرٌن الأوّل

0A و 
0B نقطتان من المستوي بحٌث 

0 0 8A B ؛ ولٌكنS التشابه المباشر الذي مركزه 
0A نسبته 

1

2
 وزاوٌته 

3

4


 

نعرّف متتالٌة النقط  nBبـ  : 1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

 أنشئ النقط .1
1B ،

2B و 
3B. 

، المثلثان n أثبت أنّه من أجل كل عدد طبٌعً .2
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 . متشابهان

نعرّف متتالٌة . 3 nuبـ  :
1n n nu B B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

    أ ـ أثبت أنّ  nu ٌُطلب تحدٌد أساسها  .q متتالٌة هندسٌة 

    ب ـ اكتب 
nu بدلالة n. 

:     ج ـ نضع
0 1 ....n nS u u u    ؛ احسبlim n

n
S


. 

 أ ـ حل فً .4 3:  المعادلة 4 2x y . 

    ب ـ لٌكن   المستقٌم العمودي على المستقٌم  0 0A B فً النقطة 
0A. 

ٌّم العدد الطبٌعً   التً من أجلها تكون النقطة n        ـ أوجد ق
nB تنتمً إلى المستقٌم  . 

 :التمرٌن الثانً

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1 ًاحسب الجداء السلم .AB AC
 

     ثمّ استنتج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة،

2 استنتج أنّ النقط A ،Bو C ّ2 لٌست فً استقامٌة وأن 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

3 أ ـ اكتب معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P ؛ المحوري للقطعة AB. 

ٌّن أنّ مجموعة النقط      ب ـ ب ; ;M x y z من الفضاء التً تحقق AM CM هً مستو  'P معادلته  

4         الدٌكارتٌة  2 7 0y z  . 

ٌّن أنّ       جـ ـ ب P و  'P متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

4 ٌّن أنّ المستقٌم  أ ـ ب  ٌقطع المستوي  ABC فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

 .ABC هً مركز الدائرة المحٌطة بالمثلث      ب ـ استنتج أنّ 

5 نعتبر النقطة G مرجح الجملة المثقلة       2 2 2; 1 , ; 2 , ; 2A B C     حٌث . 

ٌّن مجموعة النقط   . فً مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  عندما تتغٌر G     ـ ع

 
 
 

BAC
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 :التمرٌن الثالث
فً الشكل المقابل،  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة 

على المجال  0;4 بالعلاقة  
3 1

2

x
f x

x


و ، d 

yالمستقٌم ذو المعادلة  x. 

متزاٌدة تماما على المجال  f أنّ الدالة أ ـ أثبت1. 0;4. 

 حدّد الوضع النسبً للمنحنى ب ـ C بالنسبة للمستقٌم  d 

نعرّف المتتالٌة  3. nu
 

:  كما ٌلً
0 2u  ومن أجل كل  

n :عدد طبٌعً 1n nu f u        . 

 : مثّل على محور الفواصل وبدون حساب الحدودأ ـ

0u،1uو 
2u 

ٌّر المتتالٌة ب ـ  ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ nuوتقاربها . 

: n برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعًأ ـ 4.
11 2n nu u  . 

 استنتج أنّ المتتالٌة ب ـ nu متقاربة واحسب نهاٌتها . 

ٌّن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً أ ـ 5. n: ب 1

1
1 1

2
n nu u   . 

: n استنتج أنّه من أجل كل عدد طبٌعً ب ـ
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

lim استنتج جـ ـ n
n

u
 

 .مرّة أخرى

 :التمرٌن الرابع
فً الشكل المقابل  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة والقابلة للإشتقاق على  

المنحنً  C ٌمر من النقطة  3;1A  

وٌقبل عند النقطة  2; 1B e  مماسا موازٌا لمحور 

الفواصل؛ ومماسا  T ٌخترق  C عند  

النقطة  1;3C. 

 :بقراءة بٌانٌة

ٌّن .1  ع ' 2f ، ' 1f ، '' 1f، lim
x

f x


  

 اكرة معادنح نهمماس .2 T. 

تٍهّ أنّ انمعادنح . 3  0f x  ذمثم حلا َحٍذا  

    عهى انمجال  3; ثمّ اصرىرج إشاسج ، f x. 

 .fشكّم جذَل ذغٍشّاخ انذّانح . 4

 عذد حهُل انمعادنح mوالش، حضة لٍم انُصٍظ انحمٍمً . 5   f x f m. 

 انذانح انمعشفح عهى انمجال hنركه . 6 ;تـ  :     lnh x f x f x    . 

   ـ أعظ عثاسج  'h x تذلانح  f x َ   'f x . 

 .، ثمّ شكم جذَل ذغٍشّاذٍاh   ـ اصرىرج اذجاي ذغٍشّ انذّانح 

 

 

(d)

(C)
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 :انمُضُع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

ABCDEFGH ؛ الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 1 مكعب طول حرفه ; , ,D DA DC DH
  

 

 هً مرجح الجملة المثقلة Kوالنقطة     ;2 , ;1F D. 

 :الجزء الأوّل

 هً Kأثبت أنّ إحداثٌات النقطة  . 1
2 2 2

; ;
3 3 3

 
 
 

.  

أثبت أنّ المستقٌمٌن . 2 EK و  DFمتعامدان . 

 .EKاحسب الطول . 3
 :الجزء الثانً

 نقطة من القطعة Mلتكن HG حٌث HM m مع  0;1m  

 من المجال mأثبت أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 1 0;1 فإن حجم رباعً الوجوه EMFD ٌساوي 
1

6
. 

أثبت أن معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 MFDًه  : 1 0m x y mz   . 

نسمً . 3
md المسافة بٌن النقطة E والمستوي  MFD. 

 من المجال mأثبت أنه من أجل كل عدد حقٌقً (أ 0;1 ،
2

1

2 2 2
md

m m


 
. 

ٌّن وضعٌة النقطة   (ب  على القطعة Mع HGبحٌث تكون من أجلها المسافة mdأكبر ما ٌمكن . 

 المستويعهى E هً المسقط العمودي للنقطة K أكبر ما ٌمكن فإنّ النقطة mdاستنتج أنّه إذا كانت المسافة (ج MFD 

 (خاص بالتقنً والرٌاضً)  :التمرٌن الثانً

 أنشر العبارة tمن أجل كل عدد حقٌقً . 1  26 1t t . 

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

ab   أ ـ علما أنّ  c ًجد قٌمة العدد الحقٌق p. 

 .   فً النظام العشريc وa،b   ب ـ اكتب كلا من الأعداد 

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

ٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة      أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإن  52 53x   

    ب ـ استنتج حلول المعادلة  1. 

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

ٌّن القٌم الممكنة للعدد   .d    أ ـ ع
    ب ـ جد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

ٌّم العدد الطبٌعً. 5  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ ادرس، حسب ق

   ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1 ٌّن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 22013؛ ع 1432x y 7 على. 
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 :التمرٌن الثالث

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 :ذات اللاحقات A ،B،  C، D نعتبر النقط 

4Az i  ،4Bz i  ، 1 2Cz i  و  
Dz i على الترتٌب . 

1 لٌكن Sالتشابه المباشر الذي مركزه A و ٌحول B إلى D. 

 . محددا نسبته وزاوٌتهS    أ ـ اكتب العبارة المركبة للتشابه 
ٌّن      ب ـ ع

Ez لاحقة النقطة E ّ؛ علما أنO هً صورة E بالتشابه S. 

2 أ ـ اكتب العدد المركب D B

C B

z z

z z




 . على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسً

 .BCD     ب ـ ما طبٌعة المثلث 
ٌّن أنّ النقط   .  تنتمً إلى دائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ، D َ C     ج ـ ب

3   مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z2:  بحٌث 2 9 1iz i  . 

 تنتمً إلى B     أ ـ تحقق أنّ النقطة   . 

ٌّن طبٌعة المجموعة       ب ـ ع وعناصرها الممٌزة . 

 :التمرٌن الرابع

Iلتكن ـ g الدالة العددٌة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  1 xg x xe . 

ٌّرات الدالة .1 ٌّراتهاg ادرس تغ  .، ثمّ شكل جدول تغ

ٌّن أنّ المعادلة .2  ب  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  0;  ّ0.5، ثمّ تحقق أن 1 . 

ٌّن إشارة .3  ع g x على المجال  0;. 

II ـ f انذانح انمعشّفح عهى انمجال  0;تـ  : 
1

1x

x
f x

e





َ  fCذمثٍهٍا انثٍاوً فً انمضرُي انمىضُب إنى  

        انمعهم انمرعامذ َانمرجاوش  ; ,O i j
 

. 

تٍهّ أنّ . 1 lim 0
x

f x


ثم فضّش انىرٍجح ٌىذصٍا ،. 

 مه انمجال xأ ـ تٍهّ أوً مه أجم كم عذد حمٍمً. 2 0; : 
 

 
2

'
1

g x
f x

e



. 

   ب ـ تٍهّ أنّ  f   ثمّ شكم جذَل ذغٍشّاخ انذانح ،f.  

 مه انمجال xأ ـ تٍهّ أوً مه أجم كم عذد حمٍمً. 3 0;  : 
 

1x

g x
f x x

e
 


 . 

    ب ـ اصرىرج َضعٍح  fC تانىضثح إنى انمضرمٍم   ري انمعادنح y x. 

اسصم . 4 َ  fC. 

IIIتٍهّ أوً إرا كان . 1  ـ 0;x  ّفئن    0;f x . 

       2 . nu انمررانٍح انعذدٌح انمعشّفح عهى ًٌ تـ  :
0 0u  ًَمه أجم عذد طثٍع  n ، 1n nu f u  . 

n ،10           أ ـ تشٌه تانرشاجع أوً مه أجم كم عذد طثٍعً n nu u   . 

           ب ـ تاصرعمال َ  fC0:  مثم عهى محُس انفُاصم انحذَدu ،1uَ 2u ثمّ خمّه إذجاي ذغٍشّ انمررانٍح  nu . 

           جـ ـ تشٌه أن انمررانٍح  nuمرماستح، ثم جذ وٍاٌرٍا . 
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ل َّ  :حم انمُضُع الا

 

 .(خاص بالتقنً والرٌاضً) :التمرٌن الأوّل

0A و 
0B نقطتان من المستوي بحٌث 

0 0 8A B ؛ ولٌكنS التشابه المباشر الذي مركزه 
0A نسبته 

1

2
 وزاوٌته 

3

4


 

نعرّف متتالٌة النقط  nBبـ  : 1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

 أنشئ النقط .1
1B ،

2B و 
3B. 

، المثلثان n إثبات أنّه من أجل كل عدد طبٌعً.2
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 . متشابهان

 لدٌنا nمن أجل كل عدد طبٌعً  0 0A S A و  1n nB S B  و  2 1n nB S B 
 

ومنه المثلث 
0 1 2n nA B B 

 هو صورة المثلث 
0 1n nA B B 

 وبالتالً المثلثان S بالتشابه 
0 1n nA B B 

 و 
0 1 2n nA B B 

 

 .متشابهان
نعرّف متتالٌة . 3 nuبـ  :

1n n nu B B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 

أ ـ إثبات أنّ  nu ٌُطلب تحدٌد أساسها  .q متتالٌة هندسٌة 

لدٌنا  1n nB S B  و  2 1n nB S B  1 إذن 2 1

1

2
n n n nB B B B   1 أي

1

2
n nu u  ًوبالتال  nu متتالٌة  

هندسٌة أساسها 
1

2
q . 

ب ـ كتابة 
nu بدلالة n. 

0 0

1

2

n

n

nu u q u
 

   
 

 

: ج ـ نضع
0 1 ....n nS u u u    ؛ حسابlim n

n
S


. 

1

1

0 0

1
1

12
2 1

1 2
1

2

n

n

nS u u





  
                 

 

 

لدٌنا 
1

1
lim 0

2

n

n





 
 

 
0lim ومنه  2n

n
S u


. 

 أ ـ حل فً .4 3:  المعادلة 4 2x y . 

لاحظ أن الثنائٌة  2;1 حلا للمعادلة لدٌنا إذن 
3 4 2

3 2 4 1 2

x y 

   

 بالطرح نجد    3 2 4 1 0x y    

ومنه    3 2 4 1x y   ٌقسم 4 لدٌنا  3 2x  أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 3 و 4 والعددان  

 ٌقسم 4 2x  2 ومنه 4x k  4 أي 2x k  حٌث k  ًوبالتعوٌض ف    3 2 4 1x y  نجد  

 3 4 4 1k y   3 أي 1y k  حٌث k . 

وبالتالً حلول المعادلة هً الثنائٌات من الشكل  4 2;3 1k k  حٌث kعدد صحٌح . 

ب ـ لٌكن   المستقٌم العمودي على المستقٌم  0 0A B 0 فً النقطةA. 

م العدد الطبٌعً  ٌّ  تنتمً إلى المستقٌم nB التً من أجلها تكون النقطة nـ إٌجاد ق . 

لدٌنا  1n nB S B  ًمن أجل كل عدد طبٌع n. 
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 1 0B S B  

 2 1B S B ومنه     2 0 0B S S B S S B   

 3 2B S B ومنه     3 0 0B S S S B S S S B    

 0.....n

nج مش

B S S S B    

نعلم أن تركٌب التشابهات ذات المركز 
0A والنسبه 

1

2
 والزاوٌة 

3

4


 هو تشابه مباشر مركزه 

0A نسبته 
1

2

n

 
 
 

 

وزاوٌته 
3

4

n
 لدٌنا 

nB صورة 
0B بالتشابه .....

nج مش

S S S   إذن  0 0 0

3
;

4
n

n
A B A B




 
. 

 nB   معناه  0 0 0;
2

nA B A B k


 
 

 وٌكافئ 
3

4 2

n
k

 
  ومنه 

3 1

4 2

n
k  3 وعلٌه 4 2n k  

4وحسب ما سبق  2n   حٌث . 
 :التمرٌن الثانً

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1 ًحساب الجداء السلم .AB AC
 

. 

النقط  3;2; 2AB 


 ، 0;2;1AC


. ومنه  3 0 2 2 2 1 2AB AC       
 

. 

    استنتاج القٌمة المدورة إلى الوحدة، بالدرجات للزاوٌة

لدٌنا  . cos ;AB AC AB AC AB AC 
   

. ومن جهة أخرى  2AB AC 
 

 إذن  2 cos ;AB AC AB AC 
 

 

ومنه  
2

cos ;AB AC
AB AC




 
9 لكن  4 4 17AB     0 و 4 1 5AC     

إذن   
2

cos ; 0.22
17 5

AB AC  


 
 وعلٌه  ; 77AB AC  

 
.
 

2 استنتج أنّ النقط A،Bو C ّ2 لٌست فً استقامٌة وأن 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 . تعٌن مستوٌاCو A  ، B   فإنّ النقط  و بما أنّ 

ولدٌنا    2 2 2 2 2 0 2 1 2 0A A Ax y z         ،   2 2 2 2 1 2 2 1 2 0B B Bx y z         

و    2 2 2 2 2 2 2 2 2 0C C Cx y z         ومنه إحداثٌات النقط A،Bو C  تحقق المعادلة  

2 2 2 0x y z     2وعلٌه 2 2 0x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

3 أ ـ كتابة معادلة دٌكارتٌة للمستوي  P ؛ المحوري للقطعة AB. 

 منتصف القطعة Iلتكن AB إذن 
1

;1;0
2

I
 

 
 

. 

المستوي  P ًشعاعه الناظم  3;2; 2AB 


3 إذن له معادلة من الشكل  2 2 0x y z d    ولدٌنا  I P 

ٌعنً 
3

2 0
2

d


   أي 
1

2
d


 ومنه  

1
3 2 2 0

2
x y z    6 وتكافئ 4 4 1 0x y z    وهً معادلة  

دٌكارتٌة للمستوي  P. 

ب ـ تبٌٌن أنّ مجموعة النقط  ; ;M x y z من الفضاء التً تحقق AM CM هً مستو  'P معادلته  

4الدٌكارتٌة  2 7 0y z  . 

BAC

 0BAC BAC 
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 'P هو المستوي المحوري للقطعة  AC أي هو المستوي الذي ٌشمل 
3

2;1;
2

H
 
 
 

 منتصف  AC وشعاعه  

الناظمً  0;2;1AC


. 

إذن المستوي 'P 2 له معادلة من الشكل 0y z d   ولدٌنا  'H P ًتعن 
3

2 0
2

d   أي 
7

2
d   

ومنه 
7

2 0
2

y z   4 وتكافئ 2 7 0y z   وهً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  'P. 

جـ ـ تبٌٌن أنّ  Pو  'P متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

ABلدٌنا الشعاعان 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  P و 'P متقاطعان وفق مستقٌم  . 

كتابة تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M    معناه 
6 4 4 1 0

4 2 7 0

x y z

y z

   


  
y وبوضع  t  تصبح الجملة 

 

 

6 4 4 1 0..... 1

4 2 7 0............ 2

x t z

t z

    


  

 

من  2 نجد 
7

2
2

z t   ًوبالتعوٌض ف  1 نجد 
7

6 4 4 2 1 0
2

x t t
 

      
 

6 ومنه  12 15 0x t   

أي 
5

2
2

x t      وعلٌه    

5
2

2

:

7
2

2

x t

y t

z t


  


 


   


. 

4 أ ـ تبٌٌن أنّ المستقٌم   ٌقطع المستوي  ABC فً نقطة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

لدٌنا  2;1; 2u  


 شعاع توجٌه للمستقٌم   و  2;1;2n


 شعاع ناظمً للمستوي  ABCوهما مرتبطان خطٌا  

إذن   ٌعامد المستوي  ABC فهما ٌتقاطعان فً نقطة  . 

لدٌنا    ومنه إحداثٌات  من الشكل 
5 7

2 ; ; 2
2 2

t t t
 
    
 

 

ولدٌنا  ABC 2 معناه 2 2 0x y z      وعلٌه 
5 7

2 2 2 2 2 0
2 2

t t t
   
          
   

 

4وٌكافئ  5 4 7 2 0t t t       أي 
14

9
t  وعلٌه 

14 5 14 14 7
2 ; ; 2

9 2 9 9 2

    
       

    
 

أي 
11 14 7

; ;
18 9 18


 

 
 

. 

 .ABC هً مركز الدائرة المحٌطة بالمثلث ب ـ استنتاج أنّ 
 لدٌنا   معناه  P و  'P ومنه A B C    ّوبما أن  ABC فإن هً مركز  

 .ABCالدائرة المحٌطة بالمثلث 

5 نعتبر النقطة G مرجح الجملة المثقلة       2 2 2; 1 , ; 2 , ; 2A B C     حٌث . 

 . فً مجموعة الأعداد الحقٌقٌة  عندما تتغٌر G ـ تعٌٌن مجموعة النقط 

بما أنّ    2 2 21 2 2 1       ّفإن G ًموجودة من أجل كل عدد حقٌق . 
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لدٌنا  

   

   

   

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 2 2 1 2 2

1

1 0 2 2 2 2

1

1 1 2 1 2 2

1

G

G

G

x

y

z







  

  

  

       
 

       



       
 


  معناه   

2

2

2

3 4

2 4

4 3

G

G

G

x

y

z









 



  


   


  

 

2وبوضع   نجد  

3 4

2 4

4 3

G

G

G

x

y

z









 





  


   


  

 إذن مجموعة النقط G هً نصف مستقٌم مبدؤه  4;4; 3J  

وشعاع توجٌهه  3; 2; 4v  


. 

 :التمرٌن الثالث
فً الشكل المقابل،  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة على 

المجال  0;4 بالعلاقة  
3 1

2

x
f x

x


و ، d المستقٌم ذو 

yالمعادلة  x. 

متزاٌدة تماما على المجال  f أنّ الدالةإثبات أ ـ 1. 0;4. 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  0;4 ولدٌنا  

 
   

2 2

3 2 2 3 1 1
'

4 2

x x
f x

x x

 
  

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  0;4 ، ' 0f x  

 متزاٌدة تماما على fوبالتالً الدالة 0;4. 

ب ـ تحدٌد الوضع النسبً للمنحنى  C بالنسبة للمستقٌم  d 

 
23 1 3 1 2

2 2

x x x
f x x x

x x

  
    

4 1 
1

2
 0 

x 

  0 +     0          22 3 1x x   
     +   + + 2x 

  0 + 0     f x x 

  

من أجل  
1

0; 1;4
2

x
 

  
 

 ،  0f x x  ومنه المنحنى  C ٌقع تحت  d. 

وفً المجال 
1

;1
2

 
 
 

 ،   0f x x  ومنه المنحنى  C ٌقع تحت  d. 

ٌتقاطعان فً نقطتٌن إحداثٌتٌهما 
1 1

;
2 2

 
 
 

 و  1;1. 
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نعرّف المتتالٌة  3. nu
 

:  كما ٌلً
0 2u ًومن أجل كل عدد طبٌع  n : 1n nu f u        . 

: أ ـ تمثٌل على محور الفواصل الحدود
0u،1uو 

2u 

 ٌبدو أن المتتالٌة ب ـ nu 1 متناقصة ومتقاربة نحو العدد. 

: nأ ـ برهن بالتراجع أنّه، من أجل كل عدد طبٌعً 4.
11 2n nu u  . 

لدٌنا  1 0

5

4
u f u  ومنه 

1 01 2u u   0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أنّ 
11 2n nu u   ّونبرهن أن 

2 11 2n nu u   . 

11 2n nu u    معناه       11 2n nf f u f u f  لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;4. 

وٌكافئ 
2 1

5
1

4
n nu u    أي 

2 11 2n nu u    ًإذن من أجل كل عدد طبٌع n ،
11 2n nu u  . 

ب ـ استنتاج أنّ المتتالٌة  nu متقاربة  

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1n nu u  ومنه المتتالٌة  nu 1  متناقصة وبما أنها محدودة من الأسفل بالعدد  

 .lفهً متقاربة نحو عدد حقٌقً 
 .حساب نهاٌتها
لدٌنا المتتالٌة  nu 1 متقاربة إذنlim limn n

n n
u u l

 
   

 1n nu f u  ًتعن  1lim limn n
n n

u f u
 

 وبما أن الدالة f مستمرة عند العدد l ّفإن  l f l  

ومنه 
3 1

2

l
l

l


 22 ٌكافئ 3 1 0l l   1 أيl  أو 

1

2
l ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1 2nu  

1lفإنّ   إذن  lim 1n
n

u


. 

n:أ ـ تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  5. 1

1
1 1

2
n nu u   . 

  عددا طبٌعٌا؛nلٌكن 

1

3 1 3 1 2 1
1 1

2 2 2

n n n n
n

n n n

u u u u
u

u u u


   
     

n ،1nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  2 معناه 2nu  ٌكافئ 
1 1

2 2nu
 1 وبما أن 0nu  فإن ، 

 
1 1

1
2 2

n
n

n

u
u

u


   أي   1

1
1 1

2
n nu u   . 

: nب ـ استنتاج أنّه من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

 .نستعمل البرهان بالتراجع

لدٌنا 
0

0

1
1

2
u

 
   

 
0n إذن الخاصٌة صحٌحة من أجل  . 

نفرض أنّ 
1

1
2

n

nu
 

   
 

 ومنه  
1 1 1

1
2 2 2

n

nu
 

   
 

 أي  
1

1 1
1

2 2

n

nu



 
   

 
  وحسب السؤال السابق لدٌنا 

n ،من أجل كل عدد طبٌعً 1

1
1 1

2
n nu u    ومنه   

1

1

1 1
1 1

2 2

n

n nu u





 
     

 
 أي 

1

1

1
1

2

n

nu





 
   

 
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، nومنه حسب مبدأ الإستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً
1

1
2

n

nu
 

   
 

. 

limجـ ـ استنتاج  n
n

u
 

 .مرّة أخرى

لدٌنا 
1

0 1
2

n

nu
 

    
 

 وبما أنّ 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
lim حسب النهاٌات بالمقارنة  1 0n

n
u


  أي lim 1n

n
u


. 

 :التمرٌن الرابع
فً الشكل المقابل  C هو التمثٌل البٌانً للدّالة f المعرّفة والقابلة للإشتقاق على  

المنحنً  C ٌمر من النقطة  3;1A  

وٌقبل عند النقطة  2; 1B e  مماسا موازٌا لمحور 

الفواصل؛ ومماسا  T ٌخترق  C عند  

النقطة  1;3C. 

 :بقراءة بٌانٌة

تعٌٌن . 1 ' 2f ، ' 1f ، '' 1f، lim
x

f x


  

 ' 2 0f  لأنّ المماس عند النقطة B 2 ذات الفاصلة 

 مٌله معدوم

 ' 1f هو معامل توجٌه المماس عند النقطة ذات الفاصلة 

 أي هو معامل توجٌه المماس 1 T. 

 
 

2 0
' 1 1

0 2
f


 

 
 

لدٌنا المماس  T ٌخترق المنحنى  C عند نقطة التماس  1;3C وهذا ٌعنً أن النقطة  1;3C هً نقطة  

إنعطاف للمنحنى  C وبما أن الدالة تقبل الإشتقاق على  فإن  '' 1 0f  . 

 كتاتح معادنح نهمماس .2 T. 

    ' 1 1 1y f x f   ًَمى  1 1 3y x   أي   : 2T y x . 

تثٍٍه أنّ انمعادنح . 3  0f x  تقثم حلا َحٍذا  عهى انمجال  3; . 

 ذمثم الإشرماق عهى انمجال fنذٌىا انذانح  3; فًٍ مضرمشج عهى ٌزا انمجال َذأخز لٍمٍا فً انمجال  ;1 

 َ 0 ;1  إرن انمعادنح   0f x  ذمثم حلا َحٍذا  عهى انمجال  3;    . 

استىتاج إشارج  f x. 

مه انثٍان وضرخهص إشاسج  f x. 

   x 
       0 +  f x 

 .fتشكٍم جذَل تغٍرّاخ انذّانح . 4

        2  x 

         0   +  'f x 

   1e  

            0 

 1 

 

 f x 
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 عذد حهُل انمعادنح mانمىاقشح، حسة قٍم انُسٍط انحقٍقً . 5   f x f m. 

إرا كان  3;m   ّفئن    ;1f m  َمىً انمعادنح ذمثم حلا َاحذا . 

إرا كان    ;2 2;3m    ّفئن    1; 1f m e َمىً انمعادنح ذمثم حهٍه . 

2mإرا كان   فئن   1f m e َمىً انمعادنح ذمثم حلا مضاعفا . 

 انذانح انمعشفح عهى انمجال hنركه . 6 ;تـ  :     lnh x f x f x    . 

ـ عثارج  'h x تذلانح  f x َ   'f x . 

   
 
 

    
 

' 1'
' '

f x f xf x
h x f x

f x f x


   

 .hـ استىتاج اتجاي تغٍرّ انذّانح 

مه x مه أجم كم عذد حمٍمً ;،  0f x  َمىً إشاسج  'h x مه وفش إشاسج ًٌ     ' 1f x f x . 

مه أجم  ;3x   ،  1f x  أي   1 0f x      

مه أجم  3;x   ،  1f x  أي   1 0f x   

فً انمجال : تُضٍح ;3، C 1 ٌكُن فُق انمضرمٍم ري انمعادنحy  أي   1f x  

 

 3 2  x 
                       0+         'f x 

  0 + +   1f x  

 +       0                0 +  'h x 

 مرزاٌذج عهى كم مه hانذانح  ;2 َ  3; َمرىالصح ذماما عهى  2;3. 

 .hجذَل تغٍرّاخ انذانح 

 3   2  x 
 +       0     0 +  'h x 

         2h 

 

 1 1 

 

 h x 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :حم انمُضُع انثاوً

 :التمرٌن الأوّل

ABCDEFGH ؛ الفضاء منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 1 مكعب طول حرفه ; , ,D DA DC DH
  

 

 هً مرجح الجملة المثقلة Kوالنقطة     ;2 , ;1F D. 

 :الجزء الأوّل

 هً K أنّ إحداثٌات النقطة  إثبات. 1
2 2 2

; ;
3 3 3

 
 
 

. 

لدٌنا  0;0;0D ، 1;1;1F 

2 0KF KD 
  

2 معناه  2 0KD DF KD  
   
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3ٌكافئ  2KD DF 
 

 أي 
2

3
DK DF
 

  ومنه 

2

3
K Fx x،

2

3
K Fy y و 

2

3
K Fz zوبالتالً إحداثٌات K ًه 

2 2 2
; ;

3 3 3

 
 
 

 فً المعلم  ; , ,D DA DC DH
  

. 

إثبات أنّ المستقٌمٌن . 2 EK و  DFمتعامدان . 

لدٌنا  1;0;1E ومنه 
2 2 2

1; ; 1
3 3 3

EK
 

  
 


 أي 

1 2 1
; ;

3 3 3
EK

  
 
 


 ولدٌنا  1;1;1DF


. 

إذن 
1 2 1 2 2

. 1 1 1 0
3 3 3 3 3

EK DF


         
 

EK وهذا ٌعنً أنّ  DF
 

 وبالتالً المستقٌمٌان  EK  

و  DFمتعامدان . 

 .EKحساب الطول . 3

1 4 1 6

9 9 9 3
EK     

 :الجزء الثانً

 نقطة من القطعة Mلتكن HG حٌث HM m مع  0;1m  

 من المجال mإثبات أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 1 0;1 فإن حجم رباعً الوجوه EMFD ٌساوي 
1

6
. 

   
1

3
V EMFD S EMF DH  ؛ لتكن Iالمسقط العمودي للنقطة M على المستقٌم  EF إذن 

1MI HE  وعلٌه  
1

2 2

EF MI
S EMF ua


 . 

وبالتالً  
1 1 1

1
3 2 6

V EMFD uv   . 

إثبات أن معادلة دٌكارتٌة للمستوي . 2 MFDًه  : 1 0m x y mz   . 

لدٌنا  0;0;0D ، 1;1;1F و  0; ;1M m. 

   1 1 0 0 0 0D D Dm x y mz m m          

   1 1 1 1 1 0F F Fm x y mz m m          

   1 1 0 1 0M M Mm x y mz m m m          

 تحقق المعادلة M وD ،Fومنه إحداثٌات النقط  1 0m x y mz    وعلٌه  1 0m x y mz    

معادلة دٌكارتٌة للمستوي  MFD. 

 والمستوي E المسافة بٌن النقطة mdنسمً . 3 MFD. 

 من المجال mإثبات أنه من أجل كل عدد حقٌقً (أ 0;1 ،
2

1

2 2 2
md

m m


 
. 

لدٌنا  1;0;1E إذن 
 

 
2 22

1 1 0 1

2 2 21 1
m

m m
d

m mm m

   
 

   
. 

 على القطعة Mتعٌٌن وضعٌة النقطة   (ب HGبحٌث تكون من أجلها المسافة mdأكبر ما ٌمكن . 

22 أكبر ما ٌمكن عندما ٌكون mdتكون المسافة  2 2m m أصغر ما ٌمكن . 
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 المعرفة على المجال fنعتبر الدالة  0;1بـ  :  22 2 2f m m m  . 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  0;1 ولدٌنا  
2 2

4 2 2 1
'

2 2 2 2 2 2 2

m m
f m

m m m m

 
 

   
 

إشارة  'f m 2 هً نفس إشارة 1m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

2
m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

1
2

m . 

 ' 0f m  ً2 تعن 1 0m   أي 
1

0
2

m . 

 متناقصة تماما على fوبالتالً الدالة 
1

0;
2

 
 
 

 ومتزاٌدة تماما على 
1

;1
2

 
 
 

. 

1 
1

2
 0 

 
x 

 +     0   'f m 

 
 
 

 

 f m 

تكون  f m أصغر ما ٌمكن من أجل 
1

2
m  وبالتالً تكون المسافة md أكبر ما ٌمكن عندما ٌكون 

1

2
m   

 تكون منتصف القطعة Mوبالتالً  HG. 

  عهى E هً المسقط العمودي للنقطة K أكبر ما ٌمكن فإنّ النقطة mdاستنتاج أنّه إذا كانت المسافة (ج

المستوي MFD
 

من أجل 
1

2
m  تكون 

1 1
0

2 2
x y z    معادلة دٌكارتٌة للمستوي  MFD ًشعاعه الناظم 

1 1
;1;

2 2
n

  
 
 


. 

لدٌنا 
1 1 1 2 1

0
2 2 3 3 3

K K Kx y z        ومنه  K MFD. 

ولدٌنا 
1 2 1

; ;
3 3 3

EK
  

 
 


 ومنه 

2

3
EK n
 

EK أي 


n و 


  هً المسقط العمودي K مرتبطان خطٌا وبالتالً النقطة 

 على المستوي Eللنقطة  MFD. 

ٌمكن إثبات أنّ  K MFD 1 و

2

d EK.
 

 (خاص بالتقنً والرٌاضً)  :التمرٌن الثانً

نشر العبارة . 1  26 1t t ًمن أجل كل عدد حقٌق t 

  2 3 26 1 6 6t t t t t      

2 .a،bو c أعداد طبٌعٌة تكتب فً نظام التعداد ذي الأساس pً102:  كما ٌلa  ،125b  13154 وc . 

abأ ـ علما أنّ  c ًإٌجاد قٌمة العدد الحقٌق p. 

0لدٌنا  1 2 22 0 2a p p p p       ،0 1 2 25 2 5 2b p p p p p        
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0 1 2 3 4 2 3 44 5 3 4 5 3b p p p p p p p p p            

ab c معناه   2 2 2 3 42 5 2 4 5 3p p p p p p p        

2وٌكافئ  2 3 4 2 3 410 4 2 5 2 4 5 3p p p p p p p p p          3 وٌكافئ 26 6 0p p p    

أي   26 1 0t t   6 ومنهt . 

 .   فً النظام العشريc وa،bب ـ كتابة كلا من الأعداد 
22 6 38a    ،25 2 6 6 53b      2 و 3 44 5 6 6 3 6 6 2014c         

:  المعادلة2نعتبر فً . 3 38 53 15....... 1x y  

ٌّن أنه إذا كانت الثنائٌة  أ ـ ب ;x y حلا للمعادلة  1 ّفإن  52 53x   

38 53 15x y  38 ٌكافئ 15 53x y  وهذا ٌعنً أن  38 15 53x  ولدٌنا  38 15 53  

ومنه  15 15 53x  أي  1 53x   وعلٌه  52 53x  . 

ب ـ استنتاج حلول المعادلة  1. 

53لدٌنا  52x k  حٌث k ًوبالتعوٌض ف  1 نجد  38 53 52 53 15k y   38 ومنه 37y k  حٌث 

k وبالتالً مجموعة حلول المعادلة  1 هً الثنائٌات  ;x y من الشكل  53 52;38 37k k و k  

 . قاسمهما المشترك الأكبرd عددان طبٌعٌان ونسمً y وxنعتبر الآن . 4

 .dأ ـ تعٌٌن القٌم الممكنة للعدد 
38 ٌقسم d إذنy ٌقسم d وx ٌقسم dلدٌنا  53x y أي d وبالتالً 15 ٌقسم  1;3;5;15d . 

ب ـ إٌجاد كل الثنائٌات  ;x y 15 بحٌث ٌكونd . 

15نضع  'x x 15 و 'y y حٌث 'x و 'yأولٌان فٌما بٌنهما . 

38نحصل على  15 ' 53 15 ' 15x y    38 ومنه ' 53 ' 1x y  لدٌنا الثنائٌة  7;5حلا خاصا للمعادلة  

ومنه  
38 ' 53 ' 1

38 7 53 5 1

x y 


   
 بالطرح نجد    38 ' 7 53 ' 5 0x y    أي    38 ' 7 53 ' 5x y   

 ٌقسم 53لدٌنا  38 ' 7x  ٌقسم 53 أولٌان فٌما بٌنهما إذن حسب مبرهنة غوص 38 و 53 والعددان ' 7x  ومنه  

' 7 53x   أي ' 53 7x   حٌث  ًوبالتعوٌض ف    38 ' 7 53 ' 5x y   نجد 

 38 53 53 ' 5y   ومنه ' 5 38y   أي ' 38 5y   حٌث  ّ38 وبما أن ' 53 ' 1x y فإنه  

 أولٌان فٌما بٌنهما وبالتالً y' و x'حسب مبرهنة بٌزو ٌكون العددان  15 53 7x   795 أي 105x   

و  15 38 5y   570 أي 75y   حٌث   

م العدد الطبٌعً. 5 ٌّ  .7 على 4n، بواقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد nأ ـ دراسة، حسب ق

لدٌنا  04 1 7 ، 14 4 7 ، 24 2 7 ،  34 1 7 

p ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً  34 1 7p  ، 3 14 4 7p  و  3 24 2 7p . 

ب ـ من أجل كل  ;x y 2 من حلول المعادلة  1 22013تعٌٌن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد 1432x y 7 على. 
 2 38 372 53 522013 1432 2013 1432

kx y k     

لدٌنا  2013 4 7 و  1432 4 7 معناه    2 38 372 53 522013 1432 4 4 7
kx y k    

وٌكافئ  2 129 1262013 1432 4 7x y k   وٌكافئ    3 43 4222013 1432 4 7
kx y 

  أي  22013 1432 1 7x y  

22013إذن باقً القسمة الإقلٌدٌة للعدد  1432x y 1 هو 7 على .
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  :التمرٌن الثالث

فً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 :ذات اللاحقات A ،B،  C، D نعتبر النقط 

4Az i  ،4Bz i  ، 1 2Cz i  و  
Dz i على الترتٌب . 

1 لٌكن Sالتشابه المباشر الذي مركزه A وٌحول B إلى D. 

 . محددا نسبته وزاوٌتهSأ ـ كتابة العبارة المركبة للتشابه 
 من الشكل Sالكتابة المركبة للتشابه  ' A Az z z z   ّوبما أن  S B D ّفإن  D A B Az z z z   

2Dأي  A

B A

z z
i

z z



 


 هً S إذن الكتابة المركبة للتشابه  ' 2A Az z i z z   وبعد التبسٌط نجد  

' 2 2 9z iz i    . 

 وزاوٌته 2 هً Sنسبة التشابه 
2


. 

ب ـ تعٌٌن 
Ez لاحقة النقطة E ّ؛ علما أنO هً صورة E بالتشابه S. 

 S E O 0 معناه 2 2 9Eiz i   ومنه 
2 9

2
E

i
z

i

 
 أي 

9

2
Ez i . 

2 أ ـ كتابة العدد المركب D B

C B

z z

z z




 . على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسً

  4 2 34 4 2 12 4 6 2

1 2 4 3 10 10

D B

C B

i iz z i i i i i

z z i i i

           
   

     
 

41 2
i

D B

C B

z z
i e

z z




  


. 

 .BCDب ـ تعٌٌن طبٌعة المثلث 

42لدٌنا 
i

D B

C B

z z
e

z z







  معناه 

 

2

;
4

BD

BC

BC BD






 


   معناه 

 

2

2

;
4

BC

BD

BC BD






 


 
 

إذن  cos ;
BC

BC BD
BD


 

 . لأن النسب المثلثٌة محققةC قائم فBCDً ومنه المثلث 

وبما أنّ  ;
4

BC BD



 

 و  ;
2

CD CB



 

 فإنّ  ;
4

DB DC



 

 . متساوي الساقٌنBCD أي المثلث 

 . ومتساوي الساقٌنC قائم فً BCDوبالتالً المثلث 
 :طرٌقة ثانٌة

CDلدٌنا  CB BD BD BC   
    

 ومنه  
22

2 2 2CD BD BC BD BC BD BC     
    

 

  2 2 2 2 cos ;CD BD BC BD BC BC BD   
 

2BD  لكن  BC و  ;
4

BC BD



 

 

إذن  
2

2 2 2 22
2 2 2 3 2

2
CD BC BC BC BC BC BC

 
       

 
 

2ومنه  2CD BC أي CD BC ومنه المثلث BCD متساوي الساقٌن رأسه C. 
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وبما أنّ  ;
4

BC BD



 

 فإن  ;
4

DB DC



 

 وبالتالً  ;
2

CD CB



 

. 

 . ومتساوي الساقٌنC قائم فً BCDوبالتالً المثلث 
 :طرٌقة ثالثة

1D B

C B

z z
i

z z


 


1D معناه  B C C

C B

z z z z
i

z z

  
 


1B وتكافئ  C D C

C B C B

z z z z
i

z z z z

  
  

 
 

1وتكافئ  1C D

C B

z z
i

z z


  


C أي  D

C B

z z
i

z z


 


 . ومتساوي الساقٌنC قائم فBCDً  وبالتالً المثلث 

 .  تنتمً إلى دائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ، D َ Cج ـ تبٌٌن أنّ النقط 

 تنتمً لنفس الدائرة التً قطرها B ، D َ C وهذا ٌعنً أنّ النقط C قائم فً BCDلدٌنا المثلث  BD 

ولدٌنا  S B D معناه  ;
2

AB AD



 

 أٌضا تنتمً للدائرة التً A ومنه النقطة A قائم فABDً أي المثلث

قطرها  BD وبالتالً النقط A ،B ، D َ Cتنتمً إلى نفس الدائرة التً قطرها  BD وهذه الدائرة مركزها  ذات  

 منتصف القطعة 2اللاحقة  BD 5 ونصف قطرهاD . 

3   مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z2:  بحٌث 2 9 1iz i  . 

 تنتمً إلى Bأ ـ التحقق أنّ النقطة   . 

2لدٌنا  2 9 1B Diz i z     ومنه النقطة B تنتمً إلى  . 

ب ـ تعٌٌن طبٌعة المجموعة  وعناصرها الممٌزة . 

2 2 9 1iz i   معناه ' 1z  وتكافئ ' 1OM  حٌث  'z لاحقة النقطة 'Mصورة النقطة M بالتشابه S. 

S و 2 تشابه مباشر نسبته  S E O إذن ' 2OM EM 2 ومنه 1EM  أي 
1

2
EM  

وبالتالً   هً الدائرة التً مركزها E ونصف قطرها 
1

2
 . 

 :التمرٌن الرابع

Iلتكن ـ g الدالة العددٌة المعرّفة على المجال  0;بـ  :  1 xg x xe . 

ٌّرات الدالة.1  .g دراسة تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال gالدالة  0;ولدٌنا  :   ' 1x x xg x e xe e x      

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; ،0xe  1 و 0x   إذن  ' 0g x  وبالتالً الدالة g متناقصة  

تماما على المجال  0;. 

 0 1g  

 lim lim 1 x

x x
g x xe

 
    

 .gجدول تغٌرات الدالة 

 
 
 
 
 
 

   0 x 

  'f x 

1 

     0 

 

 

 f x 
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 تبٌٌن أنّ المعادلة .2  0g x  تقبل حلا وحٌدا  على المجال  0;. 

 مستمرة ومتناقصة تماما على المجال gالدالة 0; وتأخذ قٌمها فً المجال  ;1ًإذن من أجل كل عدد حقٌق k 

من المجال  ;1 المعادلة  f x k تقبل حلا وحٌدا فً المجال  0; وبالأخص المعادلة   0f x  تقبل  

 فً المجال حلا وحٌدا  0;. 

0.5التحقق أنّ   1 . 
لدٌنا  0.5 018g  و  1 1.71g   إذن    0.5 1 0g g  0.5 ومنه 1 . 

 تعٌٌن إشارة .3 g x على المجال  0;. 

من أجل  0;x  ،  0g x  ومن أجل  ;x   كما أن    0g  . 

II ـ f انذانح انمعشّفح عهى انمجال  0;تـ  : 
1

1x

x
f x

e





َ  fCذمثٍهٍا انثٍاوً فً انمضرُي انمىضُب إنى  

        انمعهم انمرعامذ َانمرجاوش  ; ,O i j
 

. 

تثٍٍه أنّ . 1 lim 0
x

f x


 ، 

 

1 11 1
1

lim lim lim lim 0
11 1

xx xx x x x

x
x x xf x

ee e
x

x xx x

   

 
       

  
 

 

  

limلأنّ 
x

x

e

x
  َ 

1
lim 0

x x
. 

 .تفسٍر انىتٍجح ٌىذسٍا

نذٌىا  lim 0
x

f x


 إرن  fC ً0 ٌمثم مضرمٍم مماسب معادنرy  (محُس انفُاصم)  تجُاس. 

 مه انمجال xأ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً. 2 0; : 
 

 
2

'
1

g x
f x

e



. 

 عذدا حمٍمٍا مه انمجال xنٍكه  0;. 

 
 

   
 

 
2 2 2

1 1 1
'

1 1 1

x x x

x x x

e e x g xxe
f x

e e e

   
  

  
 

   ب ـ تثٍٍه أنّ  f   ، 

 
 1 1 1

1 1 1 1

ge e
f

e e e e

 

   

    
  

    
     

   
 

نكه   0g   إرن   0f    أي  f  . 

 .fتشكٍم جذَل تغٍرّاخ انذانح 

نذٌىا إشاسج  'f x مثم إشاسج  g x عهى  0; َتانرانً انذانح ،fمرزاٌذج ذماما عهى  0;َمرىالصح ذماما عهى  

 ;  .
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  0 x 
  0 +  'f x 

  
 

0 
1

2
 

 

 f x 

 مه انمجال xأ ـ تثٍٍه أوً مه أجم كم عذد حقٍقً. 3  0;  : 
 

1x

g x
f x x

e
 


 . 

 عذدا حمٍمٍا مه انمجال xنٍكه  0;. 

 
 1 1 1

1 1 1 1

x x

x x x x

g xx x xe x xe
f x x x

e e e e

    
     

   
 

ب ـ استىتاج َضعٍح  fC تانىسثح إنى انمستقٍم   ري انمعادنح y x. 

إشاسج  f x x وفش إشاسج ًٌ  g x. 

  0 x 
  0 +  f x x 

 fC ذحد                     fC فُق   

  fCَ   

                    مرماطعان فً انىمطح 

                 راخ الإحذاثٍرٍه  ;  

 

 انُضعٍح 

 انىضثٍح

رسم . 4 َ  fC. 

IIIتثٍٍه أوً إرا كان . 1  ـ 0;x  ّفإن    0;f x . 

 مرزاٌذج ذماما عم انمجال fنذٌىا انذانح  0;. 

0إرا كان  x   فئن      0f f x f   ًَمى 

 
1

2
f x   أي   0 f x  . 

إرن مه أجم كم  0;x  ّفئن    0;f x . 

2 . nu انمررانٍح انعذدٌح انمعشّفح عهى ًٌ تـ  :
0 0u   

n ،َمه أجم عذد طثٍعً  1n nu f u  . 

، nأ ـ ترٌان تانتراجع أوً مه أجم كم عذد طثٍعً
10 n nu u   . 

 1 0

1

2
u f u  ًَمى 

0 10 u u    0 إرن انخاصٍح صحٍحح مه أجمn . 

10وفشض أنّ  n nu u    1 َوثشٌه صحح انخاصٍح 20 n nu u    . 

10نذٌىا  n nu u    َتما أن انذانح f مرزاٌذج ذماما عهى انمجال  0;َحضة ورٍجح انضؤال انضاتك فئن  

   10 n nf u f u    1 أي 20 n nu u    . 

n ،10َعهًٍ حضة مثذأ الإصرذلال تانرشاجع فئوً مه أجم كم عذد طثٍعً  n nu u   . 

-1

-1

0 1

1

x

y
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ب ـ تخمٍه إتجاي تغٍرّ انمتتانٍح  nu . 

مه انشصم ٌثذَ أن انمررانٍح  nuمرزاٌذج .  

جـ ـ ترٌان أن انمتتانٍح  nuمتقارتح . 

، nنذٌىا مه أجم كم عذد طثٍعً 
1n nu u  َمىً انمررانٍح  nu 

 . فًٍ مرماستحمرزاٌذج َتما أوٍا محذَدج مه الأعهى تانعذد 

 .اٌجاد وٍاٌتٍا

نذٌىا انمررانٍح  nu مرماستح إرن 
1lim limn n

n n
u u l

 
  َنذٌىا 

 1n nu f u  َانذانح  f مضرمشج عهى  0; 

 ٌحمك lإرن  l f l َتما أن  f   ّفئن l   

limَتانرانً  n
n

u 


. 
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 الجمهورٌة الجزائرٌة الدٌمقراطٌة الشعبٌة
                                دورة تدرٌبٌة امتحان البكالورٌا التجرٌبٌة

 2015                         دورة أفرٌل  .علوم تجرٌبٌة: الشعبة
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد                .18الحل المفصّل للإختبار رقم 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 
 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقطة  2;8;4A  والشعاع  1;5; 1u 


 

ٌّن تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم . 1 ع dالذي ٌشمل A وشعاع توجٌهه u


. 

نعتبر المستوٌٌن . 2 P و  Qالمعرّفٌن بمعادلتٌهما على الترتٌب :   : 7P x y z   و   : 2 11Q x z . 

ٌّن أنّ المستوٌٌن     أ ـ ب P و  Q ٌتقاطعان فً مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

ٌّن أنّ المستقٌمٌن     ب ـ ب dو  لٌسا من نفس المستوي . 

3 .Hو 'Hنقطتان من الفضاء حٌث  : 3;3;5H  و  ' 3;0; 4H . 

 تنتمً إلى H   أ ـ تحقق أن dو 'H تنتمً إلى  . 

   ب ـ برهن أنّ المستقٌم  'HH عمودي على كل من المستقٌمٌن  dو  . 

   ج ـ احسب المسافة بٌن المستقٌمٌن  dو  . 

ٌّن مجموعة النقط. 4 .':  من الفضاء بحٌثMع 126MH MH 
 

. 
 :التمرٌن الثانً

 فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O u v
 

 التً  Cو A ،B تعطى النقط 

1: لواحقها على الترتٌب 3Az i   ، 1 3Bz i    ،2Cz . 

B احسب طوٌلة .1 C

A C

z z

z z




 . والعمدة له، ثمّ فسّر هندسٌا النتائج المحصل علٌها

 .ABC استنتج نوع المثلث ـ   
ٌّن مركز ونصف قطر الدائرة .2  ع C المحٌطة بالمثلث ABC. 

3.  E النقط  مجموعةM  التً لاحقتهاzوالتً تحقق  : 2 0z z z z   

ٌّن أنّ أ ـ      ب Eدائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها . 

ٌّن أنّ ب ـ    تنتمٌان إلى  A،B ب E. 

4. Rهو الدوران الذي مركزه A وزاوٌته 
3


 

 .Rبالدوران Cو B جد لاحقتً صورتً النقطتٌن أ ـ    
ٌّن صورة الدائرة  ب ـ     ع E بالدوران R. 

ٌّن لاحقة النقطة  أ ـ.5 :  مرجح الجملةI ع      ; 1 , ;1 , ;1C B A ًٌّن نوع الرباع  .ACBI، ثمّ ع

ٌّن مجموعة النقطب ـ     2:  والتً تحققM ع MA MB MC MA MB   
    
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 :التمرٌن الثالث

I)  nu  متتالٌة عددٌة معرّفة علىبـ  :
0

1

2
u  و  

1

1

2
n

n

u
u

 


. 

f دالة معرّفة على  ;2بالعبارة  : 
1

2
f x

x



. 

ٌّرات الدّالة(1  .f أ ـ ادرس تغ

    ب ـ مثل فً معلم متعامد ومتجانس المنحنى  fCالممثل للدالة f والمستقٌم ذي المعادلة y x. 

ٌّر المتتالٌة 3u و1u،2u أ ـ مثل (2  ثمّ ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ nuوتقاربها . 

1nu :، ففنّ n    ب ـ برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  . 

ٌّر المتتالٌة      جـ ـ ادرس اتجاه تغ nuٌّن أنّها متقاربة، ثمّ استنتج نهاٌتها  . وب

II) نعتبر المتتالٌة  nv المعرّفة على بـ  :
1

1
n

n

v
u




. 

 .2v و 0v ،1v أ ـ احسب الحدود (1

    ب ـ برهن أنّ  nvمتتالٌة حسابٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها . 

 .nu، ثمّ احسب نهاٌة n بدلالة nu و nv    جـ ـ اكتب عبارة 

0 أ ـ احسب المجموع  (2 1 ...n nS v v v   . 

0    ب ـ احسب المجموع   0 1 1 ...n n nP v u v u v u      . 

 :التمرٌن الرابع

I- نعتبر الدالة العددٌة g المعرّفة على ًكما ٌل  :  1xg x e x  . 

 احسب -1 'g x ٌّر الدالة  .g، ثمّ ادرس اتجاه تغ

 استنتج إشارة -2 g x على ًثمّ علل أنّه من أجل كل عدد حقٌق ،x ،1xe x  . 

II-نعتبر الدالة العددٌة f المعرّفة على ًكما ٌل  :  x

x
f x

x e 



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أ-1 x ،ب 
1

1
1

x

f x

xe





. 

احسب  (     ب lim
x

f x


، ثمّ  lim
x

f x


lim:   مثم  أنّ ). ، ثمّ أعط التفسٌر الهندسً للنتٌجتٌن 0x

x
xe


 ). 

ٌّن أنّه، من أجل كل -2  : من x ب 
 

 
2

1
'

x

x

x e
f x

x e









ٌّرات الدالة  .f، ثمّ شكّل جدول تغ

 اكتب معادلة المماس -3 T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

: من x تحقّق أنّه، من أجل كل -4 
 

  1

xg x
x f x

g x
 


، ثمّ استنتج الوضع النسبً للمنحنى fC والمماس  T 

 استنتج أنّ -5 fCٌقبل نقطة انعطاف ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

 أنشئ -6 Tو  fC . 

III)  نعتبر المتتالٌة العددٌة nU0:  المعرفة بـ 1U ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 1n nU f U . 

n ،0برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 1      1nU . 

ٌّن أنّ المتتالٌة . 2      ب nUمتناقصة . 

استنتج أنّ . 3      nUمتقاربة ثم حدّد نهاٌتها . 
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 :الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  1;0;2A ، 1;1;4B و  1;1;1C  

1ٌّن أنّ النقط  ( أ ٌّن مستوٌا C و A ،Bب  تع ABC. 

ٌّن العددٌن الحقٌقٌٌن  (    ب  حتى ٌكون الشعاع b و aع ; ; 2n a b 


 ناظمٌا للمستوي  ABC. 

استنتج معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (    جـ ABC. 

2 لٌكن المستوٌان  Pو  Q المعرفٌن بمعادلتٌها  

       : 2 2 1 0P x y z    و   : 2 6 0Q x y z  على الترتٌب . 

ٌّن أنّ المستوٌٌن  (     أ ب Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

ادرس تقاطع المستوٌات الثلاثة  (     ب P،  Qو  ABC. 

3 نعتبر النقطة G مرجح للجملة المثقلة       ;2 , ; , ;A B C . 

AG    أ ـ عبّر عن الشعاع 


BC بدلالة الشعاع 


. 

ٌّر G    ب ـ استنتج مجموعة النقط   . فً  لما ٌتغ

 . متوازي أضلاعABCG ٌكون    جـ ـ من أجل أي قٌمة للعدد 

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 1 ; ,O u v
 

 :ذاخ انلاحماخ D و A ،B ،C، نعتبر النقط 

   3Az i  ،2 2Bz i  ،2Cz i  و 
D Cz zعلى الترتٌب . 

 .D و A ،B ،C   أ ـ علم النقط 

D   ب ـ  ضع  C

B C

z z
z

z z





 .BCD عهى انشكم انجثسي ثم عهى انشكم الأسنًّ، ًاسرنرج طثٍعح انمثهث z؛ اكرة 

 . حمٍمٍا سانثا ذماماnz تحٍث ٌكٌأ انعدد n   جـ ـ عٍنّن مجمٌعح لٍنّم انعدد انطثٍعً 

 انرحٌٌم اننمطً انري ٌسفك تكم  مطح Sنٍكن . 2 M z اننمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1 2z i z i  . 

 . ًمسكصه ، شاًٌرو k ىٌ ذشاتو مثاشس ٌطُهة ذعٍٍن  سثروS     ـ تٍنّن  أنّ انرحٌٌم 

   ب ـ ذحمك  أنّ  S A B ً   S B C؛ ماىٌ انرحٌٌم انري ٌحٌلAإنى C ًمسكصه . 

؛ ذحمك  أنّ  لاحمح اننمطح    جـ ـ نركن  'z z i z   ثمنّ اسرنرج طثٍعح انمثهث ،'AMM. 

0A ضع . 3 A ًًمن  جم كم عدد طثٍع n ، 1n nA S A سمص تـ ً nz إنى لاحمح اننمطح nA. 

    ً عرثس انمررانٍح  nuفح تـ :  انمعسنّ
n nu A. 

     ـ تٍنّن  أنّ  nuل نًّ  . مررانٍح ىندسٍح ٌطهة ذعٍٍن  ساسيا ًحدنّىا الأ

 انمجمٌع n   ب ـ احُسة تدلانح 
nL 0؛ حٍث 1 ...n nL z z z        . 

 :انتمرٌه انثانث

 معسفح عهى fاندانح انعددٌح 0;تـ  : 
22

4

x
f x

x



 ، 

 fCانمنحنى انممثم نهدانح fفً انمسرٌي انمنسٌب إنى انمعهم انمرعامد  

ًانمرجا س  ; ,O i j
 

 كما ىٌ مثٍن فً انشكم . 

1ٌّن أنّ الدالة  . متزاٌدة تماماf ب
(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y
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2  nUالمتتالٌة العددٌة المعرفة بـ  :
0 3U ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 1n nU f U  و   المستقٌم ذو 

yالمعادلة  x. 

أ ـ باستعمال المنحنى  fC والمستقٌم  مثّل، على حامل محور الفواصل، الحدود  :
0U ،

1U ،
2U ،

3U و 
4U 

 . دون حسابها
ٌّر المتتالٌة  ب ـ ضع تخمٌنا حول اتجاه تغ nUوتقاربها . 

3برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً ( أn ،0 3nU . 

ٌّن أنّ المتتالٌة  (    ب ب nUمتناقصة . 

استنتج أن  (    جـ nUمتقاربة . 

4ادرس إشارة العدد  ( أ
17 6n nU U ًواستنتج أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1

6
0

7
n nU U . 

برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً ،  (     ب
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

. 

احسب نهاٌة المتتالٌة  (     جـ nUعندما ٌئول n إلى . 

 :التمرٌن الرابع

I) لتكنg الدالة المعرفة على بـ  :   ln 1
1

x
x

x

e
g x e

e
  


. 

ولٌكن  gC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

1احسب  ( أ lim
x

g x


 . وفسّر النتٌجة هندسٌا

احسب  (    ب lim
x

g x


. 

2ٌّن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً ( أ x ،ب 
 

2

2

2
'

1

x

x

e
g x

e





. 

ٌّر الدالة (    ب ٌّراتهاgاستنتج اتجاه تغ  .، وشكل جدول تغ

3ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أ x ،ب   
1

ln 1
1

x

x
g x e x

e




   


 

ٌّن أن  (    ب ب lim 1
x

g x x


     ثمّ استنتج أن ، gC ٌقبل مستقٌما مقاربا  ٌطلب تعٌٌن معادلة له . 

4 ارسم   و  gC. 

II) f الدالة العددٌة المعرفة على بـ  :   ln 1x xf x e e . 

1 برهن أن  lim 1
x

f x


 ثمّ احسب ،  lim
x

f x


. 

2بٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أx ،   ' xf x e g x  

 . وشكل جدول تغٌراتهاfاستنتج اتجاه تغٌر الدالة  (     ب

3ًتحقق أنه من أجل كل عدد حقٌق x ،
1

1 1

x

x x

e

e e






 
، ثم احسب 

0

ln 3

1

1x
dx

e . 

4 احسب  
0

ln 3
f x dx

. 
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 :حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقطة  2;8;4A  والشعاع  1;5; 1u 


 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم . 1 dالذي ٌشمل A وشعاع توجٌهه u


. 

   ; ;M x y z d معناه AM tu
 

 . عدد حقٌقtً حٌث 

ومنه  

2

: 8 5 ;

4

x t

d y t t

z t

  


  
  

 

نعتبر المستوٌٌن . 2 Pو  Qالمعرّفٌن بمعادلتٌهما على الترتٌب :   : 7P x y z   و   : 2 11Q x z . 

أ ـ تبٌٌن أنّ المستوٌٌن  P و  Q ٌتقاطعان فً مستقٌم  ٌطلب تعٌٌن تمثٌل وسٌطً له . 

لدٌنا  1; 1; 1n  


 شعاع ناظمً للمستوي  P و  ' 1; 2;0n 


 شعاع ناظمً للمستوي  Q. 

nالشعاعان 


n' و 


n' بحٌث k غٌر مرتبطٌن خطٌا لأنه لا ٌوجد عدد حقٌقً k n
 

 ومنه المستوٌان  Pو  Q  

متقاطعان وفق مستقٌم  . 

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً للمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

 M   معناه 
2 11

7

x z

x y z

 


  
 ٌكافئ  

11 2

7

x z

x y z

 


  
 وٌكافئ 

11 2

11 2 7

x z

z y z

 


   
 

وٌكافئ 
11 2

4

x z

y z

 


 
 أي 

11 2

4

x

y

z







 


 
 

 . وسٌط حقٌقً حٌث 

ب ـ تبٌٌن أنّ المستقٌمٌن  d و  لٌسا من نفس المستوي . 

uالشعاعان 


v و


 غٌر مرتبطٌن خطٌا لأنّ  
1 5

2 1
 ومنه المستقٌمان  d و غٌر متوازٌٌن  

لدٌنا  1;5; 1u 


 شعاع توجٌه للمستقٌم  d و  2;1;1v


 شعاع توجٌه للمستقٌم  . 

ندرس تقاطع المستقٌمٌن  d و . 

 

 

 

11 2 2 ..... 1

4 8 5 ........ 2

4 .............. 3

t

t

t







    


  


 

 وبجمع 1و  3 11 نجد 3 2  3 أي   ًوبالتعوٌض ف  3 7 نجدt  

 فً  و tبتعوٌض قٌمتً 2 4 نجد 3 8 35   1 أي 43 تناقض إذن  d و  غٌر متقاطعٌن . 

المستقٌمان : نتٌجة dو  لٌسا من نفس المستوي . 

3 .Hو 'Hنقطتان من الفضاء حٌث  : 3;3;5H  و  ' 3;0; 4H . 

 تنتمً إلى Hأ ـ التحقق أن d. 

 1; 5;1AH  


 ، 1;5; 1u 


AH ومنه  u 
 

AH أي الشعاعان


u و


 مرتبطان خطٌا وهذا ٌعنً أن  H d. 
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 تنتمً إلى H'التحقق أن  . 

 'H    معناه 

3 11 2

0 4

4







 


 
 

 أي  

4

4

4







 


 
  

 ومنه   ٌوجد قٌمة وحٌدة للعدد  'H     . 

ب ـ برهان أنّ المستقٌم  'HH عمودي على كل من المستقٌمٌن  d و  . 

لدٌنا  ' 6; 3; 9HH  


.' ومنه  6 1 3 5 9 1 0HH u       
 

HH' ومنه u
 

 أي  'HHعمودي على  d. 

.'ولدٌنا  6 2 3 1 9 1 0HH v       
 

HH' ومنه  v
 

 أي  'HH عمودي على  . 

ج ـ حساب المسافة بٌن المستقٌمٌن  d و  . 

        
2 22; ' 6 3 9 126 3 14d d HH         

.':  من الفضاء بحٌثMتعٌٌن مجموعة النقط . 4 126MH MH 
 

. 

نضع  ; ;M x y z ومنه  ' 3 ; ; 4MH x y z   


 ،  3 ;3 ;5MH x y z   


 

إذن        '. 3 3 3 4 5MH MH x x y y z z         
 

 
2 2 2'. 9 3 20 4 5MH MH x y y z z z       

 
 

2 2 2'. 3 29MH MH x y z y z     
 

 

'. 126MH MH 
 

2 معناه  2 2 3 29 126x y z y z      ٌكافئ 
2 2

2 3 9 1 1
155

2 4 2 4
x y z

   
         
   

 ومنه 
2 2

2 3 1 5
155

2 2 2
x y z

   
        
   

 

أي 
2 2

2 3 1 315

2 2 2
x y z

   
       
   

 المطلوبة هً سطح الكرة الذي مركزه M إذن مجموعة النقط

3 1
0; ;

2 2
E
 
 
 

 ونصف قطره  
315

2
. 

 :التمرٌن الثانً

 فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ; ,O u v
 

 التً  Cو A ،B تعطى النقط 

1: لواحقها على الترتٌب 3Az i   ،1 3Bz i    ،2Cz . 

B حساب طوٌلة .1 C

A C

z z

z z




 . والعمدة له

  
  

3 3 3 33 3 6 6 3 1 3

12 2 23 3 3 3 3 3

B C

A C

i iz z i i
i

z z i i i

      
    

      
 

3أي 
i

B C

A C

z z
e

z z







. 

 .تفسٌر هندسٌا النتائج المحصل علٌها

3
i

B C

A C

z z
e

z z







1B معناه  C

A C

z z

z z





arg و 

3

B C

A C

z z

z z

 
  

 
CB أي  CA و  ;

3
CA CB


 

 
 

 .ABCـ استنتاج نوع المثلث 
 . متقاٌس الأضلاعABCالمثلث 
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 تعٌٌن مركز ونصف قطر الدائرة .2 C المحٌطة بالمثلث ABC. 

 متقاٌس الأضلاع ففن مركز الدائرة ABCبما أن المثلث  Cهو مركز ثقل المثلث ABCذات اللاحقة  

 0
3

A B Cz z z 
 أي مركز الدائرة   C هو O 2 ونصف قطرهاOC . 

3.  E النقط  مجموعةM  التً لاحقتهاzوالتً تحقق  : 2 0z z z z   

أ ـ تبٌٌن أنّ   Eدائرة ٌطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرها . 

 2 0z z z z   2 معناه 2 4 4z z z z    تكافئ    2 2 2 4z z z    وتكافئ 

  2 2 4z z   وتكافئ   2 2 4z z   ومعناه 
2

2 4z   2 أي 2z   ًوبالتال  Eهً الدائرة  

 .  2 ونصف قطرها 2 ذات اللاحقة التً مركزها 

تنتمٌان إلى  A،Bب ـ تبٌٌن أنّ  E. 

1 3 2AA z z i      ومنه  A E. 

1 3 2BB z z i      ومنه  B E. 

4. Rهو الدوران الذي مركزه A وزاوٌته 
3


 

 .Rبالدوران Cو Bجاد لاحقتً صورتً النقطتٌنايأ ـ 

R :للدورانالكتابة المركبة  3'
i

A Az z e z z


   تكافئ  1 3
' 1 3 1 3

2 2
z i z i i

 
      
 

 

وتكافئ 
1 3

' 2 1 3
2 2

z i z i
 

     
 

 أي 
1 3

' 1 3
2 2

z i z i
 

    
 

. 

إذا كان 
Bz z ّففن  1 3 1 3

' 1 3 1 3 1 3
2 2 2 2

Bz i z i i i i
   

            
   

 

'ومنه  1 3 1 3 2z i i     إذن صورة النقطة Bبالدوران Rًه C. 

Czإذا كان  z ففن  
1 3 1 3

' 1 3 2 1 3
2 2 2 2

Cz i z i i i
   

          
   

' أي  2 2 3z i  

ب ـ تعٌٌن صورة الدائرة  Eبالدوران R. 

صورة الدائرة  E بالدورانR هً دائرة مركزها  R  2 ونصف قطرها. 

تعٌٌن  R . 

2zإذا كان    ّففن  
1 3

' 2 1 3 1 3 1 3 0
2 2

z i i i i
 

           
 

 وعلٌه  R O . 

صورة الدائرة  E بالدوران R هً دائرة مركزها O وهذه الدائرة هً 2 ونصف قطرها   C. 

:  مرجح الجملةI أ ـ تعٌٌن لاحقة النقطة .5      ; 1 , ;1 , ;1C B A . 

2 1 3 1 3

1 1 1 1

C B A
I

z z z i i
z

       
 

  
4Iz أي   . 

 .ACBIتعٌٌن نوع الرباعً 

2 1 3 3 3C Az z i i      1 و 3 4 3 3B Iz z i i       ومنه C A B Iz z z z   

ACوهذا ٌعنً أنّ  IB
 

 . متوازي أضلاعACBI أي 
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CAوحسب ما سبق لدٌنا  CB ًإذن هذا المتوازي الأضلاع فٌه ضلعان متجاوران ومتقاٌسان وبالتال ACBIمعٌن . 

2:  والتً تحققMب ـ تعٌٌن مجموعة النقط  MA MB MC MA MB   
    

 

 منتصف القطعة إذن Hلتكن  1;0H . 

:  مرجح الجملةIلدٌنا       ; 1 , ;1 , ;1C B Aإذن من أجل كل نقطة Mمن المستوي لدٌنا : 

 1 1 1 MI MA MB MC     
   

MI أي  MA MB MC  
   

. 

2MHولدٌنا  MA MB 
  

. 

2 MA MB MC MA MB   
    

2 تعنً  2MI MH
 

MI أي  MH إذن مجموعة النقط M 

المطلوبة هً محور القطعة  IH. 

 :التمرٌن الثالث

I)  nu  متتالٌة عددٌة معرّفة علىبـ  :
0

1

2
u  و  

1

1

2
n

n

u
u

 


. 

f دالة معرّفة على  ;2بالعبارة  : 
1

2
f x

x



. 

ٌّرات الدّالة(1  .f أ ـ دراسة تغ

 
1

lim lim 0
2x x

f x
x 

 


 ،   
2 2

1
lim lim

2x x

f x
x 

 

  


 لأنّ 
2

lim 2 0
x

x






 . 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة  ;2 ولدٌنا  
 

2

1
'

2
f x

x



 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً ;2 ، ' 0f x وبالتالً الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  ;2. 

ب ـ مثل فً معلم متعامد ومتجانس المنحنى  fCالممثل للدالة f 

yوالمستقٌم ذي المعادلة  x. 

  3u و1u،2u أ ـ تمثٌل (2

حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتزاٌدة ومتقاربة . 

1nu :، ففنّ nب ـ برهان بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبٌعً  .  

0لدٌنا 

1

2
u  0 ومنه 1u  0 إذن الخاصٌة محققة من أجلn . 

1nuنفرض أن   ّ1 ونبرهن أن 1nu  . 

1nuلدٌنا   وبما أن الدالة f متزاٌدة تماما على  ;2 ففن 

   1nf u f 1 أي 1nu   ّلاحظ أن   1n nu f u  

n ،1nuومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  . 

ر المتتالٌة  ٌّ جـ ـ دراسة اتجاه تغ nu  

 
22

1

11 1 2

2 2 2

nn n
n n n

n n n

uu u
u u u

u u u


 
    

  
 

n ،1nuلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً   2 ومنه 0nu  و  
2

1 0nu    1 إذن 0n nu u   

وبالتالً المتتالٌة  nu متزاٌدة على . 

 .تبٌٌن أنّها متقاربة
بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة1 متزاٌدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  .

 
 

-1 0 1

1

x

y

u 0 u 1u 2u 3



9 

                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 .استنتاج نهاٌتها

 nu متقاربة إذن 
1lim limn n

n n
u u l

 
  ولدٌنا 

1

1

2
n

n

u
u

 


  وعلٌه 
1lim lim

1

2
n

n n
n

u
u


 




 ومنه 
1

2
l

l



 

تكافئ  2 1l l  2 وتكافئ 2 1 0l l   ومنه  
2

1 0l   1 أيl  إذن lim 1n
n

u


. 

II) نعتبر المتتالٌة  nv المعرّفة على بـ  :
1

1
n

n

v
u




. 

 .2v و 0v ،1v أ ـ حساب الحدود (1

1لدٌنا 

0

1 1 2

1 3 3
2

2 2

1

2
u

u
  






2 و 

1

1 1 3

2 4 4
2

3 3

1

2
u

u
  






 

0

0

1 1
2

1 1
1

2 2

1

1
v

u
  






 ، 1

1

1 1
3

2 1
1

3 3

1

1
v

u
  






 ، 2

2

1 1
4

3 1
1

4 4

1

1
v

u
  






 

ب ـ برهان أنّ  nvمتتالٌة حسابٌة، ٌطلب تعٌٌن أساسها . 

1

1

2 11 1 1 1 1 1 1
1

1 11 1 1 1 1 1 1
1

2 2

n n
n n

nn n n n n n n

n n

u u
v v

uu u u u u u u

u u





 
          

      


 

 

إذن  nv 1 متتالٌة حسابٌة أساسهاr . 

 .nu، ثمّ احسب نهاٌة n بدلالة nu و nvجـ ـ كتابة عبارة 

0 2nv v nr n   . 

1

1
n

n

v
u




 معناه  1 1n nv u  1 ٌكافئn n nu v v  أي 
2 1 1

2 2

1n
n

n

n n
u

v n n

v    
 

 
. 

0 أ ـ حساب المجموع  (2 1 ...n nS v v v   . 

   0 1 0

1 1
... 4

2 2
n n n

n n
S v v v v v n

 
        

0ب ـ حساب المجموع   0 1 1 ...n n nP v u v u v u      . 

1nلدٌنا  n nu v v  ومنه       0 11 1 1...n nP v v v      ٌكافئ   0 01 ...n nnP v v v       

أي    
1

1 4
2

n

n
n nP


   . 

 :التمرٌن الرابع

I- نعتبر الدالة العددٌة g المعرّفة على ًكما ٌل  :  1xg x e x  . 

 احسب -1 'g x ٌّر الدالة  .g، ثمّ ادرس اتجاه تغ

 ولدٌنا الدالة تقبل الإشتقاق على  ' 1xg x e    

 ' 0g x  ً1 تعن 0xe    1 ٌكافئxe   0 أيx . 

 ' 0g x  ً1 تعن 0xe    1 ٌكافئxe   0 وٌكافئx  0 أيx . 

 ' 0g x  ً1 تعن 0xe    1 ٌكافئxe   0 وٌكافئx  0 أيx . 

 متناقصة تماما على gإذن الدالة  ;0 ومتزاٌدة تماما على  0;. 

 استنتاج إشارة -2 g x على  . 

0x تقبل قٌمة حدٌة صغرى تبلغها من أجل gلدٌنا الدالة ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x ،   0g x g أي  

  0g x . 
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x ،1xeتعلٌل أنّه من أجل كل عدد حقٌقً x  . 

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0g x  1 معناه 0xe x    1 أيxe x  . 

II-نعتبر الدالة العددٌة f المعرّفة على ًكما ٌل  :  x

x
f x

x e 



. 

و fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

x ،تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أ-1 
1

1
1

x

f x

xe





. 

 
1 1 1

1
11

x xx

x

x e e

xex x

x
f x

x e  
  







 

حساب  (ب lim
x

f x


. 

 
1

0
1

1

lim lim
x x

xxe

f x
 

 



0lim  لأن  x

x
xe 


 ومنه  

1
lim

xx xe
 . 

 
1

1
1

1

lim lim
x x

xxe

f x
 

 



، لأن  
1

0lim
xx xe
. 

 .التفسٌر الهندسً للنتٌجتٌن

ندٌنا   0lim
x

f x


 ًمنو   fC 0 ٌمثم مسرمٍم ممازب معادنروy  تجٌاز . 

 ً  1lim
x

f x


 ًمنو   fC 1 ٌمثم مسرمٍم ممازب معادنروy  تجٌاز . 

 : من x تبٌٌن أنّه، من أجل كل -2 
 

 
2

1
'

x

x

x e
f x

x e









 . 

 : ولدٌنا تقبل الإشتقاق على fالدالة

 
 

   

 

 
2 2 2

1 1
'

x x xx x

x x x

x e x e x ee xe
f x

x e x e x e

   

  

   
  

  
 

ٌّرات الدالة  .fجدول تغ

 1  x 

 +           0   'f x 

1 0 

  
1

1 e



 
 

 

 f x 

 

 

 كتابة معادلة المماس -3 T للمنحنى  fC 0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

    ' 0 0 0y f x f   ومنه  1 0 0y x   أي y x. 

: من x التحقّق أنّه، من أجل كل -4 
 

  1

xg x
x f x

g x
 


. 

xنٍكن  . 

 
   2 1xx

x x x x

x x e xg xx xe xx
x f x x

x e x e x e x e



   

  
    

   
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استنتاج الوضع النسبً للمنحنى  fC والمماس  T
 

1xe ندٌنا xمن  جم كم عدد حمٍمً x   0 معناهxe x   ًمنو إشازج  x f x من  فس إشازج  xg x. 

 0  x 

 +             0  x 
 +        0    +   g x 

 +              0     x f x 

     d فٌق  fC                        d ذحد  fC 

  Tً   fC  

 .Oٌرماطعاأ فً اننمطح 

 

 انٌضعٍح

 

 استنتاج أنّ -5 fCٌقبل نقطة انعطاف ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

نلاحظ أن المماس  T ٌخترق المنحنى  fCفً نقطة التماس Oوهذا ٌعنً أن O ىً  مطح ا عطاف نهمنحنى  fC. 

 إنشاء -6 Tو  fC . 

 
III)  نعتبر المتتالٌة العددٌة nUالمعرفة بـ  :

0 1U ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ، 1n nU f U . 

n ،0برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 1 1nU . 

0لدٌنا  1U  00  ومنه 1U  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

0نفرض أنّ  1nU  10 ونبرهن أن 1nU  . 

0لدٌنا  1nU وبما أنّ الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;1  ّففن       0 1nf f U f  أي 

1 1

1
0

1
nU

e
 

 


10 ومنه  1nU  . 

n ،0إذن حسب مبدأ بالتراجع ففنه من أجل كل عدد طبٌعً  1nU . 

تبٌٌن أنّ المتتالٌة . 2 nUمتناقصة . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً 0;،  0x f x ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n،0 1nU  

ففن   0n nU f U  1  ومنه 0n nU U   1 أيn nU U  وبالتالً المتتالٌة  nUمتناقصة     . 

استنتاج أنّ . 3 nUمتقاربة وتحدٌد نهاٌتها . 

بما أنّ  nU فهً متقاربة ولتكن نهاٌتها 0 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد l. 

1limلدٌنا  limn n
n n

U U l
 

  ّوبما أن  1n nU f U  والدالة f مستمرة على  ففن  l f l ومنه 

  0l f l  0 وحسب ماسبقl  إذن lim 0n
n

U


. 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

5

6

-1

-2

-3

-4

-5

-6

0 1

1

x

y
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 :حل الموضوع الثانً

 
 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  1;0;2A ، 1;1;4B و  1;1;1C  

1تبٌٌن أنّ النقط  ( أA ،B و C ٌّن مستوٌا  تع ABC. 

لدٌنا  0;1;2AB


 ،  2;1; 1AC  


 و 
0 1

2 1



AB إذن الشعاعان 


AC و 


  غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه النقط

A ،B و C ٌّن مستوٌا  تع ABC. 

 حتى ٌكون الشعاع b و aتعٌٌن العددٌن الحقٌقٌٌن  (ب ; ; 2n a b 


 ناظمٌا للمستوي  ABC. 

n


 ناظمً للمستوي  ABC معناه . 0n AB 
 

. و  0n AC 
 

4 ومنه  0b   2 و 2 0a b    

4bأي   2 و 6 0a   وعلٌه    ; 3;4a b . 

استنتاج معادلة دٌكارتٌة للمستوي  (جـ ABC. 

معادلة للمستوي  ABC 3 من الشكل 4 2 0x y z d    ّوبما أن A مثلا تنتمً للمستوي  ABCففن  

 3 4 0d    1أيd  3 وعلٌه المعادلة 4 2 1 0x y z    للمستوي  ABC . 

2 لٌكن المستوٌان  Pو  Q المعرفٌن بمعادلتٌها  

       : 2 2 1 0P x y z    و   : 2 6 0Q x y z  على الترتٌب . 

تبٌٌن أنّ المستوٌٌن  (أ Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم   . 

لدٌنا  2;1;2u


 شعاع ناظمً للمستوي  P و  ' 1; 2;6u 


 شعاع ناظمً للمستوي  Q. 

و 
2 1

1 2



u إذن الشعاعان


u' و


 غٌر مرتبطٌن خطٌا ومنه المستوٌان  Pو  Q متقاطعان وفق مستقٌم   

تعٌٌن تمثٌل وسٌطً لـ .  

نحل الجملة 
2 2 1 0

2 6 0

x y z

x y z

   


  
 وبجمع المعادلتٌن نجد2 بضربً طرفً المعادلة الأولى بالعدد 

5 10 2 0x z   ومنه 
2

2
5

x z   بالتعوٌض فً المعادلة الأولى نجد 
2

2 2 2 1 0
5

z y z
 
      
 

 

ومنه 
4

4 2 1 0
5

z y z      أي 
1

2
5

y z  وبوضع z t  نجد     

2
2

5

1
: 2 ;

5

x t

y t t

z t


  




   






      

دراسة تقاطع المستوٌات الثلاثة  (ب P،  Qو  ABC. 

لدٌنا      P Q   ومنه          ABC P Q ABC     

ندرس تقاطع   و  ABC. 
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نحل الجملة 

2
2

5

1
2

5

3 4 2 1 0

x t

y t

z t

x y z


  




 



    

 وعلٌه 
2 1

3 2 4 2 2 1 0
5 5

t t t
   
         
   

6 ومنه  8 2 1 0t t t     

1أي  0  وهذا مستحٌل إذن      ABC P Q  . 

3 نعتبر النقطة G مرجح للجملة المثقلة       ;2 , ; , ;A B C . 

AGأ ـ التعبٌر عن الشعاع 


BC بدلالة الشعاع 


. 

2لدٌنا  0G A G B G C     
   

 معناه  2 0G A G B G C     
   

 وٌكافئ 

 2 0G A BG G C    
   

2 وٌكافئ  0G A BC  
  

2G ومنه  A BC  
 

 أي 
1

2
AG BC 
 

 

ر Gب ـ استنتاج مجموعة النقط  ٌّ  . فً  لما ٌتغ

لدٌنا 
1

2
AG BC 
 

 وٌوازي A هً المستقٌم الذي ٌشملG ومنه مجموعة النقط  BC. 

 . متوازي أضلاعABCG ٌكونجـ ـ من أجل أي قٌمة للعدد 

ABCG متوازي أضلاع معناه AG BC 
 

 ومنه 
1

2
BC BC 
 

 وعلٌه 
1

1
2
  2 أي . 

 :التمرٌن الثانً

فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس . 1 ; ,O u v
 

 :ذاخ انلاحماخ D و A ،B ،C، نعتبر النقط 

   3Az i  ،2 2Bz i  ،2Cz i  و 
D Cz zعلى الترتٌب . 

 .D و A ،B ،C   أ ـ علم النقط 
 ،  عهى انشكم انجثري ثم عهى انشكم الأسzًّكتاتة    ب ـ 

2
2 2 4

2 2
2 2 2 2

i
D C

B C

z z i i i
z i e

z z i i


 

    
  

 

 .BCDاستىتاج طثٍعة انمثهث 

2zندٌنا   ً  arg
2

z


 2 معناهCD CB ً  ;
2

CB CD



 

 .C لائم فً BCD ًمنو انمثهث 

 . حقٍقٍا سانثا تماماnz تحٍث ٌكُن انعدد nجـ ـ تعٍٍه مجمُعة قٍمّ انعدد انطثٍعً 

22  ندٌنا
n

i
n nz e



 

nz حمٍمً سانة معناه  arg 2nz k   2 ٌكافئ
4

n
k


   4  ي 8n k  حٍث k . 

 انرحٌٌم اننمطً انري ٌسفك تكم  مطح Sنٍكن . 2 M z اننمطح  ' 'M zحٍث  : ' 1 2z i z i  . 

 . َمركسي ، زاٌَتً k ٌُ تشاتً مثاشر ٌطُهة تعٍٍه وسثتSًأ ـ تثٍٍه أنّ انتحٌُم 

z' من انشكم Sانكراتح انمسكثح نهرشاتو  az b  1 حٍثa i  ً 2b i. 

42ندٌنا 
i

a e




إذأ S شاًٌرو 2 ذشاتو مثاشس  سثرو 
4


 ًمسكصه اننمطح انصامدج ذاخ انلاحمح 

2
2

1

b i

a i
 


 

ب ـ انتحقق أنّ  S A B َ   S B C. 

Azإذا كاأ  z ّفإأن     ' 1 2 1 3 2 2 4 2 2 2A Bz i z i i i i i i i z            ًعهٍو  S A B  
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 إذا كاأ 
Bz z ّفإأن      ' 1 2 1 2 2 2 2B Cz i z i i i i i z          ًعهٍو   S B C  . 

 . َمركسي C إنىAتعٍٍه انتحٌُم انذي ٌحُل

ندٌنا  S B C معناه   S S A C ي   S S A Cإذأ انرحٌٌم انري ٌحٌل Aإنى C ًمسكصه  ٌى  

Sانرحٌٌم  S 22  ي ىٌ انرشاتو انمثاشس انري  سثرو 4 2 ًشاًٌرو
2


  4 ًىرا انرشاتو ىٌ ذحان  سثرو. 

؛ انتحقق أنّ  لاحقة انىقطة جـ ـ نتكه  'z z i z   ، 

     ' 1 2 2 2 2z z i z i z z iz i z iz i i z i z                  

 .AMM'استىتاج طثٍعة انمثهث 

ندٌنا  'z z i z   ًذعن  'z z i z   ذكافئ 'z z i z    ي  'MM M. 

 ً    arg ' argz z i z  
 

 ٌعنً      arg ' arg argz z i z    ًٌكافئ 

     arg ' arg argz z z i    ًٌكافئ    ; ' ; 2
2

u MM u M k


   
   

   ًٌكافئ

   ; ' ; 2
2

u MM M u k


   
   

   ي   ; ' 2
2

M MM k


  
 

. 

 . ًمرساًي انسالٍنM لائم فAMMً'إذأ انمثهث 

 ضع . 3
0A A ًًمن  جم كم عدد طثٍع n ، 1n nA S A سمص تـ ً 

nz إنى لاحمح اننمطح 
nA. 

    ً عرثس انمررانٍح  nuفح تـ :  انمعسنّ
n nu A. 

أ ـ تثٍٍه أنّ  nuل َّ  . متتانٍة ٌىدسٍة ٌطهة تعٍٍه أساسٍا َحدٌّا الأ

ندٌنا  1n nA S A ً S ذشاتو مثاشس مسكصه  1 إذأ 2 ً سثرو 2n

n

A

A





1   ي   2n

n

u

u

  ًًتانران   nu مررانٍح  

0  ًحدىا الأًل 2ىندسٍح  ساسيا  0 3 2 2Au A z i       

 انمجمُع nب ـ حساب تدلانة 
nL 0؛ حٍث 1 ...n nL z z z        . 

0 1 0 1... ...n n nL z z z M M M             

 
1

1

0 1

2 1
... 2 2 2 1

2 1

n
n

n nL u u u


 
       

 
 

  :انتمرٌه انثانث

 معسفح عهى fاندانح انعددٌح 0;تـ  : 
22

4

x
f x

x



 ، 

 fCانمنحنى انممثم نهدانح fفً انمسرٌي انمنسٌب إنى انمعهم انمرعامد  

ًانمرجا س  ; ,O i j
 

 كما ىٌ مثٍن فً انشكم . 

1تبٌٌن أنّ الدالة fمتزاٌدة تماما . 

 تقبل الإشتقاق على fالدالة 0; ولدٌنا  

 
 

   

2

2 2

2 4 2 8
'

4 4

x x x x
f x

x x

 
 

 
 

من أجل كل عدد حقٌقً من المجال  0; ، ' 0f x وبالتالً الدالة  f متزاٌدة تماما على  0;. 

2  nU0:  المتتالٌة العددٌة المعرفة بـ 3U ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 1n nU f U  و   المستقٌم ذو 

yالمعادلة  x .

 

2 3 4 5

2

3

4

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2u 3u 4



15 

                          aziz_mus1@hotmail.fr  سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

: أ ـ تمثٌل على حامل محور الفواصل، الحدود
0U ،

1U ،
2U ،

3U و 
4U. 

ر المتتالٌة  ٌّ ب ـ وضع تخمٌن حول اتجاه تغ nUوتقاربها . 

حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nU 0 متناقصة ومتقاربة نحو العدد. 

3برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً ( أn ،0 3nU . 

لدٌنا 
00 3U  0 أي الخاصٌة محققة من أجلn . 

0نفرض أن  3nU ًمن أجل عدد طبٌعً كٌف n ولنبرهن صحة الخاصٌة 
10 3nU  . 

0 3nU  معناه      0 3nf f U f لأن الدالة f متزاٌدة تماما على المجال  0;. 

1ومنه 

18
0

7
nU   أي 

10 3nU  ًوعلٌه من أجل كل عدد طبٌع n ،0 3nU . 

تبٌٌن أنّ المتتالٌة  (ب nUمتناقصة . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن

 2 2 2 2

1

42 2 4 4

4 4 4 4

n nn n n n n n
n n n

n n n n

U UU U U U U U
U U U

U U U U


  
     

   
 

n ،0nUلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً  4  و 0nU   3  ومن جهة أخرىnU  4 معناه 1nU     

4أي  0nU   إذن 
1 0n nU U   وبالتالً المتتالٌة  nUمتناقصة . 

استنتاج أن  (جـ nUمتقاربة . 

بما أن  nU فهً متقاربة0 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد . 

4دراسة إشارة العدد  ( أ
17 6n nU U   

 2 2 2 2

1

8 314 14 6 24 8 24
7 6 6

4 4 4 4

n nn n n n n n
n n n

n n n n

U UU U U U U U
U U U

U U U U


  
     

   
 

n ،8لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 0nU  4  و 0nU   3  ومن جهة أخرىnU  3 معناه 0nU    

إذن 
17 6 0n nU U  . 

n ،1استنتاج أنه من أجل كل عدد طبٌعً

6
0

7
n nU U . 

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً
17 6 0n nU U   17 معناه 6n nU U  1 أي

6

7
n nU U  هذا من جهة  

، nومن جهة أخرى لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً
1 0nU  ًوعلٌه من أجل كل عدد طبٌع n ،1

6
0

7
n nU U . 

، nبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  (ب
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

. 

لدٌنا 
0

6
3 3

7

 
 

 
0 و  3U  ومنه 

0

0

6
0 3

7
U

 
   

 
0n أي الخاصٌة محققة من أجل  . 

نفرض أن 
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

 ونبرهن أنّ 
1

1

6
0 3

7

n

nU





 
   

 
. 

لدٌنا 
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

 معناه 
6 6 6

0 3
7 7 7

n

nU
 

   
 

 أي
1

6 6
0 3

7 7

n

nU



 
   

 
  n لكن لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً

1

6
0

7
n nU U  إذن 

1

1

6 6
0 3

7 7

n

n nU U





 
    

 
 أي 

1

1

6
0 3

7

n

nU





 
   

 
. 
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، nوعلٌه ففنه من أجل كل عدد طبٌعً
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

. 

حساب نهاٌة المتتالٌة  (جـ nUعندما ٌئول n إلى . 

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً
6

0 3
7

n

nU
 

   
 

 وبما أنّ 
6

lim 3 0
7

n

n

 
 

 
  إذن حسب النهاٌات بالمقارنة ففنّ 

lim 0n
n

U


. 

 :التمرٌن الرابع

I) لتكنg الدالة المعرفة على بـ  :   ln 1
1

x
x

x

e
g x e

e
  


. 

ولٌكن  gC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

1حساب  ( أ lim
x

g x


 . وفسّر النتٌجة هندسٌا

   lim lim ln 1 0
1

x
x

xx x

e
g x e

e 
   


lim  لأنّ  0

1

x

xx

e

e



 و  lim ln 1 0x

x
e


 . 

حساب  (ب lim
x

g x


. 

لدٌنا 
 

1
lim lim lim 1

1 11

x x

x xx xx x x

e e

e ee e
  

  
 

  و  lim ln 1x

x
e


   

إذن    lim lim ln 1
1

x
x

xx x

e
g x e

e 
    


. 

2تبٌٌن أنّه من أجل كل عدد حقٌقً ( أx ، 
 

2

2

2
'

1

x

x

e
g x

e





. 

 
 

   

 

 

2

2 2 2

1 1
'

11 1 1

x x x x xx x

xx x x

e e e e ee e
g x

ee e e

  
   

  
 

 
   

2 2

2 2
'

1 1

x x x x

x x

e e e e
g x

e e

  
 

 
 

ر الدالة (ب ٌّ  . gاستنتاج اتجاه تغ

 لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً ' 0g x  إذن الدالة g متناقصة تماما على . 

ٌّرات الدالة   .gجدول تغ

  x 

  'g x 

0 

 

 

 

 g x 

x ،نلاحظ أنه من أجل كل عدد حقٌقً  0g x .
 

3تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أx ،   
1

ln 1
1

x

x
g x e x

e




   


 

 
 

  
 

 
1

ln 1 ln ln 1
1 1

x
x x x x

x x x

e
g x e e e e

e e e

 

 
       
  
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 
 

 
1

ln 1
1

x

x
g x e x

e




   


    . 

تبٌٌن أن  (ب lim 1
x

g x x


    . 

 
 

 
1

lim lim ln 1 1
1

x

xx x
g x x e

e



 
       


 لأنّ 

 
1

lim 1
1 xx e 




 و  lim ln 1 0x

x
e 


 . 

استنتاج أن  gC ٌقبل مستقٌما مقاربا  ٌطلب تعٌٌن معادلة له . 

لدٌنا  lim 1
x

g x x


     معناه  lim 1 0
x

g x x


      أي    lim 1 0
x

g x x


       

ومنه  gC ٌقبل مستقٌما مقاربا   1 معادلتهy x   بجوار . 

4 رسم   و  gC. 

 
II) f الدالة العددٌة المعرفة على بـ  :   ln 1x xf x e e . 

1 برهان أن  lim 1
x

f x


 . 

 
   

0

ln 1 ln 1
lim lim lim 1

x

xx x t

e t
f x

e t  

 
   

حساب  lim
x

f x


. 

 
     ln 1 ln 1 ln 1 1

lim lim lim lim 0
1

x

xx x z z

e z z z
f x

e z z z   

   
    


 

لأنّ 
 ln 1

lim 0
1z

z

z





 و 

1
lim 1

z

z

z


. 

2تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً ( أx ،   ' xf x e g x  

       ' ln 1 ln 1
1 1

x x
x x x x x x

x x

e e
f x e e e e e e g x

e e

    
         

  
      

  fاستنتاج اتجاه تغٌر الدالة (ب

x ،0xeلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً   و   0g x  ومنه  ' 0f x وبالتالً الدالة f متناقصة تماما على  .

 
 
 
 
 

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y
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 .fجدول تغٌرات الدالة 

  x 

   'f x 

1 

 
0 

 

 f x 

3ًالتحقق أنه من أجل كل عدد حقٌق x ،
1

1 1

x

x x

e

e e






 
 ، 

 
1

1 11

x x x

x xx x

e e e

e ee e

 




 

 
 

حساب 
0

ln 3

1

1x
dx

e  

 
00 0 0

ln 3 ln 3 ln 3 ln 3

1
ln 1

1 1 1

x x
x

x x x

e e
dx dx dx e

e e e

 


    


      
      

      ln 2 ln 1 3 ln 4 ln 2 2ln 2 ln 2 ln 2         

4 حساب  
0

ln 3
f x dx

. 

نضع  
   

 

ln 1

'

x

x

u x e

v x e 

  




  ومنه  
 

 

'
1

x

x

x

e
u x

e

v x e 





  

 

                               
0 0 00

ln 3ln 3 ln 3 ln 3
' 'f x dx v x u x d x v x u x v x u x d x

  
        

             

   
0 00 0

ln 3 ln 3ln 3 ln 3

1
ln 1 ln 1

1 1

x
x x x x x

x x

e
e e e e e

e e

  

  

           
      

                                                       
4 4

ln 2 3ln ln 2 3ln
3 3

  
       

  
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 مصطفاي عبد العزٌز: إعداد                .19الحل المفصّل للاختبار رقم 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

1  P zٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 25 8 6P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 3تحقّق أنّ  (أ     P z. 

z : بحٌث من أجل كل عدد مركب و جد العددٌن الحقٌقٌٌن  (    ب    23P z z z z    . 

، المعادلة حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (    جـ  0P z . 

2 المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 : نُاحقٍا عهى انتستٍةD و A ،B ،C، نعتبر النقط 

     42
i

Az e


 ،
B Az z ، 2C Bz z َ  ReD C Az z z . 

 انري شاٌَتً Rعٍهّ مسكص اندَزان  (     أ
2


 .C إنى A َ ٌحُل  

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ،Cتٍهّ أنّ انىقظ   (     ب  . تنتمً إلى دائرة 

ٌّن  (     جـ ناADBD' حتى ٌكون الرباعً D' لاحقة النقطة Dz'ع ٌّ  . مع

3  ًنعتبر التحوٌل النقط T الذي ٌرفق بكل نقطة  M z من المستوي النقطة  ' 'M zحٌث : 

                       2' 1 1
i

z i e z i


       . 

ٌّن طبٌعة التحوٌل   (    أ  .  وعناصره الممٌزةTع

ٌّن أنّ المستقٌمٌن T بالتحوٌل  O   صورة النقطةEجد لاحقة النقطة   (    ب ، ثمّ ب AB و  CEمتعامدان . 

4ٌّن مجموعة النقط  ( أ ع M zمن المستوي، حٌث  :. i

C A Az z z z e   مع  . 

ٌّن مجموعة النقط  (     ب ع M zمن المستوي، حٌث  :arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
k مع  . 

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; : ;O i j k
  

 :  حٍثA ، B،C َD انىقظ  نعتبر

   1;5;2AD


 ، 0;7;3BD


 ، 1; 3;7CD 


 َ  2;8; 4C . 

 .تعٍهّ مستٌُا  A،B،D تٍهّ أنّ انىقظ 1.

تٍهّ أنّ انمستقٍم . 2 CD انمستُي ٌعامد  ABD. 

اكتة تمثٍلا َسٍطٍا نهمستقٍم .3 AB. 

4 .H  انمسقظ انعمُدي نهىقطحD  عهى انمستقٍم AB. 

 . Hثٍاخ انىقطحاأ ـ احسة إحد     

 والمستقٌم D     ب ـ استنتج المسافة بٌن النقطة  AB. 

 .ABCD     جـ ـ  احسب حجم رباعً الوجوه 
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لتكن . 5  مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 28MB MA . 

 تنتمً إلى C     أ ـ تحقق أنّ النقطة  . 

ٌّن طبٌعة المجموعة       ب ـ ع . 

 :التمرٌن الثالث

لتكن  nuًالمتتالٌة المعرفة كما ٌل  :
0u e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،

1n nu u . 

n ،1nu برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

 ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nuواستنتج تقاربها . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

   أ ـ بٌن أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

   ب ـ اكتب 
nv و 

nu بدلالة n ثم احسب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

 نضع .4
0 1 ...n nS v v v    و  

0 1 ...n nP u u u   . 

   أ ـ احسب 
nS ثم 

nP بدلالة n. 

 حتى ٌكون n   ب ـ عٌن العدد الطبٌعً 
7

4
nP e. 

 :التمرٌن الرابع

I -.1 الدّالة u معرّفة على المجال  0;بـ  :  3 4xu x e x e   . 

ٌّر الدالة     أ ـ  .u ادرس اتجاه تغ

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً ب ـ      من المجال x ب 0;،3 4xe e x  . 

 معرّفة على المجال v الدالة 2. 0;بـ  :  3 23 4 1 lnv x x x x    . 

ٌّن أنّ أ ـ     :  ب ' 1 0v  .) ٌسمص 'v إنى اندانح انمشتقح نهدانح v (. 

 من المجال x أثبت أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً ب ـ     0; ،  0v x . 

 من المجال x استنتج، أنّه من أجل كل عدد حقٌقً     جـ ـ 0; ،
2

1 ln
3 4

x
x

x

 
 . 

 من المجال x أثبت أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً 3. 0; :
2

1 ln
0x x

e e
x


  . 

II-الدّالة  f معرّفة على المجال  0;بـ  : 
lnx x

f x e ex
x

  . 

 fCالمنحنى الممثل للدالة f فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

: احسب1. 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

ٌّن أنّ الدّالة2.  متزاٌدة تماما على المجال f ب 0;ٌّراتها  .، ثمّ شكّل جدول تغ

 احسب 3. 1f ثمّ مثّل المنحنى ، fC على المجال 
5

0;
2

 
 
 

. 

: وأخذ      ) 2 2,3f  ،  1,64 1f  َ 
5

5,75
2

f
 
 
 

 ).  

احسب مساحة الحٌز المستوي المحدد بالمنحنى . 4 fC وحامل محور الفواصل والمستقٌمٌن الذٌن معادلتٌهما  

   
1

2
x  2 وx . 
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 :الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  0;2; 1A  ، 0;0;1B، 0;0; 1C  

و  0;0;H h حٌث h عدد حقٌقً ٌنتمً إلى  1;1 . 

 حدّد معادلة دٌكارتٌة للمستوي 1/ hP المار من النقطة H والمتعامد مع المستقٌم  BC. 

 اكتة تمثٍلا َسٍطٍا نهمستقٍم / أ2/ AB. 

حدد انمستقٍم /      ب ABتمعادنتٍه دٌكازتٍتٍه . 

تحقك أن انمستقٍم /       جـ AB ٌقطع انمستُي  hP فً انىقطح  0;1 ;N h h. 

/3   َ  ' ًمستقٍمان مه انفضاء معسّفان كما ٌه : 

         
1

:
0

x z

y

 
 


   َ         

2 2

' : 2 ;

2 1

x t

y t t

z t

  


  
   

 

 وقطتً تقاطع Pَ Q إحداثٍاخ h     ـ عٍهّ تدلانح  hP مع كل من   و  'على الترتٌب . 

 . مستطٌل HPQN بٌن أن الرباعً /أ 4/

 ٌنتمً إلى المجال hنفرض أن /      ب 1;1ٌّن أن محٌط المستطٌل  . عدد ثابت ٌطلب تحدٌدهHPQN ب

 
 :التمرٌن الثانً

نعتبر المتتالٌتٌن  nu و  nvالعددٌتٌن حٌث  :
1

2

n

nu
 

  
 

  و 
3

n

n
v


 ًونسم 

nM النقطة التً لاحقتها 
nz 

niv: حٌث

n nz u e 

1بٌن أن المتتالٌة  ( أ nu هندسٌة و  nvحسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساس وحساب الحد الأوّل لكل منهما . 

ٌّم الأعداد الطبٌعٌة  (    ب ٌّن مجموعة ق  . تنتمً إلى محور الفواصلnM التً تكون من أجلها النقطة nع

2 المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 .4cm وحدة الطول 

عٌن لواحق النقط   (     أ
0M ،

1M ،
2M و 

3M. 

1nاحسب أطوال المثلث  (      ب nOM M  بدلالة nu  . 

1nما طبٌعة المثلث  (     جـ nOM M . 

3 نعتبر المتتالٌة  na1:  المعرفة بـn n na z z . 

ٌّن أن  ( أ ب naمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأوّل . 

limاحسب  ( ب n
n

a


. 
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 :التمرٌن الثالث

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u احسب  أ ـ.1

 .n بدلالةnu اكُتب عبارة الحد العام ب ـ    

1:  حٌثn بدلالةnS احسب  جـ ـ    2 ...n nS u u u   ًٌّن العدد الطبٌع 728nS بحٌث ٌكون n؛ ثمّ ع . 

2. nv متتالٌة عددٌة معرّفة من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم nً1:  كما ٌل 2v  1 و

3

2
n n nv v u  . 

 .3v و 2v احسب أ ـ   

 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ   
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ٌّن أنّ ـ        ب nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 .n بدلالة nv، ثمّ استنتج n بدلالة nw اكتب جـ ـ   

 :التمرٌن الرابع

I ـ نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ  :    21 2 xf x x e . 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

 .2cmوحدة الرسم . 

 . و  عند fاحسب نهاٌتً الدالة. 1

احسب عبارة . 2 'f xًمن أجل كل عدد حقٌق xثم استنتج اتجاه تغٌر الدالة ،f. 

ٌّرات الدالة. 3  .fشكل جدول تغ

 المعادلة حل فً . 4  0f x  ثم استنتج نقط تقاطع  fCمع محور الفواصل . 

احسب . 5 1f ثم ارسم  fC. 

 عدد واشارة حلول المعادلة mناقش حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً. 6   f x f m. 

:  المعرفة بـF بحٌث تكون الدالة b وaأ ـ عٌن العددٌن الحقٌقٌٌن . 7    2xF x ax b e  دالة أصلٌة  

 . على f        للدالة
 وبدلالة المساحة 2cm    ب ـ احسب بـ  S  للحٌز المستوي المحدد بالمنحنى  fCوالمستقٌمات التً معادلاتها : 

         0y  ، 
1

2
x  و x  حٌث 

1

2
  ثم احسب ، lim S





. 

II نسمً  ـnf المشتقة  من الرتبة n حٌث nعدد طبٌعً غٌر معدوم . 

 ، من nبرهن بالتراجع أنّه من أجل كل . 1    22 1 2n n xf x n x e  . 

نرمز بـ. 2 nC للمنحنى الممثل للدالة nf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

   ولتكن النقطة  ;n n nM x y من  nC والتً ٌقبل عندها  nCمماسا ٌوازي حامل محور الفواصل . 

 نقطة من المنحنى nM، ثمّ تحقّق أنّ n بدلالة nx و ny    أ ـ احسب  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

    ب ـ أثبت أنّ  nxمتتالٌة حسابٌة، احسب نهاٌتها . 

جـ ـ أثبت أنّ      nyمتتالٌة هندسٌة، احسب نهاٌتها . 
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 :حل الموضوع الأوّل
 :التمرٌن الأوّل

1  P zٌّر المركب :  حٌثz كثٌر حدود للمتغ  3 25 8 6P z z z z    

 هو جذر لكثٌر الحدود 3التحقّق أنّ  (أ P z. 

  3 23 3 5 3 8 3 6 27 45 24 6 0P            

z : بحٌث من أجل كل عدد مركب و اٌجاد العددٌن الحقٌقٌٌن ( ب (ب    23P z z z z    . 

      2 3 23 3 3 3z z z z z              3 وبالمطابقة مع 25 8 6z z z   نجد  

3 5    3 و 6   2 أي   2 و . 

إذن     2 23 2P z z z z   

، المعادلة حل فً مجموعة الأعداد المركبة  (جـ  0P z . 

  0P z  3 معناهz  أو  2 2 12 0.....z z  . 

نحل المعادلة  1. 
2' 1 2 1 i      للمعادلة حلان هما 

1 1z i  و 
2 1z i . 

إذا   0P z  ٌكافئ  3;1 ;1z i i  . 

2 المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 : نُاحقٍا عهى انتستٍةD و A ،B ،C، نعتبر النقط 

     42
i

Az e


 ،
B Az z ، 2C Bz z َ  ReD C Az z z . 

 الذي ساوٌته Rتعٍٍه مزكش الدوران  (أ
2


 .C إلى A و ٌحول  

z' مه انشكم Rانعثازج انمسكثح نهدَزان  az b  2 حٍث
i

a e i


  ًَمى 'z iz b  َّتما أن  R A C 

فإن 
C Az iz b  ًَمى C Ab z iz  3 أي 3b i . 

' ًٌ Rَعهًٍ انعثازج انمسكثح نهدَزان 3 3z iz i  . 

 ٌُ انىقطح انصامدج ذاخ انلاحقح Rَمىً مسكص اندَزان
3 3

3
1 1

D

b i
z

a i


  

 
 .D  أي مسكصي انىقطح 

ٌُطلب تعٌٌن مركزها ونصف قطرهاA ،B ،Cتبٍان أنّ الىقط   (ب  . تنتمً إلى دائرة 

لدٌنا  R A C معىاي انىقطح D تىتمً إنى محُز انقطعح  ACلأن مسكص اندَزان R ًٌ D. 

ولدٌنا 
B Az z معناه محور القطعة  AB هو محور الفواصل وبما Dz هو عدد حقٌقً فإن النقطة Dتنتمً إلى  

إلى محور الفواصل أي تنتمً إلى محور القطعة  AB وهذا ٌعنً أن Dتنتمً إلى تقاطع محاور المثلث ABC 

5DA ونصف قطرها D تنتمً إلى الدائرة التً مركزها A ،B ،Cوبالتالً النقط  . 

ناADBD' حتى ٌكون الرباعً D' لاحقة النقطة Dz'تعٌٌن  (جـ ٌّ  . مع

'ADBD ٌّن معناه DA متوازي أضلاع لأنّ ADBD' مع DB. 

'ADBD متوازي أضلاع معناه 'BD DA
 

D' وٌكافئ  B A Dz z z z   وٌكافئ 'D A D Bz z z z   

'أي  1Dz  . 

3  ًنعتبر التحوٌل النقط T الذي ٌرفق بكل نقطة  M z من المستوي النقطة  ' 'M zحٌث : 

                       2' 1 1
i

z i e z i


       . 

 .  وعناصره الممٌزةTتعٌٌن طبٌعة التحوٌل   (أ
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 2' 1 1
i

z i e z i


     معناه  2'
i

B Bz z e z z


   أي T هو دوران مركزه B وزاوٌته 
2


. 

 . T بالتحوٌل  O   صورة النقطةEاٌجاد لاحقة النقطة   (ب

 T O E معناه  2
i

E B O Bz z e z z


   وتكافئ  E B Bz i z z   أي  1 2E Bz z i i   . 

تبٌٌن أنّ المستقٌمٌن  AB و  CEمتعامدان . 

2Aلدٌنا  Bz z i  2 وC Ez z  إذن A B

C E

z z
i

z z





 وهذا ٌعنً أنّ  ;

2
EC BA




 
 ومنه المستقٌمان  

 AB و  CE  متعامدان .

4تعٌٌن مجموعة النقط  ( أ M zمن المستوي، حٌث  :. i

C A Az z z z e   مع  . 

. i

C A Az z z z e   معناه 
2 i

C Az z z e  و   2 وٌكافئ i

Cz z e  و    2أيCz z   

 .2 ونصف قطرها C هً الدائرة التً مركزها z ذات اللاحقةMوبالتالً مجموعة النقط 

تعٌٌن مجموعة النقط  (ب M zمن المستوي، حٌث  :arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
k مع  . 

arg
2

A

B

z z
k

z z




 
  

 
 معناه  ;

2
BM BA k


 

 
  هً الدائرةz ذات اللاحقةM وبالتالً مجموعة النقط

التً قطرها  ABباستثناء النقطتٌن Aو B. 

 :التمرٌن الثانً

فً الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; : ;O i j k
  

 :  حٍثA ، B،C َD انىقظ  نعتبر

   1;5;2AD


 ، 0;7;3BD


 ، 1; 3;7CD 


 َ  2;8; 4C . 

 .تعٍهّ مستوٌا  A،B،D تبٍٍه أنّ الىقط 1.

ADانشعاعان 


 َ BD


0 غٍس مستثطٍه خطٍا لأن 
BD

x  َ 0
AD

x  َمىً انىقظ A ،Bَ  D  تعٍهّ مستٌُا. 

 أنّ المستقٍم تبٍٍه. 2 CD المستوي ٌعامد  ABD. 

.ندٌىا  1 1 3 5 7 2 0CD AD       
 

 َ . 1 0 3 7 7 3 0CD BD       
 

CD َمىً  AD
 

َ CD BD
 

 

CDَمىً 


 شعاع واظمً نهمستُي  ABD َتانتانً انمستقٍم  CD ٌعامد انمستُي  ABD. 

كتابة تمثٍلا وسٍطٍا للمستقٍم . 3 AB. 

ABندٌىا  AD DB AD BD   
    

AD إحداثٍاخ انشعاع  BD
 

 ًٌ  1; 2; 1  ًٍَعه  1; 2; 1AB  


. 

OAَندٌىا  OC CD DA OC CD AD     
      

OC إحداثٍاخ انشعاع  CD AD 
  

 ًٌ  2;0;1 إذن  

 2;0;1OA


 أي  2;0;1A. 

مه أجم كم وقطح  ; ;M x y z مه انمستقٍم  AB ندٌىا AM t AB
 

t مع  . 

َمىً  

2

2 ;

1

x t

y t t

z t

 


  
  

 تمثٍم َسٍطً نهمستقٍم  AB. 

4 .H  انمسقظ انعمُدي نهىقطحD  عهى انمستقٍم AB. 

 . Hثٍات الىقطةاأ ـ حساب إحد

ODندٌىا  OC CD 
  

  معىاي  3;5;3OD


 َعهًٍ  3;5;3D. 
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 H AB معىاي إحداثٍاخ انىقطح H مه انشكم  2 ; 2 ;1H t t t   ًَمى  1 ; 2 5; 2DH t t t     


. 

.َندٌىا  0DH AB 
 

 معىاي      1 1 2 2 5 2 0t t t         11 ٌَكافئ 6 0t  أي 
11

6
t  . 

َعهًٍ 
11 11 11

2 ; 2 ;1
6 6 6

H
  

     
  

 أي 
1 11 17

; ;
6 3 6

H
 
 
 

. 

 والمستقٌم Dب ـ استنتاج المسافة بٌن النقطة  AB. 

لدٌنا  
2 2 2

1 11 17 354
3 5 3

6 3 6 6
DH

     
     
     

       وعلٌه   
354

;
6

d D AB DH . 

 .ABCDجـ ـ  احسب حجم رباعً الوجوه 

  حجم زتاعً انُجُي ٌعطى
1

3
  مساحح انقاعدج الازتفاع. 

فإنّ    
1

3
V ABCD S ABD d  حٍث ، d تعُد انىقطح ٌُ C عه انمستُي  ABD 

تما أنّ انمستقٍم  CD انمستُي ٌعامد  ABD  فإنّ انىقطحD انمسقظ انعمُدي نهىقطح ًٌ C عهى انمستُي 

 ABD أي d CD . 

َندٌىا     
2 221 2 1 6AB        ، 

22 21 3 7 59CD     . 

  َعهًٍ 
1 . 1 59 59

59
3 2 3 2 6

AB DH
V ABCD CD uv      . 

لتكن . 5  مجموعة النقط M2:  من الفضاء بحٌث 2 28MB MA . 

 تنتمً إلى Cأ ـ التحقق أنّ النقطة  . 

CB لدٌنا  CD DB CD BD   
    

CD وإحداثٌات الشعاع  BD
 

 هً  1; 10;4 وعلٌه  1; 10;4CB 


   . 

إذن  
22 2 21 10 4 117CB      

CAولدٌنا   CD DA CD AD   
    

CD وإحداثٌات الشعاع  AD
 

 هً  0; 8;5 وعلٌه  0; 8;5CA 


. 

2إذن  0 64 25 89CA     2 وعلٌه 2 117 89 28CB CA    ًوبالتال  C . 

ب ـ تعٌٌن طبٌعة المجموعة  . 

2 2 28MB MA  معىاي    
2 2

28MC CB MC CA   
   

 ٌَكافئ 

2 2 2 22 . 2 . 28MC CB MC CB MC CA MC CA     
   

 ٌَكافئ   2 22 28MC CB CA CB CA   
  

 

َمعىاي  2 28 28MC CB AC  
  

. أي  0MC AB 
 

 َتانتانً   انمستُي انري ٌشمم ًٌ C ٌَكُن AB


 

شعاع واظمً نً ٌَرا انمستُي ٌُ  CDH. 

 :التمرٌن الثالث

لتكن  nuً0:  المتتالٌة المعرفة كما ٌلu e ًومن أجل كل عدد طبٌع  n ،1n nu u . 

n ،1nu برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً.1 . 

0لدٌنا  1u  0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nuنفرض أنّ   1 ومنهnu  1 أي 1nu  ًوعلٌه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n، 

1nu . 
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 دراسة اتجاه تغٌر المتتالٌة .2 nu. 

1nuبما أنّ   ّ2  فإن

n nu u ومنه 
n nu u أي 

1n nu u  إذا المتتالٌة   nuمتناقصة . 

 .استنتتاج تقاربها
بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة1 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد . 

 لتكن المتتالٌة .3 nvًالمعرفة كما ٌل  : lnn nv u. 

أ ـ تبٌان أن  nvمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأول . 

  عددا طبٌعٌاnلٌكن 
1

2
1 1

1 1
ln ln ln ln

2 2
n n n n n nv u u u u v      ؛ إذن nv متتالٌة هندسٌة أساسها 

1

2
 وحدها الأوّل

0 0ln ln 1v u e  .  

ب ـ كتابة 
nv و 

nu بدلالة n  

0

1 1

2 2

n n

nv v
   

    
   

 ؛ 
1

2

n

nv

nu e e

 
 
  . 

حساب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

لدٌنا 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 ومنه 

1

2lim lim 1

n

n
n n

u e

 
 
 

 
 . 

 نضع .4
0 1 ...n nS v v v    و  

0 1 ...n nP u u u   . 

أ ـ حساب 
nS ثم 

nP بدلالة n. 

0 1 0

1
1

12
... 2 1

1 2
1

2

n

n

n nS v v v v

  
                     

 

 

0 0 11

1
2 1

2...

0 1 ... ...

n

nnv v v vv v

n nP u u u e e e e e

  
                  

 حتى ٌكون nب ـ تعٌٌن العدد الطبٌعً 
7

4
nP e. 

7

4
nP e  معناه  

1
72 1

2
4

n

e e

  
        ٌكافئ  

1 7
2 1

2 4

n  
      

 وٌكافئ 
1 7

1
2 8

n

 
  
 

  وٌكافئ  
1 1

2 8

n

 
 

 
  

أي 
3

1 1

2 2

n

   
   

   
3n وعلٌه  . 

 :التمرٌن الرابع

I -.1 الدّالة u معرّفة على المجال  0;بـ  :  3 4xu x e x e   . 

ر الدالة  ٌّ  .uأ ـ دراسة اتجاه تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال uالدالة  0; ولدٌنا  ' 3xu x e . 

 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   3 وتكافئxe  أي ln3x . 

 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   3 وتكافئxe  أي ln3x . 
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 ' 0u x  ً3 تعن 0xe   0 وx  3 وتكافئxe  0 وx  0 أي ln3x . 

 متناقصة تماما على المجال uوبالتالً الدالة  0;ln3 ومتزاٌدة تماما على المجال  ln3;. 

 من المجال xب ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  0;،3 4xe e x  . 

 تقبل قٌمة حدٌة صغرى على المجال uلدٌنا الدالة  0; تأخذها عند ln3x ًوعلٌه من أجل كل عدد حقٌق xمن  

المجال  0; ،   ln3u x u ولدٌنا  ln3 0.99u ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0;، 

   0u x  3 أي 4 0xe x e    ً3 وبالتال 4xe e x  . 

 معرّفة على المجال v الدالة 2. 0;بـ  :  3 23 4 1 lnv x x x x    . 

: أ ـ تبٌان أنّ  ' 1 0v  .) ٌزمش 'v إلى الدالة المشتقة للدالة v ( .

 تقثم الإشتقاق عهى انمجال vاندانح  0;َندٌىا  : 
3 2

2 1 9 8 1
' 9 8

x x
v x x x

x x

  
     

 
   

3 2
9 1 8 1 1

' 1 0v
x

  
  

 من المجال xب ـ إثبات أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،  0v x . 

 لدٌنا  
  23 2 1 9 19 8 1

'
x x xx x

v x
x x

     
  

29المعادلة  1 0x x   ًلاتقبل حلولا إذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0; ،29 1 0x x   . 

 1 0 x 

 + + x 

        29 1x x   
 + 0    1x  
  0   +  'v x 

 متزاٌدة تماما على vالدالة  0;1 ومتناقصة تماما على  1; فهً تقبل قٌمة حدٌة عظمى على المجال  0;  

1xتبلغها من أجل  ًإذن من أجل كل عدد حقٌق x من المجال  0; ،   1v x v أي   0v x . 

 من المجال xجـ ـ استنتاج، أنّه من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،
2

1 ln
3 4

x
x

x

 
 . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،  0v x  3 معناه 23 4 1 ln 0x x x    معناه  

3 21 ln 3 4x x x   ٌكافئ 
3 2

2 2

1 ln 3 4

x x

x x x 
 أي 

2

1 ln
3 4

x

x
x

 
 . 

 من المجال x إثبات أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً 3. 0; :
2

1 ln
0x x

e e
x


  . 

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،
2

1 ln
3 4

x

x
x

 
  ٌكافئ  2

1
1 ln

3 4......
x

x
x 


 

 من المجال xولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ، 23 4......xe e x   وبجمع  1 و  2طرفا إلى طرف  

نجد 
2

1 ln
0x x

x
e e


  . 

II-الدّالة  f معرّفة على المجال  0;بـ  : 
lnx x

f x e ex
x

  . 

 fCالمنحنى الممثل للدالة f فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 
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: حساب1. 
0

lim
x

f x




 و  lim
x

f x


. 

0

ln
lim

x

x

x


   ومنه  
0 0

ln
lim lim x

x x

x
f x e ex

x 
 

    . 

ln
lim 0

x

x

x
 و lim lim

x
x

x x

e
e ex x e

x 

 
     

 
 

ومنه  
ln

lim lim x

x x

x
f x e ex

x 
    . 

 متزاٌدة تماما على المجال f تبٌٌن أنّ الدّالة2. 0;راتها ٌّ  .، ثمّ شكّل جدول تغ

 تقبل الإشتقاق على المجال fالدالة 0;ولدٌنا  :  2 2

1
ln

1 ln
' x x

x x
xxf x e e e e

x x

 


      

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً 0; لدٌنا ،
2

1 ln
0x x

x
e e


   أي  ' 0f x   وبالتالً الدالة f متزاٌدة 

تماما على المجال  0;. 

 حساب 3. 1f و تمثٌل المنحنى ، fC على المجال 
5

0;
2

 
 
 

. 

 
حساب مساحة الحٌز المستوي المحدد بالمنحنى . 4 fC وحامل محور الفواصل والمستقٌمٌن الذٌن معادلتٌهما  

   
1

2
x  2 وx  .

           
1 2

1 2 2 22 2
1

1 1
2 1

2

1 1
ln ln

2 2 2 2

x xe e
A f x d x f x d x e x x e x x

   
            

   
  

   
2 2

2ln 2 ln 2
2

2 8 2 2 2

e e e
A e e e e e

       
                            

 

 

 
22 25

ln 2
8

A e e e ua
 

    
 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 

2 3 4-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 :حل الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

فً الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  0;2; 1A  ، 0;0;1B، 0;0; 1C  

و  0;0;H h حٌث h عدد حقٌقً ٌنتمً إلى  1;1 . 

 تحدٌد معادلة دٌكارتٌة للمستوي 1/ hP المار من النقطة H والمتعامد مع المستقٌم  BC. 

لدٌنا  0;0; 2BC 


 شعاع ناظمً للمستوي  hP ومنه المستوي  hP 2 له معادلة من الشكل 0z d  ولدٌنا  

 hH P 2 معناه 0h d   2 أيd h 2 ومنه 2 0z h   0 وتكافئz h  وهً معادلة دٌكارتٌة  

للمستوي  hP . 

 كتابة تمثٍلا وسٍطٍا للمستقٍم / أ2/ AB. 

ندٌىا  0; 2;2AB 


 شعاع تُجًٍ نهمستقٍم  AB. 

   ; ;M x y z AB معىاي BM AB
 

 . حٍث 

َمىً   

0

2 ;

2 1

x

y

z

 






  
  

. 

تحدٌد المستقٍم / ب ABبمعادلتٍه دٌكارتٍتٍه . 

 

0

2 ;

2 1

x

y

z

 






  
  

  تكافئ  
0

1

x

y z




 
 ٌَُ تمثٍم دٌكازتً نهمستقٍم  AB. 

التحقق أن المستقٍم /  جـ AB ٌقطع المستوي  hP فً الىقطة  0;1 ;N h h. 

0Nzندٌىا  h h h    ًَمى  hN P. 

َندٌىا  0;1 ; 1BN h h 


 َمىً 
1

2

h
BN AB




 
 َمىً  N AB. 

إذن      hP AB N . 

/3   َ  ' ًمستقٍمان مه انفضاء معسّفان كما ٌه : 

         
1

:
0

x z

y

 
 


   َ         

2 2

' : 2 ;

2 1

x t

y t t

z t

  


  
   

 

 وقطتً تقاطع Q وP إحداثٍات hـ تعٍٍه بدلالة  hP مع كل من   و  'على الترتٌب . 

 P إحداثٍات hتعٍٍه بدلالة 

ندٌىا  P    معىاي  
1

0

P Px z

y

 



 

 hP P 0 معناهPz h  أي Pz h وعلٌه 

1

0

P

P

P

x h

y

z h

 



 

  أي  1 ;0;P h h .
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 Q إحداثٍات hتعٍٍه بدلالة 
 'Q   معىاي  2 2;2 ; 2 1Q t t t    

 hQ P 0 معناهQz h  2 وعلٌه 1 0t h    أي 
1

2

h
t


. 

إذن 
1 1 1

2 2;2 ; 2 1
2 2 2

h h h
Q
        
         

      
 أي  1;1 ;Q h h h . 

 . مستطٌلHPQN تبٌٌن أن الرباعً /أ 4/

لدٌنا  1 ;0;0HP h


 و  1 ;0;0NQ h


NQ ومنه  HP
 

. 

زٌادة على هذا لدٌنا  0;1 ;0HN h


. إذن  0HN HP 
 

 . مستطٌلHPQN ومنه الرباعً 

 ٌنتمً إلى المجال hنفرض أن / ب 1;1  

 . عدد ثابت ٌطلب تحدٌدهHPQNتبٌان أن محٌط المستطٌل

لدٌنا    
2 2

0 1 0 1 1HN h h h        ّ1 لأن 0h . 

و    
2 2

1 0 0 1 1HP h h h        ّ1 لأن 0h . 

 هو HPQNومنه محٌط المستطٌل   2 2 1 1 4p HP HN h h      . 

 :التمرٌن الثانً

نعتبر المتتالٌتٌن  nu و  nvالعددٌتٌن حٌث  :
1

2

n

nu
 

  
 

  و 
3

n

n
v


 ًونسم 

nM النقطة التً لاحقتها 
nz 

niv: حٌث

n nz u e 

1تبٌٌن أن المتتالٌة  ( أ nu هندسٌة و  nvحسابٌة ٌطلب تعٌٌن أساس وحساب الحد الأوّل لكل منهما . 

لدٌنا 
1

1

1 1 1 1

2 2 2 2

n n

n nu u





   
     
   

 إذن  nu متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
 وحدها الأول 

0

0

1
1

2
u

 
  
 

. 

 
1

1

3 3 3 3
n n

n n
v v

   



     إذن  nv متتالٌة حسابٌة أساسها 

3


. 

م الأعداد الطبٌعٌة  (ب ٌّ  . تنتمً إلى محور الفواصلnM التً تكون من أجلها النقطة nتعٌٌن مجموعة ق

nM تنتمً إلى محور الفواصل معناه 
nz حقٌقً معناه  arg nz k ٌكافئ 

3

n
k


 3 أيn k مع k  

  

2 المستوي المركب منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O u v
 

 .4cm وحدة الطول 

. 3M و 0M ،1M ،2Mعٌن لواحق النقط   (أ

0 0

0 0 1 1
iv iz u e e   ، 1 3

1 1

1 1 3

2 4 4

i
iv

z u e e i


    ، 2

2

3
2 2

1 1 3

4 8 8

i
iv

z u e e i


     

3

3 3

1 1

8 8

iv iz u e e    . 

1nحساب أطوال المثلث  (ب nOM M  بدلالة nu . 

 n n nOM z u  ، 1 1 1

1

2
n n n nOM z u u     ،  
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1 3 3
1 1 1

1 1
1

2 2

n
n n n n

i v i
iv iv iv iv

n n n n n n n n nM M z z u e u e u e u e u e e

 



 
 

 
  

 
        

 
 

1

1 1 3 3 3 3 3 3
1

2 2 2 4 4 4 4 2
n n niv iv iv

n n n n n nM M u e i u e i u e i u

     
             

    

 

طبٌعة المثلث  (جـ
1n nOM M 

. 

لدٌنا 

2 2

2 2 2 2 2 2

1 1

3 1 3 1

2 2 4 4
n n n n n n n n nM M OM u u u u u OM 

   
         

  
 

حسب النظرٌة العكسٌة لفٌثاغورس فإن المثلث 
1n nOM M 

 قائم فً 
1nM 

. 

ٌمكن اتباع طرٌقة أخرى لتعٌٌن طبٌعة المثلث 
1n nOM M 

. 

1لدٌنا  3 3
1 1

1 1

2 2

n
n n

iv i
iv iv

n n n nz u e u e e u e
 




    3 أي
1

1

2

i

n nz e z


  1  ومنه 3
1

2

i
n

n

z
e

z



 . 

1وهذا ٌعنً أنّ   1

2

n

n

z

z

  1 وarg
3

n

n

z

z


 

 
 

  أي  

 

1

1

1

2

;
3

n

n

n n

OM

OM

OM OM










 


 
 

لدٌنا إذن  1

1
cos ; cos

3 2
n nOM OM


  

 
1 لكن  1

2

n

n

OM

OM

  إذن    1
1cos ; n

n n

n

OM
OM OM

OM


 

 
  وبالتالً 

المثلث 
1n nOM M 

  قائم الزاوٌة فً 
1nM 

 . لأن النسب المثلثٌة محققة فً هذا المثلث

3 نعتبر المتتالٌة  na1:  المعرفة بـn n na z z . 

أ ـ تبٌٌن أن  naمتتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدها الأوّل  

n ،3لدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
1

1

2

i

n nz e z


  فٌكون  

3
1

3
2 1

1

2

1

2

i

n n

i

n n

z e z

z e z







 






 


  وبالطرح نجد 

 3 3 3
2 1 1 1

1 1 1

2 2 2

i i i

n n n n n nz z e z e z e z z
  

        وهذا ٌعنً أن  3
2 1 1

1

2

i

n n n nz z e z z


     

2ومنه  1 1

1

2
n n n nz z z z     1 أي

1

2
n na a  إذن  na متتالٌة هندسٌة أساسها 

1

2
  وحدها الأوّل

0 1 0 1 0a z z M M   0 لدٌنا 1OM  1 لكن

0

1

2

OM

OM
 1 أي 0

1 1

2 2
OM OM  0 وبما أنّ المثلث 1OM M 

2  فإنّ  1Mقائم فً  2

1 0 0 1

1 3
1

4 2
M M OM OM    . 

  مباشرة ولكن تعمدت حسابها بطرٌقة أخرى حتى ٌستفٌد الطالب من حساباته0aٌمكن حساب الحد الأول : ملاحظة هامة

 .السابقة وكٌفٌة توظٌفها

0: الطرٌقة المباشرة 1 0

1 3 3 3 3
1

4 4 4 4 2
a z z i i


        
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limب ـ حساب  n
n

a


. 

0لدٌنا 

1 3 1

2 4 2

n n

na a
   

    
   

  وبما أنّ 
1

lim 0
2

n

n

 
 

 
 فإنّ 

3 1
lim lim 0

4 2

n

n
n n

a
 

 
  

 
. 

 
 :التمرٌن الثالث

 nu 1 متتالٌة هندسٌة متزاٌدة تماما حدّها الأوّلu وأساسها qحٌث : 

                            1 2 3

1 2 3

2 32

216

u u u

u u u





  

  
. 

 . 1u لهذه المتتالٌة واستنتج الحد الأوّل q والأساس 2u أ ـ حساب .1

2لدٌنا 

1 3 2u u u  ومنه  
1 2 3 216u u u   ً3 تعن

2 216u  أي 
2 6u . 

2لدٌنا 
1

6u
u

q q
  و 

3 2 6u qu q . 

1 2 32 32u u u   معناه 
6

12 6 32q
q
  بضرب طرفً المعادلة بالعدد q 26 نجد 12 6 32q q q   

26أي  20 6 0q q   3 بعد حساب الممٌز نجدq  أو 
1

3
q . 

من أجل 
1

3
q  3 نجد

1
6 2

3
u    مرفوض لأن المتتالٌة  nu 3 متزاٌدة وعلٌهq . 

 .n بدلالةnuب ـ كتابة عبارة الحد العام 

 
11

1 2 3
nn

nu u q
  

1:  حٌثn بدلالةnSجـ ـ حساب  2 ...n nS u u u    ؛ 

1

3 1 3 1
2 3 1

3 1 2

n n
n

nS u
    

      
   

 

728nS بحٌث ٌكون nتعٌٌن العدد الطبٌعً . 

728nS  3 معناه 1 728n   3 معناه 729n  ٌكافئ ln3 ln729n  وٌكافئ ln3 ln729n أي 

ln 729
6

ln3
n    

2. nv متتالٌة عددٌة معرّفة من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم nً1:  كما ٌل 2v  1 و

3

2
n n nv v u  . 

 .3v و 2vأ ـ حساب 

2 1 1

3
3 2 5

2
v v u     3 ؛ 2 2

3 3 27
5 6

2 2 2
v v u     . 

 :n نضع من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم ب ـ
2

3
n

n

n

v
w

u
 . 

ـ تبٌٌن أنّ  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

1
1

1 1

3
2 22

3 3

n n
n

n

n n

v u
v

w
u u




 


    ولدٌنا   nu 3 متتالٌة هندسٌة أساسهاq  1 إذن 3n nu u  
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ومنه 
1

3 3
2 2 1 1 2 1 1 1 2 12 2

3 3 3 3 3 2 3 3 2 3 2 3 2

n n n
n n n n

n n

n n n n n n

v u v
u v v v

w w
u u u u u u



  
             

 
 

إذن  nw متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
. 

 ، n بدلالة nwجـ ـ كتابة 

0

1 1 1

2 3 2

n n

nw w
   

    
   

  

 .n بدلالة nvاستنتاج 

لدٌنا 
2

3
n

n

n

v
w

u
  ٌكافئ  

2

3
n n nv u w

 
  

 
 وٌكافئ  

1 1 2
2 3

3 2 3

n
n

nv
  

      

 أي  
1

1 1
3 4

2

n
n

nv


   

      

 

 :التمرٌن الرابع

I ـ نعتبر الدالة العددٌةf المعرفة على بـ  :    21 2 xf x x e . 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

 .2cmوحدة الرسم . 

 . و  عند fحساب نهاٌتً الدالة. 1

    2 2 2lim lim 1 2 lim 2 2 0x x x

x x x
f x x e e xe

  
     ّ2  لأنlim 2 0x

x
e


 2 وlim 2 x

x
xe


. 

    2lim lim 1 2 x

x x
f x x e

 
    لأن  lim 1 2

x
x


   2 وlim x

x
e


 . 

حساب عبارة . 2 'f xًمن أجل كل عدد حقٌق xواستنتاج اتجاه تغٌر الدالة ،f. 

:  تقبل الإشتقاق على ولدٌناfالدالة   2 2 2' 2 2 1 2 4x x xf x e e x xe      

إشارة  'f x 4 هً من نفس إشارةx وبالتالً الدالة fمتزاٌدة تماما على  ;0 ومتناقصة تماما على  0;. 

ٌّرات الدالة. 3  .fجدول تغ

   0    x 

  0 +  'f x 

 1 

 
 0 

 

 f x 

 
 المعادلة حل فً . 4  0f x  و استنتاج نقط تقاطع  fCمع محور الفواصل . 

  0f x  معناه   21 2 0xx e  1 ٌكافئ 2 0x  

أي 
1

2
x  . وعلٌه   

1
;0

2
fC Ox A

  
    

  
. 

حساب . 5 1f ثم ارسم  fC. 

    2 21 1 2f e e    

 عدد حلول mالمناقشة حسب قٌم الوسٌط الحقٌقً. 6
المعادلة    f x f m. 

إذا كان 
1

;
2

m
 

  
 

 فإن    ;0f m   ومنه 

(Cf)

2 3 4-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 .المعادلة تقبل حلا واحدا موجبا

إذا كان  
1

;0 0 :
2

m
 

   
 

 فإن    0;1f m ومنه المعادلة تقبل حلٌن مختلفٌن فً الاشارة . 

0mإذا كان   فإن   1f m ومنه المعادلة تقبل حلا مضاعفا معدوما . 

:  المعرفة بـF بحٌث تكون الدالة b وaأ ـ تعٌٌن العددٌن الحقٌقٌٌن . 7    2xF x ax b e  دالة أصلٌة  

 . على f        للدالة

     2 2 2' 2 2 2x x xF x ae e ax b e a ax b      

2بالمطابقة نجد  2a   2 و 1a b  1 أيa   1 وb  وعلٌه     21 xF x x e  . 

 وبدلالة المساحة 2cmب ـ حساب بـ  S  للحٌز المستوي المحدد بالمنحنى  fCوالمستقٌمات التً معادلاتها : 

         0y  ، 
1

2
x  و x  حٌث 

1

2
  ، 

       
1 1

2 2
1

2
S f x dx F x F F


 

 
       

 
 

     2 21 1
1 1 1

2 2
S e e e e ua   

   
            
   

 

ومنه     2 21
4 1

2
S e e cm 

 
    

 
22  لأنّ  2ua cm . 

حساب  lim S





. 

لدٌنا   2 2 2lim 1 lim 0e e e  

 
 

 
      ومنه     21

lim lim 4 1 2
2

S e e e

 
 

 

 
     

 
 

II نسمً  ـnf المشتقة  من الرتبة n حٌث nعدد طبٌعً غٌر معدوم . 

 ، من nبرهان بالتراجع أنّه من أجل كل . 1    22 1 2n n xf x n x e  . 

لدٌنا    1 1 2 22 1 1 2 4x xf x x e xe     1 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

نفرض أنّ     22 1 2n n xf x n x e   من أجل عدد غٌر معدوم n ّونبرهن أن  

    1 1 22 1 1 2n n xf x n x e     أي نبرهن    1 1 22 2n n xf x n x e   . 

            
'

1 2 22 2 2 1 2
n n n x xf x f x e e n x
       

 
 

     1 22 2 1 1 2
n n xf x e n x


       

     1 1 22 2
n n xf x n x e
    

n ،وعلٌه من أجل كل عدد طبٌعً غٌر معدوم       22 1 2
n n xf x n x e  . 

نرمز بـ. 2 nC للمنحنى الممثل للدالة nf فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

   ولتكن النقطة  ;n n nM x y من  nC والتً ٌقبل عندها  nCمماسا ٌوازي حامل محور الفواصل . 

 ، n بدلالة nx و nyأ ـ حساب 

 nC ٌقبل مماسا عند النقطة  ;n n nM x y ٌوازي حامل محور الفواصل معناه    1
0

n

nf x


 وٌكافئ   
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  212 2 0nxn

nn x e    2 وعلٌه 0nn x   أي 
2

n

n
x   و 

 
2 1 2

2 2

n n n

n

n n
y f n e     

         
    

 أي 
2

n

ny
e

 
  
 

. 

 نقطة من المنحنى nMالتحقّق أنّ  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

لدٌنا   
2

2

n

n

n

n
x

y
e


 




      

  معناه  

2

2

n

n

n

n x

y
e

 

  

  
 

 و منه 
2

2 nx

ny
e



 
  
 

  إذن  
2 2 2

2 2

2

2 4

n n n

n n n

x x x

n x x x

e e
y

e




   

 نقطة من المنحنى nMوبالتالً  C الذي معادلته 
2

4

x

x

e
y . 

ب ـ إثبات أنّ  nx ،متتالٌة حسابٌة  

1

1 1

2 2 2
n n

n n
x x

 
     إذن  nx متتالٌة حسابٌة أساسها 

1

2
. 

 .حساب نهاٌتها

lim lim
2

n
n n

n
x

 


   

جـ ـ إثبات أنّ  ny ،متتالٌة هندسٌة  
1

1

2 2 2 2
n n

n ny y
e e e e





   
     
   

 إذن  ny متتالٌة هندسٌة أساسها 
2

e
. 

 .حساب نهاٌتها

لدٌنا 
2

lim lim 0

n

n
n n

y
e 

 
  

 
 لأن 

2
1 1

e
  . 
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 الجمهورٌة الجزائرٌة الدٌمقراطٌة الشعبٌة
         دورة تدرٌبٌة  امتحان البكالورٌا التجرٌبٌة

                       2015ماي :                         دورة .علوم تجرٌبٌة: الشعبة
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  أحمد خامس–مصطفاي عبد العزٌز : الحل المفصّل للاختبار الحادي والعشرٌن                                     إعداد
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 على المترشح أن ٌختار أحد الموضوعٌن التالٌٌن
 الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

Iنعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة ـ  المعادلة  3 23 3 9 21 3 0.....z z z E    

1 حل للمعادلة 3 تحقق أن  E. 

2 ٌّن أنّه ٌمكن كتابة أ ـ ب E على الشكل  23 0z z az b    حٌث aو bٌُطلب تعٌٌنهما   عددٌن حقٌقٌٌن 

    ب ـ استنتج حلول المعادلة  E . 

IIفً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ـ  ; ,O u v
 

  لواحقها على C و A ،B لتكن النقط 

3Az  ،2 3 3Bz i   2 و 3 3Cz i  على الترتٌب . 

1 ًنسم D صورة النقطة C بالانسحاب الذي شعاعه BA


. 

ٌّن أن لاحقة النقطة   3 هً D   ـ ب 6Dz i . 

2 ٌّّن أن 3 أ ـ ب
i

C B

A B

z z
e

z z







 .ABCD  والرباعً ABC، ثمّ استنتج طبٌعة المثلث 

ٌّن مركز ونصف قطر الدائرة        ب ـ ع  المحٌطة بالمثلث ABC  . 

3 ٌّن العددٌن الحقٌقٌٌن  مرجحا للجملة D حتى تكون  و  أ ـ ع      ; , ; , ;1A B C . 

ٌّن مجموعة    النقط من المستوي، بحٌث M      ب ـ ع   . 0MA MB MC MC MA   
    

. 

4 mG مرجح للجملة       ; 1 , ; , ;1A B m C . ٌّن مجموعة النقط ٌّر mGع  .* فً m لمّا ٌتغ

 :التمرٌن الثانً

 : ، نعتبر النقطالفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 

 1;4; 5A ، 3;2; 4B   ،  5;4; 3C و   2;8;4D ع  والشعا 1;5; 1u 


. 

ٌّن أنّ .1 2 ب 11 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

 حدّد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .2 T الذي ٌشمل النقطة D وٌوازي u


. 

 لٌكن .3 P7:  المستوي ذو المعادلة 0x y z   . 

ٌّن أنّ المستوٌٌن     أ ـ ب ABC و  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   ًتمثٌله الوسٌط  

11 2

4

x t

y t t

z t

 


  
 

                   

ٌّن أنّ المستقٌمٌن     ب ـ ب T و  لٌسا من نفس المستوي . 

 تعطى النقطتان .4 3;0; 4E  و  3;3;5F  ّتحقق أن ، : E    و F T. 

 لتكن .5  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء حٌث  :.ME FE 
 

 . عدد حقٌقًمع  

 معادلة دٌكارتٌة لـ    أ ـ جد بدلالة   ّواستنتج أن   ،مستو EF


 . شعاع ناظمً له

ٌّن قٌمة   حتى ٌكون    ب ـ ع  المستوي المحوري للقطعة  EF. 

 ; , ,O i j k
  
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 :التمرٌن الثالث

 nu  0متتالٌة معرفة بحدّها الأوّلu ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،
1

3 1

2

n
n

n

u
u

u



 

1 0 عٌن قٌمu التً من أجلها تكون المتتالٌة  nuثابتة . 

2 ّ0:  نفرر فً كل ما ٌيتً أن 2u  

n ،1nu    أ ـ برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  . 

ٌّر المتتالٌة      ب ـ ادرس اتجاه تغ nu. 

     جـ ـ هل المتتالٌة متقاربة ؟ برّر إجابتك

3 لتكن  nv المتتالٌة العددٌة المعرفة على بـ  :
1

2 1

n
n

n

u
v

u





 

 .    أ ـ بٌن ان متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل
 :؛ حٌثn و nS كلا من n    ب ـ احسب، بدلالة 

       0 1 ...n nS v v v         0     و 1 ...n nv v v    . 

 :التمرٌن الرابع

I نتكه اندّانة  ـg انمعزّفة عهى   كما يهي : 
4

2

x

x

e
g x ax b

e
  


 .  عددان حقيقيانbوa حيث  

نرمز بـ gC لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن  بحٌث  bوa ــ ع gC ٌشمل النقطة  ln 2;ln 2A وٌقبل عند النقطة Aمماسا موازٌا لمحور الفواصل . 

IIـ نعتبر الدّالة  f المعرّفة على ًكما ٌل : 
4

2
2

x

x

e
f x x

e
  


 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

ٌّن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً. 1 x :أ ـ ب 
8

2
2x

f x x
e

  


. 

 . و احسب نهاٌتً الدّالة عند      ب ـ 
ٌّر الدّالة     ٌّراتهاf جـ ـ ادرس اتجاه تغ  . وشكل جدول تغ
ٌّن أن المستقٌمٌن .2  ب و  ' 2 اللذٌن معادلتٌهما على الترتٌبy x  2 وy x مقاربان للمنحنى  fC 

أثبت أنّ المنحنى . 3 fC ٌقبل نقطة انعطاف ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌها . 

ٌّن أنّ .4  ب fC ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها  1.7 حٌث 1.6   . 

 ارسم .5  ، 'و  fC. 

ٌّز المستوي المحدّد بالمنحنى  احسب، بدلالة .6  مساحة ح fC والمستقٌم  والمستقٌمٌن اللذٌن معادلتٌهما  

   0x  و x . 

III ـ نعتبر الدّالة h المعرّفة على ℝًكما ٌل  :   
2

h x f x   . 

ٌّر الدّالة  ٌّن اتجاه تغ  . ثمّ شكل جدول تغٌراتهاh     ـ ع
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 الموضوع الثانً
 

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1احسب الجداء السلمً  ( أ.AB AC
 

 .AC وAB، ثمّ الطولٌن 

ٌّن قٌسا للزاوٌة الموجهة  (    ب ع ;AB AC
 

  لٌست فCً  وA، B بالدرجة مقرّبة إلى الوحدة، ثم استنتج أن النقط 

 .         استقامٌة

2 2 تحقق أن المعادلة 2 2 0x y z    للمستوي  ABC. 

3 نعتبر المستوٌٌن  P و  'P3:  المعرفٌن بمعادلتٌهما على الترتٌب 3 0x y z    2  و 6 0x y z  . 

بٌن أن المستقٌم  (     أ  ًوالمعرف بتمثٌله الوسٌطً التال  

2

1 3 ;

x

y t t

z t

 


   
 

هو تقاطع المستوٌٌن  

         P و  'P. 

استنتج أن المستوٌات  (ب      P ، 'Pو  ABCتتقاطع فً نقطة واحدة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

4 لٌكن  S سطح الكرة ذي المركز  1; 3;1  3 ونصف القطر. 

اكتب المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  (     أ S. 

ادرس تقاطع سطح الكرة  (     ب S والمستقٌم  . 

ٌّن أن المستوي  (     جـ ب ABC ٌمسّ سطح الكرة  S. 

 :التمرٌن الثانً

1 ًحل ف  مجموعة الأعداد المركبة المعادلة   23 1 2 4 0z z z     

2فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ,O u v
 

 : لواحقها على الترتٌبC و A ،B نعتبر النقط 

     1 3Az   ،1 3Bz i  1  و 3Cz i . 

ٌّن أن Cz  و Az ،Bzاكتب كلا من  (    أ 2016 على شكل أسًّ؛ ثمّ ب 2016 20172B Cz z . 

nبٌن أن  (   ب n

B Cz z ًحقٌقً من أجل كل عدد طبٌع n ًٌّم العدد الطبٌع 2n:  بحٌثn، ثم عٌن ق n n

B Cz z  

3 اكتب العدد المركب A C

A B

z z

z z




 .ABC على شكل أسًّ، ثمّ استنتج طبٌعة المثلث 

4 ٌّن اللاحقة  منتصف القطعة G للنقطة Gz ع BC ثمّ احسب الطولٌن ،BCو  GA. 

5 ًنسم  S  مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z والتً تحقق   2 2 12...... 1BM CM . 

 من المستوي، المساواة Mتحقق أنه من أجل كل نقطة   (     أ 1 تكافئ  . 0.... 2BM CM 
 

. 

 تنتمً إلى المجموعة Aتحقق أنّ النقطة   (    ب S ؛ ثمّ حدّد المجموعة Sمع إعطاء عناصرها الممٌزة . 

 ثم أنشئ G و A ،B ، Cعلم بدقة النقط  (    جـ S. 
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 :التمرٌن الثالث

فً الشكل المرفق  fC هو التمثٌل البٌانً للدالة f المعرفة على المجال  1;بـ  : 
ln

x
f x

x
. 

والمستقٌم  d ذو المعادلة y x. 

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على 0:  بـ 5u  و  1n nu f u . 

 .fأ ـ ادرس اتجاه تغٌر الدالة . 1

    ب ـ باستعمال  fC و  d مثل على محور الفواصل الحدود  

   0u ،1u ، ،2u 3 وu. 

أعط تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة . 2 nu. 

n ،nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 3 e. 

ادرس اتجاه تغٌر المتتالٌة . 4 nu  ثم استنتج انها متقاربة ولتكن نهاٌتها ،l 

ٌّن أنّ . 5 ب l f l ّاحسب نهاٌة المتتالٌة ، ثم nu. 

 
 :التمرٌن الرابع

Iلتكن الدالة ـ g المعرفة على ًكما ٌل  :   1 1xg x x e   

ٌّرات الدالة . 1  .gادُرس تغ

استنتج إشارة . 2 g x على   ًوعلل أنه من أجل كل عدد حقٌق ،x ،1 0xxe  . 

x ،تحقق أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 3   ' 1 xg x g x e   ثم استنتج ، 
1

0
g x dxوفسّره هندسٌا . 

IIـ f الدالة العددٌة المعرفة على ًكما ٌل  : 
1

x

x

xe
f x

xe



 

 fC  تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j
 

. 

احسب . 1 lim
x

f x


 و  lim
x

f x


 . وفسّر النتٌجتٌن بٌانٌا

ٌّن أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 2 x ،أ ـ ب 
 

 
2

1
'

1

x

x

x e
f x

xe





  

ٌّر الدالة  ٌّراتهاf    ب استنتج اتجاه تغ  . وشكل جدول تغ
yبٌن . 3 xمعادلة لـ  T مماس المنحنى  fCفً المبدأ . 

x ،بٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 4 
 

1x

xg x
f x x

xe


 


 واستنتج وضعٌة  fC بالنسبة لـ  T. 

ارسم . 5 fC والمنحنى  T. 

IIIـ  nu  المتتالٌة العددٌة المعرفة علىبـ  :
0 2u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 1n nu f u . 

n ،0nuبرهن بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبٌعً . 1     . 

بٌن أن المتتالٌة . 2     nuمتناقصة واستنتج أنها متقاربة . 

احسب نهاٌة المتتالٌة . 3     nu. 

 
 
 

 
 

(d)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y
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 حل الموضوع الأوّل

 :التمرٌن الأوّل

Iنعتبر فً مجموعة الأعداد المركبة ـ  المعادلة  3 23 3 9 21 3 0.....z z z E    

1 حل للمعادلة 3 التحقق أن  E. 

 
23

3 3 3 3 9 3 21 3 3 3 9 3 9 3 21 3 0        

2 ٌّن أنّه ٌمكن كتابة أ ـ ب E على الشكل  23 0z z az b    حٌث aو b ٌُطلب تعٌٌنهما  عددٌن حقٌقٌٌن 

      2 3 23 3 3 3z z az b z a z b a z b         

3وبالمطابقة مع  23 3 9 21 3z z z   3 نجد 3 3a   3 و 21 3b   4 أي 3a  21 وb  .

إذن   3 2 23 3 9 21 3 3 4 3 21z z z z z z      . 

ب ـ استنتاج حلول المعادلة  E  .

 E 3 تكافئz  أو  2 4 3 21.... 1z z  .

نحل المعادلة  1 .

 
2

' 12 21 9 3i      1 للمعادلة حلان هما 2 3 3z i   2 و 2 3 3z i   .

إذن  E تكافئ  3; 2 3 3 ; 2 3 3z i i    . 

IIفً المستوي المركب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ـ  ; ,O u v
 

  لواحقها على C و A ،B لتكن النقط 

3Az  ،2 3 3Bz i   2 و 3 3Cz i  على الترتٌب . 

1 ًنسم D صورة النقطة C بالانسحاب الذي شعاعه BA


. 

3 هً D   ـ تبٌان أن لاحقة النقطة   6Dz i . 

CDلدٌنا  BA
 

 معناه 
D C A Bz z z z   وٌكافئ 

D A B Cz z z z   وٌكافئ 

3 2 3 3 2 3 3Dz i i     3 أي 6Dz i . 

2 ّ3 أ ـ تبٌان أن
i

C B

A B

z z
e

z z







 . 

2لدٌنا  3 3 2 3 3 6C Bz z i i i       3 و 2 3 3 3 3 3A Bz z i i      

إذن  
 

  
 6 3 3 3 6 3 3 36 6 3 3 3

36 63 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

C B

A B

i i i iz z i i i

z z i i i i

  
    

    
 

3أي 
1 3

cos sin
2 2 3 3

i
C B

A B

z z
i i e

z z


 

    


. 

   ABCاستنتاج طبٌعة المثلث 

3 لدٌنا
i

C B

A B

z z
e

z z







1C معناه  B

A B

z z

z z





arg و 

3

C B

A B

z z

z z

 
 

 
BC وهذا ٌعنً أنّ  BA و 

 ;
3

BA BC



 

 .متقاٌس الأضلاع ABC وبالتالً المثلث  

 .ABCDتعٌٌن طبٌعة الرباعً 

CDلدٌنا  BA
 

BC متوازي إضلاع ولدٌنا ABCD ومنه  BA إذن ABCDمعٌن  . 
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ب ـ تعٌٌن مركز ونصف قطر الدائرة    المحٌطة بالمثلث ABC. 

 . متقاٌس الأضلاع ABCالمثلث 

إذن مركز الدائرة   هً النقطة G مركز ثقل المثلث ABC. 

3 2 3 3 2 3 3 3 3

3 3 3

A B C
G

z z z i i
z

      
   3  أيGz  . 

تعٌٌن نصف قطر الدائرة  . 

نصف قطر الدائرة   هو GA 2 حٌث 3 2 3A GGA z z   . 

3 أ ـ تعٌٌن العددٌن الحقٌقٌٌن  و  حتى تكون D مرجحا للجملة       ; , ; , ;1A B C . 

0DA لدٌنا DB DC   
   

 معناه     0A D B D C Dz z z z z z       وٌكافئ  

 6 3 3 9 3 3 3 0i i i        وٌكافئ  3 3 3 3 6 9 3 0i         

3وٌكافئ  3 3 3 0   6 و 9 3 0     1 أي   1 و . 

 :طرٌقة أخرى

BAلدٌنا  CD
 

BD معناه  DA CD 
  

0DA ٌكافئ  DB DC  
   

 وعلٌه    ; 1; 1   . 

 النقط من المستوي، بحٌث Mب ـ تعٌٌن مجموعة     . 0MA MB MC MC MA   
    

. 

 مرجح للجملة Dلدٌنا       ;1 , ; 1 , ;1A B C إذن من أجل كل نقطة Mمن المستوي ٌكون : 

 1 1 1MA MB MC MD    
   

MA  أي  MB MC MD  
   

. 

MCو  MA MC AM AM MC AC     
      

. 

   . 0MA MB MC MC MA   
    

. تعنً  0MD AC 
 

 المطلوبة هً المستقٌم M وبالتالً مجموعة النقط 

AC  و Dالذي ٌشمل 


 ناظمً له وهذا المستقٌم هو BD ّلأن ABCD ٌّن قطراه  ) مع AC و  BDمتعامدان ). 

4 mG مرجح للجملة       ; 1 , ; , ;1A B m C . 

ر mGتعٌٌن مجموعة النقط  ٌّ  .* فً m لمّا ٌتغ

0mلدٌنا  m mG A mG B G C   
   

0m معناه  m mAG mG B G C  
   

0mmG  وٌكافئ   B AC 
  

 

وٌكافئ 
mmG B AC 
 

 أي 
1

mBG AC
m


 

 أي المستقٌمان  mBG و  AC متوازٌان  

 وٌوازي المستقٌم Bهً المستقٌم الذي ٌشمل mGوبالتالً مجموعة النقط  AC باستثناء النقطة B. 

 :التمرٌن الثانً
2 إثبات أنّ .1 11 0x z   هً معادلة دٌكارتٌة للمستوي  ABC. 

لدٌنا  2 11 1 2 5 11 0A Ax z       و  2 11 3 2 4 11 0B Bx z       

و  2 11 5 2 3 11 0C Cx z        ومنه إحداثٌات النقط A،  B و  C 2 تحقق المعادلة 11 0x z   

وبالتالً للمستوي  ABC 2 المعادلة 11 0x z   . 

 تحدٌد تمثٌلا وسٌطٌا للمستقٌم .2 T الذي ٌشمل النقطة D وٌوازي u


. 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

Mتنتمً لـ  T ًإذا وفقط إذا وجد عدد حقٌق k بحٌث DM k u
 

. 

ومنه  

2

8 5

4

x k

y k k

z k

 


  
  

  أي  

2

8 5

4

x k

y k k

z k

  


  
  

. 
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 لٌكن .3 P7:  المستوي ذو المعادلة 0x y z   . 

أ ـ إثبات أنّ المستوٌٌن  ABC و  P ٌتقاطعان وفق مستقٌم   الذي تمثٌل وسٌطً له  

11 2

4

x t

y t t

z t

 


  
 

                

بالتعوٌر فً معادلة كل من  ABC و  Pنجد : 

   11 2 2 11 0t t    و     11 2 4 7 11 11 2 2 0t t t t t          

ومنه   ًمحتوى ف  ABC ًومحتوى ف  P وعلٌه  ABCو  P ٌتقاطعان وفق المستقٌم  . 

ب ـ إثبات أنّ المستقٌمٌن  T و  لٌسا من نفس المستوي . 

لدٌنا  1;5; 1u 


 هو شعاع توجٌه لـ T و  2;1;1v


 هو شعاع توجٌه لـ . 

و 
2 1

1 5
 إذن  T  و غٌر متوازٌٌن . 

ندرس تقاطع  T   و . 

 من الأعداد الحقٌقٌة تحقق الجملة   k وtندرس إمكانٌة وجود ثنائٌة 

 

 

 

11 2 2 .... 1

4 8 5 ........ 2

4 ............... 3

t k

t k

t k

    


  


 

. 

 بقٌمتها من tبتعوٌر  3 ًف  2 نجد  4 4 8 5k k    0 ومنهk  

بالتعوٌر فً  3 4 نجدt  وبتعوٌر  tو k ًبقٌمهما ف  1 19 نجد 2 وهذا مستحٌل . 

إذن  T  و غٌر متقاطعٌن وبما أنهما غٌر متوازٌٌن فإنهما لٌسا من نفس المستوي . 

 تعطى النقطتان .4 3;0; 4E  و  3;3;5F  ّالتحقق أن ، : E   و  F T. 

 

  E   معناه 

3 11 2

0 4

4

t

t

t

 


 
 

  أي  

4

4

4

t

t

t

 


 
  

 وحٌد فإن  بما أن  E  . 

  F T  معناه  

3 2

3 8 5

5 4

k

k

k

   


 
  

 ومنه 

1

1

1

k

k

k

 


 
  

 وحٌد فإن k بما أنّ  F T. 

 لتكن .5  مجموعة النقط  ; ;M x y zمن الفضاء حٌث  :.ME FE 
 

 . عدد حقٌقًمع  

 معادلة دٌكارتٌة لـأ ـ إٌجاد بدلالة  . 

 لدٌنا 3 ; ; 4ME x y z   


و    6; 3; 9FE  


. 

.ME FE 
 

 معناه    6 3 3 9 4x y z       6 ومنه 3 9 54 0x y z       

هً معادلة دٌكارتٌة لـ  ًوهً معادلة مستوي شعاعه الناظم EF


. 

 حتى ٌكون ب ـ تعٌٌن قٌمة   المستوي المحوري للقطعة  EF. 

 منتصف Iلتكن  EF ومنه 
3 1

0; ;
2 2

I
 
 
 

. 

المستوي المحوري للقطعة  EF ًشعاعه الناظم EF


 .I  وٌشمل النقطة

ومنه  
3 1

6 0 3 9 54 0
2 2


   

        
   

63 أي  . 

t
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 : طرٌقة ثانٌة

المستوي المحوري للقطعة  EF هو مجموعة النقط  ; ;M x y z التً تحقق . 0MI FE 
 

. 

. 0MI FE 
 

معناه   . 0ME EI FE 
  

. ومعناه  . 0ME FE EI FE 
   

. أي  .ME FE EI FE 
   

  ومنه 

. ومنه .ME FE IE FE
   

. 

لدٌنا 
3 9

3; ;
2 2

IE
 

  
 


إذن   

3 9
. 3 6 3 9 18 45 63

2 2
IE FE         
 

 

.ومنه  0MI FE 
 

. تعنً  63ME FE 
 

. 

إذن المستوي المحوري للقطعة  EF هو مجموعة النقط  ; ;M x y z التً تحقق . 63ME FE 
 

63 وعلٌه   

 :التمرٌن الثالث

 nu  0متتالٌة معرفة بحدّها الأوّلu ًومن أجل كل عدد طبٌع n ،
1

3 1

2

n
n

n

u
u

u



 

1 0 تعٌٌن قٌمu التً من أجلها تكون المتتالٌة  nuثابتة . 

 nu ثابتة معناه 
0 1n nu u u   0 ومعناه

0

0

3 1

2

u
u

u


 2 وٌكافئ

0 02 3 1 0u u   

9 8 1     

0

3 1
1

4
u


  0 أو

3 1 1

4 2
u


 . 

2 ّ0:  نفرر فً كل ما ٌيتً أن 2u  

n ،1nuأ ـ برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً  . 

 لدٌنا
0 1u  0 ومنه الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

1nuنفرر أن   ّونبرهن أن 
1 1nu   

لدٌنا 
1

3 1 1
1 1

2 2

n n
n

n n

u u
u

u u


 
    1  وحسب الفرضٌةnu  1 إذن 0nu   2 و 0nu  ومنه 

1 1 0nu    

1أي  1nu   ًومنه حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1nu . 

ر المتتالٌة  ٌّ ب ـ دراسة اتجاه تغ nu. 

 : عددا طبٌعٌاnلٌكن 
2

1

3 1 2 3 1

2 2

n n n
n n n

n n

u u u
u u u

u u


   
   

 

         1        0     
1

2 
 

x 

               0    +        +    0       22 3 1x x   
  +  +    0                  2x 
    0 +  0 + 22 3 1

2

x x

x

  
 

1xنلاحظ أنه من أجل كل عدد حقٌقً   ّفإن ،
22 3 1

0
2

x x

x

  
 ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،1nu  

فإنّ 
22 3 1

0
2

n n

n

u u

u

  
 1  أي 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة  .
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 جـ ـ هل المتتالٌة متقاربة ؟ برّر إجابتك
المتتالٌة  nu 1 متقاربة لأنها متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد. 

3 لتكن  nv المتتالٌة العددٌة المعرفة على بـ  :
1

2 1

n
n

n

u
v

u





 

 .أ ـ تبٌٌن أن متتالٌة هندسٌة ٌطلب تعٌٌن أساسها وحدّها الأوّل
 . عنصرا من nلٌكن 

1
1

1

3 1 1
1

1 1 1 1 12 2

2 12 1 2 2 1 2 2 1 23 1
2 1

2

n n

n n n nn n
n n

nn n n nn

nn

u u

u u u uu u
v v

uu u u uu

uu






 


   
             

 

 

إذن  nv متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

2
0 وحدّها الأوّل 

0

0

1 1

2 1 3

u
v

u


 


. 

 :؛ حٌثn و nS كلا من n    ب ـ حساب، بدلالة 

       0 1 ...n nS v v v         0     و 1 ...n nv v v    . 
1 1 1

0

1 1 1
1 1 1

1 22 2 2

1 1 13 3
1

2 2 2

n n n

nS v

            
            
            

     
     

     

 

0لدٌنا 

1 1 1

2 3 2

n n

nv v
   

    
   

 

 1
0 1 1 0 1 ... 1

2

0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... ...

3 2 3 2 3 2 3 2 3 2

n n
n n n n

n nv v v


    

             
                      

             
 

 :التمرٌن الرابع

I نتكه اندّانة  ـg انمعزّفة عهى ℝكما يهي  : 
4

2

x

x

e
g x ax b

e
  


 . عددان حقيقيانb و aحيث  

نرمز بـ gC لتمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 

بحٌث  b و aــ تعٌٌن  gC ٌشمل النقطة  ln 2;ln 2Aوٌقبل عند النقطة مماسا موازٌا لمحور الفواصل  

 gC ٌشمل النقطة  ln 2;ln 2A معناه  ln 2 ln 2g  ٌكافئ  
ln 2

ln 2

4
ln 2 ln 2

2

e
a b

e
  


   وٌكافئ

 ln 2 2 ln 2a b   أي    ln 2 2 ln 2..... 1a b  . 

x ، ولدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  تقبل الإشتقاق على gالدالة  
 

2

8
'

2

x

x

e
g x a

e
 


 

 gC  ٌقبل عند النقطة  A مماسا موازٌا لمحور الفواصل معناه  ' ln 2 0g  1 وٌكافئ 0a   1 أيa  

 فً المعادلة aبالتعوٌر عن قٌمة  1 نجد  ln 2 1 2 ln 2b    2 ومنهb . 

II ـ نعتبر الدّالة f المعرّفة على  ًكما ٌل : 
4

2
2

x

x

e
f x x

e
  


 

 fC تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  ; ,O i j
 

. 
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x :أ ـ تبٌٌن أنّه، من أجل كل عدد حقٌقً . 1 
8

2
2x

f x x
e

  


. 

 
4 4 4 8 4 8

2 2 4 2 2
2 2 2 2

x x x x

x x x x

e e e e
f x x x x x

e e e e

 
            

   
 

 . و حساب نهاٌتً الدّالة عند .ب

 
4

lim lim 2
2

x

xx x

e
f x x

e 
    


lim لأنّ     2

x
x


    و

4
lim 0

2

x

xx

e

e



. 

 
8

lim lim 2
2xx x

f x x
e 

    


lim لأنّ    2
x

x


   و 
8

lim 0
2xx e



. 

ر الدّالة . ج ٌّ  fدراسة اتجاه تغ
 :  ولدٌنا تقبل الإشتقاق على fالدّالة

 

 . متزاٌدة تماما على fإذن الدّالة 
ٌّرات الدالة   .جدول تغ

x        ln 2    
 'f x              +           0     +                

 

 f x 
 

    

                         ln 2  

                      
 

إثبات أن . 4 fCٌقبل مستقٌمٌن مقاربٌن .   

  لأنّ   

 . و  لأنّ  

 ٌقبل مستقٌم مقارب مائل  ومنه لدٌنا  ' بجوار  معادلته . 

 ٌقبل مستقٌم مقارب مائل  ومنه و لدٌنا   بجوار  معادلته . 

 . ٌطلب تعٌٌن إحداثٌٌها ٌقبل نقطة انعطاف تبٌٌن أنّ المنحنى . 5

 .هً نقطة إنعطاف للمنحنى  ولاتغٌر من إشارتها فإن النقطة  تنعدم عند العدد بما أنّ 

 . حٌث  ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها تبٌٌن أنّ . 6

،  ولدٌنا  وبالخصوص على المجال ℝ مستمرة ومتزاٌدة تماما على الدالة

  ومنه حسب مبرهنة القٌم المتوسطة فإنه ٌوجد عدد حقٌقً وحٌد  أي 

 حٌث   ٌقطع محور الفواصل فً نقطة وحٌدة فاصلتها   وبالتالً  بحٌث من المجال 

. 

 .  و ، رسم . 7

 
     

 

 

2
2 2

2 2 2 2

28 4 4 8 4 4
' 1

2 2 2 2

xx x x x x x

x x x x

ee e e e e e
f x

e e e e

    
    

   

f

   
8

lim 2 lim 0
2xx x

f x x
e 

   


lim 2x

x
e


  

   
4

lim 2 lim 0
2

x

xx x

e
f x x

e 
    


lim 4 0x

x
e


lim 2 2x

x
e


 

   lim 2 0
x

f x x


   fC2y x 

   lim 2 0
x

f x x


   fC2y x 

 fC

 'f xln 2 ln 2;ln 2A fC

 fC1,7 1,6   

f 1,7; 1,6  1.6 0.03f  

 1.7 0.03f      1.7 1.6 0f f   

 1,7; 1,6   0f   fC

1,7 1,6   

  ' fC
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ز المستوي المحدّد بالمنحنى  حساب، بدلالة .6 ٌّ  مساحة ح fC والمستقٌم  والمستقٌمٌن اللذٌن معادلتٌهما  

   0x  و x . 

   
0

0 0 04
2 4 4 ln 2

2 2

x x
x

x x

e e
A x f x dx dx dx e

e e  


               

 4 ln3 ln 2A e ua   
 

 

III المعرّفة على  ـ نعتبر الدّالة ℝًكما ٌل  :. 

ر الدّالة  ٌّ   .ـ تعٌٌن اتجاه تغ

  عىدئذ وضع 

  ومىه نديىا 

 . هي وفس إشارة  ومىه إشارة ، مه أجم كم عدد حقيقي

                           x 

 + +            0      

      +   0   +      0            

 . ومتزايدة تماما عهى انمجال متىاقصة تماما عهى انمجال  اندانة 

 :يمكن اتباع طريقة اتجاه تغيرّ مركة دالتين

 متىاقصة تماما عهى  واندانة  وتأخذ قيمها في انمجال  متزايدة تماما عهى انمجال نديىا اندانة 

 .متىاقصة تماما عهى انمجال   وبانتاني اندانة انمجال 

 متزايدة تماما عهى انمجال  واندانة  وتأخذ قيمها في انمجال  متزايدة تماما عهى انمجال و اندانة 

 .متزايدة تماما عهى انمجال   وبانتاني اندانة 

  فإنّ  و بما أنّ 

  فإنّ  و بما أنّ 

 .جدول تغيرات الدّالة 

x                                  

 'h x              +           0        + 

 

 h x 
                                     
 

  
                        0               

. 

h   
2

h x f x   

h

  2u x x        
2

h x f x u f x u f x         

 ' 2u x x              ' ' ' ' 2 2 'h x f x u f x f x f x f x f x     

x 2 ' 0f x  'h x f x

ln 2

 f x

 'h x

h ; ; 

f ; ;0u

 ;0h ;

f ;  0;u

 0;h ; 

 lim
x

f x


  lim
x

u x


  lim
x

h x


 

 lim
x

f x


  lim
x

u x


  lim
x

h x


 

h



   
2

0h f    
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 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 :الموضوع الثاني

 :التمرٌن الأوّل

الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; , ,O i j k
  

 نعتبر النقط  2;0;1A  ، 1;2; 1B  و  2;2;2C . 

1حساب الجداء السلمً  ( أ.AB AC
 

 .AC وAB، والطولٌن 

لدٌنا  3;2; 2AB 


 و  0;2;1AC


. إذن  3 0 2 2 1 2 2AB AC       
 

. 

 
22 23 2 2 17AB      2 و 2 20 2 1 5AC    . 

تعٌٌن قٌسا للزاوٌة الموجهة  (ب ;AB AC
 

 .  بالدرجة مقرّبة إلى الوحدة

لدٌنا  . cos ;AB AC AB AC AB AC 
   

 معناه  
.

cos ;
AB AC

AB AC
AB AC




 
 

  وٌكافئ

 
2

cos ; 0.22
17 5

AB AC  


 

 
وعلٌه  ; 77AB AC  

 
.
 

2 استنتاج أنّ النقط A،Bو Cلٌست فً استقامٌة . 

 . تعٌن مستوٌاCو A  ، B   فإنّ النقط  و بما أنّ 

2 2 التحقق أن المعادلة 2 2 0x y z    للمستوي  ABC. 

لدٌنا    2 2 2 2 2 0 2 1 2 0A A Ax y z         ،   2 2 2 2 1 2 2 1 2 0B B Bx y z         

و    2 2 2 2 2 2 2 2 2 0C C Cx y z         ومنه إحداثٌات النقط A،Bو C  تحقق المعادلة  

2 2 2 0x y z     إذن للمستوي ABC2:  المعادلة 2 2 0x y z   . 

3 نعتبر المستوٌٌن  P و  'P3:  المعرفٌن بمعادلتٌهما على الترتٌب 3 0x y z    2  و 6 0x y z  . 

تبٌٌن أن المستقٌم  (أ  ًوالمعرف بتمثٌله الوسٌطً التال  

2

1 3 ;

x

y t t

z t

 


   
 

هو تقاطع المستوٌٌن  

  P و  'P. 

لدٌنا  1;1; 3n 


 شعاع ناظمً للمستوي  P و  ' 1; 2;6n 


 شعاع ناظمً للمستوي  'P 

 لدٌنا
'n n

x x  بٌنما 
'n n

y y  إذن الشعاعان n


n' و 


 غٌر مرتبطٌن خطٌا وبالتالً المستوٌان  P و  'P  

 .متقاطعان وتقاطعهما مستقٌم
لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

   'M P P  معناه 
3 3 0

2 6 0

x y z

x y z

   


  
  وٌكافئ  

2 2 6 6 0

2 6 0

x y z

x y z

   


  
  وبجمع المعادلتٌن نجد 

3 6 0x   2 أيx   2 وبالتعوٌر فً المعادلة الثانٌة نجد 2 6 0y z    1 أي 3y z   وبوضع z t 

2xنجد    1 و 3y t   و z t. 

إذن  2; 1 3 ;M t t   وعلٌه      'P P  . 

استنتاج أن المستوٌات  (ب P ، 'Pو  ABCتتقاطع فً نقطة واحدة ٌطلب تعٌٌن إحداثٌاتها . 

 لدٌنا     'P P   وعلٌه          'P P ABC ABC     

 0;3;1u


 هو شعاع توجٌه للمستقٌم    و ' 2; 1;2u 


 شعاع ناظمً للمستوي  ABC  

.وبما أنّ  ' 0 2 3 1 1 2 1u u       
 

. أي  ' 0u u 
 

 فإن المستوي  ABC لا ٌوازي المستقٌم   فهما  

 .متقاطعان فً نقطة

 0BAC BAC 
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 M   معناه  2; 1 3 ;M t t   

   M ABC   معناه      2 2 1 3 2 2 0t t       1 وٌكافئ 0t   1 أيt  . 

وعلٌه  2; 1 3 1; 1M      أي      ABC E   حٌث  2; 4; 1E   . 

4 لٌكن  S سطح الكرة ذي المركز  1; 3;1  3 ونصف القطر. 

كتابة المعادلة الدٌكارتٌة لسطح الكرة  (أ S. 

 S  هً مجموعة النقط M من الفضاء ذات الإحداثٌات  ; ;x y z 3 والتً تحققM . 

 M S  ٌكافئ     
2 2 2

1 3 1 3x y z      وٌكافئ      
2 2 2

1 3 1 9x y z      

2بعد إجراء مختلف الحسابات نجد  2 2 2 6 2 3 0x y z x y z       وهً معادلة لـ  S     . 

دراسة تقاطع سطح الكرة  (ب S والمستقٌم  . 

لتكن  ; ;M x y zنقطة من الفضاء . 

   M S   معناه       
22 2

2 1 1 3 3 1 9t t         2 وٌكافئ 24 9 12 4 2 1 9t t t t       

210وتكافئ  10 0t t  0 أيt  1 أوt  . 
وعلٌه      ;S E H   حٌث  2; 1: 0H      . 

تبٌٌن أن المستوي  ( جـ ABC ٌمسّ سطح الكرة  S. 

  
 

22 2

2 1 3 2 1 2 9
; 3

32 1 2
d P

    
  

  
 وهذه المسافة مساوٌة لنصف قطر الكرة  S إذن المستوي  ABC  

ٌمسّ سطح الكرة  S. 

 :التمرٌن الثانً

1 ًحل ف  مجموعة الأعداد المركبة المعادلة   23 1 2 4 0z z z      

 E 3 تكافئ 1 0z    2 أو 2 4 0z z   1 أي 3z   أو  2 2 4 0... 1z z  . 

نحل المعادلة  1. 

 
2

2' 1 3 3 3 3i i       للمعادلة حلان هما 
1 1 3z i  و 

2 1 3z i . 

إذن  E تكافئ  1 3;1 3;1 3z i i   .
 

2 فً المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  ; ,O u v
 

 : لواحقها على الترتٌبC و A ،B نعتبر النقط 

     1 3Az   ،1 3Bz i  1  و 3Cz i . 

كتابة كلا من  (أ
Az ،

Bz و  
Cz على شكل أسًّ؛  

1 3 i

Az e                      وكل عدد حقٌقً سالب عمدته 0كل عدد حقٌقً موجب عمدته : تذكّر . 

3
1 3

2 2 cos sin 2
2 2 3 3

i

Bz i i e


    
       

  
 

32
i

C Bz z e




  

2016تبٌان أن  2016 20172B Cz z  .
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2016 2016
2016 2016

2016 2016 2016 20163 3 3 32 2 2 2
i i i i

B Cz z e e e e
   

    
       

   
 

      

2016 20162016 2016 2016 2016
2 cos sin 2 cos sin

3 3 3 3
i i

      
        

   
 

                        2016 2016 2016 20172016
2 2 cos 2 2 cos672 2 2 2

3




 
     

 
 

nتبٌٌن أن  (ب n

B Cz zًحقٌقً من أجل كل عدد طبٌع n . 

3 3 3 32 2 2 2 2 2 cos
3

n n n n
i i i i

n n n n n n n

B C

n
z z e e e e

   
  

       
 

       تذكٌر : 2Rez z z  

م العدد الطبٌعً ٌّ 2n:  بحٌثnتعٌٌن ق n n

B Cz z . 

2n n n

B Cz z  2 معناه 2 cos 2
3

n nn 
 

 
 ٌكافئ 

1
cos

3 2

n
  أي  cos cos

3 3

n 
 

2ومنه  
3 3

n
k

 
  2 أو

3 3

n
k

 
   1 أي 6n k  مع  k  1 أو 6n k   مع *k  

3 كتابة العدد المركب A C

A B

z z

z z




  على شكل أسًّ، 

2
1 3 1 3 3 3 1

11 3 1 3 3 3

i
A C

A B

z z i i i
i e

z z ii i


       

     
      

 

 .ABCاستنتاج طبٌعة المثلث 

2
i

A C

A B

z z
e

z z







2 معناه 
i

C A

B A

z z
e

z z







1C وهذا ٌعنً أنّ  A

B A

z z

z z





arg و 

2

C A

B A

z z

z z

 
  

 
 

ACأي  AB و  ;
2

AB AC


 
 

 . ومتساوي الساقٌنA قائم فABCً إذا المثلث 

4 تعٌٌن اللاحقة 
Gz للنقطة G منتصف القطعة  BC و حساب الطولٌن ،BCو  GA. 

1 3 1 3
1

2 2

B C
G

z z i i
z

   
   

1 3 1 3 2 3 2 3C BBC z z i i i         

1 3 1 3 3A GGA z z        

5 ًنسم  S  مجموعة النقط Mمن المستوي ذات اللاحقة z والتً تحقق   2 2 12...... 1BM CM . 

 من المستوي، المساواة Mالتحقق أنه من أجل كل نقطة   (أ 1 تكافئ  . 0.... 2BM CM 
 

. 

 2 2 12BM CM  2 معناه 2 2 . 2 . 12BM CM BM CM BM CM   
   

 وتكافئ 

 
2

2 . 12BM CM BM CM  
   

 وتكافئ  
2

2 . 12BM MC BM CM  
   

 وتكافئ 

 
2

2 . 12BC BM CM 
  

2 ومعناه  2 . 12BC BM CM 
 

2  لكن لدٌنا  3BC  

إذن  1 12 تكافئ 2 . 12BM CM 
 

2 وتكافئ  . 0BM CM 
 

. أي  0BM CM 
 

  . 

 تنتمً إلى المجموعة Aالتحقق أنّ النقطة   (ب S. 

A تنتمً إلى المجموعة  S إذا وفقط إذا كان . 0BA CA 
 

. 
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2لدٌنا 
i

A C

A B

z z
e

z z







arg معناه 
2

A C

A B

z z

z z

  
 

 
 وهذا ٌعنً أنّ  ;

2
BA CA




 
BA وٌكافئ  CA

 
 

.أي  0BA CA 
 

 تنتمً إلى المجموعة A وبالتالً النقطة   S. 

تحدٌد المجموعة  Sمع إعطاء عناصرها الممٌزة . 

 M S إذا وفقط إذا . 0BM CM 
 

BM أي  CM
 

 وبالتالً  S هً الدائرة التً قطرها  BCأي الدائرة  

3GA ونصف قطرها Gالتً مركزها  . 

 ثم أنشئ G و A ،B ، Cتعلٌم بدقة النقط  (جـ S. 

2B Cz z  2 معناهOB OC  إذن النقطتٌن Bو C تنتمٌان إلى الدائرة  C التً مركزها O ونصف  

 .1 هً C وB حٌث فاصلتً النقطتٌن 2قطرها 

B  هً نقطة تقاطع الدائرة C 1 مع المستقٌم ذي المعادلةx والتً تقع فً الربع الأول . 

C  هً نقطة تقاطع الدائرة C 1 مع المستقٌم ذي المعادلةx والتً تقع فً الربع الرابع . 

 هً نقطة تقاطع Aالنقطة  S مع محور الفواصل حٌث فاصلة النقطة Aسالبة . 

 :التمرٌن الثالث

فً الشكل المرفق  fC هو التمثٌل البٌانً للدالة f المعرفة على المجال  1;بـ  : 
ln

x
f x

x
. 

والمستقٌم  d ذو المعادلة y x. 

نعتبر المتتالٌة  nu المعرفة على 0:  بـ 5u  و  1n nu f u . 

 .fأ ـ دراسة اتجاه تغٌر الدالة . 1

 تقبل الإشتقاق على fالدالة 1;ولدٌنا :  
 

2

ln 1
'

x
f x

x


 

إشارة  'f x من نفس إشارة  ln 1x . 

 ' 0f x  ًتعن  ln 1 0x   وٌكافئ  ln 1x  أي x e 

 ' 0f x  ًتعن  ln 1 0x   وٌكافئ  ln 1x  أي x e 

 ' 0f x  ًتعن  ln 1 0x  1 وx  وٌكافئ  ln 1x   

1xو   1 أي x e . 

 متناقصة تماما على المجال fبالتالً الدالة  1;e ومتزاٌدة تماما على المجال  ;e .     

 .3u و 0u ،1u ،2uب ـ تمثٌل على محور الفواصل الحدود 

إعطاء تخمٌنا حول اتجاه تغٌر المتتالٌة . 2 nu. 

حسب الشكل ٌبدو أن المتتالٌة  nuمتناقصة . 

n ،nuبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبٌعً . 3 e. 

لدٌنا 
0u e 0 أي الخاصٌة صحٌحة من أجلn . 

 . عددا طبٌعٌاnلٌكن 

nuنفرر أن  e وبما أن الدالة  f متزاٌدة تماما على المجال  ;e  ّفإن    nf u f e 1 أيnu e . 

n ،nuإذن من أجل كل عدد طبٌعً  e وهذا حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع. 

دراسة اتجاه تغٌر المتتالٌة . 4 nu ، 

1

1
1

ln ln

n
n n n n

n n

u
u u u u

u u


 
     

 
 

(d)

(Cf)

2 3 4 5 6 7 8

2

3

4

5

6

0 1

1

x

y



16 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

، nلدٌنا من أجل كل عدد طبٌعً 
nu e معناه ln 1nu  ٌكافئ 

1
1

ln nu
 وٌكافئ 

1
1 0

ln nu
  إذن   

1
1 0

ln
n

n

u
u

 
  

 
 أي 

1 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة . 

استنتاج ان  nu  متقاربة ولتكن نهاٌتها l 

بما أن انمتتانية  nuمتىاقصة ومحدودة مه الأسفم بانعدد e فهي متقاربة وحى عدد حقيقي  l. 

تبٌٌن أنّ . 5 l f l ، 

لدٌنا المتتالٌة  nu متقاربة إذن 
1lim limn n

n n
u u l

 
  ولدٌنا  1n nu f u  معناه  1lim limn n

n n
u f u

 
 

 مستمرة على المجال fوالدالة 1; وبالأخص عند l إذن   l f l. 

حساب نهاٌة المتتالٌة  nu. 

 l f l معناه 
ln

l
l

l
 0 ٌكافئ

ln

l
l

l
  وٌكافئ 

ln
0

ln

l l l

l


 أي 

 1 ln
0

ln

l l

l


 0 ومنهl  أو 

1 ln 0l  0 أيl  أو l e ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ،
nu e ّفإن l e إذن lim n

n
u e


. 

 :التمرٌن الرابع

Iلتكن الدالة ـ g المعرفة على ًكما ٌل  :   1 1xg x x e  
 

ٌّرات الدالة . 1  .gدراسة تغ

 ولدٌنا  تقبل الإشتقاق على gالدالة    ' 1x x xg x e x e xe    

x ،0xeمن أجل كل عدد حقٌقً  ومنه إشارة  'g x هً مثل إشارة x. 

 متناقصة تماما على المجال gوبالتالً الدالة ;0 ومتزاٌدة تماما على المجال  0;. 

 lim lim 1 1x x

x x
g x xe e

 
    لأن  lim 0x

x
xe


 و lim 0x

x
e


. 

   lim lim 1 1x

x x
g x x e

 
     

 :جدول تغٌراتها ٌكون كالتالً
 0  x 

         0       'g x 

 1 

 
0    

 

 g x 

استنتاج إشارة . 2 g x على   ، 

x ، أنه، من أجل كل عدد حقٌقgًنلاحظ من جدول تغٌرات الدالة  0g x . 

x ،1تعلٌل أنه من أجل كل عدد حقٌقً  0xxe  . 

x ،لدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0g x  معناه  1 1 0xx e   1 وٌكافئ 0x xxe e   أي  

1x xxe e  1 أي 0xxe   ًمن أجل كل عدد حقٌق x. 

x ،التحقق أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 3   ' 1 xg x g x e   ، 

لدٌنا   1x xg x xe e   معناه    ' 1xg x g x e   أي    ' 1 xg x g x e  . 

استنتاج  
1

0
g x dxوفسّره هندسٌا . 

         
1 1 1

00 0
' 1 1 1 0 1x xg x dx g x e dx g x e x g e g                         
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   
1

0
2 1 3g x dx e e     

بما أنّ  
1

0
0g x dx  فإن  

1

0
g x dx  هو مساحة الحٌز المستوي المحدد بمنحنى الدالةgومحور الفواصل  

0xوالمستقٌمٌن اللذٌن معادلتٌهما   1 وx . 

IIـ f الدالة العددٌة المعرفة على ًكما ٌل  : 
1

x

x

xe
f x

xe



 

 fC  تمثٌلها البٌانً فً المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس ; ,O i j
 

. 

حساب . 1 lim
x

f x


 و  lim
x

f x


  

limلدٌنا  0x

x
xe


 إذن  lim lim 0

1

x

xx x

xe
f x

xe 
 


. 

 
1

lim lim lim lim 1
1 11

1 1

x x

xx x x x
x

x x

xe xe
f x

xe
xe

xe xe

   
   

    
    

   

 

 .تفسٌر النتٌجتٌن بٌانٌا

 fC ٌقبل عند  و  0 مستقٌمٌن مقاربٌن معادلتٌهما على الترتٌبy  1 وy . 

x ،أ ـ تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 2 
 

 
2

1
'

1

x

x

x e
f x

xe





  

 : ولدٌنا  تقبل الأشتقاق على fالدالة

 
    

 

   

 
2 2

11
'

1 1

x x x xx x x x x x

x x

e xe xe xee xe xe e xe xe
f x

xe xe

         
 

 

                                                              
 

 

 
2 2

1
'

1 1

xx x

x x

x ee xe
f x

xe xe


 

 
 

ر الدالة  ٌّ   f ب استنتاج اتجاه تغ

0xe لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً  و   
2

1 0xxe   ومنه إشارة  'f x كإشارة  1x . 

 من المجال xمن أجل كل عدد حقٌقً  ; 1  ، ' 0f x . 

 من المجال xو من أجل كل عدد حقٌقً  1;  ، ' 0f x . 

 متناقصة تماما على fإذن الدالة  ; 1  ومتزاٌدة تماما على  1; . 

راتها ٌّ  .جدول تغ

 1  x 

 +       0   'f x 

1 0 

 

 
1

1e




 

 

 f x 

 
yتبٌٌن . 3 xمعادلة لـ  T مماس المنحنى  fCفً المبدأ . 

    ' 0 0 0y f x f   ومنه  1 0 0y x   أي   :T y x. 
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x ،تبٌٌن أنه من أجل كل عدد حقٌقً. 4 
 

1x

xg x
f x x

xe


 


  

 
      2 1 1 1

1 1 1 1 1

x x xx x x

x x x x x

x e xe x e x xg xxe xe x e x
f x x x

xe xe xe xe xe

        
      

    
 

استنتاج وضعٌة  fC بالنسبة لـ  T. 

1 لدٌنا xمن أجل كل عدد حقٌقً  0xxe   ومنه إشارة  f x x هً من نفس إشارة  xg x. 

    0  x 

    0   + x 
 +     0   +   g x 

  0 +  f x x 

 fC  تحت T       fC  فىق T الوضعٌة 

 fC  و T ٌتقاطعان فً النقطة O. 

رسم . 5 fC والمنحنى  T. 

 
IIIـ  nu  المتتالٌة العددٌة المعرفة علىبـ  :

0 2u  ًومن أجل كل عدد طبٌع n ، 1n nu f u . 

n ،0nuبرهان بالتراجع أنه، من أجل كل عدد طبٌعً . 1 . 

 لدٌنا 
0 0u  0 إذن الخاصٌة صحٌحة من أجلn    . 

0nuنفرر أنّ   1 من أجل عدد طبٌعً ونبرهن أن 0nu  . 

0nuلدٌنا   وبما أن الدالة متزاٌدة تماما على المجال  0; فإن    0nf u f أي 
1 0nu   

n ،0nuإذا حسب مبدأ الاستدلال بالتراجع فإنه من أجل كل عدد طبٌعً  . 

تبٌٌن أن المتتالٌة . 2 nu متناقصة  

 من المجال xلدٌنا من أجل كل عدد حقٌقً  0; ،  0f x x  ًوبما أنه من أجل كل عدد طبٌع n ، 

 0;nu   فإن    0n nf u u  1 أي 0n nu u   وبالتالً المتتالٌة  nuمتناقصة . 

 .استنتاج أنها متقاربة
بما أن المتتالٌة  nu فهً متقاربة ونهاٌتها عدد حقٌقً 0 متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد l. 

حساب نهاٌة المتتالٌة . 3 nu. 

لدٌنا المتتالٌة  nu 1 متقاربة إذنlim limn n
n n

u u l
 

  ولدٌنا  1n nu f u وبما أن الدالة f مستمرة على  

فإن  l f l ومنه   0f l l  وعلٌه  
 lg

0
1l

l

le





0l  أي    ًوبالتال  lim 0n

n
u


. 

(T)

(Cf)

2 3-1-2-3

2

-1

-2

0 1

1

x

y
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اندًٕٓسٌح اندزائشٌح انذًٌقشاطٍح انشعثٍح 

        دٔسج ذذسٌثٍح      الإيرحاٌ انردشٌثً نشٓادج انثكانٕسٌا                       

 2015    دٔسج أفشٌم       .                   ذقًُ سٌاضً+ عهٕو ذدشٌثٍح : انشعثح

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

  أحًذ خايس– يصطفاي عثذ انعزٌز: إعذاد.                                                        22خرثاس سقى انحم انًفصم نلا

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

عهى انًرششح أٌ ٌخراس أحذ انًٕضٕعٍٍ انرانٍٍٍ  

ل  ّٔ انًٕضٕع الأ

ل ّٔ  ( َقاط05.5 ):  انرًشٌٍ الأ

انًضرٕ٘ انًشكة يُضٕب إنٗ انًعهى انًرعايذ  ٔانًرجاَش  ; ,O u v
 

. 2cm انٕحذج  

A  2انُمطح  انرٙ لاحمرٓاi ؛f  انرحٕٚم انُمطٙ انز٘ ٚشفك تكم َمطح M ٕ٘راخ انلاحمح   يٍ انًضرz انُمطح 'M 

':  حٛثz'راخ انلاحمح  2 2z z i   

3 راخ انلاحمح B  َعرثش انُمطح. 1 2i .

. f عهٗ انرشذٛة تانرحٕٚم A ٔ B صٕسذٙ A ٔ 'B'    أ ـ احضة لاحمرٙ انُمطرٍٛ 

. A ، B  ،'A ٔ 'B     ب ـ أَشئ انُمػ  

 ذُرًٙ إنٗ انًضرمٛى Mتٍٛ أَّ، إرا كاَد انُمطح  . 2  2 ر٘ انًعادنحy   فئٌ انُمطح 'M ٗذُرًٙ أٚعا إن   .

نٌّ z يٍ انًضرٕ٘ راخ انلاحمح Mتشٍْ أَّ يٍ أجم كم َمطح  . 3 ':  فئ 2 2 2z i z i   .

.      فضش ُْذصٛا ْزِ انًضأاج

2z عًذج نهعذد انًشكة ، َضًٙ  A ذخرهف عٍ Mيٍ أجم كم َمطح  . 4 i .

 ْٙ لٛش نهزأٚح     أ ـ أثثد أٌ  ;u AM
 

 .

    ب ـ تشٍْ أٌ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حمٛمٙ صانة أٔ يعذٔو  .

'    جـ ـ اصرُرج عًذج نـ  2z i تذلانح  .

     د ـ يارا ًٚكٍ أٌ ذضرُرج يٍ أجم َصفٙ انًضرمًٍٛٛ  AM ٔ  'AM. 

 (  َقاط  04.5 ) :انرًشٌٍ انثاًَ

فٙ انفعاء انًُضٕب إنٗ يعهى يرعايذ ٔيرجاَش  ; , ,O i j k
  

 َعرثش انُمػ  1;0;1A  ، 1;1;0B، 0; 1; 4C   ٔ 

 1;1;2D  .

نٌّ انشعاعٍٛ أ ـ - 1 ABتٛنٍّ أ


 ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

. ، ثىنّ احضة يضاحرABCّاصرُرج غثٛعح انًثهث ب ـ     

u عٛنٍّ شعاعا أ ـ- 2


.:  حٛث 0u AB 
 

 ٔ . 0u BC 
 

 .

اصرُرج يعادنح دٚكاسذٛح نهًضرٕ٘ ب ـ      ABC .

نٌّ انُمطح خـ ـ       لا ذُرًٙ إنٗ انًضرٕ٘ Dذحمك أ ABCٙٔاصرُرج غثٛعح انشتاع ABCD .

 ٔانًضرٕ٘ D احضة انًضافح تٍٛ انُمطح    د ـ ABC  .

. ABCDاحُضة حجى ستاعٙ انٕجِٕ - 3

نٌّ أ ـ - 4 2ذحمك أ 5 2 3 0x y z    ٕ٘يعادنح نهًضر  BCD .

 عٍ انًضرٕ٘ A احُضة تعُذ انُمطح ب ـ     BCD .

. BCD اصرُرج يضاحح انًثهث خـ ـ    
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 ( َقاط4 ): انرًشٌٍ انثانث

 nu
 

فح عهٗ  :  تــيررانٛح يعشنّ
0

1

1

nu

n n

u

u u e








 

n: 0nuأ ـ تشٍْ تانرشاجع أَنّّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ .1 .  

نٌّ      ب ـ تٛنٍّ أ nuيرُالصح  .

نٌّ      جـ ـ اصرُرج أ nuيرماستح ثىنّ احضة َٓاٚرٓا  .

2 . nw ٙفح يٍ أجم كم عذد غثٛع lnn:  تـn يررانٛح يعشنّ nw u .

1n: أ ـ أثثد، أَنّّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ       n nu w w   .

0: ب ـ َعع      1 2 ... nS u u u u     . ٌّن 0تٛنٍّ أ 1nS w w   ثىنّ احضة  lim
n

S


.   

 (  َقاط 06 ): انرًشٌٍ انشاتع  

  I /g انذانح انعذدٚح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ; ٙكًا ٚه   :     
2

1 1 ln 1g x x x     

يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال  gتٍٛ أٌ انذانح . 1 1 ;  

احضة . 2 0g ثى اصرُرج إشاسج  ،  g x عهٗ انًجال 1 ;  

 II /f انذانح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ; ٙكًا ٚه  :
 ln 1

( )
1

x
f x x

x


 


   

     fC ذًثٛهٓا انثٛاَٙ فٙ انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاَش  ; ,O i j
 

     

احضة كلا يٍ  (1 
1

lim
x

f x



  ٔ  lim
x

f x


  ٔفضش انُرٛجح الأٔنٗ ُْذصٛا 

 يٍ انًجالxتٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  (2 1 ;  ٌٕٚك     : 
 

 
2

1

g x
f x

x
 


 

   ٔشكم جذٔل ذغٛشاذٓا fاصرُرج اذجاِ ذغٛش انذانح (3

اصرُرج أَّ إرا كاٌ  (4 0 ; 4x   ٌفئ     0 ; 4f x  

تٍٛ أٌ انًضرمٛى -  (5  
yرٔ انًعادنح  x ُٙيماسب يائم نهًُح   fC  

ادسس ٔظعٛح  -  ٗتانُضثح إن ( )fC  

اسصى كلا يٍ انًضرمٛى  (6  ُٙٔانًُح  fC 

7) h   انذانح انًعشفح عهٗ انًجال 1 ;  ٙكًا ٚه     : 
2

( ) ln 1h x x    

احضة  - أ h x  

: احضة يضاحح انحٛز انًضرٕ٘ انًحذد تـ - ب fC ٔانًضرمٛى   ٔانًضرمًٍٛٛ انهزٍٚ يعادنراًْا  

                 0x  1 وx . 

III / nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
 

0

1

4

nn

u

u f u


 

 

تاصرعًال انًُحُٙ (1 fC ٔانًضرمٛى   ٍ0 يثم عهٗ حايم يحٕس انفٕاصم كلا يu ، 1u ،2u ، 3u 

n   : 0تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ  (2 4nu  

تٍٛ أٌ انًررانٛح-  (3 nu يرُالصح  ثى اصرُرج أَٓا يرماستح  

limـ احضة عُذئز  nu 
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انًٕضٕع انثاًَ 

 

 ( ٌ 04 ) :  انرًشٌٍ الأٔل

   انًضرٕ٘ انًشكة يُضٕب إنٗ انًعهى انًرعايذ  ٔ انًرجاَش  , ,O i j
 

  

:  انًعادنح    َعرثش فٙ يجًٕعح الأعذاد انًشكثح   (1 2 2 4 4 0 ......... 1z z i    

 حلا نهًعادنح  2iذحمك أٌ  1  ثى اصرُرج انحم اٜخش 

  صٕس الأعذاد A ،B ، C  ،  Dَعرثش انُمػ   (2
Az ، 

Bz ، 
Cz  ، 

Dz عهٗ انرشذٛة  حٛث  : 

2Az i ،   2 2Bz i   ، 2 4Cz i  ،  4Dz  

 يُرصف انمطعح انًضرمًٛح I لاحمح انُمطح Izاحضة  - أ AC 

2:  تٍٛ أٌ - ب
i

C I

D I

z z
e

z z







 ICD،  ثى اصرُرج َٕع انًثهث 

 ABCDعٍٛ يع انرثشٚش َٕع انشتاعٙ -      جـ

تٍٛ أٌ انعذد  -  (3 
2016

Iz عذدا حمٛمٛا ْٕ  

 انرٙ ٚكٌٕ يٍ أجهٓا  nـ عٍٛ لٛى انعذد انطثٛعٙ  
n

Iz  عذدا ذخٛهٛا صشفا

 

 ( َقاط   05  ) : انرًشٌٍ انثاًَ

:  ، َعرثش انُمػانفعاء يُضٕب إنٗ يعهى يرعايذ ٔيرجاَش 

 1;2;3A ، 0;1;4B ، 1; 3;2C   ٔ  4; 2;5D  .

.  ذعٛنٍّ يضرٕٚاA ،B ٔ Cتٛنٍّ انُمػ . 1

نٌّ انشعاع . 2 تٛنٍّ أ 2; 1;1n 


 َاظًٙ نهًضرٕ٘  ABC ٕ٘ثىنّ اكرة يعادنح نٓزا انًضر 

َعرثش انًضرمٛى . 3  ٙرٔ انرًثٛم انٕصٛط  

2 2

1 ;

4

x t

y t t

z t







 

   

 

 

نٌّ انُمطح . 4   ذُرًٙ إنٗ انًضرمٛى Dذحمك أ  ٌّن  ٔأ  ٕ٘عًٕد٘ عهٗ انًضر ABC .

عهٗ انًضرٕ٘ D  انًضمػ انعًٕد٘ نهُمطح Hَضًٙ . 5 ABC ٌّن  .ABC ْٙ يشكز ثمم انًثهث H؛ ذحمك أ

نركٍ . 6 ; ;M x y z َمطح كٛفٛح يٍ انًضرمٛى   .

نٌّ  26: أ ـ تٛنٍّ أ 12 8BM t t   

فح عهٗ fب ـ  :  كًا ٚهٙ انذانح انًعشنّ  26 12 8f x x x   

نٌّ انذانح  f    ـ ادسس اذجاِ ذغٛنّش انذانح .  ذمثم لًٛح حذٚح صغشٖ ٚطهة اٚجادْاf ٔشكم جذٔل ذغٛنّشاذٓا، ثىنّ تٛنٍّ أ

  ٔانًضرمٛى Bجـ ـ اصرُرج انًضافح تٍٛ انُمطح   .

      

 

 

 

 

 

 

 

 

 ; , ,O i j k
  
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 ( َقاط  5 ): انرًشٌٍ انثانث   

   nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
0

1

1

3

21

n
n

n

u

u
u

u












 

n :  0nuأَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ (1    

تٍٛ أٌ انًررانٛح  (2 nu
 

 يرُالصح ذًايا  ثى اصرُرج أَٓا يرماستح 

n :1تٛنٍّ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ - أ (3

1

7
n nu u  

: nأَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ  تاصرعًال انثشْاٌ تانرشاجع تٍٛ- ب
1

7
n

n

u
 

  
 

 

احضة َٓاٚح انًررانٛح   - جـ  nu 

  َعرثش انًررانٛح (4 nv ٙانًعشفح كًا ٚه  :
18

n
n

n

u
v

u



 

تٍٛ أٌ  - أ nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
 

:  ثى اصرُرج أٌ  n تذلانح nvاكرة عثاسج  - ب

1
18

7

1
19

7

n

n

nu

 
 
 
 

  
 

  احضة يشج ثاَٛح َٓاٚح انًررانٛح  nu 

 ( َقاط  06 ) : انرًشٌٍ انشاتع  

f ٗانذانح انًعشفح عه  ٙكًا ٚه   :
2

( ) 1
1

x

x

e
f x x

e
   


 ،( )fC ٗذًثٛهٓا  انثٛاَٙ فٙ انًضرٕ٘ انًُضٕب إن    

س انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاٌ ; ,O i j
 

.   

x  : تٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  (1    0f x f x  ثى اصرُرج أٌ انذانح ،f  فشدٚح 

  ثى اصرُرج َٓاٚرٓا عُذ    عُذ  f  احضة َٓاٚح انذانح  (2

x : تٍٛ أَّ يٍ أجم  (3 
 

2

2

1

1

x

x
f x

e

e



 


  ٔشكم جذٔل ذغٛشاذٓاf، ثى  اصرُرج اذجاِ ذغٛش انذانح 

احضة    (4   lim 1
x

f x x


      ٌثى اصرُرج أ ( )fC ٚمثم يضرمًٍٛٛ يماستٍٛ يائهٍٛ ٚطهة إٚجاد يعادنح نكم 

 يًُٓا 

)أَشئ انًُحُٙ  (5 )fC    

6)   ًٙعذد حمٛمٙ صانة ذًايا، َض  S   ُٙيضاحح انحٛز انًضرٕ٘ انًحذد تانًُح ( )fC ٙٔانًضرمًٛاخ انر 

1yيعادلاذٓا   x    ،  0x   ،  x  

 عٍ انًضاحح عثش تذلانح  - أ S  

احضة  - ب lim
x

S 

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ل ّٔ : حم انًٕضٕع الأ

ل ّٔ  ( َقاط05.5 ) :  انرًشٌٍ الأ

3 راخ انلاحمح B  َعرثش انُمطح. 1 2i .

. f عهى انرشذٍة تانرحٌٕم A ٔ B صٕسذً A ٔ 'B'أ ـ حساب لاحقرً انُقطرٍٍ 

 ' 2 2 2 2 2 2A A Az z i i i i z         

 ' 2 2 2 3 2 2 6 2B Bz z i i i i               

. A ، B  ،'A ٔ 'Bب ـ إَشاء انُقظ  

 ذُرًً إنى انًسرقٍى Mذثٍاٌ أَّ، إرا كاَد انُقطح  . 2  2 ري انًعادنحy   فإٌ انُقطح 'M ذُرًً أٌضا  

إنى       .

 M   ِ2 يعُاz x i  حٛث x ٌعذد حمٛمٙ إر    ' 2 2 2 2 2 2 2 2z x i i x i i x i           

أ٘  'M  .  

ٌّ z يٍ انًسرٕي راخ انلاحقح Mتشْاٌ أَّ يٍ أخم كم َقطح  . 3 ':  فإ 2 2 2z i z i   .

نذُٚا 
' 2 2

2 2A A

z z i

z z i

   


  

 ٔتطشح انًضأذٍٛ غشفا إنٗ غشف َجذ  ' 2A Az z z z    ٌْٔزا ٚعُٙ أ 

 ' 2A Az z z z    ِٔيعُا  ' 2A Az z z z    ٔٚكافئ ' 2A Az z z z   ٘أ 

' 2 2 2z i z i    .

. ذفسٍش ُْذسٍا ْزِ انًسأاج

' 2 2 2z i z i  
 

'ذعُٙ  2AM AM  .

2z عًذج نهعذد انًشكة ، َضًٙ  A ذخرهف عٍ Mيٍ أجم كم َمطح  . 4 i .

 ًْ قٍس نهزأٌح أ ـ إثثاخ أٌ  ;u AM
 

 .

     arg 2 arg ;Az i z z u AM     
 

 

ب ـ تشْاٌ أٌ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حقٍقً سانة أٔ يعذٔو  .

نذٌُا  ' 2A Az z z z    ِيعُا  ' 2 2 2z i z i    ٚكافئ      ' 2 2 2 2 2z i z i z i z i      

ٔٚكافئ   
2

' 2 2 2 2z i z i z i     ٔعهّٛ انعذد   ' 2 2z i z i عذد حمٛمٙ صانة أٔ يعذٔو  .

'خـ ـ اسرُراج عًذج نـ  2z i تذلانح  .

نذُٚا   arg ' 2 2 2z i z i k        ِيعُا    arg ' 2 arg 2 2z i z i k       ٔٚكافئ 

   arg ' 2 arg 2 2z i z i k       ٘أ  arg ' 2z i     . 

د ـ يارا ًٚكٍ أٌ ذضرُرج يٍ أجم َصفٙ انًضرمًٍٛٛ  AM ٔ  'AM .

 arg ' 2z i      ِيعُا    ; ' ;u AM u AM   
   

 َضرُرج ْكزا أٌ َصفٙ انًضرمًٍٛٛ AM ٔ  'AM  

 .يرُاظشاٌ تانُضثح نًحٕس انرشاذٛة

 (  َقاط  04.5 ) :انرًشٌٍ انثاًَ

ٌّ انشعاعٍٍ - 1 ABأ ـ ذثٍاٌ أ


 ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

نذُٚا  2;1; 1AB 


 ٔ  1; 2; 4BC   


. إرٌ  2 1 1 2 1 4 0AB BC       
 

AB أ٘ 


ٔ  BC


.  يرعايذاٌ

. ، ٔاحسة يساحرABCّب ـ اسرُراج طثٍعح انًثهث 

ٔيضاحرّ   C لائى فٙ ABCانًثهث  
2

AB BC
S ABC


 
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حٛث  
22 22 1 1 6AB      ،      

2 2 2
1 2 4 21BC        

إرٌ  
6 21 126 3 14

2 2 2
S ABC ua


   

uأ ـ ذعٍٍٍ شعاعا - 2


.:  حٍث 0u AB 
 

 ٔ . 0u BC 
 

 .

َعع  ; ;u a b c


. ؛  0u AB 
 

2 يعُاِ  0a b c   ٔ   . 0u BC 
 

2 يعُاِ  4 0a b c    

إرٌ َحصم عهٗ انجًهح  
 

 

2 0......... 1

2 4 0.... 2

a b c

a b c

   

   

 تعشب انًعادنح  1 ٔتجًع انًعادنرٍٛ َجذ 2 تانعذد 

3 6 0a c  ٘2 أa c ٍٔتانرعٕٚط ع a ٙف  1 4 َجذ 0c b c   ٘3 أb c    ّٛٔعه 2 ; 3 ;u c c c


 

1cَأخز يثلا   َجذ  2; 3;1u 


.   

ب ـ اسرُراج يعادنح دٌكاسذٍح نهًسرٕي  ABC .

انًضرٕ٘  ABC 2 نّ يعادنح يٍ انشكم 3 0x y z d    ٔنذُٚا  B ABC ُٙ2 ٚع 1 3 1 0d     ٘أ 

1d  ٕ٘إرٌ نهًضر  ABC 2 انًعادنح 3 1 0x y z    .

ٌّ انُقطح   لا ذُرًً إنى انًسرٕي Dخـ ـ انرحقق أ ABCًٔاسرُرح طثٍعح انشتاع ABCD .

نٌّ  2تًا أ 3 1 2 3 2 1 2 0D D Dx y z           ٌفئ D ٕ٘لا ذُرًٙ إنٗ انًضر  ABC 

 ٔABCDِٕستاعٙ ٔج ْٕ  .

 ٔانًسرٕي Dد ـ حساب انًسافح تٍٍ انُقطح ABC  .

  
 

22 2

2 3 1 2
;

142 3 1

D D Dx y z
d D ABC

  
 

  
 

. ABCDحساب حدى ستاعً انٕخِٕ - 3

     
1 1 3 14 2

; 1
3 3 2 14

V ABCD S ABC d D ABC uv      

4 - ٌّ 2أ ـ انرحقق أ 5 2 3 0x y z    يعادنح نهًسرٕي  BCD .

2نذُٚا  5 2 3 2 5 3 0B B Bx y z       ،2 5 2 3 5 8 3 0C C Cx y z       ٔ 

2 5 2 3 2 5 4 3 0D D Dx y z         ٔيُّ إحذاثٛاخ انُمػ B ،C ٔ D 2 ذحمك انًعادنح 5 2 3 0x y z    

2انًعادنح ٔعهّٛ  5 2 3 0x y z    ٕ٘نهًضر  BCD. 

 عٍ انًسرٕي Aب ـ حساب تعُذ انُقطح  BCD .

  
 

22 2

2 1 5 0 2 1 3 3 33
;

11332 5 2
d A BCD

     
  

  
 

. BCDخـ ـ اسرُراج يساحح انًثهث 

نذُٚا       
1

;
3

V ABCD S BCD d A BCD  ُّٔي  
 

  
3 3 1 33

33
; 33 33

11

V ABCD
S BCD ua

d A BCD


    

 ( َقاط4 ): انرًشٌٍ انثانث

 nu
 

فح عهٗ  :  تــيررانٛح يعشنّ
0

1

1

nu

n n

u

u u e








 

n: 0nuأ ـ تشْاٌ تانرشاخع أَّّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً .1 .  

0نذُٚا    1u  0 ٔيُّ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn .   
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نٌّ  0nuَفشض أ ٙيٍ أجم عذد غثٛع   n ٌَٔثشٍْ أ
1 0nu   .

1نذُٚا 
nu

n nu u e


    ٔيُّ إشاسج
1nu 

 ْٙ يٍ َفش إشاسج 
nu ٌ0 ٔتًا أnu  ٌفئ  

1 0nu   ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ 

n ،0nuالاصرذلال تانرشاجع إَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   .

 ٌّ ب ـ ذثٍاٌ أ nuيرُاقصح  .

 1 1n nu u

n n n n nu u u e u u e
 

      

n ،0nuنذُٚا يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ِ0 يعُاnu  1 ٚكافئnu
e


 1 ٔٚكافئ 0nu
e


  ّٛٔعه  

 1 0nu

nu e


 
 

أ٘ 
1 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح  nuيرُالصح . 

 ٌّ خـ ـ اسرُراج أ nuيرقاستح ٔحساب َٓاٌرٓا  .

تًا أٌ انًررانٛح  nu فٓٙ يرماستح ٔذمثم َٓاٚح 0 يرُالصح ٔيحذٔدج يٍ الأصفم تانعذد l حٛث l  .

نذُٚا 
1lim limn n

n n
u u l

 
  ٔ 1

nu

n nu u e


  1 إراlim lim nu

n n
n n

u u e



 

 ٔتًا أٌ انذانح xx xe  يضرًشج 

ll فئٌ  عهٗ le  ُّ0 ٔيll le   ٔٚكافئ  1 0ll e   ٘0 أl  ٙٔتانران lim 0n
n

u


  .

2 . nw ٙفح يٍ أجم كم عذد غثٛع lnn:  تـn يررانٛح يعشنّ nw u .

1n: أ ـ إثثاخ، أَّّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً  n nu w w   .

 1 1ln ln ln ln lnn nu u

n n n n n n n nw u u e u e u u w u
 

         ُّٔي  
1n n nu w w  . 

0: ب ـ َضع 1 2 ... nS u u u u     . ٌّ 0ذثٍاٌ أ 1nS w w   ٔحساب  lim
n

S


.   

نذُٚا يا ٚهٙ 

0 0 1

1 1 2

2 2 3

1

.

.

n n n

u w w

u w w

u w w

u w w 

 


 

  





 

 ٔتانجًع غشفا إنٗ غشف َجذ 
0 1 2 0 1... n nu u u u w w       ٘أ 

0 1nS w w    .

1نذُٚا  1
0

lim lim ln lim lnn n
n n t

w u t
 

  

    ٌّن 1lim  لأ lim 0n n
n n

u u
 

  

إرٌ   0 1lim lim n
n n

S w w 
 

   . 

 (  َقاط 06 ): انرًشٌٍ انشاتع  

  I  /1 . ذثٍاٌ أٌ انذانحg  يرزاٌذج ذًايا عهى انًدال 1; 
 

 ذمثم الاشرماق عهٗ gانذانح  1; ٔنذُٚا  :   
1

' 2 1
1

g x x
x

  


 

 يٍ انًجال xيٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  1;  نذُٚا  2 1 0x   ٔ 
1

0
1x



 ٔيُّ  ' 0g x  

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال gٔتانرانٙ انذانح  1;  .

حساب .2 0g ٔاسرُرح إشاسج ، g x عهى انًدال 1;  .

     
2

0 0 1 1 ln 0 1 0g       .

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال gانذانح  1;  .

يٍ أجم  1;0x   نذُٚا    0g x g ٘أ   0g x  .



8 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

يٍ أجم  0;x   نذُٚا    0g x g ٘أ   0g x  ٌّن  ؛ كًا أ 0 0g . 

 II /f انذانح انًعشفح عهٗ انًجال  1 ;  ٙكًا ٚه     :
 ln 1

( )
1

x
f x x

x


 


   

1 .
 

1

ln 1
lim

1x

x

x



 


 ٔيُّ  

 
1 1

ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 
 


   


 

ٔنذُٚا 
 ln 1 ln

lim lim 0
1x t

x t

x t 


 


 ٔيُّ  

 ln 1
lim lim

1x x

x
f x x

x 


   


. 

 يٍ انًجالxتٍٛ أَّ يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ . 2 1;  ٌٕٚك    : 
 

 
2

1

g x
f x

x
 


 

نٛكٍ  1;x    .

 
   

 

 

 

   

 

 

 

2

2 2 2 2

1
1 ln 1

1 ln 1 1 1 ln 11
' 1 1

1 1 1 1

x x
x x x g xx

f x
x x x x

  
                 

    
 
 

 

 . fاسرُراج اذداِ ذغٍش انذانح. 3

نذُٚا إشاسج  'f x كئشاسج   g x .

 يرُالصح ذًايا عهٗ fٔيُّ انذانح 1;0 ٗٔيرزاٚذج ذًايا عه  0; .

: ٔجذٔل ذغٛنّشاذٓا ٚكٌٕ كانرانٙ

 0 1 x 

     + 0   'f x 

             
 

 

       0  

 f x 

 

 

 يرزاٚذج ذًايا عهٗ انًجال fنذُٚا انذانح . 4 0;4 .

0إرا كاٌ  4x  ٌّن  فئ     0 4f f x f  ٘أ   
ln5

0 4
5

f x   ٌّن  ٔتًا أ
ln5

4 4
5

  ٌّن  فئ

 0 4f x   إرا يٍ أجم  0;4x  ٌفئ    0;4f x  .

ذثٍاٌ أٌ انًسرقٍى . - 5  
yرٔ انًعادنح  x ًُيقاسب يائم نهًُح   fC  

 
 ln 1 ln

lim lim lim 0
1x x t

x t
f x x

x t  


         

 

ٔيُّ انًضرمٛى   يماسب نهًُحُٗ تجٕاس . 

 دساسح ٔضعٍح   تانُسثح إنى ( )fC  

 
 ln 1

1

x
f x x

x


  


 

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   1 ٔٚكافئ 1x   ٘0 أx  .

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   0 ٔٚكافئ 1 1x   ٘1 أ 0x   .

  0f x x  ُٙٚع  ln 1 0x   ٚكافئ  ln 1 0x   1 ٔٚكافئ 1x   ٘0 أx  .
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              0 1 x 

                     0 +      f x x 

    fC ذحد                        fC فٕق   

                             fC ٔ   

. O                        ٚرماغعاٌ فٙ انُمطح 

 

انٕظعٛح 

 انُضثٛح

سصى كلا يٍ . 6  ٔ  fC .

 

7 .h  انذانح انًعشفح عهٗ انًجال 1 ;  ٙكًا ٚه   : 
2

( ) ln 1h x x    

أ ـ احضة  'h x .

 ذمثم الإشرماق عهٗ hانذانح  1 ; ٔنذُٚا  :   
 2ln 11

' 2 ln 1
1 1

x
h x x

x x

 
   

  
. 

: ب ـ حساب يساحح انحٍز انًسرٕي انًحذد تـ fC ٔانًسرقٍى   ٔانًسرقًٍٍٍ انهزٌٍ يعادنراًْا  

      0x  ،1x  

 
   

  
1

1 1 1 2

0 0 0
0

ln 1 2ln 11 1
ln 1

1 2 1 2

x x
A x f x dx dx dx x

x x

   
         
   

       
2 2 21 1 1

ln 1 1 ln 0 1 ln 2
2 2 2

A ua
   

       
   

 

III / nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
 

0

1

4

nn

u

u f u


 

 

 0u ، 1u ،2u ، 3uذًثٍم عهى حايم يحٕس انفٕاصم كلا يٍ . 1
: nتشْاٌ تانرشاخع تٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً. 2

0 4nu  

00نذُٚا  4u  0 أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn  .

نٌّ  0َفشض أ 4nu  نٌّ 4 ٔحضة َرٛجح انضؤال  فئ

 0 4nf u  

10أ٘  4nu   ٙٔعهّٛ يٍ أجم كم عذد غثٛع nٌفئ 

0 4nu ْٔزا حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع  .

 

(Cf)

2 3 4-1-2-3-4

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

(Cf)

2 3 4-1

2

3

0 1

1

x

y

u 0u 1u 2u 3
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ذثٍاٌ أٌ انًررانٍح - 3 nu   يرُاقصح 

نذُٚا يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ يٍ انًجال  0; ،  0f x x  ٙٔتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛع n ،0 4nu  

فئٌ   0n nf u u  ٘أ 
1 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح  nuيرُالصح  .

 اسرُراج أَٓا يرقاستح

تًا أٌ انًررانٛح  nu فٓٙ يرماستح0 يرُالصح ٔيحذٔدج يٍ الأصفم تانعذد . 

limـ حضاب  nu
  

نذُٚا انًررانٛح  nu ٌ1 يرماستح إرlim limn n
n n

u u l
 

  وبما أن  1n nu f u  والدالة مستمرة على   1;  

فإن  f l l ومنه   0f l l  0 وحسب ما سبقl  وبالتالي lim 0n
n

u


. 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

انًٕضٕع انثاًَ حم 

 

 ( ٌ 04 ) :  انرًشٌٍ الأٔل

 حلا نهًعادنح 2iانرحقق أٌ . 1 1  

   
2

2 2 2 4 4 4 4 4 4 0i i i i i           

اسرُراج انحم اَخش 

 حلا نهًعادنح zإرا كاٌ  1 ٌفئ 
2

2 2
1

z i   ٘2 أ 2z i  .

 يُرصف انقطعح انًسرقًٍح I لاحقح انُقطح Izأ ـ حساب . 2 AC
 

2 2 4
1

2 2

A C
I

z z i i
z i

   
    

2:  ب ـ ذثٍٍٍ أٌ
i

C I

D I

z z
e

z z







.  

 
2

32 4 1 1 3

4 1 3 3

i
C I

D I

i iz z i i i
i e

z z i i i

     
    

    
 

ICنذُٚا  ID ٔ  ;
2

ID IC



 

.  ٔيرضأ٘ انضالIٍٛ لائى فٙ ICD ٔيُّ انًثهث 

 ABCDذعٍٍٍ يع انرثشٌش َٕع انشتاعً - خـ

نذُٚا 
2 2 4

1
2 2

B D
I

z z i
i z

   
    أ٘ يُرصف   BD .

تًا أٌ    ID IC ٌفئ    BD AC ٔنذُٚا IC IA ID IB   ٘أ AC BD .

إرٌ  AC ٔ  BD ٙيرُاصفراٌ ٔ يرماٚضراٌ ٔيرعايذذاٌ ٔتانران ABCDيشتع  .

ذثٍاٌ أٌ انعذد  -  
2016

Iz  عذدا حقٍقٍا ْٕ 

41 2
i

Iz i e


    ٌإر         
2016

2016
2016 2016 20162016 5044 42 2 2 2

i i
i

Iz e e e
 

 
     
 

. 

 انرً ٌكٌٕ يٍ أخهٓا  nـ ذعٍٍٍ قٍى انعذد انطثٍعً  
n

Iz  عذدا ذخٍهٍا صشفا

نذُٚا     42
n

n in

Iz e


 .



11 

                          aziz_mus1@hotmail.fr سر النجاح أن تكون مخلصاً لأهدافك 

 
n

Iz  ِذخٛهٙ صشف يعُا  arg
2

n

Iz k


   ُّٔي  
4 2

n
k

 
  ٘2  أ 4n k   حٛث k . 

  : انرًشٌٍ انثاًَ

1 . ٌّ .  نٍسد عهى اسرقايح ٔاحذج A ،B  ٔC انُقظ  إثثاخ أ

 نذُٚا 1; 1;1AB  


ٔ   2; 5; 1AC   


 ٔ 
2 5

1 1

 


 
AB إرٌ انشعاعاٌ 


 ٔ AC


 غٛش يشذثطٍٛ 

.  نٛضد عهٗ اصرمايح ٔاحذج A ،B  ٔCانُمػ  خطٛا ٔيُّ 

ٌّ انشعاع . 2 إثثاخ أ 2; 1;1n 


 شعاع َاظًً نهًسرٕي  ABC . 

.نذُٚا  2 1 1 1 1 1 0n AB       
 

 ٔ . 2 2 1 5 1 1 0n AC       
 

 

نٌّ  nتًا أ AB
 

 ٔ n AC
 

ABانشعاعاٌ  ٔ


 ٔ AC


نٌّ   غٛش يشذثطٍٛ خطٛا فئ 2; 1;1n 


 ْٕ شعاع َاظًٙ 

نهًضرٕ٘  ABC 

ذعٍٍٍ يعادنح دٌكاسذٍح نهًسرٕي  ABC .

يٍ أجم كم َمطح  ; ;M x y z ٍي  ABCنذُٚا  :. 0AM n 
 

 ٔ  1; 2; 3AM x y z  


 .

. 0AM n 
 

يعُاِ       2 1 1 2 3 0x y z      ٘2 أ 3 0x y z   ٕ٘يعادنح دٚكاسذٛح نهًضر  ABC 

نٛكٍ انًضرمٛى . 3 ٙانز٘ ذًثٛهّ انٕصٛط   : 

2 2

1 ;

4

x t

y t t

z t

 


   
  

 .

ٌّ انُقطح    ذُرًً نهًسرقٍى D  ــ إثثاخ أ  ْزا انًسرقٍى عًٕدي عهى انًسرٕي ٌّ  ٔأ ABC. 

 D   ِيعُا 

4 2 2

2 1

5 4

t

t

t

 

   
  

 ٔيُّ 

1

1

1

t

t

t

 


 
  

1t  إرٌ يٍ أجم    َجذ انُمطح   4; 2;5D  يٍ انًضرمٛى   .

يٍ انرًثٛم انٕصٛطٙ َجذ  2;1; 1u  


 ْٕ شعاع ذٕجّٛ نهًضرمٛى    .

 ٔ 2; 1;1n 


 ْٕ شعاع َاظًٙ نهًضرٕ٘  ABC ُّٔي u n 
 

u ٔعهّٛ انشعاعاٌ 


 ٔ n


 ٔتانرانٙ  يشذثطاٌ خطٛا

نٌّ   فئ  ٕ٘عًٕد٘ عهٗ انًضر  ABC .

 .ABC ًْ يشكز ثقم انًثهث H  ذثٍٍٍ أٌــ  5

 عهٗ انًضرٕ٘ D   انًضمػ انعًٕد٘ نهُمطحHَجذ أٔلا إحذاثٛاخ انُمطح   ABC .

َحم انجًهح 

2 2

1

4

2 3 0

x t

y t

z t

x y z

 


  


 
    

 ٔيُّ       2 2 2 1 4 3 0t t t        .

6ٔيُّ  6 0t   ٘1 أt  ٌإر   0;0;3H .

نذُٚا  1;2;0HA


 ، 0;1;1HB


 ٔ  1; 3; 1HC   


 .

ٔيُّ  1 0 1;2 1 3;0 1 1HA HB HC       
  

 أ٘  0;0;0HA HB HC 
  

 

نٌّ  0HA ْٔزا ٚعُٙ أ HB HC  
   

. ABC ْٙ يشكز ثمم انًثهث H  نٛضد فٙ اصرمايٛح فئٌ A ،B  ٔC ٔتًا أٌ انُمػ 

6 . ٌّ 26: أ ـ ذثٍٍٍ أ 12 8BM t t   

 M  يعُاِ إحذاثٛاخ   M يٍ انشكم  2 2 ; 1 ;4M t t t   . 

     
2 2 2 2 2 22 2 0 1 1 4 4 4 8 4 4 4BM t t t t t t t t                 
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26أ٘  12 8BM t t  . 

فح عهٗ fب ـ :  كًا ٚهٙ انذانح انًعشنّ  26 12 8f x x x   

. fـ دساسح اذداِ ذغٍشّ انذانح

:  ٔنذُٚا ذمثم الاشرماق عهٗ fانذانح 
 

2 2

6 112 12
'

2 6 12 8 6 12 8

xx
f x

x x x x


 

   
 

إشاسج  'f x يٍ َفش إشاسج  1x  ٔتانرانٙ انذانح f ٗيرُالصح ذًايا عه  ;1 ٗٔيرزاٚذج ذًايا عه  1; .

 :ٔجذٔل ذغٛشاذٓا كانرانٙ

  1  x 

   +         0   'f x 

 

     2 

 f x 

x ،نذُٚا يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  2f x  ٔيُّ انذانح f ْٙٔ ٖ2 ذمثم لًٛح حذٚح صغش. 

  ٔانًضرمٛى Bٔعهّٛ انًضافح تٍٛ انُمطح    ْٙ 2 .

 ( َقاط  5 ): انرًشٌٍ انثانث   

   nuانًعشفح عهٗ يجًٕعح الأعذاد انطثٛعٛح   انًررانٛح  ٙكًا ٚه     :
0

1

1

3

21

n
n

n

u

u
u

u












 

n :0nuذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً . 1    

نذُٚا 
0 0u  0 أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجمn  .

0nuَفشض أٌ   ٌَٔثشٍْ أ 
1 0nu   .

0nuنذُٚا   ِ3 يعُا 0nu  ٔ 21 0nu   ٘أ 
1 0nu   ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع أَّ يٍ أجم  

n ،0nuكم عذد غثٛعٙ   .

ذثٍاٌ أٌ انًررانٍح . 2 nu
 

يرُاقصح ذًايا  ثى اسرُرح أَٓا يرقاستح  

 2

1

183 3 21

21 21 21

n nn n n n
n n n

n n n

u uu u u u
u u u

u u u


  
    

  
 

n ،0nuتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ٌ1  فئ 0n nu u   ٔتانرانٙ انًررانٛح   nuيرُالصح ذًايا . 

n : 1تٛنٍّ أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ - أ. 3

1

7
n nu u  

0nuنذُٚا يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ ،   ِ21 يعُا 21nu   ٚكافئ  
1 1

21 21nu



  ٔٚكافئ 

3 3

21 21

n n

n

u u

u



 

1 أ٘

1

7
n nu u  .

: طشٌقح ثاٍَح

17نُذسس إشاسج  n nu u  .
2 2

1

21 21 21
7

21 21 21

n n n n n
n n n

n n n

u u u u u
u u u

u u u


  
    

  
 

n ،0nuتًا أَّ يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ   ٌّن 21  فئ 0nu   ٔ 2 0nu  ٘17 أ 0n nu u   ِ17 يعُا n nu u  

1أ٘ 

1

7
n nu u . 
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: nذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد طثٍعً - ب
1

7
n

n

u
 

  
 

 

نذُٚا 

0
1

1
7

 
 

 
 ٔيُّ 

0

0

1

7
u

 
  
 

0n أ٘ انخاصٛح صحٛحح يٍ أجم   .

نٌّ  َفشض أ
1

7
n

n

u
 

  
 

 َٔثشٍْ أٌ 
1

1
1

7
n

n

u 


 

  
 

 .

نذُٚا 
1

7
n

n

u
 

  
 

 يعُاِ 
1 1 1

7 7 7
n

n

u
 

  
 

 ٚكافئ 
1

1 1

7 7
n

n

u


 

  
 

  ٔنذُٚا حضة انضؤال انضاتك يٍ أجم كم عذد 

n ،1غثٛعٙ 

1

7
n nu u  ٌإر  

1

1
1

7
n

n

u 


 

  
 

  ٔيُّ َضرُرج حضة يثذأ الاصرذلال تانرشاجع أَّ يٍ أجم كم عذد 

، nغثٛعٙ
1

7
n

n

u
 

  
 

 .

حساب َٓاٌح انًررانٍح   - خـ  nu 

يٍ أجم كم عذد غثٛعٙ نذُٚا 
1

0
7

n

n

u
 

   
 

نٌّ   ٔتًا أ
1

lim 0
7n

n



 
 

 
lim فحضة انُٓاٚاخ تانًماسَح فئٌ  0n

n
u


 .

أ ـ تٍٛ أٌ . 4 nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
 

 
1

1

3 3

3 3 121 21

3 21 37818 21 378 21 18 7
18

21 21

n n

n n nn n
n n

n nn n n

n n

u u

u u uu u
v v

u uu u u

u u





 
     

  


 

 

إرٌ  nv يررانٛح ُْذصٛح أصاصٓا 
1

7
0 ٔحذْا الأٔل 

0

0

1

18 19

u
v

u
 


. 

ب ـ 
1 1

19 7

n

nv
 

  
 

. 

:  اسرُراج أٌ

1
18

7

1
19

7

n

n

nu

 
 
 
 

  
 

   

18

n
n

n

u
v

u



.  يعُاِ  18n n n nv u v u  ٚكافئ . 18n n n nu v u v  ٔٚكافئ  1 18n n nu v v  ٘أ 

18

1

n
n

n

v
u

v



 

ٔعهّٛ  

1 1 1 1 1
18 18 18

19 7 19 7 7

1 1 1 1
1 19 1

19 7 7 7

19

n n n

n n n n
u

     
      

       
     

       
     
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1
18

7
lim lim 0

1
1

7

n

n n
n n

u
 

 
 
  
 

  
 

   لأٌ 
1

lim 0
7n

 
 

 
. 

 ( َقاط  06 ) : انرًشٌٍ انشاتع  

f ٗانذانح انًعشفح عه  ٙكًا ٚه   :
2

( ) 1
1

x

x

e
f x x

e
   


 ،( )fC ٗذًثٛهٓا  انثٛاَٙ فٙ انًضرٕ٘ انًُضٕب إن 

)انًعهى انًرعايذ ٔانًرجاَش  ; ; )O i j
 

   

x  :ذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم كم عذد حقٍقً. 1    0f x f x  ثى اسرُرح أٌ انذانح  ، f  فشدٌح 

:  عذدا حمٛمٛاxنٛكٍ 

   
 

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 11

x x x x x x

x x x x xx x

e e e e e e
f x f x x x

e e e e ee e

  

  
               

    
 

   
2 2 2 2

2 2 2 2 0
1 1 1

x x

x x x

e e
f x f x

e e e


            

  
 

ٔيُّ    f x f x   ٔيٍ أجم كم  x  ٌفئ x ٔعهّٛ انذانح fفشدٚح  .

  ٔاسرُراج َٓاٌرٓا عُذ   عُذ  fحساب َٓاٌح انذانح . 2

 
2

lim lim 1
1

x

xx x

e
f x x

e 
     


lim  لأٌ  1

x
x


    ٔ 

2
lim 0

1

x

xx

e

e



 .

     lim lim lim
x x t

f x f x f t
  

       

x : ذثٍٍٍ أَّ يٍ أخم . 3 
 

2

2

1

1

x

x
f x

e

e



 


 .

 
 

   

 

   

2
2 2

2 2 2 2

2 1 2 1 22 1
' 1 1

1 1 1 1

x x x x xx x

x x x x

e e e e ee e
f x

e e e e

     
        

   
 

x ،يٍ أجم كم عذد حمٛمٙ  ' 0f x  ٔتانرانٙ انذانح f ٗيرُالصح ذًايا عه  .

خذٔل ذغٍشاذٓا 
  x 

  'f x 

  
 

 

 f x 

 

 

 

ب احس. 4   lim 1
x

f x x


       

   
2

lim 1 lim 0
1

x

xx x

e
f x x

e 
        

 

 ٔيُّ fC 1 ٚمثم يضرمًٍٛٛ يماستٍٛ يعادنرًٛٓاy x   ٔ 1y x   تجٕاس  ٔ عهٗ انرشذٛة . 

)سسى انًُحًُ . 5 )fC    
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6 .         
0

0 0 2
1 2ln 1 2ln 2 2ln 1

1

x
x

x

e
S f x x dx dx e e ua

e



 


           
   

نذُٚا  lim ln 1 0e 


  ُّٔي    lim lim 2ln 2 2ln 1 2ln 2S e 

 


 
   .  

 
 

2 3-1-2-3

2

-1

-2

0 1

1

x

y
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