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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

العʙدǽة الʙوال مʨʴر حʨل شامل ʟʵمل الأول: الʜʳء
الʱالي: الʙʳول في مʙونة ax +b الॼɻارة إشارة a ̸= 0 مع ax +b الॼɻارة إشارة (1

x

ax +b

−∞ −b

a
+∞

a إشارة ʝȞع 0 a إشارة مʲل

a ̸= 0 مع ax2 +bx +c الॼɻارة إشارة (2
∆= b2−4ac ʘʽح ∆ ʜʽʺʺال ʶʴǼاب ax2+bx+c = 0...(1) الʺعادلة ʴǼل نقʨم أولا ax2+bx+c الॼɻارة إشارة لʙراسة

الʱالॽة: حالات الʲلاث ʜʽʺن
ومʻه R في حلʨل تقʰل لا (1) الʺعادلة وȃالʱالي ∆< 0 الʴالة01: ✓

x

ax2 +bx + c

−∞ +∞

a إشارة مʲل

تʴلʽل لاتقʰل ax2 +bx +c الॼɻارة
ومʻه: x1 =− b

2a
ʨه مʹاعف حلا تقʰل (1) الʺعادلة وȃالʱالي ∆= 0 الʴالة02: ✓

x

ax2+bx +c

−∞ − b

2a
+∞

a إشارة مʲل 0 a إشارة مʲل

ax2 +bx +c = a(x −x1)2 ʨه ax2 +bx +c الॼɻارة تʴلʽل

x1 < x2 (نفʛض x2 = −b −p
∆

2a
،x1 = −b +p

∆

2a
ʧʽلفʱʵم ʧʽحل تقʰل (1) الʺعادلة وȃالʱالي ∆ > 0 الʴالة03: ✓

ومʻه (

x

ax2 +bx + c

−∞ x1 x2 +∞

a إشارة مʲل 0 a إشارة ʝȞع 0 a إشارة مʲل

ax2 +bx +c = a(x −x1)(x −x2) ʨه ax2 +bx +c الॼɻارة تʴلʽل
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

علʽها الإجاǼة ॽɿॽة وؗ الʙوال في الʷائعة الأسʯلة
جʨاب الʕʶال

. الʸقارȁة) (الʸॻɿʯʴʸات للʹهاǻات الهʹʗسي أو الॻʮاني ʙʻʴفʯال �
x = a معادلʱه ȑدʨʺع مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (

C f
)

lim
x→a

f (x) =±∞ الʳॽʱʻة هʙʻسॽا ʛʶف
±∞ ʙʻع الفʨاصل) لʺʨʴر (مʨاز أفقي مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (

C f
)

y = a معادلʱه
lim

x→±∞ f (x) = a الʳॽʱʻة هʙʻسॽا ʛʶف

معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

)
y = ax +b

الʳॽʱʻة هʙʻسॽا ʛʶف
lim

x→±∞ f (x)− (ax +b) = 0

معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

)
y = ax +b +c

الʳॽʱʻة هʙʻسॽا ʛʶف
lim

x→±∞ f (x)− (ax +b) = c

مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) وȃالʱالي lim
x→±∞g (x) = 0 أن Șقʴʱن

y = ax +b معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل
(
C f

) أن اسʱʻʱج f (x) = ax +b + g (x) كان إذا
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل

±∞ ʦʱǺار الʯʸقارȁان الॻʹʲʹʸان �
±∞ ʨʳǼار مʱقارȃان (

Cg
) و (

C f
) الʺॽʻʴʻان الʳॽʱʻة هʙʻسॽا ʛʶف

lim
x→±∞ f (x)−g (x) = 0

ʤॻɿʯʴʸلل Ǻالʹॺʴة مʹʲʹى وضॻɹة دراسة �

كان: إذا وȃالʱالي f (x)− y الفʛق إشارة نʙرس
.(∆) ʦॽʁʱʶʺال أعلى (

C f
) فإن: f (x)− y > 0 •

.(∆) ʦॽʁʱʶʺال اسفل (
C f

) فإن: f (x)− y < 0 •
نقʢة في (∆) ʦॽʁʱʶʺال ǽقʢع (

C f
) فإن: f (x) − y = 0 •

. الفʛق) اشارة ʛʽغʱت ʦل حال في ʝʺǽ (أو A(x0; f (x0))

ʦॽʁʱʶʺلل Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة لʙراسة
(∆) : y = ax +b

الإحʗاثॻات ȏرʦʲم مع الʯقاʟع Ȋنق ʥʻʻنع �

f (x) = 0 الʺعادلة ʴǼل نقʨم الفʨاصل مʨʴر حامل مع (
C f

) تقاʡع Ȍنق ʧʽع(
x x ′)(

C f
)∩ (

y y ′)= A(0; f (0)) ʘʽح f (0) ʶʴǼاب نقʨم ʖʽاتʛʱال مʨʴر حامل مع (
C f

) تقاʡع Ȍنق ʧʽع(
y y ′)
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

دالة شفॻɹة �

−x ∈ D f فإن: D f ʧم x كل أجل ʧم ✓
فإن: D f ʧم x كل أجل ʧم ✓

f (−x) = f (x)أو f (−x)− f (x) = 0

زوجॽة دالة f أن ʗʰاث
Ǽالॼʶʻة ʛʣاʻʱم الʜوجॽة الʙالة مʻʴʻى ملاحʢة:

ʖʽاتʛʱال لʺʨʴر

−x ∈ D f فإن: D f ʧم x كل أجل ʧم ✓
فإن: D f ʧم x كل أجل ʧم ✓

f (−x) =− f (x)أو f (−x)+ f (x) = 0

فʛدǽة دالة f أن ʗʰاث
لʺʙʰأ Ǽالॼʶʻة ʛʣاʻʱم الفʛدǽة الʙالة مʻʴʻى ملاحʢة:

ʦالʺعل

ʙʡتʹا ومʦʲر ʚ ʙؕم �

ʨȞǽن D f ʧم x لؔل أنه Șقʴʱن 1 ȉ ✓
و 2a −x ∈ D f

f (2a −x)+ f (x) = 2b

أو
و a −x ∈ D f ʨȞǽن D f ʧم a +x لؔل أنه Șقʴʱن 2 ȉ ✓

f (a −x)+ f (a +x) = 2b

ʛʣاʻت ʜ ʛؗم Ω(a; b) الʻقʢة أن ʧʽب : ʙʡتʹا ʚ ʙؕم
. f الʙالة لʺʻʴʻى

Ω(a; b) الʻقʢة :ʨه الهʙʻسي ʛʽʶفʱوال حʶابॽا. ʨȞǽن Șقʴʱال
f الʙالة لʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم

x لؔل أنه Șقʴت ʙʡتʹا ʚ ʙؕʸل العॻʴȜة الʴʸألة
و 2a −x ∈ D f ʨȞǽن D f ʧم

f (2a −x)+ f (x) = 2b

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث

و 2a −x ∈ D f ʨȞǽن D f ʧم x لؔل أن Șقʴʱن 1 ȉ ✓

f (2a −x)− f (x) = 0

أو
و a −x ∈ D f ʨȞǽن D f ʧم a +x لؔل أنه Șقʴʱن 2 ȉ ✓

f (a −x)− f (a +x) = 0

مʨʴر x = a ʦॽʁʱʶʺال أن ʧʽب : ʙʡتʹا مʦʲر
. f الʙالة لʺʻʴʻى ʛʣاʻت

ȑد ʦॽʁʱʶʺال أن :ʨه الهʙʻسي ʛʽʶفʱوال حʶابॽا. ʨȞǽن Șقʴʱال
. f الʙالة لʺʻʴʻى ʛʣاʻت مʨʴر x = a الʺعادلة

Șقʴت : ʙʡتʹا لʦʲʸر العॻʴȜة الʴʸألة
و 2a − x ∈ D f ʨȞǽن D f ʧم x لؔل أنه
هʙʻسॽا الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث f (2a −x)− f (x) = 0
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

انعʠاف نقʠة �

ʛʡق: 3 ʙجʨت
إشارتها ʧم ʙʻوتغ تʻعʙم f ′′ الʲانॽة الʺʱʷقة أن Șقʴʱن Ȃʙʟقة01:

x0 ʨʳǼار
إشارتها ʧم ʙʻتغ لا و تʻعʙم f ′ الأولى الʺʱʷقة أن Șقʴʱن Ȃʙʟقة02:

x0 ʨʳǼار
الʺʻʴʻى ʛʱʵǽق A(x0; f (x0)) ʙʻع (T ) الʺʺاس أن Șقʴʱن Ȃʙʟقة03:
y = ax +b :ʘʽح x0 ʨʳǼار اشارته ʛʽغǽ f (x)− y الفʛق ȑا .(C f

)
(T ) الʺʺاس معادلة

انعʢاف نقʢة A(x0; f (x0)) أن ʧʽب
f الʙالة لʺʻʴʻى

دالة اسʙʸʯاǻة �
lim
x

<→a
f (x) = f (a) أن ʧم Șقʴʱن الʶॽار. ʧم a ʙʻع مʛʺʱʶة f أن ʗʰاث

lim
x

>→a
f (x) = f (a) : أن ʧم Șقʴʱن .ʧʽʺॽال ʧم a ʙʻع مʛʺʱʶة f أن ʗʰاث

lim
x

<→a
f (x) = lim

x
>→a

f (x) = f (a) : أن ʧم Șقʴʱن a ʙʻع مʛʺʱʶة f أن ʗʰاث
الʦʯʸسʠة ʤॻɿال مʙʮهʹة �

مʺایلي: Șقʴʱن
]a; b[ الʺʳال على ورتॼʽة مʛʺʱʶة f الʙالة •

. f (a)× f (b) < 0 •

الʺعادلة أن ʗʰاث الʳاصة: الʲالة
الʺʳال على وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0

]a; b[
ʥلʚك الʕʶال ʨȞǽن ʙق ملاحʢة:
f الʙالة مʻʴʻى أن ʧʽب الȞʷل على
وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع

a <α< b ʘʽح α فاصلʱها
ʘʽح α فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع f الʙالة مʻʴʻى

a <α< b
ʦॽʁال لʺʛʰهʻة الهʙʻسي ʛʽʶفʱال Ȍاع

. الʵاصة) (الʴالة الʺʨʱسʢة
مʺایلي: Șقʴʱن

]a; b[ الʺʳال على ورتॼʽة مʛʺʱʶة f الʙالة •
f (b) و f (a) ʧدیʙالع ʧʽب مʨʸʴر k العʙد •

الʺعادلة أن ʗʰاث العامة: الʲالة
الʺʳال على وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = k

]a; b[
على ʥلʚك الʕʶال ʨȞǽن ʙق ملاحʢة:
ǽقʢع f الʙالة مʻʴʻى أن ʧʽب : الȞʷل
نقʢة في y = k الʺعادلة ȑذ ʦॽʁʱʶʺال

ʘʽح α فاصلʱها وحʙʽة
a <α< b

الهʹʗسي ʙʻʴفʯوال الإشʯقاق قابلॻة �

الʻقʢة ʙʻع مʺاس ǽقʰل ومʻʴʻاها x0 ʙʻع الإشʱقاق تقʰل f
مʺاس ʙجʨی a = 0 حالة في ) a ʨه تʨجʽهه معامل A(x0; f (x0))

( افقي

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ʗكان ¬ادا

: فإن

مʺاس نʸف ǽقʰل ومʻʴʻاها الʶॽار ʧم x0 ʙʻع الإشʱقاق تقʰل f الʙالة
a ʨه تʨجʽهه معامل A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع الʶॽار ʧم

اسفله) الȞʷل ʛʤان)
lim

x
<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ʗاداكان ­

فإن:
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

نʸف ǽقʰل ومʻʴʻاها ʧʽʺॽال ʧم x0 ʙʻع الإشʱقاق تقʰل f الʙالة
ʨه تʨجʽهه معامل A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع ʧʽʺॽال ʧم مʺاس

اسفله) الȞʷل ʛʤان) a

فإن: lim
x

>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ʗاداكان ®

الʙالة مʻʴʻى و x0 ʙʻع الإشʱقاق تقʰل لا f الʙالة
A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع مʺاس نʸفي ǽقʰل f

( زاوȄة نقʢة تʶʺى A(x0; f (x0)) اسفله الȞʷل ʛʤان)

و lim
x

>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ʗاداكان ¯

فإن: a ̸= a ′ ʘʽح lim
x

<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
= a ′

f الʙالة مʻʴʻى و ʧʽʺॽال ʧم a ʙʻع الإشʱقاق تقʰل لا f الʙالة
ʨʴن مʨجه ȑدʨʺع مʺاس نʸف A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل

( اسفله الȞʷل ʛʤان) x = x0 معادلʱه االأعلى

فإن: lim
x

>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=+∞ ʗاداكان °

f الʙالة مʻʴʻى و ʧʽʺॽال ʧم a ʙʻع الإشʱقاق تقʰل لا f الʙالة
ʨʴن مʨجه ȑدʨʺع مʺاس نʸف A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل

( اسفله الȞʷل ʛʤان) x = x0 معادلʱه الاسفل

فإن: lim
x

>→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=−∞ ʗاداكان ±

0656836024 ʗʻرش ǻاحي 5الأسʯاذ الʶفʲة

Pro
f :

Ya
hi
Ra
chi
d



ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

الʙالة مʻʴʻى و الʶॽار ʧم a ʙʻع الإشʱقاق تقʰل لا f الʙالة
مʨجه ȑدʨʺع مʺاس نʸف A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل f

( اسفله الȞʷل ʛʤان) x = x0 معادلʱه الاسفل ʨʴن

فإن: lim
x

<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=+∞ ʗاداكان ²

الʙالة مʻʴʻى و الʶॽار ʧم a ʙʻع الإشʱقاق تقʰل لا f الʙالة
ȑدʨʺع مʺاس ʟن A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع مʺاس ǽقʰل f

( اسفله الȞʷل ʛʤان) x = x0 معادلʱه الاعلى ʨʴن مʨجه

فإن: lim
x

<→x0

f (x)− f (x0)

x −x0
=−∞ ʗاداكان ³

أسʭلة ʥم Ǻه Ȗعلʯمای و الʸʸاس �
(T ) : y = f ′(x0)(x −x0)+ f (x0) ذات الʻقʢة ʙʻع (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك ¬

x0 الفاصلة
الʴلʨل) (أو x0 الʴل اʳǽاد ʙعȃو f (x) = y0 الʺعادلة ʴǼل نقʨم

. ¬ الʴالة في كʺا الʺʺاس معادلة ʖʱؔن
(
C f

) لـ (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك ­
. y0 الʛʱتॼʽة ذات الʻقʢة ʙʻع

الʴلʨل) (أو x0 الʴل اʳǽاد ʙعȃو f ′(x) = a الʺعادلة ʴǼل نقʨم
. ¬ الʴالة في كʺا الʺʺاس معادلة ʖʱؔن

معامل (ʛʲأك (أو مʺاس ǽقʰل (
C f

) أن ʧʽب ®
الʺعالة ȑذ ʤॻɿʯʴʸلل مʦاز أو a مʻله أو تʦجʻهه

معادلʱه. كʱاǼة ʖلʢǽ y = ax +b

الʴل اʳǽاد ʙعȃو b = f ′(x0)(a−x0)+ f (x0) الʺعادلة ʴǼل نقʨم
. ¬ الʴالة في كʺا الʺʺاس معادلة ʖʱؔن الʴلʨل) (أو x0

ʷǽʺلان (ʛʲأك (أو مʺاس ǽقʰل (
C f

) أن ʧʽب ¯
معادلʱه. كʱاǼة ʖلʢǽ A (a; b) الʻقʢة

الʴلʨل) (أو x0 الʴل اʳǽاد ʙعȃو f ′(x) =− 1

a
الʺعادلة ʴǼل نقʨم

. ¬ الʴالة في كʺا الʺʺاس معادلة ʖʱؔن
ʙعامǽ (ʛʲأك (أو مʺاس ǽقʰل (

C f
) أن ʧʽب °

y = ax +b اǼʺعادلة ȑد ʦॽʁʱʶʺال

x0 الʴل اʳǽاد ʙعǼ
{

f ′(x0) = g ′(x0)
f (x0) = g (x0)

الʳʺلة: ʴǼل نقʨم
. ¬ الʴالة في كʺا الʺʺاس معادلة ʖʱؔن الʴلʨل) (أو

(
Cg

) و (
C f

) ʧʽب مʛʱʷك مʺاس ʙجʨی أنه ʧʽب ±
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

بॻانॻا f ′(x0) ʥʻʻتع �

ʧʽʱحال ʜʽʺن بॽانॽا f ′(x0) ʧʽʽعʻل : ومʹهॻʱة Ȃʙʟقة
الفاصلة دات الʻقʢة ʙʻع (T ) افقي مʺاس f الʙالة مʻʴʻى قʰل اذا ✓

f ′(x0) = 0 فإن x0

الʙالة مʻʴʻى قʰل اذا ✓
f ′(x0) لʶʴاب فإنه x0 الفاصلة دات الʻقʢة ʙʻع (T ) (مائل) مʺاس
ومʻه: (T ) الʺʺاس ʧم B

(
xB ; yB ) و A

(
xA; y A) ʧʽʱʢنق ʧʽنع

f ′(x0) = yB − y A

xB −xA

) بॽانॽا: f ′ Ǽالʙالة x0 صʨرة ʧʽع
(T ) الʺʺاس تʨجॽه معامل ʲʺǽل ȑʚوال

( A(x0; f (x0)) الʻقʢة ʙʻع

دالة ʙʻتغ اتʱاه �
على تʺاما مʻʱاقʸة f الʙالة فان I مʳال على f ′(x) < 0 ʗكان ادا •

I الʺʳال
على تʺاما مʜʱایʙة f الʙالة فان I مʳال على f ′(x) > 0 ʗكان ادا •

. I الʺʳال

نقʨم حʶابॽا f دالة ʛʽتغ اتʳاه ʙیʙʴʱل
: ʘʽح f ′ الʺʱʷقة ʶʴǼاب

I مʱال على f دالة تغʙʻات دراسة �

I لي الʺفʨʱحة الاʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶʴن ✓
اعلاه) ʛؗد (كʺا f ʛʽتغ اتʳاه نʙرس ✓

f الʙالة تغʛʽات جʙول نʽȞʷل ✓

I مʳال على f دالة تغʛʽات لʙراسة
مایلي: نॼʱع

:Ȏʙاخ لʗالة بॻاني تʻʰʸل ʥم إنʠلاقا لʗالة بॻاني تʻʰʸل إسʯʹʯاج �
−→v

( −a
b

)
شعاعه ȑʚال Ǽالإنʴʶاب (C f ) صʨرة ʨه (Cg ) g (x) = f (x +a)+b نʹع ¬

الفʨاصل. لʺʨʴر Ǽالॼʶʻة ʧȄʛʣاʻʱم (Cg ) و (C f ) الʺॽʻʴʻان g (x) =− f (x) نʹع ­

الʱالي: ʨʴʻال على (C f ) ʧم إنʢلاقا (CK ) Ǽاسʱʻʱاج نقʨم
.ʖʽاتʛʱال لʺʨʴر Ǽاالॼʶʻة مʻʱاʛʣان (C f ) و (CK ) ✓

K (x) = f (−x) نʹع ®

الʱالي: ʨʴʻال على (Ch) ʧم إنʢلاقا (C f ) Ǽاسʱʻʱاج نقʨم
(Ch) و (C f ) ॽɾه ʨȞǽن الفʨاصل مʨʴر فʨق الʨاقع (C f ) ʧم الʜʳء ✓

.ʧʽقǼاʢʱم
(Ch) و (C f ) ॽɾه ʨȞǽن الفʨاصل مʨʴر ʗʴت الʨاقع (C f ) ʧم الʜʳء ✓

الفʨاصل. لʺʨʴر Ǽالॼʶʻة ʧʽȄʛʣـاʻʱم

h(x) = | f (x)| نʹع ¯

الʱالي: ʨʴʻال على (CS ) ʧم إنʢلاقا (C f ) Ǽاسʱʻʱاج نقʨم
زوجॽة. دالة S أن ʧʽʰن ✓

(C f ) و (CS ) Ǽالʱالي و S(x) = f (x) ʨȞǽن x ∈ [0;+∞[ أجل ʧم ✓
(CS ) ʦرس ʦʱʻف زوجॽة دالة S وȃʺاأن [0;+∞[ الʺʳال على مʢʱاǼقان

.ʖʽاتʛʱال لʺʨʴر Ǽاالॼʶʻة ʛʣاʻʱالǼ

S(x) = f (|x |) نʹع °
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

الʱالي: ʨʴʻال على (C f ) ʧم إنʢلاقا (CL) Ǽاسʱʻʱاج نقʨم
زوجॽة. دالة L أن ʧʽʰن ✓

(CL) Ǽالʱالي و L(x) = f (x) ʨȞǽن x ∈]−∞; 0] أجل ʧم ✓
زوجॽة دالة L وȃʺاأن ]−∞; 0] الʺʳال على مʢʱاǼقان (C f ) و

.ʖʽاتʛʱال لʺʨʴر Ǽاالॼʶʻة ʛʣاʻʱالǼ (CL) ʦرس ʦʱʻف

L(x) = f (−|x |) نʹع ±

الʱالي: ʨʴʻال على (C f ) ʧم إنʢلاقا (CP ) Ǽاسʱʻʱاج نقʨم
.ʦالʺعل لʺʙʰأ Ǽاالॼʶʻة مʻʱاʛʣان (C f ) و (CP ) ✓

P (x) =− f (−x) نʹع ²

مʙʮهʹات) و (نʯائج الʸألʦفة الʗوال مʯʵقات
مʙʮهʹات) و (نʯائج الʸألʦفة الʗوال مʯʵقات �

مʱʷقʱها الʙالة
x 7→ 0 x 7→ a
x 7→ a x 7→ ax +b

x 7→ 2x x 7→ x2

x 7→ nxn−1 x 7→ xn

x 7→ ng (x)′×g (x)n−1 x 7→ g (x)n

x 7→ 1

2
p

x
x 7→p

x

x 7→ g ′(x)

2
√

g (x)
x 7→

√
g (x)

x 7→ − 1

x2 x 7→ 1

x
x 7→ −si n(x) x 7→ cos(x)

x 7→ cosx x 7→ si nx
x 7→ a f ′(ax +b) x 7→ f (ax +b)

x 7→ f ′(x)×g (x)+g ′(x)× f (x) x 7→ f (x)×g (x)

x 7→ f ′(x)×g (x)−g ′(x)× f (x)

g (x)2

f (x)

g (x)

مʱاهʻل لاʱǻاد معॻʠات تʙجʸة �

f (x0) = y0 تعʻي A(x0, y0) الʻقʢة ʷǽʺل (
C f

)
✓

تعʻي y = ax+b الʺعالة ȑذ ʤॻɿʯʴʸلل مʦاز أو a مʻله أو تʦجʻهه معامل مʺاس A(x0, y0) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل (
C f

)
✓

f ′(x0) = a و f (x0) = y0

الʺʺاس معادلة (او y0 ʱʺॽʀها x0 ʙʻع ( افقي مʺاس ʥلʺǽ (
C f

) (او حǽʙة قʺॽة ʥوتʺل x0 ʙʻع للأشʱقاق قابلة f الʙال ✓
f ′(x0) = 0 و f (x0) = y0 أن تعʻي ( y = y0 هي الافقي

و f (x0) = y0 أن تعʻي انعʢاف كʻقʢة A(x0, y0) ǽقʰل (
C f

) مʻʴʻاها و x0 ʙʻع ʧʽتʛم الاشʱقاق تقʰل f الʙال ✓
f ′′(x0) = 0
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ॺة ʙؕʸال الʗوال مʯʵقات �

مʱʷقʱها الʙالة
g ′(x) f ′(g (x)) x 7→ f ◦g (x)

x 7→ ng (x)n−1 ×g ′(x) x 7→ g (x)n

x 7→ f ′(x)

2
√

f (x)
x 7→

√
f (x)

دالʱان g و f الʸقارنة Ǻاسʯعʸال الʹهاǻة �
فإن lim

x→a
g (x) =+∞ و ( a ʧم قॼȄʛة ʦॽɾ ʚأخǽ x أجل ʧم) f (x) ≥ g (x) ʗكان اذا (1

lim
x→a

f (x) =+∞

فإن lim
x→a

g (x) =−∞ و ( a ʧم قॼȄʛة ʦॽɾ ʚأخǽ x أجل ʧم) f (x) ≤ g (x) ʗكان اذا (2
lim
x→a

f (x) =−∞

ʙʶʲال Ǻاسʯعʸال الʹهاǻة �
دوال ثلاث h و g ، f

فإن lim
x→a

g (x) = lim
x→a

h(x) = l و ( a ʧم قॼȄʛة ʦॽɾ ʚأخǽ x أجل ʧم) g (x) ≤ f (x) ≤ h(x) ʗكان اذا
lim
x→a

f (x) = l

ॺة ʙؕم دالة نهاǻة حʴاب �

فإن: lim
x→b

g (x) = c ʗان وؗ .lim
x→a

f (x) = b ʗاذاكان . ʧʽʱدال h و g ، f

lim
x→a

g ◦ f (x) = c

.
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واخॼʱارات) (فʛوض + العǽʙة الʙوال حʨل ʧȄتʺار سلʶلة : الʲاني الʜʳء

جȄʛʰة ॼɺارة اشارة دراسة (1
01 ʥȂʙʸʯال

الʱالॽة: الॼɻارات إشارة حʙد
4x +2 •

−12x +4 •
(x −3)(4x −8) •

−x •
x •

−2

x +3
•

2x +1

x −5
•

2x2 +3x +7 •
x2 +x +1 •

−x2 +6x −9 •
2x2 −6x +4 •

x2 −3x •
3x2 −6x •

2x2 −18 •
x2 +3 •

x3 −4x •
x4 −3x2 +2 •

x −2

(x +1)2 •

x3 −9x2 +20x

(x +3)3 •

مʜʻلي) ʖواج) 02 ʥȂʙʸʯال
الʱالॽة الʴالات في f (x) إشارة x ʦॽʀ ʖʶح حʙد ʦث f (x) = 0 الʺعادلة ( f ʅȄʛتع مʨʺʳعة ) D f في حل

f (x) = 3x2 +7x +8 (1
f (x) =−3x2 +2x −4 (2

f (x) = x2 +6x +9 (3
f (x) = x2 −5x +6 (4

f (x) = x4 −5x2 +6 (5
f (x) = x2 −36 (6
f (x) = 2x2 −1 (7

f (x) = x2 +6 (8

f (x) = x2 −9x (9
f (x) = 8x3 −4x2 (10

f (x) = x2 +4x +4

(x +1)2 (11

f (x) = x −1

(x +1)2 (12

f (x) =−1+ 1

(x +2)2 (13

f (x) = −x3 +5x2 −6x

(x +3)3 (14

03 ʥȂʙʸʯال

الʱالॽة الʴالات في f (x) اشارة ادرس ʦث f (x) لــ تʴلॽلا Ȍأع له. جʚرا α و حʙود ʛʽʲك f (x)

f (x) = x2 −3x +2,α= 1 •
f (x) = x3 +2x2 +x +2,α=−2 •

( α ॽʀʺة اسʱʻʱج ) f (x) = x3 +4x2 −6x +1 •
f (x) = x3 −1,α= 1 •

الʺʢلقة الॽʁʺة ʜزم دون جȄʛʰة ॼɺارة كʱاǼة (2
04 ʥȂʙʸʯال

الʱالॽة الʴالات في الʺʢلقة الॽʁʺة ʜزم دون f (x) ʖʱاك
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D f =R−{−1; 1;−2; 2} ʘʽح f (x) = |x |−3

x2 −3|x |+2
(1

D f =R− {1; 2} ʘʽح f (x) = |x −3|
x2 −3x +2

(2

D f =R− {1; 2} ʘʽح f (x) = x −3

|x2 −3x +2| (3

D f =R− {1; 2} ʘʽح f (x) =
∣∣∣∣ x −3

x2 −3x +2

∣∣∣∣ (4

مʹʚلي) ʔواج) 05 ʥȂʙʸʯال
الʱالॽة الʴالات في الʺʢلقة الॽʁʺة ʜزم دون f (x) ʖʱاك

D f =R−{−2; 2;−3; 3} ʘʽح f (x) = |x |−1

x2 −5|x |+6
(1

D f =R− {2; 3} ʘʽح f (x) = |x −1|
x2 −5x +6

(2

D f =R− {2; 3} ʘʽح f (x) = x −1

|x2 −5x +6| (3

D f =R− {2; 3} ʘʽح f (x) =
∣∣∣∣ x −1

x2 −5x +6

∣∣∣∣ (4

والʷفॽɻة ʛʣاʻʱال (3

الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی f (x) = |x |+
√

x2 +1 كʺابلي: ]−∞;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة 06 ʥȂʙʸʯال
.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل

هʙʻسॽا الʳॽʱʻة مفʛʶا f الʙالة شفॽɻة ادرس ¬
مʜʻلي) ʖواج) 07 ʥȂʙʸʯال

الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی f (x) = |x |+
√

x2 −1 كʺابلي: ]−∞;−1[∪]1;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة
.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة

هʙʻسॽا الʳॽʱʻة مفʛʶا f الʙالة شفॽɻة ادرس ¬
إلى (

C f
) ʜمʛی f (x) = x

(
1+ 1p

x2 +1

)
كʺابلي: R على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة مʹʚلي) ʔواج) 08 ʥȂʙʸʯال

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف تʱʻʱʶج؟ ماذا ، f (−x)+ f (x) = 0 فإن: x حॽʁقي عʙد أجل ʧم أنه ʧʽب ¬(
C f

) ʜمʛی f (x) = x +3+ 1

x −2
كʺابلي: R− {2} على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة مʹʚلي) ʔواج) 09 ʥȂʙʸʯال

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى

.(C f
) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم ω(2; 5) الʻقʢة أنَ ʗʰاث¬

مʹʚلي) ʔواج) 10 ʥȂʙʸʯال
f (x) = 2x2 −7x +1

x −3
بــ: R− {3} على معʛفة دالة f

فإن R− {3} ʧم x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽʴǼ c و b ، a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع (∗

f (x) = ax +b + c

x −3

ʛʶف ʦث f (6− x)+ f (x) = 10 و 6− x ∈ R− {3} فان: x ∈ R− {3} حॽʁقي عʙد كل اجل ʧم انه الʻقʢة أنَ ʗʰاث¬
هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة

مʜʻلي) ʖواج) 11 ʥȂʙʸʯال
f (x) = (x −2)2 +3 بـ: R على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة
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.(C f
) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت مʨʴر (∆) : x = 2 ʦॽʁʱʶʺال أنَ ʗʰاث¬

للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴى ʨه (
C f

) ʘʽح f (x) = x2 +x −12

x2 +x +3
بـ: R على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة مʜʻلي) ʖواج) 12 ʥȂʙʸʯال

ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
/

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث f (−1−x)− f (x) = 0 فإن: x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧʽب ¬

مʹʚلي) ʔواج) 13 ʥȂʙʸʯال

للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی f (x) = x +1+ 1

4x −4
كʺابلي: R− {1} على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f

.(C f
) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم ω(1; 2) الʻقʢة أنَ ʗʰاث¬

مʜʻلي) ʖواج) 14 ʥȂʙʸʯال
f (x) = (x −2)2 +6 بـ: R على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة

.(C f
) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت مʨʴر (∆) : x = 2 ʦॽʁʱʶʺال أنَ ʗʰاث¬

:Ȑʛاخ لʙالة بॽاني تʺʽʲل ʧم إنʢلاقا لʙالة بॽاني تʺʽʲل إسʱʻʱاج (4

15 ʥȂʙʸʯال

−5. −4. −3. −2. −1. 0. 1. 2. 3. 4. 5.

−2.

−1.

1.

2.

3.

4.

R على الʺعʛفة f للʙالة الॽʰاني الʽʲʺʱل ʨه (
C f

)
الʺقابل) الȞʷل ʛʤان)

الʱالॽة للʙوال الॼاني الʽʲʺʱل ʦالʺعل ʝنف في أنʷئ
g1(x) = f (x −2)•

g2(x) =− f (x)•
g3(x) = | f (x)|•
g4(x) = f (|x |)•

g5(x) = f (−|x |)•
g6(x) = f (−x)•

g7(x) =− f (−x)•
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

: حʶابॽا الʻهاǽات (5

دالة نهاǽة

( ت ع ح 04 + ʙاعʨق 4 ʙجʨت) الʱغʛʽاتبॽانॽاحʶابॽا جʙول ʧم

01 قاعʗة
+∞ أو −∞ ʙʻع درجة الأعلى ʙʴال نهاǽة ∞+هي أو −∞ ʙʻع حʙود ʛʽʲك دالة نهاǽة

ملاحʢة:

✓ (−∞)n →
{ −∞ ; ȑدʛفn

+∞ ; nزوجي ✓ (+∞)n →+∞

02 قاعʗة

أن ȑأ lim
x→a

f (x)

g (x)
= 0 فإن lim

x→a
g (x) =±∞ و حॽʁقي عʙد l ʘʽح lim

x→a
f (x) = l كان إذا دالʱان g و f

عʙد
±∞ → 0

03 قاعʗة

+∞ أو −∞ ʙʻع والʺقام Ȍʶॼال في درجة الأعلى ʧیʙʴال فʶʺة حاصل نهاǽة هي +∞ أو −∞ ʙʻع ناʡقة دالة نهاǽة

04 قاعʗة
فإن lim

x→a
g (x) = 0 ʗان وؗ +∞ أو −∞ أو معʙوم ʛʽغ حॽʁقي عʙد l ʘʽح lim

x→a
f (x) = l كان إذا دالʱان g و f

أن ȑأ lim
x→a

f (x)

g (x)
=±∞

l ̸= 0

0± →±∞

.Ȑʛصغ ʦॽʁǼ a ʙʻع الʻهاǽة تعʻي lim
x

<→a
والʱؔاǼة Ȑʛʰك ʦॽʁǼ a ʙʻع الʻهاǽة تعʻي lim

x
>→a

الʱؔاǼة: ملاحʢة:
16 ʥȂʙʸʯال

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱهایʻال ʖʶاح
lim

x→−∞x3 +x2 +5x (2 lim
x→+∞2x3 + 1

2
x2 +7x (1
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

مایلي ʖʶأح 17 ʥȂʙʸʯال
lim

x→−∞2x +4+ 1

x +1
(3 lim

x→+∞5+ 3

x2 +1
(2 lim

x→+∞
2

x +3
(1

18 ʥȂʙʸʯال
:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱهایʻال ʖʶاح

lim
x→−∞

3x +7

x +1
(2 lim

x→+∞
−2x3 +3x +7

x2 +3
(1

19 ʥȂʙʸʯال
: الʱالॽة الʻهاǽات ʖʶاح

lim
x

>→−3

2x +7

x +3
(1

lim
x

>→2

x +1

−x +2
(2

lim
x

<→1

−x +4

x2 −3x +2
(3

lim
x→−1

3

(x +1)2 (4

lim
x→1

−3x +4

|x −1| (5

lim
x

>→−1

3p
x +1

(6

مʜʻلي) ʖواج) 20 ʥȂʙʸʯال
الʱالॽة الʻهاǽات ʖʶاح

lim
x→+∞−3x2 +5x +2(1
lim

x→−∞x3 +7x +4x (2
lim

x→+∞
5p

x −2
(3

lim
x→+∞

1

x −1
+3x +2 (4

lim
x→+∞

7x2 +2

x −4
(5

lim
x→+∞

x2 +2x +3

2x2 +x +1
(6

lim
x

>→2

x +4

3x −6
(7

lim
x

>→5

x +3

−4x +20
(8

lim
x →2

−3x +1

|x −2| (9

lim
x →1

x +1

|x2 −3x +2| (10

lim
x→4

−2x +1

(x −4)2 (11

lim
x

<→2

4p−3x +6
(12

lim
x

>→2

4p
x2 −3x +2

(13

lim
x

<→5

x +4

x2 −11x +30
(14

lim
x

>→4

x +1

−x2 +7x −12
(15

21 ʥȂʙʸʯال
. f (x) = x3 +x2 −1

x2 −1
بــ R− {−1; 1} على معʛفة دالة f

.ʅȄʛعʱال مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح ¬
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

: ʧʽʽعʱال عʙم حالات (6

نʦضॻح
، ∞
∞ ✓ ، ✓∞×0 ، ✓(+∞)+ (−∞) هي: الʲانȄʨة الʺʛحلة في الʺقʛرة ʧʽʽعʱال عʙم حالات •

. 0

0

ʧʽʽعʱال عʙم حالات ʗʶॽل ∞
0

→±∞ ; 0

∞ → 0 أن ȑأ •

( 0

0
الȜʵل ʥم ʥʻʻعʯال عʗم حالة ) 22 ʥȂʙʸʯال

مایلي: ʖʶأح مʻاسॼة Ȅʛʡقة Ǽاسʱعʺال

lim
x→−2

(x2 +3)(x +2)

(x +4)(x +2)
(1

lim
x→1

x2 −1

x −1
(2

lim
x→−2

x3 +2x2 +x +2

x2 +x −2
(3

lim
x→2

x2 −x −2

x2 −3x +2
(4

lim
x

<→−2

x +2p
x2 −4

(5

lim
x→2

x −2p
x −1−1

(6

lim
x→1

p
x +2−p

2x +1

x −1
(7

lim
x

>→1

p
x −1

x −1
(8

lim
x→0

p
x +1−1

x2 −x
(9

lim
x→3

p
x +1−2

x −3
(10

lim
x→1

x2021 −1

x −1
(11

lim
x→1

x2022 −1

x1011 −1
(12

lim
x→2

x3 −8

x −2
(13

lim
x→0

sin(5x)

7x
(14

lim
x

>→0

xp
x
(15

lim
x

>→0

|x |
x

(16

lim
x

<→0

|x |
x

(17

lim
x→0

p
x +1−1

x
(18

lim
x→1

3−p
5x +4p

x +3−2
(19

( ∞
∞ و +∞+ (−∞) الȜʵل ʥم ʥʻʻعʯال عʗم حالات ) 23 ʥȂʙʸʯال

قاعʗة

•
p

ax +b =
√

x2

(
a

x
+ b

x2

)
= |x |

√
a

x
+ b

x2

•
√

ax2 +bx +c =
√

x2

(
a + b

x
+ c

x2

)
= |x |

√
a + b

x
+ c

x2

ملاحʢة
√

x2 = |x | ✓
x بـ |x | ʠȄʨعʱب تقʨم +∞ ʙʻع الʻهاǽة حʶاب ʙʻع ✓

−x بـ |x | ʠȄʨعʱب تقʨم −∞ ʙʻع الʻهاǽة حʶاب ʙʻع ✓
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

24 ʥȂʙʸʯال
مایلي: ʖʶأح مʻاسॼة Ȅʛʡقة Ǽاسʱعʺال :

lim
x→−∞

√
9x2 −2x +2x (1lim

x→+∞
√

9x2 +x +2−3x (2lim
x→+∞

√
x2 +1−x (3

: مʢلقة ॽʀʺة ʧʺʹʱت دالة نهاǽة (7

قاعʗة
|A(x)| =

{
A(x) , A(x) ≥ 0
−A(x) , A(x) < 0

لʙیʻا: A(x) جȄʛʰة ॼɺارة كل أجل ʧم عامة، وʸȃفة |x | =
{

x , x ≥ 0
−x , x < 0

لʙیʻا
25 ʥȂʙʸʯال

. f (x) = |x2 −4|
x −2

بــ R− {2} على معʛفة دالة f

تعȄʛفها. مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع f نهاǽات اسʱʻʱج ʦث الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون |x2 −4| ʖʱاك ¬

: والʺقارنة ʛʸʴال Ǽاسʱعʺال الʻهاǽة (8
26 ʥȂʙʸʯال

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱهایʻال اسʱʻʱج ʦث 1

2+ si nx
≥ 1

3
فإن x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧʽب (1

lim
x→+∞

x

2+ si nx
, lim

x→−∞
x

2+ si nx
,

الʻهاǽة: اسʱʻʱج ʦث −1

x
≤ si nx

x
≤ 1

x
فإن تʺاما ʖجʨم xقيॽʁح عʙد كل أجل ʧم أنه ʧʽب (2

lim
x→+∞

si nx

x

: ( للʻهاǽات (الهʙʻسي) الॽʰاني ʛʽʶفʱال) الʺقارȃة الʺॽʁʱʶʺات (9

إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني. تʺʽʲلها (
C f

) و دالة f للʻهاǽات الॽʰاني أو الهʙʻسي ʛʽʶفʱة-الȃالʺقار الʺॽʁʱʶʺات
حॽʁॽʁان عʙدان b و a ، (O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل

الفʨاصل) مʨʴر لʴامل ȑازʨʺال) الافقي الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال ¬

y = b معادلʱه ±∞ ʙʻاصل)عʨالف مʨʴر لʴامل ȑازʨم) افقي مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) فإن lim
x→±∞ f (x) = b كان إذا

(ʖʽاتʛʱال مʨʴر لʴامل ȑازʨʺال) ȑدʨʺالع الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال ­

x = a معادلʱه (ʖʽاتʛʱال مʨʴر لʴامل ȑازʨم) ȑدʨʺع مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) فإن lim
x→a

f (x) =±∞ كان إذا
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

الʺائل الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال ®

(∆) : y = ax +b ʦॽʁʱʶʺال ومعادلة f ॼɺارة تعʢى :01 الʴالة •
±∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب (∆) : y = ax +b ʦॽʁʱʶʺال ان ʧʽب :ʨه الʕʶال

lim
x→±∞

[
f (x)− (ax +b)

]= 0 أن: Șقʴʱن جʨاب:
y = ax+b+c معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (

C f
) فإن lim

x→±∞
[

f (x)− (ax +b)
]= c كان إذا :02 الʴالة •

f (x) = ax +b +h(x) كان إذا 03 الʴالة •
معادلʱه: كʱاǼة ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (

C f
) الʺʻʴʻى ان اسʱʻʱج :ʨه الʕʶال

lim
x→±∞h(x) ʶʴǼاب نقʨم الʨʳاب •

y = ax +b معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) فإن lim
x→±∞h(x) = 0 ʗكان ادا ✓

y = ax +b +c معادلʱه ±∞ ʙʻع مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) فإن lim
x→±∞h(x) = c ʗكان ادا ✓

الʺʱقارȃان الʺॽʻʴʻان ¯

±∞ ʙʻع مʱقارȃان (Ch) و (
C f

) فإن lim
x→±∞

[
f (x)−h(x)

]= 0 كان إذا

27 ʧȄʛʺʱال
الʱالॽة: الʻهاǽات هʙʻسॽا ʛʶف ، (O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني. تʺʽʲلها (

C f
) و دالة f

lim
x

>→1
f (x) =+∞ (1

lim
x →0

f (x) =−∞ (2

lim
x→+∞ f (x) =−2 (3

lim
x→−∞ f (x) = 0 (4

lim
x→−∞ f (x)+2x = 0 (5

lim
x→+∞ f (x)−2x = 0 (6

lim
x→+∞ f (x)− (2x +1) = 3 (7

lim
x→−∞ f (x)−x2 = 0 (8

28 ʧȄʛʺʱال

f (x) = 3x2 +2x +5

(x −2)2 بــ: R− {2} على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع

هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها مʨʺʳعة اʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶأح (1
29 ʧȄʛʺʱال

f (x) = 2x −1+ 2

x −3
. بــ: R− {3} الʺʳال على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع

. −∞ و +∞ ʧم كل ʙʻع f الʙالة لʺʻʴʻى مائل مقارب y = 2x −1 الʺعادلة ȑذ (∆) ʦॽʁʱʶʺال ان ʧʽب (1(
C f

) للʺʻʴʻى Ǽالॼʶʻة (∆) وضॽɻة حʙد (2
30 ʥȂʙʸʯال

f (x) = x + 3x −6

(x −1)2 . بــ: R− {1} الʺʳال على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع

معادلʱه كʱاǼة ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʧم كل ʙʻع (∆) مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) ان اسʱʻʱج (1(
C f

) للʺʻʴʻى Ǽالॼʶʻة (∆) وضॽɻة حʙد (2
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الʱغʛʽات: جʙول ʧوم بॽانॽا الʻهاǽات (10
31 ʥȂʙʸʯال

تغʛʽاتها. ʙʳǼول ومعʛفة تعȄʛفها. مʨʺʳعة ʧم مʳال كل على للإشʱقاق قابلة عʙدǽة دالة f الآتॽة الʴالات ʧم حالة كل في
:ʧȞأم إن هʙʻسॽا الʱʻائج مفʛʶا تعȄʛفها مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع الʙالة نهاǽات ʧʽع الʠʸلʦب:

¬ الʴالة
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −1 2 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

0.50.5

00

+∞+∞

­ الʴالة
x

f (x)

−3 −2 0 2 +∞

1

+∞

−∞

−1

4
−1

4

−∞

+∞

11

32 ʥȂʙʸʯال
تعȄʛفها مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع الʙالة نهاǽات ʧʽع f للʙالة الʺʺʲل الॽʰاني الʺʻʴʻى (

C f
) و دالة f الآتॽة الʴالات ʧم حالة كل في

:.ʧȞأم إن هʙʻسॽا الʱʻائج مفʛʶا

­ الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

−→
i

−→
j

o

¬ الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o
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¯ الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

® الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

± الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

−→
i

−→
j

o

° الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

(∆)
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³ الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

(∆)

² الʴالة

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

(∆)

الاسʛʺʱارȄة (11
33 ʥȂʙʸʯال

بــ R على الʺعʛفة f الʙالة ʧؔʱل
f (x) =

{
x2 −2x +1 x ∈ ]−∞; 2]
x2 +x −5 , x ∈ ]2;+∞[

2 ʙʻع مʛʺʱʶة f الʙالة هل (1
R على مʛʺʱʶة f الʙالة هل (2

34 ʥȂʙʸʯال
بــ R على الʺعʛفة f الʙالة ʧؔʱل

f (x) =
{

x2 −5 x ∈ ]−∞; 3]
x +m , x ∈ ]3;+∞[

3 ʙʻع مʛʺʱʶة f الʙالة تʨؔن حʱى m ॽʀʺة ʧʽع (1

وتॽʰʢقاتها الاشʱقاॽʀة (12
35 ʥȂʙʸʯال

الʱالॽة الʴالات في a العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس
a =−2 , f (x) =p

x +2 (1

a = 2 , f (x) = |x −2|+ 1

x −1
(2

0656836024 ʗʻرش ǻاحي 20الأسʯاذ الʶفʲة

Pro
f :

Ya
hi
Ra
chi
d



ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

36 ʥȂʙʸʯال
الʱالॽة: للʱʻائج هʙʻسॽا تفʛʽʶا و اسʱʻʱاجا اعʢي الॽʰاني، تʺʽʲلها (

C f
) و دالة f

lim
x→2

f (x)− f (2)

x −2
= 1 (1

f (0) = 0 أن علʺا lim
x→0

f (x)

x
=+∞ (2

lim
x→α

f (x)− f (α)

x −α
= 0 (3

lim
x

<→3

f (x)− f (3)

x −3
= 5 و lim

x
>→3

f (x)− f (3)

x −3
= 2 (4

37 ʥȂʙʸʯال

−1 1 2 3 4 5

−1

1

2

3

4

0

(
C f

)(T )

و f (x) =
p

x −1 : بـ ]1;+∞[ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ مʺاس نʸف (T ) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات
ʧʽʺॽال ʧم 1 ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ʧʺخ (1
هʙʻسॽا الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ʥʻʽʺʵت صʴة ʗʰأث (2

38 ʥȂʙʸʯال

−2 −1 1 2 3

−2

−1

1

2

3

4

0

(
C f

)

(T1)(T2)

و f (x) = |x −1|(x +1) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

ʙʻع (
C f

) مʺاسي نʸفي (T2) و (T1) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات الʻقʢة
اشʱقاق قابلॽة حʨل مʻاسॼا تʻʽʺʵا ضع بॽانॽة، Ǽقʛاءة أ/ /1

.1 العʙد ʙʻع f الʙالة
.ʥʻʽʺʵت صʴة ʗʰأث بـ/

حلʨل عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /2
. f (x) = m الʺعادلة

39 ʧȄʛʺت
الʱالॽة: الʴالات في I الʺʳال على f الʙالة مʱʷقة ʖʶاح

. I =R ؛ f (x) = x3 +3x +7 (1
. I =R ؛ f (x) = 1

3
x3 + 1

2
x2 +x +1 (2

. I = ]−∞; 2[∪ ]2;+∞[ ؛ f (x) = x +1

x −2
(3

. I =]3;+∞[ ؛ f (x) = 2x +1+ 1

x −3
(4

. I =]0;+∞[ ؛ f (x) =p
x + 1

x
(5

. I =]0;+∞[ ؛ f (x) = x2px (6

. I =]2;+∞[ ؛ f (x) =p
2x −4 (7

. I =R ؛ f (x) =−si nx (8

. I =R ؛ f (x) = 5cosx −8si nx (9

. I =R ؛ f (x) = si n(3x +8) (10
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f (x) = x4 +3x2 +7x +2 بـ: R على معʛفة دالة f 40 ʥȂʙʸʯال
2 الفاصلة دات الʻقʢة ʙʻع f الʙالة لʺʻʴʻى (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك (1

الʱالॽة: الʴالات في f الʙالة مʱʷقة ʖʶاح 41 ʥȂʙʸʯال

f (x) = 1

g (x)
(5

f (x) = g (x2) (6
f (x) = (

g (x)
)2 (7

f (x) = cos(7x2 +3x) (8

f (x) =
√

x3 +2x +7 (1
f (x) = (x2 +x +1)7 (2

f (x) = x2 +3

(x −2)2 (3
f (x) = g (7x2 +3x) (4

f (x) = g
(

1

x

)
('4

ʝانʳʱوم ʙعـامʱم ʦمعل في الʽʰـاني تʺʽʲلʽهـا (C f ) ʧȞॽول f (x) = x −2

x −1
بـ: R− {1} على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع 42 ʥȂʙʸʯال

.(O;
−→
i ,

−→
j )

. 3 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع f الʙالة لʺʴʻى (T1) الʺʺاس معادلة ʖʱأك (1

. 2

3
الʛʱتॼʽة ذات الʻقʢة ʙʻع f الʙالة لʺʴʻى (T2) الʺʺاس معادلة ʖʱأك (2

معادلʽʱهʺا) كʱاǼة ʖلʢǽ) 1 ʨه ( (مʽلʽهʺا تʨجʽههʺا معامله f الʙالة لʺʴʻى (T4) و (T3) ʧʽمʺʺاس ʙجʨی أنه ʧʽب (3
. A(3; 1) الʻقʢة ʷǽʺل ȑʚال f الʙالة لʺʴʻى (T5) الʺʺاس معادلة ʖʱأك (4

. y =−x +3 الʺعادلة ȑد ʦॽʁʱʶʺال ʙعامǽ ʷǽʺل ȑʚال f الʙالة لʺʴʻى (T6) الʺʺاس معادلة ʖʱأك (5
بॽانॽا و حʶابॽا الانعʢاف نقʢة ʙیʙʴت بॽانॽا، مʳاهʽل ʧʽʽتع 43 ʥȂʙʸʯال

ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني C)تʺʽʲلها f ) ʧȞॽل و حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ، a ʘʽح f (x) = ax3+bx+c بـ R على: الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع
.( الʺقابل الȞʷل ʛʤأن) 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (C f ) مʺاس ʲʺǽل (T ) و (O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى الʺʨʶʻب

−3 −2 −1 1 2 3

−2.

−1.

1.

2.

3.

4.

(C f )
(T )

−→
i

−→
j

O

f ′(−1) و f ′(1) ، f ′(0) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع بॽانॽة Ǽقʛاءة (1
. c و b ، a ʧم كلا ʧʽع الʶاǼقة الʱʻائج Ǽاسʱعʺال (2

(C f ) أن اسʱʻʱج ʦث ،(T ) الى Ǽالॼʶʻة (C f ) وضॽɻة بॽانॽا حʙد (3
تعʻʽʽها. ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة Ǽقʰل

ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة Ǽقʰل (C f ) أن اسʱʻʱج ʦث f ′(x) ʖʶاح (4
تعʻʽʽها.

(C f ) وضॽɻة حʶایॼا حʙد ʦث (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك (5
ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة Ǽقʰل (C f ) أن اسʱʻʱج و ،(T ) الى Ǽالॼʶʻة

تعʻʽʽها.
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44 ʥȂʙʸʯال
f (x) = x3 +3x2 +7x +2 بـ: R على معʛفة دالة f

احʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل f الʙالة مʻʴʻى أنَ ʧʽب (1
45 ʥȂʙʸʯال

.ʦمعل في f للʙالة الॽʰاني الʺʻʴʻى (C ) و حॽʁॽʁة اعʙاد c و b ، a ʘʽح f (x) = ax3 +bx +c بــ R على معʛفة دالة f

الʺعادلة ȑذ ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄا مʺاسا B (0; 1) الʻقʢة ʙʻع وȄقʰل A (1;−3) الʻقʢة ʷǽʺل (C ) ʘʽʴǼ c و b ، a ʧم كلا ʧʽع ¬
.y =−6x

y =−x +1 الʺعادلة ȑذ ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄة (C ) لـ مʺاسات ʙجʨت هل ­
46 ʥȂʙʸʯال

.ʦمعل في f للʙالة الॽʰاني الʺʻʴʻى (C ) و f (x) = x2 +ax +2 بــ R على معʛفة دالة f

1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع الفʨاصل مʨʴر لʴامل مʨاز مʺاس ǽقʰل (C ) ʘʽح a الॽʁʴقي العʙد ʧʽع ✓
47 ʥȂʙʸʯال

ʧʽع .ʦمعل في f للʙالة الॽʰاني الʺʻʴʻى (C ) و حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ، a ʘʽح f (x) = ax3+bx2+c بــ R على معʛفة دالة f
:ʘʽʴǼ c و b ، a ʧم كلا

−3 تʨجʽهه معامل مʺاسا x0 = 1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل (C ) ✓
. f للʙالة Ȑʛصغ حǽʙة ॽʀʺة f (2) =−2 ✓
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شاملة عʗدǻة دوال دراسة (13
48 ʥȂʙʸʯال

g (x) = x3 +3x −6 كʺایلي: R على الʺعʛفة العʙدǽة الʙالة g (I

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ،g الʙالة تغʛّ̔ات ادرس ¬
1.2 <α< 1.3 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧʽب أ) ­

R على g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ب)

ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) = x3 +x2 +4

x2 +1
كʺابلي: ]−∞;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب

. f (α) للعʙد حʛʸا ʧʽع ʦّث ، f (α) = 2+3α

2
أن: Șقʴت °
49 ʥȂʙʸʯال

الॽʰاني. تʺʽʲلها (
Cg

) . g (x) = x3 −3x2 −2 بــ R على معʛفة دالة g (I
g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل (1

.R . على g (x) إشارة اسʱʻʱج ʦث ، ]3.1; 3.2[ الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʧʽب (2

الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) = x3 +1

(x −1)2 كʺابلي: R− {1} على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x →1

f (x) و lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح أ) ¬
( 10−1 إلى الʱʻائج تʙور ) f (α) لـ حʛʸا Ȍاع ʦث f (α) = 3+ 6α

(α−1)2 أن: ʧʽب ­
50 ʥȂʙʸʯال

f (x) = x3 −4x2 +4x + 1

2
كʺایلي: R على معʛفة f الʙʴود ʛʽʲك الʙالة

lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) ʖʶأح (1
تغʛʽاتها جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه حʙد (2

هʙʻسॽا الʳॽʱʻة ʛʶف .
]
−1

2
, 0

[
الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أنَ ʧʽب (3

.R على f (x) إشارة اسʱʻʱج (4
51 ʥȂʙʸʯال

g (x) = x3 −3x −4 كʺابلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I
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lim
x→+∞g (x) و lim

x→−∞g (x) ʖʶاح ¬
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث R على g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­

.g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ʦث 2.1 <α< 2.2 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧّ̔ب أ) ®
الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = x3 +2x2

x2 −1
كʺابلي: R−{−1; 1} على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح أ) ¬
هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶوف lim

x
<→1

f (x) و lim
x

>→1
f (x) ، lim

x
<→−1

f (x) ، lim
x

>→−1
f (x) ʖʶاح ب)

. f ′(x) = x g (x)

(x2 −1)2 لʙیʻا R− {−1; 1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب ­
تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ®

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف و lim
x →α

f (x)− f (α)

x −α
حʶاب دون ʧʽع ¯

. f (x) = x +2+ x +2

x2 −1
فإن: R− {−1; 1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب أ) °

معادلʱه كʱاǼة ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى أن ʧʽب ب)
. (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس جـ)

.( 10−1 إلى الʱʻائج تʙور ) f (α) للعʙد حʛʸا ʧʽع ʦّث ، f (α) = 3

2
α+2 أن: ʧʽب ±

. (∆) و (
C f

) أنʷئ ²
y = x +2 الʺعادلة ذا ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄا الʺʺاس عʙʻها ʨȞǽن الʱي (

C f
) الʺʻʴʻى ʧم Ȍقʻال فʨاصل ʧʽع أ) ³

. f (x) = m الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ب)
52 ʥȂʙʸʯال

.g (x) = x3 +x2 +7x +3 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

. lim
x−→−∞g (x) و lim

x−→+∞g (x) ʖʶاح أ/ /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.−0.45 <α<−0.44 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج بـ/

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x3 −3x +2

x2 +1
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f ′ (x) = (x −1)×g (x)(

x2 +1
)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
.−∞ و +∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y = x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /3

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس بـ/
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.x الʺʳهʨل ذات f (x) = 0 الʺعادلة R في حل /4
( (T2) و (T1) ʧʽالʺʺاس ʧم لؔل معادلة كʱاǼة ʖلʢǽ (لا .(∆) ʦॽʁʱʶʺال یʨازȄان (T2) و (T1) ʧʽمʺاس ǽقʰل (

C f
) أن ʗʰأث /5

.(C f
) و (T2) ،(T1) ،(∆) أنʷئ /6

. f (x) = m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = f (|x |) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /8

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

53 ʥȂʙʸʯال

ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی . f (x) = x2 −8x +16

x −3
كʺایلي: R− {3} على معʛفة f العʙدǽة الʙالة

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب

. 3 ʙʻع للʻهاǽة هʙʻسॽا الʱʻائج ʛʶوف تعȄʛفها مʨʺʳعة مʳالي أʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح ¬
تغʛʽاتها. جʙول شȞل و تعȄʛفها مʨʺʳعة مʳالي على f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­

: R− {3} :ʧم x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽʴǼ c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ) ®

f (x) = ax +b + c

x −3

معادلʱه. كʱاǼة ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج ب)
. (∆) ʦॽʁʱʶʺلل Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس جـ)

.(C f
) للʺʻʴʻى ʧʽȃالʺقار ʧʽʺॽʁʱʶʺال تقاʡع نقʢة A إحʙاثʽي ʧʽع ¯

.C و B الʱʺاس نقʱʢي احʙاثॽات ʧʽʽتع ʖلʢǽ −3 ȑاوʶǽ مʻهʺا كل تʨجॽه معامل ʧʽمʺاس ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى أن ʗʰأث أ) °
.A إلى Ǽالॼʶʻة ʧʽتʛʣاʻʱم .C و B ʧʽʱʢقʻال أن ʧهʛب ب)

تʻʺʱʶج ماذا . f (6−x)+ f (x) ʖʶاح ±
ʧʽالʺʺاس و (∆) ʧم كلا ʦارس ±

g (x) = x2 −8x +16

|x −3| كʺایلي: R− {3} على الʺعʛفة g الʙالة ʛʰʱنع ²

f (x) بʙلالة g (x) ʖʱاك أ)
. (

C f
) على اعʱʺادا g للʙالة الʺʺʲل (

Cg
) الʺʻʴʻى ʦارس ب)

54 ʥȂʙʸʯال

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x2 +x −2

x +1
: بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
. f ′ (x) = x2 +2x +3

(x +1)2 : R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
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. f (x) = ax +b + c

x +1
: R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ/ /3

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

و (T1) ʧʽالʺʺاس ʧم لؔل معادلة ʖʱاك ʦث 3 ȑاوʶǽ مʻهʺا كل تʨجॽه معامل (T2) و (T1) ʧʽمʺاس ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /4
.(T2)

تʱʻʱʶج؟ ماذا . f (−2−x)+ f (x) =−2 : R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /5
الإحʙاثॽات. ȑرʨʴم مع (

C f
) تقاʡع ȋنقا ʧʽع /6

.(C f
) و (T2) ،(T1) ،(∆) أنʷئ /7

55 ʥȂʙʸʯال

ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x −1+ 1−x

x2 : بـ R∗ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1

.−∞ و +∞ ʙʻع (
C f

) لـ مائل مقارب y = x −1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /2
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

. f ′ (x) = (x −1)
(
x2 +x +2

)
x3 : R∗ ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /4
حॽʁقي. عʙد α ʘʽح y = x +α معادلʱه ʦॽʁʱʶم (T ) /5

إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ نقʢة في (
C f

) لـ مʺاسا (T ) ʦॽʁʱʶʺال ʨȞǽن حʱى α الॽʁʴقي العʙد ॽʀʺة ʧʽع -
. f (x) =

(
x − 1

x

)(
1− 1

x

)
: R∗ ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت أ/ /6

الفʨاصل. مʨʴر مع (
C f

) تقاʡع ȋنقا اسʱʻʱج بـ/
.(C f

) و (T ) ،(∆) أنʷئ /7
.v (x) = f

(
x2) : بـ R∗ على الʺعʛفة الʙالة v ʧؔʱل /8

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث v الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس -
مʹʚلي) ʔواج) الʰاني الʦʸضʦع ع-ت (2014) ȜǺالʦرȂا 56 ʥȂʙʸʯال

g (x) = 2x3 −4x2 +7x −4 كʺابلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I
lim

x→+∞g (x) و lim
x→−∞g (x) ʖʶاح أ) ¬

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث R على g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ب)

0, 7 <α< 0, 8 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧّ̔ب أ) ­
g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ب)

ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) = x3 −2x +1

2x2 −2x +1
كʺابلي: R على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (II

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال

lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) ʖʶاح ¬
. f (x) = 1

2
(x +1)+ 1−3x

2(2x2 −2x +1)
، x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧَّ̔ب أ) ­
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معادلʱه ʧʽتع ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى ان اسʱʻʱج ب)
. (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس جـ)

f الʙالة مʱʷقة f ′ ʘʽح . f ′(x) = x .g (x)

(2x2 −2x +1)2 : ʧم x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنّه ʧّ̔ب أ) ®

f الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل ʦث f ′(x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ب)
( f (α) ≈−0, 1 ʚاخǽ )

f (x) = 0 الʺعادلة R في حل ʦث f (1) ʖʶاح ¯
.(C f

) والʺʻʴʻى (∆) ʦॽʁʶʺال انʷئ °
Șابʶال ʦالʺعل في تʺʽʲلها (Ch) ʧȞॽول h(x) = x3 −4x2 +2x −1

2x2 −2x +1
كʺابلي: R على الʺعʛّفة الʙالة h ʧؔʱل ±

h(x) = f (x)−2 : R ʧم x أجل ʧم أنّه Șّقʴت أ)
(Ch) انʷئء ʦث تعʻʽʽه، ʖلʢǽ ȌॽʶǼ نقʢي بȄʨʴʱل (

C f
) صʨرة ʨه (Ch) ان اسʱʻʱج ب)

57 ʥȂʙʸʯال
g (x) = 2x3 −3x2 −1 كʺایلي: ]−1;+∞[ على الʺعʛفة العʙدǽة الʙالة g (I

تغʛʽاتها جʙول شȞل ʦث ، ]−1;+∞[ على g الʙالة تغʛّ̔ات ادرس ¬
ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ʦث 1.6 <α< 1.7 ʘʽح α فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع g الʙالة مʻʴʻى (

Cg
) أن ʧʽب ­

g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد
الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = 1−x

x3 +1
كʺایلي: ]−1;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

( 4cm ʦسʛال (وحʙة .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

ʧʽʱʳॽʱʻلل بॽانॽا تفʛʽʶا Ȍواع lim
x →+∞ f (x) ʖʶاح ʦث lim

x
>→−1

f (x) =+∞ أن ʧʽب ¬

. f ′(x) = g (x)

(x3 +1)2 لʙیʻا ]−1;+∞[ ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت أ) ­

تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ب)

0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) الʺʻʴʻى مʺاس (∆) لـ معادلة ʧʽع ®

f (x)− (−x +1) = x3(x −1)

x3 +1
فإن: ]−1;+∞[ ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت ¯

؟ Ȏتلاح ماذا . (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس °
. (∆) و (

C f
) ʦارس ±

58 ʥȂʙʸʯال
g (x) = 2x3 +x2 −1 كʺایلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I

.g الʙالة تغʛʽات ادرس ¬
. α ∈ ]0.6; 0.7[ ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧʽب ­

. g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ®
ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = x3 +x2 +1

3x
كʺابلي: R∗ على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة (I I

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال

0656836024 ʗʻرش ǻاحي 28الأسʯاذ الʶفʲة

Pro
f :

Ya
hi
Ra
chi
d



ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

هʙʻسॽا الأخʛʽة الʳॽʱʻة ʛʶوف . lim
x →0

f (x) و lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح ¬
.g (x) إشارة ʧم . f ′(x) إشارة فإن R∗ ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب أ) °

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ±
f (α) للعʙد حʛʸا اسʱʻʱج ʦث f (α) = α

6
+ 1

2α
أن: ʧʽب ²(

C f
) الʺʻʴʻى أنʷئ ²

( رȂاضي تقʹي 2017 ȜǺالʦرȂا ) 59 ʥȂʙʸʯال
g (x) = x3 +6x +12 كʺایلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ¬
. α ∈ ]−1.48;−1.47[ ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧʽب ­

. g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ®
ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = x3 −6

x2 +2
كʺابلي: R على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح ¬
. f ′(x) = x .g (x)

(x2 +2)2 فإن R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب ­
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ®

y = x معادلʱه (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى أن ʧʽب أ) ¯
. (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس ب)

f (α) للعʙد حʛʸا اسʱʻʱج ʦث f (α) = 3

2
α أن: ʧʽب °

. (∆) و (
C f

) الʺʻʴʻى أنʷئ ±
60 ʥȂʙʸʯال

g (x) = x3 +3x −16 كʺایلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I

g الʙالة تغʛʽات ادرس ¬
. α ∈ ]2.1; 2.2[ ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧʽب ­

. g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج ®

إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) = x − x −8

x2 +1
كʺابلي: R على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح ¬
. f ′(x) = x .g (x)

(x2 +1)2 فإن R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب ­
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ®

y = x معادلʱه (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى أن ʧʽب أ) ¯
. (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس ب)

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶوف lim
x →α

f (x)− f (α)

x −α
حʶاب دون ʧʽع °
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. f (α) للعʙد حʛʸا ʧʽع ʦّث ، f (α) = 3(8−α)

α2 +1
أن: ʧʽب ±

.1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع . (
C f

) للʺʻʴʻى (T ) للʺʺاس معادلة ʧʽع ²
( f (α) ≈ 3 ʚنأخ ) . (∆) و (T ) ، (

C f
) أنʷئ ʦث f (−2) ʖʶاح ³

. f (x) = m −1 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ´
61 ʥȂʙʸʯال

.g (x) = x3 +3x +8 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

. lim
x−→−∞g (x) و lim

x−→+∞g (x) ʖʶاح أ/ /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.−1.52 <α<−1.51 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج بـ/

ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x3 −4

x2 +1
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
. lim

x−→−∞ f (x) و lim
x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1

. f (x) = ax +b + c x +d

x2 +1
: R ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح d و c ،b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ/ /2

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

. f ′ (x) = x ×g (x)(
x2 +1

)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
. f (α) لـ حʛʸا ʧʽع ʦث f (α) = 3

2
α أن ʗʰأث /4

(∆) ʦॽʁʱʶʺال یʨازȄان (T2) و (T1) ʧʽمʺاس ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /5
.1.5 < x0 < 1.6 ʘʽح x0 فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (

C f
) أن ʗʰأث /6

.(C f
) و (T2) ،(T1) ،(∆) أنʷئ /7

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) =

∣∣x3
∣∣+4

x2 +1
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /8

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

62 ʥȂʙʸʯال
g (x) = x3 −3x2 +3x −9 كʺابلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I

lim
x→+∞g (x) و lim

x→−∞g (x) ʖʶاح أ) ¬
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث R على g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­

g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج و g (3) ʖʶاح ®
الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = x3 −5x2 +7x +1

(x −1)2 كʺابلي: R− {1} على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة (I I

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح أ) ¬
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هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶوف lim
x

<→1
f (x) و lim

x
>→1

f (x) ʖʶاح ب)

. f ′(x) = g (x)

(x −1)3 ʨȞǽن: R− {1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰاث ­
تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث R− {1} على f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ®

. f (x) = x −3+ 4

(x −1)2 فإن: R− {1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب أ) ¯

معادلʱه كʱاǼة ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) الʺʻʴʻى أن اسʱʻʱج ب)
. (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس جـ)

. −0.2 < x0 <−0.1 ʘʽح x0 فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (
C f

) الʺʻʴʻى أن ʧʽب °
. −1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) للʺʻʴʻى (T ) الʺʺاس معادلة ʧʽع ±

. (T ) و (∆) ، (
C f

) أنʷئ ʦث f (0) ʖʶاح ²
. f (x) = m +1 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق أ) ³
. f (x) = x +m الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ب)

h(x) = f (|x |) بـ: R− {−1; 1} على الʺعʛفة h الʙالة ʛʰʱنع ´
الʛʷح مع (

C f
) ʧم انʢلاقا h الʙالة مʻʴʻى (Ch) ʦارس •

k(x) = | f (x)| بـ: R− {1} على الʺعʛفة k الʙالة ʛʰʱنع µ
الʛʷح مع (

C f
) ʧم انʢلاقا k الʙالة مʻʴʻى (Ck ) ʦارس •

63 ʥȂʙʸʯال .
g (x) = 2x3 +6x2 +7x +1 بـ: R على معʛفة دالة g (I

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ إتʳاه ادرس ¬
.−0.2 <α<−0.1 أن: Șقʴت ʦث R في α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʧʽب ­

.x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج ®

f (x) = 2x3 +4x2 +x

(x +1)2 یلي: كʺا R− {−1} على الʺعʛفة f العʙدǽة الʙالة ʛʰʱنع (II
.(O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (C f ) و

lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) ʖʶأح ¬
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، lim

x→−1
f (x) ʖʶأح ­

:x ∈R− {−1} حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم ʘʽح c و b ، a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع ®

f (x) = ax +b + c x

(x +1)2

.−∞ و +∞ ʙʻع (C f ) لـ مائل مقارب y = 2x الʺعادلة ȑذ (D) ʦॽʁʱʶʺال أن ʧʽب ¯
.(D) و (C f ) لـ الʰʶʻي الʨضع ادرس °

. f ′(x) = g (x)

(x +1)3 :x ∈R− {−1} حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أن ʧʽب ±
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ إتʳاه ادرس ²

وجʙت. ان الʺʺاس معادلة ʖʱاك (D)؟ ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄة مʺاسات ʙجʨت هل ³
الفʨاصل. مʨʴر مع (C f ) تقاʡع Ȍنق فʨاصل ʧʽع ´
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. f (α) لـ حʛʸا اسʱʻʱج ʦث f (α) =−2− 2

α+1
+ 3

(α+1)2 أن: ʧʽب µ
.ʦالʺعل ʝنف في (C f ) و (D) ʦارس (11

. f (x) = 2x +m الʺعادلة: حلʨل عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶوح بॽانॽا ʞناق (12
h(x) = [ f (x)]2 بـ: R− {−1} الʺʳال على الʺعʛفة h الʙالة ʛʰʱنع (III

.h′(x) اشارة اسʱʻʱج ʦث f (x) و f ′(x) بʙلالة h′(x) ʖʶأح ¬
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث h الʙالة ʛʽتغ إتʳاه ادرس ­

.t (x) = f (x +2) بـ ]−3;+∞[ على الʺعʛفة t الʙالة ʛʰʱنع (IV
.(O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ct ) و
.ʦالʺعل ʝنف في أرسʺه ʦث (C f ) ʧم إنʢلاقا (Ct ) ʦرس ʧȞʺǽ ʅॽك إشʛح ¬

بʨنان لقʺان الأسʱاد اعʙاد ʧم 64 ʥȂʙʸʯال
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
) و g (x) = x3 +ax2 +bx +c : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

ثابʱة. حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

−1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع وȄقʰل B (1, 0) و A (0,−5) ʧʽʱʢقʻال ʷǽʺل (
Cg

) أن علʺا c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع /1
.y =−2x −6 معادلʱه مʺاسا

.g (x) = x3 +3x2 +x −5 أن: ȑأ c =−5 و b = 1 ،a = 3 أن نفʛض /2
. lim

x−→−∞g (x) و lim
x−→+∞g (x) ʖʶاح أ/

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج ʦث g (1) ʖʶاح جـ/

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x3 +3x2 +5x +5

(x +1)2 : بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
. f (x) = ax +b + c x +d

(x +1)2 : R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح d و c ،b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ/ /2
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (

C f
) أن اسʱʻʱج بـ/

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس جـ/
. f ′ (x) = g (x)

(x +1)3 : R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x−→1

f (x)− f (1)

x −1
حʶاب دون ʧʽع /4

.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك ʦث (∆) ʦॽʁʱʶʺال ȑازʨی (T ) وحʙʽا مʺاسا ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /5
.10−1 سعʱه له حʛʸا ʧʽع ʦث [−2,−1[ الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث /6

الإحʙاثॽات. ȑرʨʴم مع (
C f

) تقاʡع ȋنقا ʧʽع /7
.(C f

) و (T ) ،(∆) أنʷئ /8
.(1−m) (x +1)2 +2x +4 = 0 الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /9

.∣∣ f (x)
∣∣= 2m −1 الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /10

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = |x |3 +3x2 +5 |x |+5

(|x |+1)2 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I
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.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث /1
الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون h الʙالة ॼɺارة ʖʱاك /2

.0 العʙد ʙʻع h الʙالة اسʛʺʱارȄة ادرس /3
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim

>
x−→0

h (x)−h (0)

x
̸= lim

<
x−→0

h (x)−h (0)

x
أن ʗʰأث /4

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح /5
(ʙʺʴم مȄʜان الأسʱاد أعʙاد ʧم) 65 ʥȂʙʸʯال

و ʙعامʱم ʦمعل في الॽʰاني مʻʴʻاها (Cg ) و ,g (x) = x3 −3x2 +4x : بـ R على الʺعʛفة g الʙالة ʧؔʱل - : الأول الʚʱء
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱم

. g الʙالة تغʛʽات أدرس (1
.(Cg ) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم هي الʻقʢة هʚه أن ʧهʛب ʦث إحʙاثʽʽها ʧʽʽتع ʖلʢǽ إنعʢاف نقʢة ǽقʰل (Cg ) أن ʧهʛب (2

. حॽʁॽʁان عʙدان β و α (3
. ʱʺॽʀها حʶاب دون g (2022) و g (2021) ʧدیʙالع مقارنة إسʱʻʱج ʦث g (β) > g (α) فإن β>α كان إذا أنه ʧهʛب

. الفʨاصل لʺʨʴر Ǽالॼʶʻة (Cg ) وضॽɻة إسʱʻʱج ʦث R على g (x) إشارة Ȍأع (4
.(Cg ) الʺʻʴʻى ʦأرس (5

: الʰاني الʚʱء
ʝانʳʱم و ʙعامʱم ʦمعل في الॽʰاني مʻʴʻاها (C f ), f (x) = x3 −2x2

(x −1)2 : یلي كʺا R− {1} على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع -

.(O,
−→
i ,

−→
j )

. f (x) = ax + bx

(x −1)2 : ʘʽح b و a ʧʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع (1
. هʙʻسॽا الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث, lim

x→1
f (x) و lim

x→−∞ f (x) , lim
x→+∞ f (x) ʖʶأح (2

. هʙʻسॽا الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث, lim
h→0

f (2+h)− f (2)

h
ʖʶأح (3

. f ′(x) = g (x)

(x −1)3 : فإن R− {1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب (4
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث تعȄʛفها مʳالي على f الʙالة ʛʽتغ إتʳاه إسʱʻʱج (5

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (C f ) وضॽɻة أدرس ʦث (C f ) للʺʻʴʻى مائل مقارب ʦॽʁʱʶم y = x الʺعادلة ذو (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʧʽب (6

.(T ) لـ معادلة ʖʱأك ʦث تعʻʽʽها ʖلʢǽ A وحʙʽة نقʢة في (∆) ʦॽʁʱʶʺال ȑازʨی (C f ) للʺʻʴʻى (T ) مʺاس ʙجʨی أنه ʧʽب (7
الفʨاصل. مʨʴر حامل مع (C f ) الʺʻʴʻى تقاʡع نقʱʢي إحʙاثॽات ʖʶأح (8

. الفʨاصل لʺʨʴر Ǽالॼʶʻة (C f ) وضॽɻة إسʱʻʱج ʦث R− {1} على f (x) إشارة Ȍإع (9
.(Cg ) ʧع ʱʵǽلف ʙیʙج ʦمعل في (C f ) ʦث (T ), (∆) ʦأرس (10

: الʱالॽة الʺعادلات حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق (11
.x3 −2x2 = mx(x −1)2 ; f (x) = x +m2 −4 ;− x

(x −1)2 = m ; f (x) = f (m) ; f (x) = |m|−1 ; f (x) = m

: ʖالʰال الʚʱء
: ʘʽح h3 , h2 , h1 : الʱالॽة العʙدǽة الʙوال ʧؔʱل -

Dh3 =R− {2} و h3(x) = f (x −1)+2 ,Dh2 = D f و h2(x) = | f (x)| ,Dh1 =R− {−1; 1} و h1(x) = f (|x |)
. زوجॽة دالة h1 أن ʧʽب (1

. أنʯʷها ʦث (C f ) مʻʴʻى ʧم إنʢلاقا (Ch3 ), (Ch2 ), (Ch1 ) الʺॽʻʴʻات ʦرس ʦʱی ʅॽك إشʛح (2
: الʙاǺع الʚʱء

k(x) = f (x2) : بـ R− {−1; 1} على الʺعʛفة k الʙالة ʧؔʱل -

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث k الʙالة ʛʽتغ إتʳاه أدرس (1
66 ʥȂʙʸʯال

g (x) = x3 +6x2 +12x +7 كʺابلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I
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lim
x→+∞g (x) و lim

x→−∞g (x) ʖʶاح أ) ¬
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث R على g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­

g (x) إشارة x الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج و g (−1) ʖʶأ)اح ®
الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = x+ 3

2
+ 1

2(x +2)2 كʺابلي: R−{−2} على الʺعʛفة f نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح أ) ¬
هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶوف lim

x
<→−2

f (x) و lim
x

>→−2
f (x) ʖʶاح ب)

. f ′(x) = g (x)

(x +2)3 ʨȞǽن: R− {−2} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰاث ­
تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ®

هʙʻسॽا. ʥذل ʛʶوف −3 <α<−2.5 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧّ̔ب ¯
. −∞ و +∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y = x + 3

2
الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال انّ ʧّ̔ب أ) °

ارسʺهʺا. ʦث (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس ب)
. f (x) = m −1 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ±
. f (x) = x +m الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ²

h(x) = f (x2) بـ: R− {−2} على الʺعʛفة h الʙالة ʛʰʱنع ³
( مʢلȃʨة ʛʽغ h(x) (ॼɺارة h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه واسʱʻʱج h′(x) ʖʶاح أ)

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، h الʙالة نهاǽات اسʱʻʱج ب)
67 ʥȂʙʸʯال

یلي: كʺا تغʛʽاتها ʙʳǼول R− {−1} على الʺعʛفة العʙدǽة الʙالة f (I

x

f (x)

−∞ −2 −1 α 0 β +∞
+∞

5

+∞

−∞

1

−∞
0 0

.(O; i⃗ , j⃗ ) ʝانʳʱʺال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (C f ) ʧȞॽول
:ʘʽح c و b ، a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧّ̔ع (1

f (x) = ax2 +bx +c

x +1

هʙʻسॽا. ʧʽʱʳॽʱʻال ʛʶف ʦث هʙʻسॽا.، الʱʻائج ʛʶوف lim
x

<→−1
f (x) و lim

x
>→−1

f (x) ʖʶاح ʧّ̔ع (2

.(−2) الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (C f ) لـ الʺʺاس معادلة ʧّ̔ع (3
:ʛȄʛʰʱال مع خʢأ أم ॽʴʸǼح ʖأج (4
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f (2) > f (1) أ/
.R− {−1} في ʙʽوح حل تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة ب/

f ′(1) > 0 جـ/
f الʙالة إشارة ʧّ̔ع (5

:c = 1 و b = 1 و a =−1 یلي: ॽɾʺا نʹع (II
(1

لʙیʻا: x ∈R− {−1} كل أجل ʧم أنه ʧّ̔ب أ/
f (x) =−x +2− 1

x +1

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ ±∞ ʨʳǼار (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (C f ) أن اسʱʻʱج ب/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (C f ) وضॽɻة ادرس جـ/

(2
.x =−1 الʺعادلة ذو ȑدʨʺالع الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال مع (∆) ʦॽʁʱʶʺال تقاʡع نقʢة ω الʻقʢة إحʙاثॽات ʧّ̔ع أ/

.(C f ) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم هي ω الʻقʢة أن ʧّ̔ب ب/
.ω الʻقʢة ʷǽʺل (C f ) للʺʻʴʻى مʺاس ȑأ ʙجʨی لا أنه ʗʰأث جـ/

.(C f ) و (∆) ʧم كل ʦارس (3
. f (x) =−x +m الʺعادلة: حلʨل وȂشارة عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق (4

.g (x) = [ f (x)]2 بـ: R− {−1} على الʺعʛفة g الʙالة ʧؔʱل (III)
تعȄʛفها. مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع g الʙالة نهاǽات ʧّ̔ع (1

g (−2) و g (0) ، g (β) ، g (α) :ʖʶاح (2
g ′(x) ʖʶاح ،ʧʽʱدال ʖ ʛؗم Șʱʷم Ǽاسʱعʺال (3
تغʛʽاتها. دراسة دون g الʙالة تغʛʽات اسʱʻʱج (4

h(x) = f (|x |) بـ: R على الʺعʛفة h الʙالة ʧؔʱل (IV
.h الʙالة شفॽɻة ادرس (1

.(C f ) الʺʻʴʻى ʧم انʢلاقا h للʙالة الʺʺʲل (Ch) الʺʻʴʻى إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك وضّح (2
68 ʥȂʙʸʯال

بـ: R− {1} على معʛفة دالة f و ʧʽʽقॽʁح ʧدیʙع b و a ʧȞॽل -I

f (x) = ax2 +bx +1

x −1

.(O; i⃗ , j⃗ ) ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (C f ) Î
. f لـ حǽʙة ॽʀʺة f (−1) = 0 تʨؔن حʱى b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع •

.b = 2 و a = 1 یلي: ॽɾʺا نʹع -II
. lim

x→−∞ f (x) و lim
x→+∞ f (x) ʖʶأح (1
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هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶوف lim
x

<→1
f (x) و lim

x
>→1

f (x) ʖʶاح (2
:x ∈R/{1} كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ- (3

f ′(x) = (x +1)(x −3)

(x −1)2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة تغʛʽات اسʱʻʱج بـ-
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (C f ) أن ʗʰأث أ- (4

.(∆) ʦॽʁʱʶʺوال (C f ) للʺʻʴʻى الʰʶʻي الʨضع ادرس بـ-
.ȑدʨʺالع الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال مع (∆) تقاʡع نقʢة Ω إحʙاثʽي ʙج (5

.(C f ) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم هي Ω الʻقʢة أن ʗʰأث (6
.Ω الʻقʢة ʷǽʺل (C f ) للʺʻʴʻى مʺاس ȑأ ʙجʨلای أنه ʗʰأث (7

مʻهʺا. كل معادلة ʖʱاك ʦث y =−3x −5 الʺعادلة ذو ʦॽʁʱʶʺلل ʧʽȄازʨم ʧʽمʺاس ǽقʰل (C f ) أن ʧʽب (8
.(T ) الʺʺاس و الʺقارȃان الʺॽʁʱʶʺان ، (C f ) ʦأرس (9

بـ: R/{−1; 1} على الʺعʛفة الʙالة g -III
g (x) = x2 +2|x |+1

|x |−1

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في الॽʰاني تʺʽʲلها (Cg ) Î

.g (x) = f (|x |) :x ∈R/{−1; 1} كل أجل ʧم أنه ʗʰأث (1
ارسʺه. ʦث (C f ) ʧم انʢلاقا (Cg ) ʦرس كॽɿॽة اشʛح (2

.g (x) = m الʺعادلة: حلʨل وȂشارة عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶوح بॽانॽا ʞناق (3
69 ʥȂʙʸʯال

في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و R− {2} على للاشʱقاق والقابلة f (x) = ax + bx +c

(x −2)2 : بـ R− {2} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم

.(C f
) للʺʻʴʻى ذروة B (1, 0) والʻقʢة A (3, 1) الʻقʢة ʷǽʺل (

C f
) أن علʺا c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع /1

. f (x) = x3 −4x2 +3x +1

(x −2)2 : R− {2} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /2
.(C f

) لـ الʺقارȃة الʺॽʁʱʶʺات معادلات اسʱʻʱج ʦث f الʙالة تغʛʽات ادرس /3
.
]

1

2
, 3

[
الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل أنها ʗʰأث ʦث f (x) = 0 الʺعادلة حلʨل عʙد ʧʽع أ/ /4

الʺائل. الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس /5
.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك ʦث الʺائل الʺقارب ʦॽʁʱʶʺال ȑازʨی (T ) وحʙʽا مʺاسا ǽقʰل (

C f
) أن ʗʰأث /6

إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /7
.(C f

) و (T ) ،(∆) أنʷئ /8
. f (x) = m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /9

70 ʥȂʙʸʯال

f (x) = αx2 +βx

x2 −2x +2
بـ: R على الʺعʛفة f الʙالة ʛʰʱنع (I

.(O;
−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱʺال و ʙعامʱʺال ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (C f )
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.A(1;−1) الʻقʢة ʙʻع الفʨاصل مʨʴر ȑازʨی مʺاسا ǽقʰل (C f ) ʘʽʴǼ β و α ʧʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع (1
f ′(x) = 4x −4

(x2 −2x +2)2 فإن: x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧʽب ، β=−2 و α= 1 نʹع (2
تغʛʽاتها جʙول مȞʷلا f الʙالة ʛʽتغ إتʳاه إسʻʱʻʱج ʦث f ′(x) إشارة أدرس (3

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، f (2−x) = f (x) فإن: x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʧʽب (4
.ʧȄرʨʴʺال حاملي مع (C f ) الʺʻʴʻى تقاʡع Ȍنق ʧʽع (5

.0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (C f ) للʺʻʴʻى الʺʺاس (T ) ʦॽʁʱʶʺال معادلة ʖʱاك (6
(C f ) والʺʻʴʻى (T ) ʦॽʁʱʶʺال ʦارس (7

f (x) = m الʺعادلة حلʨل عʙد m ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق حॽʁقي، Ȍॽوس m (8
g (x) = x2 −2|x |

x2 −2|x |+2
بـ: R على الʺعʛفة g الʙالة ʛʰʱنع (II

.0 ʙʻع g الʙالة إشʱقاق قابلॽة أدرس ʦث الʺʢلقة، الॽʁʺة ʜرم دون g الʙالة ॼɺارة ʖʱاك (1
ʦالʺعل ʝنف في أرسʺه ʦث (C f ) ʧم إنʢلاقا g الʙالة مʻʴʻى (Cg ) ʦرس كॽɿॽة اشʛح (2

71 ʥȂʙʸʯال

ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x2 −x +4

x2 +x +2
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
بॽانॽا. ʧʽʱʳॽʱʻال ʛʶف ʦث lim

x−→−∞ f (x) و lim
x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1

.g (x) = f (x)−1 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة ادرس أ/

.y = 1 الʺعادلة ȑذ (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة اسʱʻʱج بـ/
. f ′ (x) = 2 (x +1) (x −3)(

x2 +x +2
)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3

.[−1, 3] الʺʳال على تʺاما ومʻʱاقʸة [3,+∞[ و ]−∞,−1] ʧʽالʳʺال ʧم كل على تʺاما مʜʱایʙة f الʙالة أن ʗʰأث بـ/
. f الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل جـ/

.1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك أ/ /4

.A
(
−2,

5

2

)
الʻقʢة في (

C f
) ǽقʢع (T ) أن Șقʴت بـ/

.(C f
) و (T ) ،(∆) أنʷئ /5

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = x2 −|x |+4

x2 +|x |+2
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /6

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.h (x) = f (x) : [0,+∞[ الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث بـ/

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح جـ/
72 ʥȂʙʸʯال

.ʦمعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ck ) و k ∈R ʘʽح fk (x) = x2 +k x

x +1
بـ: R−{−1} على معʛفة دالة fk (I

إحʙاثʽʽها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ واحʙة نقʢة ʧم ʛʺت (Ck ) الʺॽʻʴʻات جʺॽع أن ʧʽب (1
.ʧʽʱیʙح ʧʽʱʺॽʀ fk للʙالة تʨؔن أجلها ʧم الʱي k العʙد ʦॽʀ ʧʽع (2

.A(2; 4) الʻقʢة ʷǽʺل ȑʚال (Ck ) الʺʻʴʻى ʧʽع (3
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f2(x) = x2 +2x

x +1
ȑأ k = 2 ʚأخǼ (II

f2(x) = ax +b + c

c +1
أجلها: ʧم والʱي c و b ، a الأعʙاد ʧʽع (1

. f2 الʙالة تغʛʽات أدرس (2
معادلʱه. ʧʽʽتع ʖلʢǽ (∆) مائل مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (C2) أن ʧʽب أ- (3

.(∆) ʦॽʁʱʶʺلل Ǽالॼʶʻة (C2) وضॽɻة أدرس ب-
.(C2) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم هي I (−1; 0) الʻقʢة أن ʧʽب (4

.ʖʽتʛʱال على 0 و (−2) ʧʽʱالفاصل ʙʻع (C2) للʺʻʴʻى (T ′) و (T ) ʧʽالʺʺاس معادلʱي ʖʱاك (5
.(C2) والʺʻʴʻى (T ′) و (T ) ʧʽالʺʺاس ʦارس (6

f2(x) = 2x +m الʺعادلة: حلʨل وȂشارة عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق (7
y = px +p معادلʱه: ʦॽʁʱʶم (∆p ) و حॽʁقي Ȍॽوس p (8

.I تʷʺل مʺاسات ǽقʰل لا (C2) الʺʻʴʻى أن ʧʽب أ-
f2(x) = px +p الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد p الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ب-

h(x) = f2(sin(x)) بـ: الʺعʛفة الʙالة ʛʰʱنع (9
.h الʙالة ʅȄʛتع مʨʺʳعة ʧʽع أ-

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، [0;π] الʺʳال على h ʛʽتغ إتʳاه إسʻʱʻʱج ب-
73 ʥȂʙʸʯال

ثابʱان. حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح g (x) = ax +b

x2 +ax +1
: بـ الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
)

مʨʴر وȄقʢع x = 1 معادلʱه ʖʽاتʛʱال لʺʨʴر مʨازȄا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن علʺا b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ॽʀʺة ʧʽع -
.3

2
الفاصلة ذات الʻقʢة في الفʨاصل

. f (x) = −2x +3

x2 −2x +1
: بـ R− {1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث lim
x−→1

f (x) و lim
x−→−∞ f (x) ، lim

x−→+∞ f (x) ʛʰʶاح /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

الفʨاصل. مʨʴر إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة اسʱʻʱج ʦث R− {1} ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f (x) إشارة ادرس /3
.ʖʽاتʛʱال مʨʴر مع (

C f
) تقاʡع نقʢة ʙʻع (

C f
) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك /4

.(C f
) و (T ) أنʷئ /5

الإشارة. في ʧʽلفʱʵم ʧʽحل mx2 +2 (1−m) x +m −3 = 0 الʺعادلة تقʰل حʱى ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ بॽانॽا، ʧʽع /6
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = |2x −3|

(x −1)2 : بـ R− {1} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /7
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -

74 ʥȂʙʸʯال
ثابʱان. حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح g (x) = a + b

x2 −2x −3
: بـ R− {−1, 3} على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
)

.g ′ (x) = −2b (x −1)(
x2 −2x −3

)2 : R− {−1, 3} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /1
الʺعادلة ȑذ ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄا مʺاسا A (5,−4) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل (

C f
) أن علʺا b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ॽʀʺة ʧʽع /2

.2x −3y +1 = 0

. f (x) = −3x2 +6x −3

x2 −2x −3
: بـ R− {−1, 3} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)
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بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
. f ′ (x) = 24x −24(

x2 −2x −3
)2 : R− {−1, 3} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
.y = 1 الʺعادلة ȑذ (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس /3

.−3 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك /4
.(C f

) لـ ʛʣاʻت مʨʴر ʨه x = 1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /5
.(C f

) و (T ) ،(∆) أنʷئ ʦث f (0) و f (−2) ʖʶاح /6
.(m +3) x2 −2 (m +3) x −3 (m −1) = 0 الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7

.h (x) = −3x2 +6x −3

x2 −2x −3
: بـ R− {−1, 3} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch)

.h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /1
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ (Ch) و (

C f
) ʧʽب مʛʱʷك مʺاس ʙجʨی أنه ʗʰأث /2

75 ʥȂʙʸʯال
.g (x) = x3 −x2 +7x −3 : بـ R على g الʙالة تغʛʽات ʲʺǽل الʺقابل الʙʳول .I

x

g ′(x)

g (x)

−∞ +∞

+

−∞

+∞

.α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /1
.0.1 سعʱه α لـ حʛʸا ʧʽع ʦث g (0.2)×g (0.6) < 0 أن Șقʴت بـ/

.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة ʧʽع أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (−x) إشارة اسʱʻʱج بـ/

. f (x) = x

x2 +1

(−x2 +2x +3
) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f (x) =−x +2+ ax +b

x2 +1
: R ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع أ/ /2

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

. f ′ (x) = (x −1)×g (−x)(
x2 +1

)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
. lim

x−→−α
f (x)− f (−α)

x +α
= 0 أن حʶاب دون بʛر /4

( f (−α) ≃−0.7 ʚنأخ) .(C f
) و (∆) أنʷئ ʦث f (3) و f (0) ، f (−1) ʖʶاح /5
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.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) =−x −1+ 4x +2

x2 +2x +2
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I

.h (x −1) = f (x)−2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت /1
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح /2

76 ʥȂʙʸʯال
.g (x) = x3 −3x −3 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

. lim
x−→−∞g (x) و lim

x−→+∞g (x) ʖʶاح أ/ /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.2.1 <α< 2.2 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج بـ/

. f (x) = 2x3 +3

x2 −1
: بـ R− {−1, 1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح أ/ /1
مʻهʺا. لؔل معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ (

d ′) و (d ) ʧʽȃمقار ʧʽʺॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
. f ′ (x) = 2x ×g (x)(

x2 −1
)2 : R− {−1, 1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
. f (α) لـ حʛʸا ʧʽع ʦث f (α) = 3α أن ʗʰأث /3

. f (x) = 2x + 2x +3

x2 −1
: R− {−1, 1} ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت أ/ /4

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

.(∆) ʦॽʁʱʶʺلل مʨازȄا (
C f

) لـ الʺʺاس عʙʻها ʨȞǽن الʱي (
C f

) ȋنقا فʨاصل ʧʽع أ/ /5

( f

(
−3+p

5

2

)
≃−3.3 ʚنأخ) .−3+p

5

2
الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك بـ/

.(C f
) و (T ) ،(∆) ،(d ′) ،(d ) أنʷئ /6

77 ʥȂʙʸʯال
. f (x) = x3 +1

3x2 +1
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f ′ (x) = 3x (x −1)

(
ax2 +bx +c

)(
3x2 +1

)2 : R ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
. lim

x−→−∞

[
f (x)− 1

3
x
]
و lim

x−→+∞

[
f (x)− 1

3
x
]
ʖʶاح أ/ /3

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.y = 1

3
x الʺعادلة ȑذ (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

.(C f
) و (∆) أنʷئ ʦث f (−1) ʖʶاح /4
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.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = x3 −3x2 +3x

3x2 −6x +4
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /5

.h (x) = f (x −1) : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

78 ʥȂʙʸʯال

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x2 −2x

x2 −2x −3
: بـ R− {−1; 3} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

.(C f
) لـ ʛʣاʻت مʨʴر ʨه x = 1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /3

الفʨاصل. مʨʴر مع (
C f

) تقاʡع ȋنقا ʧʽع /4
.(C f

) و (∆) أنʷئ /5
.(m −1) x2 −2 (m −1) x −3m = 0 الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /6

l (x) = و k (x) = x2 −2x∣∣x2 −2x −3
∣∣ ،h (x) =

∣∣x2 −2x
∣∣

x2 −2x −3
،g (x) = x2 −2 |x |

x2 −2 |x |−3
: بـ الʺعʛفة الʙوال l و k ،h ،g ʧؔʱل /7

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰانॽة تʺॽʲلاتها (Cl ) و (Ck ) ،(Ch) ،(Cg

) و ∣∣ f (x)
∣∣

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷها ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Cl ) و (Ck ) ،(Ch) ،(Cg
) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -

79 ʥȂʙʸʯال
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) و f (x) = 2x2 −4x −2

x2 −2x
: بـ R− {0, 2} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح أ/ /1
.(C f

) لـ الʺقارȃة الʺॽʁʱʶʺات معادلات ʖʱاك بـ/
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

.ʖʽتʛʱال على 3 و −1 ʧʽʱالفاصل ذات ʧʽʱʢقʻال ʙʻع (
C f

) مʺاسي (T2) و (T1) ʧم لؔل معادلة ʖʱاك /3
.(C f

) لـ ʛʣاʻت مʨʴر ʨه x = 1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /4
الفʨاصل. مʨʴر مع (

C f
) تقاʡع ȋنقا ʧʽع /5

.(C f
) و (T2) ،(T1) ،(∆) أنʷئ /6

. f (x) =−m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
) و f (x)+ g (x) = 4 : بـ R− {0, 2} على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل /8

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (
Cg

) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -
80 ʥȂʙʸʯال

ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = 3x2 +αx +3

3x2 +2x +β
: بـ الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.ʧʽʱثاب ʧʽʽقॽʁح ʧدیʙع β و α ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
.R على معʛفة f الʙالة أجلها ʧم تʨؔن الʱي β الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʧʽع /1 .I

.−1 هي −1 العʙد ʙʻع حǽʙة ॽʀʺة تقʰل f الʙالة أن علʺا β و α ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع /2
. f (x) = 3x2 +10x +3

3x2 +2x +3
أن: ȑأ β= 3 و α= 10 أن نفʛض .I I
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بॽانॽا. ʧʽʱʳॽʱʻال ʛʶف ʦث lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح أ/ /1
.y = 1 الʺعادلة ȑذ (∆) ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2
.B و A ʧʽʱʢنق في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (

C f
) /3

.ABC ʘلʲʺال مʶاحة ʖʶاح ʦث C نقʢة في عʺʨدǽا یʱقاʡعان B و A ʧʽʱʢقʻال في (
C f

) لـ ʧʽالʺʺاس أن ʗʰأث -
.(C f

) و (∆) أنʷئ /4
حॽʁقي. Ȍॽوس m ʘʽح y = m معادلʱه ʦॽʁʱʶم (Dm) /5

.(Dm) ʦॽʁʱʶʺال مع (
C f

) تقاʡع ȋنقا عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق أ/
حʶابॽا. الʱʻائج ʧم Șقʴت بـ/

.[M N ] القʢعة مʸʱʻف L ʧؔʱول ،N و M نʽʺʶهʺا ʧʽʱʢنق في (Dm) ʦॽʁʱʶʺال مع (
C f

) یʱقاʡع عʙʻما جـ/
.m ʛʽغʱی عʙʻما L Ȍقʻال مʨʺʳعة (Γ) ʧʽع -

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = 3x2 −10 |x |+3

3x2 −2 |x |+3
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /6

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

81 ʥȂʙʸʯال
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال .I

(D) تقاʡع نقʢة فاصلة α و x 7−→ x3 للʙالة الॽʰاني الʽʲʺʱل (Γ) ،y =−3x −8 الʺعادلة ذو ʦॽʁʱʶʺال (D) الʺقابل، الȞʷل في
.(Γ) و

.(D) إلى Ǽالॼʶʻة (Γ) وضॽɻة حʙد بॽانॽة، Ǽقʛاءة /1
.g (x) = x3 +3x +8 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل /2

.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة ʧʽع أ/
.−1.6 <α<−1.5 أن حʶابॽا Șقʴت بـ/

−4 −3 −2 −1 1 2

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

0

(Γ)

(D)

α

. f (x) = x3 +2x2 −2

x2 +1
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I
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.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f (x) = x +2+ ax +b

x2 +1
: R ʧم x كل أجل ʧم ʨȞǽن ʘʽح b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع أ/ /2

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ و +∞ ʙʻع (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس جـ/

. f ′ (x) = x ×g (x)(
x2 +1

)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim

x−→0

f (x)+2

x
حʶاب دون ʧʽع /4

( f (α) ≃−0.3 ʚنأخ) .(C f
) و (∆) أنʷئ /5

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = f (|x |) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /6

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

82 ʥȂʙʸʯال
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال .I

.g (x) = 2x3 +9x +24 : بـ R على الʺعʛفة g للʙالة الॽʰاني الʽʲʺʱل (
Cg

) الʺقابل، الȞʷل في
بॽانॽة: Ǽقʛاءة -

.g (−1) و g (−2) ʧم كل إشارة ʧʽع /1
.−1.7 <α<−1.6 أن Șقʴت ʦث g (α) = 0 ʘʽح ]−2,−1[ الʺʳال ʧم α ʙʽوح حॽʁقي عʙد وجʨد اسʱʻʱج /2

.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة ʧʽع /3

−3 −2 −1 1

−20

−10

10

20

30

0

(
Cg

)

. f (x) = −x3 −6

2x2 +3
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I
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.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f ′ (x) = x ×g (−x)(

2x2 +3
)2 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

ʦث [0,−α] الʺʳال على تʺاما ومʜʱایʙة [−α,+∞[ و ]−∞, 0] ʧʽالʳʺال ʧم كل على تʺاما مʻʱاقʸة f الʙالة أن اسʱʻʱج بـ/
تغʛʽاتها. جʙول شȞل

. f (x)+ x

2
= 3x −12

2
(
2x2 +3

) : R ʧم x كل أجل ʧم أنه Șقʴت أ/ /3
.−∞ و +∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y =−x

2
الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن اسʱʻʱج بـ/

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس جـ/
.−1.82 < x0 <−1.81 ʘʽح x0 فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (

C f
) أن ʗʰأث /4

( f (−α) ≃ f (1.75) ≃−1.2 ʚنأخ) .(C f
) و (∆) أنʷئ /5

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = f (|x |) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /6

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

83 ʥȂʙʸʯال
جʙول لها و حॽʁॽʁة، اعʙاد c و b ، a ʘʽح ، f (x) = ax +b + c

x
ʘʽح ، R− {0} على للإشʱقاق قابلة عʙدǽة دالة f ʧؔʱل

الʱالي: الʱغʛʽات
x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1 0 1 +∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

−5−5

−∞

+∞

−1−1

+∞+∞

c و a بʙلالة f ′(x) ʖʶاح ¬
c و b ، a الأعʙاد ʧʽع الʱغʛʽات، ʙʳǼول Ǽالاسʱعانة ­

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، lim
x

>→0
f (x) و lim

x
<→0

f (x) ʧʽع ®

. x0 =−1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع الʺʺاس معادلة اسʱʻʱج ¯
f (x) = 0 الʺعادلة حلʨل عʙد ʛؗاذ °
الʱعلʽل: مع خʢأ أو ॽʴʸǼح ʖأج ±

f
(

1

3

)
< f

(
1

2

)
أ)

[
1

3
;

1

2

]
الʺʳال في وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة ب)

f ′(3) > 0 جـ)

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول c = 1 و b =−3 ، a = 1 یلي ॽɾʺا ʚنأخ ²

. −∞ و +∞ ʨʳǼار مائل مقارب y = x −3 الʺعادلة ذا (D) ʦॽʁʱʶʺال ǽقʰل (
C f

) أن ʧʽب أ)
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(D) الى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس ب)
هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، f (−x)+ f (x) =−6 فإن: x ∈R− {0} كل أجل ʧم أنه ʧʽب جـ)

.(C f
) انʷئ . β≈ 2.6 ، f (x) = 0 للʺعادلة الʲاني الʴل ʚنأخ د)

حلʨل. ثلاث | f (x)| = m2 للʺعادلة ʨȞǽن أجلها ʧم الʱي m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʧʽع هـ)

h(x) = [
f (x)

]2 بـ: R− {1} على معʛفة دالة h ³

h′(x) ʖʶاح ʧʽʱدال ʖ ʛؗم Șʱʷم Ǽاسʱعʺال أ)
الʙالة تغʛʽات ادرس ب)

h(x)

84 ʥȂʙʸʯال
الʱالي: الʱغʛʽات جʙول لها تعȄʛفها. مʨʺʳعة ʧم مʳال كل على للإشʱقاق قابلة عʙدǽة دالة f ʧؔʱل

x

f ′(x)

f (x)

−∞ 1

2
1

3

2
+∞

+ 0 − − 0 +

−∞−∞

11

−∞

+∞

33

+∞+∞

حॽʁॽʁة. أعʙاد c و b ،a ʘʽح f (x) = ax +b + c

x −1
الȞʷل: على f ॼɺارة ʖʱؔت

f ′(x) ʖʶاح ¬
f الʙالة تغʛʽات جʙول على اعʱʺادا ­

.c و b ،a ، الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع أ)

هʙʻسॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث . lim
x→−∞ f (x) و lim

x→+∞ f (x) ʧʽع ب)

.ʥʱإجاب معللا f Ǽالʙالة 3

4
و 1

2
ʧدیʙالع صʨرتي ʧʽب قارن جـ)

f (x) = 1

2
الʺعادلة حلʨل عʙد ʨماه د)

.ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل في f للʙالة الॽʰاني الʽʲʺʱل (
C f

) ʧȞॽول .c = 1

4
و b = 1 ،a = 1 یلي: ॽɾʺا ʚنأخ ®

y = x +1 معادلʱه (∆) مقارب ʦॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) فإن −∞ أو +∞ إلى x یʕول عʙʻما انه ʧʽب أ)

.(∆) ʦॽʁʱʶʺلل Ǽالॼʶʻة (
C f

) الʺʻʴʻي وضॽɻة ادرس ب)
.(C f

) للʺʻʴʻى ʛʣاʻت ʜ ʛؗم ω(1; 2) الʻقʢة أنَ ʗʰاث جـ)

. الفʨاصل مʨʴر حامل مع (
C f

) تقاʡع Ȍنق ʧʽع د)
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(∆) و (
C f

) ʧم كلا أنʷئ هـ)
. f (x) = |λ| الʺعادلة حلʨل عʙد λ ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʧʽع حॽʁقي، عʙد λ ¯

g (x) = [
f (x)

]2 بـ: على معʛفة دالة g °
g ′(x) ʖʶأح ʧʽʱدال ʖ ʛؗم Șʱʷم Ǽاسʱعʺال أ)

.( تغʙʻاتها دراسة دون ) g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل ب)
h(x) = 1

f (x)
كʺایلي: ]1;+∞[ على الʺعʛفة h الʙالة ʛʰʱنع ±

f ′(x) و f (x) بʙلالة h′(x) ʖʶأح ʧʽʱدال ʖ ʛؗم Șʱʷم Ǽاسʱعʺال أ)
.( تغʙʻاتها دراسة دون ) g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل ʦث ، h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ب)

85 ʥȂʙʸʯال

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = ax2 +bx +c

x2 +2x
: بـ R− {−2, 0} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

ثابʱة. حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

: f الʙالة تغʛʽات ʲʺǽل الʺقابل الʙʳول
x

f ′(x)

f (x)

−∞ −2 −1 0 +∞

− − 0 + +
1

−∞

+∞

3

+∞

−∞

1

.c =−2 و b = 2 ،a = 1 أن ʗʰأث f الʙالة تغʛʽات جʙول على اعʱʺادا /1
الفʨاصل. مʨʴر مع (

C f
) تقاʡع نقʱʢي فاصلʱي ʧʽع /2

.(C f
) لـ ʛʣاʻت مʨʴر ʨه x =−1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /3

.(C f
) و (∆) أنʷئ /4

. f (x) = m الʺعادلة حلʨل عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /5
86 ʥȂʙʸʯال

−1 0.5 1 2 3

−2

−1

1

2

w

O

(T2)

(T1) كʺا ]−1;+∞[ الʺʳال على للإشʱقاق وقابلة معʛفة f الʙالة
ȑʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (C f ) و f (x) = ax2 +bx +c

(x +1)2 یلي:
.(O;

−→
i ,

−→
j ) ʝانʳʱʺال و ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى مʨʶʻب

ω و O ʧʽʱʢقʻال في (C f ) للʺʻʴʻى ʧʽمʺاس (T 2) و (T1)

.ʖʽتʛʱال على 1

2
و 0 ʧʽʱالفاصل ذات

الʺقابل: الȞʷل في ʧʽʰم ʨه كʺا
یلي: ما على ʖأج بॽانॽة Ǽقʛاءة (I

]−1;+∞[ الʺʳال في f (x) = 0 الʺعادلة حلʨل ʧʽع (1
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. f الʙالة إشارة جʙول شȞل (2
. f ′ الʺʱʷقة الʙالة إشارة جʙول شȞل (3

. f الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل (4
(T 2) و (T1) ʧم كلا معادلة ʙج ʦث . f ′(0) و f ′

(
1

2

)
، f (2) ، f (0) ʧʽع (5

.c و b ، a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد إسʻʱʻʱج (6
f (x) = −x2 +2x

(x +1)2 نʹع: (II
f ′(x) = 2(1−2x)

(x +1)3 لʙیʻا: ]−1;+∞[ ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب (1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ، f الʙالة تغʛʽات أدرس (2

g (x) = [ f (x)]2 بـ: ]−1;+∞[ على الʺعʛفة g الʙالة ʧؔʱل (III
. f (x) و f ′(x) بʙلالة g ′(x) ʖʶاح (1

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g ′(x) إشارة إسʻʱʻʱج (2
87 ʥȂʙʸʯال

ʙʻع (C f ) للʺʻʴʻى الʺʺاس ʨه (∆) ʦॽʁʱʶʺال ، ]0;+∞[ الʺʳال على والʺعʛفة f للʙالة (C f ) الॽʰاني الʽʲʺʱل Șفʛʺال الȞʷل في
6 الفاصلة ذات الʻقʢة

−2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

(T )

(
C f

)

lim
h→0

f (h +4)+1

h
و f ′(6) ، f (3) ʧم كلا ʧʽع (1
.(∆) ʦॽʁʱʶʺال معادلة ʧʽع (2

lim
h→0

f ′(h +6)− f ′(6)

h
إسʻʱʻʱج ʦث ، (∆) ʦॽʁʱʶʺوال (C f ) للʺʻʴʻى الʰʶʻي الʨضع أدرس (3

. f ′(x) و f (x) ʧم كل إشارة جʙول شȞل (4
g (x) = f (x)

x
بـ: ]0;+∞[ الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة g (5

f (x) و f ′(x) بʙلالة g ′(x) ॼɺارة ʖʱاك أ-
]0;+∞[ الʺʳال على g الʙالة ʛʽتغ إتʳاه أدرس ب-

g (x) = f (x) الʺعادلة: حل ج-
f (x) = ax2 +bx +c

x2 فإن: تʺاما ʖجʨم x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم ʘʽʴǼ c و b ، a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع (6
88 ʥȂʙʸʯال
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) =
√

x2 (x +1) : بـ [−1,+∞[ الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل(
C f

) لـ الʺʺاس نʸف (T3) و 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاسي نʸفي (T2) و (T1) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا الأعلى ʨʴن مʨجه −1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع

−3 −2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

4

0

(
C f

)

(T1)(T2)

(T3)

.ʧʽʺॽال ʧم −1 العʙد ʙʻوع 0 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة حʨل مʻاسॼا تʻʽʺʵا ضع بॽانॽة، Ǽقʛاءة أ/ /1
.ʥʻʽʺʵت صʴة ʗʰأث بـ/
. lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /2
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /3

. f (x) = m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /4
m ∈]−∞; 1] ʘʽح . f (x) = mx الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /5

89 ʥȂʙʸʯال

ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = ax2 +bx

(x −1)2 : بـ R−{1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل(
C f

) لـ الʺʺاس (T2) و 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T1) ثابʱان، حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6

−4

−3

−2

−1

1
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3

4

5

0

(
C f

)

(T1) (T2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʧʽع /1
.(C f

) لـ الʺقارȃة الʺॽʁʱʶʺات معادلات ʧʽع /2
. f ′ (2) و f (2) ، f ′ (0) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /3

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع /4
.b =−4 و a = 3 أن ʗʰأث /5

.1.3 <α< 1.4 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث /6
.R− {1} ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) و f (x) ʧم كل إشارة ʧʽع /7

.l =
√

f و k = 1

f
،h = f 3 ،g = f 2 : بـ الʺعʛفة الʙوال l و k ،h ،g ʧؔʱل /8

.ʖʽتʛʱال على l و k ،h ،g الʙوال ʅȄʛتع مʨʺʳعة Dl و Dk ،Dh ،Dg ʧم كلا ʧʽع أ/
. f ′ و f ʧم كل بʙلالة l ′ و k ′ ،h′ ،g ′ ʧم كلا ʧʽع بـ/
.l و k ،h ،g الʙوال ʧم كل تغʛʽات جʙول اسʱʻʱج جـ/

90 ʥȂʙʸʯال
الʺʳال على للاشʱقاق وقابلة [0,+∞[ الʺʳال على معʛفة دالة f .

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

لـ الʺʺاس (T2) و 1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T1) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ،]0,+∞[

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 4 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

)

−2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

(
C f

)

(T1)

(T2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة
. lim

h−→0

f (1+h)− f (1)

h
و f ′ (4) ، f (4) ʧم كلا ʧʽع /1

. f (0.9994) للعʙد تقॽʰȄʛة ॽʀʺة ʧʽع /2
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع /3

.]0,+∞[ الʺʳال ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) إشارة ʧʽع /4
.[1, 9] الʺʳال على f للʙالة حʛʸا ʧʽع /5

.x الʺʳهʨل ذات f (x)× f ′ (x) Ê 0 الʺʛʱاجʴة ]0,+∞[ الʺʳال في حل /6
.ʧʽلفʱʵم ʧʽحل f (x) = 1+m2 الʺعادلة الʺعادلة تقʰل حʱى ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ بॽانॽا، ʧʽع /7

ثابʱان. حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح f (x) = ax
(
b −p

x
) : بـ [0,+∞[ الʺʳال على معʛفة الʙالة f الʙالة أن ʗʺعل إذا /8

.b و a بʙلالة f ′ ʧʽع أ/
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

.b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ॽʀʺة ʧʽع /1 الʕʶال على اعʱʺادا بـ/
91 ʥȂʙʸʯال

في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ،R على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة f .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا Ω(0, 2) الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T ) و
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل

−3 −2 −1 1 2 3

−2

−1

1
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3

4

5

6

0

(
C f

)
(T )

Ω

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
. f ′ (−1) و f (1) ، f ′ (0) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /1

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) و f (x) ʧم كل إشارة ʧʽع بـ/

.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك /3
.x الʺʳهʨل ذات f ′ (x) < 0 و f (x) > 0 ʧʽʱʴاجʛʱʺال R في حل /4

علل. ؟ (
C f

) إلى Ǽالॼʶʻة Ω الʻقʢة تʺʲل ماذا /5
ثابʱة. حॽʁॽʁة أعʙاد d و c ،b ،a ʘʽح f (x) = ax3 +bx2 +c x +d : بـ R على معʛفة الʙالة f الʙالة أن ʗʺعل إذا /6

.d و c ،b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع -
. f (x) = 2m الʺعادلة حلʨل عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x3 −3x +2 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

.0 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

.[1, 9] الʺʳال على f للʙالة حʛʸا ʧʽع /3
إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل (

C f
) أن ʗʰأث /4

.0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك أ/ /5
.(T ) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

.h (x) = [
f (x)

]2 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /6
. f ′ و f ʧم كل بʙلالة h′ ʧʽع أ/
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ʗʻرش ǻاحي 0656836024الأسʯاذ الهاتف ʤرق

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ck ) و k (x) = f (|x |) : بـ R على الʺعʛفة الʙالة k ʧؔʱل /7

.k الʙالة شفॽɻة ادرس أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ck ) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/

92 ʥȂʙʸʯال

−4 −3 −2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

−→
i

−→
j

(T )

o

(
Cg

)
. g (x) = ax3+bx2+c بــ R على معʛفة دالة g (I
الʻقʢة ʙʻع الʺʺاس ʨه (T ) الॽʰاني. تʺʽʲلها (

Cg
)

الʺقابل. الȞʷل في ʧʽʰم ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات
. g ′(2) و g ′(1) ، g (0) ʧʽع بॽانॽة Ǽقʛاءة ¬

، a = 1 أن: Șقʴت ¬ الʕʶال نʱائج Ǽاسʱعʺال ­
. c =−2 و b =−3

بॻانॻة Ǻقʙاءة ®
.g ′(x) ≤ 0 الʺʛʱاجʴة حل أ)

. (
Cg

) لـ. Ǽالॼʶʻة A (1;−4) الʻقʢة تʺʲل ماذا ب)
.ʥǼاʨج بʛر

g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل جـ)

وجʨد إسʱʻʱج ʦث g
(7

2

)
و g (3) إشارة حʙد د)

ʘʽʴǼ
]

3;
7

2

[
الʺʳال ʧم ʙʽوح α حॽʁقي عʙد

.3.1 <α< 3.2 : أن Șقʴت ʦث g (α) = 0
اسʱʻʱج ʦث .R على g (x) إشارة إسʱʻʱج (4

.R . على g (x) إشارة

الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) = x3 +1

(x −1)2 كʺابلي: R− {1} على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x →1

f (x) و lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح أ) (1
. f ′(x) = (x −1)g (x)

(x −1)4 لʙیʻا R− {1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʧʽب (2
تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج (3

( 10−1 إلى الʱʻائج تʙور ) f (α) لـ حʛʸا Ȍاع ʦث f (α) = 3+ 6α

(α−1)2 أن: ʧʽب (4
. له معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ (∆) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽ(Cقʰل f ) أن إسʱʻʱج ʦث lim

|x |→∞
(

f (x)−x
) ʖʶأح (5

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (C f ) الʺʻʴʻى وضॽɻة أدرس (6
هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim

x→α

(
f (x)− f (α)

x −α

)
حʶاب دون ʧʽع (7

.−1

3
الفاصلة ذات الʻقʢة في (C f ) الʺʻʴʻى مʺاس (D) ʦॽʁʱʶʺال معادلة ʖʱ8)أك

الإحʙاثॽات. ȑرʨʴم مع (C f ) الʺʻʴʻى تقاʡع Ȍنق ʙج (9
.(C f ) , (∆) أنʷئ (10
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. f (x) = x +m الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق (11

. الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h(x) = | x3 +1 |
(x −1)2 : بـ R− {1} على الʺعʛفة الʙالة h (I I I

الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم بʙون h(x) ʖʱأك (1
هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث −1 الॽʁʺة ʙʻع h الʙالة إشʱقاق قابلॽة أدرس (2

.(C f ) ʧم إنʢلاقا (Ch) الʺʻʴʻى ʦرس إسʱʻʱج (3
93 ʥȂʙʸʯال

في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ،R∗ على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة f .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

الʺʺاس (T2) و −1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T1) ،(C f
) لـ مقارȃان مॽʁʱʶʺان (∆2) و (∆1) ،

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ

−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6
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0

(
C f

)
(∆1)

(∆2)

(T1)

(T2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة
تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʧʽع /1

. lim
x−→−∞

f (x)

x
و lim

x−→+∞
f (x)

x
، lim

x−→−∞
[

f (x)+x
] ، lim

x−→+∞
[

f (x)−x
] ʧم كلا ʧʽع /2

. f ′ (1) و f ′ (−1) ʧم كلا ʧʽع /3
.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك /4

.x الʺʳهʨل ذات f (x)× f ′ (x) > 0 الʺʛʱاجʴة R∗ في حل /5
94 ʥȂʙʸʯال

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ، f (x) = ax + b

x +c
: بـ ]−∞,−1[∪ ]−1, 0] على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

مʨضح ʨه كʺا (
C f

) لـ مقارȃان مॽʁʱʶʺان (∆2) و (∆1) و ثابʱة حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

الȞʷل. في
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−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

0

(
C f

)

(∆1) (∆2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I

. lim
x−→−∞

f (x)

x
و lim

x−→−∞

[
f (x)+ x

3

]
، lim

x−→−∞
[

f (x)+x
] ، lim

x−→−∞ f (x) ، lim
<

x−→−1

f (x) ، lim
>

x−→−1

f (x) ʧم كلا ʧʽع /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع /2

.b = c = 1 و a =−1 أن ʗʰأث الʶاǼقة الʺعॽʢات على اعʱʺادا /3
ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
) و g (x) = x + 1

x +1
: بـ [0,+∞[ الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

. lim
x−→+∞g (x) ʖʶاح /1

له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ +∞ ʙʻع (∆3) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
Cg

) أن ʗʰأث /2
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /3

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = |x |+ 1

x +1
: بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون h الʙالة ॼɺارة ʖʱاك /1
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim

<
x−→0

h (x)−h (0)

x
و lim

>
x−→0

h (x)−h (0)

x
ʖʶاح أ/ /2

.0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (Ch) مʺاسي نʸفي (T2) و (T1) ʧم لؔل معادلة ʖʱاك بـ/
.(Ch) و (T2) ،(T1) أنʷئ /3

.h (x) = |m| الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /4
95 ʥȂʙʸʯال
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f للʙالة الʺʺʲل الॽʰاني الʺʻʴʻى (
C f

) ʲʺǽل الʺقابل الȞʷل
. f (0) =−1

4
ʘʽح

f الʗالة مʹʲʹى Ǻاسʯعʸال
. f الʙالة ʅȄʛتع مʨʺʳعة ʧʽع ¬

مع ʅȄʛعʱال مʨʺʳعة حʙود ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʧʽع ­
هʙʻسॽا تفʛʽʶها

. f الʙالة تغʛʽات جʙول مʲل ®
( f الʙالة (مʱʷقة f ′ و f ʧم كلا اشارة جʙول ¯شȞل
ȑذ (D) ʦॽʁʱʶʺلل Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة بॽانॽا حʙد أ) °

g الʙالة اشارة جʙول شȞل ʦث ، (D) : y = 1 الʺعادلة
g (x) = f (x)−1 بــ الʺعʛفة

lim
x

>→−2

1

g (x)
و lim

x →+∞
1

g (x)
، lim

x →−∞
1

g (x)
الʱالॽة الʻهاǽات اسʱʻʱج ب)

f (x) = m الʺعادلة حلʨل عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح ʞناق ±
f (x) = |m| الʺعادلة حلʨل عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح ʞناق ²

مʹʚلي) ʔواج) 96 ʥȂʙʸʯال

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

−→
i

−→
j

o

(∆)

. f (x) = x3 +x2 −1

x2 −1
بــ R− {−1; 1} على معʛفة دالة f

و ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

)
الʺقابل. الȞʷل في ʧʽʰم ʨه كʺا ʝانʳʱم

; lim
x →−∞ f (x) الʱالॽة الʻهاǽات حʶابॽا ʦث بॽانॽا حʙد ¬
; lim

x
>→1

f (x) ; lim
x

<→1
f (x) ; lim

x
<→−1

f (x) ; lim
x

>→−1
f (x)

. lim
x →+∞ f (x)

ʧʽدیʨʺع ʧʽȃمقار ʧʽʺॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج ­
معادلʽʱهʺا. كʱاǼة ʖلʢǽ

جʙول شȞل ʦث f ʛʽتغ اتʳاه حʙد . f ॼɺارة Ǽاسʱعʺال ®
تغʛʽاتها.

.0 ʙʻع f الʙالة لʺʻʴʻى (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك ¯(
C f

) ان واسʱʻʱج (T ) لـ Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس °
احادǽاتها ʧʽʽتع ʖلʢǽ A انعʢاف نقʢة ǽقʰل

(∆) أن Ǽالʶʴاب Șقʴت ʦث معادلʱه، ʙفأوج +∞ و −∞ ʧم كل ʙʻع .(C f
) لـ مائل مقارب (∆) ان ʗʺعل إذا أ) ±

.(C f
) لـ مائل مقارب

حʶابॽا. ʥذل ʧم Șقʴت ʦث (∆) و (
C f

) ʧʽب الʰʶʻي الʨضع بॽانॽا حʙد ب)

f (x) = x +m الʺعادلة حلʨل عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح ʞناق ²
الأول الʦʸضʦع ع-ت (2008) ȜǺالʦرȂا 97 ʥȂʙʸʯال
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−1 1

−2

−1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

(
C f

)
الʺʳال على الʺعʛفة g العʙدǽة للʙالة الॼایʻي الʽʲʺʱل ʨه الʺقابل (C ) الʺʻʴʻى (I

كʺابلي: ]−1;+∞[

g (x) = x3 +3x2 +3x −1

g
(

1

2

)
إشارة و g (0) وحʙّد g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞّل بॽانॽة Ǽقʛاءة أ)

. g (α) = 0 :Șّقʴǽ
]

0;
1

2

[
الʺʳال ʧم α حॽʁقي عʙد وجʨد علّل ب)

]−1;+∞[ الʺʳال على g (x) إشارة اسʱʻʱج جـ)
Ǽʺایلي ]−1;+∞[ الʺʳال على الʺعʛّفة العʙدǽة الʙالة هي f (I I

f (x) = x3 +3x2 +3x +2

(x +1)2

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʙعامʱم ʦمعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Γ) ʧȞॽول

هʙʻسॽا. الʲانॽة الʳॽʱʻة ʛ ّʁ وف lim
x→+∞

[
f (x)− (x +1)

] و lim
x →+∞ f (x) :ʖʶاح ¬

هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛ ّʁ ف و lim
x

>→−1
f (x) :ʖʶاح ­

f للʙالة مʱʷقة الʙالة هي f ′ ʘʽح . f ′(x) = g (x)

(x +1)3 : ]−1;+∞[ الʺʳال ʧم x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه Șّقʴت ®
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽنغ اتʳاه اسʱʻʱج ¯

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛ ّʁ وف lim
h→0

f (α+h)− f (α)

h
حʶاب دون ʧʽع °
α= 0, 26 ʚناخ ±

10−2 الى f (α) مʙور ʧʽع أ)
. (Γ) الʺʻʴʻى ʦارس ب)

98 ʥȂʙʸʯال

−4 −3 −2 −1 1 2

−3
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1
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4

−→
i

−→
j

(T )

o

(
Cg

)
بــ R على معʛفة دالة g (I

الॽʰاني. تʺʽʲلها (
Cg

) . g (x) = ax3 −4x2 −6x +b

كʺا −2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع الʺʺاس ʨه (T )
الʺقابل. الȞʷل في ʧʽʰم ʨه

بॻانॻة Ǻقʙاءة
الʺʺاس معادلة ʖʱاك ʦث ، g ′(−2) ʖʶاح ¬

−2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
Cg

) للʺʻʴʻى
. g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل ­

b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ʧʽع ®

الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ʧȞॽول f (x) =−2x −1− 1

(x +1)2 بـ: R− {−1} على الʺعʛفة f الʙالة ʧؔʱل (I I
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. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث −1 ʙʻع f نهاǽة ʖʶاح ¬
lim

x →+∞ f (x) ، lim
x →−∞ f (x) ʖʶاح ­

. f ′(x) = 2x g (x)

(x +1)4 ʨȞǽن: R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰاث ®
تغʛʽاتها. جʙول شȞّل ʦّث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ¯

هʙʻسॽا. ʥذل ʛʶوف −1.7 < x0 <−1.6 ʘʽح x0 وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧّ̔ب °
. −∞ و +∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y =−2x −1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال انّ ʧّ̔ب °

. (
C f

) الʺʻʴʻى ʦارس ±
. (x +1)2 +m +mx2 =−1−2mx الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ²

الأول الʦʸضʦع ع-ت (2009) ȜǺالʦرȂا 99 ʥȂʙʸʯال
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−→
i

−→
j

o

بــ I = ]−∞;−1[∪ ]−1; 0] على معʛفة دالة f (I
في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) . f (x) =−x + 4

x +1ʨه كʺا ʝانʳʱم و ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶم
الʺقابل. الȞʷل في ʧʽʰم

الʺفʨʱحة الʙʴود ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح أ) ¬
.I لـ

شȞّل f تغʛʽات اتʳاه دراسة ودون بॽانॽة Ǽقʛاءة ب)
. تغʛʽاتها جʙول

كʺایلي: [0;+∞[ الʺʳال على معʛفة دالة g ­
ȑʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
) . g (x) = x + 4

x +1.ʝانʳʱم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب
. +∞ ʙʻع g نهاǽة ʖʶاح أ)

مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
Cg

) أنّ ʧم Șقʴت ب)
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ +∞ ʙʻع (∆)

. g تغʛʽات ادرس جـ)

k(x) = |x |+ 4

x +1
كʺایلي: R− {−1} على معʛفة دالة k (II

تʱʻʱʶج؟ ماذا lim
x

<→0

k(h)−k(0)

h
، lim

x
>→0

k(h)−k(0)

h
ʖʶاح أ) ­

الʳॽʱʻة. لهʚه هʙʻسॽا تفʛʽʶا Ȍاع ب)

. x0 = 0 فاصلʱها الʱي الʻقʢة ʙʻع (∆2) و (∆1) ʧʽالʺʺاس معادلʱي ʖʱاك ®
. ( k الʙالة (مʻʴʻى (Ck ) و (∆2) ، (∆1) ʦارس ¯

100 ʥȂʙʸʯال
الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ،R∗ على للاشʱقاق وقابلة R على معʛفة دالة f .

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال
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لـ الʺʺاس (T2) ،A (2, 3) الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T1) ،(C f
) لـ مقارȃان مॽʁʱʶʺان (∆2) و (∆1) ،

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا مʺاس نʸفي B (0, 1) الʻقʢة ʙʻع ǽقʰل (
C f

) و α الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

)

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 6 7 8

−3

−2

−1

1

2
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4

5

6

0

(
C f

)
(∆1)

(∆2)

(T1)

(T2)

A

B

α β

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
.(T1) و (∆1) ʧم لؔل معادلة ʖʱاك /1

. lim
x−→+∞

[
f (x)+x

] و lim
x−→+∞

[
f (x)+ 3

2
x
]
، lim

x−→−∞
1√

f (x)+1
، lim

x−→+∞ f (x) ، lim
x−→−∞ f (x) ʧم كلا ʧʽع /2

. lim
x−→2

f (−x +4)−3

x −2
و lim

x−→α

f (x)− f (α)

x −α
، lim

>
x−→0

f (x)−1

x
، lim

<
x−→0

f (x)−1

x
ʧم كلا ʧʽع /3

؟ (
C f

) إلى Ǽالॼʶʻة B الʻقʢة تʺʲل ماذا ؟ 0 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة ʛʽغ f الʙالة لʺاذا بʛر /4
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع أ/ /5

.R∗ ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) إشارة ʧʽع بـ/
. f (2.001) لـ مقȃʛة ॽʀʺة ʧʽع ، f للʙالة الʱآلفي ʖȄʛقʱال Ǽاسʱعʺال جـ/

.0.5 سعʱه له حʛʸا ʧʽع ʦث β وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /6
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f (x) إشارة ʧʽع بـ/

مʱʵلفة. حلʨل ثلاث f (x) = m +1 الʺعادلة تقʰل حʱى ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ بॽانॽا، ʧʽع /7
ثابʱة. حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح g (x) = ax +b +

√
x2 +c : بـ الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I I

.R على معʛفة g الʙالة تʨؔن حʱى c الॽʁʴقي العʙد ʦॽʀ ʧʽع /1
.a > 1 و a = 1 ،a < 0 ǽأتي: مʺا حالة كل في lim

x−→−∞g (x) ʖʶاح /2
. lim

x−→−∞ f (x) و f ′
g (0) ، f (0) ʦॽʁال على وȃالاعʱʺاد ، f (x) = g (x) : ]−∞, 0] الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʺعل إذا /3

.c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع -
101 ʥȂʙʸʯال

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال .I

تʺʽʲلʽهʺا (Ch) و (
Cg

) ،h (x) =−3x2−2x+5 و g (x) = 2x3−2x : بـ
[
−1

2
, 2

]
الʺʳال على ʧʽʱفʛالʺع ʧʽʱالʙال h و g ʧؔʱل

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
Cg

) مʺاس (T ) و
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في في ʧʽʽانॽʰال
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−2 −1 1 2 3

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

(
Cg

)

(
Ch

)

(T )

الʱعلʽل: مع خʢأ أو ॽʴʸǼح ʖأج الʱالॽة، الʴالات ʧم حالة كل وفي بॽانॽة، Ǽقʛاءة -
.{0, 1} هي

[
−1

2
, 2

]
الʺʳال في g (x) = h (x) الʺعادلة حلʨل مʨʺʳعة /1

.0 ȑاوʶǽ 0 ʙʻع g للʙالة Șʱʷʺال العʙد /2
.(Cg

) لـ انعʢاف نقʢة هي O (0, 0) الʻقʢة /3
.h (x)×h′ (x) > 0 : [0, 1] الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم /4

: بـ ǽعʢى
[
−1

2
, 2

]
الʺʳال على g (x)−h (x) إشارة جʙول /5

x

g (x)−h (x)

−1

2
1 2

− 0 +

. f (x) = x3 −x +4

x +1
: بـ

[
−1

2
, 2

]
الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

. f ′ (x) = g (x)−h (x)

(x +1)2 :
[
−1

2
, 2

]
الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /1

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج بـ/
وجʙت. إن f للʙالة الʺʴلॽة الǽʙʴة ʦॽʁال ʧʽع /2

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
h−→0

f (1+h)− f (1)

h
حʶاب دون ʧʽع /3

. f (0.002) لـ تقॽʰȄʛة ॽʀʺة اسʱʻʱج ʦث 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك /4
.[0, 1] الʺʳال على f للʙالة حʛʸا ʧʽع /5

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ck ) و k (x) =− f (|x |) : بـ [−2, 2] الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة k ʧؔʱل /6

زوجॽة. k الʙالة أن ʗʰأث أ/
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ck ) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/
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102 ʥȂʙʸʯال
ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) و f (x) = a+ b

x2 +x −2
: بـ R−{−2, 1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

في مʨضح ʨه كʺا A
(
−1

2
,

25

9

)
الʻقʢة ʙʻع (

C f
) لـ الʺʺاس (T ) ثابʱان، حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم
الȞʷل.

−7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

0

(
C f

)

(T )A

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I

. f ′
(
−1

2

)
و f (2) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /1

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع /2
.R− {−2, 1} ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) و f (x) ʧم كل إشارة ʧʽع /3

.b و a ʧʽʽقॽʁʴال ʧدیʙالع ॽʀʺة ʧʽع /4
.(C f

) لـ ʛʣاʻت مʨʴر ʨه x =−1

2
الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /5

. f (x) = m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /6
.h (x) =

√
x2 +x −6

x2 +x −2
: بـ الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I

.h الʙالة ʅȄʛتع مʨʺʳعة Dh ʧʽع /1
. f ′ و f ʧم كل بʙلالة h′ ʧʽع /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /3
حॽʁقي. Ȍॽوس m ʘʽح fm (x) = x2 +mx −6

x2 +mx −2
: بـ الʺعʛفة الʙالة fm ʧؔʱل .I I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (Cm)

. fm الʙالة ʅȄʛتع مʨʺʳعة Dm ،m بʙلالة ،ʧʽع /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث fm الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2
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إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ ثابʱة نقʢة تʷʺل (Cm) الʺॽʻʴʻات جʺॽع أن ʗʰأث /3
103 ʥȂʙʸʯال

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = 2+ a

x +1
+ b

x −1
: بـ R− {−1, 1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

ʨه كʺا −1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T ) ثابʱان، حॽʁॽʁان عʙدان b و a ʘʽح
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

الȞʷل. في مʨضح

−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0

(
C f

)

(T )

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʧʽع /1

. f ′ (−2) و f (−2) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /2
.R− {−1, 1} ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) و f (x) ʧم كل إشارة ʧʽع /3

. f الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل /4
.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك /5

. f (x) = 2x
(

x +2

x2 −1

)
: R− {−1, 1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /6
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. f (x) = m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7
. f (x) = 2x

(
x +2

x2 −1

)
: بـ R− {−1, 1} على معʛفة f الʙالة أن نفʛض .I I

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
. f الʙالة مʱʷقة f ′ ʧʽع /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /3
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = f (−|x |) : بـ R− {−1, 1} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I

زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث /1
الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون h الʙالة ॼɺارة ʖʱاك /2

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح /3
104 ʥȂʙʸʯال

في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ،R على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة f .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

كʺا 2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T2) و 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T1) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل

الȞʷل. في مʨضح ʨه

−2 −1 1 2 3 4 5 6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

0

(
C f

)
(T1)

(T2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
. f ′ (2) و f ′ (0) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /1
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) إشارة ʧʽع /2

. f (0.01) لـ تقॽʰȄʛة ॽʀʺة اسʱʻʱج ʦث (T1) للʺʺاس معادلة ʖʱاك /3
. f (x) = m الʺعادلة حلʨل عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /4

ثابʱة. حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح f (x) = ax2 +bx +c : بـ R على معʛفة الʙالة f الʙالة أن ʗʺعل إذا /5
.c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع -

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) و f (x) =−1

2
x2 +2x −1 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /1
.[0, 4] الʺʳال على f للʙالة حʛʸا ʧʽع /2

.4 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك /3
.(T ) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس /4

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = ∣∣ f (x)+1

∣∣ : بـ R على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /5
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -

105 ʥȂʙʸʯال
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ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) ، f (x) = ax2 +bx +c : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
ʙʻع (

C f
) لـ الʺʺاس (T2) و 0 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) لـ الʺʺاس (T1) ثابʱة، حॽʁॽʁة أعʙاد c و b ،a ʘʽح

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات الʻقʢة

−2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

0

(
C f

)

(T1)

(T2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I

. lim
h−→0

f (1+h)−2

h
و f ′ (0) ، f (0) ʧم كلا ʧʽع /1

. f
(
10−2) لـ تقॽʰȄʛة ॽʀʺة اسʱʻʱج ʦث (T1) للʺʺاس معادلة ʖʱاك /2

.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) و f (x) ʧم كل إشارة ʧʽع /3
.c و b ،a الॽʁॽʁʴة الأعʙاد ʧʽع /4

.h (x) = 1

f (x)
: بـ ]−1, 3[ الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I

. f ′ و f ʧم كل بʙلالة h′ ʧʽع /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ck ) و k (x) =−1

2
x2 +|x |+ 3

2
: بـ R على الʺعʛفة الʙالة k ʧؔʱل .I I I

.k الʙالة شفॽɻة ادرس /1
.k (x) = f (x) : [0,+∞[ الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /2

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ck ) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح /3
106 ʥȂʙʸʯال

في الॽʰاني تʺʽʲلها (
Cg

) و R على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة g .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال
الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل
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0

(
Cg

)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
.g الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل /1

.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة ʧʽع /2
. f (x) = 4

g (x)
+1 : بـ R− {1, 4} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

.(C f
) أنʷئ ʦث f (0) ʖʶاح /3

. f (x) = |m| الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /4
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = ∣∣ f (x)

∣∣ : بـ R− {1, 4} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /5
.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (

C f
) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -

107 ʥȂʙʸʯال
في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ،R على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة f .

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ الʺʺاس (T ) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل
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C f

)
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الʱعلʽل: مع خʢأ أو ॽʴʸǼح ʖأج الʱالॽة، الʴالات ʧم حالة كل وفي بॽانॽة، Ǽقʛاءة -
. f (x) É 0 : [0, 1] الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم /1

.[2, 3] الʺʳال في وحʙʽا حلا تقʰل x الʺʳهʨل ذات f (x) = 3 الʺعادلة /2
.3 ȑاوʶǽ 1 ʙʻع f للʙالة Șʱʷʺال العʙد /3

. f ′ (x) > 0 : [1,+∞[ الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم /4
.(T ) للʺʺاس معادلة هي y = 3x −1 الʺعادلة /5

فʛدǽة. f الʙالة /6
. lim

x−→+∞ f (x) =+∞ /7
108 ʥȂʙʸʯال

للʙالة الॽʰاني الʽʲʺʱل (C ) ،R على للاشʱقاق وقابلة معʛفة دالة f .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

ʙʻع (C ) لـ الʺʺاس (T1) الأسفل، ʨʴن مʨجه O (0, 0) الʺʙʰأ ʙʻع (C ) لـ الʺʺاس نʸف (T ) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في f ′ الʺʱʷقة

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا −∞ ʙʻع (C ) لـ مقارب ʦॽʁʱʶم (T1) و B (2, 0.6) الʻقʢة ʙʻع (C ) لـ الʺʺاس (T2) ،A (1, 0) الʻقʢة
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−2 −1 1 2 3 4 5 6 7

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

(C )

(T )

(T1)

(T2)
A

B
α

بॽانॽة: Ǽقʛاءة
؟ R على مʛʺʱʶة f ′ الʙالة وهل ؟ R على مʛʺʱʶة f الʙالة هل أ/ /1

؟ 0 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة f ′ الʙالة هل بـ/
.(T1) للʺʺاس معادلة ʖʱاك أ/ /2

. f ′′ (2) و f ′ (4) ، f ′ (2) ، f ′ (1) ʧم كلا ʧʽع بـ/

. lim
x−→−∞

x

f ′ (x)
و lim

<
x−→0

f ′ (x)

x
، lim

>
x−→0

f ′ (x)

x
، lim

x−→1

x × f ′ (x)

x −1
، lim

x−→4

[
f ′ (x)

]2

x −4
، lim

h−→0

f ′ (α+h)− f ′ (α)

h
ʧم كلا ʧʽع جـ/

مʱʷقʱها. إشارة مʻʽʰا f ′ الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع أ/ /3
. f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه اسʱʻʱج ʦث f ′ الʙالة إشارة ʧʽع بـ/

الǽʙʴة. نقاʡه وفʨاصل f الʙالة مʻʴʻى انعʢاف Ȍنق فʨاصل ʧʽع جـ/
.h (x) =− 1

f ′ (x)
: بـ R− {0, 1, 4} على الʺعʛفة h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /4

109 ʥȂʙʸʯال
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−3 −2 −1 1 2 3

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

−→
i

−→
j

(T )

o

(
Cg

) ʘʽح R على للإشʱقاق قابلة و معʛفة دالة g الأول: الʚʱء
الʺʺاس ʨه (T ) الॽʰاني. تʺʽʲلها (

Cg
) . g (x) = ax3 +bx2 +c

الʺقابل. الȞʷل في ʧʽʰم ʨه كʺا 1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع
، g ′(1) ، g ′(2) ، g ′(0) ، g (1) ، g (0) ʧʽع بॽانॽة Ǽقʛاءة ¬

. (g )′′(1) و
(

3

g

)′
(1)

، lim
x →1

g (x)−g (1)

x −1
:ʧم كلا حʶاب دون ʧʽع ­

lim
h→0

g (h +2)−g (2)

h
و ، lim

x →0

g (x)+2

x

.R على g ′(x) إشارة جʙول شȞل ®
بॽانॽا g الʙالة نهاǽات ʧʽع ¯

إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق °
g (x) = m الʺعادلة حلʨل

c و b ، a ʧم كلا ʖʶأح ¬ الʕʶال نʱائج Ǽاسʱعʺال ±
و H(x) = [

g (x)
]2 ʧʽʱʰ ʛؗʺال ʧʽʱالʙال تغʛʽات ادرس ²

G(x) = 1

g (x)

c =−2 و b =−3 ، a = 1 نʹع: الʰاني: الʚʱء
g (x) إشارة x ʦॽʀ ʖʶح اسʱʻʱج , هʙʻسॽا ʥذل ʛʶف ʦث ]3.1; 3, 2[ الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʧʽب ¬

إحʙاثॽاها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ A انعʢاف نقʢة ǽقʰل (
Cg

) أن: ʧʽب ­
y = 4 الʺعادلة ȑذ ʦॽʁʱʶʺلل ʧʽȄازʨم ʧʽمʺاس ǽقʰل (

Cg
) أن ʧʽب ®

f2(x) =−|x |3 +3x2 +2 ; f1(x) = |x |3 −3x2 −2 ارسʺها: ʦث الʱالॽة الʙوال مॽʻʴʻات أنʷاء ʦʱی ʅॽك اشʛح ¯
110 ʥȂʙʸʯال

على للاشʱقاق وقابلة ]−∞,−1[ ∪ [0, 7] على معʛفة دالة f .
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

y =−2x−7 معادلʱاهʺا (
C f

) لـ مقارȃان مॽʁʱʶʺان (∆2) و (∆1) ،
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ،]−∞,−1[∪]0, 7[

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا ʖʽتʛʱال على x =−1 و
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−6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

(
C f

)

(∆1)

(∆2)

بॽانॽة: Ǽقʛاءة .I
. lim

x−→−∞
[

f (x)+2x +7
] و lim

x−→−∞ f (x) ʧم كلا ʧʽع /1
. lim

<
x−→7

f (x)−4

x −7
و lim

h−→0

f (1+h)−1

h
، lim

>
x−→0

f (x)

x
، f ′ (−2) ʧم كلا ʧʽع /2

بॽانॽا. ʧʽʱʳॽʱʻال ʛʶف ʦث lim
<

x−→3

f (x)+3

x −3
و lim

>
x−→3

f (x)+3

x −3
ʧم كلا ʧʽع /3

. lim
x−→−3

f (x)

x2 −9
= 1

4
أن ʗʰأث /4

.g (x) = −2x2 −9x −9

x +1
: بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I I

.g ′ (x) = −2x (x +2)

(x +1)2 : R− {−1} ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /2

تʺʽʲلها (Ch) و h (x) =

 g
(

1

x

)
√

x2 +4x −2

, x ∈ ]−∞,−1[∪ ]−1, 0[

, x Ê 0
: بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل .I I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث ]−∞,−1[∪ ]−1, 0[ على h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ،ʧʽʱدال ʖ ʛؗم مʱʷقة Ǽاسʱعʺال /1
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ʧʽʺॽال ʧم 0 العʙد ʙʻع h الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس /2
.+∞ ʙʻع (Ch) لـ مائل مقارب y = 2x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /3

111 ʥȂʙʸʯال
تʺʽʲلها (

C f
) ،R− {1} على للاشʱقاق وقابلة R على معʛفة دالة f .

(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

الȞʷل. في مʨضح ʨه كʺا الفʨاصل مʨʴر مع (
C f

) تقاʡع Ȍنق فʨاصل γ و β ،α و
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في Proالॽʰاني

f :
Ya
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Ra
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−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

(
C f

)

α β γ

بॽانॽة: Ǽقʛاءة
. lim

x−→−2

f (x)−2

x +2
و f ′ (−1) ، f

(
β

) ، f (0) ، f (−2) ʧم كلا ʧʽع /1
. lim

x−→−∞ f (x) و lim
x−→+∞ f (x) ʧم كلا ʧʽع /1

. lim
<

x−→1

f (x)+1

x −1
و lim

>
x−→1

f (x)+1

x −1
ʧم كلا ʧʽع /3

؟ 1 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة ʛʽغ f الʙالة لʺاذا بʛر أ/ /4
.1 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) مʺاسي نʸفي (T2) و (T1) ʧم لؔل معادلة ʖʱاك بـ/
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ʧʽع أ/ /5

.R− {1} ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f ′ (x) وȂشارة R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f (x) إشارة ʧʽع بـ/
.−2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) مʺاس (T ) لـ معادلة ʖʱاك /6

.x الʺʳهʨل ذات f (x)× f ′ (x) < 0 الʺʛʱاجʴة R− {1} في حل /7
( رȂاضي تقʹي شॺɹة 2010 (ȜǺالʦرȂا 112 ʥȂʙʸʯال

ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی f (x) = x
(

1+ 1p
x2 +1

)
كʺابلي: R على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب

فʛدǽة. f الʙالة أن ʧʽب ¬
f ′(x) = 1+ 1

(x2 +1)
p

x2 +1
لʙیʻا x حॽʁقي عʙد كل أجل ʧم أنه ʗʰأث ­

. f الʙالة تغʛʽات ادرس ®
.0 الفاصلة ذات الʻقʢة في (

C f
) للʺʻʴʻى (T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك ¯

تعʻʽʽها. ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل (
C f

) أن واسʱʻʱج (T ) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس °
ʙʻع مقارب y = x −1 معادلʱه ȑʚال (d ′) و +∞ ʨʳǼار (

C f
) للʺʻʴʻى مقارب y = x +1 الʺعادلة ذا (d ) ʦॽʁʱʶʺال ان ʧʽب ±

. −∞(
C f

) و (d ′) ، (d ) ʦارس ²
g (x) = |x |

(
1+ 1p

x2 +1

)
كʺایلي: على الʺعʛفة العʙدǽة الʙالة g ³
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زوجॽة. دالة g أن ʧʽب أ)
Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في (

C f
) ʧم انʢلاقا (

Cg
) ʦارس ب)

113 ʥȂʙʸʯال

.g (x) = 1+ x +1p
x2 +2x +2

: بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

. lim
x−→−∞g (x) و lim

x−→+∞g (x) ʖʶاح /1
.g ′ (x) = 1(

x2 +2x +2
)p

x2 +2x +2
: R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
.g (x) > 0 : R ʧم x كل أجل ʧم أنه اسʱʻʱج جـ/

ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x −1+
√

x2 +2x +2 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم

. lim
x−→+∞ f (x) ʖʶاح أ/ /1

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x−→−∞ f (x) =−2 أن ʗʰأث بـ/

.+∞ ʙʻع (
C f

) لـ مائل مقارب y = 2x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /2
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

. f ′ (x) = g (x) : R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.(T ) للʺʺاس معادلة ʖʱاك ʦث ʦالʺعل مʙʰأ ʷǽʺل (T ) وحʙʽا مʺاسا ǽقʰل (
C f

) أن ʗʰأث /4
الفʨاصل. مʨʴر مع (

C f
) تقاʡع نقʢة فاصلة ʧʽع /5
.(C f

) و (T ) ،(∆) أنʷئ /6
. f (x) = mx الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /7

114 ʥȂʙʸʯال
للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (

C f
) ʜمʛی f (x) = |x |+

√
x2 −1 كʺابلي: ]−∞;−1[∪]1;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f

+∞ ʙʻع f الʙالة نهاǽة ʖʶاح ʦث f الʙالة شفॽɻة ادرس ¬
هʙʻسॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، lim

x→+∞
[

f (x)−2x
]= 0 أن: ʧʽب ­

تغʛʽاتها. جʙول شȞل و ]−∞;−1[ على تغʛʽها اتʳاه اسʱʻʱج ʦث ]1;+∞[ على f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­
.

الʺقارȃة. والʺॽʁʱʶʺات (
C f

) أنʷئ ®
(2009 رȂاضॻات شॺɹة (ȜǺالʦرȂا 115 ʥȂʙʸʯال

في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (
C f

) ʜمʛی f (x) = x − 2p
x +1

كʺابلي: ]−1;+∞[ على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة
.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال

. f الʙالة تغʛʽات ادرس ¬
.y = x معادلʱه: (d ) أحʙهʺا ʧʽȃمقار ʧʽʺॽʁʱʶم ǽقʰل (

C f
) الʺʻʴʻى ان ʧʽب ­

. (d ) و (
C f

) لـ الʰʶʻي الʨضع ادرس ®
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1.3 < x0 < 1.4 ʘʽح x0 فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (
C f

) أن ʧʽب ¯
.ʖʽاتʛʱال مʨʴر حامل مع تقاʡعه نقʢة في (

C f
) الʺʻʴʻى مʺاس (T ) ʦॽʁʱʶʺلل معادلة ʧʽع °

. ʦالʺعل ʝنف في (T ) و (
C f

) ʦارس ±
.Șابʶال ʦالʺعل في g الʙالة مʻʴʻى (

Cg
) و g (x) = | f (x)| كʺاǽأتي ]−1;+∞[ الʺʳال على الʺعʛفة الʙالة g ²(

Cg
) إنʷاء ʦʱی ʅॽك ʧʽب أ)

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في (
Cg

) ʦارس ب)
. g (x) = m2 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق °

116 ʥȂʙʸʯال
ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (

C f
) ʜمʛی f (x) =

√
x2 +4x +5 كʺابلي: R على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب

lim
x→+∞ f (x) و lim

x→−∞ f (x) ʖʶاح ¬
هʙʻسا. الʱʻائج ʛʶف ʦث lim

x→−∞
[

f (x)+x +2
] و lim

x→−∞
[

f (x)− (x −2)
] ʖʶاح ­

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ®
الʺقارȃة. والʺॽʁʱʶʺات (

C f
) أنʷئ ¯

f (x) = mx −2 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق °
.Șابʶال ʦالʺعل في g الʙالة مʻʴʻى (

Cg
) ، g (x) = f (x −2)−1 Ǽالॼɻارة R على الʺعʛفة الʙالة g ±

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في ارسʺه ʦث تعʻʽʽه ʖلʢǽ ȌॽʶǼ نقʢي بȄʨʴʱل (
C f

) صʨرة ʨه (
Cg

) أن ʧʽب •
117 ʥȂʙʸʯال

. f (x) =
p

x2 +1

x
−x : بـ R∗ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح /1
. f ′ (x) = −1

x2
p

x2 +1
: R∗ ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث فʛدǽة f الʙالة أن ʗʰأث /3

.ʛالآخ الʴل ʧʽوع 1.26 <α< 1.28 أن Șقʴت ʦث ]0,+∞[ الʺʳال في α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث /4
.−∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y =−x −1 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /5

.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس بـ/
.+∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y =−x +1 الʺعادلة ذا (

∆′) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /6
.(∆′) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

.(C f
) و (

∆′) ،(∆) أنʷئ /7
.√x2 +1−mx = 0 الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /8

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) =

p
x2 +1

|x | − |x | : بـ R∗ على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /9
زوجॽة. h الʙالة أن ʗʰأث أ/
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.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح بـ/
118 ʥȂʙʸʯال

. f (x) = x −
√

x2 −9 : بـ ]−∞,−3]∪ [3,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x−→+∞ f (x) ʖʶاح أ/ /1
. lim

x−→−∞ f (x) ʖʶاح بـ/
.−∞ ʙʻع (

C f
) لـ مائل مقارب y = 2x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث /2

. f (−3+h)+3

h
= 6

h +
p

h2 −6h
: ]−∞, 0[ الʺʳال ʧم h كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /3

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث الʶॽار ʧم −3 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس بـ/
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ʧʽʺॽال ʧم 3 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس جـ/

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /4
.(C f

) و (∆) أنʷئ /5
. f (x) = ln m الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /6

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (

Cg
) و g (x) = ∣∣ f (−|x |)∣∣ : بـ ]−∞,−3]∪ [3,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل /7

زوجॽة. g الʙالة أن ʗʰأث أ/
الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون g الʙالة ॼɺارة ʖʱاك بـ/

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (
Cg

) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح جـ/
.k (x) = ln

∣∣ f (x)
∣∣ : بـ ]−∞,−3]∪ [3,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة k ʧؔʱل /8

تعȄʛفها. لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع k الʙالة نهاǽات ʖʶواح k الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ،k الʙالة ॼɺارة ʧʽʽتع دون أ/
.k الʙالة تغʛʽات جʙول شȞل بـ/

119 ʥȂʙʸʯال
. f (x) =

√
3x2 −3 : بـ ]−∞,−1]∪ [1,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث زوجॽة f الʙالة أن ʗʰأث /1
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف الʧʽʺॽ؟ ʧم 1 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة f الʙالة هل أ/ /2
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف الʶॽار؟ ʧم −1 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة f الʙالة هل بـ/

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /3
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /4

.+∞ ʙʻع (
C f

) لـ مائل مقارب y =
p

3x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /5
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ −∞ ʙʻع (

∆′) مائلا مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج بـ/
ʖʱاك ʦث −2 ȑاوʶǽ تʨجʽهه معامل (T2) وحʙʽا مʺاسا وȄقʰل 2 ȑاوʶǽ تʨجʽهه معامل (T1) وحʙʽا مʺاسا ǽقʰل (

C f
) أن ʗʰأث /6

.(T2) و (T1) ʧʽالʺʺاس ʧم لؔل معادلة
.p3 < f (x) < x :

]
1,

√
3

2

[
الʺʳال ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث /7

.(C f
) و (

∆′) ،(∆) أنʷئ /8
. f (x) = f (m) الʺعادلة حلʨل وȂشارة عʙد ،m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق /9
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.k (x) = 1

f (x)
: بـ ]−∞,−1[∪ ]1,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة k ʧؔʱل /10

. f ′ و f ʧم كل بʙلالة k ′ ʧʽع أ/
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث k الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

120 ʥȂʙʸʯال
.g (x) = x

√
x2 +1−1 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة g ʧؔʱل .I

. lim
x−→−∞g (x) و lim

x−→+∞g (x) ʖʶاح أ/ /1
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.0.7 <α< 0.8 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث أ/ /2
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح g (x) إشارة اسʱʻʱج بـ/

ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x3

3
−

√
x2 +1 : بـ R على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل .I I

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح /1
. f ′ (x) = x ×g (x)p

x2 +1
: R ʧم x كل أجل ʧم أنه ʗʰأث أ/ /2

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/
. f (α) لـ حʛʸا ʧʽع ʦث f (α) = α4 −3

3α
أن ʗʰأث /3

.1.8 <β< 1.9 ʘʽح β فاصلʱها وحʙʽة نقʢة في الفʨاصل مʨʴر ǽقʢع (
C f

) أن ʗʰأث أ/ /4
.y =

(
β2 − 3

β2

)(
x −β

) هي β الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (
C f

) لـ (T ) الʺʺاس معادلة أن ʗʰأث بـ/
.R ʧم x ʦॽʀ ʖʶح f (x) إشارة ʧʽع /5

.(C f
) أنʷئ /6

.h (x) =
√

f
(
x2

) : بـ الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /8
.h الʙالة ʅȄʛتع مʨʺʳعة Dh ʧʽع أ/

تغʛʽاتها. جʙول وشȞل h الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ʦث h′ ʧʽع بـ/
121 ʥȂʙʸʯال

إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (
C f

) و f (x) = x +2+
√

x2 +2x : بـ ]−∞,−2]∪ [0,+∞[ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل

. lim
x−→−∞ f (x) و lim

x−→+∞ f (x) ʖʶاح أ/ /1
له. معادلة ʧʽʽتع ʖلʢǽ مقارȃا مॽʁʱʶʺا ǽقʰل (

C f
) أن اسʱʻʱج بـ/

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث lim
x−→+∞

[
f (x)−2x −3

]= 0 أن ʗʰأث /2
؟ −2 العʙد ʙʻع ؟ 0 العʙد ʙʻع للاشʱقاق قابلة f الʙالة هل /3

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /4
.(C f

) أنʷئ /5
122 ʥȂʙʸʯال
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g (x) = 2x −
√

1+x2 كʺابلي: R على الʺعʛفة g العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I
lim

x→+∞g (x) و lim
x→−∞g (x) ʖʶاح ¬

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث R على g الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­
تعʻʽʽه. ʖلʢǽ α وحʙʽا حلا تقʰل g (x) = 0 الʺعادلة أنّ ʧّ̔ب ®

. x ʦॽʀ ʖʶح g (x) اشارة اسʱʻʱج ¯
الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
) ʧȞॽول f (x) = 2

√
1+x2 − x كʺابلي: R على الʺعʛفة f العʙدǽة نعʛʰʱالʙالة (I I

. .
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى

lim
x →+∞ f (x) ، lim

x →−∞ f (x) ʖʶاح ¬
f ′(x) = g (x)p

1+x2
فإن: R ʧم x كل أجل ʧم أن، ʧهʛب أ) ­

f تغʛʽات جʙول اسʱʻʱج ب)

بॽانॽا. علʽها الʺʸʴل الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث ، lim
x →−∞

[
f (x)+3x

] ʖʶاح أ) ®
+∞ ʙʻع (

C f
) للʺʻʴʻى مائل مقارب ʦॽʁʱʶم y = x الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʧʽب ب)

.y =−3x معادلʱه ȑʚال (
∆′) . ʦॽʁʱʶʺوال (∆) . ʦॽʁʱʶʺال إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) الʺʻʴʻى وضॽɻة ادرس جـ)

(
C f

) و (
∆′) ، (∆) ʧم كلا ʦارس ¯

123 ʥȂʙʸʯال
كʺایلي: R− {1} على معʛفة f العʙدǽة الʙالة

f (x) = |x +1|− 4

x −1

.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (

C f
) ʜمʛی

تعȄʛفها مʨʺʳعة أʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح ¬
الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون f (x) ʖʱاك ­

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث إشارتها، وادرس f ′(x) ʖʶاح ®
. −∞ ʨʳǼار (

∆′) و +∞ ʨʳǼار (∆) ʧʽȃمقار ʧʽʺॽʁʱʶم ǽقʰل (
C f

) أن ʧʽب ¯
]−∞;−1[ الʺʳال على (

∆′) و ]1;+∞[ الʺʳال. على (∆) و (
C f

) لـ الॽʰʶʻة الʨضॽɻة ادرس °
تʱʻʱʶج؟ ماذا ، lim

h
>→0

f (−1+h)− f (−1)

h
و lim

h
<→0

f (−1+h)− f (−1)

h
ʖʶاح أ)

الʳॽʱʻة. لهʚه هʙʻسॽا تفʛʽʶا Ȍاع ب)
. x0 =−1 فاصلʱها الʱي الʻقʢة ʙʻع (T2) و (T1) ʧʽالʺʺاس نʸفي معادلʱي ʖʱاك جـ)

. الʺʺاس نʸفي و (
∆′) ، (∆) ، (

C f
) أنʷئ ±

. f (x) = m +1 الʺعادلة حلʨل إشارة و عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا ʞناق ²
124 ʥȂʙʸʯال

كʺایلي: R− {−1; 1} على معʛفة f العʙدǽة الʙالة
f (x) = |x +1|+ x

x2 −1
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.
(
O;

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱʺوال ʙعامʱʺال ʦالʺعل إلى الʺʨʶʻب ȑʨʱʶʺال في f للʙالة الʺʺʲل الʺʻʴʻى إلى (

C f
) ʜمʛی

الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون f (x) ʖʱاك أ) ¬
تعȄʛفها. مʨʺʳعة مʳالي أʛʡاف ʙʻع g الʙالة نهاǽات ʖʶاح ب)

تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس ­
. (T ) و (

C f
) ʧʽب الʰʶʻي الʨضع ادرس ʦث 0 ʙʻع (

C f
) لــ (T ) الʺʺاس معادلة ʖʱاك ®

احʙاثʽʽها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ انعʢاف نقʢة ǽقʰل (
C f

) أن اسʱʻʱج ¯
. −∞ و +∞ ʨʳǼار (

C f
) للʺʻʴʻى ʧʽمائل ʧʽȃمقار (D) : y =−x −1 و (∆) : y = x +1 ʧʽʺॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ) ¯

. (D) و (∆) مع (
C f

) لـ الʰʶʻي الʨضع ادرس ب)
−1.9 <β< 1.8 و 0.7 <α< 0.8 ʘʽح β و α ʧʽحل تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʧʽب °

.(D) و (∆) ، (
C f

) انʷئ ±
حॽʁقي. Ȍॽوس m ʘʽح y = mx +1 الʺعادلة: ذا (Dm) ʦॽʁʱʶʺال ʛʰʱنع ²

احاثॽاتها. ʧʽʽتع ʖلʢǽ نقʢة ʷǽʺل (Dm) فإن: R في m ʛʽغʱی عʙʻما أنه ʧʽب أ)
|x +1|+ x

x2 −1
−mx = 1 الʺعادلة حلʨل عʙد m الॽʁʴقي Ȍॽسʨال ʦॽʀ ʖʶح بॽانॽا، ʞناق ب)

125 ʥȂʙʸʯال
. f (x) = |−x +2|+ 1

x +1
: بـ R− {−1} على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

الʺʢلقة. الॽʁʺة ʜرم دون f الʙالة ॼɺارة ʖʱاك /1
بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث 2 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس /2

بॽانॽا. الʱʻائج ʛʶف ʦث تعȄʛفها لʺʨʺʳعة الʺفʨʱحة الأʛʡاف ʙʻع f الʙالة نهاǽات ʖʶاح أ/ /3
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس بـ/

.−∞ ʙʻع (
C f

) لـ مائل مقارب y =−x +2 الʺعادلة ذا (∆) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /4
.(∆) إلى Ǽالॼʶʻة (

C f
) وضॽɻة ادرس بـ/

.+∞ ʙʻع (
C f

) لـ مائل مقارب y = x −2 الʺعادلة ذا (
∆′) ʦॽʁʱʶʺال أن ʗʰأث أ/ /5

.(∆′) إلى Ǽالॼʶʻة (
C f

) وضॽɻة ادرس بـ/
.−2 <α<−1 ʘʽح α وحʙʽا حلا تقʰل f (x) = 0 الʺعادلة أن ʗʰأث /6

.(C f
) و (

∆′) ،(∆) أنʷئ /7
.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʦالʺعل في الॽʰاني تʺʽʲلها (Ch) و h (x) = |x |+ 1

x +3
: بـ R− {−3} على الʺعʛفة الʙالة h ʧؔʱل /8

.Șابʶال ʦالʺعل ʝنف في أنʯʷه ʦث (
C f

) ʧم انʢلاقا (Ch) إنʷاء ʧȞʺǽ ʅॽك اشʛح -
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. f (x) = |x −2|+ 1

x
: بـ R∗ على الʺعʛفة الʙالة f ʧؔʱل

.
(
O,

−→
i ,

−→
j

)
ʝانʳʱوم ʙعامʱم ʦمعل إلى مʨʶʻب ʨʱʶم في الॽʰاني تʺʽʲلها (

C f
)

بॽانॽا. الʳॽʱʻة ʛʶف ʦث 2 العʙد ʙʻع f الʙالة اشʱقاق قابلॽة ادرس /1
.2 الفاصلة ذات الʻقʢة ʙʻع (

C f
) مʺاسي نʸفي (T2) و (T1) ʧم لؔل معادلة ʖʱاك /2
تغʛʽاتها. جʙول شȞل ʦث f الʙالة ʛʽتغ اتʳاه ادرس /3
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