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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة
حʶاب نهاǽة مʱʻهʽة أو غʽر مʱʻهʽة لدالة عʻد الʴدود(الʺʱʻهʽة أو غʽر الʺʱʻهʽة)  

 لʺʳالات مʨʺʳعة الʱعرȄف.

ʽب حʶاب نهاǽة Ǽاسʱعʺال الʺʰرهʻات الʺʱعلقة Ǽالعʺلʽات على الʻهاǽات أو الʺقارنة وت  رؗ
.ʧʽʱدال 

 دراسة الʶلʨك الʱقارȃي لدالة 

)ل مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة لإثʰات وجʨد حلʨل للʺعادلة اسʱعʺا  )f x k،k  قيʽعدد حق
  معʢى.

  

  إلى م1789مʧ  عاش في الفʱرة ةفرنʽʶ مʧ جʽʶʻة عالʦ رȄاضʽات و فʽزȄاء:لويس أوغسطين شيكو    
  ʸفة خاصة، و ǼاتالرȄاضʽ عʦʽʤ على معʦʤ فروع Ǽالدقة تأثʽر ؗان لأعʺاله الʱي تʺʽزت .م1857  
   .مʱغʽرات عقدǽة ذات نʤرȄة الدوال ʨʡر ، والاسʱʺرارالʻهاǽات و  وضع أسس الʴʱلʽل الʴدیث بدلالة  

  اضʽات للرȄ  و أصʰح أسʱاذا  العالʦ لابلاس و العالʦ لاغرانج نʷاʡه في الرȄاضʽات على مʱاǼعة شʳعه   
  ،ʥʽʻؔʱʽلʨʰن  جامعة في مدرسة الʨȃرʨʶا الʶة فرنʽب آرائه و ؗلʰʶǼ ة رفض أن وʽʻة و الدیʽاسʽʶال   
  يفحفʽد تʷارلز العاشر ، و عʱʻʽه جامعة تʨرʨʻȄ  فʻفي مع ǽ 1830قʧʽʺǽ ʦʶ الʨلاء للȄʨس فلʽب سʻة   
ه لʱعلʦʽ حفʽد تʷارلزأجله أنʷئ مʧ أسʱاذǽةمʸʻب ؗرسي      ، و لʻؔه ترؗ

  ر.العاش  
  حʨل الʱؔاملات الʺʴدودةعʺلا ، تʧʺʹʱ مقالات  789 لقد نʷر ما مʨʺʳعه    

  و و نʤرȄة الأعد ʽʲʴǼة في الهʻدسة  اأوراق و انʷʱار الʺʨجات ، ؗʺا نʷر  
    الʹʨء. الʺرونة و نʤرȄة الʢʵأ و الفلʥ و 

 لويس غسطينأو شيوك                                                                                                                  
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  نشاط أول       
   

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة        1;0 0;   ِبـ  1 1x
f x

x

 
 ʧȞʽو ل fC .انيʽʰلها الʽʲʺت  

1( ʥʻʸʳوضع ت 

 انيʽʰل الʽʲʺʱة الʽانʽة بʰهر على شاشة حاسʣأ fC راتʽʰؔʱز  الʳأن ʦث zoom :ةʽالʱال  
                  1                                      0,6                                  0,501  

  
          0,5                                  0,5                                    0,5  

  
    1              0              1   0,3        0,4           0,3   0,01     0,499          0,01  

  
 الدالةf دʻر معرفة عʽان 0غȞإمǼ إلا أنهx ʧة مʰȄقر ʦʽالة  0أخد قʴد. ضع في هذه الȄنر ȑالقدر الذǼ

ʦʽص قʨʸʵǼ اʻʽʺʵت f x.  
2( ʸʳʯة الʲات صʮإثʥʻ  

:نعلʦ أن الدالة  1g x x  دʻقاق عʱ0قابلة للاش.  
 للدالة Șʱʷʺالعدد ال ʧʽعg دʻ0ع. 

 ة الدالةǽج نهاʱʻʱاسf دʻ0ع  
                                       

  ثاننشاط      

  
 دراسة مʰال )1

الʺعرفة على uنعʰʱر الدالة        1; ِب ـ  2 3

1

x
u x

x





 ʧؔʱو لv ب ـِ �الدالة الʺعرفة على  2 1v x x   

 عرف الدالةv u. 

  كʨدول سلʳة أو مʽانʽة بʰلاحظ على شاشة حاس 

      ʧؗل م u x و v u x أجل ʧمx .القدر الؔافيǼ رʽʰؗ 

 ص نʨʸʵǼ اʻʽʺʵة الدالةضع تǽهاv u دʻع. 

 ʧʽعb ة الدالةǽنهاu دʻع ة الدالةǽنها ʦثv دʻعb. 

  حظ ؟ماذا تلا 

2( ʥʻʸʳوضع ت 

       a،b وc ة أوʽقʽل أعددا حقʲʺت  أو.u ،v وf ثʽدوال حf v u .  
إذا فرضʻا أن         lim

x a
u x b


  و lim

x b
v x c


  ة الدالةǽص نهاʨʸʵǼ اʻʽʺʵضع تf دʻعa.  
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  ثالثنشاط       
  

  nالعدد الʽʴʸح  xو الʱي ترفȞǼ Șل عدد حقʽقي �ʶʺي الدالة الʳزء الʽʴʸح الدالة الʺعرفة علىن تعرȂف:      
1nحʽث                  x n   الرمزǼ و نرمز لهاE أو .  

  
أحʶب ) 1 2,3 ، 1E  ،3 

  و 11,01E. 

الʺعرفة على الʺʳال hو f،gنعʰʱر الدوال) 2 2;1 :ا یليʺؗ 

   f x x  ،   g x x x  ،  2 1h x x   ʧؔʱو ل fC، gC، hC ة علىʽانʽʰلاتها الʽʲʺت 
  الʱرتʽب.
 ةʽانʽʰلات الʽʲʺʱلفة الʱʵم ʦفي معال ʦأرس fC، gCو hC. 

 اتʽʻʴʻʺال ʦرس ʥانȞإمǼ هل fC، gCو hC ʦ؟ بدون رفع القل ( دʽال ) 

 ل الدوالʰهل تقf،g وh دʻة عǽ1نها دʻ؟ 0؟ ع 

 .ب خلاصةʱأك 

  

  رابعنشاط        
إلʥʽ الʺʽʻʴʻات                             fC ، gC و hC لاث دوالʲالي لʨʱلة على الʲʺʺالf ،g وh  معرفة

على الʺʳال 1;2 ʧȞʽو لk الʳʺال ʧا مʽقʽعددا حق 2;3.  
  
  
  
  
  
  
  
  

مʱʶʺرة على الʺʳال hو f ،gهل الدوال. 1 1;2 ؟ 

 ، عدد حلʨل ؗل معادلة مʧ الʺعادلات الʱالʽة:kحʶب قʦʽ العدد الʴقʽقيبʨاسʢة قراءة بʽانʽة حدد، . 2

                   1  f x k           2  g x k            3  h x k  
حدود الʺʳال 3و 2ماذا تʺʲل القʱʺʽان. 3 2;3 ؟  
مʧ الʺʳال kمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي. 4 2;3، 

 ؗ لʰالʺعادلاتهل تق ʧل معادلة م 1 ، 2  ، 3 الʳʺحلا على الأقل في ال 1;2 ؟ 

 الʺعادلات ʧل ؗل معادلة مʰهل تق 1 ، 2  ، 3 الʳʺدا في الʽحلا وح 1;2 ؟ 
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  ة لدالة عʹدʻهʯʹر مʻة أو غʻهʯʹة مǻنهاأو 

 أو نهاǻة مʹʯهʻة عʹد. 1
دالة معرفة على مʳال مʧ الȞʷل f تعرȂف:     0 ;x  وl .قيʽعدد حق  

ʷǽʺل ؗل القl ʦʽمل للعددǽعʻي أن ؗل مʳال مفʨʱح شا lهي عʻد fالقʨل أن نهاǽة     f x ʧم  
نʱؔب ʽʰؗر Ǽالقدر الؔافي. xأجل     lim

x
f x l


 و نقرأ f x یؤول إلىl لʺا یؤولx إلى.  

yنقʨل أن الʺʱʶقʦʽ ذا الʺعادلة :نʱʻʯة       l  يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم fCل للدالةʲʺʺالf دʻع.  
  .ل على تعرȄف و نʳʽʱة مʺاثلʧʽʱ عʻدنʸʴ :ملاحʢة      

 :أمʰلة      
2 2

1 1 1 1 1
lim 0 lim 0 lim 0 lim 0 lim 0

x x x x xx x x xx    
           

 أو نهاǻة غʻرمʹʯهʻة عʹد. 2
دالة معرفة على مʳال مʧ الȞʷل f :1تعرȂف     0 ;x .  

ǽعʻي أن ؗل مʳال مʧ الȞʷل هي عʻد fالقʨل أن نهاǽة     ;A )A �ʦʽل ؗل القʺʷǽ ( f x ʧم  
نʱؔب ʽʰؗر Ǽالقدر الؔافي. xأجل     lim

x
f x


  و نقرأ f x یؤول إلى لʺا یؤولx إلى.  

دالة معرفة على مʳال مʧ الȞʷل f :2تعرȂف     0 ;x .  
ǽعʻي أن ؗل مʳال مʧ الȞʷل هي عʻد fالقʨل أن نهاǽة     ;B)B �ǽ (ʦʽل ؗل القʺʷ f x ʧم  
نʱؔب ʽʰؗر Ǽالقدر الؔافي. xأجل     lim

x
f x


  و نقرأ f x یؤول إلى لʺا یؤولx إلى.  

  .نʸʴل على تعرȄفʧʽ مʺاثلʧʽ عʻد :ملاحʢة     
3 :أمʰلة      3 2 2lim lim lim lim lim

x x x x x
x x x x x

    
          

 الʯʴʸقʤʻ الʸقارب الʸائل. 3
لʧȞʽ   :تعرȂف     fC  اني لدالةʽʰل الʽʲʺʱالf و ل ʦفي معل ʧȞʽ  :ذو الʺعادلة ʦʽقʱʶʺالy ax b   

          ʦʽقʱʶʺل أن الʨالق  يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم fC  دʻع  دʻب عʽرتʱعلى ال ) :ي أنʻعǽ (  
 lim ( ) 0

x
f x ax b


      بʽرتʱعلى ال ) lim ( ) 0

x
f x ax b


     (  

معرفة ؗʺا یلي: fإذا ؗانت الدالة :ملاحʢة        f x ax b x   مع lim 0
x

x


 أو lim 0
x

x


 
yالʺعادلة اذح أن الʺʱʶقʦʽ فʺʧ الʨاض ax b  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺمقارب مائل لل ʦʽقʱʶمf دʻع  أو.  

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة :مʰال       2

1
2 3f x x

x
   ʧȞʽو ل fC .ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  

لدیʻا
2

1
lim 0

x x
  و

2

1
lim 0

x x
 ʦʽقʱʶʺه فالʻو م  2ذو الʺعادلة 3y x  ʱʶيمʻʴʻʺمقارب لل ʦʽق fC  

   .و  عʻد
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الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل    3;  بِـ  2

3
f x

x



  

أثʮت Ǻاسʯعʸال الʯعرȂف أن:      lim 0
x

f x


   

لʧȞʽ :الʲل    ;I a b  ثʽ0حa b   )I لʺʷǽ حʨʱال مفʳ0م .(  

مx ʧمʧ أجل  3; ، f x I يعني
2

3
b

x



أي  

2
3x

b
 .   

ʽʰؗ2ر Ǽالقدر الؔافي( أكʰر مx ʧنستنتج أنه من أجل 
3

b
 المجال ،(I يشمل كل  

قيم  f xومنه نهاية .f عند 0هي.  
الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل    3;  بِـ  3f x x   
أثʮت Ǻاسʯعʸال الʯعرȂف أن:      lim

x
f x


    

  عددا حقيقيا موجبا. AلʧȞʽ :الʲل   

      3x A    يʻعǽ2 3x A   الʳʺه الʻوم ;A   
       ʦʽل ؗل القʺʷǽ f x أجل ʧمx .القدر الؔافيǼ رʽʰؗ  

لدیʻا إذن         lim
x

f x


   

الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :3تʸرʥȂ مʲلʦل    0;  بِـ  1
1f x x

x
   Ȝʻو لʥ fC لهاʻʰʸت  

    .ʤاني في معلʻʮال  
Ǻعد تʻʰʸل. 1 fCيʹʲʹʸمقارب مائل لل ʤʻقʯʴد مʦدد وجʶǺ اʹʻʸʳة، ضع تʻانʻة بʮعلى شاشة حاس fC. 

2 .ʤʻقʯʴʸأن ال ʥʻب  : 1D y x  ʸمقارب لل ʤʻقʯʴيمʹʲʹ fC عʹد. 

أدرس وضعʻة. 3 fC ة إلىʮʴʹالǺ D.                                                      
لدراسة وضعية ʟرȂقة:    fC  ةʰʶʻالǼإلى  :D y ax b    ندرس إشارة الفرق   f x ax b   .  
   .1:الʲل   

      
  
 

ʤǽهر و أن الʺʻʴʻي fC ِل ـ ʦʽأجل ق ʧم ʦʽقʱʶم ʧرب مʱقǽx ʦʽقʱʶد مʨجʨب ʧʺʵأن ن ʧȞʺǽ هʻالقدر الؔافي و مǼ رةʽʰؗ 
مقارب مائل للʺʻʴʻي  fC دʻع.  

2  .  1
lim ( 1) lim 0

x x
f x x

x 
        هʻو مʦʽقʱʶʺال  : 1D y x  يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم  fC 

  .عʻد
3 .  1

( 1)f x x
x

      أجل ؗل ʧه مʻو مx ʧم 0;،  

   ( 1) 0f x x    يʻʴʻʺإذن ال . fC الʺقارب ʦʽقʱʶʺت الʴقع تǽ D.  
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  قʻة لدالة عʹد عدد حقʻهʯʹر مʻة أو غʻهʯʹة مǻينها 

 نهاǻة مʹʯهʻة عʹد عدد حقʻقي. 1
دالة معرفة على مʨʺʳعة مʧ الȞʷل f تعرȂف:       0 0; ;a x x b وl .قيʽعدد حق  

ʷǽʺل ؗل القǽl ʦʽعʻي أن ؗل مʳال مفʨʱح شامل للعدد lهي 0xعʻد fالقʨل أن نهاǽة     f x أجل ʧمx بȄقر  
    ʧالقدر الؔافي مǼ0x. بʱؔن 

0

lim
x x

f x l


 و نقرأ f x یؤول إلىl لʺا یؤولx 0إلىx.  

ب ـِ �الدالة الʺعرفة على f:مʰال         sin x
f x

x
   و fC .انيʽʰلها الʽʲʺت  

إلا و اقʱرȃت 0مx ʧتʧʽʰ شاشة الʴاسʰة الʽʰانʽة أنه ؗلʺا اقʱرب f x ʧ1م.  
ʱʹح أكʲر أنه ʻʻȞʺǽا جعلǼإجراء تʽʰؔرات أو Ǽاسʱعʺال جداول قʦʽ بʨاسʢة الʴاسʰة ی f x  

ʧب مȄرب 1قرʱقǽ أن ȋرʷǼ دȄنر ȑالقدر الذǼx ʧا إذن 0مʻالقدر الؔافي. لدیǼ 
 

0

sin
lim 1
x

x

x
.  

    ʧʽʺʵʱة الʴات صʰإث ʧȞʺǽ )( الأول ȋاʷʻعة في الʰʱʺة الʽʳهʻʺاع نفس الʰإتǼ  
 نهاǻة غʻرمʹʯهʻة عʹد عدد حقʻقي. 2

دالة معرفة على مʨʺʳعة مʧ الȞʷل f تعرȂف:       0 0; ;a x x b.  
ǽعʻي أن ؗل مʳال مʧ الȞʷل يه 0xعʻد fالقʨل أن نهاǽة     ;A )A �ʦʽل ؗل القʺʷǽ ( f x ʧم  
نʱؔب .0xقرȄب Ǽالقدر الؔافي مx ʧأجل     

0

lim
x x

f x


  و نقرأ f x یؤول إلى لʺا یؤولx 0إلىx. 

الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :1مʰال       2� ِب ـ 
 2

1

2
f x

x



   

یʱʹح جلʽا أن   f x دȄنر ȑالقدر الذǼ رةʽʰؗ اʺʽرب تأخذ قʱقǽ أن ȋرʷǼx ʧ2م   
Ǽالقدر الؔافي. لدیʻا هȞذا  

2
lim
x

f x


   
  

ب ـِ �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :2مʰال        1
f x

x
ʧʽʱر الدالʰʱ1. نعf 2وf   

الʺعرفʧʽʱ على الʱرتʽب على ;0 و 0;  ِبـ     1 2f x f x f x   
مʧ الʨاضح أن  1

0
lim
x

f x


   و 2
0

lim
x

f x


   
  مʧ الʧʽʺʽ 0عʻد fو أن نهاǽة مʧ الʶʽار هي 0عʻد fنقʨل في هذه الʴالة أن نهاǽة

و نʱؔب  هي 
0

lim
x

f x



   و 

0
lim

x
f x




  

لʧȞʽ   :تعرȂف     fC  اني لدالةʽʰل الʽʲʺʱالf  ʧȞʽو ل ʦفي معل  ʦʽقʱʶʺهالʱمعادل ȑالذ :x a.  
      ʦʽقʱʶʺل أن الʨالق  يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم fC ة الدالةǽي أن نهاʻعǽf دʻ0عx ʽال ʧم )( ʧʽʺʽال ʧار أو مʶ  
  .أو  هي     
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الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل    1;   بِـ   2
1 2f x x    

نرȂد دراسة سلʦك     f x ا یؤولʸلx 1إلى.  
 ضع تʻʸʳʹا.. 1

ʻʲǺث یʹʸʯي xفي أȏ مʱال ʱǻب اخʻʯار. 2 f x الʱʸإلى ال 1,99;2,01 ؟ 

3 .r ثعدد حقʻقي حʻ0 1r . 

 ارʻʯب اخʱǻ الʱم ȏفي أx  ثʻʲǺ   2 ;2f x r r   ؟ 

 ارʻʯاخ ʥȜʸǻ ا أنهʸج علʯʹʯʴماذا تr د ؟Ȃنر ȏالقدر الذǺ راʻصغ  
   :الʲل   

اقʱرب 1مʤǽx ʧهر و أنه ؗلʺا اقʱرب. 1 f x ʧم 2
1 1 2  العدد ʧم ȑ2أ. 

2 . 1,99 2,01f x   يʻعǽ 2
3,99 1 4,01x  ارʽʱاخ ʧȞʺǽ .x ثʽʴǼ1,998 1 2,002x   

 ȑ0,998أ 1,002x   هʻو م 0,998 ; 1,002x .  
3.  2 2r f x r     يʻعǽ 2

4 1 4r x r    ارʽʱاخ ʧȞʺǽ .x ثʽʴǼ 
4 1 4r x r     ȑ1 أ 4 1 4r x r        

1ومʻه 4 ; 1 4x r r        .  
 ا جعلʻʻȞʺǽ f x ʧا مʰȄأخذ 2قر ȋرʷǼ دȄنر ȑالقدر الذǼx ʧا مʰȄال 1قرǼ ةǽت أن نهاʰʲقدر الؔافي و هذا ی

  .2هي 1عʻد fالدالة
الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل    1;  بِـ  3

1
f x

x



  

نرȂد دراسة سلʦك     f x ا یؤولʸلx 1إلى.  
 .1عʹد fعلى شاشة حاسʮة بʻانʻة ثʤ ضع تʻʸʳʹا ʦʶʳǺص نهاǻة fمʰل مʹʲʹي الدالة. 1

2 .A .اماʸجب تʦقي مʻعدد حق 

 ارʻʯب اخʱǻ الʱم ȏفي أx  نʦȜǻ ثʻʲǺ f x A ؟ 

 ؤالʴع في الʦضʦʸال ʥʻʸʳʯة الʲت صʮ1أث.  
   :الʲل   

 .هي 1عʻد fنǼ ʧʺʵأن نهاǽة الدالة. 1

2. f x A  يʻعǽ 3

1
A

x



      ȑ3أ

1x
A

  

   ȑأ
2

9
1x

A
    راʽو  أخ

2

9
1x

A
 .  

ʨȞǽن ʱى ح f x A ارʱʵنx  الʳʺفي ال
2

9
1;1

A
   

.  

ʽʰؗرا Ǽالقدر الذȑ نرȄد ʻʻȞʺǽا جعل Aعلʺا أنه ʧȞʺǽ أخذ  f x أخذ ȋرʷǼ دȄنر ȑالقدر الذǼ راʽʰؗx ʧا مʰȄالقدر  1قرǼ
  .هي 1عʻد fالؔافي و هذا یʰʲت أن نهاǽة الدالة
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 اتǻات على الʹهاʸʯت 

 Ǻعض نهاǻات الدوال الʸرجعʻة .1

       lim lim lim
x x x

x x x
  

          
             3 3 2 2lim lim lim lim

x x x x
x x x x

   
             

             
0 0

1 1 1 1
lim lim lim 0 lim 0

x xx xx x x x    
           

 العʸلʻات على الʹهاǻات. 2

                 f  وg  .انʱدالa  قي أوʽل عدد حقʲʺǽ   أو:ةʽالʱات الʻرهʰʺل دون برهان الʰنق .  
 ʥʻʯع دالʦʸʱة مǻنها: 

     l� l� l�  lim ( )
x a

f x


  

       l�  lim ( )
x a

g x


  

  ح ع ت     l l   lim ( ) ( )
x a

f x g x


  

 ʥʻʯة جداء دالǻنها:  

0 0     0l  0l  0l  0l  l�  lim ( )
x a

f x


  

            l� lim ( )
x a

g x


  

        l ح ع ت ح ع ت l   lim ( ) ( )
x a

f x g x


  

 ʥʻʯة دالʸʴة حاصل قǻنها:  

    0     l  l  l�  lim ( )
x a

f x


  

    0 0l 0l  0l 0l    l � lim ( )
x a

g x


  
 ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

 ح
  ع
  ت

 ح
  ع
 ت

      0  0  
l

l
  ( )

lim
( )x a

f x

g x

 
 
 

 

  ( ح ع ت ) " عدم الʯعʥʻʻ" تʶʺى الʴالات الʱي لا تʶʺح فʽها الʤʻرȄات الʶاǼقة مʧ اسʱʻʱاج الʻهاǽة ʴǼالات  :ملاحʢة      

  أونهاǻة دالة ʻʰؕر حدود أو دالة ناʟقة عʹد. 3

 .))عʻد لدالة ʽʲؗر حدود هي نهاǽة حدها الأعلى درجة و عʻد الʻهاǽة عʻد    قʦاعد إجرائʻة     

          دʻة عǽهاʻال دʻو ع الأعلى درجة ʧدیʴة الʺʶة حاصل قǽقة هي نهاʡد لدالة ناʻع)(. 

الدالة الʻاʡقة الʺعرفة على  fلʧؔʱ  :مʰال       1;1 �  ِبـ 
2

2

2 3 1

1

x x
f x

x

 



  

نتحصل على  2إلا أنه بتطبيق القاعدة  عʻد fلدیʻا  حالة عدم الʱعǼ ʧʽʽالʰʶʻة لʻهاǽة   
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x 
   
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  .وعʹد عʹد fDالʸعرفة على fلدالةا أدرس في ؕل حالة مʥ الʲالات الʯالʻة نهاǻة :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
1 .  3 2 2f x x x     ،fD  � 

2.  23 3f x x x     ،fD  � 

3 . 
2 2 1

2

x x
f x

x

 



 ، 2fD  � 

   :الʲل   
1 .   3lim lim

x x
f x x

 
       و   3lim lim

x x
f x x

 
    

2 .   2lim lim 3
x x

f x x
 

      و   2lim lim 3
x x

f x x
 

   

3 .   
2

lim lim lim
x x x

x
f x x

x  

 
      

و     lim lim
x x

f x x
 

     

الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل    2;1 �  بِـ  2

2 3

2

x
f x

x x




 
  

1 .ʤʻب قʴحدد حx 2إشارة 2x x . 

2 .ʥار عʹد ؕل مʴʻال ʥو م ʥʻʸʻال ʥات مǻ2أدرس الʹها 1و. 

  . وعʹد عʹد fأدرس نهایʯي الدالة. 3
   :الʲل   

2لʽʲؔر الʴدود.1 2x x  2جذران هʺا الدرجة .1و ʧددة لإشارة ثلاثي حدود مʴʺالقاعدة ال Șʽʰʢʱد: 3و بʳن 

         1           2          x  
            +0     -0       + 2 2x x  

 

2. 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


   أجل ʧا أنه مʺǼ 2وx    ،2 2 0x x    

فإن   
2

lim
x

f x



 .  

 
2

lim 2 3 1
x

x


   ، 2

2
lim 2 0
x

x x


   أجل ʧا أنه مʺǼ 2و 1x    ،2 2 0x x    

فإن   
2

lim
x

f x



 .  

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


   أجل ʧا أنه مʺǼ 2و 1x    ،2 2 0x x    

فإن   
1

lim
x

f x



 .  

 
1

lim 2 3 5
x

x


  ، 2

1
lim 2 0
x

x x


   أجل ʧا أنه مʺǼ 1وx   ،2 2 0x x    

فإن   
1

lim
x

f x



 .  

3.  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

        
   

 

  2

2 2
lim lim lim 0

x x x

x
f x

x x  

        
   
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1
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2

3

4

-1

-2
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0 1

1

x

y

  

 ةʮ  لʹهاǻات Ǻالʸقارنةا- نهاǻة دالة مرؕ

ʮة .1  نهاǻة دالة مرؕ

fدوال حʽث fو .u ،vأو  تʺʲل أعددا حقʽقʽة أو cو a،b مʮرهʹة:     v u .  
إذا ؗانت          lim

x a
u x b


  و إذا ؗانت lim

x b
v x c


  فإن lim

x a
f x c


  

1بـِ  �الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة  :مʰال      
( ) sin

2
f x

x

   
 

و نرȄد حʶاب   lim
x

f x


  

ب الدالf ʧʽʱنلاحظ أن بهذا الʱرتʽب حʽث  vو uهي مرؗ  1

2
u x

x


    و  sinv x x   )f v u  (  

Ǽʺا أن  lim
2x

u x



   و 

2

lim 1
x

v x



   فإن lim 1

x
f x


  

 الʹهاǻات Ǻالʸقارنة. 2

عدد حقʽقي. إذا ؗانت lدوال و  hو f،g :1مʮرهʹة     lim
x

g x l


 و lim
x

h x l


 ʧو إذا ؗان م  
ʽʰؗر Ǽالقدر الؔافي  xأجل           g x f x h x    فإن lim

x
f x l


.  

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  :مʰال        sin x
f x

x
  

1، �مx ʧنعلʦ أنه مʧ أجل ؗل sin 1x   ه فإنʻو م  
مx ʧمʧ أجل ؗل  0; ،1 sin 1x

x x x
    

1و Ǽʺا أن  1
lim lim 0

x xx x 

        
   

sinفإن  
lim 0

x

x

x
  

  
عدد حقʽقي. إذا ؗانت lدالʱان و   f،g :2مʮرهʹة     lim

x
g x


   أجل ʧو إذا ؗان مx  القدرǼ رʽʰؗ  

الؔافي          f x g x  ن فإ lim
x

f x


 .  

عدد حقʽقي. إذا ؗانت lدالʱان و   f،g :3مʮرهʹة     lim
x

g x


   أجل ʧو إذا ؗان مx  القدرǼ رʽʰؗ  
 الؔافي         f x g x   فإن lim

x
f x


 .  

  وعʻد عدد حقʽقي.تʺدد هذه الʺʰرهʻات إلى حالʱي الʻهاǽة عʻد :ملاحʢة      

 ب ـِ �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  :مʰال        sinf x x x   
1، �مx ʧنعلʦ أنه مʧ أجل ؗل sin 1x   ه فإنʻو م  

1،�مx ʧمʧ أجل ؗل  sin 1x x x x       
Ǽʺا أن      lim 1

x
x


    فإن lim

x
f x


   

Ǽʺا أن      lim 1
x

x


    فإن lim
x

f x


   
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الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل    1
; 1;

2
     

 بِـ  2 1

1

x
f x

x





  

  عʹد أʟراف مʦʸʱعة تعرȂفها. fأدرس نهاǻات الدالة     
  

   :الʲل   

ب الدالf ʧʽʱنلاحظ أن بهذا الʱرتʽب حʽث  vو uهي مرؗ  2 1

1

x
u x

x





و    v x x   )f v u  (  

       ا أنʺǼ2 1
lim 2

1x

x

x

    
و  

2
lim 2
x

x


  فإن lim 2
x

f x


 ʥد ؗذلʳن . lim 2
x

f x


. 

  ا أنʺǼ 
1

2

lim 0
x

u x


  و 
0

lim 0
x

v x


  فإن 
1

2

lim 0
x

f x


.  

  ا أنʺǼ 
1

lim
x

u x


   و lim
x

v x


   فإن 
1

lim
x

f x


 .  

 ب ـِ �الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل     2

cos
1

x
f x

x
   

� ،مx ʥبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل. 1 2 2

1 1
1 1f x

x x
    

  . وعʹد عʹد fأسʯʹʯج نهایʯي الدالة. 2
   :الʲل   

1، �مx ʧنعلʦ أنه مʧ أجل ؗل. 1 cos 1x   أجل ؗل ʧه فإن مʻو مx ʧم� ،
2 2 2

1 cos 1x

x x x
   

، �مx ʧمʧ أجل ؗلفإن و Ǽالʱالي 
2 2 2

1 cos 1
1 1 1

x

x x x
      ȑأ 2 2

1 1
1 1f x

x x
     

Ǽʺا أن   .2
2 2

1 1
lim 1 lim 1 1

x xx x 

         
   

فإن   lim 1
x

f x


  و lim 1
x

f x


  

 ب ـِ �الʸعرفة على  fنعʮʯر الدالة :3تʸرʥȂ مʲلʦل    
2 sin

x
f x

x



  

1، �مx ʥبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل. 1 1
1

3 2 sin x
 


 

  . وعʹد عʹد fهایʯي الدالةسʯʹʯج ن. ا2
   :الʲل   

1، �مx ʧمʧ أجل ؗل. 1 sin 1x   هʻ1و م 2 sin 3x    ȑ1أ 1
1

3 2 sin x
 


 

1لدیʻا. 2 1

3 2 sin x



مx ʧومʧ أجل   ;0  اʻلدی

2 sin 3

x x

x



limو Ǽʺا أن  

3x

x


   فإن

 lim
x

f x


   

1لدیʻا 1

3 2 sin x



مx ʧومʧ أجل   0;  اʻلدی

2 sin 3

x x

x



limو Ǽʺا أن  

3x

x


   فإن

 lim
x

f x


   
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 ةȂرارʸʯالاس 

 تعرȂف الاسʸʯرارȂة .1

  .fDمʧ عدد حقʽقي غʽر معزول aو ʨʺfDعة تعرȄفهادالة مf ʳ تعرȂف:    
هي  aعʻد  ǽfعʻي أن نهاǽة الدالة aمʱʶʺرة عʻد fالقʨل أن الدالة          f a.  

)f دʻرة عʺʱʶمa  ) يʻعǽ  (   lim
x a

f x f a


(  

  .Iمʱʶʺرة عʻد ؗل عدد حقʽقي مǽf ʧعʻي أن Iمʱʶʺرة على مʳال fالقʨل أن الدالة  :ملاحʢة      
ʳال دون رفع عʻدما ʧȞʺǽ رسʦ مʽʻʴʻها الʽʰاني على هذا الʺ Iمʱʶʺرة على مʳال fتʨؔن الدالة  :الʯفʻʴر الʻʮاني      

  القلʦ ( الʽد ).
  :1مʰال      
  الʺʳال غʽر مʱʶʺرة علىالʺʺʲلة في الȞʷل الʺقابل  fالدالة      

  2;3 .ʦاني دون رفع القلʽʰها الʽʻʴʻم ʦرس ʧȞʺǽ لأنه لا  
       ʧʽنلاحظ أنها في ح ʧʽالʳʺال ʧرة على ؗل مʺʱʶم 2;1 و 1;3.  

  
  :2مʰال      

الʺعرفة على الʺʳال  fالدالة  2;2 :ِبـ 

         f x x    إذا ؗان 2;0x        
         2f x x     إذا ؗان 0;2x   

و الʺʺʲلة في الȞʷل الʺقابل مʱʶʺرة على الʺʳال  2;2  لأنه  
.ʦاني بدون رفع القلʽʰلها الʽʲʺت ʦا رسʻʱاعʢʱاسǼ  

 خʦاص( تقʮل دون برهان ). 2

ʰʽها مʱʶʺرةنقʰل Ǽأن ؗل الدوال الʺقررة في هذا الʺȐʨʱʶ و ال    ل على ؗ ʺʸʴل علʽها Ǽالعʺلʽات على دوال مألʨفة أو بʱرؗ
  مʳال مʧ مʨʺʳعة تعرȄفها.

  نʯائج  
        .فهاȄعة تعرʨʺʳم ʧال مʳرة على ؗل مʺʱʶة مʽالدوال الʺرجع  
        ،دودʴرات الʽʲؗ الدوالsin وcos  رة علىʺʱʶم�.  
        .فهاȄعة تعرʨʺʳم ʧال مʳرة على ؗل مʺʱʶم ( حدود ȑرʽʲؗ ةʺʶحاصل ق ) قةʡاʻالدوال ال  

 

  :أمʰلة      
o  22الدالة 3 4x x x    رة علىʺʱʶم�. 

o  الدالة
2

3 2

1

x
x

x




   الاتʳʺال ʧرة على ؗل مʺʱʶم ; 1  ، 1;1  و 1;.  
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الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل    2;3 :ا یليʸؕ  
          2 2f x x     إذا ؗان 2;0x        
        f x x     إذا ؗان 0;3x   

 ؟ 0نهاǻة عʹد f. هل تقʮل الدالةfمʰل بʻانʻا الدالة. 1

مʸʯʴرة على fهل الدالة. 2 2;3 ن الدالةʦؒالا تʱ؟ أذؕر مf .هʻرة علʸʯʴم  
   :الʲل   

أنʤر الȞʷل الʺقابل. لدیʻا مʧ جهة . 1 
0

lim 2
x

f x


 ةʽجهة ثان ʧا مʻو لدی 

 
0

lim 0
x

f x


ل الدالةʰإذن لا تق .f دʻة عǽ0نها.  

و Ǽالʱالي فهي غʽر مʱʶʺرة على 0الدالة غʽر مʱʶʺرة عʻد. 2 2;3. 

  ʦ تʺʽʲلها الʽʰاني دون رفع القلʦ.نلاحظ أنه غʽر مʺʧȞ رس 
مʱʶʺرة مʲلا على الʺʳال fالدالة 0;3.  

  
 ب ـِ �الʸعرفة على الʱʸال fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل      2 1 cosf x x x x    

  .�مʸʯʴرة على fبʥʻ أن الدالة        
   :الʲل   

cosxالدالʱان        x  2و 1x x x  رتاʺʱʶعلى نم�.  
  .�فهي إذن مʱʶʺرة على �هي جداء دالʧʽʱ مʱʶʺرتʧʽ على fالدالة                    

 الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :3تʸرʥȂ مʲلʦل    1;2   :ِبـ ( ) 1f x xE x   
لةحʻث الدا      x E x ( اط الأولʵʹر الʢأن ) حʻʲʶزء الʱهي الدالة ال  

عʥʻ عʮارة. 1 f x  :ةʻالʯالات الʱʸال ʥعلى ؕل م 1;0  ، 0;1  و 1;2. 

2 .ʤفي معل ʤأرس ; ,O I J ل للدالةʰʸʸي الʹʲʹʸالf. 

مʸʯʴرة على الʱʸال fهل الدالة. 3 1;1 الʱʸ؟ على ال 1;2؟  
  الʲل

مʧ أجل . 1 1;0x    اʻلدی  1E x    هʻوم  1f x x    
مʧ أجل  0;1x   اʻلدی  0E x   هʻوم  1f x   
مʧ أجل  1;2x   اʻلدی  1E x   هʻوم  1f x x  

  انʤر الȞʷل الʺقابل. .2

مʱʶʺرة على الʺʳال fنعʦ الدالة. 3 1;1 يʻʴʻʺجزء ال ʦا رسʻانȞإمǼ لأنه  
.ʦال دون رفع القلʳʺفي هذا ال  

لʶʽت مʱʶʺرة على الʺʳال fالدالة 1;2 دلأنهاʻرة عʺʱʶر مʽها 1غʽʻʴʻم ʦرس ʧȞʺǽ ا نلاحظ أنه لاʺؗ  
.ʦاني دون رفع القلʽʰال  
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 ةʠسʦʯʸال ʤʻرهʹة القʮم 

 مʮرهʹة القʤʻ الʦʯʸسʠة ( تقʮل دون برهان ) .1

على مʳالو مʱʶʺرة دالة معرفة  f مʮرهʹة:     ;a b.  
مʨʸʴر بk  ʧʽمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي        f a و f bقيʽجد على الأقل عدد حقʨی ،c ʧʽر بʨʸʴمa وb    

ʽʴǼث         f c k.  
  

  الʯفʻʴر الʻʮاني. 2
    f  رة دالة معرفةʺʱʶالو مʳعلى م ;a b ʧȞʽو ل C   

ʦاني في معلʽʰها الʽʻʴʻم ; ,O I J.  
مʨʸʴر بk  ʧʽكل عدد حقʽقي مʧ أجل f a و f b،  
ʦʽقʱʶʺال  ذو الʺعادلةy k ع على الأقل مرة واحدةʢقǽ  
الʺʻʴʻي  C هاʱة فاصلʢفي نقc ʧʽرة بʨʸʴمa وb.  

Ǽ )الʰʶʻة للȞʷل الʺقابل  عʢقǽ C اصلها علىʨفي ثلاث نقط ف  
  ). 3cو 1c ،2cالʱرتʽب

  
دالة مʱʶʺرة على مʳال fإذا ؗانت  :حالة خاصة       ;a b  

و ؗان     0f a f b  0( العدد  ʧʽر بʨʸʴم f a و f b (   
ʽʴǼث   bو aمʨʸʴر بc ʧʽقل عدد حقʽقيیʨجد على الأ فإنه   0f c       b                        c      a  
تʻعدم على الأقل مرة واحدة على fأȑ أن  ;a b.  
  

الʸعادلة. 3 f x k 

على مʳالو مʱʶʺرة دالة معرفة  fإذا ؗانت        ;a b قيʽأجل ؗل عدد حق ʧفإنه مk رʨʸʴم  ʧʽب f a  
و f bالʺعادلة ، f x k ل على الأقل حلاʰتقc ʧʽرا بʨʸʴمa وb. 

د فقط وجʨد حل على الأقل للʺعادلة  ملاحʢة:     مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة تؤؗ f x k  ʦʽل أو قʨلʴال ʧʽʽأما تع  
  مقرȃة لها فǼ ʦʱʽإتʰاع خʨارزمʽات مʱʵلفة.

بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ  مʰال:      3 1f x x x    
f رة علىʺʱʶر حدود فهي إذن مʽʲؗ ا  �دالةʻو لدی 0 1f    و 1 1f  ،  

مʨʸʴر بʧʽ 0العدد 0f و 1f  ،ةʢسʨʱʺال ʦʽة القʻرهʰب مʶه، حʻوم  
الʺعادلة  0f x  ʧʽرا بʨʸʴل على الأقل حلا مʰ1و 0تق.  
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ʤʻ3 الʦʯʸسʠة أن الʸعادلةبرهǺ ʥاسʯعʸال مʮرهʹة الق  :1تʸرʥȂ مʲلʦل    2 2x x   ل على الأقل حلاʮتق  
في الʱʸال       2;1.             

                                       
لإثʰات وجʨد حلʨل معادلة على مʳال ʟرȂقة:    ;a b  ʦʽة القʻرهʰعʺال مʱاسǼ:ةʽالʱات الʨʢʵع الʰʱة نʢسʨʱʺال  

 لȞʷب الʺعادلة على الʱؔن f x k. 

 ة الدالةȄرارʺʱاس ʧم Șقʴʱنf الʳʺعلى ال ;a b. 

 أن العدد ʧم Șقʴʱنk ʧʽر بʨʸʴم f a و f b. 

  
ʱؗ ʧȞʺǽ3اǼة الʺعادلة :الʲل    2 2x x    لȞʷعلى ال  2f x   ثʽحf بـِ:  �هي الدالة الʺعرفة على  

                                               3 2f x x x   ( مʺاثلة Ȑة أخرǼاʱؗ ارʽʱاخ ʧȞʺǽ )  
و مʧ تʦ على �دالة ʽʲؗر حدود و Ǽالʱالي فهي مʱʶʺرة على fالدالة  2;1.  

لدیʻا  2 4f     و 1 1f   2ؗʺا نلاحظ أن العدد- ʧالعددی ʧʽر بʨʸʴ1و  -4م-.  
3 الʺعادلة مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢةإذن حʶب  2 2x x    الʳʺل على الأقل حلا في الʰتق 2;1.  

  ʧȞʺǽ مراقʰة الʳʽʱʻة Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة ʽʴǼث یʦʱ ملاحʢة:   
2yو الʺʱʶقʦʽ ذا الʺعادلة fلدالةتʺʽʲل ا   .عهʺاʡة تقاʤملاح ʦث  

  
  

بـِ:  �رفة علىالʸع fنعʮʯر الدالة  :2تʸرʥȂ مʲلʦل     3 22 1f x x x x     
 .ʮfة بʻانʻة الʻʰʸʯل الʻʮاني للدالةأʡهر على شاشة حاس. 1

بʥʻ أن الʸعادلة. 2  0f x  .دیدهʲلب تʠǻ الʱل على الأقل حلا في مʮتق  
   :الʲل   

  نʸʴل مʲلا على الȞʷل الʺقابل.. 1

  
  
  
  
  
 

یʨحي الȞʷل Ǽأن الʺعادلة. 2  0f x  لʰتق ʧʽرا بʨʸʴ2حلا م 1و. 

و ʸǼفة خاصة على الʺʳال �دالة ʽʲؗر حدود فهي مʱʶʺرة على Ǽfʺا أن 2; 1 .  
لدیʻا مʧ جهة ثانʽة  2 1f      و 1 1f   ا أنʺǼ 0و ʧʽر بʨʸʴ1م 1و ʧʽب ȑأ 2f  و 1f    

إذن حʶب مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة، الʺعادلة  0f x   الʳʺل على الأقل حلا في الʰتق 2; 1 .   
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 اماʸة تʮʻرة و الرتʸʯʴʸالدوال ال 

الدوال الʸʯʴʸرة و الرتʮʻة تʸاما على مʱال .1 ;a b 

ى مʳالعلدالة مʱʶʺرة و رتʰʽة تʺاما  fإذا ؗانت مʮرهʹة:     ;a b قيʽأجل ؗل عدد حق ʧفإنه مk                ʧʽر بʨʸʴم  
      f a و f bالʺعادلة ، f x k  الʳʺدا في الʽل حلا وحʰتق ;a b.  
    :الʮرهان      
ʳʺالالعلى مʱʶʺرة و رتʰʽة تʺاما  fالدالةنفرض أن        ;a b.  
ʧȞʽو لk قيʽعدد حق ʧʽر بʨʸʴم f a و f bʰب مʶه حʻة . ومʻره  

    bو aمʨʸʴر بc ʧʽیʨجد على الأقل عدد حقʽقيالقʦʽ الʺʨʱسʢة، 
ʽʴǼث  f c k.  

cلʻفرض أنه یʨجد عدد حقʽقي آخر  ʧلف عʱʵمc ،ʧʽر بʨʸʴمa وb   
 Șقʴǽ و f c k .  

ʨȞǽcن لدیʻا حʻʽئذ  c   و   f c f c  امة للدالةʱة الǼاقض الرتاʻو هذا یf الال علىʳʺ ;a b.  
مc  ʧو Ǽالʱالي یʨجد عدد حقʽقي وحʽد ;a b ثʽʴǼ f c k أن ȑأc د للʺعادلةʽحʨل الʴال ʨه f x k.  

  ملاحʢات .2
مʱʶʺرة و رتʰʽة تʺاما ( مʱزایدة تʺاما أو مʻʱاقʸة تʺاما ) على مʳال fإذا ؗانت الدالة :1ملاحʢة       ;a b  فإن جدول

:ʧʽʽالʱال ʧʽلȞʷأخذ أحد الǽ راتهاʽتغ  

  
مʨʸʴر بk ʧʽكل عدد حقʽقي مʧ أجل  f a و f bالʺعادلة ، f x k داʽل حلا وحʰ0تقx الʳʺفي ال ;a b.  

مفʨʱح أو مفʨʱح مI ʧعلى مʳالمʱʶʺرة و رتʰʽة تʺاما  fتقʰل الʺʰرهʻة الʶاǼقة عدة تʺدیدات في حالة دالة :2ملاحʢة      
  إحدȐ الʳهʧʽʱ، مʴدود أو غʽر مʴدود.

  سهʦ الʺائلة في جدول تغʽرات دالة تʱرجʦ اسʱʺرارȄة و رتاǼة الدالة على الʺʳال الʺعʰʱر.الأ  تذʻؕر:  
   :مʰال      

                ʧؔʱلf الدالة الʺعرفة على 1;   ِبـ  2

1
f x

x



  

مʱʶʺرة و مʻʱاقʸة تʺاما على fالدالة 1;   اʻو لدی 
1

lim
x

f x


   و lim 0
x

f x


.  
مk  ʧإذن مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 0;الʺعادلة ، f x k داʽل حلا وحʰ0تقx الʳʺفي ال 1; .  

b                0x              a  x  
                                 f a 

                   k  
   f b                             

  
 f x 

  

b                0x             a x 
 f b  

                   k  
                                 f a 

 
 f x 
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رفة علىالʸع fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل    4;3  :ِبـ  3 22 2 12 1f x x x x     
أحʴب. 1 f x رات الدالةʻل جدول تغȜش ʤثf. 

 على شاشة حاسʮة بʻانʻة Ǻاخʻʯار نافذة مʹاسʮة. fأرسʤ الʻʰʸʯل الʻʮاني للدالة. 2

بʥʻ أن الʸعادلة. 3  8f x    لʮدا حلاتقʻال وحʱʸفي ال 2;1. 

  .210وجد حʶرا لهذا الʲل سعʯهǺاسʯعʸال حاسʮة بʻانʻة أ. 4
   :الʲل   

مx ʧمʧ أجل ؗل. 1 4;3 ،    6 2 1f x x x    

3              1             2              4 x 
              +0      -      0       +  f x 

46                            21  
  

                6                             31 

 
 f x  
  

 أنʤر الȞʷل الʺقابل.

لدیʻا . 2 2 21f     ، 1 6f     6و 8 21  .f  رةʺʱʶر حدود فهي مʽʲؗ دالة 

و ʸǼفة خاصة على الʺʳال�على 2;1.ة الʺعادلة  إذʢسʨʱʺال ʦʽة القʻرهʰب مʶن ح  8f x     ل على الأقل حلاʰتق
c الʳʺفي ال 2;1ا أنʺǼ و.f ʸاقʻʱة تʺاما علىم 2;1 فإنc .دʽوح  

ʻʻȞʺǽ8yا، Ǽعد تʺʽʲل الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة  cلʱعʧʽʽ حʸرا للʴل. 3 ةʢي نقʽة لإحداثȃمقر ʦʽهار قʣع ، إʡقاʱال 

0,5370446cو هȞذا نقرأ      :اليʱر الʸʴج الʱʻʱʶه نʻ0,54و م 0,53c   .      
 ب ـِ �الʸعرفة على الʱʸال fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل     3 2 5f x x x     

برهʥ أن الʸعادلة. 1  0f x  داʻل حلا وحʮتق. 

2 .ʮل على شاشة حاسʰل للدالةمʰʸʸي الʹʲʹʸة الʻانʻة بf را للعددʶح ʥʻع ʤث هʯ110سع. 

3 .ʤʻب قʴح ʥʻعx إشارة الدالةf. 

   :الʲل   
و لدیʻا  �للاشʱقاق علىقابلة  fالدالة. 1   23 2f x x     أجل ؗل عدد ʧا مʻالي لدیʱالǼ و 

x،حقʽقي  0f x إذن الدالة.f ة تʺاما علىʸاقʻʱم�.  
 ʥا ؗذلʻلدی lim

x
f x


   و lim

x
f x


 ا أن الدالةʺؗ .f رة علىʺʱʶر حدود. �مʽʲؗ لأنها  

 Șʰج مʺا سʱʻʱʶالʺعادلة أنن  0f x  داʽل حلا وحʰتق.  

 نʰʲت Ǽإتʰاع مʲلا نفس الʢرȄقة الʶاǼقة أو Ǽاسʱعʺال. 2

  0,1مʳدول أو Ǽاسʱعʺال جدول قʦʽ مع اخʽʱار الʨʢʵة 
1,3أن    1,4 . 

مʧ أجل. 3 ;x  ،  0f x   

و مʧ أجل ;x  ،  0f x  .   
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    ʥʻʻعʯإزالة حالة عدم ال  

 Ǻالاخʯزال. 1

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 2;1 �  ِبـ 
3 2

2

2 2

2

x x x
f x

x x

  


 
  

 بʶأح 3 2

2
lim 2 2
x

x x x


    و 2

2
lim 2
x

x x


 ة الدالةǽاج نهاʱʻʱاس ʧȞʺǽ هل .f دʻ2ع ؟ 

  ʧل ؗل مʽلʴʱب ʦ3ق 22 2x x x     2و 2x x  . 

 أجل ؗل ʧأنه م ʧʽبx  ʧم 2;1 � ، 
2 1

1

x
f x

x





. 

 ة الدالةǽج نهاʱʻʱاسf دʻ2ع. 

Ȗʻʮʠد   :تʻة عǽهاʻلدالةل 1أدرس الg الʺعرفة على 1�  ِبـ 
3

2

1

2 1

x
g x

x x




 
. 

  Ǻاسʯعʸال الʲʯلʻل .2
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 1;  ِبـ  22 1 2f x x x x      

 ة الدالةǽنها ʧʽʽتع ʧȞʺǽ هلf دʻع اشرة ؟ لʺاذا ؟ʰم 

 أنه م ʧʽأجل ؗلب ʧx  ʧم 1; ،  2

1 1 2
2 1f x x

x x x

 
      

 
. 

 ة الدالةǽج نهاʱʻʱاسf دʻع. 

Ȗʻʮʠد   :تʻة عǽهاʻأدرس ال لدالةلg الʺعرفة على 0;  ِبـ  2g x x x  .  
3. Ȗرافʸال الʸعʯاسǺ  

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 2;  ِبـ  2 21 2f x x x x    
 لʺا یؤول ʧʽʽعʱا حالة عدم الʻأن لدی Șقʴتx إلى. 

 أجل ؗل ʧأنه م ʧʽبx ʧم 2; ، 
1

2

1 2
1 1

xf x

x x




  
 

 ة الدالةǽج نهاʱʻʱاسf دʻع. 

Ȗʻʮʠت:   ǽهاʻدأدرس الʻة ع لدالةلg الʺعرفة على 0;  ِبـ  22g x x x x   .  
4. Ȗʯʵʸال العدد الʸعʯاسǺ  

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  cos 1x
f x

x


  

 ة الدالةǽنها ʧʽʽتع ʧȞʺǽ هلf دʻاشرة ؟ لʺاذا ؟ 0عʰم 
 دʻع Șʱʷʺف العدد الȄعʺال تعرʱاسǼ0 للدالةcosx x ةǽنها ʧʽالدالة عf دʻ0ع.  

Ȗʻʮʠد   :تʻة عǽهاʻلدالةل 0أدرس الg الʺعرفة على   1;0 0;   ِبـ  4 2x
f x

x

 
  
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  Ǻالʻʶʹʯف حʶر لʲل معادلة إʱǻاد   

دالة مʱʶʺرة و رتʰʽة تʺاما على مʳال ʸǼfفة عامة إذا ؗانت :الʮʸدأ             ;a b ثʽʴǼ    0f a f b    
فإن، حʶب مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة، الʺعادلة    0f x  داʽل حلا وحʰتق  الفيʳʺال ;a b.  

نعلʦ أن  
2

a b
m


 الʳʺز ال هʨ مرؗ ;a b                           .b      m       a  

                                                                              

1 .ʧل عʨالق ʧȞʺǽ ماذا   إذا ؗان    0f a f m   ؟ 

2 .ʧل عʨالق ʧȞʺǽ ماذا   إذا ؗان    0f a f m  ؟ 

  و ذلʥ إلى غاǽة الʨʸʴل على الʸʴر الʺرغʨب فʽه. mب ـِ bأو aمʧ خلال تعȄʨض  نʨاصل بʻفس الʢرȄقة  
  :تعʥʻʻ حʶر ل ـِ            

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة :مʰال                      3 3 3f x x x                        
برهʧ أن الʺعادلة. 1  0f x  داʽل حلا وحʰتق الʳʺفي ال 2;3. 

ʶʴǼاب. 2 f m ثʽح ،m ز هʨ مرؗ 2;3ِرا ل ـʸح ʧʽع ، هʱ0,5سع. 

 . ما هي سعʱه ؟ʴǼدȑ الʸʴر الʶابȘ و Ǽإتʰاع نفس الʺʻهʽʳة أوجد حʸرا ل ـِ 3و 2بʱعȄʨض . 3

  ؟ 2مرحلة علʺا أنه في ؗل مرحلة یʦʱ قʶʺة الʶعة على nما هي سعة الʸʴر الʺʸʴل علʽه Ǽعد . 4
           :برامج لʲاسʮة بʻانʻة                                          :اسʯعʸال مʱدول            

CasioGraph     89      العʺلʽة الʶاǼقة أنʳز ورق الʶʴاب أسفلهلʺʱاǼعة  . 1 92TI       82 83TI   
  Ǽإتʰاع الʨʢʵات الʱالʽة:   

 ةʽلʵز في الʳʴ2نD :( 2 2) / 2B C  

 ةʽلʵز في الʳʴ2نE :2 ^ 3 3* 2 3B B  ʦث  
ʧʽʱʽلʵال ʧؗل م ʨʴقلها نʻ2نF 2وG. 

 ʧʽʱʽلʵ3في الB 3وC :بʽرتʱز على الʳʴن 

        ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G B D      و  
        ( 2* 2 0; 2; 2)SI E G D C    ʨʴب نʴʶن ʦث  

  الأسفل في ؗل عʺʨد مʧ أعʺدة ورقة الʶʴاب. 
 ؟ 510أصغر م  ʧتʨؔن سعة حʸر العدد nابʱداء مʧ أȑ قʽʺة ل ـِ. 2
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  .موضوع محلول 

 : ʥȂرʸʯال ʨالȞǼ بʶار حȄ  
 ; ;O i j

  هي ʦوحدة الرس ، ȑʨʱʶʺعامد للʱم ʦ1معلcm .  
  :  بـِ  �الʺعرّفة على uنعʰʱر الدالة 

  2 1u x x x         يʺʶنC . انيʽʰلها الʽʲʺت  
  . عʻد  uعʧّ̔ نهاǽة الدالة أ ـ .1
  ، لدیʻا : xبʧّ̔ أنّه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  ـ ب

 
2

1

1
u x

x x


 
  .عʻد  u. اسʱʻʱج نهاǽة الدالة 

بʧّ̔ أنّ  أ ـ .2  2u x x   دما  0تؤول إلىʻعx  یؤول
  . إلى
x ،أنّه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيبʧّ̔  ـ ب  0u x   .

اسʱʻʱج إشارة   2u x x  .  
ر هذه الʱʻائج بʽانʽا . ـ جـ ّʁ   ف

 C. أرسʦ  �مʻʱاقʸة تʺاما على  uنقʰل أنّ الدالة 
  .ومʱʶقʽʺه الʺقارب الʺائل 

                                                      

  .ل مختصرح
  

2limلدیʻا أ ـ .1 1
x

x


   وlim
x

X


 2إذنlim 1
x

x


   

ومʻه   2lim lim 1
x x

u x x x
 

    .  

 ـ ب 
  2 2

2 2

1 1 1

1 1

x x x x
u x

x x x x

   
 

   
 .  

Ǽ2limʺا أن  1
x

x x


     فإن 
2

1
lim lim 0

1x x
u x

x x 
 

 
.  

x ،أجل ؗل عدد حقʽقيمʧ  أ ـ .2  22 1u x x x x     هʻوم

 
2

1
2

1
u x x

x x
 

 
2limلدیʻا  أ ـحʶب   1

x
x x


     إذن

 lim 2 0
x

u x x


   .  

x  ،حقʽقي أجل ؗل عددمʧ  ـ ب  2

2

1
1

1
u x x x

x x
   

 
 

0xوȃالʱالي إذا ؗان    فإن  0u x  0إذا ؗان  ، وx   فإن  0u x  .  
x ،إذن مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  0u x  .  

x،مʧ أجل ؗل حقʽقي أ ـ .1وحʶب    
1

2u x x
u x

 إذن  2 0u x x   

2yذȑ الʺعادلة  Dالʺʱʶقʦʽ ـ جـ x  يʻʴʻʺمقارب مائل لل ʨهC و ،C  قعǽ
 ʦʽقʱʶʺق الʨفD .  

2 3 4 5 6 7-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

  

  .عـاليـقت 

  
ʰة.   نلاحظ أن هʻاك نهاǽة لدالة مرّؗ

  
 ʧʽʽعʱلإزالة حلة عدم ال Șعʺال الʺرافʱاس

.  
ȃاصل مقارʨر الفʨʴن حامل مʨȞǽ اإذن 

ʽي اأفقʻʴʻʺللC.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  2 0u x x  اهʻمع  2u x x   
  . Dفʨق  ǽ Cقعوȃالʱالي 

  
  
  

لاحظ أنّ  0 1u  .  
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  موجهموضوع  

  

   .نبيهت 
ا ʡرائȘ اسʱقرائʽة ، أȑ عʻد تʴلʽل قʹʽة ʢǽلب تʰرȄرهفي Ǽعض الاسʱدلالات نʰّɦع 

  (تʨؔن شرʡا ؗافʽا) نʳدها صʴʽʴة .
  

   .تمرينال 
ʧȞʽلb اعدد ʽقʽاحق ʰجʨتʺاما . ام  

ʨȞǽ1ن  1Aمʨجب تʺاما وأكʰر مx ʧحʽث ، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1Aددعʧ ع hbّر بدلالةع .1
b

x
.   

ʨȞǽ1ن  2Aمʨجب تʺاما وأكʰر مx ʧحʽث ، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2Aددعʧ ع hbّر بدلالةع .2

2 1
b

x



.  

 3. ʧؔʱلf  دالة معرّفة على 0; قيʽأجل ؗل عدد حق ʧث ، مʽحx  : نʨȞǽ الʳʺهذا ال ʧم  

    1 1

2 1
f x

x x


 


.  

  ʨȞǽن  Aمʨجب تʺاما وأكʰر مʧ أو ʶǽاوx  ȑ، حʽث مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي b، بدلالة  Aعددا  ʧّ̔ ع ـ أ
   ;f x b b  .  

   ت في الʶؤال الʶابȘ ؟رهʻالʱي ب fما هي الʵاصʽة على الدالة ـ ب
  لهذه الʵاصʽة Ǽاسʱعʺال مʰرهʻة درست ʢǽلب ʱؗابʱها ؗلʽاً وȃدقّة . قʱرح تʰرȄّرا آخرا ـ جـ

  
  .توجيهات 

1.  ʧʽعʡعلى اشرx ىʱن  حʨȞǽ1
b

x
 جʱʻʱاس ʦّ1ثA .  

1 حʱى ʨȞǽن الʷرʧȞʺǽȋ اسʱعʺال الʳʽʱʻة الʶاǼقة  .2

2 1
b

x



 ȋرʷا لʹʺان الʽؗاف 

12 1x A  .  

لؔي ʨȞǽن  أ ـ .3   ;f x b b   نʨȞǽ في أنȞǽ1
b

x
 1و

2 1
b

x


 


 .  

ر مفهʨ  ب ـ   م الʻهاǽة .تذّؗ

 ـ جـ 1 1

2 1
f x

x x


 


  اسʱعʺل الʺʰرهʻة حʨل الʻهاǽة والʸʴر .  
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  تمارين تطبيقية

  أو ـ نهاية منتهية أو غير منتهية عند 1

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة        1; ـ:ب  

                  3 2

1

x
f x

x





   

xحʽث  إذا ؗان  A) أوجد عدداً حقʽقʽا 1 A  فإن f x 
یʱʻʺي إلى الʺʳال  2,9;3,1.  

2 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  هʱمعادل ȑ3الذy   مقارب
  . f الʺʺʲل لدالة fCللʺʻʴʻي

  .Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقfCʦʽ) ادرس وضعʽة الʺʻʴʻي 3
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة       ;1:بـ  

                  1

1

x
f x

x





   

xحʽث  إذا ؗان  A) أوجد عدداً حقʽقʽا 1 A  فإن f x 
یʱʻʺي إلى الʺʳال  0,9;1,1.  

2 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  هʱمعادل ȑ1الذy   يʻʴʻʺمقارب لل

fC ل لدالةʲʺʺال f .  
  .Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقfC ʦʽ) ادرس وضعʽة الʺʻʴʻي 3

1اثʰت Ǽاسʱعʺال الʱعرȄف أن        
lim 0

1x x



  

بـ: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة         2 3f x x    
اثʰت Ǽاسʱعʺال الʱعرȄف أن   lim

x
f x


   

       ʧؔʱالدالة لf  الʺعرفة
على ;1بـ  1f x x    
اثʰت Ǽاسʱعʺال الʱعرȄف أن       lim

x
f x


   

        ʧؔʱالدالة لf الʺعرفة على 1;:بـ  

                     1

1
f x x

x
 


  

 ʧȞʽو لfC .ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  
1 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  هʱمعادل ȑالذy x  مقارب

  . عʻد  fCللʺʻʴʻي 

  .Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقfC ʦʽادرس وضعʽة الʺʻʴʻي  )2
        ʧؔʱالدالة لf بـ: �الʺعرفة على  

                  2

2
2 1

1
f x x

x
  


  

 ʧȞʽو لfC .ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  
1 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  هʱمعادل ȑ2الذ 1y x   مقارب

  . و عʻد  عʻد  fCللʺʻʴʻي 
  .Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقfC ʦʽادرس وضعʽة الʺʻʴʻي  )2
   ʧم ʧȄارʺʱي  11إلى   8في الʻʴʻالةالد اذؗر إن ؗان م 
f  ǽ ʦʽقʱʶʺل الʰق دʻمقارب ع ʦʽقʱʶʺؗ   

  .ثʦ حدد وضعʽة الʺʻʴʻي Ǽالʰʶʻة إلى  و عʻد

أ)          1
1f x

x
   ،: 1y    

ب)        2

1 1

3
f x

x
   ، 1

:
3

y    

أ)         5
2 1

3
f x x

x
  


  ،: 2 1y x     

ب)       2

1

2 1

x
f x x

x
  


  ،1

:
2

y x    

أ)         2
3f x x

x
    ،: 3y x     

ب)       sin
1

x
f x x

x
    ،: 1y x     

أ)        
2 1

1 2

x x
f x

x

 



  ،1 3

:
2 4

y x     

ب)       
3

2

1

1

x
f x

x





   ،: y x   

  عدد حقيقـ نهاية منتهية أو غير منتهية عند  2

بـ:  �الʺعرفة على f لʧؔʱ الدالة        2 3f x x   
نرȄد دراسة سلʨك  f x لʺاx  2یؤول إلى.  

) ضع تʻʽʺʵا لʨʶك1 f x  لʺاx  2یؤول إلى.  
ʽʴǼث یʱʻʺي x) في أȑ مʳال ʳǽب اخʽʱار 2 f x  إلى

 6,99;7,01؟  
3 (  ثʽقي حʽ0عدد حق 1   

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12
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  ارʽʱب اخʳǽ الʳم ȑفي أx يʺʱʻث یʽʴǼ f x  إلى
 7 ;7  ؟  

 اʻار  علʺا أنʱʵن  د ، ماذاȄنر ȑالقدر الذǼ رʽصغ
  تʱʻʱʶج؟

  الʺعرفة بـ:  fللدالة  4خʺʧ الʻهاǽة عʻد  -     
              2

2

x
f x

x





    

زه  Iأوجد مʳالا  -  xإذا ؗان  ʽʴǼث 4مرؗ I  فإن
   2,95;3,05f x   

الʺعرفة بـ:  fللدالة  2خʺʧ الʻهاǽة عʻد        

 
 2

3 4

2

x
f x

x





ʽʴǼث إذا  a ، ثʦ أوجد عدداً حقʽقʽا 

كان  2 ;2x a a   فإن  310f x   
الʺعرفة على  f  لʧؔʱ الدالة       2; :بـ  

               1

2
f x

x
 


  

) الȞʷل الʱالي هʨ  الʽʲʺʱل الʽʰاني1 fC  للدالةf  على
  شاشة حاسʰة بʽانʽة 

  ك الدالةʨة سلʰʶʻالǼ ʧʺʵماذا تf  دما یؤولʻعx  ؟2إلى  
2 (A جب تʺاماʨقي مʽعدد حق  
  ارʽʱب اخʳǽ الʳفي أ مx  نʨȞǽ ثʽʴǼ f x A ؟  
 .Șابʶال ʧʽʺʵʱة الʴت صʰأث  
2x) ماذا ʧȞʺǽ القʨل عʧ الʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه3  

Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻي fC؟  
    fللدالة   1وعʻد  ،عʻد ) ادرس الʻهاǽة عʻد1     
الʺعرفة بـ:      2 5

1

x
f x

x





  

   fحدّد معادلات الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة لʺʻʴʻي الدالة ) 2
  و ادرس وضعʱʽه Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقʦʽ الʺقارب الأفقي.  

       f   ةǽالʺعرفة بـ: هي الدالة العدد  3

2

x
f x

x





  

ثʦ احʶب الʻهاǽات عʻد   f) عʧʽ مʨʺʳعة تعرȄف الدالة  1
  حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف.

   f) حدّد معادلات الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة لʺʻʴʻي الدالة 2

  و ادرس وضعʱʽه Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقʦʽ الʺقارب الأفقي.

  ـ تتمات على النهايات 3

  ʧم ʧȄارʺʱالات  22إلى  18في الʴال ʧو في ؗل حالة  م
ادرس  aغʽر معرفة عʻد  f، إذا ؗانت  fادرس نهاǽة الدالة 

  a الʻهاǽة على ʧʽʺǽ و على ʶǽار
أ)           32 1f x x x   دʻع دʻع،   
ب)   43 2 4f x x x    دʻع دʻع،  
ج)   3 2 1f x x x x     دʻع دʻع ،  

أ)         1

1

x
f x

x





    - 1، عʻد ،عʻد عʻد 

ب)   
22 5

2

x
f x

x





  2، عʻد ،عʻد عʻد 

ج)   4 1

3

x
f x

x

 



  3، عʻد ،عʻد عʻد 

أ)         2 1

x
f x

x



  ،عʻد عʻد 

ب)  
 2

1

2

x
f x

x





  2، عʻد ،عʻد عʻد 

ج)  
3

2

1x
f x

x


 دʻع دʻع، دʻ0، ع  

أ)         3
2 1f x x

x
   دʻع دʻع ، ʧ0،ع  

ب)  
 2

1
3

1
f x

x
 


  - 1،عʻد ، عʻد عʻد 

ج)   2 1

3
f x x x

x
  


  3،عʻد ،عʻد عʻد 

أ)            
1

1 4
f x

x x


 
  ،،عʻدعʻد

   4، عʻد  1عʻد    
ب)   1 2

2
1 3

f x x
x x

  
 

  ،، عʻد عʻد 

   3، عʻد -1عʻد    
ج)  

 
2

2

1

2
f x x

x
 


  - 2،عʻد،عʻد  عʻد

  ʧم ʧȄارʺʱالات  28إلى  23في الʴال ʧفي ؗل حالة  م ،
ʽعʺال العʺلʱاسȃات وǽهاʻة الدالة ات على الǽادرس نهاf  إذا ،

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22
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0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

(Cf)

0 1

1

x

y

ادرس إن ؗان ضرورȄا الʻهاǽة  aغʽر معرفة عʻد  fكانت 
  .a على ʧʽʺǽ و على ʶǽار

أ)         22 1f x x x    دʻع   
ب)       1

2
1

f x x
x

 


  1عʻد،  عʻد   

أ)          1

2

x
f x

x





  4عʻد  

ب)       1 2f x x x     دʻع دʻ0، ع  

أ)           2
cosf x x

x
   دʻد  0عʻع ،  

ب)        sin 2f x x x   دʻع
4

 دʻع ،  

أ)         3 2 1f x x x x      دʻع  
ب)        2

3

x
f x

x





  عʻد  

أ)         1 2f x x x     دʻع  

ب)         
2

2

1

2

x x x
f x

x

  



  عʻد  

أ)         1 1f x x x      دʻع  
ب)         2 1f x x x x     دʻع  

    fهʨ الʽʲʺʱل الʽʰاني الʺʺʲل لدالة  fCالʺʻʴʻي         
   ʧʽلاث عʲالات الʴال ʧفي ؗل حالة مD   فȄعة تعرʨʺʳم

   . Dثʦ خʧّ̋ الʻهاǽات في أʡراف الʺʨʺʳعة   fالدالة  
  
  
  
  
  

  )2الʴالة ( )                  1الʴالة (   
  
  
  
  
  

  )4)                   الʴالة (3الʴالة (      

  النهايات بالمقارنة –لة مركبة ـ نهاية دا 4

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:       

 1 (
3

3 4
lim

3x

x

x




    ،2 (
1

3 6
lim

1x

x

x




  

 3 (2lim 1
x

x x


    ،4 (3lim 2 3
x

x x


    

      f  الʺعرفة على الدالة هي 2;2 :بـ  

                
2

3

4
f x

x





   

  . ʻ2د عو  -2عʻد  f احʶب نهاǽة الدالة 
  الʻهاǽات الʱالʽة: احʶب        

  
2

4
lim cos

3x

x

x

 
  

   ،1
lim cos

2x

x

x




 
 
 

  ،

 21

1
lim sin

2 1x
x

x




   
  

  ،
0

sin
lim cos
x

x

x




 
 
 

  

1xكل عدد حقʽقي  جلبرهʧ أنه مʧ أ          :  

        1 cos 1

1 1 1

x

x x x


 

  
    

cosالدالة هل تقʰل
:

1

x
f x

x 
 دنʻة عǽها  ؟  

      f   قيʽاجل ؗل عدد حق ʧث مʽʴǼ 1دالةx   ،  

         3 cos 3 7

1

x x x
f x

x x

 
 


    

  ؟  نهاǽة عʻد f هل تقʰل
      f  قيʽاجل ؗل عدد حق ʧث مʽʴǼ 0 دالةx    :  

               2

1
3

1
f x

x
 


    

  ؟  هاǽة عʻدن fالدالة هل تقʰل  
      f  قيʽاجل ؗل عدد حق ʧث مʽʴǼ 0 دالةx   :   

             32f x x     
  ؟ نهاǽة عʻد  fالدالة هل تقʰل   

      f  قيʽاجل ؗل عدد حق ʧث مʽʴǼ 0 دالةx  :  

              41

2
f x x x     

  ؟ نهاǽة عʻد  fالدالة هل تقʰل   
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  ʨȞǽن:  x) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1      
             1 3 2cos 5x    

1الدالة هل تقʰل) 2
:

3 2cos

x
f x

x




دʻة عǽنها؟.  

  ʨȞǽن:  x) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1      
          2 23sin 3x x x    

:2الدالة هل تقʰل) 2 sin 3f x x x دʻة عǽنها ؟   
:2الدالة هل تقʰل       2 sinf x x x x  دʻة عǽنها  
      د  ؟ʻو ع؟  

         f 1ىدالة معرفة عل
;

2
    

  بـ: 

              sin

2 1

x x
f x

x





  

) بʧّ̔ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1 
1

2
x   :     

         1 1

2 1 2 1

x x
f x

x x

 
 

 
  

  ؟ نهاǽة عʻد  fالدالة  هل تقʰل) 2 

  ـ الاستمرارية 5

الʺعرفة على  f نعʰʱر الدالة         2;4 :ا یليʺؗ  

              
   

2 ; 2;1

1 ; 1;4

f x x x x

f x x x

    


  
  

  نهاǽة  fفي معلʦ.هل تقʰل الدالة  f) مʲل بʽانʽا الدالة 1
  ؟ 1عʻد   
مʱʶʺرة على الʺʳال  f) هل الدالة 2 2;4؟ لʺاذا؟  
  مʱʶʺرة علʽه. f) اذؗر مʳالا تʨؔن الدالة 3

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على  f لʧؔʱ الدالة       

            
 

2

2

2 1 ; 2

5 ; 2

f x x x x

f x x x x

    


   
  

  . 2عʻد  f) ادرس اسʱʺرارȄة الدالة 1
  اذا؟؟ لʺ �مʱʶʺرة على  f) هل الدالة 2

  بـ: �الʺعرفة على fادرس اسʱʺرارȄة الدالة       

     
 

 

2 2 ; 1

1
1 ; 1

2

f x x x x

f x x x

     



  

  

       f   :ة معرفة ؗʺا یليǽدالة عدد  

    
3 1

1

x
f x

x





1xإذا ؗان     و 1 3f   

  . 1عʻد   fاسʱʺرارȄة  ) ادرس 1
  ؟ �مʱʶʺرة على  f) هل الدالة 2

و �الʺعرفʱان على gو   f لʧؔʱ الدالʱان       1�  
  على الʱرتʽب ؗʺا یلي:   

  32 1f x x x         و 
2 2 3

1

x x
g x

x

 



  

  . gو   fادرس اسʱʺرارȄة   
  بـ:   �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة         

                  2 sinf x x x x   
  ؟ �مʱʶʺرة على  fلʺاذا الدالة 

  بـ:  �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        

                  2

cos

1

x
f x

x



  

  . fادرس اسʱʺرارȄة  
الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        2;1 :ا یليʺؗ  

                f x x x E x   
حʽث   x E x حʽʴʸزء الʳهي دالة ال  
) عʧʽ عʰارة1 f x :ةʽالʱالات الʳʺال ʧعلى ؗل م  

 2; 1  ،  1;0  ، 0;1  
2 ʦفي معل ʦارس ( ; ,O i j

 
  .  fالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  

مʱʶʺرة   f) هل الدالة 3
على 2; 1 ، 2;0، 2;1؟  

  ـ مبرهنة القيم المتوسطة 6

أن الʺعادلة  برهǼ ʧاسʱعʺال مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة      
3 4 2x x   الʳʺل على الأقل حلا في الʰتق 3; 2    

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50



 30

الʺعرفة على   fنعʰʱر الدالة        0;2 :ا یليʺؗ  

         
 

2 1 ; 0 1

2 3 ; 1 2

f x x x

f x x x

   
     

  

) هل ʧȞʺǽ تȘʽʰʢ مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة لإثʰات أن 1
الʺعادلة   0f x  الʳʺلا في الʨل حلʰتق 0;2 ؟  

)تʴقȘ أن الʺعادلة 2  0f x  ل حلا واحدا فيʰتق
 0;2.  
        f   ا یلي:    �الʺعرفة على  الدالةهيʺؗ  

                3 1
3 2

4
f x x x    

) احʶب1      1
1 , , 0 , 1

2
f f f f

   
 

  

) اسʱʻʱج أن الʺعادلة 2   0f x   ل على الأقل ثلاثةʰتق
حلʨل في الʺʳال  1;1  

       f   الʺعرفة على  الدالةهي 3;6  : بـ  
               3 12f x x x   

  و شȞل جدول تغʽراتها   f) ادرس تغʽرات الدالة 1 
) ما هʨ عدد حلʨل الʺعادلة 2   30f x .  

بʧʽ أن ؗل دالة ʽʲؗر حدود درجʱه فردǽة تقʰل على        
  الأقل جذرا حقʽقʽا.

بʧʽ أن الʺعادلات الʱالʽة تقʰل على الأقل حلا في        
  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة: Iالʺʳال 

 1 (32 1 0x       ، 1;0I     
 2 (5 4 23 6 1 0x x x        ، 1;2I   

 3 (4 4 3 0x x       ،1
;1

2
I

    
  

 4 (3 23 3x x        ،3
1;

2
I

    
  

5 (1
sin 2

2
x x       ، 0;I   

         ʧؔʱلf  ال دالةʳʺرة على الʺʱʶم 3;    
  و جدول تغʽراتها هʨ الآتي:    

        2           0            3-   x  
             4                          

2                        2  -       f x 

بʧʽ أن الʺʻʴʻي  fC  ل للدالةʲʺʺال f   رʨʴع حامل مʢقǽ
الفʨاصل في نقʧʽʱʢ مʱʵلفʢǽ ʧʽʱلب إعʢاء حʸرا 

  لفاصلʽʱهʺا.
  بـ: �الʺعرفة على  fإلʥʽ جدول تغʽرات الدالة       

          3 21 1
2 1

3 2
f x x x x       

           2            1 -       x  
                         13

6
    

               7

3
                    

 f x 

لʺاذا الʺعادلة   2 0f x  ل فقط فيʨل ثلاثة حلʰ؟�تق  

  ـ الدوال المستمرة و الرتيبة تماما 7

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        1;2  :بـ  
               3 22 3 1f x x x     

) احʶب1 'f x  رات الدالةʽل جدول تغȞش ʦثf .  
على شاشة حاسʰة بʽانʽة  f) ارسʦ الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة 2

  .Ǽاسʱعʺال نافذة مʻاسʰة
ʧʽ أن الʺعادلة) ب3  0f x   داʽل حلا وحʰتق
في 1;2.  
) Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة أوجد حʸرا لهذا الʴل سعʱه 4
210.  

  بـ:  �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        
               3 22 3 5f x x x x       

  و شȞل جدول تغʽراتها f) ادرس تغʽرات الدالة 1
بʧʽ أن الʺعادلة )2  0f x   داʽل حلا وحʰتقفي�.  
لهذا  Ǽ (210اسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة أوجد قʽʺة مقرȃة إلى3

  الʴل.
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الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة         1;2  :بـ  
               4 2 1f x x x     

  .و شȞل جدول تغʽراتها fادرس تغʽرات الدالة ) 1
بʧʽ أن الʺعادلة )2  3f x   داʽل حلا وحʰتق
في 1;2. 3 ةȃة مقرʺʽة أوجد قʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ (
  لـ 210إلى

3بʧʽ أن الʺعادلة        22 5 3 0x x    داʽل حلا وحʰتق  

5في الʺʳال    
;3

2
 
  

.  

1الʺعادلة  بʧʽ أن       
2cos

2
x

x



  تقʰل حلا وحʽدا  

0;في الʺʳال    
2

   
.  

الʺعرفة على   fلʧؔʱ الدالة         0; :بـ  
        3cos 3cos 2f x x x    

بʧʽ أنه یʨجد عدد حقʽقي 
مʧوحʽد 0;ثʽʴǼ  2f    

        f   بـ :  �الʺعرفة على  الدالةهي  
               3 23 1f x x x     

  . و عʻد عʻد  f) ادرس نهاǽات الدالة 1 
  ثʦ ادرس إشارتها.  fالدالة مʱʷقة  f') أ) أحʶب 2 

  .  fب) مʲل جدول تغʽرات الدالة    
) بʧّ̔ أن الʺعادلة 3   0f x   ل حلا واحدا على ؗلʰتق

مʳال مʧ الʺʳالات الʱالʽة:  1;0  ، 0;1  ، 2;3   

      f  معرفة على دالة 0; :بـ  1
2 sin

2
f x x   

 دʽقي وحʽجد عدد حقʨأنه ی ʧʽب  ʧم 0; ثʽʴǼ  
  f     

الʺعرفة على   fلʧؔʱ الدالة        0; :بـ  

              2

2f x x   

مʻʱاقʸة تʺاما على الʺʳال f) بʧʽ أن الدالة 1 0;2D   

بـ:Dالʺعرفة على g) لʧؔʱ الدالة 2   g x f x x   
  أن الدالة ʧʽبg ة تʺاما علىʸاقʻʱمD.  
 بʶاح 0g و 2g  ج أن الʺعادلةʱʻʱاس ʦث

 f x x ل حʰالتقʳʺدا في الʽلا وحD.  
       ʧʽʱر الدالʰʱنع: 1f x x   3و:g x x  

  ʧʽʽʻʴʻʺأن ال ʧʽب fC و gCʺالʺ ʧʽʱللدال ʧʽلʲf   
 0xى الʱرتʽب  یʱقاʡعان في نقʢة وحʽدة فاصلʱها عل gو  

0حʽث 

7 3

8 4
x   .  

  لتعمقلتمارين 

  أو ـ نهاية منتهية أو غير منتهية عند 1
         f   الʺعرفة علىهي الدالة 3;:بـ  

                  1

3

x
f x

x





   

xحʽث  إذا ؗان  A) أوجد عدداً حقʽقʽا 1 A  فإن f x   
یʱʻʺي إلى الʺʳال  0,99;1,01.  

2 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب ( ه الʱمعادل ȑ1ذy   يʻʴʻʺمقارب لل

fC ل لدالةʲʺʺال f ʦة ،ثʽادرس وضع fC ة إلىʰʶʻالǼ.  
        f   بـ: �الʺعرفة علىهي الدالة  

                  4 32 1f x x x     
نعلʦ أن  lim

x
f x


   اʽقʽ0.أوجد عدداً حقA  

xحʽث  إذا ؗان  A  فإن  610f x      
       f   الʺعرفةهي الدالة 1بـ على�  

                
 2

1

x
f x

x



   

  .1عʻد  f) ادرس نهاǽة الدالة 1
زه  I) أوجد مʳالا 2   ،  Iمx  ʧحʽث مʧ أجل ؗل  1مرؗ

  610f x   
  
  ـ نهاية منتهية أو غير منتهية عند عدد حقيقي 2

حʽث:   fلʧؔʱ الدالة          c
f x ax b

x d
  


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و   C .انيʽʰلها الʽʲʺت  
ʽʴǼث :  dو  a  ،b  ،cعʧʽ الأعداد الʴقʽقʽة  C  لʰقǽ

1xمʱʶقʽʺا مقارȃا معادلʱه    ا مائلاȃا مقارʺʽقʱʶو م
  معادلʱه

2 3y x   دʻع دʻو ع  ةʢقʻل الʺʷȄو
 0;4A  
 الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة           1 �   : بـ  

               
 

3 2

2

3 6 3

1

x x x
f x

x

  



  

1 ʧʽع (a  ،b  ،c  وd  قيʽأجل ؗل عدد حق ʧث  مʽʴǼx   

ʨȞǽن       
 2

1

cx d
f x ax b

x


  


  

) اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻي 2 C  ل للدالةʲʺʺالf   اʺʽقʱʶل مʰقǽ
  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له  و عʻد عʻد مقارȃا مائلا 

) حدّد وضعʽة الʺʻʴʻي3 C  ة إلىʰʶʻالǼ.  
  بـ : � الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        

              2 4 5f x x x    
) احʶب 1 lim

x
f x


  ʦث   lim 2

x
f x x


     

للʺʻʴʻي  ʱʶقʦʽ مقارب مائل ) اسʱʻʱج وجʨد م2 C 
  .عʻد fالʺʺʲل للدالة 

) أ) احʶب 3 lim
x

f x


  

ʽʴǼث  و  حقʽقʽان  انب) بʧʽ أنه یʨجد عدد
 

lim
x

f x

x



  َو lim

x
f x x 


     

ج) اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻي  C  اȃا مقارʺʽقʱʶل مʰقǽ'  دʻع
 .معادلة له ʧʽʽلب تعʢǽ  
     f  وg ان دالʱان معرفʱو   � على�  بʽرتʱعلى ال

    بـ :  2 1f x x x     
      و              2 4g x x x   

احʶب ) 1 lim
x

f x


و  lim
x

g x


  

) احʶب2  1
lim

2x
f x x



       
  

و          1
lim

2x
g x x



       
.  

  ʧʽʱي للدالȃقارʱك الʨلʶل الʨتʹعه ح ȑالذ ʧʽʺʵʱال ʨما ه
f  وg دʻع ؟  
) حدّد بدون حʶاب  3   lim 2

x
g x x


    .  

ʶج ؟ماذا تʱʻʱ  
      f  هي الدالة الʺعرفة على 0; : بـ  

                   21 4f x x x x     
و    C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
1ʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (ʦ   هʱمعادل ȑ2الذ 3y x   مقارب

للʺʴʻي  Cدʻع  
) ادرس الʨضعʽة الʽʰʶʻة لـ 2 C  و.   

     f ا یلي: �ʺعرفة على هي الدالة الʺؗ    

            21
1

2
f x x x     

و    C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
1 ʧʽع (D  ف الدالةȄعة تعرʨʺʳمf .  
2ʶا) احǽالدالة  تب نهاf  دʻع دʻو ع.  

) احʶب3  3
lim

2x
f x x



   
و  1

lim
2x

f x x


   
.   

) اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻي 4 C  ʧʽمائل ʧʽȃمقار ʧʽʺʽقʱʶل مʰقǽ
 و' .هʺاʽʱمعادل ʧʽʽلب تعʢǽ  
) حدّد وضعʽة 5 C ʧة إلى ؗل مʰʶʻالǼ و'.  

  الʻʹʲʹʸات الʯʸقارȁة
      f لة الʺعرفة على هي الدا 2;  :ا یليʺؗ    

           
3 22 1

2

x x
f x

x

 



  

و    C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
  .عʻد f) احʶب نهاǽة الدالة 1
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احʶب)أ) 2  2lim
x

f x x


    

ب) اشرح لʺاذا الʺʻʴʻي C يʻʴʻʺو ال P  هʱمعادل  ȑالذ
2y x  "انȃقارʱدما یؤول یʻئا " عʽʷئا فʽش x  إلى.  

ʻʺالة أن الʴل في هذه الʨنقʧʽʽʻʴ C و P  انȃقارʱم
  .عʻد

 ʦج) ارس C  ʦث P.  
      f  هي الدالة الʺعرفة على 1; :ا یليʺؗ    

            2 2
3

1
f x x

x
 


  

و  C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
1ʧʴʻم ʧث عʴǼا ( P يʻʴʻʺمقارب لل C دʻع ʦث،

لʽʰʶʻة لـحدد الʨضعʽة ا C و P  .  
) هل 2 C و P دʻان عȃقارʱم.  

      f  هي الدالة الʺعرفة على� :ا یليʺؗ    

            2

1

1

x
f x

x x
 


  

و  C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
ʧʴʻم ʧث عʴǼا P يʻʴʻʺة مقارب للʽلدالة مرجع C دʻع

دʻو ع ة لـʽʰʶʻة الʽضعʨحدد ال ʦث، C و P.  
     f  هي الدالة الʺعرفة على 0; :ا یليʺؗ      

                     
2 1x

f x
x x


  

و  C  ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت

ʧʴʻم ʧث عʴǼا. P  ة مقاربʽلدالة مرجع

للʺʻʴʻي C دʻعةʽʰʶʻة الʽضعʨحدد ال ʦلـ ، ث C 

و P.  

  ـ تتمات على النهايات 3

       f   الʺعرفة علىهي الدالة 1;4D   � :بـ  

                 
2

2

3 2

3 4

x x
f x

x x




 
  

  حʽث مʧ أجل  cو a ،b)   أوجد ثلاثة أعداد حقʽقʽة 1

D: مx  ʧ ؗل   
1 4

b c
f x a

x x
  

 
  

عʻد حدود مʳالات مʨʺʳعة fرس نهاǽات الدالة) اد2

  الʱعرȄف.

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة عʧʽ مʨʺʳعة تعرȄف       

  ثʦ احʶب الʻهاǽات عʻد أʡراف مʨʺʳعة تعرȄفها:  fالدالة  

1 (  2

1

2 3

x
f x

x x




 
     ،2(  

 2

3

1

x
f x

x



   ، 

3(  
2

2

1

2

x x
f x

x x

 


 
      ،4 ( 

3

2

1

1

x
f x

x





   

5 (  2

2 1

1 4
f x

x x
 

 
،6(   3

2 8x
f x

x

 
  

  Ǽاسʱعʺال الʺرافȘ احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:       

2 2lim 1 1
x

x x


       ،
0

1 1
lim
x

x

x

   ،  

2lim 2
x

x x


            ،2lim 1
x

x x x


    

2lim 3
x

x x


             ،
2 2

2 20
lim
x

x a a

x b b

 

 
    

0aحʽث        0وb   

  Ǽاسʱعʺال تعرȄف العدد الʺȘʱʷ احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:       

    
0

1 1
lim
x

x

x

       ،
2

1

1 2
lim

1x

x

x

 


  ،  

     
2

0

2
lim
x

x x

x

      ،
3

1 6
lim

3x

x x

x

 


  

78

79

80

81

82

83

84



 34

  Ǽاسʱعʺال تعرȄف العدد الʺȘʱʷ احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:     

 
0

sin
lim
x

x

x
    ،

0

1 cos
lim
x

x

x

    ،
2

cos
lim

2
x

x

x
  

  

علʺا أن        
0

sin
lim 1
x

x

x
  و

0

tan
lim 1
x

x

x
   

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة :    

    
0

sin 3
lim
x

x

x
  ،

0

tan 3
lim
x

x

x
  ،

0

sin 3
lim

2x

x

x
  ،  

    
0

tan
lim

4x

x

x
   ،

0

sin
lim
x

ax

bx
   ،

0

tan
lim
x

ax

bx
   

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة :       

1 (
1

1 8 3
lim

1x

x

x

 


     ،2 (
2

3

9
lim

3x

x

x




 ،  

3 (
2

3

9
lim

3x

x

x




        ،4 (
3

1 2
lim

3x

x

x

 


  

5 (
24

2
lim

5 4x

x

x x


 

     ،6 ( 
20

lim
x

x x

x x x



 
  

Ǽاسʱعʺال تعرȄف العدد الʺȘʱʷ عʻد        
3

  ʧلؔل م

  ʧʽʱالدالsin 3x x       2وcos 1x x   ،  

 احʶب  الʻهاǽة الʱالʽة
3

sin 3
lim

2cos 1x

x

x
 

   

ل تعرȄف العدد الʺȘʱʷ عʻد Ǽاسʱعʺا      
4

   ʧلؔل م

  ʧʽʱالدالtanx x   2وcos 2x x    بʶاح ،

 الʻهاǽة الʱالʽة
4

tan 1
lim

2cos 2x

x

x





  

   بǼ ʧʽاسʱعʺال ʡرȄقة مʻاسʰة  أن :      

        
0

sin 2
lim 2 2

1 cosx

x

x



   

و        
2

lim 2 tan 2
x

x x




   

و       
0

sin
lim 2

1 1x

x

x


 
  

  لنهايات بالمقارنةا –ـ نهاية دالة مركبة  4

ب دالʧʽʱ ا         حʶب ما یلي: Ǽاسʱعʺال نهاǽة مرؗ

1 (1
lim

2 4x

x

x




        ،2 (
2

lim
1x

x

x 
  

3 (2lim 9 3
x

x x


    ،4 (1
lim
x

x

x

  

ب دالʧʽʱ ا          حʶب ما یلي:Ǽاسʱعʺال نهاǽة مرؗ

1 (1
lim cos
x x

 
 
 

        ،2  ( sin
lim
x

x

x







   

3 (3
lim sin

1x

x

x




 
  

  ،4 (1
lim sin

2x

x

x




 
 
 

  

 5 (
2

2

tan
lim

tan 1x

x

x 
 ،6(

20

1 cos
lim cos 2
x

x

x




  
 

  

الʺعرفة مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي   fنعʰʱر الدالة       

1x     :بـ  2

1

x
f x

x



  

1x) بʧʽ أنه إذا ؗان 1  :1فإن 1

1 2x x



  

) اسʱʻʱج 2 lim
x

f x


  

0x) بʧʽ انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1       :  

      1
0 1

2
x x

x
      

lim) اسʱʻʱج 2 1
x

x x


   

  :  xبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي        
          2 cos sin 2x x    ،  

ثʦ اسʱʻʱج 
2

cos sin
lim
x

x x

x

  

1x) بʧʽ انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1      :  

                1
1

2 1

x

x
 


   

2:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱهایʻج الʱʻʱاس (  
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limأ)   
1x

x x

x 
،  ب)    

 
lim

1x

x

x x 
  

      ʧʽʱر دالʸة حǽعʺال نهاʱاسǼ :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱهایʻال ʧʽع ،    

     2 4 1
lim
x

x

x

    ،3 cos
lim

1x

x x

x




  

0xمʧ أجل         24، قارن 5x   2وx.  

2limاسʱʻʱج       4 5
x

x x


   

1xمʧ أجل          22، قارن 1x   2وx.  

2limاسʱʻʱج         2 1 3
x

x x


   

0xمʧ أجل ؗل          22، قارن 1x x   
  .2xو      

2lim اسʱʻʱج 2 1
x

x x x


      

  الʺعرفة ؗʺا یلي:   fنعʰʱر الدالة          

                   
2

1 sin

1

x x
f x

x x




 
  

  :  x) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1

        
2

1
2

1
x

x x
 

 
  

:  xأجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما مʧ ) اسʱʻʱج أنه 2
  24f x x   بʶاح ʦث lim

x
f x


  

 ـ الاستمرارية 5

في ؗل حالة م0x ʧعʻد   f  ادرس اسʱʺرارȄة الدالة       
:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال  

  1   ( 

 

2

0

1 1
; 0

0 ;

0 0

x
f x x

x x
f

  
  

 

     

  2   ( 

 
0

; 0
0 ;

0 2

x
f x x x

x x
f


   

 

  

        f     بـ :  �الʺعرفة على  الدالةهي  

           
 

 
2

1 1
; 0

1
; 0

2

x
f x x

x

x
f x x

x

  
 


   

  

   �مʱʶʺرة على   fبʧʽ لʧ الدالة  
  بـ :  �الʺعرفة على   f  الدالةنعʰʱر          

        

 

22 4
; 0

0

x x
f x x

x
f 

   
 


 

 .   

  .�مʱʶʺرة على  fحʱى تʨؔن الدالة   عʧʽ قʽʺة العدد 
  بـ: �الʺعرفة على   fالدالة نعʰʱر         

       
 

 

2

2

2 ; 2

2
; 2

f x x x a x

x a b
f x x

x

    

  

 

   

  قʽان ثابʱان.عددان حقb ʽو  aحʽث  
  ʧʽعلاقة ب ʧʽعa  وb ىʱح  ʨؔالدالة  ن تf  دʻرة عʺʱʶ2م.  

  الدوال المستمرة والرتيبة تماما-ـ مبرهنة القيم المتوسطة 6

        f الʳʺرة على الʺʱʶدالة م ;a b   ثʽʴǼ  
      f a ab   و  2f b b  

مc  ʧبʧʽ أنه یʨجد عدد حقʽقي  ;a b  ثʽʴǼ
 f c bc.  

       f الʳʺرة على الʺʱʶدالة م 0;1 ثʽʴǼ  
    0 0f    و 1 1f   

مc ʧبʧʽ أنه یʨجد عدد حقʽقي  0;1  ثʽʴǼ

  1

1

c
f c

c





  

        f الʳʺرة معرفة على الʺʱʶدالة م 0;1I  
I  ،  مʽʴǼx ʧث   مʧ اجل ؗل  f x I .  

ʽʴǼث   Iم  ʧه یʨجد على الأقل عدد حقʽقي بʧʽ أن
 f    
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- 0 x

y

(C)(d)

  في الȞʷل الʺقابل الʺʻʴʻي        
  C اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱال ʨه  

 cosx x و d لʽʲʺʱال ʨه  

ʽʰ3اني للدالة ال 

2
x x   

على الʺʳال  ;0I  .  

3) خʧّ̋ عدد حلʨل الʺعادلة 1
cos

2
x x   في  

  Iالʺʳال
 ؗʺا یلي :  Iالʺعرفة على الʺʳال   f) نعʰʱر الدالة 2

  3
cos

2
f x x x               

و احʶب  Iتقʰل الاشʱقاق على  fأ) تʴقȘ مʧ أن الدالة  
 'f x .  

  .  fب) شȞل جدول تغʽرات الدالة  

3) اسʱʻʱج أن الʺعادلة 3
cos

2
x x   ل حلا واحداʰتق

  الʳʺفي الI  .  
        n .ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  

1) بʧʽ أن الʺعادلة1 2 1 0n nx x     راʨʸʴل حلا مʰتق

 ʧʽ2ب

1

n

n 
  . 2و  

8) هل الʺعادلة 2 72 1 0x x    ل حلا فيʰإذا  �تق
  كان الʨʳاب نعʦ عʧʽ حʸرا لهذا الʴل.

  مســائل 

الʺعرفة على  fلʧؔʱ الدالة           1� :ا یليʺؗ  

           
 

3 2

2

4 8 4

1

x x x
f x

x

  



   

fC  ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت

مʱعامد ; ,O I J.  

  عʻد أʡراف مʨʺʳعة الʱعرȄف.  fأ) عʧʽ نهاǽات الدالة   )1
   و شȞل جدول تغʽراتها.  fب) ادرس تغʽرات الدالة 

ʽʴǼث ʨȞǽن مʧ أجل  cو a  ،b) أ) عʧʽ الأعداد الʴقʽقʽة 2

1xعدد حقʽقي  كل : 
 2

1

cx d
f x ax b

x


  


  

ʶيب) ماذا تʻʴʻʺة للʰʶʻالǼ جʱʻʱfC ʦʽقʱʶʺو ال d  ȑالذ  

2yمعادلʱه x .؟ برر  
Ǽالʰʶʻة لـ  fCج)  حدّد وضعʽة  d،  ʧؔʱلA  ةʢنق

و fCتقاʡع d.  

3 ʦارس (fCو d). حدةʨ2تؤخذ الcm على Ox   

على  1cmو    Oy(.  
 بʧʽ أن الʺعادلة) 4  0f x   داʽل حلا وحʰتق  على

الʺʳال ;1 ة إلىȃة مقرʺʽج قʱʻʱ210.اس  للعدد.  

) اسʱʻʱج بʽانʽا عدد حلʨل الʺعادلة 5 f x x m   ثʽح

m .قيʽط حقʽوس  
  ) Ǽاسʱعʺال الʶʴاب5) أ) نرȄد إʳǽاد نʳʽʱة الʶؤال 6

  مع الʺʱʶقʦʽ الذfC ȑبʧʽ أن فʨاصل نقط تقاʡع الʺʻʴʻي

yمعادلʱه x m  ل الʺعادلةʨهي حل E :ةʽالʱال  
          22 2 7 4 0m x m x m        

 ʦʽب قʶب) جد حm ل الʺعادلةʨعدد حل E.  

       f الʺعرفة على هي الدالة   ; 2 2;     

بـ :         
2 4

x
f x x

x
 


  

و    C  ʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت. ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑ  
  فردǽة   f) بʧʽ أن الدالة  1
  عʻد أʡراف مʨʺʳعة الʱعرȄف. f) احʶب نهاǽات الدالة  2
3ʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (ʦ   هʱمعادل ȑ1الذy x   مقارب

للʺʴʻي  Cدʻع ةʽحدّد وضع. C ة لـʰʶʻالǼ  
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2 3 4 5 6 7 8 9

2
3

-1
-2

0 1

1

x

y

) اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻي Ǽ (1اسʱعʺال نʳʽʱة الʶؤال 4 C 
  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له. ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا مائلاً عʻد

5 ʧȞʽل ( 'C  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالg  الʺعرفة على
   ; 2 2;     : بـ   g x f x    

 يʻʴʻʺة للȃات الʺقارʺʽقʱʶʺال ʧʽع 'C.  
       f لى هي الدالة الʺعرفة ع 1;1 �    : بـ  

              2
| 1|

1

x
f x x

x
  


      

و   C . ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني في الʽʰلها الʽʲʺت  
) أ)  اكʱب 1 f x .لقةʢʺة الʺʽبدون رمز الق  

   عʻد أʡراف مʨʺʳعة الʱعرȄف. fب) ادرس نهاǽات الدالة 
) أ) احʶب 2 'f x . و ادرس إشارتها  
  .  f ب) مʲل جدول تغʽرات الدالة 
3 ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال ʧʽأ) ب (: 1y x    و

' : 1y x     يʻʴʻʺلل ʧʽȃمقار C دʻع و 
  على الʱرتʽب.

ب) ادرس وضعʽة   C  ة إلىʰʶʻالǼ  الʳʺعلى ال  
 1;  ةʽو ادرس وضع C  ة إلىʰʶʻالǼ'  على
الʺʳال ; 1 .  

) بʧʽ أن الʺعادلة 4  0f x   ًل حلاً واحداʰتق على
الʺʳال 1;1 راً لـʸوأعط ح ،  هʱ110سع .  
         ʧʽʱر الدالʰʱنع f   وg   عةʨʺʳʺان على الʱالʺعرف

   ; 1 1;    : كʺا یلي   

          2 1f x x x        

    و     2 1g x x x    

الʽʰانʧʽʽ على الʱرتʽب في معلʦ تʺʽʲلاهʺا  gCو fCو 

مʱعامد و مʳʱانس  ; ,O i j
 

  

  عʻد  f ) أ) عʧʽ نهاǽة الدالة1

 fC.اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻي عʻد  f ب) عʧʽ نهاǽة الدالة

  .ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا أفقʽا
ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽج)ب: 2y x  يʻʴʻʺمقارب للfC  

  .عʻد 
) أ) احʶب 2   f x g x  ات الدالةǽج نهاʱʻʱاس ʦثg 

  .و  عʻد 
  هʨ الʱفʽʶر الهʻدسي لهذه الʳʽʱʻة ؟ب) ما  
  ʧʽج) قارن ب  2g x x  و f x .  

اسʱʻʱج  lim 2
x

g x x


 .ةʳʽʱʻا للʽدسʻرا هʽʶأعط تف،  

) نعʰʱر الʺʻʴʻي 3  f gC C  .  

بʧʽ أن معادلة     2هي 2 1 0y xy     

u) لʧȞʽ الʷعاع 4


2uمʧ الʺȑʨʱʶ حʽث   i j 
  

.  
نرمز بـ ;x y يʱʽة  لاحداثʢقʻالM  ʦفي الʺعل ; ,O i j

 
.  

و بـ '; 'x y  اʽتاحداث ʦها في الʺعل ; ,O i u
 

  
 ʧر عʰأ) عx   وy   بدلالةx’   وy’  .  

ب) عʧʽ معادلة   ʦفي الʺعل ; ,O i u
 

.  
ج) ما ʽʰʡعة .  

  
  

       ددختيار من متعـدختيار من متعـداا
 عʧʽ الإجاǼة الʴʽʴʸة دون تʰرȄر            

معرفة  fلدالة  fCفي الȞʷل الʺʨالي لدیʻا الرسʦ الʽʰاني
على   0;1 1;D    :كʺا یلي

   
3 2

2

4 3 2

2 1

x x x
f x

x

  



 ʦʽقʱʶʺو ال  هʱمعادل ȑالذ

1
2

2
y x  
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1ʱمعادل ȑالذ ʦʽقʱʶʺ1ه) أ) الy  مقارب لـfC  
1xالʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه ب)  مقارب لـfC  
  لا ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا أفقʽا و لا عʺʨدǽا. fCج) 

2ʧأجل ؗل م ʧم ( 1;:   2

1

2 2 1

bx c
f x x a

x


  


  

2aأ)     ،2b   ،3c      
2aب)    ،2b    ،3c    
1a ج)   ،2b   ،3c     
3 (fC دʻا عȃا مقارʺʽقʱʶل مʰقǽ :هʱمعادل  

1أ) 
1

2
y x    (1 ب

2
2

y x     (1ج
2

2
y x   

ǽ3قʢع الʺʱʶقʦʽ الʺقارب في الʻقʢة fC) أ) 4 3
;

2 2
A
  
 

  

ǽ3قʢع الʺʱʶقʦʽ الʺقارب في الʻقʢة  fCب)  5
;

2 4
B
  
 

  

  لا ǽقʢع الʺʱʶقʦʽ الʺقارب في أǽة نقʢة. fC ج)
ʳʺال) على ال5 0;1 الʺعادلة ،  1f x :لʰتق  

  أ)  حلا واحدا  ب) حلʧʽ مʱʺایزʧȄ  ج) ثلاثة حلʨل.

        f  معرفة على 5� :بـ 
23 5

5

x x
f x

x





   

1(  
5

lim
x

f x


     2(   lim 0
x

f x


  
مx ʧ مʧ أجل ؗل    )3 5�:  

              50
3 10

5
f x x

x
  


  

5x) الʺʱʶقʽʺان اللذان معادلʱاهʺا4  3و 10y x  
  .fمقارȃان لʺʻʴʻي الدالة 

  
  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ  

معرفة و قابلة للاشʱقاق   fت دالة إلʥʽ جدول تغʽرا        
  �على

     1         0         1- x 
     -  0              +-   0    +  'f x 

        3                      2  
                          1 

 f x 

أجب  الʺʺʲل في معلf .ʦإلى مʻʴʻي الدالة  fCنرمز بـ
  على ؗل جʺلة مʧ الʳʺل الʱالʽة:ʽʴʸǼح أو خاʡئ 

1x) الʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه1  مقارب لـfC.  

  .fCلـ ) مʨʴر الʱراتʽب مقارب2
1y) الʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه3   عʢقǽfC.ة واحدةʢفي نق  
) الʺعادلة4  0f x  الʳʺفي ال ʧʽل حلʰتق 0;.  
) على الʺʳال5 ;0  ،  3f x   

        f ة تʺاما علىʸاقʻʱرة و مʺʱʶدالة م 0;:إذن،  
أ)  lim

x
f x


    

مx ʧب) مʧ أجل ؗل  0;:   0f x f  
ǽقʢع مʨʴر الفʨاصل على الأقل في  fج) مʻʴʻي الدالة 

  نقʢة.
8     fC ل لدالةʲʺʺي الʻʴʻʺال ʨهf في  �معرفة على
الʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه ʦ مʱعامد و مʳʱانس ومعل

1y x   
فإنعʻدfCمقارȃا لـ) إذا ؗان1 lim

x
f x


   

فلا یʨجد مʱʶقʦʽ مقارب عʻدfCمقارȃا لـإذا ؗان )2
  .fCأفقي لـ

) إذا ؗانت3 lim 3
x

f x


لـ ʧȞʺǽ فلا  اȃن مقارʨȞǽ أن
  .fCلـ
فإنعʻدfCمقارȃا لـإذا ؗان )4 lim 1

x
f x x


   

       1  (sin
lim 1
x

x

x
    2( 1

lim sin 1
x

x
x
  

  3( 
0

sin 5
lim 1
x

x

x
    4 (

0

sin
limsin 1

2x

x

x




   
 
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  ؒفاءات الʯʴʸهدفةال               
  

  اسʱعʺال الʽʲʺʱل الʽʰاني لʧʽʺʵʱ سلʨك ونهاǽة مʱʱالʽة عددǽة. 
  إثʰات خاصʽة Ǽالʱراجع. 
 دراسة سلʨك ونهاǽة مʱʱالʽة. 

 .ʧʽاورتʳʱم ʧʽʱʽالʱʱم مʨعʺال مفهʱمعرفة واس  
  .حل مȞʷلات تʣʨف فʽها الʺʱʱالʽات والʰرهان Ǽالʱراجع 

  
  

   ى مʡ ʧرف الʨʽنان  ، مʲل مʱʱالʽة الأعداد الأولʽة. تʺت دراسة الʺʱʱالʽات العددǽة الأول 
 ȑاوʶها تʱي نهایʱات الʽالʱʱʺل الʨأعʺال حǼ دس قامʽʺأرخ .  

 ʴʺلتالʱي  الʺʱʱالʽة الʱراجعʽة الʢʽʶʰة لʨʽنارد فʨʰʽ ناتʷي يفي القرن الʲالث عʷر اكʷʱف الإʢǽال
اسʺه 

1 2n n n
u u u

- -
= مع +

0
1u و  =

1
1u   . ت، و الʱي تʱرجʦ تʨʢر نʺʨ تؔاثر حʨʽانا =

     الʺʱʱالʽات الʶʴابʽة و الهʻدسʽة ʣهرت في أوروȃا و في الʧʽʸ في القرون الʨسʢى .
  في عʸر الʻهʹة درست الʺʱʱالʽات الʺعروفة لدیʻا الʨʽم .
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  نشاط أول       
   

  و وصلʨا إلى الʳʽʱʻة الʱالʽة: في القدʦǽ ؗان الʨʽنان یʱعاملʨن جʽدا مع الʺرȃع الʱام لعدد ʽʰʡعي       
  لعدد ʽʰʡعي .ردǽة مʱʱاǼعة و ǼالʱʱاǼع نʸʴل على مرȃع تام ؗلʺا جʺعʻا أعدادا ف   

1، 1مرȃع العدد  1و هȞذا :        3 4+ 1، 2مرȃع العدد   4و  = 3 5 9+ +   ، ... 3مرȃع العدد  9و  =
  أنʳز ورقة الʺʳدول الʺʨالʽة Ǽإتʰاع الʨʢʵات الʱالʽة:) 1      

    ʨʺد في العA  ة اوʽلʵال ʧداء مʱ2بA ز الأعدادʳأح  
    ʧة مǽ99إلى  1الفرد .  
2أحʳز  3Bفي الʵلʽة           3A A= +   
3أحʳز  4Bفي الʵلʽة           4B A= +   

1أحʶب  )2       3 5 7 9 ... 53 55+ + + + + + +.  
1أحʶب  )3       3 5 7 9 ... 85 87+ + + + + + +.  
)خʺʧ حʶاب )4       )1 3 5 ... 2 1n+ + + +   . n بدلالة -
      5( ʴʽʴص Șابʶال ʧʽʺʵʱفرض الǼت أن : اʰأث  

         ( ) ( )2
1 3 5 ... 2 1 1n n+ + + + + = +.  

         ʵل أن الʨةانقʽة وراثʽص .  
                   

  ثاننشاط        
   

A  رحʱة .تقʶبـ   مؤس ȑف ؗʺا یلي :مرتب شهرʽʣʨʱة عقدا للʽمʨʺعDA 15000     ةȄʨʻادة سȄهر الأول و زʷتقدر   في ال
0بـ 

n للʺرتب الʷهرȑ خلال الʻʶة  nuالʺرتب الʷهرȑ في الʻʶة الأولى . نرمز بـ  1uنʶʺي  015 1n .  
    . 7uو 2u ، 3u   ،4u ،5u   ،6uأحʶب  )1

 ) مʱʱالʽة هʻدسʽة ʢǽلب تعʧʽʽ أساسها و حدها الأول .  nuأثʰت أن الʺʱʱالʽة ( )2

3(  ʧʽعnu  بدلالةn . 

                                                                               ؟ DA 25000مʧ أȑ سʻة ǽفʨق الʺرتب  ابʱداء )4
 Bرحʱة . تقʶمؤس  Ȑة أخرǽادʸʱبـ اق ȑف ؗʺا یلي :مرتب شهرʽʣʨʱعقدا للDA15000         ادةȄهر الأول و زʷال       

    ȑهرʷتقدر بـ    في الʺرتب الDA1500  يʺʶة  نʻعد ؗل سǼ1v . ة الأولىʻʶفي ال ȑهرʷالʺرتب ال  
n للʺرتب الʷهرȑ خلال الʻʶة  nvـ نرمز ب          1n .  

    .7v و 2v ، 3v   ،4v  ،5v   ،6vأحʶب      )1

 ) مʱʱالʽة حʶابʽة ʢǽلب تعʧʽʽ أساسها و حدها الأول .  nvأثʰت أن الʺʱʱالʽة ( )2

3(  ʧʽعnv  بدلالةn . 

  ؟ DA 25000مʧ أȑ سʻة ǽفʨق الʺرتب  بʱداءا )4

                                                                                        



 7

      
          
                      

  ثالثنشاط     
   
  A.ر الدالةʰʱنعf  ِالʺعرفة بـ  6f x x  ʧȞʽو ل fCانسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j

 
.  

1. ʧʽعfD ف الدالةȄعة تعرʨʺʳمf. 

 . فʶر بʽانʽا الʳʽʱʻة.6عʻد fأدرس قابلʽة اشʱقاق الدالة .2

 .عʻد fأحʶب نهاǽة .3

 .fأدرس اتʳاه  تغʽر الدالة .4

 ʳfز جدول تغʽرات الدالةنأ .5

6. ʧʽي عʻʴʻʺع الʡتقا fC ʦʽقʱʶʺمع ال  ذو الʺعادلةy x . 

7.  ʦأرس  و fC.  
 B.  ةʽالʱʱʺر الʰʱنع nu ا یلي: �الʺعرفة علىʺؗ  

                     0 5u   أجل ؗل ʧو مn ʧ1، �م 6n nu u    
� ،0nuمȘn ʧ أن مʧ أجل ؗلتʴق .1 . 

2.  ʧʽة عʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ1u ،2u ،3u 4وu. 

Ǽاسʱعʺال  .3  و fC دودʴاصل الʨر الفʨʴل على مʲ1مu ،2u ،3u 4وu. 

ضع تʻʽʺʵا حʨل اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽة .4 nu. 

 ʽʰؗرا جدا. nر لʺا ʰʸǽحأكʲر فأكǼnu ʲاسʱعʺال الʴاسʰة الʽʰانʽة خʺʧ مʧ أȑ عدد ǽقʱرب  .5

  .4 إذا فرضʻا أن تʥʻʽʺʵ الʶابȘ صʽʴح أثʰت صʴة الʧʽʺʵʱ الذȑ وضعʱه في الʶؤال .6
                      

  رابع نشاط    
   

نعʰʱر الʺʱʱالʽة         nu أجل ؗل :يیلؗʺا  �الʺعرفة على ʧمn ʧ3، �م 2

1n

n
u

n





.  

نعʰʱر الʺʱʱالʽة         nv أجل ؗل :یلي ؗʺا �الʺعرفة على ʧمn ʧ3 ، �م 10

2n

n
v

n





.  

أثʰت أن الʺʱʱالʽة .1 nu  زایدةʱم. 

أثʰت أن الʺʱʱالʽة .2 nv  ةʸاقʻʱم. 

nعʧʽ نهاǽة الʺʱʱالʽة  .3 nu v- . 

4. ʧʽʱʽالʱʱʺاني للʽʰل الʽʲʺʱي الʢعǽ الʺقابل ʦالرس 

         nu و nv عʺالʱاسǼ  دول اʳال .مʶك  
ماذا تلاحظ حʨل نهاǽة           nu  ةǽل نهاʨوح nv ؟  
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   . ةǻات العددʻالʯʯʸل الʦر حʻؕتذ 

  تعرȂف .. 1    
     معʢى،     0n مʧ أو ʶǽاوȑ عدد ʽʰʡعي ،أكʰر nهي دالة ترفȞǼ Șل عدد ʽʰʡعي ǽuة حقʽقʽةمʱʱالʽة عدد :تعرȂف   

)العدد       )u n .  
 ر مʯʯالʻة عددǻة.ʱاه تغّ̒ تّ ا.2

ن مʱʱالʽةتʨؔ   مʯʯالʻة مʯزایدة:   
0

( )n n nu   إذا وفقط (بʽرتʱزایدة تʺاما على الʱم) زایدةʱأجل ؗل  إذام ʧكان م  
0n  ،1nأكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑعدد ʽʰʡعي     nu u  )1n nu u  بʽرتʱعلى ال( .  
تʨؔن مʱʱالʽة  مʯʯالʻة مʯʹاقʶة:   

0
( )n n nu  (بʽرتʱة تʺاما على الʸاقʻʱم) ةʸاقʻʱأجل ؗل  إذاإذا وفقط  م ʧكان م  

0n   ،1nأكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑعدد ʽʰʡعي     nu u  )1n nu u ( بʽرتʱعلى ال .  
تʨؔن مʱʱالʽةمʯʯالʻة ثابʯة:   

0
( )n n nu  ة إذا وفقطʱعي إذاثابʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧ0كان مn n³  ،1n nu u .   

  ى الʱرتʽب )(مʱزایدة تʺاما عل رتʽب) أو مʱزایدةإذا ؗانت مʱʱالʽة مʻʱاقʸة (مʻʱاقʸة تʺاما على الʱ مʯʯالʻة رتʮʻة:   
  نقʨل أن الʺʱʱالʽة رتʰʽة(رتʰʽة تʺاما على الʱرتʽب) .     

  الʯʯʸالʻات الʴʲابʻة..3
)نقʨل أن الʺʱʱالʽة:تعرȂف    )nuة حدها الأولʽابʶة حʽالʱʱ0مu و أساسهاr )r                    ʧقي ) إذا و فقط إذا ؗان مʽعدد حق

ʽʰʡn :1nعي  أجل ؗل عدد         nu u r    .  
   مʦʸʱع  حدود مʯʯاǺعة مʥ مʯʯالʻة حʴابʻة :الʲد العام و   

                          0nu u nr    0و
0 1 1........ ( 1)

2
n

n n

u u
S u u u u n

         
 

 

  .الʯʯʸالʻات الهʹدسʻة.4
)نقʨل أن الʺʱʱالʽة:تعرȂف     )nuة حدها الأولʽدسʻة هʽالʱʱ0مu و أساسهاq )q  ر معدوم ) إذا و فقطʽقي غʽعدد حق

ʽʰʡn :1nعي  أجل ؗل عدد كان أن مʧ     إذا       nu u q   .   
  حدود مʯʯاǺعة مʥ مʯʯالʻة هʹدسʻة مʦʸʱع الʲد العام و   

  0
n

nu u q  و
1

0 1 0

1
...

1

n

n

q
S u u u u

q

 
       

1qمع  1qإذا ؗان  و ¹  0فإن( 1)S n u .  

   نهاǻة مʯʯالʻة هʹدسʻة.  
       1إذا ؗانq    0و 0u    فإنlim n

n
q

® + ¥
= + limو مʻه ¥ n

n
u


   ةʽالʱʱʺال . nu . اعدةʰʱم  

       1إذا ؗانq    0و 0u    فإنlim n

n
q

® + ¥
= + lim و مʻه ¥ n

n
u


  ة . الʽالʱʱʺ nu . اعدةʰʱم  

       1إذا ؗان 1q      فإنlim 0n

n
q

® + ¥
limو مʻه  = 0n

n
u


   ةʽالʱʱʺال . nu  . ةȃقارʱم  

       1إذا ؗانq       ةʽالʱʱʺفإن ال nu                               .( دةʨجʨر مʽة غǽهاʻال ) اعدةʰʱم 
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الʯʯʸالʻة لʥؒʯ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   n n

u
�

0الʸعرفة ʲǺدها الأول  3u  العلاقة: وǺ1 5 1n nu u n   .  
     ʥؒʯة لʻالʯʯʸال nv عيʻʮʟ أجل ؕل عدد ʥعرفة مʸالn :العلاقةǺ1n n nv u u .  
    ةʻالʯʯʸت أن الʮأث nv. أساسها و حدها الأول ʥʻʻلب تعʠǻ ةʻابʴة حʻالʯʯم  
    بʴأحnv بدلالةn بʴأح ʤع ثʦʸʱʸالS  عʦʸʱمn ةʻالʯʯʸال ʥحد الأولى م nvجʯʹʯاس. nu بدلالةn .  

لʺʱʱالʽةل الأول الʴد ·:الʲل  nv ʨ0هv ،   0 1 0 3 5 0 1 3 1v u u        .  
1لدیʻا            5 1n nu u n     . : 5إذن 1nv n    

            1 5 1 1 5 1 5n nv v n n            عي . إذنʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمn :1 5n nv v       .  
و مʻه الʺʱʱالʽة            nv  ةʽابʶة حʽالʱʱ5أساسها مr    0و حدها الأول 1v   .                        

n:1مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ·    5nv n    .( ) ( )0 1 1... 5 5 5 2 5
2 2n

n n
S v v v n n-= + + + = + - = - -.  

        0 1 0v u u= -  ،1 2 1v u u= - ، ... ،1 1n n nv u u- -= 0nuنʳد  Ǽالʳʺع ʡرف ʢǼرف - S u= +   

)و مʻه            )2 5 3
2n

n
u n= - - + .   

الʯʯʸالʻة لʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل   n n
u

�
0 الʸعرفة ʲǺدها الأول  2u  العلاقة: وǺ1

1
2

3n nu u       

     ʥؒʯة لʻالʯʯʸال nv عيʻʮʟ أجل ؕل عدد ʥعرفة مʸالn :العلاقةǺ3n nv u .  
    اʯʯʸت أن الʮةأثʻل nv. أساسها و حدها الأول ʥʻʻلب تعʠǻ ةʻة هʹدسʻالʯʯم  
    بʴأحnv بدلالةn ، جʯʹʯاسnu بدلالةn ،ب الʴأح ʤعثʦʸʱʸS  عʦʸʱمn ةʻالʯʯʸال ʥحد الأولى م nv.  
ما هʦ اتʱاه تغʻر الʯʯʸالʻة ·     nv؟  
    ةǻب نهاʴأحnv بدلالةn ةǻب نهاʴأح ʤثSةǻج نهاʯʹʯاس. nu.     
  : الʲل   
      1 1

1
3 2 3

3n n nv u u+ += - = + -  

      ( )1

1 1
3

3 3n n nv u v+ = - الʺʱʱالʽةإذن  = nvةʽدسʻة هʽالʱʱ1 أساسها م

3
q 0 و حدها الأول = 1v = -      .  

       عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمn  :1

3

n

nv
æ ö÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø

0و    1 1

3 1
... 1

2 3

n

nS v v v -

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷ç= + + + = - - ÷ ÷çç ÷÷ç ÷è øç ÷çè ø
  

      1
3

3

n

nu
æ ö÷ç= - +÷ç ÷÷çè ø

 .  

    
1

1

1 1 1 2

3 3 3 3

n n n

n nv v
+

+

æ öæ ö æ ö æ ö÷ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ç- = - - - = ´÷ ÷ ÷÷ç ç çç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç÷è ø è ø è øç ÷çè ø
1إذن  0n nv v+ - و مʻه  < nv زایدة علىʱم ¥ .  

    
1

1 1
3

- < 1و مʻه >
lim 0

3

n

n® + ¥

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
limو Ǽالʱالي   0nn

v
® + ¥

=  .3
lim

2n
S

® + ¥
= -.lim 3nn

u
® + ¥

= 
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  الʵلاصة
  ʧعيأجل ؗل مʽʰʡ عدد  

n  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰ0أكn  
( )P n ةʴʽʴص 

 

 راجعʯالǺ دلالʯالاس.   
  ..مʮدأ الاسʯدلال Ǻالʯراجع1      

)  :مʴلʸة     )P n علقةʱة مʽعي  خاصʽʰʡ عددǼn .  
              0n . عيʽʰʡ عدد  
)للʰرهان على صʴة الʵاصʽة                )P n عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰ0أكn ǽ ،: فيȞ  

)أ0n  ȑنʱأكد مʧ صʴة الʵاصʽة مʧ أجل  .1 )0P n.  
)أ0n ȑأكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑنفرض أن الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل عدد ʽʰʡعي ʽؗفي .2 )0P n 

1n)  و نʰرهʧ صʴة الʵاصʽة مʧ أجل ( فرضʽة الʱراجع   + ȑأ( )1P n +     . 

  . 0nأكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑؗل عدد ʽʰʡعي عʻد الانʱهاء مʧ الʺرحلʧʽʱ نقر أن الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل·ملاحʢات:  
             ·ʻأنها ت ȑة أʽة وراثʽاصʵل أن الʨالقǼ انيʲال ȋرʷال ʦرجʱنʱعيʽʰʡ عدد ʧقل مnعهʰʱی ȑ1إلى العدد الذn +.  
  صʴʽʴة، دون أن تʨؔن وراثʽة خاصʽة ʧȞʺǽ أن تʨؔن  هلأن ضرور0n  ȑلʵاصʽة مʧ أجلمʧ صʴة ا الʱأكد·             

  "  خاصʽة خاʡئة Ǽالرغʦ مʧ أنها وراثʽة .                ǽ5قʰل القʶʺة على  3nمʲلا : الʵاصʽة "   
  فإن                                                           

                ( )0P n              إذا ؗانت( )P n             ( )1P n +  
 صʴʽʴة                         صʴʽʴة               صʴʽʴة                    

 
 

               2الʸرحلة                    1الʸرحلة                       

 

    ..مʯى ʯʴǻعʸل الاسʯدلال Ǻالʯراجع2      
    .للʰرهان على صʴة خاصʽة مʱعلقة Ǽالأعداد الʽʰʢعʽة الاسʱدلال Ǽالʱراجع ʧȞʺǽ الʱفʽؔر في اسʱعʺال     

n ،4ثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي أ مʰال:   2n   .  3مʹاعف للعدد  +
4" الʵاصʽة  الʲل:   2n   . الاسʱدلال Ǽالʱراجع . نʱʶعʺل n" مʱعلقة Ǽالعدد الʽʰʢعي  3مʹاعف للعدد  +

0n: مʧ أجل  1الʺرحلة           = ،04 2 1 2 3+ = +   . 3مʹاعف للعدد  3و  =
4في. أn ʽؗ:ȑ:نفرض الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل عدد ʽʰʡعي 2الʺرحلة           2n   . 3 مʹاعف للعدد +

4و نʹع    2 3n k+ 4عدد ʽʰʡعي . و مʻه kحʽث   = 3 2n k= -  
1nو نʰرهʧ أن الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل           +  ȑ14أ 2n+   . 3مʹاعف للعدد  +

         
1

1

4 2 4 4 2 (3 2) 4 2

4 2 12 8 2 3(4 2)

n n

n

k

k k

+

+

+ = ´ + = - ´ +

+ = - + = -
    

4)3و         2)k 14و مʻه  3مʹاعف للعدد  - 2n+   . 3مʹاعف للعدد  +
n،4إذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي          2n     . 3عف للعدد مʹا +
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  : 6أكʰر مʧ أو ʶǽاوn ȑأثʰت Ǽاسʱعʺال الاسʱدلال Ǽالʱراجع ، أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي :1تʸرʥȂ مʲلʦل
                                               3 100n n³          

)نʶʺي :الʲل  )P n  ةʽاصʵ3"ال 100n n³  "  
): نʱأكد مʧ صʴة 1الʺرحلة   )6P  
6nمʧ أجل    = ،63 6و  =729 100 600´ =  

63و مʻه     6 100³ )و Ǽالʱالي ´ )6P. ةʴʽʴص  
)نفرض الʵاصʽة : 2الʺرحلة    )P n  أجل عدد ʧة مʴʽʴص  
3أʶǽ6  ȑاوȑ أو  ʽؗفي أكʰر مʽʰʡn ʧعي   100n n³  ةʽفرض )  
  الʱراجع ) .  
)ونʰرهʧ أن الʵاصʽة  )P nأجل ʧة مʴʽʴ1صn + ȑأ( )1P n +    
 ȑ13أ 100( 1)n n+ ³ + .  
13 لدیʻا  3 3n n+ = ´ .  
13مʧ فرضʽة الʱراجع    3 100n n+ ³ 13و مʻه  ´ 2 100 100n n n+ ³ ´ +     .  
   ʧ6مn 2نʱʻʱʶج أن  ³ 100 1200n´ 2و Ǽالأخص  ³ 100 100n´ ³.  
  ʧ3م 100n n³و ( راجعʱة الʽفرض )2 100 100n´ 13، نʱʻʱʶج ³ 100 100n n+ ³ 13و مʻه  + 100( 1)n n+ ³ +.  
)أȑ أن الʵاصʽة   )P n أجل ʧة مʴʽʴ1صn +.  
3:  6أكʰر مʧ أو ʶǽاوn ȑإذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي    100n n³ .  

n ،2أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي :2تʸرʥȂ مʲلʦل     1 23 2n n+   .  7مʹاعف للعدد  ++
2" الʵاصʽة  الʲل:   1 23 2n n+   . الاسʱدلال Ǽالʱراجع . نʱʶعʺل nعي " مʱعلقة Ǽالعدد الʽʰʢ 7مʹاعف للعدد  ++

0n: مʧ أجل  1الʺرحلة           = ،( )2 0 1 0 23 2 3 4 7+ ++ = +   . 7مʹاعف للعدد  7و  =
ʽؗ 2في. أn :ȑ:نفرض الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل عدد ʽʰʡعي 2الʺرحلة           1 23 2n n+   . 7 للعدد مʹاعف ++

2و نʹع    1 23 2 7n n k+ ++ 2عدد ʽʰʡعي . و مʻه kحʽث   = 1 23 7 2n nk+ += -.  
ʰʻ1nرهʧ أن الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل لو           +  ȑأ( ) ( )2 1 1 1 23 2n n+ + +   . 7مʹاعف للعدد  ++
                        ( ) ( )2 1 1 1 2 2 1 2 2 13 2 3 2n n n n+ + + + + + + ++ = +   

                  2 1 2 23 3 2 2n n+ += ´ + ´  
          ( )2 2 27 2 3 2 2n nk + += - ´ + ´  
         2 27 9 2 9 2 2n nk + += ´ - ´ + ´  
                 ( )27 9 2 7nk += ´ + ´ -  
                        27( 9 2 )nk += ´ -      

)و مʻه             ) ( )2 1 1 1 23 2n n+ + +   .7مʹاعف للعدد  ++
n،2إذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي          1 23 2n n+   . 7مʹاعف للعدد  ++
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 .ةǻة عددʻالʯʯتقارب م   
 عددǻة.نهاǻة مʯʯالʻة  
 :تعرȂف تذʻؕر و        nu  ةʽالʱʱةمǽو  عددl .قيʽعدد حق  

لʺʱʱالʽةنقʨل أن ا     nu لʰتقl  لʺʷǽ حʨʱال مفʳة إذا وفقط إذا ؗان ؗل مǽهاʻؗl  ا ؗل حدودʹǽل أʺʷǽ                 ةʽالʱʱʺال
  nu   داءَ◌َ اʱب:   بʱؔة . و نʻʽة  معʰرت ʧمlim n

n
u l


    أوlim nu l دʻب إلا عʶʴة لا تǽهاʻث أن الʽح) (  

في هذه الʴالة نقʨل أن  الʺʱʱالʽة      nu ةȃقارʱم.  
لʧؔʱ الʺʱʱالʽة تذʻؕر       nu یليالʺعرفة ؗʺا( )nu f n حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,    

limإذا كانت عدد حقيقي ،  حيث      ( )
x

f x l


 فإنlim n
n

u l


.   

ʱالʽةلʧؔʱ الʺʱ مʲال:    nu  4ؗʺا یلي :  �الʺعرفة على 1

3 2n

n
u

n

 



 .  

     ةʽالʱʱʺة الǽنها ʧʽع nu. 

الʺʱʱالʽة:الʲل  nuʧل مȞʷال( )nu f n  ثʽحf معرفة على دالة 0, : 4ؗʺا یلي 1
( )

3 2

x
f x

x

 



.  

4لدیʻا         
lim ( )

3x
f x


   4إذا

lim
3n

n
u


  ةʽالʱʱʺإذن ال. nu ةȃقارʱم .  

   العȞس غʽر صʽʴح : :ʢةحملا 

]الʺعرفة علىxللʺʱغʽر الʴقʽقي fالدالة  لʧؔʱ مʲال:    [0;+ )ؗʺا یلي :  ¥ )
( )cos 2

1

x x
f x

x

p
=

+
 ، الدالة الʺرفقة      

    Ǽةʽالʱʱʺال nu  ا یلي :  �الʺعرفة علىʺؗ
1n

n
u

n



 .  

)نلاحظ فعلا Ǽأن      )
1n

n
u f n

n
 


):  nحʽث أن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي   )cos 2 1np = .  

    lim 1n
n

u


 ال Șʰʢات ) و ( نǽهاʻات علي الȄرʤʻlim ( )
x

f x


  غʽر مʨجʨدة .  

 :تعارȂف    nu  ةʽالʱʱةمǽعدد .  
    ةǽل أنّ نهاʨةالقʽالʱʱʺال nu هي  ي أنّ ؗلʻعǽحʨʱمف ,   � ل ؗل حدودʺʷǽ ʽالʱʱʺةال      nu    

limو نرمز:   مʧ رتʰة  معʻʽة . ابʱداء n
n

u


   .  
   ةʽالʱʱʺة الǽل أنّ نهاʨالق nu هي  ّي أنʻعǽحʨʱال مفʳؗل م ,  � ل ؗل حدودʺʷǽ ةʽالʱʱʺال   nu 

limو نرمز:   مʧ رتʰة  معʻʽة . اءبʱدا      n
n

u


  .  
  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة :تذʻؕر    nuالʺعرفة ؗʺا یلي( )nu f n حيثf دالة معرفة على مجال من الشكل ,    
  عدد حقيقي .   و   
     إذا كانتlim ( )

x
f x


  فإنlim n

n
u


    .  إذا كانتlim ( )

x
f x


  فإنlim n

n
u


 .  
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) :1تʸرʥȂ مʲلʦل    )nu  ة معرفة فيʻالʯʯا یلي :  ¥مʸؕ
2

2

3 5 1

5n

n n
u

n

- +
=

+
 .  

  عʥʻ نهاǻة هذه الʯʯʸالʻة .                         

)الدالة الʺرفقة Ǽالʺʱʱالʽةfلʧؔʱ: الʲل   )nu هʻو م ( )
2

2

3 5 1

5

x x
f x

x

- +
=

+
   ¡و الʺعرفة على  

)و Ǽʺا أن      )lim 3
x

f x
® + ¥

)( تȘʽʰʢ  الʤʻرȄات على الʻهاǽات ) فإن الʺʱʱالʽة  = )nu ةǽهاʻلها نفس ال  

limمع الدالة الʺرفقة لها و مʻه        3n
n

u
® + ¥

= .  

) :2تʸرʥȂ مʲلʦل      )nu  ة معرفة فيʻالʯʯا یلي :  ¥مʸؕ4 3

1n

n
u

n

+
=

+
 .  

  عʥʻ نهاǻة هذه الʯʯʸالʻة .                         
)الʺʱʱالʽة : الʲل   )nu لȞʷال ʧم( )n nu f v=   ثʽ4ح 3

1n

n
v

n

+
=

+
)دالة العددǽة حʽث  ال fو   )f x x= .  

]الʺعرفة على        [0;+ ¥ .  

)الدالة الʺرفقة Ǽالʺʱʱالʽة        )nv  هي الدالةg  ثʽح( )
4 3

1

x
g x

x

+
=

+
]الʺعرفة على [0;+ ¥ .  

)و Ǽʺا أن        )lim 4
x

g x
® + ¥

)( تȘʽʰʢ  الʤʻرȄات على الʻهاǽات ) فإن الʺʱʱالʽة  = )nv ةǽهاʻلها نفس ال  
limمع الدالة الʺرفقة لها و مʻه        4n

n

v
® + ¥

lim. و Ǽالʱالي  = 4 2n
n

u
® + ¥

= =  .   

) :ʥȂ3 مʲلʦلتʸر    )nu  ة معرفة فيʻالʯʯا یلي :   ¥مʸؕ0 3u 1و   =

4 1

2
n

n
n

u
u

u+

-
=

+
 .  

n 1nuأثʮت أنه مʥ أجل ؕل عدد ʻʮʟعي  ·                       ¹ .  
                            ʥؒʯل( )nv  ة الʻالʯʯʸعرفة علىʸا یلي :   ¥ الʸؕ1

1n
n

v
u

=
-

  .  

                      · ʻالʯʯʸت أن الʮة أث( )nvةǻج نهاʯʹʯاس ʤة ثʻابʴة حʻالʯʯم( )nu.  
        Ǽالʱراجع نʱʶعʺل الاسʱدلال · :الʲل   

0n: مʧ أجل  1الʺرحلة            =  ،0 3u = ʴة صʽاصʵة.و الʴʽ  
ʽؗ 1nuفي مʨجب تʺاما. أn :ȑ:نفرض الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل عدد ʽʰʡعي 2الʺرحلة           ¹   
1nو نʰرهʧ أن الʵاصʽة صʴʽʴة مʧ أجل           +  ȑ1أ 1nu + 1نفرض و نʰرهǼ ʧالʵلف .   ¹ 1nu + =                 

    ȑ4أ 1
1

2
n

n

u

u

-
=

+
1nuو نʱʻʱʶج أن  n 1nuمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعيو هذا تʻاقض مع فرضʽة الʱراجع .إذن  = ¹.  

        · 1
1

1

1n
n

v
u+

+

=
-

1و مʻه 

1 1
4 1 11

2

n n
n n

n

v v
u u

u

+ - = -
- --

+

1و Ǽالʱالي 

1 1

3 3 3
n

n n
n

u
v v

u+

-
- = =

-
.  

)ذنإ        )nvةʽابʶة حʽالʱʱ1أساسها  م

3
r 0و حدها الأول  =

1

2
v =  .lim n

n

v
® + ¥

= + 0rلأن  ¥ >  

lim و نʱʻʱʶج        1n
n

u
® + ¥

= .       
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 ةʻالʯʯدود مʲة مʻالʯʯالأسفل ، م ʥدودة مʲالأعلى، م ʥدودة مʲة.م  
 :تعرȂف        nu  ةʽالʱʱةمǽمعرفة على عدد¥ .  

القʨل أن الʺʱʱالʽة ·     nu  قيʽد عدد حقʨي وجʻعǽ الأعلى ʧدودة مʴمA  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧث مʽحn :  
       nu A£  ل أنʨنق .A . الأعلى ʧر حاد مʸʻع  

القʨل أن الʺʱʱالʽة ·     nu  قيʽد عدد حقʨي وجʻعǽ  الأسفل ʧدودة مʴمB  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧث مʽحn :  
       nu B³  ل أنʨنق .B . الأسفل ʧر حاد مʸʻع  

القʨل أن الʺʱʱالʽة ·     nu . الأسفل ʧدودة مʴالأعلى و م ʧدودة مʴي أنها مʻعǽ  دودةʴم  
)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة   :1مʰال    )nu : الʺعرفة ؗʺا یلي  

4غʽر معدوم : nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي           

3n

n
u

n
=

+
     

  الʳدول الʺقابل ǽعʢي قʦʽ الʺʱʱالʽة  
  nu  ʦʽأجل ق ʧمn  ʧ14إلى1م   
  و ǽعʢي الʽʲʺʱل الʽʰاني للʺʱʱالʽة .   
  انʢلاقا مʧ هذا نʧʺʵ أن الʺʱʱالʽة  
  nu الأسفل و ʧدودة مʴ1م ʨه  
  عʸʻر حاد مʧ الأسفل .  
  .ʧʽʺʵʱة هذا الʴعلى ص ʧرهʰʻل  
   ʧʽقارن بʻ4لn  3وn + .( )4 ( 3) 3 3 3 1n n n n- + = - = 1nوȃʺا   - 4فإن ³ ( 3) 0n n- + ³.  

4و مʻه   ( 3)n n³ 4و Ǽالʱالي +
1

3

n

n
³

+
1nuإذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم   ³ .  

)و الʺʱʱالʽة    )nu  . الأسفل ʧدودة مʴم  
)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة   :2مʰال    )nu  : الʺعرفة ؗʺا یلي  

2غʽر معدوم : nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي            3
n

n
u

n

+
=  .  

)الʺʱʱالʽة    )nuالأعلى و ʧدودة مʴالأعلى .  5م ʧر حاد مʸʻع  
)الʺʱʱالʽة    )nu الأسفل و ʧدودة مʴالأسفل . 2م ʧر حاد مʸʻع  
)و مʻه الʺʱʱالʽة    )nu  . دودةʴة مʽالʱʱم  

                
  تقʰل بدون برهان . :مʮرهʹة    
إذا ؗانت ·     nu  ةȃقارʱالأعلى فإنها م ʧدودة مʴزایدة و مʱة مʽالʱʱم.  
إذا ؗانت ·     nu  ةȃقارʱالأسفل فإنها م ʧدودة مʴة و مʸاقʻʱة مʽالʱʱم.  
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) :1تʸرʥȂ مʲلʦل    )nu  ة معرفة فيʻالʯʯا یلي :  ¥*مʸؕ

2 9
n

n n
u

n

+ +
= .  

)أثʮت أن الʯʯʸالʻة                           )nu .الأسفل ʥدودة مʲم   
)لإثʰات أن مʱʱالʽة ʟرȂقة:    )nuعدد ¥معرفة علىǼ الأسفل ʧدودة مʴقي مʽحقBعددǼ الأعلى ʧدودة مʴأو م )A(  

  تʽة .ʧȞʺǽ إتʰاع إحدȐ الʢرق الآ     
n،nuاسʱعʺال الاسʱدلال Ǽالʱراجع لإثʰات أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ·      B³  )ات أوʰلإثnu A£ . (  
     ·  ʧʽالʺقارنة بnu وBأو )nu وA  بدراسة إشارة (nu B- ) أوnu A- . (  
)إذا ؗانت  ·      )nu f n=  الندرسʳʺرات الدالة على الʽتغ[ [0;+ ¥.  

   :الʲل  
)ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم مʧ أجل         )nu f n=  ثʽحf  ة الʺعرفة علىǽهي الدالة العدد] [0;+   حʽث: ¥

                                         ( )
2 9x x

f x
x

+ +
=  .  

)مʨجب تʺاما  xمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي    )
2

2

9
'

x
f x

x

-
    ونʸʴل على الʱغʽرات الآتʽة : =

+ ¥           3              0x 
         +      0        - ( )'f x 

                                    
                  7 

( )f x 

)ل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما  فإن نلاحظ أنه مʧ أج   ) 7f x   : nو مʻه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  ³
  7nu )، و الʺʱʱالʽة  ³ )nu الأسفل و ʧدودة مʴالأ 7م ʧسفل . عدد حاد م  

) :2تʸرʥȂ مʲلʦل   )nu  ة معرفة فيʻالʯʯا یلي :  ¥مʸؕ
2

2

2 1

4n

n
u

n

+
=

+
 .  

)أثʮت أن الʯʯʸالʻة                           )nu  العددǺ الأعلى ʥدودة مʲ2م.   
   :الʲل  

2nuنʶʴب الفرق             -.  

         
2

2

2 1
2 2

4n

n
u

n

+
- = -

+
و مʻه  ،    

2 2

2

2 1 2 8
2

4n

n n
u

n

+ - -
- =

+
 ȑأ

2

7
2

4nu
n

-
- =

+
             

:  nؗل عدد ʽʰʡعي مʧ أجل          
2

7
0

4n

-
£

+
  و Ǽالʱالي: 

n    :2ؗل عدد ʽʰʡعي مʧ أجل           0nu - £ .  

n : 2nuؗل عدد ʽʰʡعي  مʧ أجل و منه              £.  

)إذن الʺʱʱالʽة            )nu الأع ʧدودة مʴالأعلى .  2لى و م ʧر حاد مʸʻع  
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 .اورتانʱʯان مʯʻالʯʯم 
  لفرق إحداهʺا مʱزایدة و الأخرȐ مʻʱاقʸة ، و ا و فقط إذا ʧ إذا ؗانتمʳʱاورتʽ تʨؔن مʱʱالʱʽان عددیʱان :تعرȂف      
  بʻʽهʺا یؤول  إلى الʸفر .      

)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة   :مʰال    )nu ا یلي : ¥*الʺعرفة علىʺؗ
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3nu
n

= + + + +.  

)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة              )nv 1ؗʺا یلي : ¥*الʺعرفة على
n nv u

n
= +.  

  
   ʱʱالʧʽʱʽالʳدول الʺقابل ǽعʢي قʦʽ الʺ  
  nuو( )nv  ʦʽأجل ق ʧمn   

    ʧاني 10إلى1مʽʰل الʽʲʺʱي الʢعǽ و  
    ʧʺʵهذا ن ʧلاقا مʢان. ʧʽʱʽالʱʱʺلل  
  ن.اأن الʺʱʱالʧʽʱʽ مʳʱاورت   
  .ʧʽʺʵʱة هذا الʴعلى ص ʧرهʰʻل  

  ·
( )

1 22 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

2 3 2 31
n nu u

n nn
+

æ ö æ ö÷ç ÷ ÷çç- = + + + + + - + + + +÷ ÷çç ÷ ÷÷çç è ø÷÷ç +è ø
  

     ȑأ
( )

1 2

1

1
n nu u

n
+ - =

+
  

 : nإذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم      
( )2

1
0

1n
>

+
و مʻه  nu زایدة علىʱم*¥  

  ·1 1

1 1

1n n n nv v u u
n n+ +

æ ö÷ç- = + - + ÷ç ÷÷çè ø+
 ȑ1أ 1

1 1

1n n n nv v u u
n n+ +- = - + -

+
  و مʻه: 

     
( )

1 2

1 1 1

11
n nv v

n nn
+ - = + -

++
   

      ȑأ
( )

1 2

1

1
n nv v

n n
+

-
- =

+
.  

 : nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم     
( )2

1
0

1n n

-
<

+
و مʻه  nv ة علىʸاقʻʱم*¥.  

  · 1
n n n nu v u u

n

æ ö÷ç- = - + ÷ç ÷÷çè ø
1و مʻه    

n nu v
n

- 1و     =
lim 0

n n® + ¥
=.  

)إذن     )lim 0n n
n

u v
® + ¥

- =.  
Ǽʺا أن    nuزایدةʱم  ، nvة وʸاقʻʱم( )lim 0n n

n
u v

® + ¥
- )فإن  = )nu  و( )nv . اورتانʳʱم 

)إذا ؗانت  :مʮرهʹة       )nu  و( )nv ʽʱعددی ʧʽʱʽالʱʱمʧ ʳʱمʽاورتʧ اʱȃقارʱة .   نفإنهʺا مǽهاʻو لهʺا نفس ال   
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لتكن المتتالية :1تʸرʥȂ مʲلʦل    nu و المتتالية nv : المعرفتين كما يلي  

         0 12u   ،0 1v   و من أجل كل عدد طبيعيn  :1

2

3
n n

n

u v
u 


    1و

3

4
n n

n

u v
v 


  .        

n  :nمن أجل كل عدد طبيعي  نʷع           n nw u v     3و 8n n nt u v  .  
أثʮت أن الʯʯʸالʻة )1 nwبʴأساسها وحدها الأول .أح ʥʻʻلب تعʠǻ  ةʻهʹدسnwبدلالةnةǻما هي نها. nw؟  
أثʮت أن الʯʯʸالʻة )2 nt . ةʯة ثابʻالʯʯة مǻما هي نها nt؟ 

3(  ʥʻʯʻالʯʯʸت أن الʮأث nu  و nv اورتاʱʯن.م 

  .nvو نهاǻة nuاسʯʹʯج نهاǻة )4
   :الʲل  

1 لدیʻا) 1       1

2 3

3 4
n n n n

n n n

u v u v
w u u 

 
              

          1

4 8 3 9

12 12
n n n n n n

n

u v u v u v
w 

   
   1أي

1

12n nw w .  

الʺʱʱالʽة إذن           nwةʽدسʻة هʽالʱʱ1 أساسها م

12
q 0 وحدها الأول = 11w =.  

n :1دد ʽʰʡعي مʧ أجل ؗل ع        
11

12

n

nw
æ ö÷ç= ÷ç ÷÷çè ø

Ǽ .1ʺا أن  
1 1

12
- < < nw  ة وȃقارʱمlim 0nn

w
® + ¥

= .  

      2(    
1 1 1

3 2 8 3
3 8

3 4
n n n n

n n n

u v u v
t u v  

 
      

          ȑ1أ 2 2 6 3 8n n n n n n nt u v u v u v        هʻ1و مn nt t   ةʽالʱʱʺو ال( )nt ة علىʱة ثابʽالʱʱم¥ .  
        0lim 44n

n
t t

® + ¥
= = .  

      3 (·1

2 2 3

3 3
n n n n n

n n n

u v u v u
u u u

  
    : هʻو م  

1

2 2

3 3
n n

n n n

u v
u u w

 
      

1 :إذن    

22 1

3 12

n

n nu u
     
 

 ʧه مʻعي ومʽʰʡ أجل ؗل عددn:1 0n nu u   ةʽالʱʱʺوال nuة علىʸاقʻʱم¥.  

         ·1

3 3 4

4 4
n n n n n

n n n

u v u v v
v v v

  
    ه :ومʻ  

1

1

4 4
n n

n n n

u v
v v w


    

1:إذن    

11 1

4 12

n

n nv v
    
 

n:1أجل ؗل عدد ʽʰʡعي مʻه مʧو   0n nv v   ةʽالʱʱʺو ال nvزایدة علىʱم¥.  

limنعلʦ أن  ·          0nn
w

® + ¥
nو أن  = n nw u v   اليʱالǼ و( )lim 0n n

n
u v

® + ¥
- =.  

إذن     nuة وʸاقʻʱم nv هʺا یؤول إلىʻʽزایدة و الفرق بʱ0م ʱʺان. إذن الʱʽالʱ nu و nv . اورتانʳʱم  
) الʺʱʱالʱʽان4       nu و nv . اورتانʳʱم  

إذن الʺʱʱالʱʽان     nu و nv ʺان و لهʱȃقارʱة .مǽهاʻا نفس ال  
0limنعلʦ أن      44nn

t t
® + ¥

= limو مʻه  = 3 8 44n nn
u v

® + ¥
+ =    

limنʱʻʱʶج أن       lim 4n n
n n

u v
® + ¥ ® + ¥

= =    .  
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)دراسة مʯʯالʻة تراجعʻة مʥ الȜʵل     )1n nu f u+ =. 

) الʺʱʱالʽة ةسانرȄد در  مʰال:دراسة .1   )nu دها الأولʴǼ 0الʺعرفة 0u   : nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي و  =

      1

1
3

2n nu u+ = - + .  

)) Ǽاسʱعʺال مʳدول ، نʶʴب الʴدود الأولى للʺʱʱالʽة 1         )nu.  
  
  
  

        
)ضع تʻʽʺʵا حʨل اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽة          )nu  ها .وȃل تقارʨح  

1الʺعرفة ؗʺا یلي :  xللʺʱغʽر الʴقʽقي  f) لʧؔʱ الدالة 2        
( ) 3

2
f x x= - + .  

         ʦأرس( )V  انيʽʰل الʽʲʺʱلدالة لالf  انسʳʱعامد و مʱم ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺفي ال( ); ,O I J .  
          ʦʽقʱʶʺال ʦأرس( )D  هʱمعادل ȑالذy x=   .  
  . هل تʻʽʺʵاتʥ تʰدو صʴʽʴة ؟ 4uو 0u  ،1u  ،2u  ،3uضع على مʨʴر الʱراتʽب          

)فاصلة نقʢة تقاʡع  ) أحʶب العدد 3        )V و( )D.  
n نʹع          nv u    ت أنʰأث .( )nv . ةʽدسʻة هʽالʱʱم  
)عʧʽ نهاǽة           )nv  ة  وǽنها( )nu .   

   . الʲالة العامة:2  
        ؔʱة لʽراجعʱة الʽالʱʱʺال ʧ( )n n

u
Î ¥

1nو العلاقة  0uالʺعرفة ʴǼدها الأول   nu au b+ =   ن اعدد bو aحʽث  +
  ن .حقʽقʽا   

)عʽʰʡ ʧʽعة الʺʱʱالʽة  )1 )nu أجل ʧ0مa = .  
1aأثʰت أنه إذا ؗان  )2 )، فإن الʺʱʱالʽة  = )nu .أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽابʶة حʽالʱʱم 
1aنفرض  )3 0aو ¹ ¹  .  

)ʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس في الʺȑʨʱʶ ال           ); ,O I J انʺʽقʱʶʺال ʧȞʽل ،( )D و( )V   ʧʽالʺعرف
 ʧʽʱالʺعادلǼy x=    وy a x b=   على الʱرتʽب . +

        · ʧʽʺʽقʱʶʺة للʽʰʶʻة الʽضعʨما هي ال( )D و( )V ؟  
        · ʧʽع ʧʽʺʽقʱʶʺع الʡة تقاʢفاصلة نق( )D و( )V .  

)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة ·         )n n
v

Î ¥
nالʺعرفة ؗʺا یلي   nv u   ت أنʰة  أثʽالʱʱʺال( )nv .أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه    

1aنʸع  )4 =  غʽر معدوم .  0uو نفرض أن  -
  . ضع تʻʽʺʵا ثʦ برهʧ صʴة هذا ال0u . ʧʽʺʵʱأوجد الʴدود الʰʶعة الأولى بدلالة     
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   .eمʯʯالʻة مʯقارȁة نʦʲ العدد   

  . xeللعدد  . تعʥʻʻ حʶر1  
      1(f  قيʽقʴر الʽغʱʺة للǽالدالة العددx  بِـ :  ¡الʺعرفة على( ) ( )1xf x e x= - + .  

  . fأدرس تغʽرات الدالة           
)،   x)  اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2       )1 ...1 xx e+ £ .  
)Ǽاسʱعʺال الʺʰʱایʻة ) 3       ) 1أصغر تʺاما مx  ʧأنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ، أثʰت  1( )1x < :  

                       ( )2   ...1

1
xe

x
£

-
  

  . eللعدد  . تعʥʻʻ حʶر2  
        n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  

)Ǽاسʱعʺال الʺʰʱایʻة )1 1أن : ، أثʰت  1(
1

n

e
n

æ ö÷ç + £÷ç ÷÷çè ø
 .  

)Ǽاسʱعʺال الʺʰʱایʻة )2  أن :، أثʰت  2(
1

1
1

n

e
n

+æ ö÷ç£ + ÷ç ÷÷çè ø
 .  

  3.e ةʻالʯʯة مǻنها.  
          ( )nuعيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة معرفة مʽالʱʱمn : ر معدوم  ، ؗʺا یليʽغ  

                               1
1

n

nu
n

æ ö÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
  

3 :غʽر معدوم  nؗل عدد ʽʰʡعي أنه مʧ أجلأثʰت  )1
0 ne u

n
£ - £                      .  

)أن الʺʱʱالʽة أثʰت  )2 )nu ʨʴقارب نʱتe . 

  . Ǽ100u  ،1000u  ،10000uاسʱعʺال آلة حاسʰة ، عʧʽ قʽʺة مقرȃة لؔل مʧ الأعداد : )3
  . Ȗʻʮʠت  

)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة     )n n
u

Î ¥
 ة ؗʺا یلي :الʺعرف 

0

1 1 1 1 1
...

! 0! 1! 2! !

n

n
k

u
k n=

= = + + + +å .  

)لʧؔʱ الʺʱʱالʽة     )n n
v

Î ¥
 الʺعرفة ؗʺا یلي : 

( )
1

!n nv u
n n

= + .  

)) أثʰت أن الʺʱʱالʽة 1       )nu زایدة علىʱم¥.  
      2ʽالʱʱʺت أن الʰة ) أث( )nv ة علىʸاقʻʱم¥.  
)) أحʶب3       )lim n n

n
v u

® + ¥
  . ماذا تʱʻʱʶج؟ -

)) أثʰت أن4       )nuو( )nv ȃقارʱانت ʨʴنe .  
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 حʴاب مʴاحة.    

    
الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس      ; ,O i j

 
الʺعرفة على  xللʺʱغʽر الʴقʽقي f.لʧؔʱ الدالة  0;:بـ  

                                               1
( )f x

x
  

       ) ʧȞʽلfCاني فيʽʰلها الʽʲʺب إلى ) تʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺال ʦالʺعل ; ,O i j
 

 .  
)) ، مʨʴر الفʨاصل و الʺʱʶقfC ʧʽʺʽالʺʴدود Ǽالʺʻʴʻى ( مʶاحة الʢʶح نرȄد حʶاب        )D  و( )'D  
       ʽʱالʺعادلǼ ʧʽالʺعرفʧ1x  2وx   .  

  . 2الʱي فاصلʱها  B و الʻقʢة ʱ1ه الʱي فاصل A على مʨʴر الفʨاصل نʹع الʻقʢة     
      ʧȞʽلn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ عة 2عددʢزئ القʳن.[ ]AB إلىn قʱجزء مǽة . اʶ    
      ʧȞʽلE )ىʻʴʻʺالǼ دودʴʺال ȑʨʱʶʺجزء الfC و (. ʧȄرʨʴʺال  
  . Eتȑʨʴ  احات الʺʽʢʱʶلات الʱيʺʨع مʶمnv ʳونʶʺي  Eمʨʺʳع مʶاحات الʺʽʢʱʶلات الʺʨʱʴاة في nuنʶʺي      
nو علʽه لدیʻا      nu S v  .  
  
  
  
  
  
  
  
  

  لدیʻا: ʽʰʡ2عي أكʰر مʧ أو ʶǽاوȑ ) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد 1      
       1 1 1

...
1 2 2nu

n n n
= + + +

+ +
1و        1 1

...
1 2 1nv

n n n
= + + +

+ -
 .  

)) أثʰت أن الʺʱʱالʽة 2       )nu . زایدةʱم  
)) أثʰت أن الʺʱʱالʽة 3       )nv . ةʸاقʻʱم  
)) أحʶب4       )lim n n

n
v u

® + ¥
- .  

          ʧʽʱʽالʱʱʺة للʰʶʻالǼ اجهʱʻʱاس ʧȞʺǽ ماذا( )nu و( )nv ؟  
  . -210إلى Sقʽʺة مقرȃة لِـ  puحʱى تʨؔن  p اʽʰʡعʽ اʧ عدد) عّ̔ 5      
  . -410إلى Sقʽʺة مقرȃة لِـ  quحʱى تʨؔن  q اʽʰʡعʽ اʧ عدد) عّ̔ 6      
  . Ǽ:ʧ50u  ،500uاسʱعʺال آلة حاسʰة ، عّ̔ ) 7      

  

0 1

1

x

y

A B



 21

 
 

 . ln(2)مʯʯالʻة مʯقارȁة نʦʲ العدد:    

   
 

   ʱزء الأول .ال  
    ( )nuةʽالʱʱعة  مʨʺʳʺة معرفة على الǽا یلي : ¥*عددʺؗ  

          1 1 1
...

1 2 2nu
n n n

= + + +
+ +

 .  

  : n) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 1        
            

( )( )1

1

2 1 2 1n nu u
n n+ - =

+ +
          

)) Ǽاسʱعʺال مʳدول ، أحʶب الʴدود الأولى للʺʱʱالʽة 2         )nu.  
  ʱاني .الʰزء ال  

         f قيʽقʴر الʽغʱʺة للǽدالة عددx الʳʺالʺعرفة على ال] [0;+   حʽث أن : ¥
                        ( ) ( )lnf x x= .  

[أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʧ الʺʳال  )1 [0;+   لدیʻا : ¥

                        ( )
1

1 ln 1x x
x

- £ £ -  . 

 لدیʻا:  pاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي )2

                 1 1 1
ln

1

p

p p p

æ ö+ ÷ç ÷£ £ç ÷ç ÷ç+ è ø
 

3( n عي عددʽʰʡ . ر معدومʽغ 

aʦʽأجل ق ʧم Șابʶر الʸʴب الʱأك (p  : ةʽالآتn  ،1n +  ، ... ،2 1n -.  
bرفʡ عʺʳǼ ( ت أن :ا إلىʰها ، أثʽل علʸʴʺات الʻایʰʱʺرف الʡ  

             ( )
1

ln 2
2n nu u

n
£ £ + .  

)) أثʰت أن 4         )nu  ʨʴقارب نʱت( )ln 2 .  
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  .موضوع محلول 

: ʥȂرʸت  
 نعرّف مʱʱالʽة nu عةʨʺʳʺ0 : بـ � على ال 2u   ʧوم
n  ،12أجل ؗل عدد  2 3n nu u n   .  

  ،  nبرهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي . 1
2 2 1n

nu n   .  
2.  nv ة معرفة علىʽالʱʱ1: بـ �مn nv u t n   .  
2tبʧّ̔ أنّه إذا ؗان أ ـ  ةʽالʱʱʺفإن ال ، nv . اعدةʰʱن مʨؔت  

  ؛ تʨؔن مʧ أجله الʺʱʱالʽة  tأثʰت أنّه یʨجد عدد ʽʰʡعي ب ـ

 nv . دید أساسها وحدّها الأولʴلب تʢǽ ةʽدسʻه  
  حʽث :  nSالʺʨʺʳع  nأحʶب بدلالة  جـ ـ

0 1 ...n nS v v v    .  
في الʺȑʨʱʶ الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس نعʰʱر . 3

  حʽث :  Gو A  ،B  ،Cالʻقط
4 3 0GA GB GC  
   

  عدد حقʽقي. مع  
 ʧّ̔ع ةʢقʻن الʨؔى تʱحG  قطʻا للʴّمرجA ،B وC 

  على الʱرتʽب . 2Sو 0S ،1Sالʺرفقة Ǽالʺعاملات

    .عـاليـقت                                                                     .ل مختصرح 

نʹع  .1  p n  ةʽاصʵ2"ال 2 1n
nu n   . " الخاصية الابتدائية 0p 

0محققّة لأنهّ 
0 2 2 0 1 2u      . ةʽاصʵنفرض أنّ ال p k  ʧة مʴʽʴص

2أk ȑأجل عدد ʽʰʡعي 2 1k
ku k   .  ʧرهʰʻةولʽاصʵة الʴص 1p k  

أȑ لʰʻرهʧ صʴة الʺʶاواة    1
1 2 2 1 1k

ku k 
     .  اʻات لدیʽʢالʺع ʧم

12 2 3k ku u k   اهʻمع
1

1 3

2 2k ku u k     دʳراجع نʱة الʽعʺال فرضʱاسȃو

 1

1 3
2 2 1

2 2
k

ku k k
       اهʻ1ومع

1 2 2 1k
ku k 
     افئȞȄو

1
1 2 2 2 1k

ku k 
      ȑأ   1

1 2 2 1 1k
ku k 
      إذن .

 الʨراثʽةالʵاصʽة  1p k   ةʴʽʴص  
n ،2حʶب مʰدأ الʱراجع یʱʻج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي إذن 2 1n

nu n   .
 أ ـ .2 1 2 2n

n nv u t n t n       ؛lim 2 0n

n




  ا أنʺȃ2وt  

limفإن | 2 |
n

t n


    إذنlim | |n
n

v


  . إذن nv . اعدةʰʱم  

 ب ـ      1
1

1
2 2 1 2 2 2

2
n n

nv t n t n t  
           ȑأ

   1

1 1
2 2

2 2n nv v t n t       . ʧأجل ؗل مn �،
1

1
0

2n nv v   

معʻاه    1
2 2 0

2
t n t     ي أنʻعǽ 2؛ وهذا 0t    ȑ2أt  .  

2tإذن    افئ أنȞǽ nv  ة أساسهاʽدسʻ1ه

2
0وحدّها الأول   0 1 1v u   .  

 ـ جـ
 1

0 1

1 2

1 2

n

nS v
 







  ȑ2أ 2 n

nS   .  

3 (0 2S ،1

3

2
S  و

2

7

4
S  3 ؛ 7

2 0
2 4

   3و 7
2 0

2 4
GA GB GC  
    

7معʻاه 
4 3 0

2
GA GB GC  
     ّا أنʺǼ4 3 0GA GB GC  

   
فإن  

7

2
GC GC 
   ʧȞʺǽ ا أنّه لاʺǼلـG على القط Șʰʢʻأن تA،B وC  ّ7فإن

2
  .  

 ʧʽʡشر ʧّ̋ʹʱراجع یʱدأ الʰة مʴص
الʵاصʽة الابʱدائʽة وصʴة الʵاصʽة 

. وʱʶȄعʺل في الʰرهان  ʨراثʽةال
  الʵاصʽات الʺʱعلقة Ǽعدد ʽʰʡعي .

  
  
  
  
  
  
  
  

تʨؔن الʺʱʱالʽة  nv  ة إذاȃقارʱم
lim وفقط إذا ؗانت nn

v l


  مع
l . قيʽعدد حق  
  

تʨؔن الʺʱʱالʽة  nv  ة إذاʽدسʻه
ʴǽقq  Șوفقط إذا وجد عدد حقʽقي 

nمʧ اجل ؗل �،1n nv qv .  
  
  
  
  

مراعاة عدد الʴدود في الʺʨʺʳع  ʳǽب
.  
ʳǽب لاسʱعʺال الʺرجّح بكل تحفظّ ،  

الʴʱقȘ مʧ أن مʨʺʳع الʺعاملات غʽر 
  معدوم .
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  .وجّهموضوع م 

  

   .نبيهت 
ة لʺʱʱالʧʽʱʽ و تʴد ذا الʱʺرʧȄ هʨهمʧ الهدف  تʽʣʨف الʰرهان ید نهاǽة مʱʷرؗ

  وخاصʽة تʳاور مʱʱالǼ. ʧʽʱʽالʱراجع 
  
  

   .تمرين 

ʱʱالʧʽʱʽنعʰʱر الʺ nu و nv على ʧʽʱ0بـِ :  �الʺعرف 3u   ,1 2
n n

n

u v
u 


 7و

n
n

v
u

 .  

  .  3v و 0v  ,1u , 1v , 2u , 2v , 3uالʴدود  أحʶب .1
ʧدیʴة للʰاسʴعلى شاشة ال ʧʽاهرتʤال ʧʽʱʺʽ3أعط القu 3 وv .  

0nu, �مn  ʧر Ǽالʱراجع أن : مʧ أجل ؗل برّ  .2  0 وnv  .  
 ،�مn  ʧبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل  .3 2

1 1
1

1

4n n n n
n

u v u v
u 



   .  

0n, �مn  ʧاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل  nu v  .  
أثʰت أن الʺʱʱالʽة .4 nu ةʽالʱʱʺة والʸاقʻʱم nv . زایدةʱم  
�  ,21مn ʧأنه مʧ أجل ؗل برهʧ  أ ـ .5

8nu  .  

�  ,مn ʧبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل  ب ـ 2

1 1

1

10n n n nu v u v    .  

, �مʧn  ʧ أجل ؗل اسʱʻʱج Ǽاسʱعʺال الʰرهان Ǽالʱراجع أن : م
2 1

1

10n n n
u v   .  

6.  ʧʽʱʽالʱʱʺج أن الʱʻʱاس nu و nv اورتاʳʱة .م   ن . ما هي نهایʱهʺا الʺʱʷرؗ
  . 7للعدد  710هʨ قʽʺة مقرȃة إلى  3uبرر أن  .7

  . 7للعدد  10010قʽʺة مقرȃة إلى  ʽʴǼnuث ʨȞǽن  nعʧʽ أصغر عدد ʽʰʡعي
    

  .توجيهات 
1نʰرهʧ على الʵاصʧʽʱʽ معا و .2 0pu   ʧج مʱʻʱʶت

2
p pu v

1و  0pv   اتʽʢالʺع ʧم  

أكʺل الʶʴاب .3 2
1 1 1

1

1
7 ...n n n

n

u v u
u  



    ؤالʶعʺال الʱاسǼ اجʱʻʱ2. الاس.  
4.  ʧʽارتʰب العʶ1احn nu u  1وn nv v  . Șابʶؤال الʶعʺل الʱواس  
1nحظلا أ ـ .5  nu v v  ةʰʶʻالȃ1حظلا ـب  . و

21
4 4 10

8nu      عʺلʱ3واس. 

واسʱعʺل الʱراجع للʰرهان على الʵاصʽة 
2 1

1

10n n n
u v  .  

6 .ʧʽʽعʱل lim n n
n

u v


 ʥǽلد
2 1

1
0

10n n n
u v   ʧ7. وم

n
n

v
u

  نʨȞǽ2 7l   

1هي قʽʺة مقرȃة إلى  ʳǽ7ب تʽʰان أنّ . 7 210
n  للعددnu  .
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  .ةمارين تطبيقيت 

  ت العددية . تذكير بالمتتالياـ  1

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة ، عʧʽ بʽانʽا الʴدود 
الأولى للʺʱʱالʽة  nu  رهاʽاه تغʳل اتʨا حʻʽʺʵأعط ت ʦّث ,

 أ ـ   ونهایʱها .
0

1

2

1
3

2n n

u

u u





 

 .  

ب ـ  
0

1

1

1

2n n

u

u u





 

1 جـ ـ.          

1

1

2n n

u

u u


  

 .  

 nu ة أساسهاʽابʶة حʽالʱʱمr  . nv و nw 
 بِـعلى الʱرتʽب nمʱʱالʱʽان معرفʱان مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

: 3 1

5 2n nv u   3و 7n nw u  .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺأن ال ʧʽب nv و nw  ʧʽʽب تعʨلʢان مʱʽابʶح
  الأساس لؔل مʻهʺا .

أحʶب أقʽاس زواǽا مʲلث قائʦ حʽث هذه الأقʽاس تȞʷل 
  حدود مʱʱاǼعة لʺʱʱالʽة حʶابʽة .

 nv  ة معرفةʽالʱʱ0 بـِم 1v   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn  ،1عي 1
n

n
n

v
v

v 


 .  

n، 0nv) برر أن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1  .  
2 ( nu  ةʽالʱʱعيمʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة مn ِبـ 

1
n

n

u
v

  أن ʧʽب . nu . ةʽابʶة حʽالʱʱم  

 nu  ثʽة حʽابʶة حʽالʱʱ3م 13u  7و 37u  
  . 17uأحʶب

 nu ة أساسهاʽابʶة حʽالʱʱ1و 3م 2u   .  
  . nبدلالة nu) أكʱب1
1) أحʶب 2 2 20...u u u   .  

1أحʶب الʺʨʺʳع 3 5
1 2 ... 10

2 2 2
S       .  

نʹع nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
1

5

7

n

n n
u  .  

بʧʽ أن الʺʱʱالʽة nu . أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه  

 nu  ثʽة حʽدسʻة هʽالʱʱ7م

1

216
u  

10و

27

1331
u  بʶ30أحu .  

 nu ة أساسهاʽدسʻة هʽالʱʱ1و 3م 2u   .  
  . nبدلالة nu) أكʱب1
2 ʨʺʳʺب الʶ1ع ) أح 2 7...u u u   .  
3ʧؔʱل ( nv  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة الʺعرفة مʽالʱʱʺال

2n بـِ nغʽر معدوم nv u  .  
1أحʶب الʺʨʺʳع  2 ... nv v v   .  

 nu ةʽالʱʱة تʺاما  مʰجʨة حدودها مʽهʱʻر مʽة غʽدسʻه
0حʽث:  2u  3و 19u u .  

) عʧʽ أساس الʺʱʱالʽة 1 nu.  
  . nبدلالة  nu) أحʶب 2
  حʽث :  nsالʺʨʺʳع  n) أحʶب بدلالة 3

0 1 ...n ns u u u    .  
  الاستدلال بالتراجع . ـ  2

  لدیʻا :  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
 1

1 2 3 ...
2

n n
n


    .  

  لدیʻا :  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
  2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

 
     .  

  لدیʻا :  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
 22

3 3 3 1
1 2 3 ...

4

n n
n


     .  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu  0:  بـِالʺعرفة 4u  
1nو nu u  .  

  لدیʻا : nأثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم

1nuأ)        .               (1ب

3

2nu   .  

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15
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 nu ة معرفة علىʽالʱʱ0 بـِ �م 3u   أجل ʧو م
n ، 1كل عدد ʽʰʡعي 6n nu u   .  

أثʰت أن الʺʱʱالʽة  nu . ةʱثاب  
لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu  0بـِ الʺعرفة 0,5u  

و 2

1n nu u  .  
n ,0) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1 1nu  ،  
) اسʱʻʱج تغʽرات الʺʱʱالʽة2 nu .  

 ، nأثʰت Ǽالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
32 1n  7دد مʹاعف للع .  

 ، nأثʰت Ǽالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
23 1n   8مʹاعف للعدد .  

،  nأثʰت Ǽالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
2 1 2 23 2n n   7مʹاعف للعدد .  

np " ةʽاصʵ3هي ال 2n n  ة علىʺʶل القʰقǽ3. "  
  ؟ nصʴʽʴة مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  npهل الʵاصʽة 

ǽقʽʴǼ9  ʦʶث  n) أثʰت أنه إذا وجد عدد ʽʰʡعي 1
10 1n   9فإن  ʦʶقǽ110 1n  .  
n ، 10) هل مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2 1n  

  ؟ 9مʹاعف للعدد 
  تقارب متتالية عددية . ـ  3

الʺʱʱالʽة  nu  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة م

1:بـِ  nمعدوم 
nu

n n
 .  

0nحʽث إذا ؗان  0nجد عددا ʽʰʡعʽا  n  فإن
3 310 10nu    .  
الʺʱʱالʽة nu عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة مn ِبـ :  

nu n n .  
0nحʽث إذا ؗان 0nجد عددا ʽʰʡعʽا n، 610فإنnu  .  

الʺʱʱالʽة  nu  ة أساسهاʽدسʻ1ه

2
وحدها الأول  

0 3u   نʨȞǽ لʽدل ȑأ ʧداء مʱ510. ابnu   ؟  

الʺʱʱالʽة  nu  ة أساسهاʽدسʻوحدها الأول  3ه
0 1u   نʨȞǽ لʽدل ȑأ ʧداء مʱ1210. ابnu   ؟  

 ʥم ʥȂارʸʯة  30إلى  27في الǻاب نهاʴب حʦلʠʸال
الʯʯʸالʻة  nu . رحةʯقʸال  
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n
u

n





     .

3 (2

2 1n

n
u

n





    .    4 (

1n

n n n
u

n





 .  

1 (3 2
sin

2n

n
u

n



    

  .  

2 (3 2
cos

2n

n
u

n




     
 .  

3 (1
cos

17n

n
u

n


 .  

f:2الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة Cفي الȞʷل لدیʻا x x   
ʱyقʦʽ ذو الʺعادلةالʺ ʶو x  
  
  
  
  
  
  

 nu و nv ان علىʱان معرفʱʽالʱʱبـِ �م :   

-1 0 1

1

x

y
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 nu f n ، 1n nv f v  0وv م .عدد حقʨقي معلʽ  
  . والʺʱʶقC ʦʽ) عʧʽ إحداثʽي نقʱʢي تقاʡع الʺʻʴʻي1
) ما القʨل عʧ اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽة2 nu ؟  

  هل هي مʱقارȃة ؟
) بʽʲʺʱل الʴدود الأولى للʺʱʱالʽة3 nv , لʨا حʻʽʺʵأعط ت

   الʱالʽة : رتابʱها ونهایʱها في الʴالات

0 0,8v  ، 0 1,1v   0و 1,1v   
حʱى تʨؔن الʺʱʱالʽة 0v) هل ʧȞʺǽ اخʽʱار4 nv . ةʱثاب  
  لمحدودة . المتتاليات اـ  4

الʺʱʱالʽة  nu  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة م

:  بِـ nمعدوم 
2

10
5nu

n
  .  

 ، 5؛ 4,99999؛ 6؛ 0الʱالʽة :مʧ بʧʽ الأعداد الʴقʽقʽة 
ما هي العʻاصر الʴاد مʧ الأعلى للʺʱʱالʽة  nu ؟  

أذؕر إن ؕانت ،  63إلى  33الʸʯارʥȂ مʥ  ؕل مʥ في
الʯʯʸالʻة nu  رحةʯقʸالأسفل،ال ʥرا حادا مʶʹل عʮتق 

  هل هي مʲدودة ؟عʹʶرا حادا مʥ الأعلى . 

sin أ ـ
7n

n
u

   
 

 ب ـ  . 
2

1
1nu

n
  .  

1 جـ ـ
1

2nu
n

 


د ـ   . 
2

1

1nu
n




 .  

 أ ـ
2 1

n

n
u

n



ب ـ        . 

2

2

1

1n

n
u

n





 .  

3 جـ ـ

3 2
nu

n





 .  

2n أ ـ
nu  .         3 ب ـ 2nu n  .  

2 جـ ـ 1nu n n   .  

21 أ ـ

1nu n
n

 


cosnu ب ـ    .  n n  .  

 جـ ـ  21
n

nu n   .  
   بـِ : �الʺعرفة على f) أنʳز جدول تغʽرات الدالة1

  2 5 6f x x x   .  

1) أثʰت أن العدد 2

2
هʨ عʸʻر حاد مʧ الأعلى للʺʱʱالʽة  

 nu  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧالʺعرفة مn  أو ʧر مʰأك

 ȑاوʶǽ4  : بِـ
2

1

5 6nu
n n


 

 .  

  المتتاليتان المتجاورتان . ـ  5

الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

1: بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم

2 4nu
n





1و 

1nv
n




 .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv  جد ʦاورتان ثʳʱم
ة .   نهایʱهʺا الʺʱʷرؗ

الʺʱʱالʱʽان  nu و nv أ ʧان مʱجل ؗل عدد معرف

1 : بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم
n

n
u

n


 و

2

1
1nv

n
  .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv  جد ʦاورتان ثʳʱم
ة .   نهایʱهʺا الʺʱʷرؗ

لʺقʱرحʧʽʱ أدناه , هل في ؗل حالة مʧ الʴالʧʽʱ ا
 ʧʽʱʽالʱʱʺال nu و nv ؟ ʧʽاورتʳʱم  

 أ ـ nu و nv عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرفn  ِبـ :
2 3

1n

n
u

n





2و  3

1n

n
v

n





  .  

 ب ـ nu و nv  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

:  بِـ nمعدوم  1
3

n

nu
n


  5و

3nv
n

  .  

الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف
 : بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 

1 1 1
...

1 2 2nu
n n n

   
 

1و 
n nv u

n
   .

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv . اورتانʳʱم  
لʺʱʱالʱʽان ا nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

1: بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 1 1
...

1 2 2nu
n n n

   
 

 

1و 1 1
...

1 2 1nv
n n n

   
 

 .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv . اورتانʳʱم  

32

33

34

35

36
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الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

 : بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 
2 2 2

1 1 1
1 ...

2 3nu
n

     

1و
n nv u

n
  .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv . اورتانʳʱم  
الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

 : بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 
1 1

1 ... 2 1
2

nu n
n

      

1و 1
1 ... 2

2
nv n

n
     .    

 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث nu و nv . اورتانʳʱم  

  .عمّقللتّ مارين ت 
  تذكير بالمتتاليات العددية . ـ  1

برهʧ أن الʺʱʱالʽة  nu الʺعرفة على�  ِبـ  :
ln

n

n
u

n
  ةʰالرت ʧداء مʱة ابʸاقʻʱ3هي م .  

5أثʰت أن الʺʱʱالʽة 
:

!

n

u n
n

  ʧداء مʱة ابʸاقʻʱم

  رتʰة ʢǽلب تعʻʽʽها .

!أثʰت أن الʺʱʱالʽة 
:

7n

n
u n   ةʰرت ʧداء مʱزایدة ابʱم

  ʢǽلب تعʻʽʽها .
 الʺʱʱالʱʽان nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

1 : بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 1 1
1 ...

1! 2! !nu
n

     

و
 
1

!n nv u
n n

   ةʽالʱʱʺأن ال ʧبره . nu  زایدةʱم

وأن الʺʱʱالʽة nv . ةʸاقʻʱم  
  .اكالوريب 

1 ( nv  ة حدّها الأوّلʽابʶة حʽالʱʱ1مv  وأساسهاr   

1علʺا أن  rو 1vعʧʽأ ـ  2 3

4 5 6 7

24

74

v v v

v v v v

  
    

   

 nوعʧʽ أصغر عدد ʽʰʡعي  nبدلالة  nvاسʱʻʱج  ب ـ
 Șقʴǽ6023nv  .  

2 ( nu  ة حدّها الأوّلʽابʶة حʽالʱʱ1مu  وأساسهاd  .
 ، nنʹع مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

1 2 ...n nS u u u    .  
 ʧʽ1عu وd  نʨȞǽ ىʱح 2 3 7nS n n   ʧوهذا م

ʡ ر معدوم أجل ؗل عددʽعي غʽʰn .  
 nu ة أساسهاʽابʶة حʽالʱʱ5م 0و 4u    .  

  . nبدلالة nu) أكʱب1
26) أحʶب الʺʨʺʳع 2 27 125...S u u u    .  

 ʧؔʱل nu  ة معرفة على بِـʽالʱʱ0م 2u   أجل ʧوم
n  ،14كل عدد ʽʰʡعي  2 9n nu u   .  

 ʧؔʱو ل nv عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة معرفة مʽالʱʱمn  ،
2 9n nv u  .  

  . 3vو 0v ، 1v ، 2vث3u  ّʦو 1u ، 2uأحʶب الʴدود أ ـ
برهʧ أن الʺʱʱالʽة ب ـ nv . أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه  
ثʦ اسʱʻʱج عʰارة  nبدلالة  nvجد عʰارة الʴد العام  جـ ـ

  . nبدلالة  nuالʴد العام 
0الʺʨʺʳع  nأحʶب بدلالة  د ـ 1 ... nv v v    ʦّث

0الʺʨʺʳع  nاسʱʻʱج بدلالة  1 ... nu u u   .  
 ʧؔʱل nu  ة معرفة على بِـʽالʱʱ0م 14u   ʧوم

n  ،1أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  4 3n nu u   .  
1n، نʹع :  nومʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  nv u  .  

) بʧʽ أن 1 nv  أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻة هʽالʱʱم
  ا الأول .وحده

  . nبدلالة  nuثʦ اسʱʻʱج nبدلالة  nv) أحʶب 2
حʽث :  nبدلالة  nS) أحʶب الʺʨʺʳع 3

2 2 2
0 1 ...n nS u u u    .  

 nu ة أساسهاʽدسʻة هʽالʱʱ0 علʺا أنّ  3م

2

9
u    

3 أحʶب الʺʨʺʳع 4 10...S u u u   .  
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  :أحʶب الʺʨʺʳع 
0,02 0,1 0,5 2,5 ... 312,5S         

 nu ة مʽالʱʱقي مʽأجل ؗل عدد حق ʧعرفة مn  ِبـ:  
2 3 3 4n n

nu     .  
0الʺʨʺʳع  nأحʶب بدلالة  1 ... nu u u   .  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة  nu  د الأولʴ1ذات ال 1u   ، ثʽوح
   ،1أكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

1 2 3n nu u    .  
  نʹع :  ،1أكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

3n nv u  .  
 ) أثʰت أن الʺʱʱالʽة1 nv . أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه  
  . nبدلالة  nuثʦ اسʱʻʱج عʰارة  nبدلالة  nvأحʶب  ـ

  :حʽث  nsالʺʨʺʳع  n) أحʶب بدلالة 2

1 2 ...n ns v v v    .  
1أثʰت أن  ـ 2 ... 3nu u u n     4مʹاعف للعدد 

  . nوهذا مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

 nu  ة الʺعرفة بِـʽالʱʱʺ0هي ال

1

6
u   أجل ؗل ʧوم

n ، 1عدد ʽʰʡعي 

1 5

4 8n nu u   .  

ولʧؔʱ الʺʱʱالʽة  nv  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧالʺعرفة مn 

5:  بـِ
2

3n nv u  .  

  . 2vو 0v ، 1vث3u  ʦّو 1u ، 2u) أحʶب الʴدود 1
) برهʧ أن الʺʱʱالʽة 2 nv . أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه  
  . nبدلالة  nuثʦّ اسʱʻʱج  nبدلالة  nvأحʶب ـ

حʽث :  ntو  nsؗلا مn  ʧ) أحʶب بدلالة 3
0 1 ...n ns v v v     ،0 1 ...n nt u u u     

نعʰʱر الʺʱʱالʽة nu  بـِ الʺعرفة:  

0 1

1 1

2 , 4

4 : nمن أجل كѧѧѧل 1 n n

u u

u u u n 

 
   

 .  

1ʧʽʽقʽحق ʧجد عددی (a وb  ثʽ4ح

1

a b

ab

 
 

 .  

1nنʹع  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2 n nv u au  . 
برهʧ أن الʺʱʱالʽة nv ة أساسهاʽدسʻهb .  

1nنʹع  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي3 n nw u bu  . 
برهʧ أن الʺʱʱالʽة nw ة أساسهاʽدسʻهa .  

  .nبدلالة nuثʦ اسʱʻʱج عʰارة nبدلالة nwو nv) أكʱب4
a ، b وc . ر معدومةʽة غʽقʽأعداد حق  

بهذا الʱرتʽب تȞʷل حدود  cو a ,b) بʧʽ أنه إذا ؗانت 1
مʱʱاǼعة لʺʱʱالʽة هʻدسʽة فإن : 
  2 2 2a b c a b c a b c       .  

) جد ثلاث حدود مʱʱاǼعة لʺʱʱالʽة هʻدسʽة علʺا أنّ 2
 ʨعها هʨʺʳ78م  ʨعاتها هȃع مرʨʺʳ3276وم .  

a ،b وc . ةʽدسʻة هʽالʱʱم ʧعة مǼاʱʱثلاث حدود م 

36,75علʺا أن  cو a ، bأحʶب 

343

a b c

abc

  
 

.  

a ، b وc  ة معʽقʽ0ثلاث أعداد حقa  .  
تȞʷل ثلاث حدود مʱʱاǼعة مc  ʧو a ، bنفرض أن 

تȞʷل ثلاث  3a,2b,c؛ و  qمʱʱالʽة هʻدسة أساسها 
  . qحدود مʱʱاǼعة لʺʱʱالʽة حʶابʽة . أحʶب 

a . ىʢقي معʽعدد حق  
نعʰʱر الʺʱʱالʽة  nu  1:  بـِالʺعرفةu a   أجل ؗل ʧوم

n ، 1عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

4 3

10 10n nu u   .  

1 ( nv  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة الʺعرفة مʽالʱʱʺهي ال
13:  بـِ nغʽر معدوم  4n nv u  .  

برهʧ أن الʺʱʱالʽة  nv  أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻهq .  
2 ʧر عʰع (nv  بدلالةa وnʦارة  ؛ ثʰج عʱʻʱاسnu 

  . nو aبدلالة 
  الʺʨʺʳع :  nو a) أحʶب بدلالة 3

1 2 ...n ns u u u     
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یرمز  n ة ، ؗل  إلىʽهʱʻر مʽة غʽدسʻة هʽالʱʱم
1حدودها مʨجʰة حʽث حدّها الأوّل : 3   ،

3و 5

15

16
  .  

) عʧʽ أساس الʺʱʱالʽة 1 n .  
  : ث حns ʽالʺʨʺʳع  n) أحʶب بدلالة 2

1 2 ...n ns       .  
, نʹع  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 3

 lnn n  )ln . ( ȑرʽʰʽʻال  ʦʱȄغارʨالل ʨه  
أ ـ برهʧ أنّ  n ʽʽلب تعʢǽ  ةʽابʶة حʽالʱʱهي م ʧ

  أساسها .
حʽث :  ntالʺʨʺʳع  nب ـ أحʶب بدلالة 
1 2 ...n nt        

  نʹع :  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 
11...1n

nرقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم

A   

ʧعدد م)n ا رقȄاوʶم ʦلا  1 لِـʲ4م 1111A  . (  
1أحʶب  2 ...n ns A A A    .  

  نʹع :  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 
33...3n

nرقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم

A   

ʧعدد م)n ا لِـȄاوʶم ʦلا  3رقʲ5م 33333A  . (  
1أحʶب  2 ...n ns A A A     

 nu و nv ان علىʱان معرفʱʽالʱʱ0 بـِ �م 5u   
ʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧعي ومn ، 1 5 7n nu u n    ؛

7 7

4 16n nv u n   .  

) Ǽاسʱعʺال مʳدول إكʶل نرȄد حʶاب الʴدود العʷر الأولى 1
 ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧلؔل م nu و nv .  

  ثǼ ʦاسʱعʺال الفأرة  0العدد  1Bأحʳز في الʵلʽة  ،ولهذا 
 2Bنʴʶب إلى الʧʽʺʽ ؛ نʳʴز في الʵلʽة  ctrlواللʺʶة
  . 5العدد 

 ʧʽʱʽلʵ2في الC 3وB  ةʶʺعʺال اللʱاسȃو  زʳʴن
العʰارتʧʽ الʺʨضʨعʧʽʱ في الȞʷل ثʦ أسʴب ؗل مʻهʺا إلى 

  . ctrlالفأرة واللʺʶة  الǼ ʧʽʺʽاسʱعʺال
  
  
  
  

أعط تʻʽʺʵا لʽʰʢعة الʺʱʱالʽة  ،Ǽʺلاحʥʱʤ للʢʶر الʲالث 
 nv .  

2 ʧر عʰع ʦث Șابʶؤال الʶع في الʨضʨʺال ʧʽʺʵʱال ʧبره (
nv وnu بدلالةn .  
0) أحʶب 3 1 ...n ns u u u    .  

 nu  ة الʺعرفةʽالʱʱʺ0 بـِهي ال 2u    أجل ʧوم
n ، 1nكل عدد ʽʰʡعي  nu u     ، و 

 ʧلفان عʱʵȄو ʧʽر معدومʽان غʽقʽ1عددان حق .  
1 ʧالعددی ʧʽط بȃجد علاقة تر ( و  علʳي تʱال

الʺʱʱالʽة  nu . ةʱثاب  
) نفرض أن الʺʱʱالʽة 2 nu ةʽالʱʱʺر الʰʱة ونعʱت ثابʶʽل 

 nv  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧأجل ؗل م ʧالʺعرفة مn ِبـ 
n nv u    ثʽح . ر معدومʽقي غʽعدد حق  

 ʧʽأ ـ ع  بدلالة و ةʽالʱʱʺن الʨؔث تʽح nv 
  هʻدسʽة .

3ب ـ نʹع    ,2  1و  .  
 ʧʽعʨʺʳʺب الʶأحns وnt  ثʽح

0 1 ...n ns v v v     ,0 1 ...n nt u u u    .  
  لال بالتراجع . الاستدـ  2

  .اكالوريب 

2نʹع  2 2 21 2 3 ...ns n      ثʽحn  عيʽʰʡ عدد
  غʽر معدوم .

  . 4sو 1s ، 2s ، 3sأحʶب  أ ـ) 1
1nsعʰر عʧ  ب ـ   بدلالةns .  
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  ه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم) برهǼ ʧالʱراجع أن2
  1 2 1

6n

n n n
s

 
 .  

نʹع  1 2 2 3 3 4 ... 1nt n n          
  عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم . nحʽث 

1nt. عʰر ع4t  ʧو 1t ، 2t ، 3t) أحʶب1  بدلالةnt .  
) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 2

n ،   1
1 2

3nt n n n   .  

،  2أكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
نʹع : 

 2 3 21 2 2 3 2 4 2 ... 1 2n
ns n            

2nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي   ،   

  1 1
1 2 2 1 1 1 2

2
n n n

ns n n n          
 

  

،  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدومبرهʧ أنه 
  

   
1 2 3 2 3 4 ... 1 2

1 2 3

4

n n n

n n n n

         

   .  

  الرمز!n  قرأ عامليǽn  بـِومعرف  :
! 1 2 3 ...n n      

برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 
n  ،  

   1 2 2! 3 3! ... ! 1 ! 1n n n         .  
برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

n ، 1! 2nn  .  
أكʰر مʧ أو  nأثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

 ȑاوʶǽ4  : اʻ22لدیn n .  
أكʰر  n برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

 ȑاوʶǽ أو ʧ5,  2م 4 3n n n  .  
  )Bernoulliمʰʱایʻة برنʨلي (

a . جب تʺاماʨقي مʽعدد حق  

لدیʻا :  n) برهʧ أنه أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم1
 1 1

n
a n a   .  

1q) اسʱʻʱج أنه إذا ؗان 2   فإنlim n

n
q


   .

  الʲانʽة) (تʰرȄر الʺʰرهʻة الʺقʨʰلة في الʻʶة
أكʰر مʧ أو n) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1
 ȑاوʶǽ2 ،  223 1n n  .  

23الʵاصʽة : "  nP) نʶʺي 2 2 5n n n  . "  
الذȑ مʧ أجله  nأ ـ ما هʨ أصغر عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

  صʴʽʴة ؟ nPتʨؔن الʵاصʽة 
 ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧأنه م ʧ5ب ـ بره 

  صʴʽʴة . nPتʨؔن الʵاصʽة  ،
  ʵاصʽة : ال nPنʶʺي ، nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

 " 2
3 2n n  . "  

عʧʽ مʻها  3Pو 0P ، 1P ، 2P ) مʧ بʧʽ الʨʵاص1
  الʴʽʴʸة .

) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي أكʰر مʧ أو 2
 ȑاوʶǽ3 ،  ةʽاصʵن الʨؔتnP . ةʴʽʴص  

 nu ة معرفة علىʽالʱʱ0 بـِ �م 1u   أجل ʧو م

n، 1كل عدد ʽʰʡعي 2 1
n

n

n

u
u

u
 


 .  

 nu؛ أعط تʻʽʺʵا لعʰارة  1u  ,2u  ,3u) أحʶب الʴدود 1
  . nبدلالة

n ,1) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2

1
nu

n



 .  

 ʧر عʽʰعʱالهدف الnu  بدلالةn .  
الʺʱʱالʽة nu  0 بـِمعرفة 7u  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧوم 

n ، 1 10 18n nu u   .  
  . 5uو 1u ، 2u ، 3u ، 4u) أحʶب 1

  ؛لاحظ الʱʻائج هي أعداد تʨؔʱن مʧ أرقام وسʢها أسفار 
  . nأعط العلاقة بʧʽ عدد الأسفار و 
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, ثʦ برهǼ ʧالʱراجع هذا  nبدلالة  nuأعط تʻʽʺʵا لعʰارة  )2
. ʧʽʺʵʱال  

 nu  ة معرفةʽالʱʱ0 بـِم 2u   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn ، 1عي 2 3n nu u   .  

. أعط تʻʽʺʵا لعʰارة  5uو 1u  ,2u  ,3u  ,4u) أحʶب 1
 3 nu  بدلالةn.  

 برهǼ ʧالʱراجع الʧʽʺʵʱ الʺʨضʨع ساǼقا , ثʦ اسʱʻʱج عʰارة) 2
nu  بدلالةn .  

 nu  ة معرفة بِـʽالʱʱ0م 3u   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn  ,1عي 4n nu u   .  

. أعط تʻʽʺʵا لعʰارة 5uو 1u  ,2u  ,3u  ,4u) أحʶب 1
nu  بدلالةn.  
,  n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2

2 3nu   2و 1 1nu   .  
 ،نʹع  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

 1 3 5 ... 2 1ns n      .  
 ns. أعط تʻʽʺʵا لعʰارة  4sو 1s  ,2s  ,3s) أحʶب 1

  .nبدلالة 
  ) برهʧ هذا الǼ ʧʽʺʵʱالʱراجع .2
  ط برهانا آخرا للʧʽʺʵʱ .وأع ns) لاحظ الʺʨʺʳع 3

 nu ة الʺعرفةʽالʱʱʺ0 بـِ ال 1u   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn ، 1nعي nu n u   .  

) أحʶب الʴدود الʶʺʵة الأولى للʺʱʱالʽة 1 nu  وأعط
  . nبدلالة  ʻʽʺʵnuا لعʰارة ت

  .nبدلالة  nu) اسʱعʺل الʰرهان Ǽالʱراجع لʱعʧʽʽ عʰارة 2
 nu  ة الʺعرفة بِـʽالʱʱʺ0ال 1u   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn  ,1عي 2
n

n
n

u
u

u 


 .  

) أحʶب الʴدود الʱʶة الأولى للʺʱʱالʽة 1 nu  اʻʽʺʵوأعط ت
  . nبدلالة  nuلعʰارة 

  .nبدلالة  ʱnuراجع لʱعʧʽʽ عʰارة ) اسʱعʺل الʰرهان Ǽال2

 nu  ة الʺعرفة بِـʽالʱʱʺ0ال 1u   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn ، 1عي 2n nu u   .  
 nv  ة الʺعرفةʽالʱʱʺ0 بـِال 1v   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn ، 1nعي n nv v u   .  

1 ʧر عʰع (nu  بدلالةn .  
2ʡ أجل ؗل عدد ʧراجع أنه مʱالǼ ʧعي) برهʽʰn  ,
21nv n  .  

الʺʱʱالʽة  nu  0معرفة بِـ 1u   أجل ؗل عدد ʧوم
ʽʰʡn، 1عي 2 3n nu u n    .  

) أدرس رتاǼة الʺʱʱالʽة 1 nu .  
n ,2) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2

nu n .  
الʺʱʱالʽة  nu  بـِ معرفة 0 0 ;1u   أجل ؗل ʧوم
n ، 1عدد ʽʰʡعي 2 3n nu u n    .  

n,0برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1nu   .  
الʺʱʱالʽة  nu  0 بـِمعرفة 1u   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn، 1عي 2n nu u   .  
ʧعي برهʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧراجع أنه مʱالǼn ,

0 2nu  .  
أثʰت أن الʺʱʱالʽة  nu . زایدة ماماʱم  

 nu ة معرفة علىʽالʱʱ0 بـِ �م 0u   أجل ʧو م
n، 1كل عدد ʽʰʡعي 12n nu u   .  

تʱʻʺي إلى  3uو  1u  ,2u) تʴقȘ مʧ أن الʴدود 1
الʺʳال 0;4 .  

n ,0ؗل عدد ʽʰʡعي ) برهʧ أنه مʧ أجل2 4nu  .  
) أدرس اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽة3 nu .  

 نعʰʱر الʺʱʱالʽة nu  0 بـِالʺعرفة 2u  
1و 0,6 1,2n nu u   .  
لʱراجع أن الʺʱʱالʽة) برهǼ ʧا1 nu . ة تʺاماʸاقʻʱم  
، n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2
3nu   .  
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 nu  ة الʺعرفةʽالʱʱʺ0 بـِال 1u   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn ، 1عي

1

3
n

n
n

u
u

u





 .  

n  ,0) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1 1nu  .  
) برهʧ أن الʺʱʱالʽة 2 nu . ة تʺاماʸاقʻʱم  

 ال عدد حقʳʺال ʧقي مʽ0;
2

 
  

.   

نعʰʱر الʺʱʱالʽة  nu  0 بـِالʺعرفة 2cosu   أجل ʧوم
n، 1كل عدد ʽʰʡعي 2n nu u   .  

  . 2uو 1uأحʶب  أ ـ) 1
 ، nأثʰت Ǽالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ب ـ

0nu  .  
 ، n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2

2cos
2n n

u


 .  

 nu اʱʱة معرفة مʽبـِل :  

0 5u  1و

1 2

2n n
n

u u
u

 
  

 
 .  

  . 3uو Ǽ (1u  ,2uاسʱعʺال الآلة الʴاسʰة أحʶب1
) أعط تʻʽʺʵا حʨل اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽة2 nu  ʧبره ʦث ,

  هذا الǼ ʧʽʺʵʱاسʱعʺال الʰرهان Ǽالʱراجع .
  :مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم نʹع 

12n
nu n   .  

، nبرهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم
 1 2 ... 1 1 2n

nu u u n      .  
نعʰʱر الʺʱʱالʽة nu  الʺعرفة على�  ِبـ:  

 
1

1nu
n n




 .  

  :  ) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم لدیʻا1

1 2 ...
1n

n
u u u

n
   


 . 

) اسʱʻʱج قʽʺة الʺʨʺʳع 2
1 1 1

...
1427 1428 1428 1429 2007 2008

  
  

 . 

یʨجد عددان  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
حʽث  nqو ʽʰʡnpعʽان 2 3 3

n

n np q  .  

) الʺʱʱالʽة 1 nu  1 بـِمعرفة 1u  ،2 3u   ʧوم
nأجل ؗل  � ،2 12n n nu u u   .  

 nu. أعط تʻʽʺʵا لعʰارة 5uو 3u  ,4uأ ـ أحʶب الʴدود 
  . nبدلالة 

Ǽ ʧب ـ بره. ʧʽʺʵʱراجع هذا الʱال  

) الʺʱʱالʽة 2 nv  0معرفة بِـ

2

5
v   ،1 1v   أجل ʧوم

n  ,2كل عدد ʽʰʡعي  15 6n n nv v v   .  

n  ,2برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 3

5

n n

nv


 .  

 nu  ة الʺعرفة بِـʽالʱʱʺ0ال 1u  ،1 2u   أجل ʧوم
n،1كل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 1 4n n nu u u  .  

 ، nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي برهǼ ʧالʱراجع أنه

   1
2 3 2 3

2

n n

nu       
 .  

الʺʱʱالʽة  nu  0 بـِمعرفة 2u   أجل ؗل ʧو م
n ، 1عدد ʽʰʡعي 1n nu u   .  
  برهʧ أن :

n ، 1nuجل ؗل عدد ʽʰʡعيمʧ أ أ ـ   .  
الʺʱʱالʽة  ب ـ nu . ةʰʽرت  

n  ,1مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي جـ ـ 5

2nu


 .  

الʺʱʱالʽة  nu  0 ـبِ معرفة 1u   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn ، 1عي

4

2
n

n
n

u
u

u





 .  

n  ,1نʹع مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

4
n

n
n

u
v

u





 .  

) برهʧ أن الʺʱʱالʽة 1 nv . ةʽدسʻه  
2ʰع (ʧر عnv  ʦثnu  بدلالةn .  

p  دود الʺعرفة علىʴرات الʽʲؗ بـِ  �الدالة:  
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 
3 2

3 2 6

x x x
p x    .  

  ، xي ) تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽق1
    21p x p x x   .  

  ، n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2
 p n � .  

  ، n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي3
   2 2 21 1 2 ...p n n      

الʺʱʱالʽة  nu  1معرفة بِـ 0u   أجل ؗل عدد ʧوم

ʽʰʡn  ,1عي غʽر معدوم 

1

2n
n

u
u





 .  

  . 2006uأعط القʽʺة الʺʹʡʨʰة للʴد 
ʰʡ راجع أنه ؗل عددʱالǼ ʧعي برهʽn  أو ʧر مʰأك

 ȑاوʶǽ24  هʱابʱؗ ʧȞʺǽ5 7n a b   معa وb  ʧعددی
. ʧʽʽعʽʰʡ  

1 ( nu  ة الʺعرفة بِـʽالʱʱʺ1ال

1

2
u   أجل ؗل ʧوم

n ، 1عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

1

2n n

n
u u

n

  
 

 .  

أ ـ أحʶب الʴدود الʶʺʵة الأولى للʺʱʱالʽة  nu .  
ب ـ برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

n ، 
2n n

n
u  .  

2 (k , ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد nv  ة الʺعرفةʽالʱʱʺبـِال 

1

1
v

k
  ر معدومʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn ، 

1

1
n n

n
v v

kn

  
 

 .  

ثʦ برهǼ ʧالʱراجع هذا  nبدلالة  nvأعط تʻʽʺʵا لعʰارة 
. ʧʽʺʵʱال  

  تقارب متتالية عددية . ـ  3

 ʥȂارʸʯة  081إلى  106في الǻاب نهاʴب حʦلʠʸال
الʯʯʸالʻة  nu . رحةʯقʸال  

1 (1 n
nu e      .2(1

ln 1
2 3nu

n
    

      .

3 ( 2 n
nu n e        .4 ( 2ln 3 n

nu e   .  

5 (6

2 1

n

n n

e
u

e





   .       6 (1

2 1

n

n n

e
u

e









      .

7 (3
ln

1

n

n n

e
u

e

 
   

     .8 (
2

2
ln

1

n

n n

e
u

e

 
   

 .  

1 (2 2
3 3

1nu n
n

 
     

 .  

2 (23 1 3nu n n   .  

3 (
2 1

n

n n
u

n n
 

 
 .  

4 (
2

2

3 9 1

5
n

n n
u

n

 



 .  

2 أ ـ

5

n

n n
u   .     3,01 ب ـ

3

n

n n
u  

.  

 ـ ـج
2

1 1 1
1 ...

5 5 5n n
u      .  

 nu و nv  أجل ʧان مʱان معرفʱان عددیʱʽالʱʱم

0:  بـِ nكل عدد ʽʰʡعي  2u   ،1 3 1
n

n
n

u
u

u 


 

1و
n

n

v
u

 .  

n  ,0nu) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1  .  
) برهʧ أن 2 nv . ةʽابʶة حʽالʱʱم  
) اسʱʻʱج نهاǽة الʺʱʱالʽة 3 nu .  

 nu و nv  ʧان مʱان معرفʱان عددیʱʽالʱʱأجل م

0 بـِ : nكل عدد ʽʰʡعي  2u   ،1

1
2

3n nu u   

3nو nv u  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧنʹع م .n  ,
0 1 ...n ns v v v     0و 1 ...n nt u u u    .  

برهʧ أن الʺʱʱالʽة ) 1 nv . ةʽدسʻه  
) عʧʽ نهاǽة لؔل مʧ الʺʱʱالʽات 2 nu ,  ns و nt .  
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جد نهاǽة لؔل مʧ الʺʱʱالʽات  nu ,  nv  ,
 nw و nt  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧالʺعرفة م

 بـِ : nمعدوم 
2 1

1n

n
u

n





n؛  

n

u
v

n
  ؛

n nw u n   1؛

1
n

n
n

v
t

w





 .  

جد نهاǽة لؔل مʧ الʺʱʱالʽات nu ، nv و nw 
  : بِـ nالʺعرفة مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

23 4

1n

n
u

n





n؛  

n

u
v

n
   3؛n nw u n  .  

الʺʱʱالʽة  nu  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة م

1:  بِـ nمعدوم 

!nu
n

 .  

1n(نذؗر مʧ أجل   ,! 1 2 ...n n   (  
ى للʺʱʱالʽة ) أحʶب الʴدود الʱʶة الأول1 nu .  
,  n) تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 2

1
0 nu

n
   ةʽالʱʱʺة الǽج نهاʱʻʱاس ʦ؛ ث nu .  

الʺʱʱالʽة  nu أجل ؗل ع ʧر معرفة مʽعي غʽʰʡ دد

:  بِـ nمعدوم  cos 3
n

n
u

n


 .  

,  nتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 
1 1

nu
n n

    ةʽالʱʱʺة الǽج نهاʱʻʱاس ʦّث nu .  

الʺʱʱالʽة  nu  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة مn 

1: بـِ  cos
5n

n
u n


   .  

n ،2nnتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي u n    ؛
ثʦّ اسʱʻʱج نهاǽة الʺʱʱالʽة  nu .  

لʺʱʱالʽة ا nu  رʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمعرفة م

1: بـِ  nمعدوم 
10

n

n

n
u    

 
 .  

 ) أعط القʦʽ الʺقرȃة لأحد عʷر الʴدود الأولى مʧ الʺʱʱالʽة1
 nu.  

أكʰر مʧ أو ʶǽاوn ȑ) برر أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2
ʨȞǽ2nن  ، 30

nu   ةʽالʱʱʺة الǽج نهاʱʻʱاس ʦّ؛ ث nu .  
0 بـِ  الʺعرفة u) أكʱب برنامʳا للʺʱʱالʽة 1 1u  

1والعلاقة الʱراجعʽة 

1
1n

n

u
u   .  

) ابʱداء مʧ أȑ دلʽل تʰʸح حدود الʺʱʱالʽة مʱʶقرة على 2
  شاشة الʴاسʰة .

  ما هʨ الʧʽʺʵʱ الذʧȞʺǽ ȑ وضعه ؟
مʱقارȃة فإن نهایʱها هي  u) أثʰت أنه إذا ؗانت الʺʱʱالʽة 3

1العدد الذهʰي  5

2

 
  
 

 .  

عʧʽ نهاǽة الʺʱʱالʽة  nu الʺعرفة على�  ِبـ
1 0,57u  ، 2 0,5757u  ،  ...، 

 2

0,57...57n
n

u  
 رقمـــا

.  

نعʰʱر الʺʱʱالʽة  nu بـِ  �رفة علىالʺع :  
2

nu n n n   .  
) Ǽاسʱعʺال مʳدول أو حاسʰة بʽانʽة , أعط القʽʺة العʷرȄة 1

، ثʦ للʴدود  4uو 1u  ،2u ،3uالʺقرȃة للʴدود 
10nu  ثʽح

  . 13إلى  1یʱغʽر مn  ʧالعدد

n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل2 �  ,1

1
1 1

nu

n


 

  .  

اسʱʻʱج نهاǽة الʺʱʱالʽة nu .  
ض في الʧʽʱʳʽʱʻ للʶؤالʧʽ الʶاǼقʧʽ ) اشرح لʺاذا ʤǽهر تʻاق3
.  

نعʰʱر الʺʱʱالʽة  nu 0بـِ  �الʺعرفة على 1u  

1والعلاقة الʱراجعʽة : 

1 14

3 3n nu u   .  

Ǽ (اسʱعʺال الʰرهان Ǽالʱراجع برهʧ أن الʺʱʱالʽة1 nu  زایدةʱم
.  
  الʱالʽة :  xالʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �) حل في2

1 14

3 3
x x  .  
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) إذا ؗانت الʺʱʱالʽة 3 nu ها ؟ʱة , فʺا هي نهایȃقارʱم  
4ʰʡ أجل ؗل عدد ʧعي) نʹع مʽn  ,7n nv u   

أثʰت أن الʺʱʱالʽة  nv د العامʴارة الʰب عʱة , أكʽدسʻهnv 
, اسʱʻʱج أن الʺʱʱالʽة nبدلالة  nu ةȃقارʱم .  

  ʨȞǽن  نه ابʱداء مʧ رتʰة مʢلʨب تعʻʽها ،) برهʧ أ1
 2 1 !n n .  

2) بʧʽ أن الʺʱʱالʽة ذات الʴد العام 2

!

n

n
  , مʱقارȃة . 

a قي وʽعدد حق nu ة معرفة علىʽالʱʱبـِ  �م  :

0u a  : ةʽراجعʱ1والعلاقة ال 22
n

n
n

u
u

u 


 .  

1, �مn ʧ) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل 1 2
n

n

u
u   .  

, �مn ʧ) اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل 2
2n n

a
u  .  

) ما هي نهاǽة الʺʱʱالʽة3 nu ؟  
لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu  0 بـِ الʺعرفة 2u   والعلاقة

1الʱراجعʽة : 

2

2 1
n

n
n

u
u

u





 .  

  مʨجب تʺاما . nu ،�مn ʧبرر أنه مʧ أجل ؗل  أ ـ) 1
إذا ؗانت الʺʱʱالʽة ب ـ nu ها ؟ʱة فʺا هي نهایȃقارʱم  

) في الʺȑʨʱʶ الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس ، أنʷئ 2
C   ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺ2ال

:
2 1

x
f x

x




  ʦث ,

 ʦʽقʱʶʺال  الʺعادلة ȑذy x  على ʦر الرسʸʱقǽ)
الʺʳال  0 ; 2,   . 3uو 1u ،2u) . مʲل الʴدود  2

ما هʨ تʥʻʽʺʵ حʨل تقارب الʺʱʱالʽة  nu .  

1, �مn ʧ) نʹع مʧ أجل ؗل3

1
n

n
n

u
v

u





 .  

أ ـ برهʧ أن الʺʱʱالʽة  nv  ʧر عʰع ʦة ثȃقارʱة مʽدسʻهnv 
  . nبدلالة 

ʧر عʰب ـ عnu بدلالةnv  قاǼع ساʨضʨʺال ʧʽʺʵʱبرر ال ʦث
.  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu ʺ0 بـِ  عرفةال 5u   والعلاقة
1الʱراجعʽة 2n nu u   .  

, n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1
12 n nu u  .  

) برر أن الʺʱʱالʽة2 nu هاʱة ونهایȃقارʱمl  أو ʧر مʰأك
 ȑاوʶ2ت .  

2lتʴقl  Ș) بʧʽ أن 3 l  ةʺʽج قʱʻʱاس .l .  
بـِ  �الʺعرفة على  uنعʰʱر الʺʱʱالʽة 

1

1 1 1 1
1 ...

2 3

n

n
k

u
n k

      .  

) أدرس اتʳاه تغʽر الدالة 1 : ln 1f x x x  
الʺعرفة على الʺʳال 1;  .  

  ، �مk ʧ) اسʱʻʱج أن : مʧ أجل ؗل 2

  1
ln 1 lnk k

k
    

ʦأجل ؗل  ث ʧمn ʧم� ،  ln 1 nn u  .  
ما هي نهاǽة الʺʱʱالʽة  nu ؟  

 :ʴǽقn Șد أصغر عدد ʽʰʡعي) أكʱب برنامʳا الذʴǽ ȑدّ 3
10nu  .  

  المتتاليات المحدودة . ـ  4

الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف

: بـِ ʽʰʡعي غʽر معدوم 
2

1

1
nu

n



1و 

nv
n

 .  

الأعلى للʺʱʱالʽة عʸʻر حاد مʧ  1) أثʰت أن 1 nu .  
n) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم2 nu v.  
3 (ʧʽʱʽالʱʱʺهل ال  nu و nv ؟ ʧʽدودتʴم  

الʺʱʱالʽة  nu ؗ أجل ʧر معرفة مʽعي غʽʰʡ ل عدد
  :  بـِمعدوم 

  1 1
ln 1 1 ln 1 ... ln 1

2nu
n

            
   

 .  

) بʧʽ أن الʺʱʱالʽة 1 nu . زایدةʱم  
  . nu) أعط عʰارة مʸʱʵرة للʴد 2
) هل الʺʱʱالʽة 3 nu  دودة ؟ʴم  
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الʺʱʱالʽة  nu  بـِمعرفة  :  

2

1 1 1
1 ...

3 3 3n n
u      .  

3) هل العدد 1

2
هʨ عʸʻر حاد مʧ الأعلى للʺʱʱالʽة   nu 

  ؟
) برهʧ أن الʺʱʱالʽة2 nu . ةȃقارʱج أنها مʱʻʱزایدة ، اسʱم  
lim) أحʶب 3 nn

u


 .  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة  nu دها الأولʴǼ 0الʺعرفةu  ʧوم
n  ،1أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

nu
nu e 
 .  

تʨؔن الʺʱʱالʽة 2برهʧ أنه ابʱداء مʧ الدلʽل  nu  دودةʴم
 ʧالعددیǼ0 د الأول 1وʴارا الʽʱ0وهذا مهʺا ؗان اخu .  

نعʰʱر الʺʱʱالʽة  nu  بـِ  �الʺعرفة على :  

2

1 1 1
1 ...

4 4 4n n
u      .  

1ʱʺر للʽغʱاه الʳات ʨة ) ما هʽالʱ nu؟  
  ، n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2

4 1 1

3 3 4

n

nu
    
 

lim. ثʦ أحʶب   nn
u


  

) اسʱʻʱج أن الʺʱʱالʽة 3 nu  دودة . هل العددʴم
عʸʻر حاد مʧ الأعلى للʺʱʱالʽة  1,333333 nu؟  

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu  ِ0الʺعرفة بـu  قيʽعدد حق
  ،  nمعʢى و مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

2
1 3 5n n nu u u    .  

n , 1جل ؗل عدد ʽʰʡعي) برر أنه مʧ أ1 1n nu u    ،
  ماذا تʱʻʱʶج ؟

) نفʱرض أن الʺʱʱالʽة 2 nu  هاʱة ونهایȃقارʱمl  بʱأك .
  . lمعادلة مʧ الدرجة الʲانʽة تʨؔن مʴقȘ مʧ أجل

) اسʱʻʱج أن الʺʱʱالʽة 3 nu  دودة ؟ʴاعدة . هل هي مʰʱم
 ʧل عʨما القlim nn

u


  ؟

لʧؔʱ الʺʱʱالʽة nu  ِالʺعرفة بـ
0

11

4
u   أجل ʧوم

n ، 1كل عدد ʽʰʡعي 3 4n nu u    .  

1 ʧدیʴب الʶ1) أحu 2وu .  
) برهʧ أن الʺʱʱالʽة 2 nu . زایدة تʺاماʱم  
) نعʰʱر الʺʱʱالʽة 3 nv  بـِ :  �الʺعرفة على

4n nv u   ثʽح . قيʽعدد حق  
ʽʴǼث تʨؔن الʺʱʱالʽة عʧʽ قʽʺة  أ ـ nv . ةʽدسʻه  

 nvالʺʸʴل علʽها ساǼقا , أكʱب Ǽاسʱعʺال قʽʺة  ب ـ
  . nبدلالة nuثʦ عʰر عn  ʧبدلالة

هل الʺʱʱالʽة  ج ـ nu  دودة ؟ʴم  
  ، nنʹع مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي د ـ

1 2
0 2

...
4 4 4

n
n n

u u u
w u     .  

برهʧ أن الʺʱʱالʽة  nw . ةȃقارʱم  
  المتتاليتان المتجاورتان . ـ  5

 ʧؔʱل nu و nv  على ʧʽʱالʺعرف ʧʽʱʽالʱʱʺال� 

1:  بـِ  1 1
1 ...

1! 2! !nu
n

     1و

!n nv u
n n

 


 .  

1ʧʽʱʽالʱʱʺأن ال ʧبره ( nu و nv  . اورتانʳʱم  
تʨؔن قʽʺة مقرȃة إلى  puحʽث p) اسʱʻʱج عددا ʽʰʡعʽا2
310 ان لʸقʻالǼةǽهاʻلl ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧʽة ب الʺʱʷرؗ nu 
و nv  .  

ذلpu  ʥأعط قʽʺة على شȞل ʶؗر غʽر قابل للاخʱزال وؗ
 قʱʺʽه الʺقرȃة الʺʸʴل علʽها Ǽالʴاسʰة .

 nu و nv  انʱان معرفʱʽالʱʱ0:  بـِم 0u  ، 

0 2v  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn : 1

3 1

4
n

n

u
u 


 

1و

3 1

4
n

n

v
v 


 .  

,  ʽʰʡnعي) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد 1
1n nu v  .  

2 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث ( nu و nv  اورتان وجدʳʱم
ة .   نهایʱهʺا الʺʱʷرؗ
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ʧʽʱʽالʱʱʺنعرف ال nu و nv  ِ0: بـ 1u  ، 
0 2v  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn : 

1

2

3
n n

n

u v
u 


  ،1

4

5
n n

n

u v
v 


 .  

n, نʹع n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1 n nw u v  .  
برهʧ أن الʺʱʱالʽة nw  رʰع ʦها ثʱنهای ʧʽة . عʽدسʻه

ʧعnw بدلالةn .  
2ʧر عʰ1) عn nu u   1وn nv v   بدلالةnw  جʱʻʱ؛ اس

تغʽر الʺʱʱالʧʽʱʽاتʳاه  nu و nv .  
3 ʧʽʱʽالʱʱʺأن ال ʧʽب ( nu و nv  ةǽهاʻولهʺا نفس ال

  . lیرمز لها 
3نʹع ،n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 4 10n n nt u v .  

برهʧ أن الʺʱʱالʽة nt  ةʺʽج قʱʻʱة . اسʱثابl .  
 ʧʽʱʽالʱʱʺر الʰʱنع nu و nv  ʧʽʱبـِالʺعرف  :

0 3u  ، 0 4v    عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn  ،

1 2
n n

n

u v
u 


 1 ؛

1 2
n n

n

u v
v 




 .  

  . 2vو 1u ، 1v ، 2u) أحʶب 1
nنʹع : ، n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2 n nw v u   .

بʧʽ أن الʺʱʱالʽة  nw . هاʱنهای ʧʽة وعʽدسʻه  
3 ʧʽʱʽالʱʱʺر الʽاه تغʳأدرس ات ( nu و nv  ʦج ثʱʻʱاس

  أنهʺا مʳاورتان .
) برهʧ أن4 nt  أجل ؗل عدد ʧة الʺعرفة مʽالʱʱʺهي ال

بِـ :  ʽʰʡnعي  1
2

3n n nt u v  .  

برهʧ أن nt . ةʱة ثابʽالʱʱم  
 ʧʽعl هʻال , ʧʽʱʽالʱʱʺة لل اǽة الʺʱʷرؗ nu و nv .  

الʺعرفة على الʺʳال  fنعʰʱر الدالة 0;2 بِـ  :

  2 1

1

x
f x

x





 .  

 . اسʱʻʱج أنه إذا ؗان f) أدرس اتʳاه تغʽر الدالة1
 1;2x   ، فإن   1;2f x  .  

2 ( nu و nv  انʱان معرفʱʽالʱʱ0:  بـِم 1u  ، 
0 2v   عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn، 1n nu f u  ؛ 
 1n nv f v  .  

 ȑذ ʦʽقʱʶʺي الدالة والʻʴʻل مʲة مʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ
yالʺعادلة  x .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧر وتقارب لؔل مʽاه تغʳل اتʨا حʻʽʺʵأعط ت
 nu و nv .  

  ) برهǼ ʧالʱراجع عʧ الʨʵاص الʱالʽة :3
n " :1مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  2nu   ؛ "

"1 2nv  " 1" ؛n nu u  "1" وn nv v  . "  
4ʰعي ) أثʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧت أنه مn  ,

  1 1 1 1
n n

n n
n n

v u
v u

v u 


 

 
 .  

n  ,0nاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  nv u  

و 1 1

1

4n n n nv u v u    .  

n ،1أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي

4

n

n nv u     
 

 .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺج أن للʱʻʱاس nu و nv  ةǽهاʻنفس الl .  
  . lعʧʽ القʽʺة الʺʹʡʨʰة للعدد 

a وb  ثʽان حʽقʽ0عددان حق a b  .  
الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  انʱ0:  بـِمعرفu a ،0v b  

n ، 1nومʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  n nu u v  ، 

1 2
n n

n

u v
v 


 .  

)1nu   ʧدیʴدسي للʻسط الهʨى الʺʶǽnu وnv 1 ؛nv  
  ʶǽʺى وسʢهʺا الʶʴابي .)

n ، 0) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي1 n nu v  .  
  ،  n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2

 1 1

1

2n n n nv u v u    .  

اسʱʻʱج أن  1

2n n n
v u b a    .  
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3 ʧʽʱʽالʱʱʺت أن الʰأث ( nu و nv . اورتانʳʱم  
2a) نفرض أن 4  5وb   والعدد ,l  ةǽهاʻال ʨه

 ʧʽʱʽالʱʱʺة لل الʺʱʷرؗ nu و nv  .  
ʱاني لʲؤال الʶة الʳʽʱعʺل نʱة إلى اسȃة الʺقرʺʽالق ʧʽʽ310ع 

  . lللʻهاǽة 
الʺʱʱالʱʽان nu و nv انʱ0:  بـِ معرف 1u   ، 

0 2v  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn،1 2
n n

n

u v
u 


  ؛ 

1

4

5
n n

n

u v
v 


 .  

  ، n) أ ـ برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1

n nu v .  
 ʧʽʱʽالʱʱʺأن ال ʧب ـ بره nu و nv . اورتانʳʱم  

n, نʹع  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2 n nx u av  
nو n ny u bv  ثʽحa وb ʧȄایزʺʱم ʧʽʽقʽحق ʧعددی.  

حʽث تʨؔن الʺʱʱالʱʽان  bو aجد  nx و ny 
 ʧر عʰع ʦث ʧʽʱʽدسʻهnx وny  بدلالةn .  

3 ʧʽʱʽالʱʱʺة لل ) جد الʻهاǽة الʺʱʷرؗ nu و nv .  
  

  .لمـسـائـ 

ʧؔʱل E ر الʺعدومةʽات غʽالʱʱʺعة الʨʺʳم nu 
   :الʱالʽة والʱي تʴقȘ الʵاصʽة  �الʺعرفة على 

2 1

3 2

35 35n n nu u u   .  

) هل تʨجد في الʺʨʺʳعة 1 E  ةʽالʱʱة ؟ مʱة ثابʽالʱʱم
  حʶابʽة ؟ مʱʱالʽة هʻدسʽة ؟

2 ʧʽʽقʽحق ʧأجل ؗل عددی ʧأنه م Șقʴت ( و  نʨؔت

الʺʱʱالʽة nu د العامʴ2ذات ال 1

7 5

n n

nu          
   

  

هي عʸʻر مʧ الʺʨʺʳعة  E .  

) عʧʽ الʺʱʱالʽة 3 nu  د العامʴذات ال
2 1

7 5

n n

nu          
   

0علʺا أن   3u  

1و

4

35
u   ʽالʱʱʺة هذه الǽب نهاʶة .. أح  

I 1 ʧʽʱر الدالʽاه تغʳأدرس ات (f وg 
الʺعرفʧʽʱ على الʺʳال  0;  ِبـ :  

   21
ln 1

2
f x x x x    ؛  

   ln 1g x x x   .  

  ؛ xعدد حقʽقي مʨجب ) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل 2

 
2

ln 1
2

x
x x x     . . . 1   

II  ةʽالʱʱʺد دراسة الȄزء نرʳفي هذا ال nu  بـِالʺعرفة  :

1

3

2
u  ʡ أجل ؗل عدد ʧر معدوم ومʽعي غʽʰn  ،

1 1

1
1

2n n n
u u 

   
 

 .  

) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 1
n ، 0nu  .  

 ، n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 2

2

1 1 1
ln ln 1 ln 1 ... ln 1

2 2 2n n
u

                
     

  

 : ) نʹع3
2

1 1 1
...

2 2 2n n
S       

و
2

1 1 1
...

4 4 4n n
T      .  

Ǽاسʱعʺال العلاقة  1  : أن ʧبره
1

ln
2n n n nS T u S   .  

  . nدلالة ب nTو  nSأحʶب  أ ـ) 4

اسʱʻʱج نهاǽة لؔل مʧ الʺʱʱالʧʽʱʽ  ب ـ nS  و nT .  

) دراسة تقارب الʺʱʱالʽة 5 nu .  
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برهʧ أن الʺʱʱالʽة  أ ـ nu . زایدة تʺاماʱم  

  اسʱʻʱج أنها مʱقارȃة . ب ـ

: إذا ؗانت الʺʱʱالʱʽاننقʰل الʳʽʱʻة الʱالʽة جـ ـ n و n 
n ، nمʱقارʧʽʱȃ حʽث مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  n  

limفإن  limn nn n
 

 
 .  

حʸرا لʻهاǽة الʺʱʱالʽة  أعط nu .  

الʺʱʱالʱʽان  nu و nv  أجل ؗل عدد ʧان مʱمعرف
:  بـِ ʽʰʡnعي غʽر معدوم 

2 2 2

1 2
sin sin ... sinn

n
u

n n n
    

و
2 2 2

1 2
...n

n
v

n n n
    .  

أثʰت أن الʺʱʱالʽة  )1 nv  ها هيʱة ونهایȃقارʱ1م

2
 .  

الʺعرفة على الʺʳال  hو f  ,g) نعʰʱر الدوال 2
 0; ِبـ  :: sinf x x x  ؛  

2

: 1 cos
2

x
g x x    ؛

3

: sin
6

x
h x x x   .  

مʻّ̔ʰا أن ؗل  hو f ، gأدرس اتʳاه تغʽر لؔل مʧ الدوال
  مʧ هذه الدوال مʨجʰة .

 ، nؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  ) برر أنه مʧ أجل3
3 3 3 41 2 ... n n    .  

 ، nاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

2

1 1

6n n nv u v
n

    .  

) أثʰت أن الʺʱʱالʽة 4 nu ، ةȃقارʱم ʱها ؟وما هي نهای  

I ʧؔʱلf الʳʺالدالة الʺعرفة على ال 0; 

:  بـِ  ln

1

x x
f x

x



 .  

الʺعرفة على الʺʳال  g) أدرس اتʳاه تغʽر الدالة 1
 0;  : بِـ  1 lng x x x    أن ʧʽب ʦ؛ ث
الʺعادلة   0g x   داʽل حلا وحʰتق  ثʽح

0,27 0,28  .  

0x) مʧ أجل 2   ʧر عʰع 'f x  بدلالة g x .  

  . fاسʱʻʱج تغʽرات الدالةـ 

  . و  0عʻد  fأحʶب نهایʱي الدالة ـ 

II  د دراسة الʺعادلةȄنر f x n  ثʽحn  عدد
  ʽʰʡعي غʽر معدوم .

هذه الʺعادلة تقʰل حلا وحʽدا  n ) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل1
n .  

2 ʧʽالʺقارنة ب (n  وne .  

أ ـ بʧʽ أن  nf e n  ج أنʱʻʱاس ,n
n e  .  

ب ـ أثʰت أن العلاقة  nf n   ها علىʱابʱؗ ʧȞʺǽ

الȞʷل  1 . . . ln n
n

n

n

e




   
 

 .  

limاسʱعʺل (أ ـ) لاسʱʻʱاج  n
nn e




 .  

3 ʧʽالʺقارنة ب (n  وne n .  

نʹع  1n
n ne    ثʽ0حn   . . . 2 .  

Ǽاسʱعʺال العلاقة  أ ـ 1  ʧر عʰع   1 ln 1n n   
  . nبدلالة 

0tبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل  ب ـ  ،  

   
2

0 1 ln 1
2

t
t t t     .  

1nاسʱʻʱج مʧ (أ ـ) و (ب ـ) أنه مʧ أجل ؗل  جـ ـ  ، 
2

20
2

n n
n

n
ne e     . . . 3 .  

Ǽاسʱعʺال  د ـ 2 و 3  ʧʽع lim n
nn

e n 


  .  
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  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد
  

في ؗل سؤال اقʱراحات مʨضʨعة ʧȞʺǽ أن تʨؔن 
  أكʲر مʧ جʺلة صʴʽʴة؛ الʺʢلʨب اخʽʱار الʳʺل الʴʽʴʸة.

نعʰʱر الʺʱʱالʽة   nu  0 بـالʺعرفة 0u   أجل ؗل ʧو م

n �  ،2 1

1 2

3 3n n nu u u   .  

 ʧʽʱʽالʱʱʺنعرّف ال nv و nw 1:  بـn n nv u u  

1و

2

3n n nw u u  . 

الʺʱʱالʽة أ ـ) 1 nv   .ةʽابʶة ب ـحʽالʱʱʺال nw .ةʽابʶح  
الʺʱʱالʽة  جـ ـ nv    .ةʽدسʻة  د ـهʽالʱʱʺال nw .ةʽدسʻه  

2 أ ـ) 2

3

n

nv
   
 

2 ب ـ.          
1

3

n

nv
    
 

 .  

1nw جـ ـ  .  
0 أ ـ) 3 1 1...n nu v v v     .  

 ب ـ 3

5n n nu w v  .  

الʺʱʱالʽة  جـ ـ nu . ةǽل نهاʰلا تق  

الʺʱʱالʽة  د ـ nu  هاʱة ونهایȃقارʱ3م

5
 .  

لǼ ، ʧʽالʹʰط اقʱراحʧʽ صʧʽʴʽʴ في ؗل مʧ الʶؤا
  الʺʢلʨب تعʻʽّ̔هʺا .

  ) الʺʱʱالʽات الʱالʽة مʱقارȃة : 1

 أ ـ
2008

2n

n
0nو               .ب ـ  2 1

1

n
n n

n

 


.  

1 جـ ـ
sinn

n
0nو       .     د ـ 

 ln

n

n
1nو  .  

  تʺʱاز Ǽالʨʵاص الʱالʽة :  wو u  ،v) الʺʱʱالʽات 2
 n n nu v w  ،lim 1nn

u


  وlim 1nn
w


.  

lim  أ ـ 0nn
v


.  

  مʴدودة مʧ الأسفل . vالʺʱʱالʽة ب ـ
n  ،1مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي جـ ـ 1nv   .  
  تقʰل نهاǽة أم لا . vلا ʧȞʺǽ معرفة إن ؗانت الʺʱʱالʽة د ـ

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟
  

  مʽز بʧʽ الʳʺل الʴʽʴʸة والʳʺل الʵاʡئة .
  ) ؗل مʱʱالʽة مʻʱاقʸة هي مʴدودة مʧ الأعلى .1
فʨؔʱن  0) ؗل مʱʱالʽة مʻʱاقʸة ومʴدودة مʧ الأسفل Ǽالعدد2

  نهایʱها معدومة .
  مʧ الأعلى هي مʴدودة . ) ؗل مʱʱالʽة مʱزایدة ومʴدودة3
فإن هذه الʺʱʱالʽة تʨؔن  ) إذا ؗانت نهاǽة مʱʱالʽة هي 4

  غʽر مʴدودة مʧ الأعلى .
  ) ؗل مʱʱالʽة مʱقارȃة هي مʴدودة .5
) إذا ؗانت 6 nu و nv قّقʴو ت ʧʽʱȃقارʱم ʧʽʱʽالʱʱان م

n  ،nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  nu v  فإن
lim limn nn n

u v
 

 .  

ʥرّرا ذلʰئة مʡة أم خاʴʽʴلة صʺʳأذؗر إن ؗانت ال  
هʨ نهاǽة الʺʱʱالʽة l) إذا ؗان العدد الʴقʽقي1 nu  وإذا

كانت الʺʱʱالʽة nv  ةʽالʱʱʺة ، فإنّ الʽقʽة حقǽل نهاʰلا تق
 n nu v . ةʽقʽة حقǽل نهاʰلا تق  

هʨ نهاǽة الʺʱʱالʽة l) إذا ؗان العدد الʴقʽقي2 nu  وإذا
ʽالʱʱʺةكانت ال nv  ةʽالʱʱʺة ، فإنّ الʽقʽة حقǽل نهاʰلا تق
 n nu v . ةʽقʽة حقǽل نهاʰلا تق  

lim) إذا ؗانت 3 n nn
u v l


 وlim nn

u


  ّفإن ،
lim 0nn

v


.  
  سفل أو مʧ الأعلى .) ؗل الʺʱʱالʽة تʨؔن مʴدودة مʧ الأ4

  .اكالوريب 

الʺʱʱالʽة nu 0:  بـ �الʺعرفة على 1,5u   أجل ʧوم
n  ،1كل عدد ʽʰʡعي  2 1n nu u   .  

ʵة والʴʽʴʸل الʺʳال ʧز بʽʽʺب تʨلʢʺال.ʥرّرا ذلʰئة مʡا  
) الʺʱʱالʽة1 nu  ةȃقارʱمʨʴة  1العدد نʢفاصلة نق ʨه ȑالذ

yتقاʡع الʺʱʶقʧʽʺʽ الذیʧ معادلʽʱهʺا x 2و 1y x .  
) الʺʱʱالʽة2 nv 1:  بـ �رفة علىالʺعn nv u   هي ،

  مʱʱالʽة هʻدسʽة .
) الʺʱʱالʽة3 nv . الأعلى ʧدودة مʴم  
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               
  

 

 .تʽʣʨف الʺʱʷقات لʴل مȞʷلات  

اسʱعʺال الʺʱʷقات لدراسة خʨاص دالة والʺʻʴʻي الʺʺʲل لها ( الʱغʽرات، الʱقرȄب   
 الʢʵي، نقʢة الانعʢاف،...).

ʰة.    حʶاب مȘʱʷ دالة مرؗ

حل معادلة تفاضلʽة مʧ الȞʷل   y ' f x، y '' f x  ثʽح .f فةʨدالة مأل  
  

             . دالة رياضيةتوجد بينهما علاقة رياضية أو xغير قيمة نتيجة تyعن المعدل الذي تتغير به قيمة  التفاضليعبر          
)تعرف المشتقة بأنها ميل المماس لمنحنى و    )f xوقة أو هي السرعة اللحظية أعند أي نقطة بشرط وجود هذه المشت            

        للدلالة على التغير في الكمية . ويكون معدل التغير هو نهاية نسبة  Δالتغيير اللحظي للدالة . نستخدم الرمز  معدل         

 : xتغير نسبة إلى yرتغي         
y

x

V

V
: (ترميز لايبنز) xـ بالنسبة لyيمكن أن نكتب مشتق .  

dy

dx
. ʧʽʽائȄزʽد الفʻالʺفʹل ع ʨو ه               

)': ʧȞʺǽ الʱعʽʰر عʧ الʺǼ Șʱʷعدة ʡرق          )f x   ،( )
d

f x
dx

 ،d f

d x
 ،xD f ،x

·

.  

    ʤلʻلهʻد فȂتفرʦز غʯʹʮلای ʥاً  مʹǽز(أʯʹʮف 1716 - 1646) لایʨʶلʽألʺاني ف،   

  .ومʴامي، مʰʱȞي ، دبلʨماسي، عالʦ رȄاضʽات، عالʽʰʡ ʦعة      

       ʦط اسʰیرت ʱالǼ زʱʻʰرِ لایʽʰة عʽاضȄي 1694"( دالة رʱف بها ؗل)، الʸǽ ؗان  

ɦَعَلّقة ب  كʺʽة        نقʢة معʻʽة على الʺʻʴʻى.، مʲل مʽل الʺʻʴʻى أَو مʻʴʻىمُ

  ǽعʰʱر لایʱʻʰز مع نʨʽتʧ أحد مؤسʶي علʦ الʱفاضل و الʱؔامل و ʵǼاصة تȄʨʢر     
  فاȍ الʢاقة.لʺفهʨم الʴدیث لʺʰدأ انʴ ؗʺا ʨʡرمفهʨم الʱؔامل و قاعدة الʳداء ،     

  

  ʨتفرȄد لایʱʻʰزغ                                                                                                                                                                           
                                                                                                     1646 - 1716  
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O I

MJ

T

x

                               
  أولنشاط      
  

        ʧʽʽʻʴʻʺالي الʨʺل الȞʷا في الʻʺرس  
  fC و gC  ʧʽʱلدال ʧʽلʲʺʺالf وg  
  معرفʧʽʱ و قابلʧʽʱ للاشʱقاق على الʺʳال  

 2;3 .عض مʺاساتهʺاǼ و  
    

 أحʶب الأعداد الʺʱʷقة الʱالʽة:. 1

    1f                 1g           2f                 2g     

    1f g            2fg         3
1

f

   
 

           2
f

g

 
 
 

 

مʧ الʺʳال xمʧ أجل ؗل . 2 0;2  :نʹع   2 1h x f x  

أحʶب    0h  3و

2
h
  
 

.  

  ثاننشاط        
                        

 لʸʻف الدائرة �IJنقʢة مʧ القʨس Mفي الȞʷل الʺقابل، )1

زȄة      الʺرفقة Ǽالʺعلʦ الʺرؗ ; ,O I J.  
   x  جهةʨʺة الȄان للزاوǽالرادǼ سʽق ,OI OM

 
  +  Tو لʧؔʱ الʻقʢة 

قاʡع الʺʱʶقʦʽت     OM على ȑدʨʺالع ʦʽقʱʶʺمع ال OI فيI.  
 ي تأخذهاʱال ʦʽما هي القx ؟ 

 ʦʽما هي قx  أجلها ʧن مʨȞǽ يʱ0الIT   1؟IT  ؟ 

 قطʻل الʺʷǽ ȑس الذʨحدد القM  نʨȞǽ ثʽʴǼ1IT  . 

 افةʶʺال ʧر عʰعIT  بدلالةcos x  وsin x. 

;0الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة )2
2

 
  

بـِ    sin

cos

x
f x

x
 

 بʶأح 0f  ،
4

f
 
 
 

و  
3

f
 
 
 

. 

  ؤالʶعʺال الʱاسǼ1  ِا لـʽدسʻرا هʽʶأعط تف f x. 

 ر الدالةʽاه تغʳل اتʨا حʻʽʺʵة ضع تʽʲلʲʺة قراءة على الدائرة الʢاسʨبf الʳʺ0على ال;
2

 
  

. 

 .ةʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ ʥʻʽʺʵة تʴص ʧم Șقʴت 

  بʶأح 
2

lim
x

f x



 . أعط تفʽʶرا بʽانʽا للʳʽʱʻة الʺʸʴل علʽها.
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  ثالثنشاط        
            u وv ان علىʱان معرفʱو �دال 0;  ِب بـʽرتʱعلى ال  2 1u x x x    و v x x        

ʮة تعʥʻʻ الدا) 1 vلة الʸرؕ u 

لدیʻا الʺʢʵط الʱالي:       v b v u a  v b u a   u  a    
 أن الدالة ʧʽبv u ىمعرفة عل�.  
 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمaر بدلالةʰع ،a  ʧع v u a.  

حʴاب   )2 u a  و v b 

 الدالةu قاق علىقابلة لʱو الدالة �لاشv قاق علىʱقابلة للاش 0;ʧʽʱالدال ʧʽع .u  وv . 

 ʦائج إلى  أرسʱʻالي ( تدور الʨʺدول الʳال ʦʺ310و أت .دولʳعʺال مʱاس ʥʻʻȞʺǽ .( 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

حʴاب   )3   v u a 

 :اليʨʺدول الʳال ʦʺة أتʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ ʦأنقل ث 

  ) 310( تدور الʱʻائج إلى            

   v u a  a  
 2- 
 1,5 
 1- 
 0,5 
 0 
 0,5 
 1 
 1,5 
 2 

  
 ʧʽعلاقة ب ʧʺخ u a  ، v b جهة و ʧم   v u a جهة ثا ʧة.مʽن 
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  ةʻقاقʯالاش 

1 .Ȗʯʵʸقة -العدد الʯʵʸالدالة ال 
aو a. �مI ʧدالة معرفة على مʳال f تعرȂف:     h ʧان مʽقʽعددان حقI  0معh .  

إذا قʰلت الʰʶʻة aتقʰل الاشʱقاق عʻد fنقʨل أن       f a h f a

h

  دودة لʺا یؤولʴة مǽنهاh 0إلى.  

و نرمز لها Ǽالرمز aعʻد fلʺȘʱʷ للدالةتʶʺى هذه الʻهاǽة العدد ا     f a.  
  

لدیʻا إذن:       
0

lim
h

f a h f a
f a

h

 
      أو     

lim
x a

f x f a
f a

x a


 


xو ذلʥ بʨضع   a h   

و تʶʺى الدالة  Iنقʨل أنها تقʰل الاشʱقاق على Iمx ʧالاشʱقاق عʻد ؗل عدد حقʽقي fدالةإذا قʰلت ال :ملاحʢة      
 :f x f x   قة للدالةʱʷʺالدالة الf.  

 مʸاس مʹʲʹي دالة. 2
  و لʧȞʽ  �مI ʧدالة معرفة على مʳال f :و خاصʻة تعرȂف    
    C ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J.  
فإن 0xالاشʱقاق عʻد fإذا قʰلت    C ةʢقʻد الʻل عʰقǽ  0 0;A x f x  
مʺاسا    T ههʽجʨمعامل ت 0f x :هʱو معادل  

                       0 0 0y f x x x f x    

 الʯʵʸقات الʯʯʸاǺعة. 3
  .�مI ʧعلى مʳال و قابلة للاشʱقاق دالة معرفة f :تعارȂف     

fإذا قʰلت الدالة      قاق علىʱالاش Ȑهي الأخرI قةʱʷʺها الʱفإن دال f  ة للدالةʽانʲقة الʱʷʺى الʺʶتf و نرمز لها  

Ǽfالرمز     لت الدالةʰإذا ق .f  قاق علىʱالاش Ȑهي الأخرI قةʱʷʺها الʱفإن دال f  ة للدالةʲالʲقة الʱʷʺى الʺʶتf  
Ǽfالرمز و نرمز لها     ى الدوالʺʶت .f  ،f  ،f ..،،. nfعة للدالةǼاʱʱʺقات الʱʷʺال ...،f.  

الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :مʰال       0�  ِبـ  3 1
f x x

x
   

لدينا:   2
2

1
3f x x

x
        ،  3

2
6f x x

x
            ،  4

6
6f x

x
  .  

 الاشʯقاقʻة و الاسʸʯرارȂة. 4
  فإنها مʱʶʺرة على هذا الʺʳال. Iقابلة للاشʱقاق على مʳال fإذا ؗانت دالة :خاصʻة    

xدائʺا صʴʽʴا فʺʲلا الدالة: عȞس هذه الʵاصʽة لʽس :ملاحʢة       x  دʻرة عʺʱʶقاق  0مʱر قابلة للاشʽغ ʧؔو ل

.  لدیʻا 0عʻد
0

lim 0
x

x


 ةʰʶʻا الʺʻʽبh

h
لأن 0لا تقʰل نهاǽة عʻد  

0
lim 1

h

h

h
   و

0
lim 1

h

h

h
.  
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2 3 4 5

2

0 1

1

x

y

  مفʴرا بʻانʻا في ؕل مرة الʹʱʻʯة 1عʹد kو f،gأدرس قابلʻة اشʯقاق الدوال الʯالʻة :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
الʶʲʸل علʻها:           22 2 3f x x x     ،  1g x x   ،  2 1k x x x   

نهاǽة الʰʶʻة ندرس aعʻد fلدراسة قابلية اشتقاق دالة ʟرȂقة:      f a h f a

h

   یؤوللʺاh 0إلى.  

 :الʲل            
22 2 21 2 1 3 4 41 1 h h h hf h f

h h h

            هʻوم  

     2

0 0

1 1
lim lim 4 0
h h

f h f
h h

h 

 
  إذن الدالة .f دʻقاق عʱل الاشʰا 1تقʻو لدی 1 0f   .  

الʺʻʴʻي fC ة ذات الفاʢقʻد الʻل عʰقǽهه 1صلةʽجʨاصل. 0مʺاسا معامل تʨر الفʨʴʺل ȑازʨم ʨو ه  

         :اʻأجل لدی ʧم   1 1 1g h g h

h h h

 
   هʻوم   

0

1 1
lim
h

g h g

h

 
   

Ǽʺا أن نهاǽة الʰʶʻة .2قابلة للاشʱقاق عʻدغʽر  gإذن الدالة   1 1g h g

h

  هي  

ʦʽقʱʶʺه الʽجʨفإن معامل ت AMثʽح 1;0A وM ʧة مʢنق gC هاʱ1فاصل h  
و هذا ǽعʻي أن  0إلى ʰʸǽhح ʽʰؗرا جدا لʺا یؤول gC ةʢقʻد الʻل عʰقǽ 1;0A  

  مʺاسا مʨازȄا لʴامل مʨʴر الʱراتʽب.

نهاǽة الʰʶʻة إذا ؗانت ʟرȂقة:     f a h f a

h

   یؤوللʺاh ي 0إلىʻʴʻʺة فإن الʽهʱʻر مʽغ fC دʻل عʰقǽ  

  مʺاسا مʨازȄا لʴامل مʨʴر الʱراتʽب. aالʻقʢة ذات الفاصلة  

            أجل ʧ0مh  ،       2 11 1
2 1

h hk h k
h

h h

 
     

0hو مʧ أجل   ،       2 11 1
2 1

h hk h k
h

h h

 
     

  .2مʶاوȄة لـِ  0و نهاǽة مʧ الʶʽار عʻد 2مʶاوȄة ل ـِ 0نلاحظ أن هذه الʰʶʻة تقʰل نهاǽة مʧ الʧʽʺʽ عʻد
و عددها الʺȘʱʷ مʧ   2هʨ 1مʧ الʧʽʺʽ و مʧ الʶʽار و أن عددها الʺȘʱʷ مʧ الʧʽʺʽ عʻد 1تقʰل الاشʱقاق عʻد kنقʨل أن 

( الʰʶʻة1و Ǽʺا أنهʺا مʱʵلفان فهي غʽر قابلة للاشʱقاق عʻد  2هʨ 1الʶʽارعʻد   1 1k h k

h

 دʻة عǽل نهاʰ0لا تق .(

الʺʻʴʻي  kC ةʢقʻد الʻل عʰقǽ 1;0A   ههʺاʽجʨمعاملا ت ʧʽفي مʺاسʸ2و 2ن.  
بِـ  �الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل     2f x x x   ʥȜʻو ل fC .انيʻʮلها الʻʰʸت  

مʰل على شاشة حاسʮة بʻانʻة الʲʹʸʹي. 1 fC و  اسʸم fC ةʠعʹد الʹقA ذات الفاصلة 2. 

عʥʻ معادلة لِـ . 2 . 

  الʲل
  .أنʤر الȞʷل الʺقابل. 1

و لدیʻا:  �قابلة للاشʱقاق على fالدالة. 2  2 1f x x   هʻو م 2 3f     

بȘʽʰʢʱ الدسʨʱر:      y f a x a f a    2معa    دʳ3ن 4y x  .                                  
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  اتʻلʸقات و العʯʵʸال 

  مʯʵقات دوال مألʦفة. 1
 مʳالات قابلʽة الاشʱقاق f x  f x  

� 0 k ثʽح)k(قيʽثابت حق  
� 1 x  
� 1nnx  nx)n � 2وn  (  

  ;0و 0; 
2

1

x
  1

x
  

 0; 1

2 x
  x  

� sin x cos x  
� cos x sin x  

 
 ʯʵʸقات والعʸلʻات على الدوال ال. 2

        u وv الʳقاق على مʱان للاشʱان قابلʱدالI ʧو �مk قيʽعدد حق.  
  

u

v
I (  1لا تʻعدم على v( الدالة       

v
  uv  ku  u v  الدالة  

2
''

v

uvvu   
2

v

v


 u’ v + v’ u k u’  u’ + v’  قةʱʷʺال  

   :نʯائج      
          قاق علىʱدود قابلة للاشʴرات الʽʲؗ الدوال�.  
          .فهاȄعة تعرʨʺʳفي م Ȑʨʱʴال مʳقاق على ؗل مʱقة قابلة للاشʡاʻالدوال ال  

مʯʵقة الدالة: . 3 x u ax b 
0aمع عددان حقʽقʽان bو a :مʮرهʹة     .u الʳقاق على مʱدالة قابلة للاشIʧمRʧȞʽل.J  نʨȞʺال الʳʺال  

axحʽث xمʧ الأعداد الʴقʽقʽة     b ي إلىʺʱʻیI.  
:الدالة      ( )f x u ax b قاق قابلةʱعلى للاشJ :اʻو لدی  ' '( )f x au ax b   

   :أمʰلة      
          الدالةf بـِ  �الʺعرفة على   sinf x ax b  قاق علىʱا:و لدی �قابلة للاشʻ  

   cosf x a ax b    
          الدالةg بـِ  �الʺعرفة على   cosg x ax b  قاق علىʱا:  �قابلة للاشʻو لدی  

   sing x a ax b    
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عʥʻ مʯʵقة ؕل دالة مʥ  الدوال الʯالʻة الʸعرفة على :1تʸرʥȂ مʲلʦل    0;I   :ِبـ  

          3 21
3 3

2
f x x x x       ،   1g x x x   ،  sin x

h x
x

  

  نقʨم أولا Ǽالʱعرف على شȞلها. لحساب مشتقة دالة ʟرȂقة:   
   :الʲل   
         الدالةf قاق على قابلةʱه فهي �للاشʻر حدود و مʽʲؗ قاق على قابلة لأنها دالةʱللاشI :اʻو لدی  

  23
6 1

2
f x x x      

         الدالةg قاق على قابلةʱللاشI ʧʽʱقاق على لأنها جداء دالʱللاش ʧʽʱقابلI :اʻو لدی  

    1 3 1
1

2 2

x
g x x x

x x

       

         الدالةh قاقʱللاش ʧʽʱقابل ʧʽʱة دالʺʶا أن الدالة الʺقام: �على هي حاصل قʺǼ وx x عدم علىʻلا تI  
  و لدیʻا: Iتقʰل الاشʱقاق على hفإن الدالة

  2

cos sinx x x
h x

x

   

حʻث �على دالة قابلة للاشʯقاق fلʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل     2

1

1
f x

x x
 

 
.  

    ʥʻʯر الدالʮʯنعg وh ʻʯعرفʸال ʥبِـ �على   g x f x   و   2 1h x f x    
    ʥʻʯالدال ʥʻʻبدون تعg وh ʥʻʯالدال ʥʻعg  وh .  
   :الʲل   
         أجل ؗل ʧمx ʧم� ، x ي إلىʺʱʻه فالدالة �یʻومg قاق علىʱا:و  �قابلة للاشʻلدی  

   
   2 2

1 1

11
g x f x

x xx x
       

    
  

         أجل ؗل ʧمx ʧم� ، 2 1x  ي إلىʺʱʻه فالدالة �یʻومh قʱا: �اق علىقابلة للاشʻو لدی  

   
   2 2

1 2
2 2 1 2

4 2 12 1 2 1 1
h x f x

x xx x
      

    
  

0xمʥ أجل :3تʸرʥȂ مʲلʦل     وn  عʷعي نʻʮʟ عدد  n
nf x x x  

تقʮل الاشʯقاق على nfبʥʻ أن الدالة     0; ʥر عʮع ʤث 1nf x بدلالةn و nf x.  
nxالدالة  :الʲل    x  قاق علىʱل الاشʰا الدالة  �تقʺʻʽبx x  قاق علىʱل الاشʰتق 0;  هʻو م

جداؤهʺا تقʰل الاشʱقاق على nfفالدالة 0;.  

لدیʻا:  1
1

n
nf x x x
       هʻو م    1

1

1
1

2
n n

nf x n x x x
x


      

 و Ǽالʱالي   1

1 3
1

2 2
n n n

nf x n x x x x n x x
       
 

  

: ذاهȞ نʳد و   1

3

2n nf x n f x
    
 
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2 3-1-2-3-4-5

2

3

4

5
6

-1
0 1

1

x

y

 ر دالةاʻاه تغʱت  
 الʯʵʸقة و اتʱاه تغʻر دالة. 1

 .�مI ʧمʳال دالة قابلة للاشʱقاق على f :مʮرهʹة ( دون برهان )    

   أجل ؗل ʧإذا ؗان مx ʧمI،  0f x  عدمʻي  تʱال ʦʽالق ʧدود مʴأجل عدد م ʧم ʧȞʺالدالة  ما عدا مf       ʧم  
  .Iتʺاما علىمʱزایدة  fأجلها، فإن الدالة     
   أجل ؗل ʧإذا ؗان مx ʧمI،  0f x  عدمʻي  تʱال ʦʽالق ʧدود مʴأجل عدد م ʧم ʧȞʺالدالة  ما عدا مf ʧم  
  .Iمʻʱاقʸة تʺاما على fأجلها، فإن الدالة     
   أجل ؗل ʧإذا ؗان مx ʧمI،  0f x   فإن الدالةf ة علىʱثابI. 

بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :ملاحʢة        3f x x  
و لدیʻا �قابلة للاشʱقاق على fالدالة  23f x x  :هʻو م   

� ،مx ʧمʧ أجل ؗل  0f x   و 0 0f    
  �مʱزایدة تʺاما على fإذن الدالة

 القʤʻ الʲدǻة الʲʸلʻة .2
 .Iعدد حقʽقي م0x ʧو �مI ʧمʳال دالة معرفة على f :تعارȂف     

    ل أنʨالق 0f x ةǽة حدʺʽى للدالة قʺʤة عʽلʴمf حʨʱال مفʳجد مʨي أنه یʻعǽJ في ȐʨʱʴمIلʺʷǽ 0وx  
J ،مʽʴǼx ʧث مʧ أجل ؗل       0f x f x.  
    ل أنʨالق 0f x ةǽة حدʺʽللدالة ق Ȑة صغرʽلʴمf حʨʱال مفʳجد مʨي أنه یʻعǽJ في ȐʨʱʴمIلʺʷǽ 0وx  
J ،مʽʴǼx ʧث مʧ أجل ؗل       0f x f x.  
    ل أنʨالق 0f x ِة ل ـʽلʴة مǽة حدʺʽقf ǽي أنʻع 0f x  .Ȑى أو صغرʺʤة عʽلʴة  مǽة حدʺʽق  

الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :مʰال       6;4  ِبـ   3 21
3 9

5
f x x x x    

و لʧȞʽ في الȞʷل الʺقابل تʺʽʲلها الʽʰاني.  27
3

5
f   ىʺʤة عʽلʴة مǽة حدʺʽللدالة قf   

و   1 1f   للدالة Ȑة صغرʽلʴة مǽة حدʺʽقf.  
 .Iعدد حقʽقي م0x ʧو �مI ʧمفʨʱح مʳال دالة معرفة و قابلة للاشʱقاق على f :مʮرهʹة ( دون برهان )     

fإذا انعدمت الدالة الʺʱʷقة      دʻ0عx رة إشارتها فإنʽمغ 0f x ةǽة حدʺʽة للدالة قʽلʴمf.  
0x x  0x  x  

-          0 +  f x           +0        -   f x 
 0f x 

 f x  
  
  
 0f x  

 f x  
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بِـ  �الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل     3 23 4f x x x     
. أحʴبfأدرس اتʱاه تغʻر. 1 1f رات الدالةʻل جدول تغȜش .f ج إشارتها علىʯʹʯاس ʤث�. 

علىالʸعرفة gأدرس اتʱاه تغʻر الدالة Ǻ1اسʯعʸال الʴؤال. 2 ;0 بِـ  21 4
3

2
g x x x

x
    

   :الʲل   
:و لدیʻا �على قابلة للاشʱقاق fالدالة. 1   23 6 3 2f x x x x x    . f x الدرجة ʧر حدود مʽʲؗ 

و Ǽالʱالي فإشارته مʧ نفس إشارة 2و 0الʲانʽة جذراه  3الʳʺة على الʰسال ȑأ ʧȄذرʳال ʧʽب 0;2  
لدیʻا:       3 2

1 1 3 1 4 0f         
            2           0             1-  x  

              0      0                   إشارة f x  

                              4     
   0  

  0 

  
 f x  
  

مʧ جدول الʱغʽرات نʱʻʱʶج أن   0f x  على ; 1   و  0f x  على 1; .  

على قابلة للاشʱقاق gالدالة. 2 ;0 اʻو لدی  :   3 2

2 2 2

4 3 4
3

f xx x
g x x

x x x

       

إذن إشارة g x نفس إشارة ʧهي م f x على ;0 ة علىʰسال ȑأ ; 1  ة علىʰجʨو م 1;0.  
مʻʱاقʸة تʺاما على gنʱʻʱʶج هȞذا أن الدالة ; 1  زایدة تʺاما علىʱو م 1;0.  

  مʯʳارة ȜʵǺل مʹاسب قارن بʥʻ العددیf :ʥبدراسة اتʱاه تغʻر دالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل   
1

0,999998
0,999998

A    1و
0,999999

0,999999
B    

على مʲلا  الʺعرفة  fنعʰʱر الدالة   :الʲل    0;  ِبـ  1
f x x

x
   

على  قابلة للاشʱقاق fالدالة 0;  :اʻو لدی 
2

2 2

1 1
1

x
f x

x x

   الي فإن إشارةʱالǼ و . f x  نفس ʧهي م

إشارة 2 1x  هʺاالذ ʧȄل جذرʰقǽ ȑ 1 ه  1وʻو م  

          1          1            x  
           +0    -0     + 2 1x   

 مʻʱاقʸة تʺاما على الʺʳال fنʱʻʱʶج هȞذا أن الدالة   0;1 الʳʺزایدة تʺاما على الʱو م 1;  
    نلاحظ أن 0,999998A f     و  0,999999B f   

   ʧا أن العددیʺǼ ال 0,999999و  0,999998 وʳʺان إلى الʽʺʱʻی 0;1  
0,999998مع   0,999999  فإن   0,999998 0,999999f f  

Aو هȞذا فإن  B  
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  ةʮ  اشʯقاق دالة مرؕ

vمʯʵقة الدالة . 1 u 
الاشʱقاق على vو قʰلت الدالة �مI ʧمʳال الاشʱقاق على uإذا قʰلت الدالة :مʮرهʹة ( دون برهان )     u I  

vفإن الدالة      u  قاق علىʱل الاشʰتقI أجل ؗل ʧا مʻو لدیx ʧمI:  
                                       v u x v u x u x       

بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :مʰال         222 3 1f x x    
fنلاحظ أن  v u   ثʽ2ح: 3u x x      2و: 2 1v x x   هʻو م     2 1f x v x u x      

Ǽعد الʶʴاب نʳد:      2 24 3 2 8 3f x x x x x       

 تʻʮʠقات. 2
  قة الدالةʯʵم x u x 

تقʰل الاشʱقاق  uفإن الدالة Iلىو ؗانت مʨجʰة تʺاما ع �مI ʧمʳال قابلة للاشʱقاق على uؗانت الدالةإذا 

و لدیʻا:  Iعلى 
2

u
u

u

 .  

fنʹع :الʮرهان       u  هʻو مf v u   ثʽح:v x x  

تقʰل الاشʱقاق على vالدالة 0; اʻو لدی  1

2
v x

x
 أجل ؗل ʧا أن مʺǼ .xʧمI ،  0u x  فإنf ل تʰق

1و لدیʻا: Iالاشʱقاق على

2 2

u
f u

u u


    

  قة الدالةʯʵم  n
x u x    )n  Ȗقʲǻ عيʻʮʟ 2عددn  ( 

  و لدیʻا:  Iتقʰل الاشʱقاق على nuفإن الدالة  �مI ʧمʳال علىقابلة للاشʱقاق  uؗانت الدالةإذا  
                                          1n nu n u u  .  

nfنʹع :الʮرهان       u  هʻو مf v u   ثʽح: nv x x  
vالدالة 2n  قاق علىʱل الاشʰا �تقʻو لدی  1nv x nx  إذن الدالة .f قاق علىʱل الاشʰتقI  :اʻولدی  

                                1 1n nf nu u nu u      

  قة الدالةʯʵم
 
1

n
x

u x 
 

  )n  Ȗقʲǻ عيʻʮʟ 1عددn  (  

1 فإن الدالة Iولا تʻعدم على �مI ʧمʳال قابلة للاشʱقاق على uؗانت الدالةإذا 
nu

  Iتقʰل الاشʱقاق على 

و لدیʻا:  
1

1
n n

nu

u u 

     
 

.  
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2 3-1

2

3

-1

0 1

1

x

y قابلة للاشʯقاق علىgالʻʰʸʯل الʻʮاني الʸقابل هʦ لدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل    1;3  
عʥʻ بʻانʻا إشارة. 1 g x إشارة ʤث g x. 

على الʸعرفة fنعʮʯر الدالة. 2 1;3  بِـ    2
f x g x    . 

أحʴب f x  بدلالة g x و g x ج إشارةʯʹʯاس ʤث f x.  
  

   :الʲل   
ǽقع فʨق مʨʴر الفʨاصل مʧ أجل gمʻʴʻى الدالةنلاحظ أن . 1   1;0 2;3x    أجل ʧه مʱʴو ت 0;2x  

و مʻه    0g x  أجل ʧم   1;0 2;3x     و  0g x  أجل ʧم 0;2x .  
مʻʱاقʸة تʺاما على Ǽgʺا أن الدالة 1;1 زایدة تʺاما علىʱو م 1;3  ةʢقʻد الʻاصل عʨر الفʨʴʺا لȄازʨل مʺاسا مʰو تق
فإن 1ذات الفاصلة  0g x  أجل ʧم 1;1  و  0g x  أجل ʧم 1;3x  و 1 0g  . 

معرفة و قابلة للاشʱقاق علىgالدالة. 2 1;3  ه فالدالةʻ2و مf g  قاق علىمعرفة و قابلة لʱلاش 1;3 

و لدیʻا:      2f x g x g x ل على إشارةʸʴالي نʨʺدول الʳعʺال الʱاسǼ . f x  
3          2            1               0             1-  x  

            +0    -             -     0       +   g x  
             +            +0      -                 -   g x 
            +0    -0             +0       -    f x 

  قات الدوال الآتʻة:عʥʻ مʯʵ :2تʸرʥȂ مʲلʦل    

1 . 42: 2 3f x x x   2.           �على  .
 32

1
:

1
g x

x 
  على 1;. 

3 .: ² 4h x x   على 2;.  
   :الʲل   

4fنلاحظ أن. 1 u  مع  22 3u x x x  الدالة .u قاق علىʱا  �قابلة للاشʻو لدی  4 1u x x   

34fو لدیʻا �قابلة للاشʱقاق على fإذن u u  أجل ؗل ʧه مʻو مxʧم�،    324 4 1 2 3f x x x x      

نلاحظ أن. 2
3

1
g

u
  مع  2 1u x x  ا أنʺؗ  0u x  أجل ʧمx ʧم 1;الدالة .u قاقʱقابلة للاش 

على  1; اʻو لدی  2u x x إذن .g قاق علىʱقابلة للاش 1;  اʻو لدی
4

3u
g

u


    أجل ʧه مʻو م

، �مxʧكل   
   4 42 2

3 2 6

1 1

x x
g x

x x
    

 
  

hنلاحظ أن. 3 u  مع  2 4u x x الدالة .u قاق علىʱقابلة للاش 2;  مع  0u x إذن .h  قابلة

للاشʱقاق على 2;  اʻو لدی
2

u
h

u


  أجل ؗل ʧه مʻومx ʧم 2; ، 

2 4

x
h x

x
 


.  
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 آلفي الʯب الȂقرʯ– قة أولرȂرʟ  
 الʯقرȂب الʯآلفي. 1

  .Iمعرفة على مʳال مفʨʱح دالة f :خاصʻة    
xحʽث  ʽʴǼhث مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي فإنه تʨجد دالة  Iمx ʧالاشʱقاق عʻد fإذا قʰلت      h ي إلىʺʱʻیI  
لدیʻا:             f x h f x hf x h h         مع 

0
lim 0
h

h


.  
: نʱؔب عʻدئذ 0قرȄب مh ʧمʧ أجل          f x h f x hf x    
ʶǽʺى        f x hf x  ِآلفي ل ـʱب الȄقرʱال f x h أجل ʧمh ʧب مȄالدالة0قرǼ Șالʺرف ،f. 

و مʻه xقابلة للاشʱقاق عʻد f، مʧ الʺعʽʢات لدیʻاIمx ʧلʧȞʽ :الʮرهان           
0

lim
h

f x h f x
f x

h

 
  

 ʨضعب       f x h f x
h f x

h


 
   اʻن لدیʨȞǽ     

0
lim 0
h

h f x f x


     

إذن       f x h f x
h f x

h


 
   هʻو م       f x h f x hf x h h   .  

بʨضع:    :الʯؒاǺة الʯفاضلʻة       x x h x      و   y f x h f x          اواةʶʺب الʱؔت  
         f x h f x hf x h h         :ا یليʺؗ( ) ( )y f x x x x       
)و مʻه الʱقرȄب  )y f x x    نʨȞǽ دماʻعx ʧا مʰȄ0قر.  

)الʱالʽة: الʱفاضلʽة اغةʽʸنʢʸلح ال )
dy

f x
dx

   أو ( )dy f x dx.  

df:فʽزȄائʽة و ʸǼفة عامة نʱؔبفي العلʨم الʱʶǽعʺل هذا الʱرمʽز 

dx
ʧبدلا مf    

و 
2

2

d f

dx
 ʧبدلا م f   ذاȞوه 

n

n

d f

dx
  ʧبدلا م( )nf.  

 ʟرȂقة أولر. 2
Ǽfʺعرفة fنʷاء تʺʽʲلات بʽانʽة تقرʽʰȄة لدالةǼإتʶʺح ʡرȄقة أولر    0و 0( )y f x بȄقرʱقة على الȄرʢترتؔز هذه ال .

لدیʻا:  0قرȄب مh ʧأجل ʽʴǼث مf ʧالʱآلفي للدالة     0 0 0f x h f x hf x  .  
انʢلاقا مʧ الʻقʢة 0 0 0;A x y ثʽʴǼ 0 0f x  ةʢقʻئ الʷʻن 1 1 1;A x y  1ذات الفاصلة 0x x h   يʱو ال

تʱʻʺي إلى الʺʱʶقʦʽ الذȑ معامل تʨجʽهه 0f x ʧ0والʺار مA :اليʱالǼ و  
   1 0 0y f x hf x   ا أنʺǼ و     0 0 0f x h f x hf x    

فإن الʻقʢة 0قرȄب مh ʧمʧ أجل 1 1 1;A x y ʧة مʰȄقر fC يʻʴʻمf.  
ʧلاقا مʢاء، انʷإن ʧȞʺǽ قةȄرʢفس الʻ1بAةʢقʻال ،    2 1 1 1;A x h f x hf x .  
و هȞذا ʧȞʺǽ على الʨʱالي إنʷاء الʻقط ;n n nA x y ثʽ1حn nx x h   

و   1 1n n ny f x hf x   1معn قطʻط الȃ0. برA،1A،2A لʸʴن ...،  
  .0أقرȃا إلى hو نʸʴل على أكʲر دقة ؗلʺا ؗانʶʺى الʨʢʵة. ǽ ذȑال hمرتʰط Ǽاخʽʱار  fعلى تʺʽʲل بʽاني تقرʰȄي ل ـِ
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  رارة.تʸʯدد عʹد ارتفاع  دراجة ال8cm ʲؕرة حدیدǻة نʶف قʠرها :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
 ؟ 1mmما هʦ تغʻر حʸʱها لʸا یرتفع نʶف قʠرها بِـ . 1

  ما هʦ تغʻر مʴاحʯها في نفس الʢروف ؟. 2
   :الʲل   

1 .ʧȞʽلV  ِالؔرة ب ـ ʦʳ3حcm ʧȞʽو لR ِرها ب ـʢف قʸنcmʧʽعʻل .V بʰʶǼ اصلʴالؔرة ال ʦʳر حʽتغ 

 0,1R   ر في حالةʢف القʸر نʽ8تغR cm .:اʻ34لدی

3
V R  هʻو م 2 24

3 4
3

dV
R R

dR
    

ȑ24أdV R dR  ا أنʺǼ 0,1 وR  ʧب مȄب  0( قرʱؔا أن نʻʻȞʺǽ (24V R R      
  و هȞذا نʳد:      2

4 8 0,1 80V      اليʨʴǼ ʦʳʴه یرتفع الʻ380و مcm.  
2 .ʧؔʱلS  ِاحة الؔرة بـʶ2مcm  هʻ24و مS R اليʱالǼ 8وdS RdR  بʱؔا أن نʻʻȞʺǽ 

8S R R   أجل ʧ0مR  ذاȞ20. و هS  ʨʴǼ احةʶʺ220الي. ترتفع الcm.  
دالة تʲقf :Ȗلʥؒʯ :2تʸرʥȂ مʲلʦل   0 1f  و f x x .  

Ǻ0,5hاسʯعʸال ʟرȂقة أولر و Ǻاخʻʯار خʦʠة. 1  ِة ل ـʻʮȂقرʯال ʤʻالق ʥʸʷʯل جدولا یȜش f x أجل ʥمx 

یʹʸʯي إلى    0;5 ا للدالةʻʮȂلا تقرʻʰʸئ تʵأن ʤثfائʯʹة للعدد0,01إلى ج. تدور الȁة مقرʸʻق ʥʻع . 4f.  
0,1hر خʦʠة جدیدة  Ǻاخʻʯا. 2   ة للعددȁة مقرʸʻق ʥʻع 4f. 

نʮرهʥ أن. 3  2
1

3
f x x x أن Ȗقʲت . 0 1f  و f x x بʴأح . 4f ةʱʻʯʹقارن ال ʤث 

   ʤʻمع الق ʥʻتʦʠʳالǺ قاǺها ساʻل علʶʲʸة الȁقرʸ0,1و 0,5ال.  
ل ـِ لإʳǽاد قʽʺة مقرȃة ʟرȂقة:   f a h بȄقرʱعʺل الʱʶن     f a h f a hf a   ثʽحh ʧب مȄ0قر.  
   :الʲل   

لدیʻا:. 1     0,5 0 0,5 0 1f f f    ،     1 0,5 0,5 0,5 1 0,5 0,5 1,354f f f       
  
  
لدیʻا   4 5,765f .  
  
  
  
  

نʳد Ǽاسʱعʺال مʳدول أو برنامج حاسʰة بʽانʽة . 2 4 6, 227f . 

مʧ الʨاضح أن. 3 0 1f   ا أنʺؗ  2 2 3

3 3 22

x
f x x x x

x

       
 

 

نالدي   2 19
4 4 4 1

3 3
f      و باستعمال حاسبة نجد 4 6,333f  نلاحظ أن القيمة المقربة المحصل عليها .

أقرب من القيمة المضبوطة لـِ  0,1بالخطوة 4f 0,5بالخطوة من القيمة المقربة المحصل عليها.  
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  ةʻʰلʰدراسة دالة م 

 تذʻؕر حʦل الدالʥʻʯ " جʻب " و " جʻب الʸʯام ". 1
     انʱالدالcosx x وsinx x ان علىʱمعرف�.  
    أجل ؗلم ʧx ʧ2، �مx  ي إلىʺʱʻا  �یʻو لدی cos 2 cosx x    و sin 2 sinx x   

 ʧʽʱل أن الدالʨنقcosx x وsinx x  
  .2دورʱȄان دورهʺا 

    أجل ؗل ʧمx ʧم� ، cos cosx x   
و   sin sinx x    

 الدالة " ʡل ". 2
sin" معرفة بـِ  ʣtanل " و الʱي نرمز إلʽها Ǽالرمز "  الدالة " تعرȂف:    

tan
cos

x
x

x
 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمx  

   ʧلف عʱʵǽ
2

k
   ثʽحk حʽʴعدد ص k �.  

ʱʵǽلف عx ʧؗل مʧ أجل   :خʦاص    
2

k
  ، tan tanx x ة دورهاȄل " دورʣ "إذن الدالة . .  

                أجل ؗل ʧمx ʧلف عʱʵǽ
2

k
 ، tan tanx x   رʣاʻʱل" مʣ" ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺإذن ال .

.ʦدأ الʺعلʰة إلى مʰʶʻالǼ  

;0لى الʺʳالمʧ الʵاصʧʽʱʽ الʶاǼقʧȞʺǽ ʧʽʱ اقʸʱار دراسة الدالة "ʣل" ع :دراسة الدالة "ʡل"    
2

 
  

  

أجل ؗل ʧمx ʧلف عʱʵǽ
2

k
 ،   

2 2
2

2 2

cos sin 1
tan 1 tan

cos cos

x x
x x

x x

      

Ǽʺا أن     tan 0x   .هʽال معرفة فʳزایدة تʺاما على ؗل مʱل"  مʣ"  فإن الدالة  

 اʻلدی
2

lim sin 1
x

x


  و
2

lim cos 0
x

x


 أجل ؗل ʧا أن مʺǼ وx ʧ0م;
2

 
  
،cos 0x  فإن

2

lim n
x

ta x


   

لةنʱʻʱʶج أن الʺʱʶقʦʽ ذو الʺعاد
2

x


 ."لʣ" ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم  

2

                                  0 x  
+     tan x 

                  
  

                                    0  
 tan x  
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بِـ  �الدالة الʸعرفة على fلʥؒʯ تʸرʥȂ مʲلʦل:     2sinf x x ʥȜʻو ل C انʻʮلها الʻʰʸتʤي في معل  
مʯعامد    ; ,O i j

 
.  

و أن مʦʲر الʯراتʻب مʦʲر تʹاʡر للʲʹʸʹي دورȂة دورها fبʥʻ أن الدالة. 1 C. 

;0 على الʱʸال fأدرس تغʻرات الدالة. 2
2

 
  

. 

أرسʤ الʲʹʸʹي. 3 C0على;
2

 
  

3ثʤ على  
;

2 2

    
. 

   :الʲل   
، �مx ʧمʧ أجل ؗل. 1       22 2sin sin sinf x x x x f x        ه الʻدالةو مf  

  .دورȄة دورها
،�مx ʧمʧ أجل ؗل         2 22 2sin sin sin sinf x x x x x f x           ه الدالةʻو مf 

ʻʴʻيمʨʴر الʱراتʽب مʨʴر تʻاʣر للʺزوجʽة و Ǽالʱالي فإن  C.  
Ǽsinxʺا أن الدالة. 2 x قاق علىʱالدالة فإن �قابلة للاشf قاق علىʱفهي إذن�قابلة للاش  ( ʧʽʱجداء دال ) 

;0قابلة للاشʱقاق على 
2

 
  

،�مx ʧمʧ أجل ؗل و لدیʻا:   2sin cosf x x x   

 ʧا أن العددیʺǼ وsin x  وcos x ان علىʰجʨ0م;
2

 
  

sinمع  0 0 وcos 0
2


 فإن  0f x  0على;

2

 
  

  

;0مʱزایدة تʺاما على الʺʳال fو Ǽالʱالي فالدالة
2

 
  

.  

2

                    0 x  
0 + 0  f x 

1  
  

0 

  
 f x  
  

;0على الʺʳال ʲfل للدالةنرسʦ في الʰداǽة الʺʻʴʻي الʺʺ. 3
2

 
  

 ثǼ ʦاسʱعʺال الʻʱاʣر Ǽالʰʶʻة إلى مʨʴر الʱراتʽب  

;نرسʦ  الʺʻʴʻي على
2 2

    
iانʴʶاب شعاعهنقʨم  ǼدورȄة دورها fو Ǽʺا أن الدالة 


لرسʦ الʺʻʴʻي  C   على

3الʺʳال
;

2 2

    
.  

لرسʦ :ملاحʢة    C  
  انʴʶاǼات نʳرȑ  �على

kأشعʱها مʱʱالʽة i


  حʽث 
k ʧح( مʽʴعدد ص� (  
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  الʸقارنة بʥʻ دوال وتعʥʻʻ الأوضاع الʹʻʮʴة لʻʹʲʹʸاتهʸا   

الʺعرفʧʽʱ على gو ʧʽʱfنعʰʱر الدال 0;  :ا یليʺؗ 
3

6

x
f x x    و  sing x x  

   ʧȞʽو ل fC  و gC انسʳʱعامد و مʱم ʦب في معلʽرتʱعلى ال ʧʽʽانʽʰهʺا الʽلʽʲʺت ; ,O I J.  
 مʸاس مʯʵرك .1

ʧʽʽʻʴʻʺأن لل ʧʽب fC  و gC  ا مʺاسا مʱʷرؗ T ةʢقʻد الʻعO .معادلة له ʧʽʽلب تعʢǽ  
دراسة الأوضاع الʹʻʮʴة للʻʹʲʹʸات .2 fC و gC و T  
ʱر الدالة نعʰu الʳʺالʺعرفة على ال 0;  ِبـ  sinu x x x  

 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتu 
 ج إشارةʱʻʱاس u x على 0; يʻʴʻʺعة الʽددا وضʴم gC ة للʺʺاسʽʰʶʻالǼ T. 

الʺعرفة على الʺʳال vنعʰʱر الدالة           0;  ِبـ 
3

sin
6

x
v x x x    

   بʶأح v x   ʦث v x أجل ʧمx ي إلىʺʱʻی 0;. 

 إشارة ʧʽع v x ر الدالةʽاه تغʳج اتʱʻʱاس ʦثv . 

 إشارة ʧʽع v x ر الدالةʽاه تغʳج اتʱʻʱاس ʦثv. 

 حدد إشارة v x. 

 أجل ؗل ʧأنه م ʧʽبx ʧم 0; ،
3

sin
6

x
x x x   

 اتʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻحدد الأوضاع ال fC، gC و T. 

  ʦئ في نفس الʺعلʷأن ; ,O I J اتʽʻʴʻʺال fC، gC و T. 

Ȗʻʮʠر الدالة   :1تʰʱنعf  بـِ  �الʺعرفة على  22cos 2f x x x    
 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتf   على�. 
 رات الدالةʽج تغʱʻʱاسf  على�. 

 ʧʽʱالدال ʧʽقارن ب: cosu x x  و
2

: 1
2

x
v x  

Ȗʻʮʠر الدالة  :2تʰʱنعnf  الʺعرفة على 0,  ِبـ  
   1 1

n

nf x x nx    ثʽح 0;1n  �  
 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتnf   على 0,. 

  " ةʴت صʰأثʯلي مʦایʹة برنʮ                                      :ةʽالʱ16/8/1705 – 21/12/1654" ال 
 يجاكʦب برنʦل                                                                                          

   
مx ʧمʧ أجل ؗل     0, أجل ؗل ʧو مn ʧم� ، 1 1

n
x nx    

  

  طريقة
إʳǽاد إشارة الʺʱʷقة  عʻدما یʱعذر

ʧȞʺǽ دراسة اتʳاه تغʽر مʰاشرة 
 الدالة الʺʱʷقة لʴʱدید إشارتها.
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 دراسة دالة صʸاء   

بـِ  �الʺعرفة على gنعʰʱر الدالة .1  22 1g x x x   

 ر الدʽاه تغʳالةأدرس اتg. 
 أن الʺعادلة ʧʽب  0g x  داʽل حلا وحʰتق ج إشارةʱʻʱه. اسʻʽʽلب تعʢǽg على�. 

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة .2  22 1f x x x   ʧȞʽو ل fC .عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت 

  ʧʽʺʽقʱʶʺر الʰʱنع  : 3D y x   و  :D y x  

 ي الدالةʱأدرس نهایf دʻع دʻو ع. 

 أجل ؗل ʧأنه م ʧʽبx ʧم� ،   
21

g x
f x

x
 


 .f. اسʱʻʱج جدول تغʽرات الدالة

 بʶأح lim 3
x

f x x


  اʽر بʶها.. فʽل علʸʴʺة الʳʽʱʻا الʽن 

 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب D  يʻʴʻʺا للȃا مقارʺʽقʱʶم fC دʻع. 

 ةʽأدرس وضع fC ة إلىʰʶʻالǼ D و D  ʦأرس . fC، D و D .  

 تقرȂب دالة بʦاسʠة مʱدول أو حاسʮة بʻانʻة   

ʧؔʱلf دالة  Șقʴت 1 0f  أجل ؗل ʧو مx  ʧم 0; ،  1
f x

x
   

Ǽ0,01hإتʰاع " ʡرȄقة أولر " أنʳز ورقة الʶʴاب الʺʨالʽة Ǽاخʽʱار خʨʢة .1  :اليʱدول الʳأكʺل ال ʦث  
  

 
 f x  x 

0,695653 2 
  3 
  4 
  5 

   
  
  
على الʺʳال fأنʷئ تقرʰȄا لʺʻʴʻي الدالة .2 1;5. 

 ʨʢةأعد إنʳاز نفس الʳدول الʶابǼ Șاخʽʱار خ .3
0,001h ʥها مع تلʽل علʸʴʺائج الʱʻال ʧʽقارن ب .  

  الʱي تقدمها الʴاسʰة Ǽاسʱعʺال اللʺʶة
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  .موضوع محلول 

: ʥȂرʸت  
 : بـِ الʺعرفة  fنعʰʱر الدالة 

4 2

b
f x ax

x
 


 

  عددان حقʽقʽان. bو aمع
  . fمʨʺʳعة تعرȄف الدالة  fDعʧʽ  أ ـ .1

تقʰل الاشʱقاق على ؗل مʳال مf  ʧبʧّ̔ أن الدالة ب ـ
  . fDالʺʨʺʳعة 

ʽʴǼfxث مʧ أجل ؗل  bو aعʧʽ العددیʧ جـ ـ D  ،
  7
' 0

2
f  و  3

0
2

f    .  
  . fDأحʶب الʻهاǽات عʻد حدود الʺʨʺʳعة  أ ـ .2

fxبرّر أنه مʧ أجل ؗلب ـ D، ' 0f x . 

  . fأنʳز جدول تغʽرات الدالةجـ ـ
في معلʦ مʱعامد  fالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  fCنʶʺي  .3

ومʳʱانس  ; ;O i j
 

  .  
1رهʧ أن الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة ب أ ـ

2
y x  ʦʽقʱʶم ʨه

  .fCمقارب للʺʻʴʻي
عʻد الʻقʢة ذات  fCأكʱب معادلة لʺʺاس الʺʻʴʻي ب ـ

  . 0الفاصلة 
1ذات الإحداث ʧʽʱʽبرهʧ أنّ الʻقʢة  جـ ـ 1

;
2 4

   
 

 
ز تʻاʣر للʺʻʴʻي    . fC. أرسʦ الʺʻʴʻي fCهي مرؗ

    .عـاليـقت                                                                     .ل مختصرح 

  أ ـ.1   1 1
2 2; ;fD       

fxلدیʻا مʧ أجل ؗل ـ ب D،4 2 0x    قةʡاʻإذن الدالة ال
4 2

b
x

x 
  لʰتق

ʧة مʺʽد ؗل قʻقاق عʱالاشfD ر حدودʽʲؗ ؛ الدالةx ax ʱل الاشʰقاق على تق� 
ʧة مʺʽد ؗل قʻقاق عʱل الاشʰإذن تقfD الدالة ʨه ʧʽʱالدال ʧʽع هاتʨʺʳا مʻولدیf  ؛ إذن

  . fDتقʰل الاشʱقاق عʻد ؗل قʽʺة مf ʧالدالة
 ـ جـ 

 2

4
'

4 2

b
f x a

x
 


؛    7

' 0
2

f   اهʻ7مع

2
a b   ؛  

  3
0

2
f    اهʻ3مع

2 2

b
   دʳالي نʱالȃ3وb   1و

2
a  .  

 ـ أ .2 lim
x

f x


   ؛ lim
x

f x


   ؛ 
1
2

lim
x

f x


  ؛  

  
حʨل مȘʱʷ مʨʺʳع  ʻةاسʱعʺال الʺʰره

. ʧʽʱدال  
  
  
  
  
  
  
  

 Șʰʢائج نʱʻل على الʨʸʴلل
  الʺʰرهʻات على الʻهاǽات .

  
  
  
  
  
  
  
  

تȘʽʰʢ مʰاشر للʺعادلة الʺعروفة 
    0 0 0'y f x x x f x  

. 1عاملات أعʽʢت في مع العلʦ أن الʺ
  ـ  جـ
  

 استعملنا طريقة تغيير المعلم من المبدأ
O  إلى المبدأ  يمكن استعمال ؛

  طرق أخرى 

 
1
2

lim
x

f x


 .  

 ـب 
 2

1 12
'

2 4 2
f x

x
 


  ʧʽʰجʨم ʧع عددیʨʺʳم

أجل ؗلإذن مʧ تʺاما
fx D  ، ' 0f x  . 

      1
2        x  

      +       +         'f x

              
          

 f x

 ـ أ.3 lim
x

f x


 و  1
lim 0

2x
f x x


 الʺعادلة إذن ȑذ ʦʽقʱʶʺال

1

2
y x يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم ʨهfC.  

7معادلة الʺʺاس هي   ـب  3

2 2
y x  .  

M  ʧة مʢنقfC  ثʽح ;x y ʦها في الʺعلʽʱʽإحداث 
 ; ;O i j

  و '; 'x y ʦها في الʺعلʽʱʽإحداث ; ;i j
 

  

 ʧمM OM O  
  

1یʱʻج  
'

2
x x  

1و
'

4
y y  دʳن ʦ1ث 4 1

'
2 4 2 4

y x
x

  


؛  
1 1

' '
2 '

y x
x

  أ ʧرهʰ1ن الدالة ون 1
:

2
g x x

x
 . ةǽهي فرد  

2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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  .موجه موضوع 

   .نبيهت 
ʺى ʢǽلب فʽها تعʧʽʽ القʦʽ الʺʲلى (العʤ (الʨʱسع إلى أǼعد حد) تʺارʧȄ الإسʲʺʱال

القʦʽ الʴدǽّة مʧ دراسʱها نʵʱʶرج دالة  إنʷاءبʻا إلى  یؤدȑأو الʸغرȐ) وهذا 
  حʶب الʺʢلʨب .

 شراء ؗʺʽة ʽʰؗرة مʧ الʰʹائع مʲلالʽʴاة الاقʸʱادǽة ( في نʱʶفʽد مʧ الاسʲʺʱال
 (ʧʺأقل ثǼد فيȄع .نرʨضʨʺراج  الʵʱرح اسʱروافد الʺقʰʷةخʽ رةʳجذع ش ʧبدون  م

  تʰذیر .
  

  بكالوريا)( .تمرين 

  . hوارتفاعه  xمʽʢʱʶل الʺقʢع قاعدته  ، نرȄد الʨʸʴل على رافد Dمʧ جذع شʳرة دائرȑ الʺقʢع قʢره 
ʽʰؗhرا مع  2xhنʸʴل على الʺقاومة القȐʨʸ (العʤʺى) في الانʻʴاء ؗلʺا ؗان الʺقدار  x.  

(If ال لة هي الداʳʺ3الʺعرفة على ال
0;

2
 
  

:  بـِ   3 9

4
f x x x   .  

C ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf  عامدʱم ʦفي معل ; ;O i j
 

||حʽث یؤخذ   || 2 || || 2i j cm 
 

.  
أحʶب  .1 'f x رات الدالةʽز جدول تغʳوأنf .  
ذات  Aعʻد نقʱʢه Cيمʺاس الʺ2t ʻʴʻ لِـثʦ معادلة  Oعʻد الʻقʢة Cمʺاس الʺʻʴʻي 1t لِـأكʱب معادلة  .2

3الفاصلة 

2
3؛ ثʦ أدرس على الʺʳال  

0;
2

 
  

  . 2t ـلِ وȃالʰʶʻة  1t لِـǼالʰʶʻة  Cالʨضعʽة الʽʰʶʻة للʺʻʴʻي 

3.  ʧʽئ الʺʺاسʷ1أنt 2وt يʻʴʻʺال ʦثC .  
(II  نʹع : Șʽʰʢ1,5تD m ) .D ʺر الʢق ʨرة)هʳʷذع الʳل ȑع الدائرʢق  

2اشرح لʺاذا  .1 2 9

4
x h  .  

  . xبدلالة  2xhأحʶب  .2
  أقʸى مقاومة للانʻʴاء . ʨؔن للرافدʽʴǼث ت hو xلإʳǽاد  I)اسʱعʺل الʳزء  .3
    

  توجيهات 
(I1.  حلل 'f x . لةʨهʶǼ ج إشارتهʱʻʱاس ʦث ʧʽإلى جداء عامل  

Șّhʡ مʰاشرة معادلة الʺʺاس ولدراسة الʨضعʽة ، أدرس إشارة العʰارة  .2   f x t x 
حʽث  y t x . هي معادلة للʺʺاس  

(II1.  ʧʽاد العلاقة بʳǽرس لإʨاغʲʽة فʻرهʰعʺل مʱاسx  ،h وD .  

ثʦ قʦ بʱعȄʨʹها تʸʴل على مʧ العلاقة الʶاǼقة  2hاسʵʱرج  .2 2xh f x  .  

لʱعʧʽʽ القʽʺة الʴدǽّة العʤʺى . fاسʱعʺل جدول تغʽرات الدالة .3

x
h

D
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  .ةمارين تطبيقيت 

  الاشتقاقية ـ  1

f بـِ �الدالة الʺعرفة على   2 3f x x .  
غʽر معدوم ʨȞǽن :  hتʴقȘ أنّه مʧ أجل ؗل  أ ـ

   
2

1 1 2

2 4 2

f h f h

h h h

  


  
 .  

مʻّ̔ʰا 1تقʰل الاشʱقاق عʻد fاسʱʻʱج أن الدالة ب ـ ' 1f .  
  )1أنʤر الʱʺرʧȄ الʺʴلʨل (

f بـِ �الدالة الʺعرفة على  f x x.  
  . 0لا تقʰل الاشʱقاق عʻد  fأثʰت أنّ الدالة

f  دʻقاق عʱ1دالة قابلة للاش  ثʽح ' 1 2f    
، ǽʺر Ǽالʻقʢة  fعلʺا أن الʺʻʴʻي الʺʺʲل في معلʦ ، للدالة

 1; 3A   .  
  . ʻAقʢة أكʱب معادلة لʺʺاس هذا الʺʻʴʻي عʻد ال

ʧȞʽلfC  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالf  الʺعرفة على� 
  . 0وقابلة للاشʱقاق عʻد 

ʦʽقʱʶʺالT 2ذو الʺعادلة 3y x  يʻʴʻʺالʺʺاس لل ʨه ،
fC  ةʢقʻد الʻع 0;2A .  
) حدد 1 0f و ' 0f .  

) فʶر هʻدسʽا العدد 2  2f x

x

  أجل ʧ0مx  .  

) برر وجʨد 3 
0

2
lim
x

f x

x

 .  

  ، fإلʥʽ الʽʲʺʱل الʽʰاني لدالة
1T 2وT . مʺاسان له  
) حدد القʦʽ الʱالʽة :1 0f ، 1f ،  

 ' 0f ، ' 1f .  
2 ʧʽʺʽقʱʶʺال ʧب معادلة لؔل مʱ1) أكT 2وT .  

fC اني لدالةʽʰل الʽʲʺʱالf ةʢقʻل الʺʷǽ 2;3A   
T يʻʴʻʺالʺʺاس للfC ةʢقʻد الʻعA  ʦʽقʱʶʺلل ȑازʨʺوال

3ذȑ الʺعادلة  2 1 0x y   .  
ʦʽقʱʶʺب معادلة للʱأكT .  

fC ي الدالةʻʴʻمf  بـِ  �الʺعرفة على :  
  2 1f x x x   .  

0h) أثʰت أنه مʧ أجل 1   : اʻلدی
 1 1

2
hf h

h
h h

 
   .  

) هل العʰارة 2 1 1f h

h

  ʰةتقǽدما یؤول ل نهاʻعh 

  ؟  0إلى
) ؛ ثʦ أكʱب 2) أعط تفʽʶرا هʻدسʽا للʨʳاب عʧ الʶؤال 3

  في هذه الʴالة . fCمعادلʱي نʸفي الʺʺاسʧʽ للʺʻʴʻي
f  الدالة الʺعرفة على 2;   ِبـ  :   

          2f x x  .  

) أحʶب 1 
0

2
lim

h

f h

h

  .  

  ؟  2تقʰل الاشʱقاق على f   ʧʽʺǽ) هل الدالة2
      . ʥʱا إجابʽدسʻر هʶف  

I ʧال مʳقي �مʽقʴل العدد الʺʷǽa و ،f  دالة
حʽث  aقابلة للاشʱقاق عʻد  'f a l  معl � .  

الʺعرفة بـ  gنعʰʱر الدالة      f x f a
g x

x a





إذا  

كان  x I a  و g a l .  
  . aمʱʶʺرة عʻد  gأثʰت أن الدالة  أ ـ

مʧ أجل ب ـ x I a  بʱأك ، f x بدلالةx 
و g x .  

أحʶب  جـ ـ lim
x a

f x


  . ماذا تʱʻʱʶج ؟ 
الدالة الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة

�  ِبـ :  

  1
f x x

x
  .  

0h) برهʧ أنه مʧ أجل 1   ،
 

 

21 2 3 3
2

1 1 1

f h h h

h h h

   
 

  
 .  

  . 1تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) بʧّ̔ أنّ الدالة2
  . 1مʱʶʺرة عʻد  f) اسʱʻʱج أن الدالة 3

ʧؔʱلf  بـِ  �الدالة الʺعرفة على  :
  23 4f x x x   .  

  . 2مʱʶʺرة عʻد  f) تʴقȘ مʧ أن الدالة 1

1) برهʧ أنّه مʧ أجل 2 1
;0 0,

2 2
h

           
  ،  

1

3

9

2

4

5

2-1

2

3

0 1

1

x

y

T1
T2

6

10

11

7

8
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   2 6
3 4

hf h
h

h h

  
   .  

  . 2تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) هل الدالة 3
  المشتقات والعمليات عليها ـ  2

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʺقʱرحة أدناه ، برّر أنّ 
  ثʦ أعط عʰارة مʱʷقʱها . �الاشʱقاق على  تقʰل fالدالة

  عددان حقʽقʽان . mو xمع اعʰʱار
 أ ـ  5 4 3 21

3 4 6
2

f x x x x x x     .  

 ب ـ 
3 22 4 6

4

x x x
f x

  
 .  

 جـ ـ  3 3 2 22 3 2f x mx m x m x m    .  
 د ـ  3 3 2 22 3 2f m mx m x m x m     .  

أحʶب الدالة الʺʱʷقة لؔل مʧ الدوال الʱالʽة مʻّ̔ʰاً 
  مʨʺʳعة الʱي تʳرȐ الʶʴاǼات علʽها .

 أ ـ  2

1

1

x
f x

x





 ب ـ.    

2

2

4 3

3

x x
f x

x x

 


 
.  

 جـ ـ  1x
f x

x


   .د ـ   1

f x x x
x

   
 

.  

، الʠʸلʦب حʴاب الدالة  17إلى  ʥȂ14 مʥ الʸʯر 
  .Dعلى الʱʸال الʸعʠى  fالʯʵʸقة للدالة

 أ ـ  cosf x x x x   ؛D  � .  
ب ـ   sin cosf x x x  ؛D  � .  

 ـجـ   sin x
f x

x
  ؛D  � .  

 أ ـ  1

sin
f x

x
  ؛ 0;D  .  

ب ـ   sin

cos

x
f x

x
  ؛;

2 2
D

     
 .  

 جـ ـ  cos

1 sin

x
f x

x

 

;0؛  
2

D
    

 .  

 أ ـ  cos 3
5

f x x
    

 
D؛    � .  

ب ـ   1
sin

2
f x x    

 
D؛    � .  

 جـ ـ  3 sin
5

f x x x
    

 
D؛    � .  

 ـ أ   5
2 4f x x   ؛D  � .  

 ـ ب  4f x x   ؛ 4;D   .  
 جـ ـ  2 4f x x    ؛ ;2D   .  

. ʦب إلى معلʨʶʻم ȑʨʱʶʺال  
f  ،g وh الي : دوال معرفةʱؗال  

  2 3 4f x x x    معرفة على� .  

  1
1g x

x
   معرفة على� .  

  4 6h x x x   معرفة على 0; .  
س عʻد الʻقʢة برهʧ أنّ مʽʻʴʻات هذه الدوال تقʰل نفس الʺʺا

  . 1ذات الفاصلة 
في ؗل مʧ الʴالات الʱالʽة ، أحʶب الدوال الʺʱʷقة 

مʻّ̔ʰاً في ؗل مرّة  fالʺʱʱاǼعة الأولى ، الʲانʽة والʲالʲة للدالة
  الʺʨʺʳعة الʱي تʳرȐ علʽها الʶʴاب .

 أ ـ  3 22 5 1f x x x x    .  
 ب ـ f x x x .  

 جـ ـ  1

2 1
f x

x 
 .  

f  بـ �الدالة الʺعرفة على  :  cosf x x .  
ʧّ̔أ )ع'f  ،"f  ، 3f و 4f  عةǼاʱʱʺقة الʱʷʺالدوال ال
  . fللدالة

، nب) أعط تʻʽʺʵاً ، حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي غʽر الʺعدوم
لعʰارة    nf x .  

:نعʰʱر الدالة  nf x x  معn � .  
1nمʧ أجل  ـ   بʶأح 'f x و "f x.  
2nمʧ أجل ـ  بʶأح 'f x ، "f x و   3f x.  
3nمʧ أجل ـ  بʶأح 'f x ، "f x ،   3f x 
و   4f x.  

nمʧ أجل ؗل �  ة للعددʺʽل أصغر قʨا حʻʽʺʵأعط ت ،
p  أجلها ʧن مʨȞǽ يʱال    0pf x   

xمʧ أجل ؗل  �  نʹع  1
f x

x
 

و  2 1
g x x

x
   ؛ nf و ng  انʱالدال

  .nالʺʱʷقʱان ذاتʧʽ الرتʰة العدد الʽʰʢعي غʽر الʺعدوم
الذȑ مʧ أجله ʨȞǽن  nعʧʽ أصغر عدد    n nf g .  

12

13

14

17

15

16

19

21

22

18

20
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ʧʽʱر الدالʰʱنعf وg  على ʧʽʱبـِ  �الʺعرّف  :  
  sinf x x  و  cosg x x  مع �.  

بʧّ̔ أن  أ ـ   2"f x f x  .  
بʧّ̔ أن  ب ـ   2"g x g x  .  
نʹع :  bو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ  جـ ـ

     h x af x bg x    
بʧّ̔ أنّ    2"h x h x  .  

f  بـِ �الدالة الʺعرفة على  :  
  21f x x x   .  

  ،  x) تʴقȘّ أنّه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1
   21 'x f x f x   .  

  ،  x) اسʱʻʱج أنّه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2
       21 " ' 0x f x xf x f x    .  

  ير دالة اتجاه تغّ ـ  3

  . fفي ؗل مʧ الʴالات الʱالʽة أدرس اتʳاه تغʽر الدالة
 أ ـ  42 27 7f x x x   .  

 ب ـ   2 3f x x x  .  
 جـ ـ  cosf x x x  .  

 د ـ   2 3

1

x
f x

x





 هـ ـ.         1 1

f x
x x

   

f  بـ  �الدالة الʺعرفة على: 

  4 3 21 1 1
1

12 6 2
f x x x x x     .  

) أحʶب 1 'f x و "f x أجل ،  م ʧx �.  
اسʱʻʱج إشارة  أ ـ) 2 'f x .  

  . fأنʳز جدول تغʽرات الدالة  ب ـ
  fCالȞʷل الʺقابل هʨ الʺʻʴʻي

  قابلة للاشʱقاق عʻد ؗل قʽʺة fلدالة
مʧ الʺʨʺʳعة  2;2 � .  

الدالة  f'مʧ بʧʽ الʺʽʻʴʻات الʲلاث ، ما هʨ الذʲʺǽ ȑل 
  ؟ fالʺʱʷقة للدالة

  
  
  

f بـِ �الدالة الʺعرفة على  :  
  3 22 12 1f x x x    

  . وعʻد ونهایʽʱها عʻد f) أدرس تغʽرات الدالة1
  تقʰل قʦʽ حدǽّة مʴلʽة ؟ f) هل الدالة2
  ؟ �على  مʴدودة f) هل الدالة3

f الدالة الʺعرفة على 1� ِبـ  :  

 
2 1

1

ax bx
f x

x

 



  

  عددیʧ حقʽقb .ʧʽʽو aمع 
 ʧȞاد إن أمʳǽإ ʨه ʧȄرʺʱال ʧالهدف مa وb  نʨȞǽ ثʽح

 1f  . ى معدومةʺʤة عʽلʴة مǽّة حدʺʽق  
) لʺاذا 1 ' 1 0f   و 1 0f   ؟  
ʺʸʴل علʽها ، ثʦ تʴقȘ أن الدالة ال bو a) أوجد إذن 2

  تʴقȘ الهدف .
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة       1 � بـ :   

 
 2

1

1
f x

x



  

C  انيʽʰلها الʽʲʺت ʨه  
  ʴاسʰة شاشة العلى  ʺرسʨمال
  . ʽʰانʽةال
  . f.شȞل جدول تغʽرات الدالة 1
  . اسʱʻʱج تغʽرا ت الدالʧʱʽʱ الʱالʧʽʱʽ (مع الʷرح)2
   

 1 2

2
:

1
f x

x




     ،

 2 2

1
: 2

1
f x

x



  

f بـِ �الدالة الʺعرفة على  :  
  3 3 1f x x x   .  

  . وعʻد عʻد f) عʧّ̔ الʻهایʧʽʱ للدالة1
  ؟ f) أدرس تغʽرات الدالة 2
) برهʧ أن الʺعادلة 3  0f x  . لʨل ثلاث حلʰتق  
  لؔل حل . 110) أعط حʸرا بʱقرȄب إلى 4

f بـِ �الدالة الʺعرفة على  :  
  4 3 23 4 12 4f x x x x    .  

  . fول تغʽرات الدالة) أنʳز جد1
) ما هʨ عدد حلل الʺعادلة 2  0f x  ؟  
  . 110) أعط حʸرا لؔل حل بʱقرȄب 3

25

23

26

24

2 3 4-1-2-3-4

2

3

4
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0 1

1

x

y 27

2 3-1-2-3

2

3

-1
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-3

0 1
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x
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2 3 4-1-2-3-4-5

2

3
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0 1
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n  ، ر معدومʽعي غʽʰʡ عددa . قيʽعدد حق  
:، تغʽرات الدالةnحʶب شفعʽة ) أدرس1 n

nf x x .  
  . عʻد  و عʻد  nf) أدرس الʻهاǽات للدالة 2
3 ʦʽب قʶناقش ح (n وa  ل الʺعادلة ذاتʨعدد حل ،

x  ،nxالʺʳهʨل  a .  
  ركبة اشتقاق دالة مـ  4

؛ الʺʢلʨب  �الدوال الʺقʱرحة أدناه معرفة على 
  حʶاب الدالة الʺʱʷقة لؔل مʻها .

أ )    32 2 3f x x x   .  
ب)    422 1g x x x  .  

ج)    53 1h t t t    (د   . 
 82

1

3
t u

u



 .  

الʠʸلʦب حʴاب الدالة ؛  34و  33،  32 رʥȂاالʸʯ في
  الʸعʠى. Iالʸعرفة على الʱʸال fالʯʵʸقة للدالة الʸقʯرحة

أ)  
3

2

1

x
f x

x

    
و  1;I   .  

ب)  
3

2

3 4

x
f x

x

    
4و 

;
3

I      
 .  

ج)    
 

3

2

3 2

4 2

x
f x

x





1و 

;
2

I      
 .  

د)      2 3
4 2 3 2f x x x   وI  � .  

أ )    2sin 1f x x  وI  � .  

ب)   cos
2

f x
x

   
 

Iو   � .  

ج)   3cosf x x وI  � .  

د)   3tanf t t 0و;
2

I
    

 .  

أ )   2 3 f x x وI  � .  

ب)  
2

2 1

2




 

x
f x

x x
Iو   � .  

ج)   2

1





t

f t
t

و  1;2 I .  

د)   cosf x x 0و;
2

I
    

 .  

 ʧؔʱلf الʳقاق على مʱدالة قابلة للاشI و'f 
  دالʱها الʺʱʷقة .

ومn  ʧ) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 1
xأجل ؗل  I  ،     1'n nf x nf x f x .  

) برهʧ أنّه ʧȞʺǽ تʺدید هذه القاعدة مʧ أجل ؗل عدد 2
  .nصʽʴح غʽر معدوم 

  ʽة Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽان
  مّ̡لʻا الʺʧʽʽʻʴʻ الذیʧ معادلʽʱهʺا

 2 1y x x     
21و  1

4 4
y x x    .  

) ما هʨ الʧʽʺʵʱ الذʧȞʺǽ ȑ وضعه حʨل الʺʧʽʽʻʴʻ عʻد 1
  ؟ 1الʻقʢة ذات الفاصلة 

2 (f وg ان علىʱان الʺعرّفʱبـ �الدال  :

  2 1f x x x   و  21 1

4 4
g x x x    .  

ʧʽʱأنّ الدال ʧأ ـ برهf وg قاق علىʱان للاشʱقابل� .  
ب ـ أحʶب  1f  ، 1g ، ' 1f و ' 1g .  

  ج ـ برهʧ الʧʽʺʵʱ الʺʨضʨع ساǼقا .
fC   ، انسʳʱعامد ومʱم ʦاني ، في معلʽʰل الʽʲʺʱال ʨه
بـ  �معرفة على  fللدالة  24 3f x x  .  

  . fCأ ) برهʧ أنّ مʨʴر الʱراتʽب هʨ مʨʴر تʻاʣر للʺʻʴي
. أنʷئ جدول تغʽرات  fب) أحʶب الدالة الʺʱʷقة للدالة

على الʺʳال  fالدالة 0;.  
2yج) برهʧ أنّ الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة  x  مقارب ʨه

  .ʨʳǼار fCللʺʴʻي
  ومʱʶقʽʺه الʺقارب . fCد) أرسʦ الʺʻʴʻي

  ب التآلفي التقريـ  5

في ؗل الʴالة مʧ  0برّر الʱقرȄب الʱآلفي الʺʴلي عʻد 
  الʴالات الʱالʽة :

أ )   3
1 1 3x x   (1.      ب 1

2

x
x  .  

1ج)  
1

1
x

x
 


sin.            د)  x x.  

f  بـ  �الدالة الʺعرفة على :  2f x x .  

34

33

39

40

35

36

37
41

42

38
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A

B

C
0 1

1

x

y

A

B

C

أ ) عʧʽ الʱقرȄب الʱآلفي لعʰارة  2f h  أجل ʧمh 
 ʧب مȄاب  0قرʽا الارتʻّ̔ʰالʺرتؔب .؛ م  

  . 22,029ب) أحʶب ذهʽʻا قʽʺة مقرȃة للعدد 
أعط تقرʰȄا تآلفʽا لعʰارة  f a h  أجل ʧم| |h 

ʧب مȄأجل0قر ʧاب الʺرتؔب مʽا الارتʻّ̔ʰ3؛ م| | 10h .  
1 (  23 5 1f x x x   2وa  .  

2 (  1

2
f x

x



2aو    .  

3 (  2 1f x x  1وa  .  
 ȑʨʱʶʺانسالفي الʳʱعامد ومʱم ʦب إلى معلʨʶʻʺ  

)نعʰʱر  )fC ي دالةʻʴʻمf دʻقاق عʱ0قابلة للاشx  فاصلة
)و، Aالʻقʢة )T يʻʴʻʺمʺاس لل( )fC ةʢقʻد الʻعA .  

 B وC  ʧان مʱʢنق( )fC  
0xفاصلʱاهʺا  h 0وx h على  

0hالʱرتʽب حʽث   ʧ0وقرب م.  
D ثʽة حʢنق( )BD عامدǽ( )CD.  
أعط قʽʺة مقرȃة لʺʶاحة الȞʷل ) 1

(شʰه مʲلث قائʦ) ، BCDالهʻدسي
)'0بدلالة  )f x  وh .  

0.03hأحʶب هذه القʽʺة مʧ أجل ) 2    ومعامل
ʦʽقʱʶʺه الʽجʨت( )T  ʨ9ه .  

بدون حʶاب وȃاسʱعʺال الʱقرȄب الʱآلفي ، عʧّ̔ العدد 
  ، في ؗل مʧ الʴالʧʽʱ الʱالa  : ʧʽʱʽعʻد  fالʺȘʱʷ للدالة 

:أ ـ  1 2 3 tanf x x x x  0وa  .  
ب ـ  2 4: 2 1 3f x x x x   1وa   . 

  .عمّقللتّ مارين ت 
  الاشتقاقية ـ  1

        
  
  
  
  
  

قابلة للاشʱقاق على   fالʱالي هʨ لدالة fCالʺʻʴʻي الʽʰاني
  مʨʺʳعة تعرȄفها

  . f. عʧʽ مʨʺʳعة تعرȄف الدالة1
عʻد ؗل مʧf  ʧ العدد الʺȘʱʷ للدالة . Ǽقراءة بʽانʽة عّ̔ 2

1

2
  ،3-  ة  أنّ  علʺاً  - 2وʢقʻب الʽترتB  ʨ9ه

4
.  

  .C و A  ،Bعʻد  fCمعادلات الʺʺاسات للʺʻʴʻي.اسʱʻʱج 4
عʻد مʨازȄة لʺʺاسه  fCهل تʨجد مʺاسات أخرȐ للʺʻʴʻي .5

  ؟ Cالʻقʢة 
  هʨ الʽʲʺʱل الʽʰاني Cفي ؗل حالة 

  .1فاصلʱها  Cنقʢة مA  ʧو fلدالة
  ؟1تقʰل الاشʱقاق عʻد  fأ ) هل الدال

  ب) عʧʽ العدد الʺȘʱʷ في حالة وجʨده. 
  
  
  
  
  
 

معرّفة على الʺʳال  fالدالة 2;2  بـ :  
  24f x x  .  

 f) لاحظ على شاشة الʴاسʰة الʽʰانʽة ، مʻʴʻي الدالة 1
  . 0وعʻد 2وأعط تʻʽʺʵاتʥ عʨل قابلʽة الاشʱقاق عʻد 

  ) برهʧ ؗل تǼ ʧʽʺʵاسʱعʺال تعرȄف الاشʱقاقʽة .2
قابلة  fفي الʸʯرʥʻʹȂ أذؕر إن ؕانت الدالة الʸقʯرحة

  . 0للاشʯقاق عʹد 
أ )  f x x x  (ب     .  2f x x x.  
أ )  | |f x x x  .  

ب)   2 sin
1

f x x
x





 .  

: بـ  �معرّفة على الʺʳال  fالدالة  0 0f  

0xومʧ أجل ؗل    ،  2 1
cosf x x

x
 .  

  ؟ 0تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) هل الدالة 1
) أحʶب 2 'f x أجل ʧ0مx  .  
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20 1
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x
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fC  ، انسʳʱعامد ومʱم ʦل في معلʲʺʺي الʻʴʻʺال ʨه
:  بـ �على  الʺعرّفة fللدالة   2| 1|f x x  .  

  . 1ذات الفاصلة  Aعʧʽ نقʱʢه  fC) أرسʦ الʺʻʴʻي 1
  . 1لى ʧʽʺǽ تقʰل الاشʱقاق ع f) أ ) بʧّ̔ أن الدالة2

عʻد  fCب) عʧّ̔ معادلة ، على الʧʽʺʽ ، لʺʺاس الʺʻʴʻي
  ، ثʦ أرسʺه . Aالʻقʢة 

  . 1تقʰل الاشʱقاق على ʶǽار  f) أ ) بʧّ̔ أن الدالة3
عʻد  fCج) عʧّ̔ معادلة ، على الʶʽار ، لʺʺاس الʺʻʴʻي

  ، ثʦ أرسʺه . Aالʻقʢة 
  . 1تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) هل الدالة4

f الالدالة اʳʺلʺعرّفة على ال 0;2 لهاʽʲʺت ،
  هʨ عʰارة عʧ نʸف دائرة Cالʽʰاني

  كʺا هʨ مʧّ̔ʰ في الȞʷل .
  .0لا تقʰل الاشʱقاق عʻد Ǽ (fقراءة بʽانʽة، برّر أن الدالة1
: تʨؔن الʻقʢة  ) برّر أنّ 2 ;M x y ي إلىʺʱʻتC  إذا ،

وفقط إذا ، ؗانت  2 21 1x y   0وy  .  
أكʱب عʰارة  f x  أجل ؗل ʧم 0;2x  .  

  ) .ʳʽʱʻ1ة الʺʸʴل علʽها في الʶؤال ) جد Ǽالʶʴاب ال3

  المشتقات والعمليات عليها ـ  2

ʧؔʱلf  : الدالةsinx x x .  
1ʧʽع (fD  ف الدالةȄعة تعرʨʺʳمf .  
تقʰل الاشʱقاق على الʺʳال  f) برّر أن الدالة 2 0; 

واحʶب  'f x . الʳʺعلى هذا ال  
مʻّ̔ʰاً قʽʺة  0تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) برهʧ أن الدالة 3

 ' 0f .  
  . fDعلى الʺʨʺʳعة f'تعرȄف الدالة ) أعط 4

a وb  ر الدالةʰʱان . نعʽقʽعددان حقf  الʺعرفة على

:  بـ � 
3

2

3

1

 



x ax b

f x
x

تʺʽʲلها  fC؛ نʶʺي  

. ʦاني في معلʽʰال  
،  fCحʽث تʨؔن لʺʺاس الʺʻʴʻي bو aهل یʨجد عددان 

4معادلة  3 y x  ه ذات الفاصلةʱʢد نقʻ؟ 0ع  

a ر الدالةʰʱقي . نعʽعدد حقf  بـ �الʺعرفة على  :
  3 23 3  f x ax x x .  

قʽʺة حدǽّة مʴلʽة ،  fحʽث تʨؔن للدالة aهل یʨجد عدد 
  ؟  1xمʧ أجل 

 ʧȞʽلC : الʺعادلة ȑي ذʻʴʻʺال  
4 3 7 0xy x y     

برهʧ أن الʻقʢة  2;1A   ي إلىʺʱʻتC  ّوأن ،C  لʰقǽ
  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له . Aمʺاسا عʻد الʻقʢة

f  بـ �هي الدالة الʺعرفة على     :  
  3 23 3 3f x x x x     
 fالʺʺʲل للدالة Cعلى شاشة الʴاسʰة الʽʰانʽة نرسʦ الʺʻʴʻي

  .0الʱي فاصلʱها Aعʻد الʻقʢة  Tوالʺʺاس
  
  
  
  
  .T. عʧʽ معادلة للʺʺاس 1
  .Tلʰʶʻة للʺʺاسǼا C.خʺʧ على الʷاشة وضعʽة الʺʻʴʻي2
  :x.تʴقȘ أن مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي3

     23 3 3f x x x x   .  
. ادرس إشارة4   3 3f x x   ةʽج وضعʱʻʱاس ʦث

  . ǼTالʰʶʻة للʺʺاس Cالʺʻʴʻي 
 ʧؔʱلa  ،b وc  ثʽة حʽقʽ0أعداد حقa   ʧȞʽول

P  الʺعادلة ȑافئ ذȞʺع الʢ2القy ax bx c  .  
1ʧȞʽ0) لx قي ، وʽ0عدد حقM ʧة مʢنقP هاʱ0فاصلx  

  . 0Mعʻد الʻقʢة Pللʺʻʴʻي Tعʧّ̔ معادلة للʺʺاس
2 ʧأنّ ) برهP . ق ؗل مʺاساتهʨقع فǽ  
، ذات الإحداثʽات  M) عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط3 ;x y  ،

  . Mعʻد الʻقʢة Pحʽث یʨجد مʺاس للʺʻʴʻي

1Ȅعة تعرʨʺʳم ʧّ̔ف الدالة ) ع
33

:
1

x
f x

x




  ʦث

  أحʶب دالʱها الʺʱʷقة .

) اسʱʻʱج الدالة الʺʱʷقة للدالة 2
33

:
1

x
g x

x




 

  مʻّ̔ʰا الʺʨʺʳعة الʱي تقام فʽها الʶʴاب .
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معرفة وقابلة  fالȞʷل الʺʨالي هʨ الʽʲʺʱل الʽʰاني لدالة
على  للاشʱقاق 0;5  

  
  
  
   
  
  
  

لʺʱʶقʽʺان الʺرسʨمان في الȞʷل هʺا الʺʺاسان للʺʻʴʻي عʻد ا
16و  1 الʻقʧʽʱʢ اللʧʽʱ فاصلʱاهʺا

9
.  

1 ʧʽة عʽانʽقراءة بǼ. 1f و ' 1f .  
.حل بʽانʽا في الʺʳال2 0;5ʦʽة (القʽالʱات الʴراجʱʺال 

  )110الʺقروءة في الʽʲʺʱل تعʢى ǼالʱقرȄب إلى
أ)  0f x (ب     ، ' 0f x (ج      ،  1f x  .  
3ʧل أنه مʰقي . نقʽاجل ؗل عدد حقx ʧم 0;5:  

   2f x a bx x    
a وb .ابهʺاʶد حȄان نرʽقʽعددان حق  
مʧʽx ʧ أنه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقيب  -أ 0;5               ،  

           3
' 2

2
f x b x   

 
  

Ǽاسʱعʺال قʦʽ   -ب 1fو ' 1f  ها فيʽل علʸʴʺال
 .  bو aعʧّ̔ 1الʶؤال

 n عيʽʰʡ ر معدوم ، و عددʽغx  قيʽعدد حق
ʧلف عʱʵǽ1.  

ʶǼ (21ط الʺʨʺʳع  1 ... nx x x    .  
  عʰارة :للا تʢʽʶʰ) اسʱʻʱج 2

2 11 2 3 ... nx x nx      
جʦʶ یʴʱرك على الʺʨʴر  Ox  نʹع . x t 

ة ǽعʢى  tفاصلة الʦʶʳ عʻد اللʤʴة  ، القانʨن الزمʻي للʴرؗ

Ǽالعلاقة   3cos 2
4

x t t
   

 
 .  

  برهʧ أن الʶʱارع مʻʱاسب مع الفاصلة .

xمʧ أجل ؗل  �  نʹع  1
f x

x
  ، nf 

  .fللدالةnالʺʱʷقة ذات الرتʰة العدد الʽʰʢعي غʽر الʺعدوم 
برهǼ ، ʧاسʱعʺال الاسʱدلال Ǽالʱراجع ، أنّه مʧ أجل ؗل عدد 

ʽʰʡn  ،عي غʽر معدوم      
1

1 !
n

n

n

n
f x

x 

 
 .  

: بـ  �معرفة على  fالدالة   cosf x x x .  
، أحʶب  x) مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1 'f x  ،

 "f x و   3f x .  
) برهǼ ʧالʱراجع أنّه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 2

n  قيʽأجل ؗل عدد  حق ʧوم ،x  ،
     cos cos 1

2 2
n n

f x x x n x n
           

   
  

معرفة على  fالدالة  1;1 �  بـ:  

  2

2

1

x
f x

x



 .  

1 ʧʽʽقʽحق ʧجد عددی (a وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح
مʧ الʺʨʺʳعة  xحقʽقي  1;1 �  ،  

 
1 1

a b
f x

x x
 

 
 .  

2 (n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
:  لـِ Ǽاسʱعʺال الʳʽʱʻة الʶاǼقة ، أعط عʰارة    nf x .  

   اتجاه تغيّر دالةـ  3

  هʨ الʺʻʴʻي fCفي الȞʷل الʺقابل ،
  fالʺʺʲل في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس لدالة

  fCلـ؛ والʺʺاسان  �قابلة للاشʱقاق على
  .0و 1، فاصلʽʱهʺاBو Aعʻد نقʽʱʢه

1 ʦّ̔الق ʧّ̔ة ، عʽانʽقراءة بǼ ( 1f ،  
 0f ، 1f ، ' 1f ، ' 0f و ' 1f .  

3) حل بʽʻʽا ، في الʺʳال 2 3
;

2 2
   

 :  

أ ) الʺعادلة   0f x .  
 ب) الʺعادلة ' 1 f x.  

ج) الʺʱراجʴة  ' 4f x .  
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f معرفة على  دالة�  Șقʴوت ʧʽقاق مرّتʱل الاشʰتق ،
 *: ʧʽʽالʱال ʧʽʡرʷال 0 0f  ؛ ' 0 1f .  

*'f قة الأولى للدالةʱʷʺالدالة ال)f زایدة علىʱم (
 0; ة علىʸاقʻʱوم ;0.  

  . fأرسʦ مʧʴʻ للدالة 
f هي الدالة الʺعرفة على 1; I بـ  :

  1

1
 


f x x

x
 .  

  . Iعلى الʺʳال f) أدرس تغʽرات الدالة 1
اسʱʻʱج أن الʺعادلة  أ ـ) 2  0f x  داʽل حلا وحʰتق 

في الʺʳال  1;2 .  
  . للʴل 110أعط قʽʺة مقرȃّة إلى  ب ـ

f  بـ �الدالة الʺعرفة على  :  

  4 26 8f x x x x   .  
  عʻد أʡراف مʨʺʳعة تعرȄفها . fأ ) أدرس نهاǽات الدالة 

  ب) أدرس إشارة ʽʲؗر الʴدود 
    2

4 2 1p x x x    
  .fللدالة  f'ج) عʧّ̔ الدالة الʺʱʷقة 

  .fد) أنʷئ جدول تغʽرات الدالة
f بـ�الدالة الʺعرفة على   3 22 4f x x x    

  . fأ ـ أدرس تغʽرات الدالة
هʨ عʸʻر حاد مʧ الأسفل للدالة  6ب ـ برهʧ أن 

f الʳʺعلى ال 0; .  
  كالورياب       

ʨالي هʨʺل الȞʷال  
  لدالة Cالʽʲʺʱل الʽʰاني

f معرفة  و قابلة  
  للاشʱقاق على الʺʳال

 3;3  ʦفي معل  
  ومʳʱانس مʱعامد

 ; ,O I J   
  ʴǽقȘ الʷروȋ الʱالʽة : Cالʺʻʴʻي

 ʦدأ الʺعلʰʺǼ رʺǽO  ةʢقʻل الʺʷǽ و ، 3;9A   لʰقǽ ،
مʺاسا أفقʽا و ǽقʰل الʺʱʶقʦʽ  1الʱي فاصلʱها  Bفي الʻقʢة 

 OA  ةʢقʻد الʻاس عʺʺؗO .  
1ʦʽقʱʶʺه الʽجʨمعامل ت ʨما ه . OA؟  
معرفة على f.نفرض أن 2 3;3 بـ  :  

                   3 2f x ax bx cx d      
  أعداد حقʽقʽة . dو  a ، b  ،cحʽث 

  Ǽ ʧʽاسʱعʺال الʷروȋ الʶاǼقة أن :ب -أ
     1

3
a  ،1b  ،3c   0وd    

حلل -ب 'f x  ر الدالةʽاه تغʳج اتʱʻʱو اسf.  
mf  الدالة الʺعرفة على 1;1 � : ِبـ  

 
2

2 1m

x mx
f x

x





  عدد حقʽقي . mمع  

لا تقʰل قʦʽ حدǽّة  mfحʽث  ȑm قʽʺة للعدد أ ) مʧ أجل أ
  مʴلّ̔ة ؟

تقʰل قmf  ʧʽʱʺʽحʽث  mب) مʧ أجل أȑ قʽʺة للعدد 
  حدّیʧʽʱ مʴلʧʽʱʽ إحداهʺا صغرȐ والأخرȐ عʤʺى ؟

A ،B وC  ت فيʶʽل ȑʨʱʶʺال ʧثلاث نقط م
عدد حقʽقي مʧ الʺʳال kاسʱقامʽة . 1;1.  

مرجّح الʻقط الʺʲقلة  kGنʶʺي  2, 1A k   ، ,B k 
و ,C k .  
مʸʱʻف القʢعة Iو A ،B ،C) مʲل الʻقط 1 BC .  

 ʧʽʱʢقʻئ الʷ1وأنG 1وG .  
) أ ـ برهʧ أنّه مʧ أجل ؗل2 1;1k  : نʨȞǽ ،  

2 1k

k
AG BC

k






 
 .  

الʺعرّفة على  fب ـ أنʷئ جدول تغّ̔رات الدالة  1;1  ِبـ   :

  2 1

x
f x

x
 


 .  

ʶʺǽح  kلʺاّ  kGج ـ اسʱʻʱج مʨʺʳعة الʻقط  1;1 .  
زه اقرصنعʰʱر   نقص مʻه ا، Rونʸف قʢره  Oمرؗ
اȄزاو  اقʢاع ;OA OB

 
مقدرا Ǽالرادǽان ، عʻدما  xقʽاسه 

 ʧʽʱعʢالق Șʸنل OA و OB  ل علىʸʴعʹهʺا نǼ مع
  . hوارتفاعه  rمʵروȋ دوراني نʸف قʢر قاعدته 

  
  
  

1 ʧّر عhع (r وh  بدلالةx وR .  
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  ) برهʧ أن حʦʳ الʺʵروȋ الدوراني معرف Ǽالعلاقة : 2

 
3

2 2 2
2

4
24

R
V x x x


  .  

على الʺʳال Vأدرس تغʽرات الدالة أـ  )3 0;2 .  
ʨȞǽن حʦʳ الʺʵروȋ أكʰر ما  xمʧ أجل أȑ قʽʺة للعدد ب ـ

  . ʧȞʺǽR ؟ أحʰʶه بدلالة 
ABCD  ع ضلعهȃ1مر .  

C ز ،  ABونʸف القʢر Aهʨ الرȃع الدائرة ذات الʺرؗ
  الʺرسʨم داخل الʺرȃع .

  
  
  

T  ʧة مʢنقC ʧلفة عʱʵمB وD  الʺʺاس لـ .C 
ǽقʢع  Tعʻد DC  فيM  عʢقȄو BC  فيN .  

xنʹع  DM وy BN .  
2برهʧ أنّ :  أ ـ) 1 2 2 2 2 2MN x y x y    .  

MNبرهʧ أنّ :  ب ـ MT TN x y   .  
  . xبدلالة  yمʺا سȘʰ ، عhّر عʧ  جـ ـ
  . xبدلالة  MNأحʶب إذن  د ـ

2(f هي الدالة الʺعرّفة على 0;1 بـ  
2 1

1

x
f x

x





  

  .  fأدرس تغʽرات الدالة أ ـ
الʱي مʧ أجلها الʺʶافة  Mما هي وضعʽة الʻقʢة  ب ـ

MN ؟ ʧȞʺǽ أصغر ما  
  اشتقاق دالة مركبة . ـ  4

 ʨالي هʨʺرات الʽغʱلدالةجدول الu  معرفة على
 2;3uD     

2    2         1        0       1       3x
     +   0 0   ـ     ـ        +        +  u x

           3                                         2

                     0                             0
2                             1   

 
 u x

 إشارة ʧعّ̔ ) 1 u x. 

 الʺعرفة ؗʺا یلي : kو f ،g ،h) نعʰʱر الدوال2

2f u    3؛g u    1؛
h

u
   ؛k u  

 f،g،hأ ) عʧّ̔ مʨʺʳعة تعرȄف لؔل دالة مʧ الدوال
 .kو

ʧؗل م ʧّر عhب) ع f x  ، g x  ، h x  و
 k x  بدلالة u x و u x. 

 ʱʻʱf ،g ،hج جدول تغʽرات لؔل دالة مʧ الدوالج) اس
 .kو

الʺعرّفة على  f) أحʶب الدالة الʺʱʷقة للدالة 1

 1�  بـ : 
2 1

1

x
f x

x





 .  

  :) اسʱʻʱج الدالة الʺʱʷقة لؔل مʧ الدوال الʺقʱرحة الʱالʽة 2

1أ )  
:

1

x
g x

x




 (ب       .
4

2

1
:

1

x
h x

x




.  

ج) 
2 1

:
1

x
u x

x




  (د     .
2sin 1

:
sin 1

x
v x

x




.  

زوجة وقابلة للاشʱقاق فʺا هي  f) إذا ؗانت دالة1
  ؟ f'شفعʽة دالʱها الʺʱʷقة 

فردǽة وقابلة للاشʱقاق فʺا هي  g) إذا ؗانت دالة2
  ؟ g'شفعʽة دالʱها الʺʱʷقة 

لة الʺʱʷقة للدالة في ؗل مʧ الʴالات الʱالʽة أحʶب الدا
f  هاʽعل Ȑرʳي تʱعة الʨʺʳʺاً في ؗل مرّة الʻّ̔ʰرحة مʱالʺق

  الʶʴاǼات .
أ )  3cos 2f x x .    (ج   4

1

sin 3
f x

x



 .  

ب)  3sin 3f x x  (د   .   3

1

cos 4
f x

x



.  

  دوال . دراسة الـ  5

 ʧؔʱالدالةلf  بـالʺعرّفة  : 
 

3 2

2

2

1






x x
f x

x
 .  

 معلʦ مʱعامد ومʳʱانسلها في  الʺʻʴʻي الʺʺʲل fCنʶʺي
 ; ;

 
O i j .  

ǽقʰل  fCن الʺʻʴʻي. اسʱʻʱج أ f) أدرس تغʽرات الدالة 1
  مʱʶقʽʺا مقارȃا عʺʨدǽا .

y) بʧʽ أن الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة 2 x  مقارب مائل ʨه
  . fCللʺʻʴʻي
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Ǽالʰʶʻة إلى الʺʱʶقʦʽ الʺقارب  fC) أدرس وضعʽة الʺʻʴʻي3
  الʺائل . له
مع حامل  fCأحʶب إحداثʽات نقʱʢي تقاʡع الʺʻʴʻي) 4

  مʨʴر الفʨاصل.
  . 1عʻد الʻقʢة ذات الفاصلة  ) أكʱب معادلة للʺʺاس 5
  . fCثʦ الʺʻʴʻي  ) أنʷئ 6

f  الدالة الʺعرّفة على 2� بـ :  

   1

2

x x
f x

x





 .  

fC ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf . ʦفي معل  
  . f) أدرس تغʽرات الدالة 1
2ʦʽقʱʶʺأ ـ برّر أن ال (d  الʺعادلة ȑ3ذy x  ʨه ،

 fC لـ. أدرس الʨضعʽة الʽʰʶʻة  fCمقارب مائل للʺʻʴʻي
  Ǽالʰʶʻة لʺʱʶقʽʺه الʺقارب الʺائل .

 ʦب ـ أرسd  ʦّثfC .  
،  m، عʧّ̔ حʶب قʦّ̔ الʨسʽط الʴقʽقي fC) أ ـ اسʱعʺل3

عدد حلʨل الʺعادلة  2 1 2 0x m x m    .  
، عدد حلʨل  mب ـ اسʱʻʱج حʶب قʦّ̔ الʨسʽط الʴقʽقي

الʺعادلة    cos 2 2 1 cos 4 1 0u m u m      مع
 0;2u  .  

 ʧؔʱالدالةلf  بـالʺعرّفة: 
2

2

4 5

2 5 2




 
x x

f x
x x

.  

   . معلʦ مʱعامد ومʳʱانسلها في  الʺʻʴʻي الʺʺʲل fCنʶʺي 
   fعʧʽ مʨʺʳعة تعرȄف الدالة )1
ʧ أجل ؗل ، ʽʴǼث م cو a ،bعʧʽ الأعداد الʴقʽقʽة ) 2

 : fمʧ مʨʺʳعة تعرȄف الدالة xعدد حقʽقي 

 
2 1 2

  
 

b b
f x a

x x
.  

أكʱب معادلة لؔل مʧ ثf  ʦأدرس تغʽرات الدالة ) 3
  . fCالʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة للʺʻʴʻي

عʻد الʻقʢة ذات  fCأكʱب معادلة لʺʺاس الʺʻʴʻي) 4
  . 0الفاصلة 

وحامل مʨʴر  fCعʧʽ إحداثʽات نقʱʢي تقاʡع الʺʻʴʻي) 5
  الفʨاصل.

  . أرسم المنحني) 6

، نعʰʱر الدالة   nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

nf  بـ :  �الʺعرفة على   2 2
n

nf x x x .  
عʻد  nf) أحʶب نهایʱي الدالة 1  و  .  
ي ثʦ فردȑ زوج n(مّ̔ز الʴالnf  ʧʽʱ) أدرس تغʽرات الدالة2

. (  
في معلʦ مʱعامد  nfالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  nC) نʶʺي 3

  ومʳʱانس .
1xأ ـ تʴقȘ مʧ أنّ الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة    رʨʴم ʨه

  .nCتʻاʣر للʺʻʴʻي 
ǽʺرّ مʧ أرȃع نقط إحداثʽاتها مʱʶقلة عnC  ʧب ـ برّر أنّ 
  . أحʶب إحداثʽات هذه الʻقط . nالعدد الʽʰʢعي

 ʧʽʽʻʴʻʺال ʦفي نفس الʺعل ʦ1أرسC 7وC .  

:بـالʺعرّفة  fنعʰʱر الدالة 
2

2

2 15

2 3

 


 
x x

f x
x x

   

في الʺf  ȑʨʱʶإلى الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة Cیرمز 
الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس  ; ;

 
O i j .  

. اسʱʻʱج معادلة لؔل مf  ʧ) أدرس تغّ̔رات الدالة 1
  . Cالʺʱʶقʧʽʺʽ الʺقارʧʽȃ للʺʻʴي

عʻد نقʱʢه ذات  C) أكʱب معادلة لʺʺاس الʺʻʴʻي 2
  . 5الفاصلة 
ر هʨ م1x  ʨʴ) أثʰت أن الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة 3

  . C. أرسʦ الʺʻʴʻي Cتʻاʣر للʺʻʴʻي 
:  بـالʺعرّفة  mfنعʰʱر الدالة) 4

 
2

2

15

3

 


 m

x mx
f x

x mx
  وسʽط حقʽقي . mحʽث  

واسʱʻʱج الʺʱʶقʧʽʺʽ القارmf  ʧʽȃـ أدرس تغʽرات الدالة 
  . mCلʺʻʴʻها 

  . mCـ بʧʽ أنّه تʨجد نقʢة وحʽدة تʱʻʺي إلى ؗل الʺʽʻʴʻات
 ʧʽʱʽة ذات الإحداثʢقʻل الʺʷǽ ȑي الذʻʴʻʺال ʨـ ما ه 4;1 

  ؟
(I ر الدالةʰʱنعg الʳʺالʺعرفة على ال  1;  

:            بـِ   3 22 3 1g x x x    
     ʧȞʽو ل gC .ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  
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) لاحظ 1 gC  العلى شاشةʰاسʴ ا الةʻʽʺʵضع ت ʦة ثʽانʽʰ
  حʨل عدد جذورها و حʨل

 إشارتها.

 

                                                   
 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. gأدرس تغʽرات الدالة) 2

بʧʽ أن الʺعادلة ) 3  0g x  داʽل حلا وحʰتق 
ʧʽرا بʨʸʴ1,7و 1,6م. 

، إشارةx، حʶب قʦʽ اسʱʻʱج) 4 g x على 1; .  
(IIر الدالةʰʱنعf الʳʺالʺعرفة على ال 1;   ِبـ  

  3

1

1

x
f x

x





  

 ʧȞʽو ل fC  انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت
 ; ,O I J  :حدةʨ4( الcm .(  

بʧʽ أن ) 1 
1

lim
x

f x


  بʶأح ʦث lim
x

f x


 .

.ʧʽʱʳʽʱʻا للʽانʽرا بʽʶأعط تف 

مx ʧبʧʽ أنه مʧ ؗل) 2 1;  ،   
 23 1

g x
f x

x
 


 

 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fاسʱʻʱج اتʳاه تغʽر الدالة) 3

4 (ʽمعادلة لـِ ع ʧ  يʻʴʻʺمʺاس ال fC  ةʢقʻد الʻع
 .0ذات الفاصلة

مx ʧتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل) 5  1; 1  ،

     3

3

1
1

1

x x
f x x

x


   


. 

Ǽعد دراسة إشارة) 6    1f x x    ةʽج وضعʱʻʱاس
الʺʻʴʻي  fC ة للʺʺاسʰʶʻالǼ ماذا تلاحظ ؟ . 

7  (ʦʽقʱʶʺال ʦارس  يʻʴʻʺو ال fC.  
  :بـِ  fDالʺعرفة على fنعʰʱر الدالة

 
3 2

2

1

1

x x
f x

x

 



  

حʽث      ; 1 1;1 1;fD        ؛ʧȞʽو ل  
 fC عامد و تʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺانسʳʱم ; ,O I J.  

 . تعرȄفها عʻد أʡراف مʨʺʳعة fأحʶب نهاǽات الدالة) 1
 اسʱʻʱج الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة الʺʨازȄة لʺʨʴر الʱراتʽب.

  ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة) 2
أكʱب معادلة للʺʺاس) 3 fC ة ذات الفاصلةʢقʻد الʻ0 ع. 

  ، fDمx ʧبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل) 3

  2
1

1

x
f x x

x
  


 

4 (ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب  1ذو الʺعادلةy x   اʺʽقʱʶم
مقارȃا مائلا للʺʻʴʻي fC دʻع دʻو ع. 

أدرس وضعʽة الʺʻʴʻي fC  الʺقارب ʦʽقʱʶʺة للʰʶʻالǼ
الʺائل . 

بʧʽ أن الʺعادلة ) 5  0f x   داʽل حلا وحʰتق  في
الʺʳال 1;1 ǽلب إʢǽ رʸة، حʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ ،ادʳ
 .0,1له سعʱه

أرسʦ الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة و الʺʻʴʻي) 6 fC. 

مʧ ملاحʤة) 7 fC  رʣاʻز ت خʺʧ وجʨد مرؗ
للʺʻʴʻي fC ʽʺʵة تʴة أو عدم صʴت صʰأث ʦث.ʥʻ 

(I f  الدالة الʺعرّفة على 2 � بـ :  

   
3 3 6

2 2

x x
f x

x

 



 .  

C ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf . انسʳʱعامد ومʱم ʦفي معل  
حʽث مʧ أجل  bو aه یʨجد عددان حقʽقʽان ) برهʧ أنّ 1

2xكل    نʨؔت ،     
2

1
2

b
f x a x

x
  


.  

  عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها. fأدرس نهاǽات الدالة أ ـ) 2
  . fالدالة أنʷئ جدول تغّ̔رات ب ـ

(II يʺʶن الʺعادلة ȑافئ ذȞʺع الʢالق 21
1

2
y x    

2xحʽث   .  
P وM ʧان مʱʢنق وC  ب ، لهʺا الفاصلةʽرتʱعلى ال
x . ة   مʱʷرؗ
ʱʰي الʷعاع 1 PM) أحʶب مرّؗ


 .  

یؤول إلى  xاسʱʻʱج أنّ ، لʺا   أو   ّفإن
ر هذه الʳʽʱʻة هʻدسʽا .0تؤول إلى  PMالʺʶافة  ّʁ   . ف

2 ʧʽʽʻʴʻʺل الȞʷفي نفس ال ʦأرس ( وC .  
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 ʽجب تʺاما . عدد حقʨقي مf   الدالة الʺعرّفة
على الʺʳال  0;I   بـ  :

 
2

3

2
f x x

x x
 

    ،C . ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  

f) أ ـ أدرس نهایʱي الدالة1  الʳʺد حدود الʻع I .  
وأدرس  Cب ـ برهʧ أنّه یʨجد مʱʶقʦʽ مقارب مائل للʺʻʴʻي

  وضعʽʱʽهʺا الʽʰʶʻة .
f) أ ـ أدرس تغʽّرات الدالة2   الʳʺعلى الI .  

fب ـ برهʧ أن    قيʽد عدد حقʻلغها عʰة تǽّة حدʺʽل قʰتق
x  .  

3 (P  ʧة مʢنقC  هاʱفاصلx  .  
مʨʱʴاة في الʺʱʶقʦʽ ذP  ȑأ ـ برهʧ أنّ مʨʺʳعة الʻقط 

16الʺعادلة 

9
y x .  

  .Iالʺʳال عʻدما ʶʺǽح  Pب ـ ما هي مʨʺʳعة الʻقط
   .بكالوريا 

f  عةʨʺʳʺهي الدالة الʺعرّفة على الfD  ِبـ  :
  21 4f x x x x   .  

مع    ; 4 0;f     D ؛ وC  انيʽʰلها الʽʲʺت
في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس  ; ;O i j

 
 .  

عʻد  f) أحʶب الʻهایʧʽʱ للدالة 1  و .  
2) بʧّ̔ أنّ الʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة 2 3y x   ʨه ،

ʨʳǼار Cمʱʶقʦʽ مقارب للʺʻʴʻي   .  
  ؟  4؟ عʻد  0تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) هل الدالة3
) أحʶب 4 'f x  أجل ʧم 4;0fx   D .  
  . f) أنʷئ جدول الɦّغّ̔رات للدالة5
  . C) أرسʦ الʺʱʶقʦʽ الʺقارȃة ثʦّ الʺʻʴʻي 6

   .لوريابكا 
F  قاق علىʱث  �دالة معرّفة وقابلة للاشʽح 0 0F  

ومʧ أجل ؗل عدد حقʽقي   2

1
'

1
F x

x



 .  

مʨجʨدة ولا نرȄد إʳǽاد عʰارتها Fنقʰل أنّ الدالة F x  .
  تʺʽʲلها الʽʰاني في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس . Cنʶʺي

1 (G  بـِ  �الدالة الʺعرّفة على  :  
     G x F x F x   .  

وأحʶب  �تقʰل الاشʱقاق على Gأ ـ برّر أنّ  'G x  ʧم
xأجل  � .  

ب ـ أحʶب  0G  ج أن الدالةʱʻʱواسF . ةǽفرد  
2 (H ال  الدلة الʺعرّفة علىʳʺال 0;I    ِبـ :  

    1
H x F x F

x
    
 

 .  

وأحʶب  Iتقʰل الاشʱقاق على Hأ ـ برّر أنّ  'H x  ʧم
xأجل  I .  

xب ـ برهʧ أنّه مʧ أجل ؗل I ،   2 1H x F.  
ج ـ اسʱʻʱج أن    lim 2 1

x
F x F


.  
  ؟ Cد ـ ماذا یʱʻج عʧ الʺʻʴʻي

3 (T  الدالة الʺعرّفة على;
2 2

    
  :  بـِ  

   tanT x F x x  .  
أ ـ أحʶب  'T x .  الدالة ʧج عʱʻماذا یT ؟  

ب ـ أحʶب  1F .  
  . �على  F) أنʳز جدول تغّ̔رات الدالة 4
، مʱʶقʽʺاته الʺقارȃة ومʺاساته عʻد  C) أرسʦ الʺʻʴʻي 5

  . 1و 1  ،0الʻقط ذات الفʨاصل 

f  هي الدالة الʺعرّفة على;
2 2

    
  :  بـِ  

  2 tan 1f t t  .  
C . انسʳʱعامد ومʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  

عʻد الʻقʢة ذات  Cللʺʻʴʻي Tأ ـ عʧʽ معادلة للʺʺاس
  . 0الفاصلة 

ʻʴʻʺة للʽʰʶʻة الʽضعʨيب ـ أدرس الC ةʰʶʻالǼ  ِلـT .  
  :  بـ �الʺعرّفة على  fنعʰʱر الدالة 

  2sinf x x .  
 ʧȞʽولC  عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ;O i j

 
 .  

  . دورȄة ذات الدور  fأ ـ برهʧ أنّ الدالة
  . Cب ـ برهʧ أنّ مʨʴر الʱراتʽب هʨ مʨʴر للʺʻʴʻي

;0على الʺʳال  fج ـ أدرس تغّ̔رات الدالة 
2

 
  

 .  
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;0على الʺʳال  fد ـ أرسʦ الʺʻʴʻي الذʲʺǽ ȑل الدالة
2

 
  

 

3ثʦ على الʺʳال  3
;

2 2

    
 .  

f بـِ  �هي الدالة الʺعرّفة على :  
  sin 3 3sinf x x x  .  

1 ʧʽقارن ب ( f x  ʧل م وؗ 2f x   ، f x 
و f x   .  

;0على  fبرهʧ إذن أنّه Ȟǽفي دراسة الدالة 
2

 
  

 .  

  ، x) برهʧ أنّه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2
 ' 6sin sin 2f x x x  .  

;0على  f) أدرس تغّ̔رات الدالة 3
2

 
  

 .  

على  f) أرسʦ مʻʴʻي الدالة 4 2 ;2  .  
  :  بـ �الʺعرّفة على  fنعʰʱر الدالة 

  1
cos 2 cos

2
f x x x  .  

 ʧȞʽولC  عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ;O i j
 

 .  
  . 2دورȄة ذات الدور  f) أ ـ برهʧ أنّ الدالة1

  . Cب ـ برهʧ أنّ مʨʴر الʱراتʽب هʨ مʨʴر للʺʻʴʻي
2 ʧّ̔أ ـ ع ('f  قة للدالةʱʷʺالدالة الf .  

  ،  xد حقʽقي ب ـ برّر أنه مʧ أجل ؗل عد
     ' sin 1 2cosf x x x    .  

ج ـ أدرس إشارة  'f x  أجل ʧم 0;x  .  
على  f) أ ـ أنʳز جدول تغʽرات للدالة3 0; .  

ʻʴʻʺال ʦل الدالةب ـ أرسʲʺǽ ȑي الذf  على ;  .  
  . Cج ـ ʽؗف ʧȞʺǽ اسʱʻʱاج الʺʻʴʻي 

 ʨʳǼ ليʴب مȄتقر ʨه ʧȄرʺʱال ʧللدالة  0ر االهدف م
tan دودʴرات الʽʲؗ مع .  

 ʧʽʱر الدالʰʱنعf وg  على ʧʽʱبـِ  �الʺعرّف :  

 
3

3

x
f x x  و 

32

3

x
g x x  .  

Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة أعط تʻʽʺʵا حʨل وضعʽة مʽʻʴʻات 
  . tanو f ،gالدوال 

  

  الʱزء الأول :

;0) أ ـ أدرس على الʺʳال1
3

I
    

، تغʽرات الدالة  

: tanu x x x .  
tanب ـ اسʱʻʱج إشارة  x x  الʳʺعلى الI .  

 Iفي الʺʳال ) أ ـ برّر أنه یʨجد عدد حقʽقي وحʽد 2
2tanحʽث  2 1   .  

2tanب ـ اسʱʻʱج إشارة  1 2x    الʳʺعلى الI .  
:دالة ج ـ أدرس تغّ̔رات ال tan 2v x x x   جʱʻʱواس

إشارة  v x  الʳʺعلى الI .  
  الʱزء الʰاني :

) أدرس تغّ̔رات الدالة 1
3

tan
3

x
x x x   على

x، واسʱʻʱج أنّه مʧ أجل ؗل Iالʺʳال  I  ،
3

tan
3

x
x x  .  

) برّر أنّه مʧ أجل ؗل Ǽ (1إتʰاع نفس الʢرȄقة للʶؤال 2

x I  ،
32

tan
3

x
x x  .  

، برّر أنّه مʧ أجل ؗل  tan) مʧ شفعʽة الدالة 3

;0
3

x
    

  ،
3 32

tan
3 3

x x
x x x    .  

f  عةʨʺʳʺهي الدالة الʺعرّفة على الD  للأعداد
حʽث  xالʴقʽقʽة 

4 2
x k

 
   معk �  ، ِبـ :  

   tan 2f x x .  

دورȄة ذات الدور  fبرهʧ أن الدالة أ ـ) 1
2

 .  

،  Dمx  ʧبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل ب ـ
   f x f x  .  
في معلʦ مʱعامد  fالʺʺʲل للدالة Cاسʱʻʱج أنّ الʺʻʴʻي 

. ʦدأ الʺعلʰʺة لʰʶʻالǼ رʣاʻʱانس ، مʳʱوم  

أحʶب  أ ـ) 2 'f x  أجل ʧ0م;
4

x
    

 .  

;0على الʺʳال  fاسʱʻʱج جدول تغّ̔رات الدالة ب ـ
4

 
  

.  

  للʺʻʴʻي عʻد مʰدأ الʺعلT . ʦعʧʽ معادلة للʺʺاس أ ـ) 3
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;على  ǼTالʰʶʻة إلى Cأدرس وضعʽة ب ـ
4 4

    
.  

4ʦأرس (T ل الدالةواʲʺǽ ȑي الذʻʴʻʺلf على;
4 4

    
.  

  . Cواشرح ʽؗف یʱʻج الʺʻʴʻي 
  .لمـسـائـ 

الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس مʰاشر  
 ; ;O i j

 
.  

  مʶʱاوȑ الʶاقABC  ʧʽمʲلث 
رأسه  1;0A  الدائرةǼ طʽʴم ،  

ز    . 1ونʸف القʢر  Oذات الʺرؗ
تقع فʨق الʺʨʴر Bالʻقʢة Ox ،  

على  Aقط العʺʨدȑ للʻقʢةالʺH ʶو BC.  
 ʧȞʽل  ةȄان للزاوǽالرادǼ ا مقدّراʰجʨا مʽʶʽا رئʶʽق

 ,i OB
 

 .  
  . B) ـ عʧʽ إحداثʱʽي الʻقʢة 1

ʱافʶʺال ʧّر عhـ ع ʧʽBH وAH  بدلالة .  
  . ABCمʶاحة الʺʲلث  ـ اسʱʻʱج بدلالة

الʺعرّفة على  f) نعʰʱر الدالة2 0; بـ :  
   sin 1 cosf x x x  .  

وȃرهʧ أنّه مʧ أجل ؗل  fأ ـ عʧʽ الدالة الʺʱʷقة للدالة 
 0;x    2' 2cos cos 1f x x x  .  

اسʱʻʱج أنّه مʧ أجل ؗل  0;x   ،  
    ' 2cos 1 cos 1f x x   .  

ب ـ أدرس اشارة  'f x  رات الدالةʽز جدول تغʳأن ʦث ،
f .  
الʱي مʧ أجلها تʨؔن مʶاحة  ) برهʧ أنّه تʨجد قʽʺة للعدد3

ذه الʺʶاحة أكʰر ما ʧȞʺǽ ، الʺʢلʨب تʴدید ه ABCالʺʲلث
  . ABC. ما هي إذن ʽʰʡعة الʺʲلث 

الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس مʰاشر  
 ; ;O i j

 
 .  
  ذات  pنعʰʱر الʻقʢة 
 ʧʽʱʽالإحداث 2;1 .  

  
   pمʱʶقʷǽ ʦʽʺل الʻقʢة

 ʧع ؗل مʢقǽ Ox و Oy  ʧʽʱʢقʻفي الA وB  على
 ʧر مʰن أكʨȞǽ ةʢقʻب الʽث ترتʽب ؛ حʽرتʱ1ال  .  

والذ�OAB  ȑالقʽاس Ǽالرادǽان للزاوȄة نʹع 
Șقʴǽ0

2

  .  

، ترتʽب الʻقʢة  A، فاصلة الʻقʢةtan) أحʶب بدلالة 1
B  لثʲʺاحة الʶم ʦّث ،OAB .  
الʺعرّفة على  f) لʧؔʱ الدالة 2 0; بـ  :  

   1
2 1 2f x x

x
    
 

  . f. أدرس اتʳاه تغّ̔ر  

  ʢǽلب تʴدیدها.تقʰل قʽʺة حدǽّة صغرf  ȑاسʱʻʱج أن الدالة
ا سȘʰ أصغر مʶاحة مʺʻȞة للʺʲلث3 ّ̋ . OAB) اسʱʻʱج م

 ʦʽقʱʶʺال ʦأرس AB . الةʴفي هذه ال  
داخل مʵروR  ȋنʹع ؗرة ذات نʸف القʢر

حʽث  دوراني، قʽاس نʸف الزاوȄة إلى رأسه هي 
0

2

  .  

  نفرض أن الؔرة والʺʵروȋ الدوراني مʱʺاسان .
  ʴǽقV  Șونقʰل أن حʳʺه

  
 

23 1 sin

3sin 1 sin

R
V

 
 





 .  

  
  
  

الهدف مʧ الʱʺرʧȄ هʨ تعʧʽʽ ارتفاع الʺʵروȋ الدواراني ʽʴǼث 
. ʧȞʺǽ ه أصغر ماʺʳن حʨȞǽ  

للʺʵروȋ الدوراني  Vوالh  ʦʳʴرهʧ أن الارتفاع ) ب1

ʴǽقّقان العلاقة :        
3

2tan
3

h
V

  .  

الʺعرفة على  f) أدرس اتʳاه تغʽر الدالة 2 0;1  بـ:  

    
 

2
1

1

x
f x

x x





 .  

) أ ـ اسʱʻʱج مʧ الʶؤال الʶابȘ ، أنّه یʨجد مʵروȋ دوراني 3
إلى قʽاس نʸف الزاوȄة إلى  0بـ له أصغر حʦʳ ؛ نرمز 

  لأصغر ح0V . ʦʳرأسه . حدّد القʽʺة 

OA

B

C

H
0 1

1

x

y

OA

B

C

H

O

P

B

A

0 1

1

x

y

O

P

B

A



R
O

h
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للʺʵروȋ الدوراني الذȑ له أصغر  0hب ـ أحʶب الارتفاع 
. ʦʳح  

1في الȞʷل لدیʻا مʧʴʻ ذȑ الʺعادلة 
y

x
  مع

0x  .  

A وM ثʽان حʱʢنق 1; 1A  1و
;M x
x

 
 
 

 .  

  
  
  
  
  
  

ʽʴǼث  Mالهدف مʧ الʱʺرʧȄ هʨ تعʧʽّ̔ إن أمʧȞ نقʢة 
  أصغر ما AM . ʧȞʺǽتʨؔن الʺʶافة

 2AMأصغر قʽʺة فإن AM) أ ـ برّر أنّه إذا أخذت 1
  تأخذ أصغر قʽʺة .

x  ،أحʶب بدلالةب ـ  d x  ثʽح  2d x AM.  

0x) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل 2   ،   
3

2
'

f x
d x

x
 

  هي دالة ʽʲؗر حدود مʧ الدرجة الراǼعة . fحʽث 
  . fراسة الدالة) د3

على  fأ ـ أدرس تغʽرات الدالة 0;I   .  
ب ـ برهʧ أنّ الʺعادلة   0f x   داʽل حلا وحʰتق  في

  .210نʸف قʢره  . عʧّ̔ حʸرا للعدد Iالʺʳال 
ج) اسʱʻʱج إشارة  f x الʳʺعلى الI .  

  وأعط خلاصة . d) اسʱʻʱج مʺا سȘʰ تغʽرات الدالة 4
فإن الʺʱʶقA  ʦʽأقرب مʧ الʻقʢة Mؗانت  ) برّر أنّه إذا5

 AM  قاǼى ساʢي الʺعʻʴʻʺا على مʺاس الǽدʨʺن عʨȞǽ
  . Mفي نقʱʢه 

في الفʹاء الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس 
 ; ; ;O i j k

  
، نعʰʱر الʻقط   2;0;0A  ،

 1; 3 ;0B  و 1; 3 ;0C   .  

في الʺC  ȑʨʱʶو A  ،B) مʲل الʻقط 1 ; ;p O i j
 

.  
زه  ABC) برهʧ أنّ الʺʲلث 2   . Oتقاǽس أضلاع مرؗ
مʧ الفʹاء الʺʰʱاعدة  M) أ ـ عʧّ̔ مʨʺʳعة الʻقط 3

 ʧʽʱʢقʻال ʧلؔل م ʧʽʱافʶʺالA وB .  
مʧ الفʹاء الʺʰʱاعدة الʺʶافN  ʧʽʱـ عʧّ̔ مʨʺʳعة الʻقط ب 

ʧʽʱʢقʻال ʧلؔل مB وC.  
مʧ الفʹاء الʺʰʱاعدة  Pج ـ برهʧ أن مʨʺʳعة الʻقط 

هي حامل الʺʨʴر  Cو A ،Bالʺʶافات لؔل مʧ الʻقط 
 ;O k


 .  

راقʺها مʨجب حʽث ʨȞǽن  D) برهʧ أنّه تʨجد نقʢة وحʽدة 4
  ها .وأحʶب إحداثʽات امABCD ʺʤʱʻالرȃاعي 

5 ʧؔʱل (M  ةʺʽقʱʶʺعة الʢالق ʧة مʽفʽؗ ةʢنق CD .  
CMنʹع  CD

 
مع   0;1 .  

�أ ـ برهʧ أنّ 

 
2

2

2 2 1
cos

2 1
AMB

 
 
 


 

 .  

  :  بـ �ʺʨʺʳعة على ال fنعرّف الدالة

     
2

2 2

2 2 1 1
1

2 1 2 1
f

 
   
 

  
   

.  

  . fب ـ أدرس تغʽرات الدالة
ها تʨؔن الزاوȄة الʱي مʧ أجل Mج ـ اسʱʻʱج وضعʽة الʻقʢة 

�AMB . ʧȞʺǽ ر ماʰأك  
  ؟ �AMBقʽʺة لأكʰر زاوȄةد ـ ما هي ال
(I f  الدالة الʺعرفة على 0;1 بـ : ◌ِ  

 
3

1

x
f x

x



 .  

  . 0تقʰل الاشʱقاق عʻد  f) هل الدالة 1
  . f) شȞل جدول تغʽرات الدالة2
في معلʦ مʱعامد  fالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 1C) نʶʺي 3

ومʳʱانس ; ;O i j
 

 .  
عʻد الʻقʢة ذات  1Cللʺʻʴʻي Tأكʱب معادلة للʺʺاس 

1الفاصلة 

2
 .  

O

M

A

x0 1

1

x

y

O

M

A

x
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4 ʦأرس ʦ1) في نفس الʺعلC  ،T  يʻʴʻʺال ʦّ2ثC  رʽʤن
1C  ة إلىʰʶʻالǼ. اصلʨر الفʨʴم  
1) نʹع5 2 = C C ʧؔʱول ;M x y  ʧة مʢنق

Mالʺȑʨʱʶ . برهʧ أنّ    إذا وفقط إذا ؗان
 2 2 2 0x x y y    ... E   

   لديكلويسلʰلابي ال يʺʻʴʻالʶǽʺى  الʺʻʴʻي 
)cissoïde de Dioclès( .  

(II I  ʧʽʱʽة ذات الإحداثʢقʻال 1;0  ،C  الدائرة ذات
القʢر  OI و  الʺʺاس للدائرةC  ةʢقʻد الʻعI .  

d  ةʢقʻل الʺʷǽ ȑالذ ʦʽقʱʶʺالO  هه العددʽجʨومعامل ت
  .  tالʴقʽقي 

 dوالʺʱʶقC ʦʽنقʢة تقاʡع الدائرة  M) عʧّ̔ إحداثʱʽي1
Mحʽث O .  

والʺʱʶق  ʦʽنقʢة تقاʡع الʺʻʴʻي M') عʧّ̔ إحداثʱʽي2 
d ثʽح'M O .  

 ʧʽʺʽقʱʶʺع الʡة تقاʢي نقʱʽب إحداثʶأح وd .  
نقʢة بʻقʢة انʢلاقا م  ʧ) اسʱʻʱج ʡرȄقة لإنʷاء الʺʻʴʻي3

 ʧʽʱʢقʻالM وN  .  
  أنʷئ الʺʻʴʻي

(III 1 ʦʽقʱʶʺال ( 'IM ب فيʽراتʱر الʨʴع مʢقǽP.  
.2أ ـ برهʧ أنّ :  .NM NO NI NO NI 

   
 ،  

.2و     .OM ON ON OI OI 
   

 .  
2ب ـ اسʱʻʱج أنّ :  'NI OM NO   ،  

2OIو OM ON  .  

'ج ـ برهʧ أنّ :  '

'

OP OM OM

NI M N OM
  .  

د ـ اسʱʻʱج مʧ الʶؤالʧʽ ب و ج ، أنّ : 
2 3OP OI OP IN    .  

2OP) نʱʵار 2   نʨȞǽ اليʱالȃ3و 2IN  .  
لي لـِ اشرح ʽؗف ʧȞʺǽ للʺʻʴʻي اللʰلابي  ʦؕل  دیʴǽ أن

 x، أنʷئ حرفا  aالʺȞʷل الʱالي : لʧȞʽ مȞعʰّا ذȑ الʴرف 
  لʺȞعب حʽث ʨȞǽن حʳʺه ضعف حʦʳ الʺȞعب الأول .

1(g  هي الدالة الʺعرّفة على 0; بـ  :  

  cos sing x x x x  .  
  وأنʷئ جدول تغّ̔راتها . gأ ـ أدرس تغّ̔رات الدالة

ب ـ اسʱʻʱج إشارة  g x  على 0; .  
الʺعرّفة على  f) لʧؔʱ الدالة2 0; بـ  :  

  sin x
f x

x
  أجل ʧ0مx  و 0 1f  .  

على  fأدرس تغّ̔رات الدالة 0; .  
 0دف مʧ الʶؤال هʨ دراسة قابلʽة الاشʱقاق عʻد ) اله3

  . fللدالة
  ،  xأ ـ بʧّ̔ أنّه مʧ أجل ؗل عدد مʨجب 

3

0 sin
6

x
x x   .  

رفة على الʺع مʧ أجل ذلʥ نعʰʱر الدالة  0;  ِبـ  :  

 
3

sin
6

x
x x x    .  

أحʶب الʺʱʷقات الʺʱʱاǼعة  ' x  ، " x و "' x 
  . واسʱʻʱج إشارة 

وأحʶب  0تقʰل الاشʱقاق عʻد  fب ـ برهʧ أن الدالة 
 ' 0f .  

في معʦ مʱعامد  fالʺʺʲل للدالة  C) أنʷئ الʺʻʴʻي 4
 ʦث تأخذ وحدة الرسʽانس حʳʱ3ومcm .  

1 (g  بـِ هي الدالة الʺعرّفة  :  

 0 0g  و  2 1
sing x x

x
  أجل ʧ0مx   

  . 0تقʰل الاشʱقاق عʻد  gأ ـ برهʧ أنّ 
الʺʺʲل في معلʦ مʱعامد  gهʨ مʻʴʻي الدالة  Cب ـ 

ومʳʱانس  ; ;O i j
 

  ʨاصل هʨر الفʨʴأنّ م ʧم Șقʴت .
  . Oعʻد الʺʰدأ  Cمʺاس للʺʻʴʻي

1) أ ـ برهʧ أنّ 2
0g

k
   
 

kمʧ أجل ؗل   � .  

عدد حقʽقي مʨجب تʺاما وصغʽر Ǽقدر ما نرȄده.  ب ـ 
1لʺاذا یʨجد عدد غʽر مʱʻه مʧ الأعداد

k
تʱʻʺي إلى  

الʺʳال 0;  مع ،k �.  
، لا  Cللʺʻʴʻي A) هل صʽʴح أنّ مʺاس في نقʢة 3

A .  104وهذا ʨʳǼار Aإلاّ في الʻقʢة  ǽCقʢع 

105
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  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد  
  

ؤال اقʱراحات مʨضʨعة ʧȞʺǽ أن تʨؔن في ؗل س
أكʲر مʧ جʺلة صʴʽʴة؛ الʺʢلʨب اخʽʱار الʳʺل الʴʽʴʸة 

.ʥرّرا ذلʰم  
1 (f الʳقاق على مʱدالة قابلة للاشI .  
،  Iمʧ الʺʳال aقʽʺة حدǽّة عʤʺى عʻد  fإذا قʰلت أ ـ

فإنّ  ' 0f a  .  
إذا ؗانت ب ـ ' 0f a   ّفإن ،f دʻة عǽّة حدʺʽل قʰتقa.  
  . Iمʱʶʺرة على الʺʳال fالدالة جـ ـ

2 (f بـ هي الدالة الʺعرفة   3 1f x x x   .  
3الʺعادلة أ ـ 1 0x x    داʽل حلا وحʰتق  في� .  

مʱزایدة تʺاما على  fالدالة ب ـ ; .  
تقʰل الاشʱقاق على  fةالدال جـ ـ ; .  

، الʺعادلةkمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب ـ د f x k 
  تقʰل على الأقل حلا .

قابلة للاشʱقاق  fهʨ مʻʴʻي الدالة fCفي الȞʷل
  .Aو O، ومʺاسʧʽ عʻد ؗل مʧ الʻقʧʽʱʢ  �على
  
  
  

  
في ؗل الʶؤال ، Ǽالʹʰط اقʱراح واحد صʽʴح الʺʢلʨب تعʻʽّ̔ه 

.  
  ʶǽاوȑ : 0عʻد  f) العدد الʺȘʱʷ للدالة 1
  . 4 د ـ.         1 جـ ـ.         0 ب ـ.         2 أ ـ
  أ ـ) 2 0 2f            .ب ـ  1 0f  .  
 جـ ـ   ' 0 0f             .د ـ  ' 1 0f  .  
  . 2هي  fالقʽʺة الʴدǽّة العʤʺى للدالة  أ ـ) 3

 ب ـ ' 2 0f  .  
  . 0، هي  �على  fالقʽʺة الʴدǽّة الʸغرȐ للدالة جـ ـ

  أ ـ) 4 lim 0
x

f x


    .ب ـ  lim 0
x

f x


.  
 جـ ـ 

0
lim
x

f x


  .      ـ د    
0

lim 1
x

f x f


.  

  ؟؟  أصحيح أم خاطئأصحيح أم خاطئ  
  

f  قاق علىʱدالة قابلة للاش 0;  ثʽح
  ǽعʢى جدول تغʽراتها .

0                  1             x  
+           0  ـ            'f x 

1               
                              

 f x  

.ʥرّرا ذلʰئة مʡاʵل الʺʳة والʴʽʴʸل الʺʳال ʧʽز بʽم  
ؗل  ) مʧ أجل1 0;1x   ،  1f x  .  
0x) الʺʱʶقʦʽ ذو الʺعادلة2  ي الدالةʻʴʻʺمʺاس ل ʨهf.  
1a) إذا ؗان 3   ّفإن ،  1f a  .  
 1صلةاالف ذات نقʱʢه عʻد ʨȞǽ (fن مʺاس مʻʴʻي الدالة 4

  مʨازȄا لʴامل مʨʴر الʱراتʽب .
5( 

0
lim
x

f x


 .  
ʥرّرا ذلʰئة مʡة أم خاʴʽʴلة صʺʳأذؗر إن ؗانت ال  

الʺعرفة على  f) الدالة1 0; بـ  f x x x 
  .0ابلة للاشʱقاق عʻد غʽر ق

2 (
0

sin
lim 1
x

x

x
 .  

3الʺعرفة على f) الدالة3
;

2 2
I

     
  : بـ 

  1 tanf x x   ة تʺاما علىʸاقʻʱمI .  
 بـ �الʺعرفة على f) الدالة4  13f x x.  

ʽʽʺʱز بʧʽ الʳʺل الʴʽʴʸة والʵاʡئة الالʺʢلʨب 
.ʥرّرا ذلʰم  

) إذا ؗان1 ' 2 4f    ّفإن   
2

2
lim 4

2x

f x f

x


 


  

 gفإن الدالة  �ابلة للاشʱقاق علىق f) إذا ؗانت2
  : بـالʺعرّفة    tang x f x  قاق علىʱل الاشʰتق

;
2 2

    
ولدیʻا    ' ' tang x f x  

tan) الʺعادلة3 x xل ما لانʰل علىتقʨلʴال ʧة مǽها�.  
') إذا ؗان 4 'f g  الʳعلى مI  فإنf g  هي دالة

  . Iثابʱة على الʺʳال 
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة                
  

 صʽʴح ǽقʦʶ عددا صʴʽʴا آخر. ددعإثʰات أن   
 . ¢فياسʱعʺال خʨاص قابلʽة القʶʺة  
 .ʧʽʽعʽʰʡ ʧر لعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʧʽʽعʱدس لʽة إقلʽارزمʨعʺال خʱاس 

ة لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ.لاسʱعʺال خʨارزمʽة إقلʽدس    ʱعʧʽʽ القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
  كبر.ك الأشترحل مشكلات بتوظيف خواص القاسم الم 

   
  ʧفرع م ʨة الأعداد هȄرʤاتنʽاضȄعد الر ʧʺʹʱة، و تʽʰʶة أو نʽعʽʰʡ اء ؗانتʨة، سʴʽʴʸائص الأعداد الʸʵǼ ʦʱة یه

 ،ʦحة سهلة الفهʨʱائل مفʶفئمǼ ʦʱة یهȄرʤʻتدرسه هذه ال ȑال الذʳʺفة عامة، الʸǼ .ʧʽʸʱʵʺر الʽة لغʰʶʻالǼ ىʱرةحʽʰؗ ة 
Ȅقة مʧ الʺʶائل الʱي تأتي مʧ دراسة الأعداد الʽʰʢعʽة. مʧ الʺʺʧȞ تقʦʽʶ نʤرȄة الأعداد إلى عدة مʳالات حʶب الʢر 

 ʨبدراسة خ ʦʱات تهʽاضȄّفروع الر ʧألة. فهي فرع مʶʺع الʨعʺلة ونʱʶʺس اصالʨة وتʴʽʴʸاعاتها وعلاقات الأعداد الȄرʰʳة ل
 والʴʱلʽلʽة.

ʳʱزئة خʨاص ال تدرس قابلʽة القʶʺة و الأولّ̔ة و الʴʱلʽل (إلى جداء عʨامل أولʽة). ؗʺا تدرس نʢرȂة الأعدادعʻد الإʡلاق، 
عداد اسة الأق الʰʳرȄة لدر و ما قارب ذلʥ. و یʨجد فروع أخرȐ نذؗر مʻها نʤرȄة الأعداد الʰʳرȄة الʱي تعʻʱي Ǽاسʱعʺال الʢر 

غل هي تʱʶعات الʰʳرȄة و غʽر هذا، و نʤرȄة الأعداد الʴʱلʽلʽة و ʶʱامʽة و نʤرȄة الʴʱلʽل في الʨʱسالʸʺاء و الأعداد الʺ
ʰة) حʧʽ دراسة Ǽعض خʨاص الأعداد الأولʽة. ب (الأعداد الʺرؗ   ʡرق الʴʱلʽل الʺرؗ

ة قابلʽة . مʶأللأعداد دون اللʨʳء لʱقʽʻات آتʽة مʧ فروع أخرȐ للرȄاضʽات: في هذا الʺʳال، تدرس االʺʰرهʻة الʰدائʽة للأعداد
ʧث عʴʰة ،الʽالأعداد إلى أعداد أول ʥʽؔر ، تفʰرك الأكʱʷʺال ʦاب القاسʶح ʧم ʧȞʺدس تʽة إقلʽارزمʨة ، خʺʶاد الأعد الق

  الʺʲالʽة والʱقرȄب تʱʻʺي لهذا الʺʳال.
دوال لصʽات انعȞاس الرȃاعي . خاو قانʨن الاولʽر , ثʦ مʰرهʻة الʰاقي الʻʽʸي الʱʻائج هي مʰرهʻة فʽرما الʸغرȐ و مʰرهʻة أ

  أǽʹا الʺʱʱالʽات مʲل عاملي و أعداد فʨʰʽشى.و  ; الʳذائʽة مʲل دالة مʽʰʽس ودالة أولʽر تʺت دراسʱها
Ǽ دوʰة للأعداد تʽدائʰة الʻرهʰʺائل الʶات و عدة مʽاضȄفي الر Șʺعʱاج لʱʴة تʢʽʶʺؗ .ات جدیدةȃلا في الألʺقارʲةة الآمʽت :  

 اخǼلدʨة غʽاصة  حدسʵةالʽالأعداد الزوجǼ عʺʳؗ ʽأول ʧعددیʧʽ ,  
 ة ؗاتالانʽاصة  حدسʵأسالǼ ةʽعʽʰʡ ة,  أعدادʽالʱʱم  
 ةʽالأول ʧʽأمʨʱة الʽعة الأعد حدسʨʺʳل أن مʨي تقʱة, الʽهʱʻر مʽأم غʨʱة الʽاد الأول  
 زʽراكʽة سʽة.  حدسʢʽʶǼ ةʽالʱʱʺǼ اصةʵال  

  ). مʶائل هʽلʰرت(أنʤر  غʽر مʴددةتʦ الʰرهʻة على أنها  الʺعادلة الدیʨفانʽةمʰرهʻة '
 رȄʺان وفرضʽة مʰرهʻة الأعداد الأولʽة, لدراسة مʶائل حʨل الأعداد الʽʰʢعʽة. الʴʱلʽل العقدȑو  الʶʴابتʱʶعʺل أدوات 

  هي Ǽعض الأمʲلة.
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  نشاط أول       
   

  نʢلاقا مʧ هذا ʧȞʺǽ تʴدید یʨم الأسʨʰع الذʸǽ ȑادف أȑ  یʨم مʧاالاثʧʽʻ . یʨم  2007صادف  أول جانفي     
  : اللاحقةأو  الʶاǼقة ʨاتʻʶال     

  . ʽ1962ة نرȄد معرفة الʨʽم الذȑ صادف  خʺʶة جȄʨل )1
  ʶʴǽب إلا لا ( 1962وخʺʶة جȄʨلʽة   2007أول جانفي الʱي تفʸل بn  ʧʽـ ما هʨ عدد الأǽام 

  Ǽعʧʽ الاعʰʱار) ؟ 366ؗʺا تؤخذ الʻʶة الؔاʶǼة الʱي عدد أǽامها أحد الʱارʧʽʵȄ  في الʺʨʺʳع   
  الʱي مرت بʧʽ الʱارq . ʧʽʵȄأوجد عدد الأسابʽع  ، 7الʺʨجʨد ساǼقا  على  nـ Ǽقʶʺة العدد              
  .ʱʧʽارʵȄال بʧʽللأǽام الʺʰʱقʽة Ǽعد مرور هذه الأسابʽع  rـ عʧʽ العدد               
  . rو   qبدلالة  nأكʱب   ـ             
             ʰم الأسʨج  یʱʻʱـ اس ȑع الذʨ ةʽلȄʨة جʶʺ1962صادف خ .  

  . مʧ الʻʶة القادمةبʻفس الʢرȄقة عʧʽ یʨم الأسʨʰع الذʸǽ ȑادف أول نʨفʺʰر  )2
 Ȅخ الاسʱقلال ؟الاحʱفال Ǽʺرور قرن عʧ تار ما هʨ یʨم الأسʨʰع الذʸǽ ȑادف  )3

  ) ما هو اليوم الذي صادف تاريخ ميلادك ؟4
                                       

  ثاننشاط      
  

  لʥ مʧ حʶاب . ومʻȞهʦ ذ 2لʽة الʹرب في العدد في العʨʸر القدǽʺة ؗان الʺʸرʨȄن ʨʻʶʴǽن عʺ      
ʽʽعʽʰʡ ʧجداء عددیʧ . رعةʶǼ  

    41=  32+  8+  1أن نلاحظ   59×  41مʲلا لʶʴاب      
   
                               59  =59  ×1   

                             118  =59  ×2   
                              236 =59  ×4  
                             472  =59  ×8  
                             944  =59  ×16   

                           1888  =59  ×32   
  

    59×  41= 1888+  472+  59=  2419و نʱʻʱʶج             
  بʻفس الʢرȄقة أحʶب ما یلي :   

      1  (63  ×87                            
      2 (125   ×48                          

      3 (249  ×14      

   

2× 

2× 

2× 

2× 

2× 
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1 

2 

3 

4 

5 

                          

  ثالثشاط ن    
   

  ȑʨ      .حʽث أن ؗل حاوȄة تʱʴ تهʦʱ صارة ʳǼʺع الʨʢاǼع الʰرȄدǽة و وزعت ؗل الʨʢاǼع الʱي جʺعʱها على حاوȄات شفافة    
ʻها     محاوȄات ؗل واحدة  4على نفس عدد الʨʢاǼع الʺʴلʽة و نفس عدد الʨʢاǼع الأجʽʰʻة . و حʸلت على الʨʱزȄع الʱالي    

  . اأجʽʰʻ اʡاǼع 24و  امʴلʽ اǼعʡا 18تȑʨʱʴ على      
  ما هʨ عدد الʨʢاǼع الأجʽʰʻة ؟ ) ما هʨ عدد الʨʢاǼع الʺʴلʽة ؟1    
  ) عʧʽ تʨزȄعا آخر لهذه الʨʢاǼع الʰرȄدǽة .2    
  مʧ الʴاوȄات الʱي ʧȞʺǽ اسʱعʺاله . اذؗر الʨʱزȄع الʺʻاسب لها . t) ما هʨ أكʰر عدد 3    
  عʧʽ ؗل الʨʱزȄعات الʺʺʻȞة . )4    
  ؟  t) ماذا ʲʺǽل عدد الʨʱزȄعات Ǽالʰʶʻة إلى العدد 5    

           

  نʵاط راǺع    
                                                  E   D  C  B  A 

        
         
         
         
          

                                                       أفـقـʻا        
  .      25مرȃع تام مʨʺʳع أرقامه  )1
 .11عدد مʹاعف لـ  )2

 . 7على  Ǽ  .88اقي قʶʺة 87عدد مʹاعف لـ )3

 عدد أولي . عدد أولي  . )4

 . 7على  Ǽ88اقي قʶʺة  )5

 30عدد ǽقʰل القʶʺة على     

  عʦʸدǻا      
A(  ع تام جداء أرقامهȃ3024مر  .  
B( ة على عʺʶل القʰقǽ ع أرقامه و  7ددʨʺʳ19م . 

C(  ة  .187عدد مʹاعف لـʺʶاقي قǼ762  5على.  
   D. عب تام . )  عدد أوليȞم  
   E ة علىʺʶل القʰقǽ 10)  عدد.  
  
  

 أكʺل الʳدول وفȘ الʺعʽʢات الʱالʽة
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  ة فيʸʴة القʻقابل¢ 

 تعرȂف .1
             ǽkعʻي وجʨد عدد صʽʴح  ǽbقʦʶ العدد  aغʽر معدوم. القʨل أن العدد aعددان صʴʽʴان و bو a:تعرȂف    

bحʽث :          ka=ʥل ؗذلʨنق . a للعدد ʦقاسb أ ʨؗذ لو نقʥلb مʹاعف للعددa  .  
     
aنʱؔب     b  ونقرأa ʦʶقǽ b.  

48  أمʰلة:    8 6= 6و مʻه  ´ 48    
            ( ) ( )48 8 6= - ´ )و مʻه  - )6 48-  
            ( ) ( )65 13 5- = - )و مʻه  ´ )5 65-  
            ( ) ( )65 13 5- = - )و مʻه  ´ ) ( )13 65- -  

  نفس القʨاسa-   . ʦو aللعددیʧ  ¢في ملاحʢة:   

 خʦاص .2
  ثلاثة أعداد صʴʽʴة غʽر معدومة . a  ،b  ،c  :1ةʻخاص    

  . ǽcقa  ʦʶفإن  ǽcقb  ʦʶو  ǽbقa  ʦʶإذا ؗان                
  
aإذا ؗان  الʮرهان:   b    وb c   فإنb ka=  و'c k b=  ثʽحk  و'k  هʻان و مʴʽʴعددان ص( )'c kk a=  
  . ǽcقa  ʦʶعدد صʽʴح فإن  kk'وȃʺا أن   
  

  غʽر معدوم. aعددان صʴʽʴان و bو a :2خاصʻة      
   ǽmbقm  ،a  ʦʶفإنه مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح  ǽbقa  ʦʶإذا ؗان                 

  
aإذا ؗان  الʮرهان:   b    فإنb ka=   ثʽحk  هʻح و مʽʴعدد ص( )mb mka mk a= عددا       mkوȃʺا أن   =
  . ǽmbقa  ʦʶصʴʽʴا فإن    
    

  غʽر معدوم. aعددان صʴʽʴان و bو a :3خاصʻة      
   ǽmbقm  ،ma  ʦʶفإنه مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح غʽر معدوم  ǽbقa  ʦʶإذا ؗان                 

  
aإذا ؗان  البرهان:   b    فإنb ka=  ثʽحk  هʻح و مʽʴعدد ص( )mb mka k ma=       عدد   kوȃʺا أن    =

  . ǽmbقma  ʦʶصʽʴح فإن   
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  حʻث : nعʥʻ الأعداد الʲʻʲʶة  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

                         11  ʤʴقǻ5n +  
)ǽقʦʶ عʰارة  aحʽث العدد الʽʴʸح  nلʱعʧʽʽ الأعداد الʴʽʴʸة  ʟرȂقة:    )f n . ةʺʶة القʽف قابلȄعʺل تعرʱʶن  
  :الʲل   

 11 ʦʶقǽ 5n 5حʽث  kإذا و فقط إذا وجد عدد صʽʴح  + 11n k+ = .  
11و مʻه     5n k= - .    

11الʴلʨل هي الأعداد الʴʽʴʸة مʧ الȞʷل        5k    الʺʢلȃʨة .  nعدد صʽʴح وهي قk  ʦʽمع  -
   ʲم ʥȂرʸلتʦة  :2لʲʻʲʶالأعداد ال ʥʻعn : ثʻح  

                         3 5n + ʤʴقǻ 8 .   
)حʽث العʰارة  nلʱعʧʽʽ الأعداد الʴʽʴʸة  ʟرȂقة:    )f n  ʦʶح تقʽʴʸالعدد الa ʧʽب ȑاوʶن( )f n ʦاسʨو قa.  
  :الʲل   

}هي  8 قʨاسʦمʨʺʳعة   }8; 4; 2; 1;1;2;4;8- - - - .  
3 5n +  ʦʶقǽ8  اهʻ3مع 5 8n + = 3أو - 5 4n + = 3أو - 5 2n + = 3أو- 5 1n + = 3أو - 5 1n + =   

3أو  5 2n + 3 أو = 5 4n + 3أو = 5 8n + =.  
  ȑ3أ 13n = 3أو - 9n = 3أو  - 7n = 3أو  - 6n = 3أو  - 4n = 3أو - 3n = 3أو  - 1n = -   
3أو  3n = .  
3الʺعادلات   13n = - ،3 7n = - ،3 4n = 3و   - 1n =   لʽس لها حلʨل . -
  .        1،  -1،  -2، -3الʴلʨل هي الأعداد الʴʽʴʸة   
  حʻث : nالأعداد الʲʻʲʶة عʥʻ  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   

      3 8n + ʤʴقǻ 6n +                                                              
)حʽث العʰارة  nلʱعʧʽʽ الأعداد الʴʽʴʸة ʟرȂقة:    )f n ارةʰالع ʦʶتق( )g n  ارةʰألة إلى أن عʶʺنرجع ال( )h n          

  .aتقʦʶ عددا صʴʽʴا  
  :الʲل   

     ʧȞʽلn  ثʽح حʽʴ3عدد ص 8n + ʦʶقǽ 6n 3.ومʻه+ 8n + ʦʶقǽ 3 18n 3. و Ǽالʱالي+ 8n + ʦʶقǽ    
      ( ) ( )3 18 3 8n n+ - +  ȑ3أ 8n + ʦʶقǽ10.  عةʨʺʳمʦاسʨهي 10 ق{ }10; 5; 2; 1;1;2;5;10- - - - .  

3 8n + ʦʶقǽ10 اهʻ3مع 8 10n + = 3أو - 8 5n + = 3أو - 8 2n + = 3أو- 8 1n + = 3أو - 8 1n + =   
3 أو  5 2n + 3أو = 8 5n + 3أو= 8 10n + =.  
  ȑ3أ 18n = 3أو - 13n = 3أو  - 10n = 3أو  - 9n = 3أو  - 7n = 3أو - 3n = 3أو  - 2n = .  

6nو مʻه  = 3nأو  - = 1nأو  - = -  
3عʽʶȞا هذه الأعداد حلʨلا ( Ȟǽفي الʱعȄʨض في 8n 6nو + 3والʱأكد في ؗل مرة مʧ أن + 8n + ʦʶقǽ6n +.(  

  .        -1،  -3، -6الʴلʨل هي الأعداد الʴʽʴʸة
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  غʽر معدوم. aوثلاثة أعداد صʴʽʴة  cو  a  ،b :4خاصʻة    
ǽmbقn ،a  ʦʶو  mمʧ أجل ؗل عددیʧ صʧʽʴʽʴ فإنه  cو ǽbقʦʶ العددیa ʧإذا ؗان                 nc+  

  
aإذا ؗان  البرهان:      b   وa c   فإنb ka=  و'c k a=  ثʽحk و'k :هʻان و مʴʽʴعددان ص  

              
( )

'

'

mb nc mka nk a

mb nc mk nk a

+ = +

+ = +
  

Ǽ'mkʺا أن              nk+  ح فإنʽʴعدد صa  ʦʶقǽmb nc+  

  ةʸʴة القǻدʻفي  الإقل¢ 

 ¢القʸʴة الإقلʻدǻة في .1
)عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم . تʨجد ثʻائʽة وحʽدة  bو عدد صʽʴح a :مʮرهʹة     ),q r  ثʽة حʴʽʴʸالأعداد ال ʧم   

              a bq r= 0و    + r b£ < .  
  

    ʧث عʴʰة الʽى عʺلʺʶة تʽائʻʲال( ),q r ة للعددǽدʽة الإقلʺʶالقǼaعلى العددb. ىʺʶǽq وr  اقيǼ ب حاصل وʽرتʱبهذا ال  
  . bعلى العدد  aالقʶʺة الإقلʽدǽة للعدد   
  عدد صʽʴح وحʽد qأȑ یʨجد bو إما مʨʸʴر بʧʽ مʹاعفʧʽ مʱʱاǼعʧʽ  لـ  bإما مʹاعف لـ  aالعدد  الʮرهان:   
)حʽث    )1qb a q b£ < 0و نʱʻʱʶج مʧ هذا أن  + a qb b£ - <.  
rنʹع     a qb= a و مʻه لدیʻا   - bq r= 0مع  + r b£ < .  
  . bعلى عدد صʽʴح غʽر معدوم  ʧȞʺǽa تʺدید مفهʨم القʶʺة الإقلʽدǽة لعدد صʽʴح :ملاحʢة   

aونʸʴل على                 bq r= 0و    + r b£ < .  

2.  ʥʻʻعʻʮʟ ʥر لعددیʮرك الأكʯʵʸال ʤالقاس  
   a  ر معدوم .  نرمزِ بـʽعي غʽʰʡ عددaD  العدد ʦاسʨعة قʨʺʳإلى مa .  
}هي  8مʨʺʳعة قʨاسʦ   :مʰال      }8 1;2;4;8D =.  

  . ¥*هي 0مʨʺʳعة قʨاسʦ   :ملاحʢات     
  على الʱرتʽب . bو aمʨʺʳعʱا قʨاسbD  ʦو aDعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومb  .ʧʽو aتعرȂف:    

    a bD DÇ ʧة للعددی   . bو aهي مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
      ʧر مʸʻر عʰى أكʺʶǽ عةʨʺʳʺالa bD DÇ  ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاسǼa وb .  
)و نرمز له بِِ◌ِ◌ـ     );PGCD a b .  

) :ملاحʢات   );PGCD a a a= و( )1; 1PGCD a =  
               ( )0;PGCD a a=  )a . ( ر معدومʽغ  

ة لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ غʽر معدومʧʽ هي مʨʺʳعة قʨاسʦ قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر                  .مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
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  .اصʲʻʲ ا عدد  nلʥȜʻ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
5ان الʲʻʲʶان لʥȜʻ العدد        2a n= 2و - 3b n= +.  

ʸت أن ؕل قاسʮرؕ اأثʯʵام  ʥللعددیa  وb  العدد ʤʴقǻ19. 

  :الʲل   
     ʧȞʽلdʧرك للعددیʱʷم ʦقاسa وb هʻو م .d  ʦʶقǽ5 2b a-  ȑأd  ʦʶقǽ( ) ( )5 2 3 2 5 2n n´ + - ´ -  

  ȑأd  ʦʶقǽ19.   
  حʻث أن : bو  aعʥʻ الأعداد الʲʻʲʶة  :2تʸرʥȂ مʲلʦل   

                        2 24 15a b- =   .   
  الʢرف الأول إلى جداء عʨامل مʧ الدرجة الأولى و اسʱغلال قʨاسʦ  لʴل هذه الʺعادلة ʧȞʺǽ تʴلʽل ʟرȂقة:   

  الʢرف الʲاني.     
  :الʲل   

   لʧʽ للʺعادلة إذن ʧȞʺǽ الʴʰث عʧ الʴلʨل    لʥ حهʺا ؗذ -bو -aحلʧʽ للʺعادلة فإن  bو aنلاحظ أنه إذا ؗان      

  الʺʨجʰة فقط.      
     ( )( )2 24 2 2a b a b a b- = - )و مʻه + )( )2 2 15a b a b- + =  
2aو Ǽالʱالي       b-  2وa b+ انʺʶقǽ15.  
     2 24 0a b- 0aو Ǽʺا أنʻا اعʰʱرنا  < 0bو < 2aفإن < b- 2وa b+ اʰجʨ2ن وعددان م 2a b a b+ > - .  
}هي  15الʺʨجʰة للعدد  قʨاسʦمʨʺʳعة ال  }1;3;5;15.  

2 5

2 3

a b

a b

ì + =ïïí
ï - =ïî

2أو  15

2 1

a b

a b

ì + =ïïí
ï - =ïî

2و Ǽالʱالي    

1

a

b

ì =ïïí
ï =ïî

4أو  

7

a

b

ì =ïïí
ï =ïî

.  

)إذا اعʰʱرنا أن الʴلʨل هي الʻʲائʽات  );a b جʱʻʱʶة الأولى نʤالʺلاح ʧلاقا مʢل للʺعادلة: و انʨة حلʽات الآتʽائʻʲأن ال  
( )4;7  ،( )4; 7- -  ،( )4; 7-  ،( )4;7-  ،( )2;1 ،( )2;1-  ،( )2; 1-  ،( )2; 1- -         

  . 6هʦ  10على  aعدد صʻʲح . Ǻاقي قʸʴة  a :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
 ؟  5على   aما هǺ ʦاقي قʸʴة العدد  .1

 ؟    2على   ʸʴaة العدد ما هǺ ʦاقي ق .2

  :الʲل   
          10 6a k=   عدد صʽʴح . kحʽث  +

     1    .
( )

10 5 1

5 2 1 1

a k

k

= + +

= + +
    

  .  1هʨ  5على  aومʻه Ǽاقي قʶʺة             
    2    .2(5 3)a k=   عدد صʽʴح . kحʽث  +

    .  0هʨ  2على  aومʻه Ǽاقي قʶʺة             
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    3 .ʥʻʻعʻʮʟ ʥر لعددیʮرك الأكʯʵʸال ʤاص القاسʦخ  
  

aغʽر معدومʧʽ  حʽث  عددان ʽʰʡعʽان bو a :1خاصʻة     b³. r  ةʺʶاقي قǼa ى علb .  
                 ( ) ( ); ;PGCD a b PGCD b r=  

)نʹع    البرهان:      );PGCD a b d=  و( ); 'PGCD b r d=.  
aنعلʦ أن                  bq r= rه عدد ʽʰʡعي . و مq ʻحʽث  + a bq= - .  
               d  ʦʶقǽb  اليʱالȃوd  ʦʶقǽbq وd  ʦʶقǽa  إذنd  ʦʶقǽa bq-  ȑأd  ʦʶقǽr.  

  . rو  bقاسʦ مʱʷرك للعددیd  ʧو مʻه                 
              'd  ʦʶقǽb  اليʱالȃو'd  ʦʶقǽbq و'd  ʦʶقǽr  إذن'd  ʦʶقǽbq r+  ȑأ'd  ʦʶقǽa .  

  .  bو  aقاسʦ مʱʷرك للعددیd  ʧ'و مʻه                 
ة للعددیʧإذن                 ة للعددیʧهي نفʶها  bو aمʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ   . rو  b مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
d'وȃالʱالي                 d=   ȑأ( ) ( ); ;PGCD a b PGCD b r= . 

  خʦارزمʻة إقلʻدس  
  a وb ʽر معدومʽان  غʽعʽʰʡ ث عددانʽو ح ʧa b> ةʺʶقǼ .a  علىb  ل علىʸʴ1ن 1a bq r= 10و + r b£ <  

  ن .عددان ʽʰʡعʽا 1rو  ʽ1qث ح   
1إذا ؗان  ·    0r =  ȑأ )b  ʦʶقǽa  فإن  (( );PGCD a b b= .  
1إذا ؗان  ·    0r )فإن   ¹ ) ( )1; ;PGCD a b PGCD b r= . ʦʶنقb1علىr  ل علىʸʴ1ن 2 2b r q r= +                  

2و         10 r r£   عددان ʽʰʡعʽان . 2rو  2qحʽث  >
2إذا ؗان  ·    0r =  ȑ1( أr  ʦʶقǽb  فإن  (( ) ( )1 1; ;PGCD a b PGCD b r r= = .  
2إذا ؗان  ·    0r )فإن   ¹ ) ( ) ( )1 1 2; ; ,PGCD a b PGCD b r PGCD r r= = . ʦʶ1نقr2علىr  ل علىʸʴن      

  1 2 3 3r r q r= 3و         + 20 r r£   عددان ʽʰʡعʽان . 3rو  3qحʽث  >
   · ʽاقǼ دʳى نʱذا حȞاصل هʨي  انʺʶمعدوما . ونnr :هʽر معدوم وعلʽاقي غǼ آخر  

      ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2; ; ; ... ;0n nPGCD a b PGCD b r PGCD r r PGCD r r= = = = =.  
    خʦارزمʻة إقلʻدس.ددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ تʶʺى هذه الʢرȄقة لإʳǽاد القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر لع   

  هʨ آخر Ǽاقي غʽر معدوم في سلʶلة  bو  aالقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ غʽر معدومʧʽ  :2خاصʻة    
  قʶʺات خʨارزمʽة إقلʽدس .    

  
تعʧʽʽ مʰال:   1631,932PGCD.  

        
1631 932 1 699

932 699 1 233

699 233 3 0

  
  
  

و مʻه:     1631;932 233PGCD                 
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  في ؕل حالة مʥ الʲالات الآتʻة : bو  aعʥʻ القاسʤ الʯʵʸرك الأكʮر للعددیʥ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
1 .8700a 9150bو  = = .  
2 .691a 2007bو   = = .  
3 .1500a 250bو   = = .   
  وضع الʱʻائج في جدول لʶʴاب القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر لعددیʧ صʧȞʺǽ ʧʽʴʽʴ اسʱعʺال خʨارزمʽة إقلʽدس و ʟرȂقة:   
  : الʲل   
    1.                      

 3 19 1   الʴاصل
ʦم و القاسʨʶ150 450 8700 9150 الʺق 

 0 150 450   الʰاقي
)إذن :        )8700;9150 150PGCD = .  

    2.                      
 3 1 7 2 9 1 2   الʴاصل

ʦم و القاسʨʶ1 3 4 31 66 625 691 2007 الʺق 
 0 1 3 4 31 66 625   الʰاقي

)إذن :        )691;2007 1PGCD = .   
    3.                      

 6   الʴاصل
ʦم و القاسʨʶ250 1500 الʺق 

 0   الʰاقي
)إذن :        )1500;250 250PGCD = .  

)أوجد ثʹائʻة  :2تʸرʥȂ مʲلʦل    );x y ث أن :مʻة حʲʻʲʶالأعداد ال ʥ 150 108 6x y+ =                      .    
)لإʳǽاد الʻʲائʽة  ʟرȂقة:    );x y . دسʽة إقلʽارزمʨعʺل خʱʶن  
  الʲل   

 3 1 1 2 1   الʴاصل
ʦم و القاسʨʶ6 18 24 42 108 150 الʺق 

 0 6 18 24 42   الʰاقي
)   إذن :     )150;108 6PGCD = .  

24 18 6- )و مʻه = )24 42 24 6- - = ȑ24أ 2 42 6´ - ).و مʻه = )108 42 2 2 42 6- ´ ´ - =  
   ȑ108أ 2 42 5 6´ - ´ )و مʻه  = )108 2 150 108 5 6´ - - ´ = ȑ108أ 7 150 5 6´ - ´ = .  
)إذن    )150 5 108 7 6´ - + ´ =     .  
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  عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. kعددان ʽʰʡعʽان  غʽر معدومb . ʧʽو a :3خاصʻة    
                 ( ) ( ); ;PGCD ka kb k PGCD a b= ´  

)ʹعن  البرهان:      );PGCD a b d= و( ); 'PGCD ka kb d= .d و'd .ʧʽر معدومʽان  غʽعʽʰʡ عددان  
              d  ʦʶقǽa  هʻو مkd قǽʦʶka.d  ʦʶقǽb  هʻو مkd ʦʶقǽkb اليʱالǼ وkd ʧرك للعددیʱʷم ʦقاس  
              ka وkb  إذنkd  ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʦʶقǽka وkb ȑأkd ʦʶقǽ'd ةǼاʱؗ ʧȞʺǽ هʻوم  
              ( )' 'd k kd=  ثʽح'k. عيʽʰʡ عدد  
               ʥؗذال'd  ʦʶقǽka وkb  هʻو م .'k kd   ʦʶقǽka وkb  اليʱالǼ و'k d  ʦʶقǽa وb  اليʱالȃو'k d   
               ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʦʶقǽa وb  اليʱالǼ و' 1k d'. ومʻه  = kd= .  
)إذن                ) ( ); ;PGCD ka kb k PGCD a b= ´.  

  عددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومb  .ʧʽو aتعرȂف:    
  .  1قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر ʶǽاوȑ  ؗانإذا  إذا و فقط ʧ فʽʺا بʻʽهʺاأولb ʽʽو aنʨȞǽن العددا    

       
 

a'.نʹع  bو ʧaقاسʦ مʱʷرك للعددی dعددان ʽʰʡعʽان  غʽر معدومb . ʧʽو a :4خاصʻة     da=  و'b db=  
  ʧ فʽʺا بʻʽهʺا .أولbʽʽ'و a'ؗان العددان الʽʰʢعʽان إذا إذا و فقط bو  aالقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددیʨȞǽd  ʧن     
   

  قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر. dعددان ʽʰʡعʽان  غʽر معدومʧʽ و bو aالبرهان:  
a'نʹع   ·   da=  و'b db=   

)و مʻه              ) ( )

( )

; '; '

'; '

d PGCD a b PGCD da db

d PGCD a b

= =

= ´
  

)غʽر معدوم فإن : Ǽdʺا أن             )'; ' 1PGCD a b =   
)الʺʶألة العʽʶȞة . نعʰʱر  ·   )'; ' 1PGCD a b = .  

     ( ) ( ); '; 'PGCD a b d PGCD a b d= ´ =  

3. ʥʻʲʻʲص ʥر لعددیʮرك الأكʯʵʸال ʤدید القاسʸت  
  عددان صʴʽʴان غʽر معدومb  .ʧʽو aتعرȂف:    
)حʽث dهʨ العدد الʽʰʢعي الʨحʽد  bو ʧa القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددی     );d PGCD a b=  .  

  
  عدد صʽʴح غʽر معدوم. kعددان صʴʽʴان غʽر معدومb . ʧʽو a خاصʻة:    

                 ( ) ( ); ;PGCD ka kb k PGCD a b=  
  

  عددان صʴʽʴان غʽر معدومb .ʧʽو a :ملاحʢة
)فإن  ǽaقb ʦʶإذا ؗان             );PGCD a b b=  
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)عʥʻ ؕل الʰʹائʻات  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   );a b  ةʻعʻʮʠالأعداد ال ʥث :مʻعدومة حʸر الʻغ  

    
( )

66

; 6

a b

PGCD a b

ì + =ïïíï =ïî
     

  : الʲل   
6نʹع      'a a=  6و 'b b=  ثʽح'a و'b . هʺاʻʽا بʺʽان فʽعددان أول                      

     66a b+ 6تعʻي  = ' 6 ' 66a b+ 'و مʻه  = ' 11a b+ =   
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }'; ' 1;10 , 2;9 , 3;8 , 4;7 , 5;6 , 6;5 , 7;4 , 8;3 , 9;2 , 10;1a b Î  
  و مʻه مʨʺʳعة الʴلʨل هي :     

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }6;60 , 12;54 , 18;48 , 24;42 , 30;36 , 36;30 , 42;24 , 48;18 , 54;12 , 60;6  
)عʥʻ ؕل الʰʹائʻات  :2تʸرʥȂ مʲلʦل   );a b  ةʻعʻʮʠالأعداد ال ʥث :مʻعدومة حʸر الʻغ  

    
( )

900

; 5

a b

PGCD a b

ì ´ =ïïíï =ïî
     

  : الʲل   
5نʹع      'a a=  5و 'b b=  ثʽح'a و'b . هʺاʻʽا بʺʽان فʽعددان أول                      

     900a b´ 5تعʻي  = ' 5 ' 900a b´ 'و مʻه  = ' 36a b´ =   
      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }'; ' 1;36 , 4;9 , 9;4 , 36;1a b Î  
) و مʻه مʨʺʳعة الʴلʨل هي :      ) ( ) ( ) ( ){ }5;180 , 20;45 , 180;5 , 45;20  

       -448و  -1440عʥʻ القاسʤ الʯʵʸرك الأكʮر للعددیʥ  :3تʸرʥȂ مʲلʦل  
)لإʳǽاد  ʟرȂقة:    )1440; 448PGCD - -  ʧث عʴʰن( )1440;448PGCD.  
  الʲل   
   ( ) ( )1440; 448 1440;448PGCD PGCD- - =   
ʧȞʺǽ1440 الʺلاحʤة أن     32 45= 448و  ´ 32 14= ´   
   ( ) ( )1440;448 32 45;14PGCD PGCD= ´   
)لʶʴʻب      )45;14PGCD                

 2 1 4 3   الʴاصل
ʦم و القاسʨʶ1 2 3 14 45 الʺق 

 0 1 2 3   الʰاقي
)إذن :        )45;14 1PGCD = .  

    ( ) ( )1440;448 32 45;14 32PGCD PGCD= ´ =  
)و مʻه      )1440; 448 32PGCD - - =  
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    ʰʻات الفʻلاثʰاغال ʦةʻرث 

 

        ʦʱرثاهʨاغʲʽلا فʲا الʻه ʧة ، و مʽعʽʰʡ ال أضلاعها أعدادʨʡي أʱات القائʺة الʲلʲʺالǼ اتʽر ثʨاغʲʽةالفʽهي  ث
)الʲلاثʽات  ); ;x y z  ل الʺعادلةʨر الʺعدومة حلʽة غʽعʽʰʢالأعداد ال ʧ2م 2 2x y z+ = . 

    . 1بِـ  y. نعʰʱر الʺʲلʲات القائʺة الʱي وترها ǽفʨق الʹلع الذʨʡ ȑله 1            
  ت أنʰ2أث 2 1x y= + . 
  ت أنʰ2أث 1x n=  عدد ʽʰʡعي.nحʽث  +
 ʲʽات الفʽلاثʲال ʧج عائلة مʱʻʱاغاس ʨ.ةʽرث 
  ثʽهذه العائلة ح ʧات مʽلاثʲج الʱʻʱ50اسz £. 

  القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للأعدادdؗلها بدون وضع أȑ شرȋ . نʹع  الفʲʽاغʨرثʽةالʲلاثʽات  لآن تعʧʽʽ. نرȄد ا2           
     x  ،y   وz  و نʹعx da=    ،y db=    وz dc=  ثʽح .a ،b  وc   . ةʽعʽʰʡ أعداد    

  ت أنʰ2أث 2 2x y z+ 2تعʻي = 2 2a b c+ =. 
 أثب أنه إذا ؗان أحد ا  ʧلعددیa أوb .اǽن الآخر فردʨȞǽ اʽزوج 

  2نفرضa k=  ثʽحk  ت أنʰعي. أثʽʰʡ 2عدد

2 2

c b c b
k

æ öæ ö- +÷ ÷ç ç= ÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øè ø
 . 

 نʹع
2

=
c b

a
و    +

2

c b
b

-
 عددان ʽʰʡعʽان أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا. bو a.أثʰت أن=

  ʧʽʽعʽʰʡ ʧد عددیʨج وجʱʻʱاسu وv ثʽ2حu a=   2وv b= . 
  بʱأكa ،b  وc  بدلالةu وv  ʦث .x  ،y   وz بدلالة u  ،v  وd . 
 ر معدومةʽة غʽعʽʰʡ ت أنه إذا وجدت أعدادʰا أثʽʶȞعu  ،v وd )u v>  ( ثʽ2حx duv=  ،

( )2 2y d u v= )و   - )2 2z d u v= )فإن  + ); ;x y z  ةʽةثلاثʽرثʨاغʲʽف . 

  اتʽلاثʲل العام الȞʷةأعط الʽرثʨاغʲʽالف. 

  :Ȗʻʮʠالقاهرة عدد  ت ʧقرب مǼ رʸف علʺاء الآثار في مʷʱاكN  ام ام ) مʧ الأحʳار . ؗل رؗ ʨم (جʺع رؗ   مʧ الرؗ
 حʳرة مȞعʰة الȞʷل .و ؗانت هذه الأحʳار تʱʶعʺل في بʻاء نʸب شȞله مʨʱازȑʨʱʴǽ348960150            ȑ على        
  أولي .   Nالʺʽʢʱʶلات قائʦ ، ارتفاعه ʶǽاوȑ قʢر قاعدته. نʽʷر إلى أن العدد       
  ما هي أʨʡال هذا الʸʻب ؟      

    :لʲʸة تارʻʳȂة   
                الهʻدسةǼالʶʴاب و  اشʱغلو  ق.م )500-580(  الʺʨلʨد في إʢǽالʽا-فʱʽاغʨرث                                         

  " و هʨ القائل Ǽان " هذا العالʦ ؗرة نارȄه حʽه                                    
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  ʲة الʠاسʦر بʻؒفʯب .االʦس   
  عدد ʽʰʡعي . n مʴألة :         

23لʧؔʱ الأعداد              12 20a n n= + +    ،2b n= 3و    + 5c n= + .  
  . cعلى aو Ǽاقي قʶʺة  bعلى aنرȄد تعǼ ʧʽʽاقي قʶʺة             

   . وضع تʥʻʸʳ بʦاسʠة مʱدول.  1  
 دول الʳʺز ورقة الʳة:أنʽالʱات الʨʢʵاع الʰإتǼ ةʽالʨʺ 
  ةʽلʵ2في الB زʳ12+2^2+0 أح*A2A2*3 ةʽلʵ2= ، في الC  زʳ2أح 2A   أحʳز 2D= ، في الʵلʽة +

( )2; 2MOD B C ةʽلʵ2=، في الE زʳ3أح* 2 5A )أحʳز  2F= ، في الʵلʽة + )2; 2MOD B E=  
  ثʦ أنقل إلى تʴت .  2B  :2Fحدد الʵلاǽا 

·    ʺʵلضع تʨا حʻʽ  ةʺʶاقي قǼa علىb  ةʺʶاقي قǼ وa علىc .   
  
    
  
  
  
  
  

    
  
  
  
  
  
  

    
   
  الʮرهان.. 2 

ǽ 23قb ʦʶأن أثʰت ·    12 12n n+ +  .  
  .ǽ8قb ʦʶإذا و فقط إذا ؗان  ǽaقb  ʦʶاسʱʻʱج أن        
  في ؗل حالة مʧ الʴالات الأخرȐ ؟ bعلى  aما هǼ ʨاقي قʶʺة         

)تأكد أن  ·    )( )3 5 2 10a n n n= + + +   ؟ cعلى  aما هǼ ʨاقي قʶʺة    .+
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  .موضوع محلول 

 : ʥȂرʸʯال  
أنʷر العʰارة  أ ) .1  23 3 9 16n n n    مع

n �.  
، ʨȞǽن العدد  nاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

33 11 48n n   ة علىʺʶ3قابلا للقn  .  
n،23أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعيʧّ̔ ب ب) 9 16n n  

  هʨ عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم .
أنه ، مʧ أجل ؗل الأعداد الʽʰʢعʽة غʽر الʺعدومة ʧّ̔ ب .2
a،b وc : ةʴʽʴة صʽالʱاواة الʶʺن الʨؔت ، 

   ; ;PGCD a b PGCD bc a b .  
أكʰر مʧ أو  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ʧ أنه ،بّ̔  .3

 ȑاوʶǽ2 : ةʴʽʴة صʽالʱاواة الʶʺن الʨؔت ،  
   33 11 ; 3 48; 3PGCD n n n PGCD n     

  .48عʧʽ مʨʺʳعة القʨاسʦ الʽʰʢعʽة للعدد الʽʰʢعي ) أ  .4
ها الʱي ʨȞǽن مʧ أجل nقʦʽ العدد الʽʰʢعي اسʱʻʱج مʨʺʳعة  ب)

33 11

3

n n
A

n





  عددا ʽʰʡعʽا . 

    .عـاليـقت                                                                     .ل مختصرح 

دیʻا :لnأجل ؗل عدد ʽʰʡعي مʧأ ).1
  2 3 2 23 3 9 16 3 9 16 9 27 48n n n n n n n n          

  2 33 3 9 16 3 11 48n n n n n     .  
Ǽ23ʺا أنّ  9 16n n   اليʱالȃا وʴʽʴن عددا صʨȞǽ ة فإنهʴʽʴع أعداد صʨʺʳم ʨه

33 11 48n n   ة علىʺʶل القʰقǽ3n  .  
23مʺʽز ʽʲؗر الʴدود ب) 9 16x x  ʨ111ه   2ومعاملx ʨ3ه  (جبʨم)

xإذن مʧ أجل ؗل  � ،23 9 16 0x x    هʻعي ومʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧم
n ،23 9 16n n  . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد ʨه ȑجب تʺاما أʨح مʽʴعدد ص ʨه  
bcوȃالʱالي هǽ ʨقǽbc  ʦʶقd  ʦʶإذن   bو aقاسʺا للعددیd ʧنفرض  .2 a 

bcو bقاسʦ مʱʷرك للعددیd ʧومʻه  a .  
bcو bقاسʺا للعددیd ʧنفرض عʽʶȞا ،  a قا ʨإذن ه ʦسbc وbc a هʻومd 

ǽقʦʶ الفرق  bc bc a  ȑأd  ʦʶقǽa اليʱالȃوd ʧرك للعددیʱʷم ʦقاسa وb.  
 ʧة للعددی هي نفʶها مʨʺʳعة القʨاسb  ʦو aخلاصة مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ

 ʧة للعددی bcو bالʺʱʷرؗ a  الأخصȃو   gcd ; gcd ;p a b p bc a b   
48aنʱʶعʺل الʳʽʱʻة الʶاǼقة بʨضع : .3   ،3b n  23و 9 16c n n    

33إذن 11bc a n n  هʻوم   3gcd 48; 3 gcd 3 11 ; 3p n p n n n     
448أ)  .4 2 3  ةʽعʽʰʢال ʦاسʨعة القʨʺʳهي :  48للعدد  ، م

 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48 .  

 ب)
33 11

3

n n
A

n





3؛ لدیʻا   0n    نʨȞǽ لؔيA �  نʨȞǽ ب أنʳǽ

33 11 0n n  3وn   ʦʶقǽ33 11n n.  
33 11 0n n   اهʻ2مع 11

3 0
3

n n
   
 

0nوȞȄافئ     11أو

3
n   

 ȑ0أn   2أوn  .  
3n   ʦʶقǽ33 11n n  اهʻمع 3gcd 3 11 ; 3 3p n n n n     ʧ3وم. 

یʱʻج  gcd 48; 3 3p n n    ّافئ أنȞȄ3وn  ʦʶقǽ48  اهʻومع
 3 1;2;3;4;6;8;12;16;24;48n     

Ǽ0nاعʰʱار    2أوn   دʳن 0;3;5;9;13;21;45n    

  
  
  

للʰرهان على قابلʽة القʶʺة ʳǽب أن 
ʨȞǽ23ن الʴاصل   9 16n n  
  عددا صʴʽʴا .

ʧȞʺǽ اسʱعʺال الʱؔاǼة 
 23 9 16 3 3 16n n n n     

0nونʧّ̔ʰ الʴالات الأرȃعة    ،
1n   ،2n  3وn .  
  

لؔي ʨȞǽن لʺʨʺʳعʧʽʱ نفس العʻاصر 
ʰرهان  الؗذلʳǽ ʥب الʰرهان الʺʰاشر و 

  . العʶȞي
  
  

ʽʱȄاوʶʱان مʱعʨʺʳإذا ؗانت م ʧ فإن
  لهʺا نفس العʸʻر الأكʰر .

  
  
  

ʧȞʺǽ وضع 
33 11 48 48

3

n n
A

n

  



  

ȑ2أ 48
3 9 16

3
A n n

n


   


 

Aولʧؔ الʳʽʱʻة تعʢي  �.  
إذا وفقط  ǽaقb  ʦʶنذؗر Ǽالʵاصʽة "

إذا ؗان  gcd ;p a b b. "  
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  .وجّهموضوع م 

  

   .نبيهت 
رȄاضʽات ʳǽب مراعاة الʨقت الذȑ نʹعه لؔل تʺرʧȄ حʽث في اخʰʱار مادّة ال

ʰاسʻʱن مʨȞǽن  اʨȞǽ ، ابʶʴالǼ Șعلʱʺال ʧȄرʺʱعة له . وفي الʨضʨʺة الʢقʻمع ال
أحʽانا سؤال جدید الʢرح ولʧؔ تʰʶقه سلʶلة مʧ الأسئلة مʱدرجة حʱى الʨصʨل 

  الʨʵʱف والʶʱرع . يإلى الهدف ولهذا لا یʰʻغ
  

   .تمرينال 
1. x . عيʽʰʡ ر معدوم  عددʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧأنه م ʧبرهk  ،

  2 11 1 ... 1k kx x x x x        
   . ǽnقd  ʦʶعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومʧʽ حʽث  nو d أ ـ .2

1daالعدد ،  aبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم    العدد ʦʶقǽ1na  .  
20102اسʱʻʱج أن العدد  ب ـ 1  ة علىʺʶل القʰقǽ7  على ʦعلى  63ث ʦ9ث .  

عʧʽ  أ ـ .3 63;60PGCD .  
بʧʽ أن :  ب ـ   63 60 3 31 1 1a a a a     .  
برهʧ أن : جـ ـ 63 60 31; 1 1PGCD a a a    .  
:  لِـاسʱʻʱج القʽʺة  د ـ 63 602 1;2 1PGCD   .  

  
  .توجيهات 
  للʨʸʴل على الʳʽʱʻة Ȟǽفي نʷر العʰارة الʺʨجʨدة على ʶǽار الʺʶاواة . .1

dxضع  أ ـ .2 a وn kd  ʧج مʱʻʱ1واس..  

2010لاحظ أن  ب ـ 3 670 6 335     أجل ʧقة مǼاʶة الʳʽʱʻال Șʰʢ32ونa   ʦث
62a  . ةʺʶفي الق ȑعدʱة الʽعʺل خاصʱرا اسʽوأخ  

63اسʱعʺل خʨارزمʽة أقلʽدس أو لاحظ  أ ـ .3 3 21  60و 3 20   ʧمع عددی
  مʨʱالʧʽʽ أولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا .

  أنʷر العʰارة . ب ـ

واة الʶاǼقة أن بǼ ʧʽاسʱعʺال الʺʶا ـ جـ 63 601; 1PGCD a a   ʦʶقǽ3 1a   ʦث
  العȞس .

2aالاسʱʻʱاج مʰاشر بʨضع  ـ د  .  

  



 56

  .ةمارين تطبيقيت 
  
  �ـ قابلية القسمة في  1

  

 لʱالʽةعʧʽ مʨʺʳعة القʨاسʦ لؔل مʧ الأعداد الʴʽʴʸة ا
  . 75و 24,  20: 

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,a b  ثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم
ʨȞǽ39abن   .  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ;x y الأع ʧة مʴʽʴʸداد ال
 Șقʴي تʱ2ال 2 15x y  .  

أ ـ أنʷر العʰارة   2 3x y  .  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات ب ـ  ;x y  ةʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
Șقʴي تʱ3: ال 2xy x y  .  

الʺʳهʨل  الʺعادلة ذات �2في حل  ;x y  ةʽالʱال:  
2 24 3x y  .  

الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �2حل في  ;x y  ةʽالʱال:  
25 49xy y  .  

الʺʨʸʴرة بʧʽ  53ما هʨ عدد الʺʹاعفات للعدد 
1027 1112و  

 ʽʴǼ7ث  a) عʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة غʽر الʺعدومة 1
50aو ʨȞǽaن قاسʺا للعدد   .  

ʨʶؔ33ر الʺʶاوȄة لـِ ) ما هي ال2

21
, مقام لؔل مʻها ʨȞǽن  

 ʧا أصغر تʺاما مʽعʽʰʡ 50عددا.  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nعʧʽ ؗل الأعداد الʴʽʴʸة 

4nقاسʺا للعدد  13   22وn  .  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nعʧّ̔ ؗل الأعداد الʴʽʴʸة 
5 7n   12قاسʺا لِـ .  

الʱي مʧ أجلها  nعʧّ̔ الأعداد الʽʰʢعʽة غʽر الʺعدومة 
ǽ ن العددʨȞ6n   على ʦʶل القʰقǽn .  

5حʽث ʨȞǽن  n) عʧّ̔ الأعداد الʴʽʴʸة 1 6n  
 ʦʶقǽ34 .  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  n) عʧʽ الأعداد الʴʽʴʸة 2
5 6n   8قاسʺا للعددn  .  

n ح . نʹعʽʴ3عدد ص 7a n  1وb n    
ʨȞǽن  dفإن bو a:  لِـقاسʺا  dأثʰت أنه إذا ؗان العدد

  . 4قاسʺا للعدد 
n . حʽʴعدد ص  

3نʹع  7a n  7و 2b n    
ʨȞǽن  dفإن bو a:  لِـقاسʺا  dعددأثʰت أنه إذا ؗان ال

  . 43قاسʺا للعدد 
n ر معدومʽعي غʽʰʡ العدد  اعدد ʧلف عʱʵȄ1و .  

Ǽ3nعض القʨاسʦ للعدد  nعʧʽ بدلالة  n .  
 ʧȞʽلa وb . ʧʽʴʽʴعددن ص  

ǽ2قʦʶ  2برهʧ أنه إذا ؗان  2a b  2فإن  ʦʶقǽ
 2
a b .  

 ʧȞʽلa وb . ʧʽر معدومʽغ ʧʽʴʽʴعددن ص  
أ) أنʷر العʰارة  3

a b  

ǽ3قʦʶ  3ب) برهʧ أنه إذا ؗان  3a b  3فإن  ʦʶقǽ
 3
a b .  

  ـ القسمة الأقليدية  2

في ؗل  bعلى  aقʶʺة الأقلʽدǽة للعدد عǼ ʧʽاقي ال
  حالة مʧ الʴالات الʱالʽة :

118a أ ـ  5وb  .  
152a ب ـ  7وb  .  
118a جـ ـ   5وb  .  
152a د ـ   7وb  .  

والذȑ  100الأصغر مn  ʧعʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة 
  . 5هʨȞǽ41 ʨن Ǽاقي قʱʺʶها على 

1

3

6
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a وb  ث حاصلʽح ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان
،  3وȃاقʽها هʨ 17هb ʨعلى aالقʶʺة الأقلʽدǽة للعدد

27و 23a b   ʧّ̔ع .a وb .  
n  عيʽʰʡ ه على  ،عددʱʺʶقǼ7  د  3أو علىʳن

  نفس الʰاقي .
  .nعʧʽ القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد الʽʰʢعي 

ʽاقي عʰأجلها ال ʧن مʨȞǽ ȑة الذʽعʽʰʢؗل الأعداد ال ʧ
  ، مʶʱاو7ʧʽȄوالʴاصل لقʱʺʶها على 

عʧʽ ؗل الأعداد الʽʰʢعʽة الذʨȞǽ ȑن مʧ أجلها  
  . 13الʴاصل هʨ ضعف الʰاقي عʻد قʱʺʶها على 

a وb  : ثʽح ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان
416a b   ة لِـǽدʽة الأقلʺʶاقي القȃوa علىb 
ʨ61ه  ʧʽع .a وb .  

 ʧʽدس عʽة أقلʽارزمʨعʺال خʱاسǼ ,PGCD a b  في
  كل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة :

315a أ ـ  117وb  .  
1260a ب ـ  528وb  .  

1380aجـ ـ   972وb  .  
n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  

 ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʨما هn 3وn ؟  
 ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʨما هn 2وn ؟  

 ʧة للعددی  bو aبرهʧ أن مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
هي نفʶها مʨʺʳعة قʨاسʦ العدد  gcd ,p a b.  

a وb ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
 ً̋ ة للعددیʧ عل  bو aا أن مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʱʷرؗ

هي نفس مʨʺʳعة القʨاسʦ لِـ  ,PGCD a b .  

 ʧة للعددی   . 792و 456عʧʽ ؗل القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
 ʦالقاس ʧّ̔ـ عʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺ308و 448ال .  

ʧة للعددی   .308و 448ـ اسʱʻʱج ؗل القʨاسʦ الʺʱʷرؗ

n  ʧة لؔل مǽدʽة الأقلʺʶللق ʧʽʽاقʰث الʽعي حʽʰʡ عدد
هʺا على الʱرتʽب  nعلى  3521و 4294یʧ العدد
  .n. عʧʽ ؗل القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد  11و 10
  
n عة أرقام . عددȃأر ʧن مʨȞعي مʽʰʡ  

هʺا على الʱرتʽب ،  53و 37حʽث nعʧʽ العدد 
 ʧة للعددیǽدʽة الأقلʺʶان للقʽاقʰ33509و 21685ال 

  . nعلى 
1 ʧʽع ( 182,126PGCD  

جد عددیʧ صǼ (،  ʧʽʴʽʴاسʱعʺال خʨارزمʽة أقلʽدس 2
 و : ققانʴǽ , 182 126 14    

  ـ خواص القاسم المشترك الأكبر  3

ثʦّ اسʱʻʱج  82على  1399أحʶب Ǽاقي قʶʺة العدد 
 1399,82PGCD .  

 ʧʽʴʽʴʸال ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʧʽعa 
  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة : bو
350a أ ـ   252وb   .  

126a ب ـ  735وb   .  
138a جـ ـ   575وb  .  

 ʧʽع 54,82PGCD  ركʱʷʺال ʦج القاسʱʻʱاس ʦث
 ʧر للعددیʰالأك 5400,8200PGCD .  

 ʥȂرʸʯال ʥ36م  ʥȂرʸʯات  ، 41إلى الʻائʹʰؕل ال ʥّ̒ع
 ,a b  ʥʻʟرʵال Ȗقʲي تʯة الʻعʻʮʠالأعداد ال ʥم
ʥʻرحʯقʸال  

 
54

, 9

a b

PGCD a b

 
 

 .  

 
72

, 9

a b

PGCD a b

 
 

 .  

 
420

, 84

a b

PGCD a b

 
 

 .  
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 
360

, 6

ab

PGCD a b


 

 .  

 
2700

, 5

ab

PGCD a b


 

 .  

 

2 2 825

, 5

a b

PGCD a b

  
 

 .  

   ،في ؗل حالة مʧ الʴالات الʺقʱرحة أدناه 
 ʧّ̔ع ,PGCD a b .  

 ʧالعددی ʧله عʨق ʧȞʺǽ ماa وb ؟  
55a أ ـ  36وb  .  

14a ب ـ  165وb  .  
1155a جـ ـ  872وb  .  
1 ʧʽع ( 140,143PGCD  

) اسʱʻʱج2 ,PGCD a b  ʧʽʱالʴال ʧفي ؗل حالة م
: ʧʽʱʽالʱال  

140أ ـ  34

143 34

a

b

 
  

 .  

143ب ـ  82

140 82

a

b

 
  

 .  

 500لʺاذا لا یʨجد عددان ʽʰʡعʽان مʨʺʳعهʺا 
 ʨر هʰرك الأكʱʷʺ؟7وقاسʺهʺا ال  

  .قمّ ـعللتمارين ت 
  

  �ـ قابلية القسمة في  1

 Ǽ156mعدا قʢعة أرضʽة مʽʢʱʶلة الȞʷل هʺا
  . 90mو
  
  
  
  

یراد إحاʱʡها ʽʶǼاج قائǼ ʦأوتاد (أعʺدة) حدیدǽة مغروسة في 
الأرض بʻفس الʺʶافة مʻʲى ، مʻʲى ؛ وفي ؗل زاوȄة القʢعة 

  ǽغرس وتد.
ʽʰʡعي  وتدیʧ مʱʱالʧʽʽ ، هي عدد علʺا أن الʺʶافة بʧʽ ؗل
ʧر , أقل مʱʺالǼ 5مقدرm  ʧر مʰ2وأكm .  

ـ أحʶب عدد الأوتاد الʱي ʧȞʺǽ غرسها على مʽʴط القʢعة 
  الأرضʽة .

ؗل قاسʺا له مʨجʰا  نʶʺي قاسʺا تاما لعدد ʽʰʡعي ،
  وʱʵȄلف عʻه .

 ʧʽʽعʽʰʢال ʧالعددی ʧل عʨالقa وb  ان إذا ؗانǽأنهʺا ود
a  امة للعددʱال ʦاسʨع القʨʺʳم ʨهb وb  عʨʺʳم ʨه

  .aالقʨاسʦ الʱامة للعدد
 ʧأن العددی ʧان . 284و  220برهǽود  

  ʧȞʽلn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰا أكʽعʽʰʡ 3عددا .  
5nبرهʧ أن :    ِ2مʹاعف لـn   إذا وفقط إذا ؗان

3n   9أوn  .  
  .81ثʦ مʨʺʳع قʨاسʦ 8) أحʶب مʨʺʳع قʨاسʦ العدد1
8) ما هʨ عدد قʨاسʦ العدد 2 81 ؟  
حʱى ʨȞǽن  ʽؗ (nف ʧȞʺǽ اخʽʱار العدد الʽʰʢعي 1 

2

1

n

n




  عددا صʴʽʴا . 

 aحʽث مʧ بʧʽ قʨاسʦ العدد a) عʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة 2
هʨ ثلاث  2a, وعدد قʨاسʦ  3و 2قاسʺʧʽ أولʧʽʽ فقط هʺا 
  . aمرات عدد قʨاسʦ العدد

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ;x y  ةʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
 Șقʴي تʱ4ال 12 0xy y   .  

مʻʴʻي  fCفي الʺȑʨʱʶ الʺʨʶʻب إلى معلʦ ، نعʰʱر
الʺعرفة على الʺʨʺʳعة  fالدالة   3;1 1;3D    

:   بـِ 
22 3 3

1

x x
f x

x

 



 .  
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حʱى ʨȞǽن مʧ أجل ؗل  a) عʧʽ العدد الʴقʽقي 1
x D،   2 1

1

a
f x x

x
  


  

  الʱي إحداثʽʱʽها أعداد صʴʽʴة . fC) عʧʽ نقط الʺʻʴʻي 2
n  عي . نʹعʽʰʡ عدد 2 5a n n  .  

  عدد زوجي . a) برهʧ أن 1
  . 3مʹاعف للعدد  a) برهʧ أن 2
a .  عيʽʰʡ عدد  
برهʧ أن العدد   2 1a a   6مʹاعف للعدد .  

, رقʦ آحاد العدد  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
5n n  ʨ0ه .  

 pن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم اسʱʻʱج أ
 ʧ1العددیpn  5وpn  . الآحاد ʦلهʺا نفس رق  

ʨȞǽ7nن  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي n 
  . ǽ14قʰل القʶʺة على 

  نʹع : n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1
2 5 4a n n   2و 3 2b n n    
1nبʧʽ أن العدد    ʧرك للعددیʱʷم ʦقاس ʨهa وb .  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nلʽʰʢعي) عʧʽ قʦʽ العدد ا2
1nالعدد    23قاسʺا للعدد 15 20n n  .  
n وa ثʽان حʴʽʴعددان صa  ʦʶقǽ1n  
2و 3n n  .  

ǽ2قa  ʦʶبʧʽ أن  أ ـ 2 1n n  .  
ǽ3قa  ʦʶاسʱʻʱج أن  ب ـ 2n  .  
  . ǽ5قa  ʦʶبʧʽ إذن أن  جـ ـ
  ؟ aما هي القʦʽ الʴʽʴʸة الʺʺʻȞة للعدد  د ـ

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة  ;x y  يʱال
xقاسʺا للعدد  ʨȞǽxyن مʧ أجلها العدد  y .  

n . ȑعي فردʽʰʡ عددS  ةʽعʽʰʡ ع أعدادʨʺʳم
  .ǽnقʰل القʶʺة على Sبʧʽ أن العدد .nمʱʱاǼعة وعددها 

 ʥȂرʸʯال ʥراجع . 65إلى  60مʯالǺ رهانʮل الʸعʯاس  
n  ،3رهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ب 11n n 

  . ǽ6قʰل القʶʺة على 
n  ،27برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  3n  

  . ǽ4قʰل القʶʺة على 
،  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 

6 43 2n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
n  ،23برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  2n n 

  . 7ى ǽقʰل القʶʺة عل
n  ،4برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1 3n n  

  . ǽ9قʰل القʶʺة على 
n  ،57برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 3 4n  

  . 11القʶʺة على  ǽقʰل

  القسمة الأقليدية  ـ 2

  ؟ 72ى عل 71ما هǼ ʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 
  سʢرا . 4350كʱاب مʨʱȞب علʽه 
سʢرا ماعدا الʸفʴة الأخʽرة  34كل صفʴة تʴʺل 

  ناقʸة .
  ما هʨ عدد الأسʢر الʺʨجʨدة على الʸفʴة الأخʽرة ؟

حʽث  kعلʺا أنه یʨجد عدد ʽʰʡعي 
100100 13 35k  ʶاقي قǼ ʧʽ13على100100ʺة . ع .  

 ʧالعددی ʧة لؔل مǽدʽة الأقلʺʶان للقʽاقʰالm وn 
  .12و  8هʺا على الʨʱالي  17على 

mعʧʽ بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة لؔل مʧ الأعداد  n ،  
m n 2وm  17على .  

الذʨȞǽ ȑن  nعʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة عʽر الʺعدومة 
  مʶاوȄا لʺرȃع الʴاصل . Ǽ43اقي قʱʺʶها على 

ǽام ، ساعات ، (ثانʽة) إلى أ 241312sأ ـ حʨل 
  . دقائȘ وثʨان
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مʧ الʲانʽة إلى أǽام  nب ـ أعط خʨارزمʽة لȄʨʴʱل عدد 
  ، ساعات ، دقائȘ وثʨاني .

هb  ʨعلى العدد الʽʰʢعي  1517حاصل قʶʺة العدد 
75  ʧʽع .b . ةʺʶاقي هذه القȃو  

 ʧȞʽلa ،b وc .ر معدومةʽة غʽعʽʰʡ أعداد  
 aحاصل القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد  qنّه ، إذا ؗان بʧّ̔ أ
 q'، فإن  cعلى qهʨ حاصل قʶʺة  q'، و bعلى 

  . bcعلى الʳداء aهʨ ؗذلʥ حاصل قʶʺة 
a . حʽʴعدد ص  

1aحاصل القʦʶ الأقلʽدǽة للعدد    عيʽʰʢعلى العدد ال
  . qهb  ʨغʽر الʺعدوم 

1nabما هʨ حاصل القʦʶ الأقلʽدǽة للعدد    1علىnb ؟  
  . 17على  76أ ) أنʳز القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 

 ʧȞʽب) لn  ة عددʺʶاقي لقȃعي ؛ ما هʺا حاصل وʽʰʡ
76العدد  n  ؟ 17على  

 bعلى  aج) الʴالة العامة : القʦʶ الأقلʽدǽة لعدد 
  . rوالʰاقي  qتعʢي الʴاصل 

aعʧʽ الʴاصل والʰاقي للقʶʺة الأقلʽدǽة للعدد n علىb.  
a وb ان وʽعʽʰʡ عددانr  ةǽدʽة الأقلʺʶاقي القǼ

  . bعلى aللعدد 
افʽا على  حʽث ʨȞǽن حاصل  bو aأ ) عʧّ̔ شرʡا لازما وؗ

  . rمʶاوȄا للعدد  bعلى aقʶʺة 
24aمʧ أجل    Șʴي تʱة الʽعʽʰʢما هي الأعداد ال ،

  الʷرȋ الʶابȘ ؟
عددان ʽʰʡعʽان غʽر  bو aأ ) بʧّ̔ أنه ، إذا ؗان 

2معدومʧʽ حʽث  2a b  فإن ȑعدد فردa وb 
.( ȑأحدهʺا زوجي والآخر فرد) ةʽفعʷفي ال ʧʽلفʱʵم  

هʨ مʨʺʳع مرȃعn  ʧʽب) بʧّ̔ أنه ، إذا ؗان عددا فردǽا 
4فإنه ʱȞǽب على الȞʷل  1n k  معk �.  

ʱʻʱ4ج عدد مʧ الȞʷل ج) اس 1k   عʨʺʳن مʨȞǽ ث لاʽʴǼ
. ʧʽعȃلʺر  

  نʹع :  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
21 5 5 ... 5n

nu      .  
  عدد ʽʰʡعي . nuبرر أن  أ ـ

  . nبدلالة  nuأحʶب  ب ـ
, مʧ أجل  4على  15nاسʱʻʱج Ǽاقي قʶʺة العدد  جـ ـ

n . عيʽʰʡ عدد  
, العدد nأنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ،برهǼ ʧالʱراجع 

32 1n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
في ؗل  7على  aاسʱʻʱج Ǽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 

  حالة مʧ الʴالات الʱالʽة .
32 أ ـ na     . 3 ب ـ 12 na .     3 جـ ـ 22 na .  

 ʧȞʽلa وb . ʧʽر معدومʽغ ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی  
1 ʧة للعددی و a) برهʧ أن القʨاسʦ الʺʱʷرؗ 2a b  هي

ʧة للعددی   . bو aنفس القʨاسʦ الʺʱʷرؗ
 ʧل عʨما الق 2;PGCD a a b و ;PGCD a b.  

) برهʧ أن:2   ;2 3 ;PGCD a b a b PGCD a b  .  

n  . عيʽʰʡ عدد  
11نʹع :  3a n  13و 1b n  .  

13) بʧʽ أن 1 11 50a b  .  
) عʧʽ ؗل القʦʽ الʺʺʻȞة 2 ;PGCD a b .  

) عʧʽ ثʻائʽة3 ;a b  نʨȞǽ ثʽʴǼ ; 50PGCD a b .  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة  ;a b  يʱال

تʴقȘ الʳʺلة الʱالʽة : 
 

2 22 20992

; 16

a b

PGCD a b

  
 

 .  

a وb . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
نʹع :  ;PGCD a b d .  
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عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ;a b  Șقʴي تʱال
25 35ab d d .  

a وb . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
7نʹع :  5x a b  4و 3y a b  .  

) برهʧ أن 1   ; ;PGCD x y PGCD a b.  

) عʧʽ ؗل الʻʲائʽات مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة 2 ;   ثʽح
  

 
7 5 4 3 1300

; 5PGCD

   
 

  
 

 .  

 ʥȂرʸʯال ʥ85م  ʥȂرʸʯأجل ؕل عدد  ، 88إلى ال ʥم ʥبره
  أولʻان فʸʻا بʻʹهʸا . bو aالعددیʥ أنّ  ، ʻʮʟnعي
3a n  2و 7b n  .  

3 4a n  8و 11b n  .  
9 7a n  5و 4b n  .  

27 2a n  24و 1b n  .  
n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  

) عʧʽ القʦʽ الʺʻȞة للعدد1 2 1;9 4PGCD n n .  

) برهʧ أنه إذا ؗان 2 2 1;9 4 17PGCD n n   
ǽ8nقʦʶ  17فإن   .  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  n) اسʱʻʱج قʦʽ العدد الʽʰʢعي 3
 2 1;9 4 17PGCD n n   .  

n . عيʽʰʡ عدد  
25:  نʹع 14 14a n n    ،2b n  

5و 3c n .  
25قاسʦ للعدد  b) برهʧ أن 1 14 8n n  .  
  . ǽ6قb  ʦʶمعʻاه  ǽaقb  ʦʶ) اسʱʻʱج أن 2
على  Ǽ ,aاقي قʶʺة العدد  n) عʧʽ حʶب قʦʽ العدد 3
b ة العددʺʶاقي قǼ ʦ؛ ثa  علىc .  

1 (n  ʧلف عʱʵǽ حʽʴ1عدد ص .  
3نʹع :  5a n  1وb n  .  

3أ ـ تʴقȘ أن  8a b  .  

aالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nب ـ جد قʦʽ العدد الʽʴʸح 

b
 

  عددا صʴʽʴا .
  عدد ʽʰʡعي . n) نفرض أن 2

أ ـ برهʧ أن  ;PGCD a b  للعدد ʦقاس ʨ8ه .  

لِـالقʦʽ الʺʺʻȞة  nناقش حʶب قʦʽ ب ـ ;PGCD a b.  

n . عيʽʰʡ عدد  
2n) نʹع : 1 n   2وn   .  

  , nأ ـ برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
   ; ;PGCD PGCD n   .  

ب ـ اسʱʻʱج القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد  ;PGCD  .  

2 ʧر العددیʰʱنع (a وb  : ثʽح  
3 23 5 2a n n n      23و 8 4b n n    

أ ـ برهʧ أن العدد  3 2n   ʧرك للعددیʱʷم ʦقاس ʨهa 
  . bو

 ʦʽب قʶج , حʱʻʱب ـ اسn أن ,  ;PGCD a b 
ʨه 3 2n  أو 2 3 2n .  

علʺا أن  و عʧʽ  جـ ـ ; 41PGCD a b  .  

n  . عيʽʰʡ عدد  
9نʹع :  1a n  9و 1b n   

1 ʧʽجد علاقة ب (a وb  العدد ʧقلة عʱʶمn .  
 ʧʽع ;PGCD a b  في حالةn  في ʦعدد زوجي ث
  عدد فردn . ȑحالة 

 nفي حالة  4على  281n) اسʱʻʱج Ǽاقي قʶʺة العدد 3
. ȑعدد فرد  

n  . عيʽʰʡ عدد  
27نʹع :  4a n  2و 1b n  .  
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1 ʧرك للعددیʱʷم ʦأن ؗل قاس ʧبره (a وb  ʦقاس ʨلـِ ه 
3 .  

2) أ) اشرح لʺاذا ʨȞǽن 2 3 1n k   في حالة
 gcd , 3p a b  ؟  

. ʧȞʺر مʽالات أنّ هذا غʴل الʸعʺال فʱاسǼ ، ʧّ̔ب) ب  
) اسʱʻʱج 3 gcd ,p a b.  

  .كالورياب 
ʧʽر معدومʽغ ʧʽʽعʽʰʡ ʧر عددیʰʱنعx وy  ʧʽʽا وأوّلʺʽف

Sبʻʽهʺا . نʹع  x y  وP xy .  
ذلS ʥو xبرهʧ أن أ ـ ) 1  yأوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا . وؗ
  أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا . Sو

أوّلʽان  Pو ǼSاسʱعʺال الʰرهان Ǽالʵلف ، برهʧ أنّ  ـ ب
  فʽʺا بʻʽهʺا .

مʧ شفعʧʽʱʽ مʱʵلفP  ʧʽʱو Sبرهʧ أنّ العددیʧ  جـ ـ
  (أحدهʺا فردȑ والآخر زوجي).

2ʦاسʨالق ʧʽة للعدد  ) عʰجʨʺ84ال .  
84SPحث yو x) عʧʽ الأعداد الأوّلʽة فʽʺا بʻʽها3   
4ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی ʧʽع (a وb ʡرʷقّقان الʴǽ:ʧʽʽالʱال ʧʽ  

3

84a b

ab d

 
 

مع   gcd ,d p a b .  

  .لمـسـائـ 

  نʹع :  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 
3 3 31 2 ...ns n   .  

  في هذا الʱʺرʧȞʺǽ ʧȄ اسʱعʺال الʳʽʱʻة الʱالʽة :
 ; 1PGCD a b  Ȟǽ افئ 2 2; 1PGCD a b  .  

) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 1

n  ,  2
1

2n

n n
s

 
  
 

 .  

) تʴقȘ مʧ أن : 2 ; 1 1PGCD k k   .  

برهʧ أن    2

2 2 1; 2 1k kPGCD s s k   أجل ʧم
k . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد   
3 ʧʽع ( 2 1;2 3PGCD k k   أجل ʧمk  عدد

  .ʽʰʡعي 
) أحʶب 4 2 1 2 2;k kPGCD s s   أجل ʧمk �.  

n,اسʱʻʱج حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 1;n nPGCD s s    

  .كالورياب 
a . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  

نʶʺى  E  ب علىʱؔي تʱة الʽعʽʰʢعة الأعداد الʨʺʳم
29الȞʷل  a  : لاʲ10. م 9 1   ,13 9 4  ...  

الʱالʽة :  a) دراسة الʺعادلة ذات الʺʳهʨل العدد الʽʰʢعي1
29 2na  ثʽحn أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ عدد  ȑاوʶǽ4.  

  ʨȞǽن فردǽا. aفإن  aبرهʧ أنه إذا قʰلت الʺعادلة حلا  أ ـ
  برهʧ أن الʺعادلة لا تقʰل حلا.Ǽ4اسʱعʺال القʶʺة على ب ـ

الʱالʽة :  aدد الʽʰʢعي) دراسة الʺعادلة ذات الʺʳهʨل الع2
29 3na  ثʽحn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 3عدد .  

برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  أ ـ
n ,23 1n   ة علىʺʶل القʰقǽ4 .  

23اسʱʻʱج الʰاقʽان للقʶʺة الأقلʽدǽة لؔل مʧ العددیʧ  ب ـ n 
2و 13 n  4على .  

ʨȞǽن  aفإن  aبرهʧ أنه إذا قʰلت الʺعادلة حلا   جـ ـ
  ʨȞǽن ؗذلʥ زوجʽا . nزوجʽا ؛ واسʱʻʱج أن 

2حلل العدد د ـ 23 p a .ل حلاʰج أن الʺعادلة لا تقʱʻʱاس ʦث  
الʱالʽة :  a) دراسة الʺعادلة ذات الʺʳهʨل العدد الʽʰʢعي3

29 5na  ثʽحn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 2عدد .  
فردǽا فإن  nبرهʧ أنه إذا ؗان 3أ ـ Ǽاسʱعʺال القʶʺة على

  .الʺعادلة لا تقʰل حلا
زوجي ، برهʧ أنه یʨجد عدد ʽʰʡعي وحʽد  nب ـ في حالة 

a  ن العددʨȞǽ أجله ʧن مʨȞǽ ȑ29الذ a  العدد Ȑʨق ʧم
5 .  
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1 (a ر معدʽعي غʽʰʡ عدد ʧلف عʱʵȄ1وم و  .p 
  عدد ʽʰʡعي .

1paقاسʺا للعددیd  ʧأ ـ أثʰت أنه إذا ؗان   1و 1pa   
ʨȞǽن قاسʺا للعدد  dفإن  1pa a  .  

 لِـ ب ـ أعط القʦʽ الʺʺʻȞة 14 1,4 1p pPGCD    .  

) نعʰʱر الʺʱʱالʽة 2 nu  0: بـِالʺعرفة 0u  1و 1u  
n  ,2ومʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  15 4n n nu u u   .  

  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . 3uو 2uتʴقȘ مʧ أن العددیʧ  أ ـ
    ، nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ب ـ

1 4 1n nu u    
هʨ عدد  n ، nuبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  جـ ـ

  ʽʰʡعي .
عʧʽ  د ـ 1 ,n nPGCD u u ةʽارزمʨعʺال خʱاس ʧȞʺǽ) .

  أقلʽدس) .
) نعʰʱر الʺʱʱالʽة 3 nv  أجل ؗل عدد ʧالʺعرفة م

1بِـ :  ʽʰʡnعي

3n nv u  .  

برهʧ أنّ  أ ـ nv بʶة . أحʽدسʻة هʽالʱʱمnu  بدلالةn .  

اسʱʻʱج  جـ ـ 14 1,4 1p pPGCD    أجل ʧمp  عدد
  ʽʰʡعي .

أنه أولي إذا قʰل قاسʺp  ʧʽنقʨل عʧ العدد الʽʰʢعي 
  . pو Ǽ1الʹʰط هʺا 

ذات الʺʳهʨلE  ʧʽ، الʺعادلة �نعʰʱر ، في الʺʨʺʳعة 
x وy  : ةʽالʱ2ال 2 2...E x y p   ثʽحp. أولي  
2p) نʹع 1   أن الʺعادلة ʧʽبE . لʨل حلʰلا تق  
2p) نفرض أن 2 و ;x y  حل للʺعادلةE .  

  .أحدهʺا زوجي والآخر فردy ȑو xبرهʧ أن العددیʧ أ ـ
  .yولا xلا ǽقp ʦʶبرهʧ أن  ب ـ
برهʧ أن  ـ جـ 2 2,PGCD x y  ʦʶقǽ2p .  

  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا .yو xاسʱʻʱج أن العددیʧ  د ـ

هʨ مʨʺʳع مرȃعʧʽ تامʧʽ غʽر معدومp  ʧʽ) نفرض أن 3
ȑ2أ 2p u v   معu وv  رʽغ ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی

ʧʽمعدوم  
أ ـ تʴقȘ أن  2 2 ;2u v uv  هي حل للʺعادلةE .  

5pفي حالة  Eب ـ أعط حلا للʺعادلة    في حالة ʦث
13p  .  

لʽس  p) في ؗل حالة مʧ الʴالʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ بʧʽ أن 4
  لا تقʰل حلʨل . Eمʨʺʳع مرȃعʧʽ وأن الʺعادلة 

3pأ ـ   .     7ب ـp  .  
 ʧʽʱʽالʱʱʺر الʰʱنع nx و ny ʧʽʱبـِ الʺعرف  :

0 1x   0؛ 8y   عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn  ,  

1

1

7 1
1

3 3
20 8

5
3 3

n n n

n n n

x x y

y x y





   

   


 .  

لʺȑʨʱʶ الʺʨʶʻب إلى معلʦ وفي ا ; ;O i j
 

  ʦʽقʱʶʺر الʰʱنع
   الʺعادلة ȑ5ذ 3 0x y   .  

, الʻقʢة  n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1
 ;n n nM x y ʺي إلى الʺʱʻت ʦʽقʱʶ  .  

, nـ اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
1 4 2n nx x  .  

n  ,nx) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2 � .  
nyـ اسʱʻʱج أن  � .  

) نʹع 3 ;n nPGCD x y d .  

  .  dما هي القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد الʽʰʢعي 
 ، n) برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 4

5 2
4

3 3
n

nx    .  

, العدد  nـ اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
5 4 2n   ة علىʺʶل القʰقǽ6 .  
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  ددددــاختيار من متعاختيار من متع  
  

  في ؗل سؤال اقʱراح واحد صʽʴح ما هʨ؟
  حʽث : rهʨ  7على  Ǽ (nاقي قʶʺة العدد 1

7r أ ـ  .      5 ب ـr        .11 جـ ـr  .  
ما هي الʱي تعرف Ǽقʶʺة  ،مʧ بʧʽ الʱؔاǼات الʱالʽة ) 2

  أقلʽدǽة ؟
63    أ ـ 9 6 9    .  

  ب ـ  75 8 9 3    .  
46  ـ ـج 13 3 7   .  

3 ( ʧʽʱʺʶقǼ ي تعرفʱة , ما هي الʽالʱات الǼاʱؔال ʧʽب ʧم
  أقلʽدیʧʽʱ في نفس الʨقت ؟

68    أ ـ 8 7 12    .  
70  ب ـ 11 6 4   .  
33  جـ ـ 13 3 6   .  

a وb انʽعʽʰʡ ا  عددانǼاʨج ʧʽؗل سؤال ع ʧم .
  صʴʽʴا مʰرّرا اخʽʱارك .

12) نفرض 1 15a b  3و 15b .  
   15هʨ 12على  Ǽaاقي قʶʺة العدد  أ ـ

 ب ـ ;12PGCD a  ʨ3أو 1ه.  
1b جـ ـ   للعدد ʦقاسa.  

2835aالعدد ) نʹع 2 .  
  . ǽ11قʰل القʶʺة على  aالعدد   أ ـ

:هي aمʨʺʳعة القʨاسʦ الʺرȃعة الʱامة للعدد ب ـ 9;81.  
  بʻʽهʺا .هʨ جداء عددیʧ أولʧʽʽ في ما  aالعدد جـ ـ

4487a) نʹع 3   ،14175b   وa
F

b
 .  

  ʶؗر غʽر قابل للاخʱزال . F أ ـ
  .15مقامه مʧ قȐʨ العدد  F لِـیʨجد ʶؗر مʶاوȄا  ب ـ
  عدد ʽʰʡعي . Fمقلʨب  جـ ـ

n  ʧر تʺاما مʰعي أكʽʰʡ 1عدد .  
   أ ـ ; 1PGCD n n n  .  

   ب ـ ; 1 2PGCD n n   .  
  جـ ـ ; 1 1PGCD n n   .  

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟  
  

ʸلة الʺʳل أذؗر الʺʳال ʧʽب ʧئة مʡاʵلة الʺʳة والʴ
  عددان ʽʰʡعʽان . bو aالʱالʽة : 

1 ( 18 ,24PGCD a a a  معa � .  
2 (   , ,PGCD a b PGCD a a b .  
3 (   , ,PGCD a b PGCD a a b  .  
4 (   , ,PGCD a b PGCD a ab .  
5(   , ,PGCD a b PGCD b a اهʻمع a b.  
6 (a وb . ʧʽر معدومʽغ  

إذا ؗان  ;PGCD a b d  فإنa
d

b
 .  

ؗل اقʱراح مʧ مʽز بʧʽ الأصح والʵاʡئ في 
  الاقʱراحات الʱالʽة :

  . 2جداء عددیʧ مʧ نفس الʷفعʽة هʨ مʹاعف للعدد ) 1
2 (   2008,1000 2008,8PGCD PGCD .  
فإن  5على  nهǼ ʨاقي قʶʺة عدد ʽʰʡعي  2إذا ؗان ) 3
  . 5على  ʨȞǽ2nن Ǽاقي قʶʺة  4
20087العدد  )4 1  ة علىʺʶل القʰقǽ6 .  
16الʺعادلة ) 5 24 50x y  ل على الأقل حلاʰتق 

 0 0;x y  2في� .  

الʳʺلة ) 6 
33

; 45

x y

PGCD x y

 
 

تقʰل على الأقل حلا  

 0 0;x y  2في� .  
a وb رʽان غʽعʽʰʡ عددان ʧʽمعدوم .  

  مّ̔ز الʳʺلة الʴʽʴʸة مʧ الʳʺلة الʵاʡئة . 
aفإن  ǽaقb  ʦʶو ǽbقa  ʦʶإذا ؗان ) 1 b .  
 5فإن  Cغʽر الʺعدومǽقʶʺان العدد  bو aإذا ؗان ) 2

5Cهʨ نفس الʰاقي لقʶʺة    ʧعلى ؗل مa وb .  
فإن  ǽbقa  ʦʶإذا ؗان ) 3 ;PGCD a b a .  
ʨȞǽن Ǽاقي  2rفإن  bعلى aهǼ ʨاقي  rإذا ؗان) 4

  . bعلى  2aقʶʺة 
  . 1هǼ4  ʨاقي قʶʺة مرȃع عدد ʽʰʡعي فردȑ على ) 5
4حʽث ʨȞǽن  aیʨجد عدد ʽʰʡعي) 6 3a  عا تاماȃمر . 

101

102

103

104

105

106



 65

                                                                                                                                                                            

  
  

  الؒفاءات الʯʴʸهدفة                
  

 ʱافقات في معرفة واسʨʺاص الʨعʺال خ¢. 

 نʷر عدد ʽʰʡعي وفȘ أساس .  

  .bإلى نʤام أساسه   aالانʱقال مʧ نʤام أساسه   
  

-721( الʸراكʵيǺأبي العʮاس بʥ الʮʹاء الʺعروف  أحʸد بʥ مʸʲد بʥ عʸʰان الأزدȏ:ابʥ الʮʹاء الʸراكʵي
مʱفʧʻ في علʨم جʺة، برز ʸǼفة خاصة في الرȄاضʽات، والفلʥ، والʦʽʳʻʱ،  مراكʷيم) هʨ عالʦ  1256-1321هـ/654

ذلʥ في الʢب. ʶقط رأسه في مراكش، ولذا نʶب إلʽها، وȃها درس الʨʴʻ قʹى أغلب فʱرات حʽاته في م والعلʨم الʵفʽة، وؗ
ان مʧ أساتذته  فاسوالʴدیث والفقه، ثʦ ذهب إلى  ، ابʧ مʵلʨف الʳʶلʺاسي الفلؔيو درس الʢب والفلʥ والرȄاضʽات. وؗ

الذیʧ اسʱقدمʨه إلى فاس مراراً. وتʨفي  الʺغربفي  الدولة الʺرʽʻȄة. وقد حʤي ابʧ الʻʰاء بʱقدیر ملʨك وابʧ حʳلة الرȄاضي
  م.1321هـ/721عام  في مدیʻة مراكش

ث قام بʨʴʰ مʧ إسهامات ابʧ الʻʰاء في الʶʴاب أنه أوضح الʤʻرȄات الʸعʰة والقʨاعد الʺʱʶعʽʸة، و : إسهاماته العلمية
، مʱʶفʽʹة عʧ الʨʶؔر، ووضع قʨاعد لʳʺع مرȃعات الأعداد ومȞعʰاتها، وقاعدة الʢʵأیʧ لʴل معادلات الدرجة الأولى

ن.وجاء الʱعدیل على الʢرȄقة الʺعروفة "ʢǼرȄقة الʢʵأ الʨاحد" ووضع ذلʥ على شȞل قانʨ والأعʺال الʶʴابʽة. وأدخل Ǽعض 
في  في دائرة الʺعارف الإسلامʽة أن ابʧ الʻʰاء قد تفʨق على مʧ سʰقه مʧ علʺاء الرȄاضة مʧ العرب في الʷرق وخاصة

  لʺʱʶعʺلة عʻد الʺغارȃة.حʶاب الʨʶؔر، ؗʺا عُدَّ مʧ أهʦ الذیʧ اسʱعʺلʨا الأرقام الهʻدǽة في صʨرتها ا

 لʦ یȘʰغلʰها و ألف ابʧ الʻʰاء أكʲر مʧ سʰعʱؗ ʧʽاǼاً في الʶʴاب، والهʻدسة، والʰʳر، والفلʥ، والʦʽʳʻʱ، ضاع أ  :مؤلفاته
  ؛"كʱاب الفʨʸل في الفرائض" ؛ "رسالة في الʺʶاحات" ؛ "كʱاب  "كʱاب الʰʳر والʺقابلة" : إلا القلʽل مʻها، وأشهرها

ʱرلاب واسʢعʺاله" .الأس   
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  نشاط أول      
  
  .5في هذا الʷʻاȋ نرȄد اكʷʱاف Ǽعض خʨاص القʶʺة الإقلʽدǽة على العدد      

  أنʳز ورقة الʺʳدول الʺʨالʽة Ǽإتʰاع الʨʢʵات الʱالʽة:     
  . 50إلى  1أحʳز الأعداد م2A  ʧمʧ الʵلʽة  بʱداءو ا Aفي العʺʨد  )1     

)أحʳز  2Bفي الʵلʽة           )2;5MOD A ةʽلʵد في الʨجʨʺة العدد الʺʶاقي قǼ يʻعǽ 2= ( هذاA  5على  (  
  ماذا نلاحظ ؟ ثʦ اسʴب إلى تʴت . 2Bحدد الʵلʽة         

     2(  ʧʽʱʽلʵ2في الE  2وF اǽلاʵدول في الʳʺعʺال الʱاسǼ بʶأح ʦث ʧʽʽعʽʰʡ ʧز عددیʳ2أحG،2H ،2I ،2J              
2K        2وL    الأعداد'n n+  ،'n n´  ،2n ،3n  ،2'n  ،3'n  .  

     3 ʧا مǽلاʵب في الʶ3) أحE  3إلىL  ها علىʽل علʸʴʺة الأعداد الʺʶاقي قʨ5ب .  
  

                                                                           
             

                
           

  
  
  
  
  
  
  
  

     4.Ȑأعداد أخرǼ ةʽأعد نفس العʺل (  
  ماذا ʧȞʺǽ تʻʽʺʵه Ǽالʰʶʻة لقʨاعد حʶاب الʨʰاقي ؟) 5     

                                       

                                                                                                                                  ثاننشاط      
  

  ) . cm 10وحدات ( الʨحدة  ǽ5قʨم ʡفل Ǽقفزات وفȘ مʨʴر حʽث في ؗل قفزة ǽقʢع     
)نʶʺي )n n

u *Î ¥
قفزة علʺا أنه یʢʻلȘ مn  ʧمʱʱالʽة الأعداد الʽʰʢعʽة الʺʨȞنة مʧ الأعداد الʱي یʨʱقف فʽها الʢفل Ǽعد 

  الʨحدة الʲانʽة .
1(  ʧʽعnu  بدلالةn .  
)ما هʨ الفرق بʧʽ حدیʧ مʱʱاǼعʧʽ مʧ الʺʱʱالʽة  )2 )nu ؟ 

)ما هي ʽʰʡعة الʺʱʱالʽة  )3 )nu ؟ 

)الفرق بʧʽ حدیʧ مʧ الʺʱʱالʽة  )4 )nu عيʽʰʡ عدد ȑمʹاعف أ ʨ؟ ه 

)ما هǼ ʨاقي قʶʺة حد ʽؗفي مʧ الʺʱʱالʽة  )5 )nu  ؟  5على العدد 
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  ثالثنشاط     
   

ب العدد مʧ الأرقام العʷر     ،  7،  6،  5، 4،  3،  2،  1،  0عالʺʽا ، ʱʶǽعل نʤام الʱعداد العʷرȑ ، حʽث یʱرؗ
  . 10ذȑ الأساس  وهذا ʶǽʺى الʤʻام 9و 8

 ؛ 12الأساس  ن ؛ الرومانʨʽ  60في الʴʹارات القدǽʺة اسʱعʺل مʱʵلف نʦʤ الʱعداد ، اسʱعʺل الʰابلʨʽن الأساس 
ا الʨسʢى الأساس     .) 2إلى آخره ... الآن ʱʶǽعʺل في الʴاسʨب الʤʻام الʻʲائي (ذȑ الأساس  20أمرؗ

  .  5إلى  0ام وهي مʧ أرق ʳǽ6ب اسʱعʺال  6لʱؔاǼة عدد في الʤʻام ذȑ الأساس 
ʽʴǼ3ث ʨȞǽن  dو a  ،b ،cعʧّ̔ الأعداد  .1 23959 10 10 10a b c d       .  
4حʽث  Nأحʶب العدد  .2 3 2 1 03 6 0 6 1 6 5 6 5 6N           .  

55103N:  بـونرمز  6في الʤʻام ذȑ الأساس  NتȞʷل عددا وهʨ الʱؔاǼة للعدد 5،  5،  1،  0،  3الأرقام   
.  
  أنʳز القʶʺات الʱالʽة :  .3

      6 3959 
 الʰاقيالʴاصل 6     
  الʰاقيالʴاصل 6    
   الʰاقيالʴاصل  6  
    الʰاقيالʴاصل  6
     الʰاقي  

  شȞل العدد الʺʨȞن مʧ الʨʰاقي الʺʸʴل علʽها . ماذا تلاحظ ؟
          

  نʵاط راǺع    
   

 . 5أذؗر الʨʰاقي الʺʺʻȞة للقʶʺة الأقلʽدǽة على  .1

  مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة الʱالʽة :لؔل  5عǼ ʧّ̔اقي القʶʺة الأقلʽدǽة على  .2
 . 42و 32،  22،  12    

مʧ أجل  5على  2nسʱعʺل مʳدول إكʶال للʨʸʴل على بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد ا .3 0,1, 2,..., 20n .  
  . bعلى  a" وتعʻي Ǽاقي قʶʺة العدد  =b) MOD(a ; " ملاحʤة : اسʱعʺل الʽʣʨفة

 عدد ʽʰʡعي . nمʧ أجل  5على  2nأعط تʻʽʺʵا لʨʰاقي قʶʺة  .4

Ǽp  ،42اسʱعʺال الʰرهان Ǽالʱراجع ، أثʰت أنّه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  .5 1p   ة علىʺʶل القʰقǽ5 .  
  لؔل مʧ الأعداد الʱالʽة : 5ى اسʱʻʱج بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة عل .6

42 p  ،4 12 p  ،4 22 p  ،4 32 p  معp . عيʽʰʡ عدد  
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  افقاتʦʸفي  ال¢   

  تعرȂف .. 1    
  bو ǽaعʻي أن  nمʨʱافقان بʱردید  bو aعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. القʨل أن عددیʧ صn  ʧʽʴʽʴ :تعرȂف    
]و نرمز  .nلهʺا نفس الʰاقي في القʶʺة على     ]a b nº  و نقرأa Șافʨیb ردیدʱبn  .  

] أمʰلة:   ]27 92 5º ، [ ]12 34 11º  ،[ ]24 3 7º  ،[ ]20 1 7- º  ،[ ]59 3 8- º -          .  
x  ،[]0مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح  ملاحʢات:   1x º .  

)ترمʽز آخر                 )a b nº .  

 مʮرهʹة .. 2      

  ʽدǽةلهʺا نفس الʰاقي في القʶʺة الإقل bو aعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. nعددان صʴʽʴان و bو a :مʮرهʹة    
aؗان، إذا و فقط إذا  nعلى      b-  مʹاعف لـn .  

  
  . nالإقلʽدǽة على  في القʶʺة rلهʺا نفس الʰاقي bو aنفرض أن  البرهان:  

aو مʻه  نʹع     nq r= b'و  + nq r= 0عددیʧ صʧʽʴʽʴ و  q'و qحʽث  + r n£ < .  

و مʻه   
( )

'

'

a b nq r nq r

n q q

- = + - -

= -
  

Ǽ'qʺا أن     q-  ح فإنʽʴعدد صa b-  مʹاعف لـn .  
aنفرض  عʽʶȞا :   b-  مʹاعف لـn  حʽʴجد عدد صʨی .k  ث أنʽحa b k n- = .  
   ʧȞʽلr  ةʺʶاقي قǼb  علىn .  
bلدیʻا    nq r= 0عدد صʽʴح وq.حʽث  + r n£ <.  
)و مʻه    )a b k n nq r k n q k n r= + = + + = + + .  
Ǽqʺا أن     k+ ح  وʽʴ0عدد ص r n£   . nعلى  aهǼ ʨاقي القʶʺة الإقلʽدǽة للعدد  rفإن   >
 . nلهʺا نفس الʰاقي في القʶʺة الإقلʽدǽة على  bو aومʻه   

a ؗان إذا و فقط إذا nمʨʱافقان بʱردید bو a عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. nعددان صʴʽʴان و bو a نʱʻʯة:     b-    

  . nمʹاعف لـ           
  خʦاص .. 3       

) ʱʵǽ1لف عʧ عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  n  :1خاصʻة     )2n ³ .  
  . n، بʱردید nیʨافǼ Șاقي قʱʺʶه على  a ؗل عدد صʽʴح                

Ǽn .0اقي قʱʺʶه على  rعدد صʽʴح و  a   البرهان:      r n£ <  
aنعلʦ أن     nq r= aعدد صʽʴح . و مʻه  qحʽث  + r nq- =  .  
aو Ǽالʱالي     r-  مʹاعف لِـn              . 
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  ʳاʟئة .الʲʻʲʶة و الفي الʯردیدات الآتʻة أذؕر  :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
   1  ([ ]26 11 5º    2   ؛  ([ ]32 18 10- º   3   ؛  ([ ]478 32 5º    4  ؛  ([ ]58 5 7º -   
   5  ([ ]263 14 5º    6 ؛  ([ ]144 11 19º    7   ؛  ([ ]2131 25 12º  8  ؛  ([ ]348 36 7º       
]للʰرهان على أن  ʟرȂقة:    ]a b nº رهان على أنʰال ʧȞʺǽa b- ف لِـمʹاعn رهان على أنʰأو الa وb لهʺا  

        . nنفس الʰاقي في القʶʺة على      
  :الʲل   

          1 (26 11 15- 15و  = 3 5= ]إذن  ´ ]26 11 5º . ةʴʽʴص  
          2 (32 18 50- - = )و  - )50 5 10- = - ]إذن  ´ ]32 18 10- º . ةʴʽʴص  

      3 (478 32 446- 446و  = 89 5 1= ´ ]إذن    + ]478 32 5º ئة .خʡا    
      4 (58 5 63+ 63و  = 9 7= ]إذن    ´ ]58 5 7º       صʴʽʴة . -
      5 (63 12 5 3= ´ )و  + )2 263 12 5 3= ´ 2و مʻه  + 2 263 12 5 2 12 5 3 9= ´ + ´ ´ ´ +   

      ȑ263أ 5(720 71) 14= + ]إذن  + ]263 14 5º . ةʴʽʴص   
      6 (144 19 7 11= ´ 11و  + 19 0 11= ´ إذن  19تʸʴلʻا على نفس الʰاقي في القʶʺة على  +
[ ]144 11 19º . ةʴʽʴص         

      7 (2131 1430 12 1= ´ 25و+ 2 12 1= ´ إذن  12في القʶʺة على  تʸʴلʻا على نفس الʰاقي +
[ ]2131 25 12º .ةʴʽʴص   

      8 (348 15799 7 6= ´ 36و + 5 7 1= ´ + ʦة على لʺʶاقي في القʰل على نفس الʸʴʱإذن 7ن 
[ ]2131 25 12º .ئةʡخا          
  : 1عدد ʻʮʟعي غʻر معدوم و ʯʳǻلف عl  ʥ :2تʸرʥȂ مʲلʦل  
   ( )nu  ة معرفة علىʻابʴة حʻالʯʯأساسها  ¥مl .  
)أثʮت أن حدیʻؕ ʥفʥʻʻ مʥ الʯʯʸالʻة     )nu افقاʦʯردید مʯن بl .     

  : الʲل   
0nu، لدیʻا  nنعلʦ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي     u nl= + .  
     ʧȞʽلpu  وku  ، ةʽالʱʱʺهذه ال ʧم ʧحدی  
0puلدیʻا :      u p l= 0kuو + u k l= + ، p وk . انʽعʽʰʡ عددان  
0و مʻه       0p ku u u p l u k l- = + - -  
pو مʻه       ku u p l k l- = -  
)و مʻه       )p ku u l p k- = -  
pو Ǽالʱالي      ku u-  مʹاعف للعددl   هʻه    و مʻو م.[]p ku u lº  
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]لدیʻا  aوم. مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح عدد ʽʰʡعي غʽر معد n :2خاصʻة      ]a a nº  .  
     

]و مʻه nلهʺا نفس الʰاقي في القʶʺة الإقلʽدǽة على  aو aعدد صʽʴح .  a   البرهان:      ]a a nº .  
]إذا ؗان  . عددان صʴʽʴان bو aعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. n :3خاصʻة     ]a b nº فإن[ ]b a nº  .    

]حʽث  عددان صʴʽʴان bو a   البرهان:      ]a b nº.  
    [ ]a b nº يʻعǽa b k n- = )k هʻح ) ومʽʴعدد صb a k n- = - Ǽ.ا أنʺk-  ح فإنʽʴعدد ص[ ]b a nº.  
](أعداد صʴʽʴة. إذا ؗان cو a ،bعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. n:4خاصʻة     ]a b nº و[ ]b c nºفإن ([ ]a c nº   .
](أعداد صʴʽʴة حʽث أن cو a ،b   البرهان:      ]a b nº و[ ]b c nº(.  

    )[ ]a b nº و[ ]b c nº) يʻعǽ (a b k n- b'و = c k n- = )(k و'k  ( انʴʽʴعددان ص  
)و مʻه و Ǽالʳʺع نʸʴل على      )'a c k k n- = Ǽ .'kʺا أن  + k+  ح فإنʽʴعدد ص[ ]a c nº .  
  أعداد صʴʽʴة: dو a ،b ،cعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. n :5خاصʻة    

]( إذا ؗان                ]a b nº و[ ]c d nº فإن  ([ ]a c b d n+ º +    .     
](أعداد صʴʽʴة حʽث أن dو a ،b ،c   البرهان:   ]a b nº و[ ]c d nº.(  

   )[ ]a b nº و[ ]c d nº) يʻعǽ (a b k n- c'و = d k n- = )(k و'k  ( انʴʽʴعددان ص  
)ومʻه و Ǽالʳʺع نʸʴل على   ) ( )( ) 'a c b d k k n+ - + = Ǽ.'kʺا أن+ k+ ح فإنʽʴعدد ص[ ]a c b d n+ º + .  

  أعداد صʴʽʴة: dو a ،b ،cعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. n :6خاصʻة    
]( إذا ؗان                ]a b nº و[ ]c d nº فإن  ([ ]a c b d nº    .     

](أعداد صʴʽʴة حʽث أن dو a ،b ،c  البرهان:   ]a b nº و[ ]c d nº.(  

   )[ ]a b nº و[ ]c d nº) يʻعǽ (a b k n- c'و = d k n- = )(k و'k  ( انʴʽʴعددان ص  

)لدیʻا     )( ) ( ) ' 'a c b d a c ad ad b d a c d d a b a k n d k n a k d k n- = - + - = - + - = + = +  
Ǽ'aʺا أن     k d k+  ح فإنʽʴعدد ص[ ]a c b d nº .  

  عددان صʴʽʴان. bو aعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم. n :7خاصʻة    
] ، إذا ؗان k مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح                ]a b nº   فإن[ ]k a k b nº    .     

]عددان صʴʽʴان حʽث أن  bو a  البرهان:   ]a b nº.  ليكنk . عددا صحيحا  

             [ ]k k nº   ةʽاصʵال Șʽʰʢʱل على  6إذن بʸʴن[ ]k a k b nº .  
]عددان صʴʽʴان. إذا ؗان bو aعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومp.ʧʽو n:8خاصʻة     ]a b nº فإن[ ]p pa b nº.       

]حʽث  عددان صʴʽʴان bو a   البرهان:  ]a b nº( راجعʱالǼ رهانʰعʺل الʱʶن ) .  
1pمʧ أجل     ]لدیʻا   = ]a b nº ( اتʽʢالʺع ʧم ) ةʴʽʴتردیدة ص  
]فرضن    ]k ka b nº  عيʽʰʡ أجل عدد ʧة مʴʽʴ1صk ³ .  
]،  7بȘʽʰʢʱ الʵاصʽة     ]k ka a b b n´ º ´  ȑأ[ ]1 1k ka b n+ +º  ةʽة وراثʽاصʵا.إذن ال ʧداء مʱ1بp =.  
]. إذا ؗان pمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  إذن    ]a b nº فإن[ ]p pa b nº   .         
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  .251على  -5817عǺ ʥʻاقي قʸʴة  :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
   -Ǽaاقي قʶʺة   bنʴʰث عn  ʧعلى عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  aقʶʺة عدد صʽʴح سالب لإʳǽاد Ǽاقي  ʟرȂقة:   

             . -bثʦ نʹʽف الʱردید إلى  -1ثʦ نʹرب الʢرفʧʽ في  nعلى      
  :الʲل  

]نʸʴل على  251على  Ǽ5817قʶʺة العدد    ]5817 44 251º .  
]نʸʴل على  -1نʹرب الʢرفʧʽ في      ]5817 44 251- º   ) . 7( الʵاصʽة  -
]نعلʦ أن      ]251 0 251º  هʻو م[ ]0 251 251º  ةʽاصʵ3( ال . (  
   )[ ]5817 44 251- º ]و  - ]0 251 251º (ةʽاصʵال ʧل على  5 إذن مʸʴن[ ]5817 207 251- º .  
0لأن  207هʨ  251على -5817إذن Ǽاقي قʶʺة    207 251£ < .  
]حʻث أن  xمʦʸʱعة الأعداد الʲʻʲʶة  L) عʥʻ الʦʸʱʸعة 1 :2تʸرʥȂ مʲلʦل   ]4 2 7x + º.  

]حʻث أن  xمʦʸʱعة الأعداد الʲʻʲʶة  L') عʥʻ الʦʸʱʸعة 2                        ]5 3 7x º.  
  7في القʶʺة علىفي الʶؤال الʲاني ندرس ؗل الʨʰاقي الʺʺʧȞ الʨʸʴل علʽها  :ʟرȂقة   
  :الʲل  

] في )1 ]4 2 7x + º ةʽاصʵال Șʰʢه  5 نʻو م[ ]4 4 2 4 7x + - º ]و Ǽالʱالي - ]2 7x º - 

]وȃʺا أن        ]2 5 7- º   فإن[ ]5 7x º  ةʽاصʵ4( ال . (  
)عʽʶȞا فأن               ) [ ]7 5 4 2 7k + + º  لأن[ ]7 0 7º و[ ]9 2 7º .  
Ȟʷ7ل هي مʨʺʳعة الأعداد الʴʽʴʸة مʧ ال Lإذن الʺʨʺʳعة               5k   عدد صʽʴح kحʽث +

         2 (x ة علىʺʶاقي القʨؗل ب Șافʨأن ی ʧȞʺǽ حʽʴة  7عدد صʽاصʵال Șʰʢن ʦ7، ث  .  
  نلʵص الʱʻائج في جدول .             

6  5  4  3  2  1  0  x º 

2  4  6  1  3  5  0  x º5 

)عʽʶȞا فأن             ) [ ]5 7 2 3 7k + º  لأن[ ]35 0 7º و[ ]10 3 7º             .  
7الأعداد الʴʽʴʸة مʧ الȞʷل  هي مʨʺʳعةL'إذن الʺʨʺʳعة             2k   عدد صʽʴح . kحʽث +

  .5على 40393. اسʯʹʯج Ǻاقي قʸʴة 5على Ǻ3nاقي قʸʴة  nعʥʻ تʮعا لقʤʻ العدد الʻʮʠعي :3تʸرʥȂ مʲلʦل  
0kفي مʲل هذه الʱʺارʧȄ نʴاول إʳǽاد عدد ʽʰʡعي ʟرȂقة:    ]حʽث  ¹ ]1ka pº.( الاتʴعض الǼ ل فيʽʴʱʶǽ هذا )  
  : الʲل  

  . 5على  3nنعʧʽ بʨاقي القȐʨ الʺʱʱاǼعة للعدد         
         [ ]03 1 5º  ،[ ]13 3 5º   ،[ ]23 4 5º ، [ ]33 2 5º  ،[ ]43 1 5º.    
           [ ]43 1 5º ةʽاصʵال ʧ8 م [ ]43 1 5k kº أي[ ]43 1 5k º ،k عيʽʰʡ عدد .  

] ، 4بȘʽʰʢʱ الʵاصʽة             ]4 13 3 5k+ º )[ ]43 1 5k º  و[ ]13 3 5º  ، ([ ]4 23 4 5k+ º  و[ ]4 33 2 5k+ º.  
         4039 4 1009 3= ´ 4مʧ الȞʷل  + 3k ]إذن  + ]40393 2 5º 
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 .عدادʯال     
 مʮرهʹة .. 1      

  ʱȞǽب ʢǼرȄقة وحʽدة xأكʰر مʧ أو ʶǽاوa  ȑعدد ʽʰʡعيؗل . 1عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم أكʰر تʺاما مx ʧ :مʮرهʹة    
1على الȞʷل      2 2

1 2 2 1 0.....n n n
n na q x r x r x r x r x r- -

- -= + + + + +   حʽث   +
     0 q x< 0و   > r xa£ }مع  > }0;1;2;.....; 1na Î -  

  .  1غʽر الʺعدوم و الأكʰر تʺاما مʽʰʢx  ʧعي أكʰر مʧ أو ʶǽاوȑ العدد العدد ʽʰʡعي  a  البرهان:  
      ʧȞʽ0لr  ةʺʶاقي قǼa  علىx .  اʻ0لدی 0a c x r= 00عدد صʽʴح و 0cحʽث  + r x£ <.  

0c* إذا ؗان     x< .ققةʴة مʻرهʰʺال  
0cإذا ؗان    x³ دةʽة وحʽائʻجد ثʨت( )1 1;c r ثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧ0م 1 1c c x r= 10مع + r x£ 1و > 00 c c< <.  
1c* إذا ؗان     x<  اʻ2لدی

1 1 0a c x r x r= +   الʺʰرهʻة مʴققة. +
1cإذا ؗان    x³ دةʽة وحʽائʻجد ثʨت( )2 2;c rثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧ1م 2 2c c x r= 20مع + r x£ 2و > 10 c c< <.  
  . xأصغر تʺاما مx  ʧعلى  q* نʨاصل حʱى ʰʸǽح حاصل القʶʺة    
  تʰاعا على ما یلي : نʸʴل   
   ( )1  ...0 0a c x r= 00مع + r x£ 00و > c a< < .  
   ( )2  ...0 1 1c c x r= 10مع + r x£ 1و > 00 c c< < .  
   ( )3  ...1 2 2c c x r= 20مع + r x£ 2و > 10 c c< < .  
    .........  
   ( )1n -  ...3 2 2n n nc c x r- - -= 20مع + nr x-£ 2و > 30 n nc c- -< < .  
   ( )n   ...2 1 1n n nc c x r- - -= 10 مع + nr x-£ 1و > 20 n nc c- -< <.  
)نʹرب الʺʶاواة     )1،( )2 ،( )3 ، ... ،( )1n -،( )n   1في ،x،2x ، ... ،2nx - ،1nx   على الʱرتʽب و ʳǼʺع -
  الʱʻائج الʺʸʴل علʽها ʡرف ʢǼرف نʸʴل على :   
   1 2 2

1 2 2 1 0.....n n n
n na q x r x r x r x r x r- -

- -= + + + + + 1nc( مع وضع + q-   الʺʰرهʻة مʴققة. ) و مʻه =

  .xالʯعداد ذو الأساس . 2       
  على الاصʢلاحʧʽ الʱالǽ .x : ʧʽʽعʱʺد الʱعداد ذو الأساس 1عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم أكʰر تʺاما مx ʧ :قاعدة      

a) إذا ؗان 1     x<  )a  ( عيʽʰʡ عددa  .ى رقʺاʺʶǽ دʽل برمز وحʲʺǽ  
aإذا ؗان  )2      x³  )a عيʽʰʡ ة  ) عددʻرهʰʺال ʧمa  العدد Șدة وفʽقة وحȄرʢǼ رʷʻیx :  

     1 2 2
1 2 2 1 0.....n n n

n na q x r x r x r x r x r- -
- -= + + + + +   حʽث   +

     0 q x< 0و   > r xa£ }مع  > }0;1;2;.....; 1na Î -  
1ؗʺا یلي  ʲʺǽaل العدد        2 1 0...n na q r r r r- -= .  

1الʱؔاǼة        2 1 0...n na q r r r r- 10x.إذا ؗان  xفي الʤʻام ذȑ الأساس  aهي ʱؗاǼة العدد  =-   ،  نʱؔب : =
        1 2 1 0...n na q r r r r- -=      
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    في الʹʢام العʵرa . ȏ. أكʯب  7في الʹʢام ذȏ الأساس  365عدد ʻʮʟعي  ʯȜǻب a :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
  :الʲل  

         23 7 6 7 5 194a = ´ + ´ +   في الʤʻام العʷرʱȞǽ194 . ȑب  aو مʻه  =
  .          8في الʹʢام ذȏ الأساس  aم العʵرȏ . أكʯبافي الʹʢ 2517عدد ʻʮʟعي  ʯȜǻب  a :2تʸرʥȂ مʲلʦل  
   :الʲل  

       22517 314 8 5 39 8 2 8 5= ´ + = ´ + ´ +  
       3 22517 4 8 7 8 2 8 7= ´ + ´ + ´ +  
  . 8في الʤʻام ذȑ الأساس  ʱȞǽ4727ب  a و مʻه        

  .8في الʹʢام ذȏ الأساس  643عدد ʻʮʟعي ʯȜǻب a :3تʸرʥȂ مʲلʦل  
  ʠǺرȂقʥʻʯ. 2في الʹʢام ذȏ الأساس aأكʯب) 1                       

  الʹʢام العʵرǺ . ȏالʸرور عʮر ·                       
  مʮاشرة .   ·                       
  مʮاشرة .      4في الʹʢام ذȏ الأساس a) أكʯب2                       

  : الʲل  
   1(  · 26 8 4 8 3 419a = ´ + ´ +   في الʤʻام العʷرʱȞǽ419 . ȑب  aو مʻه  =

         2419 209 2 1 104 2 1 2 1= ´ + = ´ + ´ + .  
         8 7 6 5 4 3 2419 1 2 1 2 0 2 1 2 0 2 0 2 0 2 1 2 1= ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + .     

  .2في الʤʻام ذȑ الأساس  ʱȞǽ 110100011ب aإذن           
        · 26 8 4 8 3a = ´ + ´ +  

         2 23 2 8 2 8 3a = ´ ´ + ´ + .  
         7 53 2 2 2 1a = ´ + + + .  

         7 5(2 1) 2 2 2 1a = + ´ + + +   

         8 7 52 2 2 2 1a = + + + +  

8و مʻه         7 6 5 4 3 21 2 1 2 0 2 1 2 0 2 0 2 0 2 1 2 1a = ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + ´ + .  
  .2في الʤʻام ذȑ الأساس  ʱȞǽ 110100011ب aإذن         

  2  (26 8 4 8 3a = ´ + ´ +  
       2 26 2 4 4 2 4 3a = ´ ´ + ´ ´ +  

       3 26 4 2 4 3a = ´ + ´ +  
       ( ) 3 22 4 4 2 4 3a = + + ´ +  
       4 3 24 2 4 2 4 3a = + ´ + ´ +  
       4 3 21 4 2 4 2 4 0 4 3a = ´ + ´ + ´ + ´ + .  

  .ȑ4 الأساس ذفي الʤʻام  ʱȞǽ 12204ب aإذن         
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 قابلʻة القʸʴة        

 

        N  بʱȞǽ عيʽʰʡ 1عدد 2 1 0...n nN a a a a a-=  ȑرʷام العʤʻ0في الa  ،1a  ،2a ، ... ، 1na   أعداد -
  ʧة أصغر تʺاما مʽعʽʰʡ10  وna  ʧر معدوم أصغر تʺاما مʽعي غʽʰʡ 10عدد .  

  11و  4 ، 9،  3،  5،  2،  10نرȄد تعʧʽʽ شروȋ قابلʽة القʶʺة على ؗل مʧ الأعداد         
]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·. 1             ]10 0 10º ت أنʰأث ،[ ]0 10N aº  .    

  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ10اس . 
 ة علىʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧ851،  4328367،   25810: 10مa ناقش ) 

 ) . aتʰعا لقʦʽ الرقʦ الʽʰʢعي      
]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·.  2            ]10 0 2º ت أنʰأث ،[ ]0 2N aº  .    

  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ2اس . 
 ة علىʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧ378488،  7318964،   37891: 2م  .  

]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·.  3            ]10 0 5º ت أنʰأث ،[ ]0 5N aº  .    
  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ5اس . 
 ة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧة علىمʺʶل القʰي تقʱ5 :34915   ،4417347  ،266480  . 

]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·.  4            ]10 1 3º ت أنʰأث ،( )[ ]1 2 1 0... 3n nN a a a a a-º + + + + +  .    
  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ3اس . 
 ة علىʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧ264493،   728548،   25881: 3م.   

]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·.  5            ]10 1 9º ت أنʰأث ،( )[ ]1 2 1 0... 9n nN a a a a a-º + + + + +  .    
  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ9اس . 
 ة علىʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧ624599،   275841،   25881: 9م ، 
       8129736    ،54756a عيʽʰʢال ʦالرق ʦʽعا لقʰناقش  ت )a . (  

10قي قʶʺة اp Ǽعʧʽ تʰعا لقʦʽ العدد الʽʰʢعي   ·.  6            p  4على  .    
  ج أنʱʻʱاس[ ]1 010 4N a aº + . 

  ةǼاʱؗ 1ما هي 010a a+ ؟ ȑرʷام العʤʻفي ال 
  ج شرʱʻʱة على اسʺʶة القʽقابل ȋ4و . 
 ة علىʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱالأعداد ال ʧʽب ʧ85930،   74820،   38924: 4م.  
  ة القʽقابل ȋج شروʱʻʱقة اسȄرʢفس الʻة على بʺʶ16 . 

]Ǽاسʱعʺال الʱردیدة    ·.  7            ]10 1 11º -:  
)أثʰت أن                       ) ( ) [ ]1 2 1 01 1 ... 11

n n

n nN a a a a a-º - + - + + - +    
  ة علىʺʶة القʽقابل ȋج شروʱʻʱ11اس . 
 ʧʽب ʧة على مʺʶل القʰي تقʱة أذؗر الʽالʱ287392358،   3658721: 11الأعداد ال   ، 

          51829941    ،7345591 .  
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   .مفʯاح حʴاب     
  ع تʨضع لʽʸقة علʽها الʱرمʽز Ǽالأعʺدة والذʷǽ ȑʺلفي نʤام تʴقȘّ مʧ صʴة الʰʹائ 

   رقʦ مʨʰʱع  Ǽالرقʦ الʲالث عʷر وهʨ  الʺفʱاح .لا 12على 
12C11C10C9C8C7C6C5C4C3C الʳدول ǽعhّر عʧ الʱرمʽز Ǽالأعʺدة :

2C1C  R

هʨ الʺفʱاح ؛  Rحʽث 
1C  ،

2C  ، ... ،
12C  9و 0هي أرقام الترميز وهي أعداد طبيعية محصورة بين.  

  ʥʻʻ الʸفʯاح .كʻفʻة تع.  1  
ǼالʢرȄقة الʱالʽة : Rالمفتاح ʶʴǽبلمعرفة صحة اللصيقة ،          3 0 10i pS S R     

1حʽث :  3 5 7 9 11iS C C C C C C       ،2 4 6 8 10 12pS C C C C C C     .  
  إʱǻاد الʸفʯاح ..  2   

4Rدیʻا : في اللʽʸقة الʺعʢاة أعلاه ل. 1            ،1 0C   ،2 1C  . إلخ ...  
  تʴقȘ مʧ أنّ الʱرمʽز لهذه اللʽʸقة صʽʴح .

R  5 061 2423 1 5 73 أحʶب مفʱاح الʺرفȘ للʱرمʽز الʱالي : .2

  بʧّ̔ أنّ الʱرمʽزʧȄ الʱالʧʽʽ لهʺا نفس الʺفʱاح :  .3
2663 65 1 40b7a R   
2663 65 1 40a7b R

4. ʧّ̔عc .اʴʽʴة صʽالʱقة الʽʸز على اللʽرمʱن الʨȞǽ ىʱ002 43 1 حc249 9 3   8

5.  ʧʽرفʴǼ ʧʽʺدل رقʰʱة اسʽالʨʺقة الʽʸفي اللd وe .  
1 208 5 3 763 9 ed 1

بʧّ̔ أنّ :  3 1 10e b   .  ةʽائʻʲة للʻȞʺʺال ʦʽج القʱʻʱاس ;e d  

axحل معادلة مʥ الȜʵل    by c+ =.   
  دراسة مʰال ..  1  

)الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  ¢2نعʰʱر في الʺʨʺʳعة          );x y  :( )1 ...5 8 3x y- = .  
)تأكد أن  ·            حل للʺعادلة . 4;7(
)أثʰت أنه إذا ؗان  ·          );x y  حلا للʺعادلة( ]فإن  1( ]5 3 8x º .  
]حʽث :  xعʧʽ الأعداد الʴʽʴʸة  ·          ]5 3 8x º .  
)أثʰت أن ؗل حلʨل الʺعادلة ·          )هي مʧ الȞʷل  1( )8 7;5 4k k+   دد صʽʴح.ع kحʽث   +

  دراسة الʲالة العامة ..  2  
)الʺعادلة ذات الʺʳهʨل ¢2نعʰʱر في الʺʨʺʳعة          );x y:ax by c+   أعداد ʽʰʡعʽة . c، و a ،b.حʽث =
)ǽقʰل القʶʺة على ʧc فʽʺا بʻʽهʺا أوʽأولb ʽو aأثʰت أن الʺعادلة تقʰل حلʨل إذا وفقط إذا ؗان·          );PGCD a b.  
)أثʰت أنه إذا ؗان  ·          );x y  حلا للʺعادلة فإن[ ]ax c bº .  
)أثʰت أنه إذا ؗان  ·          );x y  حلا للʺعادلة فإن[ ]by c aº .  

  Ȗʻʮʠ .ت.  3  
)الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  ¢2حل في الʺʨʺʳعة ·          );x y  :7 12 5x y+ = .  
)ات الʺʳهʨل الʺعادلة ذ ¢2حل في الʺʨʺʳعة ·          );x y  :20 45 5x y- = .  
)الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  ¢2حل في الʺʨʺʳعة ·          );x y  :6 8 9x y- = . 
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  .موضوع محلول 

 : ʥȂرʸتǼ)(اȄرʨالȞ  
بʨاقي القʶʺة  nعʧʽ حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي  أ ـ .1

  .  9على  7nالأقلʽدǽة للعدد 
برهʧ إذن  ب ـ 20052005 7 9 .  

n، ه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعير أنّ برّ  أ ـ .2 10 1 9n . 
العʷرȑ ، نʶʺي  ʤʻامعدد ʽʰʡعي مʨʱȞب في ال N ب ـ
S . ع أرقامهʨʺʳة : مʽالʱالعلاقة ال ʧبره 9N S.  

إذا وفقط  9قابلا للقʶʺة على  Nاسʱʻʱج أن : ʨȞǽن  جـ ـ
   . 9قابلا للقʶʺة على  Sإذا ؗان 

20052005Aنفʱرض أن .3 ، 

  . Aمʨʺʳع أرقام العدد Bنʹع :
C ع أرقام العددʨʺʳمB.D ع أرقام العددʨʺʳمC .  
برر أن  أ ـ 9A D .  

2005علʺا أن  ب ـ 10000  أن العدد ʧبره ،A 
  رقʺا . 8020 بـʱȞǽِب في الʱعداد العʷرȑ على الأكʲر 

72180Bاسʱʻʱج أن   .  
45Cبرهʧ أن  جـ ـ  .  
ʧʽ ، ع 45بدراسة قائʺة الأعداد الʽʰʢعʽة الأصغر مʧ  د ـ

  . 15أصغر مD  ʧعʸʻرا حادا للعدد
7Dبرهʧ أن  هـ ـ  .   

    .عـاليـقت                                                                     .ل مختصرح 

أ ـ.1 7 7 9، 27 4 9، 37 1 9عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧه مʻومk  ،
 37 1 9k   هʽوعل 3 17 7 9k   ؛ 3 27 4 9k   .  
 ب ـ 2005 7 9  هʻوم 2005 20052005 7 9  .2005 3 668 17 7    إذن
 20057 7 9  هʻوم 20052005 7 9.  

أ ـ  .2 10 1 9  أجل ؗل ʧه مʻومn �، 10 1 9n n ȑأ 10 1 9n .  
1نʹع  ب ـ 1 0...n nN a a a a  هʻ1وم 1 0...n nS a a a a      .

1
1 1 010 10 ... 10n n

n nN a a a a
        .أجل ؗل ʧا أنه مʺǼn �،

 10 1 9n   فإن 1 1 0... 9n nN a a a a      ȑأ 9N S .  
معʻاه  ǽ9قʰل للقʶʺة على  N جـ ـ 0 9N   اهʻومع 9N S  افئȞȄو
 0 9S  ȑأS  ة علىʺʶل للقʰقǽ9 .  

ʱج یʻ ـ ب ـ 2مʧ الʶؤال  أ ـ .3 9A B  ؛ 9B C و 9C D  هʻوم
Ǽالʱعدȑ نʱʻʱʶج  9A D .  

42005 ب ـ 10  هʻ2005وم 80202005 10  802010إذنA   
10 لدیʻا 10 0k ...

kمѧѧѧѧرة

بـِ 10kإذن ʱȞǽب العدد  1k   ه ؗل عددʻأصغر رقʺا وم

 ʧ10مk  بʱȞǽبِـk .رʲا أن  رقʺا على الأكʺǼ802010A  فإن العددA بʱȞǽ 

ʨȞǽن أصغر مʧ أو ʶǽاوA  ȑؗل رقʦ مʧ العدد   رقʺا على الأكʲر . 8020 بـِ
9إذن  9 8020B    ȑ72180أB  .  

510Bإذن  10>572180 جـ ـ   العدد ʧم ʦ؛ ؗل رقB  أو ʧن أصغر مʨȞǽ
 ȑاوʶǽ9  5إذن 9C    ȑ45أC  .  

Cنʹع  د ـ ab  إذن ȑرʷام العʤʻفي الD a b   اʻ45لدیC   إذن
0 4a   اʹǽا أʻ0ولدی 9b  ؛  

0ومʻه  4 9a b     ȑ0أ 13a b    اهʻ13ومعD  .  
لدیʻا  جـ ـ 9A D اهʻمع 9D A اʻولدی 7 9A   إذن 7 9D  

13Dوȃʺا أن     7فإنD . 

الʺʨافقة الʲانʽة في  لاحظ 
49 9 5 4    عʺلوʱفي  اس

Ǽة الأس ، عة الراʽة خاصʽخاص ʦث
   ʺʰʱقʽة .الʺʨافقات الالʳداء في 

في هذا الʶؤال نʰرهʧ على الʵاصʽة 
وʻȃفس  9الʺعروفة للقʶʺة على 

الʢرȄقة نʰرهʧ على الʵاصʽة للقʶʺة 
  . 3على

   
خاصʽة الʱعدȑ:إذا ؗان  a b n

و b c n  فإن a c n .  
  
  
  
  
  
  
  

شروȋ حʨل الأرقام حʶب  مراعاة
  أساس الʤʻام .

  
0 9 7 13k    اهʻ0معk   
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  .وجّهموضوع م 

  

   .نبيهت 
  ع فʽʺا هʨ غʽر مʢلʨب . الʺʢلʨب قراءة الʶؤال لؔي لا تʵرج عʧ الʺʨضʨع أو تʨʱس

ʥʱ إجابلʡ ، ʧؔرائȘ (الʰرهان Ǽالʱراجع ، الʺʨافقات ...)  یʦʱ حل تʺرǼ ʧȄعدّةʧȞʺǽ أن 
  لذا یʰʻغي نʻʰي الʢرȄقة الʱي ʱʶǽغرق حلها أقʸر مدّة مʺʻȞة.Ǽالزمʧ و  ةمقʽد

 حال الʱʺرʧȄ الʺʨالي ومع ذلʥمʧ عدّة مʴاور ؗʺا هʨ ومʨّȞنا مʷʱعʰا  الʱʺرʧȄ عʺʨما
  . الʺʢروحةالأسئلة  فيتʶلʶلا وتʨجʽها  نʳد

  
  كالوريا)ب( .تمرين 

 ، ʧȄرʺʱفي ؗل الn . ر معدومʽعي غʽʰʡ ر عددʰʱعǽُ  
1مʧ أجل  أ ) .1 6n   ة للعددǽدʽة الأقلʺʶاقي القʨب بʶ3، أحn  7على .  

n ،63برهʧ أنّه مʧ أجل ؗل عدد ب) 3n n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
  . 7لهʺا نفس الʰاقي لقʱʺʶهʺا على  3nو 63nاسʱʻʱج أنّ 

  .  7على  Ǽ10003اسʱعʺال الʱʻائج الʶاǼقة ، أحʶب Ǽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد  ج)
  ʽؗفي ؟ nمʧ أجل  7على  3nفي الʴالة العامة ، ʽؗف ʧȞʺǽ حʶاب الʨʰاقي لقʶʺة العدد  )د

  أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا . 7و 3n، العددان  nاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد  )هـ
2.  ʧȞʽ2ل 11 3 3 ... 3n

nU       2معn  .  
3فإن  ǽ7قʰل القʶʺة على  nUبʧّ̔ أنه إذا ؗان  أ ) 1n   ة علىʺʶل القʰقǽ7.  
3عʽʶȞا ، بʧّ̔ أنه إذا ؗان ب) 1n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 فإنnU  ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  

 ʦʽج قʱʻʱاسn  أجلها ʧن مʨȞǽ يʱالnU  ة علىʺʶل القʰقǽ7.  
  

  .توجيهات 
 اقي الʺʢلȃʨة ، جد الʰاقي الأول والʲاني ثʦ حاول أن تʱʶعʺلللʨʸʴل على الʨʰ  أ ) .1

3الʨʵاص على الأسس  23 3 3   ، 24 23 3  ...  
63تʻʳب الʰرهان Ǽالʱراجع مʴاولا أن تʴلل العʰارة  )ب 3n n .  
ا سȘʰ اسʱʻʱج أن الʨʰاقي تȞʷل مʱʱالʽة دورȄة . ثʦ جد Ǽاقي قʶʺة  )دو ج) ّ̋ على  1000م

  دور هذه الʺʱʱالʽة . 
ّؔر في القاسʦ الʺʱʷرك الʨحʽد هʨ  )هـ   .  1ف
  اسʱعʺل مʨʺʳع حدود مʱʱاǼعة لʺʱʱالʽة هʻدسʽة . أ ) .2
3تʴقȘ مʧ أن : )ب 1 7n k  اهʻ2مع 7nU k أن ʧّ̔ب ʦثk  ارʰʱاعǼ عدد زوجي
  (ʧȞʺǽ اسʱعʺال ʶǼهʨلة مʰرهʻة غʨص الʺʨجʨدة في الʺʨʴر الʲالث.)عدد ʽʰʡعي  nUأن
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  .ة مارين تطبيقيت 
  
  �ـ الموافقة في  1

  برر صʴة العʰارات الʱالʽة :
 أ ـ   45 3 7.         ب ـ  152 2 3  .  

 جـ ـ 29 1 6  .        د ـ  137 3 5  .  
 و ـ  13 2 5  .       هـ ـ  17 7 10    .  

، تʴقx  Șعʧʽ خʺʶة أعداد صʴʽʴة  37 4x.  
  ؟  4الذʨȞǽ ȑن أصغر تʺاما مx  ʧما هʨ العدد الʽʰʢعي  

  حʽث :30الأصغر مn  ʧعʧʽ ؗل الأعداد الʽʰʢعʽة
 4 7n  .  

n  Șقʴǽ حʽʴعدد ص 140 12n ،   
  . 12على  nعǼ ʧʽاقي قʶʺة العدد 

x  حʽʴعدد ص، ʱʺʶاقي قǼ 7ه على  ʨ2ه .  
لؔل مʧ الأعداد الʴʽʴʸة  7عǼ ʧʽاقي القʶʺة على 

5xالʱالʽة :    5؛x   9؛x  15؛x  3؛x .  
n  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 2عدد .  

الʱي تʴقȘ الʺʨافقة  nفي ؗل حالة ، عʧʽ قʦʽ العدد 
    الʺقʱرحة .

 أ ـ  46 0 n  ؛  
 ب ـ 10 1 n ؛  
 جـ ـ 27 5 n .  
n وm . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
a وb . انʴʽʴعددان ص  

أثʰت أن  a b n  افئȞǽ am bm nm  
n  . عيʽʰʡ عددA  ،B  ،C  ،a  ،b  وc 
  داد صʴʽʴة .أع

Aبرهʧ أنه إذا ؗانت الفʨارق  a ،B b وC c 
فإن الفرق  nتقʰل القʶʺة على  ABC abc  لʰقǽ

  . nكذلʥ  القʶʺة على 
n وm  ثʽح ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان:  

 0n m .  
a وb . انʴʽʴعددان ص  

أثʰت أنه إذا ؗان  a b n  فإن a b m.  
نʹع :  30757 10a   ؛ 15163 10b  
و 12924 10c  .  

  ) ʶǼط الʺʨافقات الʺعʢاة .1
2 ʧʽر بʨʸʴʺج العدد الʱʻʱن  9و 0) اسʨؔي تʱوال ،

  . 10دناه تʨافقه Ǽالʱردید الأعداد الʺقʱرحة أ
a أ ـ b c     ب ـ     ؛a b c  ؛ 

a جـ ـ b c   د ـ    ؛ abc ؛  
ab هـ ـ ac bc     2 و ـ    ؛ 2 2a b c  .  

  كʦ ؗانت تʽʷر الʶاعة حʽث :
  الʶاعة أشارت الʲالʲة ؟ 112أ ـ Ǽعد 

  الʶاعة أشارت الʲالʲة ؟ 153ب ـ قʰل 
  )(مع ذؗر صʰاحا أم مʶاء

 ʦʤʱʻʺالʺʹلع الABCDE  الدائرةǼ طʽʴم ،C .  
M ، ة على الدائرة   .  Aنقʢة انʢلاقها هي  نقʢة مʴʱرؗ

  
  
  
  

. ʦهʶاه الʳات ʨاشر هʰʺاه الʳنفرض الات    
  مʧ الʴالʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ : في ؗل Mجد نقʢة الʨصʨل للʻقʢة

قʨسا مʱʱاǼعة في الاتʳاه  15123تقʢع  Mأ ـ الʻقʢة
  الʺʰاشر .
قʨسا مʱʱاǼعة في الاتʳاه غʽر  15132تقʢع  Mب ـ الʻقʢة
  الʺʰاشر .

  . 5على  152712عǼ ʧʽاقي قʶʺة العدد 
  لؔل مʧ الأعداد : 5عʧʽ بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة على 

  . 19621954؛  20091429؛  2008579؛  238371 
  للأعداد : 9جد بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة على 

  . 2009375و 45734572،  121754
  :  برهʧ أن

2003أ ـ  2003 2003 20031 2 3 4    ة علىʺʶل القʰقǽ5 .  
2007 ب ـ 2007 2007 2007 2007 20071 2 3 4 5 6      لʰقǽ

  . 7القʶʺة على 
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     جـ ـ 2008 2008 2008 2008 2008 20081 2 3 4 5 6       
2008 20087 8           ة علىʺʶل القʰقǽ9 .  

، ʨȞǽن العدد  nأثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي
2 1 2 1 2 1 2 11 2 3 4n n n n       ة علىʺʶ4قابلا للق.  

 ، nه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدومأنّ  ربرّ 
ʨȞǽ : ن  7254 0 9n  ؛  3532 0 2n  ؛  

             1785 0 5n   ؛ 51502 0 11n  .  
 3743286) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد1

  .10على
  .12على 78476) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد2
  ʨȞǽن   ، n) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1

 23 2 0 7n n  .  
 3للعدد  اعددا ʽʰʡعʽا لʽس مʹاعفn) أثʰت أنه إذا ؗان2

22فإن  2 1n n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .   
  ʨȞǽن : nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

1  ( 3 2 43 2 0 5n n     
2 (3 1 13 2n n   ة علىʺʶل القʰقǽ5  .  

n : عʸعي ، نʽʰʡ عدد 9 1 10 1nn     .
  . 9مʹاعف للعدد  برهʧ أن العدد 

  ʨȞǽن : nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
1 (6 3 4 22 3n n  ة علىʺʶل القʰقǽ17 .  
2 (5 1 32 3n n   ة علىʺʶل القʰقǽ29 .  
nعيʽʰʡ عدد .  

1 ʦʽعا لقʰجد ، ت (n  ةʺʶاقي قǼ ،2n  4على .  
  : عددا ʽʰʡعʽا فردǽا فإن n) برهʧ أنه إذا ؗان2

 2 1 8n .  
  :عددا ʽʰʡعʽا فردǽا فإن n) برهʧ أنه إذا ؗان1

 4 1 16n .  
لʽس مʹاعفا  n) برهʧ أنه إذا ؗان العدد الʽʰʢعي 2

  . 1هʨ  5على  4nفإن Ǽاقي قʶʺة  5للعدد 
  عدد صʽʴح . أتʺʦ الʳدول الʱالي : xأ ـ 

 5  4 3 2 1 0 x  
 5          2x  

  : حʽث  xب ـ اسʱʻʱج مʨʺʳعة قʦʽ العدد الʽʴʸح
 2 3 5x .  

ʨȞǽن مʧ أجلها ، الʱي  nعʧʽ قʦʽ الأعداد الʽʰʢعʽة 
3العدد  2n n   ة علىʺʶ7قابلا للق .  

Ǽاقي القʶʺة  nrنʹع  ، nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
  .9على  2nالأقلʽدǽة للعدد 

 n 0 1 2 3 4 5 6) أتʺʦ الʳدول الʱالي:1
               nr 
  . nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  nr) اسʱʻʱج 2
3 ʧʽعي  ،) عʽʰʢالعدد ال ʦʽب قʶحn ،  ةʺʶاقي القǼ

  . 9على  65nالأقلʽدǽة للعدد 
  . 9على  201165) اسʱʻʱج Ǽاقي قʶʺة 4

  . 11على  54جد Ǽاقي قʶʺة العدد  أ ـ
لؔل مʧ الأعداد :  11اسʱʻʱج بʨاقي القʶʺة على  ب ـ

537 k  5؛ 137 k  5؛ 237 k  5؛ 337 k  5و 437 k   مع
k � .  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,x y  ةʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
: Șقʴي تʱ2ال 3x y.  

الʺعادلة ذات الʺʳهʨل �2حل في  ,x y  : ةʽالʱال  
2 5 1x y .  

  ؗل مʧ الʳʺلʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ : �حل في 

أ ـ  
 

3 5

1 6

x

x

 
 

.           ب ـ   
 

2 2 4

4 1 3

x

x

 
 

.  

  التعداد ـ  2

 ȑام ذʤʻة في الȃʨʱȞʺة الʽالʱة الʽعʽʰʢر الأعداد الʷأن
. ȑرʷالأساس الع  

12734a        5723؛b         503019؛c  .  
 ȑام ذʤʻة في الȃʨʱȞʺة الʽالʱة الʽعʽʰʢر الأعداد الʷأن

  . 6الأساس
234a          1523؛b          503012؛c  .  

ؗل مʧ الأعداد  7ساس أكʱب في الʤʻام ذȑ الأ
  الʽʰʢعʽة الʱالʽة :

3 27 2 7 3 7 5a       ؛  
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 25 7 2 7b     ؛  
 36 7 2 7 1c     .  
a  ثʽعي حʽʰʡ 5عددa  .  
5نʹع :  34 2 3aN a a a     ب العددʱاكaN  في

  .aالʤʻام ذȑ الأساس 
مȃʨʱȞان في الʤʻام ذȑ  1035و 2306العددان 
  . xالأساس 

  ؟ xأ ـ ما هي أصغر قʽʺة مʺʻȞة للعدد
  . xب ـ أنʷر العددیʧ وفȘ الأساس 

الأعداد الʺقʱرحة مȃʨʱȞة في الʤʻام العʷرȑ ، أعد 
  . 33و 7؛  4؛  2كʱابʱها في الʤʻام الʻʲائي . 

  . 1101101في الʱعداد الʻʲائي ʱȞǽnب العدد الʽʰʢعي
  ؟ 214ؗʺا یلي : nما هʨ أساس الʱعداد الذʱȞǽ ȑب فʽه 

  ما هʨ أساس الʱعداد الذʨȞǽ ȑن فʽه 
2003 21 43  ؟  

   أوجد في ؗل حالة أساس الʱعداد الذʨȞǽ ȑن فʽه :
411 أ ـ 15 23   ؛  

21 ب ـ 14 324   ؛  
2888 جـ ـ 412 31  .  

ʨȞǽ162ن  xفي أȑ أساس تعداد أ ـ 77 63  ؟  
77أحʶب في الʤʻام العʷرȑ الʳداء  ب ـ 6363علʺا أن 
الʺʸʴل علʽه في  xمȃʨʱȞان في الʤʻام ذȑ الأساس 77و

. Șابʶؤال الʶال  
77أكʱب الʳداء جـ ـ 63  امʤʻ8في ال .  

 ʧʽأدناه ، ع ʧʽʱرحʱالʺق ʧʽʱالʴال ʧفي ؗل حالة م
، إن أمʽʴǼ ، ʧȞث تʨؔن الʱؔاǼة في الʤʻام  aالأساس 

  . aذȑ الأساس 
12أ ـ  23 276   .  

541ب ـ  22 32   
الʺʧʽȃʨʱȞ  100و 10الʻʲائي العددیʧ  أكʱب في الʤʻام

. ȑرʷام العʤʻفي ال  
51ـ في أȑ أساس تعداد ʨȞǽن  13 35  ؟  

  ـ أكʱب الʺʶاواة الʶاǼقة في الʤʻام الʻʲائي .
  . 72881في الʤʻام العʷرʱȞǽn  ȑب العدد 

ثʦ في الʤʻام  12في الʤʻام ذȑ الأساس  nأكʱب العدد 
  . 7ذȑ الأساس 

الʺʨʱȞب في  3752أكʱب في الʤʻام العʷرȑ العدد 
  . 8الʤʻام ذȑ الأساس 

 6175العدد  12أكʱب في الʤʻام ذȑ الأساس 
  . 9الʺʨʱȞب في الʤʻام ذȑ الأساس
 234العددیʧ  7أكʱب في الʤʻام ذȑ الأساس 

  . 5الʺʧʽȃʨʱȞ في الʤʻام ذȑ الأساس  1040و
a  ثʽعي حʽʰʡ 1عددa  .  

  . aفي الʤʻام ذȑ الأساس 3aو a ،2aأكʱب الأعداد  
، ȑرʷام العʤʻفي الA  ʧر مʰعي أكʽʰʡ و 3عددS 
  هʨ مʨʺʳع أرقامه .

إذا وفقط إذا ؗان  ǽ3قʰل القʶʺة على  Aأثʰت أن 
S  ة علىʺʶل القʰقǽ3.  
x وy  ȑرʷام العʤʻان في الʰʱȞǽ انʽعʽʰʡ عددان

  رقام ولʧؔ في ترتʧʽʰʽ مʱعاكʧʽʶ .بʻفس الأ
xبرهʧ أن الفرق   y  9مʹاعف للعدد .  

  . 4 هافي هذا الʱʺرʧȄ الأعداد تʱؔب في الʤʻام أساس
  ) أملئ الʳدول الʱالي :1

3  2  1  0 +  
       0  
       1  
       2  
       3  

1مʲلا  2 3   ،2 3 1 4 1 11     .  
3223) أنʳز العʺلʽة الʱالʽة 2 132 .  

  . 4) أنʳز جدول الʹرب في الʤʻام ذȑ الأساس 1
3223) أنʳز العʺلʽة الʱالʽة 2 123 .  

  ، العʺلʽات الʱالʽة . 5لʤʻام ذȑ الأساس أنʳز ، في ا
3421

230
         ،431

132
         ،213

14
 .  

  ، العʺلʽات الʱالʽة . 12أنʳز ، في الʤʻام ذȑ الأساس 
39 7

213




          ،400

39 7




          ،27

41
 . 
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  .قّ مارين للتعمّ ت 

  �ي ف الموافقاتـ  1

 Ǽ ،2nاقي قʶʺة  nعʧʽ حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي  أ ـ
  . 10على 

  .2n، رقʦ آحاد العدد  nعʧʽ حʶب قʦʽ  ب ـ
9عʧʽ رقʦ آحاد العدد ـ جـ  313548 2534 .  

  ؟ 200851ما هʺا الرقʺʧʽ الأخʽرʧȄ للعدد 
x وy . انʴʽʴعددان ص  

برهʧ أن  2 2xy x y  3مʹاعف للعدد .  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  nجد ؗل الأعداد الʽʰʢعʽة 
 3 23 3 7n n n    ة علىʺʶ8قابلا للق .  

حʱى ʨȞǽن  nأ ـ ʽؗف ʧȞʺǽ اخʽʱار العدد الʽʰʢعي 
2العدد  1nA    ة علىʺʶ9قابلا للق .  

ʧ في الʶؤال ʴقȘ الʷرȋ الʺعّ̔ n ǽب ـ نفʱرض أن 
. ما هǽ7  ʨقʰل القʶʺة على  AالʶابȘ ، برهʧ أن 

  ؟ 21على  ǼAاقي قʶʺة 
الʱي مʧ أجلها  nعʧʽ مʨʺʳعة الأعداد الʽʰʢعʽة 

ʨȞǽ2ن  العدد  5n   ة علىʺʶ9قابلا للق .  
ʱي مʧ أجلها ال nعʧʽ مʨʺʳعة الأعداد الʽʰʢعʽة 

قاسʺا للعدد  ʨȞǽ10ن    2 22 1 3n n n    .  
تʺʱاز Ǽالʨʸʵصʽة  2002ما نلاحʤه على الʻʶة 

42002الʱالʽة :   4  ة علىʺʶل القʰقǽ10  ما هي .
  Ȑ الʱي تʴقȘ نفس الʨʸʵصʽة ؟الʨʻʶات الأخر 

ة على ʶʺقلا ǽقʰل الnبرهʧ أنه إذا ؗان العدد الʽʰʢعي
فإن العدد  5  2 21 4n n   ن مʹاعفا للعددʨȞǽ5.  

  ،  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
العدد   2 1 7 1n n n   ة علىʺʶل القʰقǽ6 .  

n  عي . نʹعʽʰʡ 2عدد 1A n n    
، بʨاقي القʶʺة  nعʧʽ تʰعا لقʦʽ العدد الʽʰʢعي  أ ـ

ʽة للعدد الأقلǽدA  7على .  
، الʱي ʨȞǽن مn  ʧاسʱʻʱج قʦʽ العدد الʽʰʢعي  ب ـ

  . 7قابلا للقʶʺة على  Aأجلها العدد 
22753: نʹع  جـ ـ 2753 1B     ،  

  . 7على  BعǼ ʧʽاقي قʶʺة العدد 
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nعʧʽ جʺʽع الأعداد الʴʽʴʸة 

 3 22 2n n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
ʧّ̔عي  أ ـ عʽʰʢالعدد ال ʦʽعاٌ لقʰتn  ةʺʶاقي القǼ ،

  . 7على  4nالأقلʽدǽة للعدد 
 ʦʽب قʶج ، حʱʻʱب ـ اسn  ةǽدʽة الأقلʺʶاقي القǼ ،

3للعدد  2851 851 851 2n n n   7 على .  
، بʨاقي القʶʺة  nأ ـ أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 

  . 9على  7nالأقلʽدǽة للعدد 
د ، ʨȞǽن العد nب ـ برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

7 3 1 n n  ة علىʺʶ9قابلا للق .  
  ، الʺعادلة  �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʽʰʢعʽة 

 3 7 8x  .  
  :ʴǽقx  Șبرهʧ أنه لا یʨجد أȑ عدد صʽʴح 

 28 16 3x  .  
، بʨاقي القʶʺة  nأ ـ أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 

  . 3nو 2nللعددیʧ  7الأقلʽدǽة على 
، الʺعادلة ذات  �ب ـ حل في مʨʺʳعة العداد الʽʰʢعʽة 

الʱالʽة :  xالʺʳهʨل 2 3 0 7x x  .  
  الʱي مʧ أجلها ʨȞǽن  xعʧʽ قʦʽ العدد الʽʰʢعي 

 5 3 6 0 11x x   .  
القʦʽ الʱي تʨافx ،  Șأ ـ عʧʽ حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي

2x  ردیدʱ5ب .  
2ب ـ اسʱʻʱج أن الʺعادلة  25 3x y   ʧʽلʨهʳʺذات ال

x وy  ل حلا فيʰلا تق ،� .  
x وy  عةʨʺʳر في مʰʱان . نعʽعʽʰʡ عددان

2الأعداد الʽʰʢعʽة الʺعادلة  37 2 3x y  .  
  أ ـ أتʺʦ الʳدول الʱالي :

 7 6 5 4 3 2 1 0 y   
 7              3y   
 7              32y  

ب ـ اسʱʻʱج أنه لا تʨجد أȑ ثʻائʽة  ,x y  الʺعادلة Șقʴت
  الʺعʢاة .
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، الʺعادلة ذات �الʽʰʢعʽة نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد 
 ʧʽلʨهʳʺالx وy  : ةʽالʱ23ال 8x y  .  

1 ʦʽب قʶناقش ح (x  ةʺʶاقي قʨ3، بx  8على .  
2ʦʽب قʶناقش ح ( y  ةʺʶاقي قʨ2، بy  8على .  
فردǽا فإن الʺعادلة الʺعʢاة لا تقʰل  x) برهʧ أنه إذا ؗان 3

  حلا .
2x) نفʱرض أن 4 n  ارةʰ2؛ حلل الع 23 n y  ʧʽب ʦث ،

3أن  8n .  
) اسʱʻʱج الʻʲائʽة 5 ,x y . اةʢالʺعادلة الʺع Șقʴي تʱال  

 ʧȞʽلp  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰا وأكʽا أولʽعʽʰʡ 7عددا .  
4نʹع  1n p  .  

. اسʱʻʱج أن  3بʱردید  1أو  1یʨافp  Ș ) برهʧ أنّ 1
  . ǽ3قʰل القʶʺة على  nالعدد 

  :حʽث ʨȞǽن  kنه یʨجد عدد ʽʰʡعي ) أثʰت أ2
 2 1 4 1p k k   .  

  . ǽ16قʰل القʶʺة على  nاسʱʻʱج أن العدد 
،  5على  Ǽ (pاسʱعʺال الʨʰاقي الʺʺʻȞة لقʶʺة العدد 3

  .nهʨ قاسʦ للعدد  5أثʰت أن 
  ʨȞǽن : nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  أ ـ) 1

 1000 111n n.  
 ب ـ بدون اسʱعʺال الʴاسʰة ، اسʱʻʱج أن الأعداد الʺقʱرحة

  . 111تقʰل القʶʺة على 
100؛   111111 010 100؛    001 010 000 001.  

1) أثʰت أن العدد 2 001 001 001 ǽقʰل القʶʺة على  001
11111.  
  ؛ 2الʰاقي هʨ  8على  a: لِـ ) في القʶʺة الأقلʽدǽة1

  . rالʰاقي هʨ  104على  aو
برهʧ أن  ـأ  2 8r  .  

  ؟ r لِـلقʦʽ الʺʻȞة ما هي ا ـب 
  ؛3الʰاقي هʨ  13على  a:  لِـ) في القʶʺة الأقلʽدǽة 2
  . rالʰاقي هʨ  104على  aو
برهʧ أن  ـأ  3 13r  .  
  ؟ rلِـ ما هي القʦʽ الʺʻȞة  ـ ب
  : لِـ) في القʶʺة الأقلʽدǽة 3

a  8على  ʨاقي هʰ؛ 2ال  a  13على  ʨاقي هʰ؛  3ال  
  . rالʰاقي هʨ 104على  aو

 ʧج مʱʻʱة 2) و1اسʺʽق (r .  
     .اكالوريب  

مʧ أجل  11على  5n) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 1
ʦʽالق ʧعي 5و 4 ، 3، 2، 1 كل واحدة مʽʰʢللعدد الn.  

مʧ  11على  5n) اسʱʻʱج بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 2
  . nأجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

) بʧʽ أن العدد 3 2008 14285 5 ل اʰقǽ ة علىʺʶ11لق .  
     .كالورياب 

مʧ أجل  7على  3n) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 1
 ʦʽالق ʧللعدد  6و 5, 4,  3, 2, 1كل واحدة م

  . nالʽʰʢعي
مʧ  7على  3n) اسʱʻʱج بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 2

  . nأجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
للعدد  7على  ) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة3

 1988 1408 3 23 10 9 n .  
     .كالورياب 

مʧ أجل  5على  Ǽ ʧ2nاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد ) عّ̔ 1
ʽالق ʧكل واحدة م ʦ1 ,2 ,3  عي 4وʽʰʢللعدد الn .  

ث2n  ʦللعدد  5اسʱʻʱج مʧ ذلʥ بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة على
  . nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  3nللعدد 

  .103ثʦ للعدد  142للعدد  5) جد Ǽاقي القʶʺة على 2
العدد  ، n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 3

 4 1 42 3 2n n   ة علىʺʶل القʰقǽ5.  
   .كالورياب 

n . عيʽʰʡ عدد  
  .7على  5nبʨاقي قʶʺة العدد n) أدرس تʰعا لقʦʽ العدد1
26) عǼ ʧʽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 2 n  7على .  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  n) عʧʽ قʦʽ الʽʰʢعي 3

 25 6 3n n   ة علىʺʶ7قابلا للق .  
   .كالورياب 

 ʧȞʽلn اعدد ʽعʽʰʡ. ا  
قي القʶʺة الأقلʽدǽة ابn  ʨ) أدرس تʰعا لقʦʽ العدد الʽʰʢعي 1

2n  5على.  
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قي القʶʺة الأقلʽدǽة ابn  ʨ) أدرس تʰعا لقʦʽ العدد الʽʰʢعي 2
2n  7على.  

3 ʦʽق ʧʽع (n  ةʺʶاقي قǼ نʨȞǽ أجلها ʧي مʱ2الn  على
 ʧ7و 5كل م  ʨ4ه.  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  ʧn قʦʽ العدد الʽʰʢعي عّ̔ 
 1n   و  3مʹاعف للعدد 1 1 2nn     لʰقǽ

  . 7القʶʺة على 
م2k  ʧللعدد Ǽ ʧ5اقي القʶʺة الأقلʽدǽة على) عّ̔ 1

 ʧم ʦʽعي 8إلى  1أجل القʽʰʢللعدد الk .  
الʰاقي للقʶʺة  ، n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2

42الأقلʽدǽة للعدد  n  5على  ʨ1ه .  
417اسʱʻʱج Ǽاقي قʶʺة  n  5على .  

العدد  ، n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 3
4 3 4 22 17 3n n    ة علىʺʶل القʰقǽ5  

   .كالورياب 
بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة  nقʦʽ العدد الʽʰʢعي  ) عʧʽ حʶب1

  . 11على  4nللعدد 
حʽث :  n) عʧʽ مʨʺʳعة الأعداد الʽʰʢعʽة 2

 10 26 1995 26 7n n    ة علىʺʶل القʰقǽ11 .  
  .كالورياب 

بʨاقي القʶʺة  ، n) أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 1
  . 7على  5nالأقلʽدǽة للعدد 

العدد  n) أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2
 6 5 12 226 2 47 3n n     ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  n) عʧّ̔ قʦʽ العدد الʽʰʢعي 3
 6 5 12 226 2 47 5n n n     ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  

بʨاقي القʶʺة  ، nأدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي  )1
  . 13على  3nالأقلʽدǽة للعدد 

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  ʧn قʦʽ العدد الʽʰʢعي ) عّ̔ 2
 14 3 1n   13مʹاعفا للعدد .  

Ǽاقي القʶʺة  ،nحʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي  ،ʧ عّ̔ 
الأقلʽدǽة للعدد  115 16 1n   7على .  

  .كالورياب 

بʨاقي القʶʺة  nأ ـ أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي  )1
  . 10على  3nللعدد  الأقلʽدǽة

للعدد  10ب ـ اسʱʻʱج Ǽاقي القʶʺة الأقلʽدǽة على  
 2001 142263 9 7  .  

  ʨȞǽن :  nأ ـ برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  )2
   2 1 2 13 9 7 1 3 10n n nn n     .  

  ب ـ عʧّ̔ قʦʽ العدد الʽʰʢعي ن حʱى ʨȞǽن :    
 2 13 9 7 0 10n nn    .  

  .كالورياب 
بʨاقي القʶʺة الأقلʽدǽة  n) أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 1

ʧالعددی ʧ3لؔل مn 4وn  7على .  
ʨȞǽن العدد  n) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2

 3 2 6 12 2006 1424n n    ة علىʺʶ7قابلا للق .  
  نʹع :  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 3

2 3 3 4n n
nu     .  

  حʽث :  nsالʺʨʺʳع  nـ أحʶب بدلالة 
0 1 ...n ns u u u    .  

 nsالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها ʦn الأعداد الʽʰʢعʽة ـ ما هي قّ̔ 
  ؟ 7قابلا للقʶʺة على

  .كالورياب 
بʨاقي القʶʺة  n) أدرس حʶب قʦʽ العدد الʽʰʢعي 1

  . 10على  7nالأقلʽدǽة للعدد 
,  kاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
 4 4 1 4 2 4 37 7 7 7k k k k      ة علىʺʶل القʰقǽ10 .  

  نʹع :  ، n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2
21 7 7 ... 7n

nS       
n ،ـ أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 4 10n nS S .  

, بʨاقي الʶʺة الأقلʽدǽة  nالʽʰʢعي  ـ أدرس حʶب قʦʽ العدد
  . 10على  nSللعدد 

   أنظمة التعداد  ـ 2

x وy ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
 xyفي الʤʻام العʷرȑ ، و  yxأوجد الأعداد الʱي تʱؔب
  . 7في الʤʻام ذȑ الأساس 

nالذʱȞǽ ȑب  nعʧʽ العدد الʽʰʢعي  xyz  في
nو 7الʤʻام ذȑ الأساس zyx  ȑام ذʤʻفي ال

  . 11الأساس
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  .كالورياب 

a ،b وc  : ثʽة حʽعʽʰʡ 1أعداد a b c   .  
في الʤʻام ذȑ  علʺا أنّ  abcوالʳداء  cو ʧa  ،b عّ̔ 

ʨȞǽ46bن  aالأساس  c  555وbc  .  
) بʧʽ أنه إذا ؗانت الʻʲائʽة 1 ,x y  الأعداد ʧم

45الʽʰʢعʽة تʴقȘ الʺعادلة   28 130x y  فإنx 
  . ʨȞǽ5ن مʹاعف للعدد  ʨȞǽyن زوجي و

ʱȞ2بالذn ǽ ȑ) عʧʽ العدد الʽʰʢعي2 3  امʤʻفي ال
5وʱȞȄب 9ذȑ الأساس 6  الأساس ȑام ذʤʻ7في ال .  

N بʱȞǽ عيʽʰʡ عددxyzx  الأساس ȑام ذʤʻفي ال
  . 7في الʤʻام ذȑ الأساس  yyxz، و 11

  في الʤʻام العʷرN . ȑأكʱب العدد 
ʺا ؗ ʱȞǽnب عدد ʽʰʡعي  9في الʤʻام ذȑ الأساس 

1271nیلي :  x.  
  . 8قابلا للقʶʺة على  nحʱى ʨȞǽن  x) عʧʽ قʽʺة 1
  . 11قابلا للقʶʺة على  nحʱى ʨȞǽن  x) عʧʽ قʽʺة 2

ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی ʧّ̔عx وy  ن العددʨȞǽ ثʽʴǼ
27 85n x y  قابلا ، ȑرʷام العʤʻب في الʨʱȞʺال ،

  . 11وعلى  3للقʶʺة على 
1(x . عيʽʰʡ عدد  

برهʧ أن  3 0 7x   تؔافئ 0 7x    
2 ʧȞʽل (N و'Nم ʧʽʽعʽʰʡ ʧام عددیʤʻفي ال ʧʽȃʨʱȞ

  :العʷرȑ ؗʺا یلي 
1 1 0...n nN a a a a ، 1 1' ...n nN a a a.  

إذا وفقط إذا ؗان  ǽ7قʰل القʶʺة على  Nبرهʧ أن 
0' 2N a  ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
 ) اسʱعʺل هذه الʢرȄقة عدّة مرات لʰʱرȄر بدون حاسʰة إن3

  . ǽ7قʰلان القʶʺة على 263572و 105154كان العددان 
1ʧȞʽل (N و'N في ʧʽȃʨʱȞم ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی

1الʤʻام العʷرȑ ؗʺا یلي :  1 0...n nN a a a a  ،
1 1' ...n nN a a a .  

إذا وفقط إذا ؗان  ǽ13قʰل القʶʺة على  Nبرهʧ أن 
0' 4N a  ة علىʺʶل القʰقǽ13 .  
  ، ) اسʱعʺل هذه الʢرȄقة عدّة مرات لʰʱرȄر بدون حاسʰة2

ǽقʰلان القʶʺة  48662029و 1631216إن ؗان العددان 
  . 13على 

N  على ȑرʷام العʤʻب في الʱȞǽ عيʽʰʡ عدد
1الȞʷل  1 0...n na a a a .  

إذا وفقط إذا  ʨȞǽ11ن قابلا للقʶʺة على  Nـ بʧʽ أن العدد 
كان  0 1 2 ... 1

n

na a a a      11 لِـمʹاعفا.  
  ؟ 11ـ هل الأعداد الʺقʱرحة أدناه تقʰل القʶʺة على 

  ؛  72792973 أ ـ
  ؛  43141408431 ـ ب

  .531745586910 جـ ـ
a  ثʽعي حʽʰʡ 1عددa  .  

) أنʷر الʳداء الʱالي : 1  2 21 1a a a a    .  
ǽقʰل  10101) اسʱʻʱج أنه في ؗل نʤام الʱعداد ʨȞǽن العدد 2

  ʧ حاصل هذه القʶʺة .، ثʦ عّ̔  111القʶʺة على 
1a(نʺʲل    ʦالرقǼ (  

1 (a  ثʽعي حʽʰʡ 1عددa   عدادʱام الʤʻفي ال .
ǽقʰل القʶʺة على  1001، بʧʽ أن العدد  aس ذȑ الأسا

11   
1a) نʺʲل 2   ʦالرقǼ  ةʺʶحاصل ق ʧʽعلى  1001، ع

11 .  
ثʦ في الʤʻام  10) تʴقȘ مʧ ذلʥ في الʤʻام ذȑ الأساس 3

  .12ذȑ الأساس 
3a)  برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1  ،

، هa  ʨالʺʨʱȞب في الʤʻام ذȑ الأساس  1331العدد 
  مȞعب لعدد ʽʰʡعي .

) عʧʽ الأساس الʤʻام الذʨȞǽ ȑن مʨʱȞب فʽه العدد 2
  وʨȞȄن القʨة الراǼعة لعدد ʽʰʡعي . 14641

n  ثʽعي حʽʰʡ 1عددn   2. نʹع 1a n .  
الأعداد الʱالʽة :  a) أكʱب في الʤʻام ذȑ الأساس 1

2 2n   2؛ 2n n  ؛ 22 2n  4وn .  
5aتʴقȘ مʧ ذلʥ مʧ أجل الأساس ـ   ʧ10أجلومa .  
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الأعداد الʱالʽة :  a) أكʱب ، في الʤʻام ذȑ الأساس 2
 2 2u n n   ؛ 2 2 2v n n   2؛x u 

2yو v .  
  .مـسـائـل 

(I  ʧȞʽلN . اʽس أولʽا ولǽا فردʽعʽʰʡ عددا  
2نفʱرض أن  2N a b   معa وb  و ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی

a b.  
لʶʽا مʧ شفعʽة واحدة (إذا ؗان أحدهʺا  bو a) برهʧ أن 1

  فردȑ فالآخر ʨȞǽن زوجي)
 ʱȞǽpب على شȞل جداء عددیʽʰʡ ʧعN  ʧʽʽ) برهʧ أن 2
  . qو
3 ʧة لؔل مʽما هي شفع (p وq .  

(II  ل أن العددʰا . 250507نقʽس أولʽل  
الهدف هʨ الʴʰث عʧ الʻʲائʽات مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة ,a b 

الʱي تʴقȘ العلاقة  E  :2 2250507a b  .  
1ʧȞʽل (x . اʽعʽʰʡ عددا  
؛ ثʦ  9بʱردید  xفي جدول ، الʨʰاقي الʺʺʻȞة للعدد أعط أ ـ

  . 9بʱردید  2xالʨʰاقي للعدد
2علʺا أن  ب ـ 2250507a b   ّ̔ة ، عʻȞʺʺاقي الʨʰال ʧ

2للعدد  250507a   ردیدʱاقي  9بʨʰج الʱʻʱاس ʦ؛ ث
  . 9بʱردید  2aالʺʺʻȞة للعدد

 1، هʺا  9بʱردید  ʻȞaان للعدد برهʧ أن الʰاقʽان الʺʺ جـ ـ
  . 8و

برهʧ أنه إذا ؗانت الʻʲائʽة  أ ـ) 2 ,a b  العلاقة Șقʴت
 E  501فإنa  .  

برهʧ أنه لا تʨجد أȑ ثʻائʽة مʧ الȞʷل  ب ـ 501,b  Șقʴت
العلاقة  E .  

) نفʱرض أن الʻʲائʽة 3 ,a b  العلاقة Șقʴت E .  
برهʧ أن  أ ـ 503 9a   أو 505 9a  .  

حʽث تʨؔن الʻʲائʽة  ʧk أصغر عدد ʽʰʡعيعّ̔  ب ـ
 505 9 ,k b  العلاقة Șقʴت E  ةʽائʻʲأعط ال ʦث ،

 Șقʴي تʱال E .  

(III 1 العدد ʧʽلا إلى جداء عاملʽلʴت ، Șʰج مʺا سʱʻʱاس (
250507.  

  ) هل العاملʧʽ أولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا ؟2
 ʧȞʽلn  ثʽعي حʽʰʡ 2عددn   د دراسةȄنر ،

حʽث  zو x  ،yوجʨد ثلاثة أعداد ʽʰʡعʽة 
 2 2 2 2 1 2n nx y z        .  

  ـ دراسة حالʧʽʱ خاصة . Iجزء 
2n) في هذا الʶؤال نفʱرض أن 1  .  

  تʴقȘ الʷرȋ الʺعʢى . 5و 3،  1برهʧ أن 
3n) في هذا الʶؤال نفʱرض أن 2  .  

 ʧȞʽأ ـ لm  اقيʰالǼ دول أدناهʳال ʦʺعي . أنقل وأتʽʰʡ عدد
r ة للعددǽدʽة الأقلʺʶللق m  اقي  8علىʰوالR  ةʺʶللق

  . 8على  2mالأقلʽدǽة للعدد 
7 6 5 4 3 2 1 0 r  
              R 

 zو x  ،yب ـ هل ʧȞʺǽ إʳǽاد ثلاثة أعداد ʽʰʡعʽة 
حʽث  2 2 2 7 8x y z   ؟  
3nـ دراسة الʴالة العامة مع  IIالʳزء  .  

حʽث  zو ʱx  ،yرض أنه تʨجد ثلاثة أعداد ʽʰʡعʽةنف
 2 2 2 2 1 2n nx y z        .  

ؗلها فردǽة أو مʧ بʻʽها  zو x  ،yر أن الأعداد ) برّ 1
  عددیʧ زوجʧʽʽ فقط .

  فردz . ȑزوجʽان و yو x) نفʱرض أن 2
برهʧ أن  أ ـ 2 2 2 1 4x y z   .  

  اسʱʻʱج أن هʻاك تʻاقض . ب ـ
  ؗلها فردǽة . zو x ،y) نفʱرض أن3
ʨȞǽن  kر أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدومبرّ  أ ـ

 2 0 2k k  .  
اسʱʻʱج أن  ب ـ 2 2 2 3 8x y z   .  
  اسʵʱلص . جـ ـ

  د للʳزء الʽʴʸح للعدد الʴقʽقي عʧّ̔ رقʦ آحا
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1992

83

10

10 7
A 


(ʥʻȞʺǽ اسʱعʺال الʺʱʱالʽة الهʻدسʽة  

837والأساس  1ذات الʴد الأول  10 (  
  

  ددددــاختيار من متعاختيار من متع  

نʹع  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي   9np n  .  
  ʧ الاقʱراح الʽʴʸح .مʧ بʧʽ الاقʱراحات الʺعʢاة عّ̔ 

 أ ـ) 1   5 1 11p .         
 ب ـ   60 2 11p .  
 جـ ـ   2 12 1 2 11np n   .  

) نʹع 2   3 3 1 5N p p   .  
1035N أ ـ  .  

1035N ب ـ   الأساس ȑام ذʤʻ9في ال .  
1000305N جـ ـ   الأساس ȑام ذʤʻ3في ال .  

 أ ـ) 3   2 0 1p n p n   .  
 ب ـ   2 1 1p n p n   .  

جـ ـ    2 0 1p n p n     0معn  .  
كل سؤال ȑʨʱʴǽ على ثلاث اقʱراحات ، عʧʽ الاقʱراح 

  الʽʴʸح .
1 (a وb  . انʴʽʴعددان صn وm  انʽعʽʰʡ عددان

2nmحʽث   إذا ؗان  .  0ab nm : فإن  
  أ ـ 0a nm و 0b nm.  

  ب ـ 0a nm أو 0b nm.  
 جـ ـ 0ab n و 0ab m .  

2 (22 4 16a n n    2؛ 1b n   معn � .  
nمʧ أجل ؗل  أ ـ �،15n ةʺʶاقي قǼ ʨهa علىb.  

1nعلى  aهʨ حاصل قʶʺة  b ب ـ  .  
 جـ ـ 15a n b  .  

  في ؗل سؤال ʢǽلب تعʧʽʽ الʨʳاب الʽʴʸح .
  في الʤʻام الʻʲائي على الȞʷل : ʱȞǽ (2008ب العدد 1
  ؛  11111011000 ب ـ؛            111101100أ ـ

  . 11110010110 جـ ـ

  في الʤʻام الʲʺاني على الȞʷل : ʱȞǽ1962ب العدد ) 2
  . 3652 جـ ـ؛            2653 ب ـ؛          3562أ ـ

3 (Ȟǽب العددʱ1954 :لȞʷر على الʷادس عʶام الʤʻفي ال  

  . 207A جـ ـ؛            72A ب ـ؛          7A2أ ـ
  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟  

  .كالورياب  

را ʡئة مʰرّ أذؗر إن ؗانت الʳʺل الʱالʽة صʴʽʴة أم خا
  الإجاǼة .

ǽ22قʦʶ العدد n  ،3) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1 1n  .  
عددا صʴʽʴا حلا للʺعادلة x) إذا ؗان2 2 0 6x x  

فإن  0 6x  .  
 إذا ؗان) 3 2 2 17x y  فإن 17x y .  
12) مʨʺʳعة حلʨل الʺعادلة 4 5 3x y   الʺعرفة في
، هي مʨʺʳعة الʻʲائʽات  �2 ,x y  لȞʷال ʧم

 4 10 ;9 24k k   معk � .  
5 (M وN  ȑرʷام العʤʻهʺا في الʱابʱؗ انʽعʽʰʡ عددان

  على الʱرتʽب . bcaو abcهي : 
Mفإن  27قʶʺة على ǽقʰل ال Mإذا ؗان  N  لʰقǽ

  .27القʶʺة على 
a وb  : ثʽح ʧʽر معدومʽان غʴʽʴعددان ص  

 6a b  
الʴʽʴʸة والʵاʡئ الʺʢلʨب  الʳʺل الʺقʱرحة مʧ بʻʽها 

تعʧʽʽ الʴʽʴʸة مع الʰʱرȄر وتعʧʽʽ الʵاʡئة مع إعʢاء مʲال 
  مʹاد .

  لهʺا نفس الʷفعʽة . bو aالعددان  أ ـ
  . 3مʨʱافقان Ǽالʱردید  bو a ب ـ
  .12زوجʧʽʽ فإنهʺا مʨʱافقان Ǽالʱردید  bو aإذا ؗان  جـ ـ
  . 12مʨʱافقان Ǽالʱردید  2bو 2aالعددان  د ـ

a  عيعددʽʰʡ . ة ؟ʴʽʴة صʽالʱل الʺʳهل ال  
1 ( 0 5a   فإن 4 1 5a  .  
2 ( 2 0 25a  أو 2 1 5a  أو 2 1 5a   .  
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إذا وفقط ؗان  25قابلا للقʶʺة على  ʨȞǽ ( aن العدد3
 aالعدد الʺʨʱȞب في الʤʻام العʷرǼ ȑالرقʺʧʽ الآخرʧȄ للعدد 

  . ǽ ،25قʰل القʶʺة على 
) إذا ؗان 4 1 5a   2معa   فإن ! 0 5a  . 
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               
  

  .تʽʣʨف خʨاص الدالة الأسʽة الʽʰʽʻرȄة 
  .حل مȞʷلات بʽʣʨʱف الدوال الأسʽة، الدوال اللʨغارʽʺʱȄة 

  
  

    

  عدیدة علʺʽة، اقʸʱادǽة و اجʱʺاعʽة و یʦʱ اسʱعʺالها لʻʺذجة الʨʤاهر الʱي مʳالاتفي   تʱدخل الدوال الأسʽة     
xتʨؔن فʽها نʰʶة الʱغʽر       

y




  ؗʺا تʶʺح في الإحʸاء مʧ الʱعʽʰر عʧ القʨانʧʽ الأساسʽة. yمʻʱاسʰة مع 

  زمن فاعلية دواء

  حيث: fلدالة وفق ا tللدواء تتناقص مع مرور الزمن  Aحينما نحقن مريضا بمضاد حيوي فإن الكمية المحقونة           

24( )
t

f t Ae


  
  ساعات ؟ 8ء الʺʰʱقʽة في الدم Ǽعد مرور ما ؗʺʽة الدوا )1
 ساعة. 72ساعات حقʻة واحدة. مّ̡ل بʽانʽا ؗʺʽة الدواء في دم الʺرȄض خلال  8لأسʰاب صʽʴة تعʢى ؗل  )2

 . مʱى تʰلغ هذه الʴالة ؟ 2,2Aتʰدأ فاعلʽة الدواء حʻʽʺا تʰلغ ؗʺʱʽه في الدم  )3

ض. هل الʨتʽرة الʶاǼقة في إعʢاء الʴقʧ تȞʷل ʰʸǽح الدواء خʢرا على صʴة الʺر3,65A Ȅعʻدما تʰلغ الؔʺʽة  )4
 خʢرا على الʺرȄض ؟

م لʺدة أسʨʰع ساعة. مّ̡ل بʽانʽا الʱغʽرات الʳدیدة لؔʺʽة الدواء في الد Ǽ24عد أسʨʰع مʧ العلاج تقرر إعʢاء الʴقʧ ؗل  )5
 ابʱداء مʧ هذا الʱغʽʽر.

  

 سئلة الʴاǺقة.لʥ تʱد أǻة صعȁʦة في نهاǻة الفʶل للإجاǺة عʥ الأ                 
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  أولنشاط      

  مʻʱاسʰة  fدالةو غʽرها Ǽاسʵʱدام قʸʱادǽة والا ʨʽʰلʨجʽةال و فʽزȄائʽةالʦʱ نʺذجة العدید مʧ الʨʤاهر ت :مقدمة          
fدالʱها الʺʱʷقةمع          .  اʻه ʦʱف نهʨع و  بدالةسʨʻهذا ال ʧدالة هي م ȑاوʶقة.تʱʷʺها الʱدال  

  و تʴقȘ الʷرʧʽʡ الʱالʧʽʽ: �قابلة للاشʱقاق على معرفة و fنقʰل أنه تʨجد دالة :فرضʻة      
 1f f            و   0 1 2f   

0,005hو Ǽاخʽʱار خʨʢة  رȄقة أولر Ǽ ʡاسʱعʺال )1   زʳة ل ـِ أنʽʰȄقرʱال ʦʽالق ʧʺʹʱجدولا ی f x أجل ʧمx 
یʱʻʺي إلى 3;3 ا للدالةʽʰȄلا تقرʽʲʺئ تʷأن ʦثf. 

نذؗر أن      0 0 0f x h f x hf x    ا أنʺǼ وf f   فإن    0 0 1f x h f x h    
 ʥا ؗذلʻلدی     0 0 0f x h f x hf x    ا أنʺǼ وf f   فإن    0 0 1f x h f x h    

  
  
  
  
  
  
  

  
بـِ  �الʺعرفة على hلدالةنعʰʱر ا )2     h x f x f x  

 أن ʧʽبh  ةʱأجل ؗل�علىدالة ثاب ʧج أنه مʱʻʱاس .x ʧم� ،    1f x f x       3 

  لفʵالǼ ʧأجل ؗلبره ʧأنه مx ʧم�،  0f x       4  
gتʴقg  Șنفرض أنه تʨجد دالة ثانʽة  )3 g  و 0 1g .  ا أنʺǼالدالةf  عدمʻر الدالة ،�علىلا تʰʱنعk 

بـِ  �الʺعرفة على   
 

g x
k x

f x
. 

 أن ʧʽبk  ةʱعلىدالة ثاب�. 

 أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱاسx ʧم� ،   g x f x. 

4( ʧȞʽلy ر اʰʱفي ثابت. نعʽؗ قيʽلدالةعدد حقi بـِ  �الʺعرفة على   
 

f x y
i x

f x


 

 أن ʧʽبi  ةʱأجل ؗل �علىدالة ثاب ʧو أنه مx ʧم� ،   i x f y. 

 أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱاسx ʧأجل ؗل �م ʧو مy ʧم� ،     f x y f x f y       5 

 أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱاسx ʧأجل ؗل �م ʧو مy ʧم� ،   
 

f x
f x y

f y
       6 
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a

b

-1-2-3

2

3

0 1

1

x

y

a

b

5(  ʧȞʽلn ʧؔʱا و لʽʰʶا نʴʽʴعددا صj بـِ  �الدالة الʺعرفة على   
  n

f nx
j x

f x

  

 

 قة للدالةʱʷʺالدالة ال ʧʽعj. 

  جʱʻʱأجل ؗلاس ʧأنه مx ʧم� ،    n
f nx f x         7 

ʽʴǼfث �القابلة للاشʱقاق على fتʶʺى الدالة الʨحʽدة تعرȂف:       f  و 0 1f  .( ةȄرʽʰʽʻال ) ةʽالدالة الأس  
  ". expمز" و نرمز إلʽها Ǽالر       

، �مx ʧمʧ أجل ؗل   expf x x  
أكʱب Ǽاسʱعʺال الʱرمʽز الʶابȘ ؗل الʱʻائج  )6 1 ، 2 ، ... ، 7.       

  ثاننشاط        
  و لدیʻا:  �الدالة الأسʽة مʱʶʺرة و مʱزایدة تʺاما على      

               lim 0x

x
e


  وlim x

x
e


   

   bإذن حʶب مʰرهʻة القʦʽ الʺʨʱسʢة، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي      
      ʧم 0; دʽقي وحʽجد عدد حقʨیa ʧث  �مʽʴǼae b .  
بʨضع        lna b  نʨؔن ʥا دالة جدیدة.بذلʻقد عرف 

  ". lnى هذه الدالة " الدالة اللʨغارʽʺʱȄة الʽʰʽʻرȄة " و نرمز إلʽها Ǽالرمز " تʶʺ تعرȂف:      
 حʴاب Ǻعض الʦʶر) 1

  :ةʽالʱب الأعداد الʶأح ln 1 ، ln e ،1
ln

e
 
 
 

و   2ln e. 

 ة إلىȃة مقرʺʽق ʧʽ310ع للعدد ln 2. 

  أن ʧʽب 1
ln ln 2

2
    
 

1للعدد 310ثʦ اسʱʻʱج قʽʺة مقرȃة إلى 
ln

2
 
 
 

. 

  الʻʰʸʯل الʻʮاني) 2
معلʦ مʱعامد و مʳʱانس نعʰʱر في مʨʱʶ مʨʶʻب إلى             ; ,O i j

 
 ʧʽʽʻʴʻʺال C و C  اليʨʱعلى ال ʧʽلʲʺʺال  

  " ʧʽʱللدالexp  "و "ln ." 

  ʧʽʱʢقʻال ʧل عʨالق ʧȞʺǽ ماذا ;M x y و ;M y x ثʽحx،y .انʽقʽعددان حق 

 a قي وʽعدد حقb ةʢقʻأن ال ʧʽجب تʺاما.بʨقي مʽعدد حق ;M a b ي إلى الʺʱʻيتʻʴʻʺ C  إذا وفقط
إذا ؗانت الʻقʢة ;M b a يʻʴʻʺي إلى الʺʱʻت C . 

 ʧʽʽʻʴʻʺة للʰʶʻالǼ جʱʻʱʶماذا ت C و C  ؟ 

 يʻʴʻʺال ʦأرس C يʻʴʻʺال ʦث C  ʦفي نفس الʺعل ; ,O i j
 

. 

  وضع تʻʸʳʹات )3
  " ر الدالةʽاه تغʳات ʧʺخln الʳʺعلى ال " 0;. 

  " ي الدالةʱنهای ʧʺخln  دʻد 0" عʻو ع.             
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 ةʻالدالة الأس 

 عʦʸمʻات. 1
 ʶǽʺح الʷʻاȋ الأول مʧ اسʵʱلاص الʱʻائج الʱالʽة:        

ʽʴǼfث �قابلة للاشʱقاق على fتʨجد دالة وحʽدة  تعرȂف:مʮرهʹة و      f  و 0 1f .  
  " و نʽʺʶها الدالة الأسʽة ( الʽʰʽʻرȄة ). expنرمز إلى هذه الدالة Ǽالرمز"     

yالدالة الأسʽة هي إذن الʴل الʵاص للʺعادلة الʱفاضلʽة :ملاحʢة       y   Șقʴي تʱال 0 1y .                        
  :نʯائج       exp 0 1.  

               قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمx ،   exp expx x .  

 خʦاص جʮرȂة. 2
   لدیʻا: nو مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح نʰʶي x،yعددیʧ حقʽقʧʽʽمʧ أجل ؗل  :خʦاص     

        exp 0 1x          1
exp 2

exp
x

x
               exp exp exp 3x y x y  .  

        
   exp

exp 4
exp

x
x y

y
        .     exp exp 5

n
nx x   .  

  أنʤر الʷʻاȋ الأول. :الʮرهان      

 xeو الʯرمʻز  eالعدد. 3
الدالة الأسʽة أǼ ȑ 1هʨ صʨرة العدد eالعدد �    exp 1e  ةʰاسʴا الʻʽʢ2,718281828. تعe .  
n ،مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح نʰʶي �        exp exp 1 exp 1

n
n n      .  

n ،لدیʻا إذن: مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح نʰʶي   exp nn e.  
، إلى xاصʢلاحا نرمز، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي   exp x  ِبـxe.  
  

x ،مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي exp xx e  
  ". x: " أسʽة xeأتقر      

  الʱرمʽز الʶابȘ مʱلائʦ مع خʨاص القȐʨ في الʴالة الʱي ʨȞǽن فʽها الأس عددا صʴʽʴا. :ملاحʢة      
  Ǽاسʱعʺال الاصʢلاح الʶابȘ تʱؔب خʨاص الدالة الأسʽة ؗʺا یلي:    

 

   لدیʻا: nو مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح نʰʶي ʧx،y حقʽقʧʽʽمʧ أجل ؗل عددی :قʦاعد الʴʲاب    

    � 0 1e                            �  exp xx e              � 1x
x

e
e

   

    � x y x ye e e                    � e
x

x y
y

e

e
                 �  nnx xe e  
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بِـ:  � الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل     1

1

x

x

e
f x

e





  

  فردǻة. fبʥʻ أن الدالة.1

،�مx ʥبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل.2   
  2

2
2

1

f x
f x

f x


   
 

  
   :الʲل   

، �مx ʧمʧ أجل ؗل.1 x ي إلىʺʱʻا: �یʻو لدی 

   
1 1

11 1
1 11 11

x

x xx x

xx x

x x

e
e ee ef x f x

ee e
e e






 

       
 

  ǽة.دالة فرد f. إذن الدالة

2. 
     

 
 
 

 
 

2

2 2 2 2 2 2

22

1 1 1
2 2 2

12 1 1 1 1

12 1 11 1 1 1
1

1 11

x x x

xx x x x

xx xx x x

x xx

e e e
ef x e e e e

ee ef x e e e
e ee

       
                                    

  

و مʻه   
 

  
 

 
   

2

2 2 2

1 1 12
2

1 11

x x x

x x

e e ef x
f x

e ef x

  
  

    
  

x ،نʳد أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيو هȞذا    
  2

2
2

1

f x
f x

f x


   
  

  

بِـ:  � الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل      3 1

1

x

x

e
f x

e





  

، �مx ʥبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل.1    2f x f x  .ةʱʻʯʹا الʻانʻر بʴف . 

،�مx ʥبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل.2  4
1

1

x

x

e
f x

e
 


 

  
  عددا  حقʽقʽا ʽؗفʽا. xلʧȞʽ  :الʲل   

1.     
 

 3 1 2 13 1 3 3 1 2 2

1 1 1 1 11

x x xx x x x

x x x x xx x

e e ee e e e
f x f x

e e e e ee e





    
       

    
. 

و مʻه     2f x f x   

مʻʱاʣر Ǽالʰʶʻة على الʻقʢةfالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 0;1A. 

2.  4 4 1 3 1
1

1 1 1

x x x x

x x x

e e e e
f x

e e e

  
   

  
.  
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 :ةʻالدوال الأسkxx e 

f حلʦل الʸعادلة. 1 kf  
  عددا حقʽقʽا. kلʧȞʽ  :مʮرهʹة    

ʽʴǼfث �قابلة للاشʱقاق على fتʨجد دالة وحʽدة      kf  و 0 1f .f  هي الدالةkxx e.  
   :الʮرهان      
بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :الʦجʦد      kxf x e.  

،�مx ʧو لدیʻا مʧ أجل ؗل �قابلة للاشʱقاق على fالدالة    kxf x ke kf x   ا أنʺؗ  00 1f e .  
fتʴقf  Șو Ǽالʱالي الدالة   kf  و 0 1f .  

ʽʴǼgث �قابلة للاشʱقاق على gنفرض وجʨد دالة ثانʽة :الʦحدانʻة    kg  و 0 1g . ر الدالةʰʱنعh  الʺعرفة  

بـِ  �على    
 

g x
h x

f x
الدالة .h قاق علىʱا  �قابلة للاشʻأجل ؗلو لدی ʧمx ʧم� ،

         
 

       
 2 2 0

g x f x f x g x kg x f x kf x g x
h x

f x f x

  
   

      
مع  �ثابʱة على h. إذن

   
0

0
0 1

g
h

e
 أجل ؗل ʧه مʻو م.x ʧم�،   1h x  أ. إذن ʧجل ؗلمx ʧم� ،   g x f x.  

 دوال تʦʲل الʦʸʱʸع إلى جداء. 2
  ʽʴǼث: �و القابلة للاشʱقاق على fالدوال غʽر الʺعدومة :مʮرهʹة     

 ʧأجل ؗل عددی ʧمʧʽʽقʽحقx وy ،     f x y f x f y   
kxxهي الدوال        e  ثʽحk .قيʽعدد حق  
   :الʮرهان      

  � ʧؔʱلf قاق علىʱر معدومة و قابلة للاشʽأجل ؗل �دالة غ ʧث: مʽʴǼx،yʧم�،     f x y f x f y   
Ǽ0xأخذ   0وy  ل علىʸʴن    2

0 0f f    ȑأ   0 1 0 0f f     ȑأ 0 0f   أو 0 1f .  
إذا ؗان  0 0f  ʧأجل ؗل فإن مx ʧم� ،         0 0 0 0f x f x f x f f x      يʻعǽ مʺا  
معدومة و هذا مرفʨض و Ǽالʱالي  fأن  0 1f .  
،�مx ʧأجل ؗل مʧ ثابت، لدیʻا yمʧ أجل ؗل      f x y f x f y اشǼ .ة إلىʰʶʻالǼ ʧʽرفʢقاق الʱx   
،�مx ʧأجل ؗل مʧ نʸʴل على:      f x y f x f y  أجل ʧ0. مx   :اʻلدی     0f y f f y   
بʨضع  0k f  اʻن لدیʨȞǽ ʧأجل ؗل مy ʧم�،   f y kf y  إذن .f kf  و 0 1f    
 ʧا مʻقة لدیǼاʶة الʻرهʰʺب الʶه حʻأجل ؗل و مx ʧم� ،  kxf x e.  

بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :عʻʴȜا �    kxf x e:ل علىʸʴة نʽة للدالة الأسȄرʰʳاص الʨʵعʺال الʱاسǼ .  
y ،و xعددیʧ حقʽقʧʽʽمʧ أجل ؗل        k x y kx ky kx kyf x y e e e e f x f y        
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-1-2-3-4

-1

0 1

1

x

y

  تʸرʥȂ مʲلʦل:   
  عددا حقʻقʻا. kلʥȜʻ :مʮرهʹة

ʻʲǺfث �القابلة للاشʯقاق على fالدوال      kf  هي الدوال:kxx Ce ثʻحC.قي ثابتʻعدد حق  
 أنʱز برهانا لهذه الʮʸرهʹة.. 1

ʻʲǺث �القابلة للاشʯقاق على fعʥʻ ؕل الدوال. 2   2 0f x f x  . 

حʻث fمʥ بʥʻ الدوال. 3   2 0f x f x   ةʠالʹق ʥر مʸǻ انيʻʮاها الʹʲʹي مʯال ʣتل ʥʻ21ع
;

2
A e
 
 
 

.  

   :الʲل   
 ب ـِ �دالة معرفة على fإذا ؗانت. 1  kxf x Ce قاق علىʱأجل ؗل عدد �فإنها قابلة للاش ʧا مʻو لدی 

x ،حقʽقي       kx kxf x C ke k Ce kf x      هʻو مf kf .  

ʽʴǼfث �للاشʱقاق على دالة قابلة fإذا ؗانت عʻʴȜا  kf  ر الدالةʰʱنعg ب ـِ�الʺعرفة على   
kx

f x
g x

e
 

، �مx ʧمʧ أجل ؗل و لدیʻا �قابلة للاشʱقاق على gالدالة      
2

0
kx kx

kx

f x e kf x e
g x

e

 
    

. بʨضع�ثابʱة على gو مʻه الدالة  g x C ʧأجل ؗل مx ʧا أن  �مʺǼ و    kxf x g x e :اʻن لدیʨȞǽ  
،�مx ʧمʧ أجل ؗل   kxf x Ce.  

2  .   2 0f x f x    يʻتع   2f x f x   هʻو مf kf       2معk . 

ؗʺا یلي:  �هي إذن الدوال الʺعرفة على fالدوال    2xf x Ce ثʽحC.قي ثابتʽعدد حق  
  

  
  

  
  

    
  
  
  
  
  
  

حʽث fذن عʧ الدالةنʴʰث إ.  3  2xf x Ce  21مع

2
f e
   
 

و Ǽʺا أن  
1

2
21

2
f Ce C e

 
 
      

 
  

ʨȞǽ2Cن لدیʻا  e e   ȑأC e هʻو م  .  2 2 1x xf x e e e   .  

حʽث  fالʨحʽدة إذن الدالة   2 0f x f x   ةʢقʻال ʧاني مʽʰاها الʻʴʻر مʺǽ يʱ21و ال
;

2
A e
 
 
 

  هي الدالة: 

2 1xx e   

 الʽʲʺʱلات الʺقابلة هي
 �معرفة على  fلدوال

كʺا یلي:   2xf x Ce 
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2-1-2

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

 C 

  

  

 ةʻدراسة الدالة الأس 

 اتʱاه تغʻر الدالة الأسʻة. 1
x ،0xeمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  :1خاصʻة     .  

،�مx ʧمʧ أجل ؗل :الʮرهان      
2

2
2 2

x x
xe e e

  
   

 
0xeو Ǽʺا أن   أجل ؗلفإ ʧن مx ʧ0،�مxe . 

  .�الدالة الأسʽة مʱزایدة تʺاما على  :2خاصʻة    
،�مx ʧمʧ أجل ؗل :الʮرهان       exp xx e   هʻأجل ؗلو م ʧمx ʧم�، exp 0x .  
a لدیʻا: bو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽق ʧʽʽ :نʯائج       be e   يʻعǽa b  وa be e   يʻعǽa b.  

               قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمx  :اʻ0لدی 1xe    يʻعǽ0x    1وxe    يʻعǽ0x .  
 الʹهاǻات. 2

       :خʦاص      lim 1x

x
e


          . lim 0 2x

x
e


.  

   :الʮرهان      
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة �    0; ِب ـ  xf x e x أجل ؗل ʧم .x ʧم 0; ،  1xf x e  .  

مx ʧمʧ أجل ؗل و Ǽʺا أن  0; 1xe  فإن  0f x  هʻو مf زایدة تʺاما علىʱم 0;  و 0 1f  .  
مx ʧإذن مʧ أجل ؗل  0; ،  0f x   ȑأxe x اʻلدی .lim

x
x


   هʻو مlim x

x
e


 .  

x ،1xمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي �   
x

e
e   ا أنʺǼ وlim x

x
e 


  lim

x
x


   فإنlim 0x

x
e


.  

  الʻʰʸʯل الʻʮاني -جدول تغʻرات. 3
            0          x 

                 +   exp x 

  
                 1  

                             0  

 
xe  

  
  

  يʻʴʻʺال Cمقارب لʺا یؤول ʦʽقʱʶʺؗ اصلʨر الفʨʴل مʰقǽ ةʽل للدالة الأسʲʺʺالx إلى. 

  اʻلدی exp 0 1   0و 1e يʻʴʻʺل الʰقǽ إذن . C  ة ذات الفاصلةʢقʻد الʻمʺاسا  0ع  : 1y x  . 

 :اʻلدی Șʱʷʺف العدد الȄتعر ʧم     
0

0 exp 0
lim exp 0 1
x

exp x

x

 
     إذن

0

1
lim 1

x

x

e

x


 

1xالدالة :نʱʻʯة      x ب تآلفي للدالةȄتقر ʧʶهي أحxx e ارʨʳǼ0.  

1xeلدينا: 0قريب من  xأي من أجل  x .  
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2 3-1-2-3
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-1

-2

-3

0 1
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  الʸعادلات و الʯʸراجʲات الʯالʻة:  �حل في :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
    2 3 0 1xe      2 1 1 0 2xe         2 1 0 3x xe e       2 2 4x xe e   

الʺعادلة     ʟرȂقة:     u x v xe e       يʻتع   u x v x.  
الʺʱراجʴة                u x v xe e        يʻتع   u x v x.  

   :الʲل   
 1  يʻ2تع 3xe  لا فيʨل حلʰأجل ؗل لأن �. هذه الʺعادلة لا تق ʧمx ʧ2، �م 0xe  إذن.S . 

 2  يʻ2تع 1 1xe     ȑ2أ 1 0xe e    ȑ2أ 1 0x    هʻ0,5و مx   إذن 0,5S .  

 3يʻ2تع 1x xe e    ȑ2أ 1x x    ȑ1أ

3
x    هʻ1و م

;
3

S      
.  

 4 يʻ2تع 2 0x xe e   ضعʨب .xe X ل علىʸʴ2ن 2 0X X    
2جذرا ʽʲؗر الʴدود  2X X  2هʺا ه  1وʻ2و م 2 0X X    يʻ2تعX   1أوX   

2X     يʻ2تعxe  لا فيʨل حلʰة لا تقʴراجʱʺهذه ال .�.  
1X   يʻ1تعxe   ȑ0أx عة حلʨʺʳة. إذن مʴراجʱʺل الʨ 4  هي 0;S  .  

بِـ:  � الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل      1

1

x

x

e
f x

e





 ʥȜʻو ل C هʻʻʹʲʹاني. امʻʮال  

عʹد أʟراف مʦʸʱعة تعرȂفها. اسʯʹʯج الʯʴʸقʸʻات الʸقارȁة للʲʹʸʹي fعʥʻ نهاǻات الدالة. 1 C. 

ثʤ شȜل جدول تغʻراتها. أرسʤ الʲʹʸʹي fأدرس اتʱاه تغʻر الدالة. 2 C ʤانس. معلʱʯعامد و مʯم  
  )1 :الʲل   

  اʻلدیlim 0x

x
e


  هʻ1و م

lim 1
1

x

xx

e

e


 


إذن   lim 1

x
f x


 . 

  أن ʦنعلlim x

x
e


  .ʧʽʽعʱا حالة عدم الʻه لدیʻو م  

 
 
11 1

lim lim lim
1 11

x xx x

x xx xx x x

e ee e

e ee e

 

  

 
 

 
limو Ǽʺا أن  0x

x
e 


  فإن lim 1

x
f x


. 

  اʻلدی 
0

lim 1 2x

x
e


   و 

0
lim 1 0x

x
e


 . 

1xeنعلʦ أن    يʻعǽ0x  1وxe  يʻعǽ0x  

و Ǽالʱالي  
0

lim
x

f x


   و 
0

lim
x

f x


 .  

ǽقʰل الʺʻʴʻي C :ة معادلاتهاȃات مقارʺʽقʱʶثلاث م   
 0x  ،1y   1وy .  

2 (f قاق علʱقابلة للاشʧʽالʳʺى ال ;0، 0;   

و لدیʻا  
 2

2

1

x

x

e
f x

e

 


  fو Ǽالʱالي فالدالة 

 ʧʽالʳʺال ʧة تʺاما على ؗل مʸاقʻʱم ;0، 0;.  
  



 84

  دالة الدراسةexp u 

 الʹهاǻات. 1
expلدراسة نهاǽة دالة      u .ةʰ  نʱʶعʺل الʺʰرهʻة الʵاصة بʻهاǽة دالة مرؗ

  :مʰال      
بـِ  �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة         2xf x e  .  
  اʻلدی lim 2

x
x


     ا أنʺǼ وlim X

X
e


   2فإنlim x

x
e  


   ȑأ lim

x
f x


 . 

  اʻلدی lim 2
x

x


     ا أنʺǼ وlim 0X

X
e


  2فإنlim 0x

x
e  


  ȑأ lim 0

x
f x


. 

 اتʱاه الʯغʻرات. 2

expو  uفإن للدالI ʧʽʱدالة معرفة على مʳال uإذا ؗانت  :خاصʻة     u  الʳʺرات على الʽغʱاه الʳنفس اتI.  
  :الʮرهان      
ʰة ʨȞǽن للدال�ʧʽʱ" مʱزایدة تʺاما على  expنعلʦ أن الدالة "           . إذن حʶب الʺʰرهʻة الʵاصة Ǽاتʳاه تغʽر دالة مرؗ

  u  وexp u   اه ا نفسʳالاتʳʺرات على الʽغʱلI.  
  :مʰال      

بـِ  �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة         2 1xf x e .  
expfنلاحظ أن  u   ثʽحu  بـِ  �لة الʺعرفة علىهي الدا  2 1u x x .  

مʻʱاقʸة تʺاما على الʺʳال  Ǽuʺا أن الدالة  ;0  فإن الدالةf الʳʺة تʺاما على الʸاقʻʱم ;0.  
مʱزایدة تʺاما على الʺʳال  uوȃʺا ان الدالة  0;  فإن الدالةf الʳʺدة تʺاما على الʽزلʱم 0;. 

 الʯʵʸقة . 3

expفإن الدالة  Iلة قابلة للاشʱقاق على مʳالدا uإذا ؗانت :خاصʻة     u قاق علىʱقابلة للاشI أجل ʧا مʻو لدی  
I ،مx ʧؗل            exp u xu x u x e .  

  :الʮرهان
فإن الدالة  �" قابلة للاشʱقاق على  expو علʺا ان الدالة  "  Iقابلة للاشʱقاق على   uالدالة  إذا ؗانت
ʰة expالʺرؗ u قاق علىʱقابلة للاشI :اʻن لدیʨȞǽ ةʰ   و بȘʽʰʢʱ قاعدة حʶاب مʱʷقة دالة مرؗ

I ،مx ʧمʧ أجل ؗل                exp exp expu x u x u x u x u x             

I،مx ʧأȑ مʧ أجل ؗل        exp u xu x u x e . 

  :مʰال      
 قة الدالةʱʷمf  بـِ  �الʺعرفة على  2 1x xf x e    هي    2 12 1 x xf x x e    . 

 قة الدالةʱʷمg  الʺعرفة على� ِب ـ  
1

xg x e  هي 
1

2

1
xg x e

x
  . 
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الʸعرفة على الʱʸال  fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل     0;  بِـ  2 ln xf x e   
 .و عند  0عند fأدرس نهايتي الدالة

    :الʲل
 :اʻلدی 

0
lim 2 ln
x

x


   لأن 
0

lim ln
x

x


   ا أنʺǼ وlim 0X

X
e


  2فإن ln

0
lim 0x

x
e 


 

و Ǽالʱالي  
0

lim 0
x

f x


  
 :اʻلدی lim 2 ln

x
x


   لأن lim ln

x
x


   ا أنʺǼ وlim X

X
e


   2فإن lnlim x

x
e 


  

و Ǽالʱالي  lim
x

f x


   

مʧȞʺǽx  ʧ ملاحʤة أنه مʧ أجل ؗل  ملاحʢة:  0; ،  2 ln 2 ln 2x xf x e e e e x    
بِـ  �الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل      2ln 1xf x e  ʥȜʻو ل C .انيʻʮها الʻʹʲʹم  

أحʴب.1 f x ر الʻاه تغʱج اتʯʹʯاس ʤدالةثf. 

عʥʻ نقط الʲʹʸʹي.2 C  ʤʻقʯʴʸا للȂازʦاس مʸʸن عʹدها الʦȜǻ يʯال   عادلةʸذو ال
3

x
y   

  :الʲل
، �مx ʧمʧ أجل ؗل. 1 

2

2

2

1

x

x

e
f x

e
 


. 

Ǽ2ʺا أن  0xe  أجل ؗل ʧفإن مx ʧم� ،  0f x  ه الدالةʻو مf زایدة تʺاما علىʱم�.  

2 .ʧة مʢد نقʻن الʺʺاس عʨȞǽ C هاʱفاصلx ʦʽقʱʶʺا للȄازʨم    يʻعǽ   1

3
f x  

ʨȞǽن لدیʻا إذن 
2

2

2 1

1 3

x

x

e

e



  ȑ2أ 26 1x xe e   يʻعǽ 2و هذا 1

5
xe   ȑ2أ ln 5x    هʻو مln 5

2
x    

ʧدة مʽة وحʢجد نقʨالي تʱالǼ و C هاʱفاصلln 5

2
x   دهاʻن الʺʺاس عʨȞǽ ʦʽقʱʶʺا للȄازʨم . 

   ʲم ʥȂرʸلتʦللدالة :3ل ʦة هʮاسʲم على الʦرسʸي الʹʲʹʸالf  عرفة علىʸبِـ  �ال  3 3 1x xf x e   

خʥʸ عدد حلʦل الʸعادلة. 1  2f x . 

  .210اثʮت صʲة تʣʹʻʸʳ معʻʹا حʶرا للʲل سعʯه. 2
  :الʲل

ʤǽهر و أن للʺعادلة. 1  2f x  .حلا 

2 . الدالةf رة علىʺʱʶم�.  
 الدالةf قاق علىʱأجل ؗل �قابلة للاش ʧا مʻو لدیx ʧم� ،    32 3 13 1 x xf x x e     

و Ǽʺا أن  23 1 0x   3و 3 1 0x xe    فإن  0f x  ه الدالةʻو مf زایدة تʺاما علىʱا �مʻلدی.
  31 0,5f e      و 0 2,71f e  نلاحظ أن .   1 2 0f f   ʦʽة القʻرهʰب مʶإذن، ح .
الʺʨʱسʢة، الʺعادلة  2f x  داʽل حلا وحʰتق ʧʽرا بʨʸʴ1م ة  0وʰاسʴا الʻʽʢ0,11. تع 0,10   .  
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 ةȂرʻʮʻʹة الʻʸʯȂغارʦالدالة الل 

 اللʦغارʤʯȂ الʹʻʮʻرȏ لعدد. 1
مa ʧمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي تعرȂف:مʮرهʹة و      0;دʽقي وحʽجد عدد حقʨی ،b  ثʽʴǼbe a.  

ln" و نرمز إلʽه Ǽالرمز"  ʶǽaʺي هذا العدد " اللʨغارʦʱȄ الʽʰʽʻرȑ للعدد      a                   ."  
2beالذʴǽ ȑقb  Șالعدد الʴقʽقي الʨحʽد  :مʰال          هو إذنln 2.  

 " lnتعرȂف الدالة " . 2
  " و الʱي ترفȞǼ Șل عدد حقʽقي  lnلʽها Ǽالرمز" نʶʺي " الدالة اللʨغارʽʺʱȄة الʽʰʽʻرȄة " الدالة الʱي نرمز إ   :تعرȂف     

    x ʧم 0;  قيʽقʴالعدد الln x.  
  :نʯائج      
مx ʧمʧ أجل ؗل .1 0; أجل ؗل و ʧمy ʧم� ،yx e    يʻعǽlny x. 

مx ʧمʧ أجل ؗل  .2 0; ،ln xe x. 

، �مx ʧمʧ أجل ؗل .3 ln xe x. 

Ǽ0ʺا أن  .4 1e    فإنln1 0   ا أنʺǼ 1وe e  فإنln 1e . 

  ".exp" " هي الدالة العʽʶȞة للدالة الأسʽةǼ "lnالقʨل أن الدالة اللʨغارʽʺʱȄة الʽʰʽʻرȄة "1نعʰر عʧ الʳʽʱʻة " ملاحʢة:      
  Ǽالʰʶʻةفي معلʦ مʱعامد و مʳʱانس، الʽʲʺʱلان الʽʰانʽان للدالʧʽʱ الأسʽة و اللʨغارʽʺʱȄة الʽʰʽʻرȄة مʻʱاʣران   :خاصʻة    
yإلى الʺʱʶقʦʽ ذو الʺعادلة     x .( ف الأولʸʻʺال )  

نرمز بـِ  :الʮرهان       C  ي الدالةʻʴʻإلى مxx e  ِو بـ 'C إلى  
lnxمʻʴʻي الدالة    x.  
Ǽxyʺا أن   e يʻعǽlnx y  ةʢقʻل أن الʨفإن الق ;M x y ي إلىʺʱʻت C  
ǽعʻي أن الʻقʢة  ;M y x  ي إلىʺʱʻت 'C.  
و Ǽʺا أن   ;M x y  و ;M y x ذو الʺعادلة ʦʽقʱʶʺة إلى الʰʶʻالǼ ʧʽرتʣاʻʱم  

y x ʧʽʽʻʴʻʺفإن ال C و 'C .ʦʽقʱʶʺة إلى هذا الʰʶʻالǼ ʧȄرʣاʻʱم  

3 . ʦر الدالة اللʻاه تغʱةاتȂرʻʮʻʹة الʻʸʯȂغار 
الدالة اللʨغارʽʺʱȄة الʽʰʽʻرȄة مʱزایدة تʺاما على الʺʳال :خاصʻة     0;.  

عددان حقʽقʽان ʽؗفʽان مb ʧو a :الʮرهان       0; ثʽحa b .a b   يʻعǽln lna be e ا أن الدالةʺǼ و  
lnفإن  �الأسʽة مʱزایدة تʺاما على  lna b.  

مb ʧو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ :نʯائج       0;:  
1. ln lna b  يʻعǽa b. 

2. ln lna b  يʻعǽa b. 

3. ln 0a    يʻعǽ1a     وln 0a    يʻعǽ0 1a    ا أنʺؗln1 0.  

 C 

 C  
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  ʸؕا یلي: الʸعرفg ʥʻʯو fتعرȂف الدالʥʻʯ عʥʻ مʦʸʱعʯي :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
   ln 1f x x    و    2lng x x  

ʨȞǽlnن لـِ  ʟرȂقة:   a قيʽقʴى إذا و فقط إذا ؗان العدد الʻمعa .جب تʺاماʨم  
   :الʲل   

 ن الدالةʨؔتf 1معرفة إذا و فقط إذا ؗان 0x    ȑ1أx   فȄعة تعرʨʺʳه مʻو مf هي 1; . 

  نʨؔتg  2معرفة إذا و فقط إذا ؗان 0x   ȑ0أx  فȄعة تعرʨʺʳه مʻو مg هي   ;0 0; .  
  حل الʸعادلة و الʯʸراجʥʻʯʲ الʯالʻة: :2تʸرʥȂ مʲلʦل   
     1  ln 2 1 2x                 2  ln 1 3x            3  ln 2 5x    

لʴل معادلة مʧ الȞʷل ʟرȂقة:   ln u x p   لȞʷال ʧة مʴراجʱالي مʨʱعلى ال ) ln u x p  : (  
 ʧʽنعD .( ةʴراجʱʺالي الʨʱعلى ال ) ف الʺعادلةȄعة تعرʨʺʳم 

 ل فيʴنD  الʺعادلة  pu x e ةʴراجʱʺالي الʨʱعلى ال )  pu x e .(  
  :الʲل    

1لدیʻا. 1
;

2
D     

. 1 يʻ22تع 1x e  ȑأ
21

2

e
x


  ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻو م

21

2

e
S

 
  
 

 

لدیʻا. 2 1;D  . 2 يʻ31تعx e   ȑ31أx e   ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻ31و م ;S e      

لدیʻا. 3 2;D   . 3 يʻ52تعx e  ȑ5أ 2x e  ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻ52و م; 2S e      
  حل الʸعادلة و الʯʸراجʲة الʯالʥʻʯʻ:  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
     1    2ln 1 lnx x                2    2ln 1 lnx x          

لʴل الʺعادلة ʟرȂقة:      ln lnu x v x       ةʴراجʱʺالي الʨʱعلى ال )   ln lnu x v x      : (  
 ʧʽنعD .( ةʴراجʱʺالي الʨʱعلى ال ) ف الʺعادلةȄعة تعرʨʺʳم 

 ل فيʴنD ʺعادلة ال   u x v x ةʴراجʱʺالي الʨʱعلى ال )   u x v x .(        
  :    الʲل   

2حʽث  xتʨؔن الʺعادلة معرفة مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي. 1 1 0x    0وx   هʻو م 1;D  . 

 1  يʻ2تع 1x x   ȑ2أ 1 0x x   ل الʺعادلةʨ2. حل 1 0x x   1هʺا 5

2
x

 
1 5

2
x

 .  

xنلاحظ أن  ʧر مʸʻعD اʺʻʽبx  ي إلىʺʱʻلا تD ل هيʨلʴعة الʨʺʳذا مȞ1. و ه 5

2
S

    
  

.  

مʨʺʳعة تعرȄف الʺʱراجʴة هي. 2 1;D   اʻلدی . 2  يʻ2تع 1 0x x   ةʴراجʱʺل الʨعة حلʨʺʳم .
2 1 0x x   1هي 5 1 5

;
2 2

  
 
 

و Ǽالʱالي فʺʨʺʳعة حلʨل الʺʱراجʴة   2فȄعرʱعة الʨʺʳع مʡهي تقاD 

1مع الʺʳال 5 1 5
;

2 2

  
 
 

1هȞذا أن مʨʺʳعة الʴلʨل هي:. نʳد  5
1;

2

 
 
 

.  
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 ةȂرʮʱاص الʦʳال 

 الʳاصʻة الأساسʻة. 1
مb ʧو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ :خاصʻة     0; ، ln ln lnab a b .  

عددان حقʽقʽان مb  ʧو a :الʮرهان       0; نʹع . ln ab   و نʹعln lna b   :اليʱالǼ و  
 e ab     وln ln ln lna b a be e e e ab    ذن . إe e    و منه   أي ln ln lnab a b .  

 نʯائج. 2

مb ʧو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ :1نʱʻʯة      0; ،1
ln lna

a
    
 

lnو   ln ln
a

a b
b
    
 

.  

   :الʮرهان      

   أجل ʧمa ʧم 0;،1
1a

a
   هʻ1و م

ln 0a
a

   
 

  ȑأ  1
ln ln 0a

a
   
 

1و مʻه 
ln lna

a
    
 

.  

   أجل ʧمa وb ʧم 0; ،1 1
ln ln ln ln ln ln

a
a a a b

b b b
               
     

.  

  یʦʱ تعʺʦʽ هذه الʳʽʱʻة إلى عدة أعداد حقʽقʽة مʨجʰة تʺاما و هȞذا ʨȞǽن لدیʻا: :ملاحʢة      
م1a،2a،...،na ʧعداد حقʽقʽة مʧ أجل ؗل أ  0;  ، 1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn na a a a a a   .  

مa ʧمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي :2نʱʻʯة      0; ʧي و مʰʶح نʽʴأجل ؗل عدد صn ، ln lnna n a.  
عدد حقʽقي مa ʧ الʮرهان:       0;  وn .يʰʶح نʽʴعدد ص  
  نʺʽز الʴالات الʱالʽة:  

0n:الʴالة الأولى .1  

. و مʧ أجل ذلʥ نʶʺينʱʶعʺل الʰرهان Ǽالʱراجع P n   ةʽاصʵال ln lnna n a.  
 أجل ʧ0مn  :اʻلدی   0ln ln 1 0 0lna a     اليʱالǼ و 0P .ةʴʽʴص 

 راجعʱة الʽة : نففرضʴرض ص P n أجل ʧمn  ثʽ0حn   ȑأ ln lnna n a. 

 ةʰالرت ʧداء مʱة ابʽاصʵة الʽة 0 وراثʴص ʧرهʰن : 1P n   ȑأ   1ln 1 lnna n a   :اʻلدی . 

           1ln ln ln ln ln ln 1 lnn n na a a a a n a a n a          هʻو م 1P n  .ةʴʽʴص  
n ،مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  الʵلاصة: ln lnna n a. 

ʲ:0nانʽةالʴالة ال .2  

      1
ln ln ln ln lnn n

n
a a n a n a

a



        
 

0nلأن    .  

مa ʧمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي :3نʱʻʯة      0; ،  1
ln ln

2
a a.  

مa ʧمʧ أجل الʮرهان:       0; ،   2

ln ln 2lna a a    
و مʻه    1

ln ln
2

a a.  
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  حل الʸعادلʥʻʯ الʯالʥʻʯʻ: :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
   1    ln 1 2 2ln 2x x         و     2    ln 1 ln 2 2ln 2x x     

lnالʱؔاǼة ʟرȂقة:   lna b  نʨȞǽ 0تفرض أنa  0وb  ةǼاʱؔا الʺʻʽب ln a b  نʨȞǽ 0تفرض أنab    
   ʧللعددی ʧȞʺǽ ي هذا أنهʻعǽ وa وb .معا ʧʽʰنا سالʨȞǽ أن  
   :الʲل   

تʨؔن الʺعادلة. 1 1 أجل ʧقي معرفة مʽأجل ؗل عدد حق ʧمx  ثʽح  1 2 0x x    فهاȄعة تعرʨʺʳه مʻو م
هي    ; 2 1;D    . 

 1  يʻتع  ln 1 2 ln 4x x    ȑأ  1 2 4x x    ȑ2أ 6 0x x   .3 ل هذه  2وʨحل
و مʻه مʨʺʳعة الʴلʨل هي  Dالʺعادلة تʱʻʺي إلى 3;2S  .  

تʨؔن الʺعادلة. 2 2 أج ʧقي لمعرفة مʽأجل ؗل عدد حق ʧمx  ثʽح 1 0x   و 2 0x    عةʨʺʳه مʻو م
تعرȄفها هي  1;D  .  

 2  يʻتع  ln 1 2 ln 4x x    ȑأ  1 2 4x x   أ ȑ2 6 0x x  ʧʽب ʧ3. م ل  2وʨحل
و مʻه مʨʺʳعة الʴلʨل هي  Dهʨ الʨحʽد الذȑ یʱʻʺي إلى 2هذه الʺعادلة، الʴل 2S .  

  حل الʯʸراجʥʻʯʲ الʯالʥȂ2: :ʥʻʯʻ مʲلʦلتʸر    
   1    ln 1 2 2ln 2x x         و     2    ln 1 ln 2 2ln 2x x     

  لʺعایʻة حلʨل مʱراجʴة ʥʻȞʺǽ اسʱعʺال مʨʴر. ʟرȂقة:  
  :الʲل    

مʨʺʳعة تعرȄف الʺʱراجʴة. 1 1 هي   ; 2 1;D    . 

 1  يʻتع  ln 1 2 ln 4x x     ȑ2أ 6 0x x   .             2     1         2-     3-         
مʨʺʳع الʴلʨل هي      3;2 3; 2 1;2D      

ʱراجʴةمʨʺʳعة تعرȄف الʺ. 2 2 هي 1;D  . 

 2  يʻتع  ln 1 2 ln 4x x     ȑ2أ 6 0x x               .2     1         2 -     3-      
مʨʺʳع الʴلʨل هي    3;2 1;2D   

    ʥȂرʸلتʦلʲة:   :3مʻالʯعادلة الʸحل ال   2
2 ln ln 6 0x x         

لʴل معادلة مʧ الȞʷل    ʟرȂقة:      2
ln ln 0a x b x c      0 معa  نʹع lnX x.  

2نقʨم Ǽعد ذلʴǼ ʥل الʺعادلة     0aX bX c   ʽج قʱʻʱʶن ʦثʦx .دهاʨفي حالة وج              
هي  مʨʺʳعة تعرȄف الʺعادلة: الʲل     0;D  .  

lnXبʨضع x ل على الʺعادلةʸʴ22ن 6 0X X   ʧʽلʴ2ذات ال 3و

2
. 

ln 2x   يʻ2تعx e   3و
ln

2
x  يʻتع

3

2x e  ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻو م
3

2 2;S e e 
  
 
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x

y

e

  

 C 

 ةȂرʻʮʻʹة الʻʸʯȂغارʦدراسة الدالة الل 

 الʹهاǻات. 1
  .هي 0و نهایʱها عʻد  هي " عʻد ln"  نهاǽة الدالة :خʦاص    

 lim ln 1
x

x


    و 
0

lim ln 2
x

x


   

   :الʮرهان      

 ʧȞʽلA ʽا تʺاما. الدالة " عددا حقʰجʨا مʽقln الʳʺزایدة تʺاما على الʱم " 0; ه إذا ؗانʻو مx  اʽقʽعددا حق
ȘقʴǽAx e  فإنln x A الʳʺذا فإن الȞو ه ;A  ʦʽل ؗل قʺʷǽln x أجل ʧمx  القدرǼ رʽʰؗ

limالؔافي. و هذا ǽعʻي أن  ln
x

x


 . 

 أجل ʧمx ʧم 0; 1، نʹع
X

x
  هʻ1و م

ln ln lnX x
x

    
 

. لدیʻا:
0

lim
x

X


  

و مʧ الʳʽʱʻة 1  :اʻلدی lim ln
X

X


    ذا فإنȞو ه 
0

lim ln lim ln
x X

x X
 

   .  

 الاسʸʯرارȂة و الاشʯقاقʻة. 2
ة و قابلة للاشʱقاق على" مʱʶʺر lnالدالة " :خʦاص     0; أجل ؗل ʧا مʻو لدیxʧم 0;،  1

ln x
x

 .  

   :الʮرهان     

 " ل بدون برهان أن الدالةʰنقlnقاق علىʱرة و قابلة للاشʺʱʶم " 0;. 

 ʧؔʱلf الدالة الʺعرفة على 0;ِب ـ  ln xf x e.f " ب الدالة  " فهي exp" مʨʰʱعة Ǽالدالة "lnهي مرؗ

إذن قابلة للاشʱقاق على  0;  اʻو لدی    lnln xf x x e   أجل ؗل ʧا أن مʺǼ وxʧم 0;،ln xe x    

فإن     lnf x x x    جهة و ʧم  1f x    f x x ذا أنȞج هʱʻʱʶة. نʽجهة ثان ʧم  1
ln x

x
 .  

 " lnجدول تغʻرات الدالة" . 3
            1            0 x 

                 +   ln x 

  
                 0  

                               

 
ln x  
  

   يʻʴʻʺال C" ل للدالةʲʺʺالln.مقارب ʦʽقʱʶʺؗ بʽراتʱر الʨʴل مʰقǽ " 

   اʻلدی ln 1 1   وln1 0يʻʴʻʺل الʰقǽ إذن . C ة ذات الفاصلʢقʻد الʻمʺاسا  1ة ع  : 1y x  . 

  :اʻلدی Șʱʷʺف العدد الȄتعر ʧم     
0

ln 1 ln 1
lim ln 1 1
h

h

h

 
   إذن 

0

ln 1
lim 1
h

h

h


 أو 

1

ln
lim 1

1x

x

x



 

hالدالة :نʱʻʯة      h ب تآلفي للدȄتقر ʧʶالةهي أح ln 1h h ارʨʳǼ0.  

لدیʻا: : 0قرȄب مh  ʧأȑ مʧ أجل     ln 1 h h . 



 91

2 3 4 5

2

3

0 1

1

x

y
 f x x  

  0,5 
  1  
  e 
  3  
  4  
  5  

2-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل    0;  بِـ   2
ln lnf x x x   

 .و عʹد 0عʹد fنهایʯي الدالة أدرس. 1

fعين الدالة. 2 أدرس إشارة. f x ر الدالةʻاه تغʱج اتʯʹʯاس ʤثf. 

  ثʤ أرسʤ تʻʰʸلها الʻʮاني في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس. fالدالة شكل جدول تغيرات. 3
   :الʲل   

نعلʦ أن. 1
0

lim ln
x

x


   هʻو م 
0

lim
x

f x


  لأن 2

0
lim ln
x

x


  و 
0

lim ln
x

x


  .  
لدیʻا    ln ln 1f x x x    ا أنʺǼ وlim ln

x
x


   فإن lim

x
f x


 . 

" قابلة للاشʱقاق على Ǽlnʺا أن الدالة " . 2 0; فإن الدالةf ʱقاق علىقابلة للاش 0; أجل ʧا مʻو لدی 

مx ʧؗل  0; ،   1 1 1
2 ln 2ln 1f x x x

x x x
      ا أنʺǼ .0x  فإن إشارة f x  ʧهي م

نفس إشارة 2ln 1x  .اʻ2لدیln 1 0x     يʻ1تع
ln

2
x   ȑأ

1

2x e  :هʻوم  

 أجل ؗل ʧمx ʧم
1

20;e
 
 
 

 ،  0f x  اليʱالǼ وf ة تʺاما علىʸاقʻʱم
1

20;e
 
 
 

. 

 أجل ؗل ʧمx ʧم
1

2 ;e
 

 
 

 ،  0f x  اليʱالǼ وf زایدة تʺاما علىʱم
1

2 ;e
 

 
 

. 

  .fي للدالةǼاسʱعʺال قʦʽ مʶاعدة  نʸʴل على الʽʲʺʱل الʽʰان. 3

         
1

2e           0 x 
               +0     -  f x 

                        
  

1

4
  

  
 f x  
  

  
الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل    2;   بِـ   ln 2f x x  ʥȜʻو ل fC لهاʻʰʸت  
الʻʮاني في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس      ; ,O i j

 
  

عʥʻ نقʠة fC عادلةʸذو ال ʤʻقʯʴʸا للȂازʦاس مʸʸن عʹدها الʦȜǻ يʯالy xʤأرس . fC .اسʸʸوهذا ال   

    ʲالدالة:لالf قاق علىʱقابلة للاش 2; ا وʻلدی   1

2
f x

x
 


.  

ʧة مʢد نقʻن الʺʺاس عʨȞǽ fC هاʱفاصلx ِا ل ـȄازʨم  : y x  لʺا  

ʨȞǽن   1f x   ȑ1أ
1

2x



1xو مʻه      مع 1 0f  .  

معادلة الʺʺاس عʻد الʻقʢة 1;0A   :1هيy x .  
 fC "ي الدالةʻʴʻرة مʨص ʨهlnاʴʶالانǼ "شعاعه ب ȑ2الذi


.  
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  ȏرʵالع ʤʯȂغارʦدالة الل 

1 . ȏرʵالع ʤʯȂغارʦدالة الل 
" و الʺعرفة على الʺʳال logدالة اللʨغارʦʱȄ العʷرȑ الدالة الʱي نرمز إلʽها Ǽالرمز" نʶʺي تعرȂف:     0; :ِبـ  

ln
log

ln10

x
x               

log1 :ملاحʢة       0      وlog10 1.  

  خʦاص. 2
مb ʧو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ   :1خاصʻة      0; ، log log logab a b .  

عددان حقʽقʽان مb ʧو a :الʮرهان       0;:اʻلدی .  

   ln ln ln ln ln
log log log

ln10 ln10 ln10 ln10

ab a b a b
ab a b


       

  " ومʻه: log" تʰقى مʴققة مʧ قʰل الدالة "  lnؗل الʨʵاص الʰʳرȄة للدالة "  :نʯائج      

مb ʧو aعددیʧ حقʽقʧʽʽمن أجل كل . 1 0; ،log log log
a

a b
b
    
 

. 

مa ʧمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي. 2 0; يʰʶح نʽʴأجل ؗل عدد ص ʧو مn ، log logna n a.  
n ،مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح نʰʶي :حالة خاصة       log 10n n   لأنlog10 1.  

" مʱزایدة تʺاما على الʺʳال logالدالة "   :2خاصʻة     0;.  

مx ʧمʧ أجل ؗل:الʮرهان       0;،1
log ln

ln10
x x          lny x  

Ǽln10ʺا أن  و  0 ʧʽʱفإن للدال "log " و "ln "                        اهʳنفس اتlogy x  
" مʱزایدة تʺاما على ln" الʱغʽرات.و Ǽʺا أن الدالة  0;  
مʱزایدة تʺاما على " log" فإن الدالة  0;.  

  " انʢلاقا مʧ الʽʲʺʱل الʽʰاني ʱʻʱʶǽlogج الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة "        
                                    ".             lnللدالة "  

                                                                                                    
110عددا حقʽقʽا حʽث  xإذا ؗان  :نʱʻʯة     10n nx          فإنlog 1n x n    

  :مʰال      
ʽʴǼ73,87ث  xنعʰʱر العدد الʴقʽقي          10x  .  

7لدیʻا     810 10x    هʻ7و م 8log10 log log10x    
7نʳد هȞذا أن  log 8x   

  :ملاحʢة      
  ʽا. لʳغرافارʦʱȄ العʷرȑ تʽʰʢقات عدیدة و هامة في مʱʵلف الʺʨاد و ʸǼفة خاصة في الفʽزȄاء، الʽʺʽؔاء و لدالة اللʨغا       
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105183nحʻث:  nنعʮʯر العدد الʻʮʠعي :1تʸرʥȂ مʲلʦل      
logعǺ ʥʻاسʯعʸال حاسʮة الʱزء الʻʲʶح للعدد. 1 n. 

5018اسʯʹʯج الʶʲر الʯالي:. 2 501910 10n . 

  .nحدد عدد الأرقام في الʯؒاǺة العʵرȂة للعدد. 3
   :الʲل   

لدیʻا . 1 10518log 3 10518log3:ةʰاسʴي الʢتع .  

 10518log 3 5018E .  
2 .ʧم log 5018E n    :رʸʴج الʱʻʱʶ5018ن log 5019n  

و ʱؗ ʧȞʺǽاǼة هذا الʸʴر ؗʺا یلي:    5018 5019log 10 log log 10n   
" مʱزایدة تʺاما على الʺʳال logو Ǽʺا أن الدالة "  0;  5018فإن 501910 10n .  

  رقʺا. 5019تʨؔʱن مʶn ʧابȘ أن الʱؔاǼة العʷرȄة للعددیʰʲت الʸʴر ال. 3
ʻز الʦʸلي ( الʦʸلارȂة ) ʦʵǺارد :2تʸرʥȂ مʲلʦل    Hالʯرؕ  ِه ب ـʻنرمز إل ȏل و الذʦلʲʸلH      عدد ʦه  
Hمʦلات     سالب:  1في ȏرʵأس عǺ زʻ 10لʯر مʥ هذا الʲʸلʦل. نعʮر غالʮا عʥ هذا الʯرؕ pHH      إلا أنه  
logpHالʸعرف Ǻالعلاقة:  ǻpHفʷل اسʯعʸال    H     .  

85مʲلʦل ȏʦʯʲǻ على  pHما قʸʻة. 1 10 moles اردʦش ʥمH  احد ؟ʦر الʯفي الل 

ʻز الʦʸلي ʦʵǺارد. 2 Hما هʦ الʯرؕ   عادلʯل مʦلʲʸل 7pH  ؟  
  :الʲل    

85لدیʻا. 1 10H        هʻ8و مlog 5 10pH       ȑأ 8log5 log 10pH      

log5و Ǽالʱالي:  8pH    :ذاȞد هʳ7,3. نpH .  
2.  7pH   يʻعǽlog 7H      ȑأlog 7H       هʻ710و مH moles    . 

  حل الʸعادلة و الʯʸراجʥʻʯʲ الʯالʻة:  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
 1 log 2x                2 log 4x                3 log 3x     

  :    الʲل   
1 . ʨؔن الʺعادلة ت 1 أجل ؗل ʧمعرفة مx ʧم 0;. 

log 2x   يʻتع 2log log 10x    ȑ210أx  ʨʺʳل هي:. إذن مʨلʴعة ال 210S .  
2.  ʨؔة تʴراجʱʺن ال 2 أجل ؗل ʧمعرفة مx ʧم 0;. 

 log 4x     يʻتع 4log log 10x   " ا أن الدالةʺǼ وlog الʳʺزایدة تʺاما على الʱم " 0; 
410xفإن :ل هيʨلʴعة الʨʺʳ10;40. إذن مS    . 

3 . ʨؔة تʴراجʱʺن ال 3 أجل ؗل ʧمعرفة مx ʧم 0;. 

log 3x    يʻتع 3log log 10x   " ا أن الدالةʺǼ وlog الʳʺزایدة تʺاما على الʱم " 0; 310فإنx  .
310إذن مʨʺʳعة الʴلʨل هي: ;S    .  

قدرة ذاكرة الʲاسʮات لا 
Ǻ حʸʴرة تʻʮؕ ار أعدادʮʯاع

 .nجدا Ǻقدر العدد
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  دالة الدراسةln u 

 الʹهاǻات. 1
lnلدراسة نهاǽة دالة      u .ةʰ  نʱʶعʺل الʺʰرهʻة الʵاصة بʻهاǽة دالة مرؗ

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة  :مʰال       2;  ِبـ   ln 2f x x .  
  اʻلدی 

2
lim 2 0
x

x


   ا أنʺǼ و
0

lim ln
X

X


   فإن 
2

lim ln 2
x

x


    ȑأ 
2

lim
x

f x


  

  اʻلدی lim 2
x

x


  ا أنʺǼ وlim ln
X

X


  فإن lim ln 2
x

x


   ȑأ 
 lim

x
f x


  

 اتʱاه الʯغʻرات. 2

lnو  uفإن للدالI  ʧʽʱدالة معرفة و مʨجʰة تʺاما على مʳال uإذا ؗانت خاصʻة:     u  رات علىʽغʱاه الʳنفس ات  
  .ʳʺIالال   

  :الʮرهان      
" مʱزایدة تʺاما على الʺʳال lnنعلʦ أن الدالة "   0; نʨȞǽ ةʰ   . إذن حʶب الʺʰرهʻة الʵاصة Ǽاتʳاه تغʽر دالة مرؗ
  ʧʽʱللدالu  وln u   ال نفسʳʺرات على الʽغʱاه الʳاتI.  

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة   :مʰال       1;  ِبـ  3
ln

1
f x

x
    

.  

lnfنلاحظ أن  u   ثʽحu هي الدالة الʺعرفة على 1;  ِبـ  3

1
u x

x



.  

مʻʱاقʸة تʺاما على الʺʳال  Ǽuʺا ان الدالة  1;  فإن الدالةf الʳʺة تʺاما على الʸاقʻʱم 1;. 

 الʯʵʸقة . 3

lnفإن الدالة  Iدالة قابلة للاشʱقاق و مʨجʰة تʺاما على مʳال uإذا ؗانت خاصʻة:    u  قاق علىʱقابلة للاشI   

    ʧا مʻأجل ؗلو لدیx ʧمI ،     
 

ln
u x

u x
u x

 .  

  :الʮرهان      
" قابلة للاشʱقاق على  lnو علʺا ان الدالة  "  Iقابلة للاشʱقاق و مʨجʰة تʺاما على   uالدالة  إذا ؗانت 0;  فإن

ʰة lnالدالة الʺرؗ u قاق علىʱقابلة للاشI :اʻن لدیʨȞǽ ةʰ   و بȘʽʰʢʱ قاعدة حʶاب مʱʷقة دالة مرؗ
I ،مx ʧمʧ أجل ؗل              

1
ln lnu x u x u x u x

u x
         

I،مx ʧأȑ مʧ أجل ؗل      
 

ln
u x

u x
u x

 .  

بـِ  �الʺعرفة على  fمʱʷقة الدالة    :مʰال         2ln 1f x x x    هي  2

2 1

1

x
f x

x x

 
 
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                 قة الدالةʱʷمg  بـِ  �الʺعرفة على   ln 1xg x e   هي 
1

x

x

e
g x

e
 


 

الʸعرفة على الʱʸال  fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل     1;  بِـ     2 2ln 1 ln 1f x x x     
 .و عند  1عند fأدرس نهايتي الدالة

    :الʲل
 :جهة ʧا مʻلدی 2

1
lim 1 2
x

x


   ا أنʺǼ و
2

lim ln ln 2
X

X


  فإن 2

1
lim ln 1 ln 2
x

x


  

 و لدیʻا مʧ جهة ثانʽة:  2

1
lim 1 0
x

x


   ا أنʺǼ و
0

lim ln
X

X


   فإن 2

1
lim ln 1
x

x


    

نʱʻʱʶج مʺا سȘʰ أن     2 2

1
lim ln 1 ln 1
x

x x

        ȑأ 

1
lim
x

f x


 .  
  2lim 1

x
x


    و 2lim 1

x
x


  .ʧʽʽعʱا إذن حالة عدم الʻلدی . 

مx ʧمʧ أجل ؗل  1; ، 
2

2

1
ln

1

x
f x

x

 
   

.  Ǽʺا أن 
2

2

1
lim 1

1x

x

x

 
  

و علʺا أن  
1

lim ln 0
X

X


  

نʱʻʱʶج أن  
2

2

1
lim ln 0

1x

x

x

 
  

  ȑأ lim 0
x

f x


.  

1الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل   
;

2
   

بِـ     3ln 2 1f x x x    

أحʴب. 1 f x 

عʥʻ معادلة لِـ . 2  يʹʲʹʸاس الʸم C ل للدالةʰʸʸالf هاʯي فاصلʯة الʠ1عʹد الʹق.  
  :الʲل

1مx ʧمʧ أجل ؗل.1   
;

2
   

 ،  2 2 5
1 3

2 1 2 1

x
f x

x x

    
 

. 

لدیʻا: .2    1 1f    و 1 7f    اʻلدی .      : 1 1 1y f x f     هʻو م  : 7 6y x  . 

 

  uلةجدول الʯغʻرات الʸقابل هʦ دا :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
الʸعرفة على fاسʯʹʯج جدول تغʻرات الدالة    3;  :ا یليʸؕ  

                lnf x u x     
  

    
مx ʧأنه مʧ أجل ؗل uنلاحظ مʧ جدول تغʽرات الدالة: الʲل 3;  ،  0u x   ه فالدالةʻو مu  ة تʺاماʰجʨم

على الʺʳال 3;  ʧʽʱإذن للدال .u  وlnf u   ʨʺʳاه نفس مʳأن لهʺا نفس ات ʥالإضافة إلى ذلǼ ʦف. نعلȄعرʱعة ال
الʱغʽر. لدیʻا    3 ln 3 ln 3f u       و   1 ln 1 ln 1f u e     .  

          1          3  x  
                      ln 3  

  
  
 f x 

        1        3  x  
                   3  

  
e 

  
 u x 

  

Ǽʺا أن  lim
x

u x


 

 فإن lim ln
x

u x


    
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2 3-1-2-3 0 1

1

x

y

 0,5 

1    

xxالدوال     e   ثʻ0 ح  

 
fالو نعʰʱر الد، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما   الʳʺا یلي:  �الʺعرفة على الʺؗ  

  xf x e 


  
نرمز بـِ     C   لة للدوالʲʺʺات الʽʻʴʻʺإلى الf  عامد و فيʱم ʦانس معلʳʱم ; ,O I J.  

fنهایʱي الدالة أحʶب .1  دʻع دʻوع.ةʽانʲة الʳʽʱʻا الʽانʽر بʶف . 

fالو أدرس اتʳاه تغʽر الد .2  .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

الʺʽʻʴʻاتبʧʽ أن ؗل  .3 C  .هاʻʽʽلب تعʢǽ ةʱة ثابʢنق ʧتʺر م 

4. ʦات  أرسʽʻʴʻʺل الȞʷفي نفس ال 1C ، 2C  و 3C. 

5. ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال C  و C  ʧʽʽقʽحق ʧأجل عددی ʧم و  ثʽ0ح   . 

  

2xxالدوال     e  ثʻ0 ح  

  
gالو نعʰʱر الد، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما    الʳʺا یلي:  �الʺعرفة على الʺؗ  

  2xg x e 


  
نرمز بـِ        لة للدوالʲʺʺات الʽʻʴʻʺإلى الg  انس فيʳʱعامد و مʱم ʦمعل ; ,O I J.  

gنهایʱي الدالة أحʶب. 1  دʻع دʻوع.ʧʽʱʳʽʱʻا الʽانʽر بʶف . 

gالو أدرس اتʳاه تغʽر الد. 2  .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

بʧʽ أن ؗل الʺʽʻʴʻات. 3  .هاʻʽʽلب تعʢǽ ةʱة ثابʢنق ʧتʺر م 

4 .ʦات  أرسʽʻʴʻʺل الȞʷفي نفس ال 1 ، 2  و 3. 

5 .ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال  و  ʧʽʽقʽحق ʧأجل عددی ʧم و  ثʽ0ح   .  
تʶʺى الʺʽʻʴʻات ملاحʢة:  صʨات غʽʻʴʻʺǼ Gauss اءʸالات و الإحʺʱعʺالها في الاحʱاس ʦʱو ی  

أكʲرها اسʱعʺالا هʨ الʺʻʴʻي و لعل 0,5 ذو الʺعادلة
2

2

x

y e


 .اʽسʨلا ناقȞأخذ شǽ ȑو الذ  
 

  
    

  
  

                                                            
  ؕارل فرȂدیرʣȂ غʦص                                                                              

 م 1855 –م  1777                                                                               



 97

  

yالʸعادلة الʯفاضلʻة مʥ الȜʵل     ay b   

yحل الʸعادلة الʯفاضلʻة ay b    ʦؕل الدوال ه ʥʻʻتعf  قاق علىʯأجل ؕل  �القابلة للاش ʥم Ȗقʲي تʯو ال
x:  عدد حقʻقي   f x af x b     ثʻحa وb  ان معʻقʻ0عددان حقa .  

  ʨع مʧالعدید مʧ الʺʶائل في العلʨم الʳʱرʽʰȄة، الاقʸʱاد، الؔهرȃاء و الʺȞʽانʥʽ تؤدȑ إلى دراسة هذا الʻ ملاحʢة:  

dyالʺعادلات الʱفاضلʽة و الʱي غالʰا ما نʰʱؔها على الȞʷل:  
ay b

dx
   

yالʸعادلة الʯفاضلʻة . 1 ay  0ع مa  

  عدد حقʽقي غʽر معدوم. a :مʮرهʹة    
yللʺعادلة الʱفاضلʽة �الʴلʨل على    ay   هي الدوالaxx Ce  ثʽحC ʽفي.عدد حقʽؗ قي ثابت  
نعʰʱر الʺعادلة الʱفاضلʽة:     الʮرهان:   y ay E   ثʽ0حa   

 ت أن الدالةʰأثf بـِ  �الʺعرفة على  axf x Ce ثʽحC ةʽفاضلʱقي هي حل للʺعادلة الʽعدد حق E. 

 نفرض أن الدالةg ةʽفاضلʱحل للʺعادلة ال Eت أن الدالةʰأث .h بـِ  �الʺعرفة على   axh x e g x  دالة
ثابʱة.اسʱʻʱج أن  axg x Ce ثʽحC .فيʽؗ قي ثابتʽعدد حق  

  Ȗʻʮʠة:  �حل في :تʽفاضلʱ3الʺعادلة ال 2 0y y  .  
yالʸعادلة الʯفاضلʻة . 2 ay b   0ع مa  

  غʽر معدوم. aعددان حقʽقʽان مع bو a :مʮرهʹة    

yللʺعادلة الʱفاضلʽة �الʴلʨل على    ay b    هي الدوالax b
x Ce

a
  ثʽحC .فيʽؗ قي ثابتʽعدد حق  

نعʰʱر الʺعادلة الʱفاضلʽة:     الʮرهان:   y ay b E    ثʽ0حa   

 ت أن الدالةʰأثf بـِ  �الʺعرفة على  ax b
f x Ce

a
  ثʽحC  في هي حل للʺعادلةʽؗ قيʽعدد حق E . 

 نفرض أن الدالةg ةʽفاضلʱحل للʺعادلة ال E . ʧؔʱلh بـِ  �لʺعرفة علىالدالة ا    b
h x g x

a
  

x ،أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي -   h x ah x .  
عʰارة  1اسʱʻʱج مʧ مʰرهʻة الʳزء - h x  ʧارةثو مʰع ʦ g x.  

  Ȗʻʮʠة:  �حل في :تʽفاضلʱ2الʺعادلة ال 3y y  . 

ائʽة أعداد حقʽقʽةʻؗل ث مʧ أجل :خاصʻة     0 0;x yةʽفاضلʱالʺعادلة ال ،y ay b   0معa  داʽل حلا وحʰتقf   
و تʴقȘ الʷرȋ:  �معرفة على     0 0f x y.  

إذا ؗانت  الʮرهان:    ax b
f x Ce

a
   أن ʧʽ0ب

0
ax b

C e y
a

    
 

.  

  Ȗʻʮʠة :تʽفاضلʱر الʺعادلة الʰʱنع 2 1 1y y    
حل الʺعادلة. 1 1, 

للʺعادلة fعʧʽ الʴل. 2 1  ثʽʴǼ 1 2f  . 
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  ثʦ أرسʦ في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس تʺʽʲلها الʽʰاني. fأدرس تغʽرات الدالة. 3

 ʯانتʱب و جʻب الزائدی ʯاالد   
 

  و اللʧʽʱ نرمز إلʽهʺا على �نʶʺي الدالة تʳب الزائدǽة و الدالة جʽب الزائدǽة الدالʧʽʱ الʺعرفʧʽʱ على :تعرȂف    
  حʽث: shو chالʨʱالي ب ـِ    

 
2

x xe e
ch x


                 و 

2

x xe e
sh x


  

 chدراسة الدالة. 1

  أن الدالة ʧʽبch .ةʽدالة زوج 

 ة الدالةǽأدرس نهاch دʻع. 

 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتch الʳʺعلى ال 0;.راتهاʽل جدول تغȞش. 

 shدراسة الدالة. 2

  أن الدالة ʧʽبsh .ةǽدالة فرد 

 ة الدالةǽأدرس نهاsh دʻع. 

 ر الدالةأدرس اʽاه تغʳتsh الʳʺعلى ال 0;.راتهاʽل جدول تغȞش. 

 الʻʰʸʯلات الʻʮانʻة. 3

لʧȞʽ، في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس ; ,O I J ، cC  و sC ʽانʽʰال ʧʽلʽʲʺʱالʧʽʱللدال ʧʽch وsh  على
  الʱرتʽب.

 ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال cC  و sC. 

 ة الدالةǽأدرس نها   :f x ch x sh x دʻع. ʱʶج ؟ما ذا تʱʻ 

القʨل عʧ مʧʽʽʻʴʻ :تعرȂف     fC  و gC ʧʽʱالي لدالʨʱعلى ال ʧʽلʲʺمf وg اȃقارʱدأنهʺا مʻن ع    

ʻي أن ǽع        lim 0
x

f x g x


         lim 0
x

f x g x


   .  
       

 ʧʽʽʻʴʻʺال ʦفي نفس الʺعل ʦأرس cC  و sC.  
  دساتʻر. 4

 ʧʽʽقʽحق ʧأجل ؗل عددی ʧأنه م ʧʽبa وb :اʻلدی 

         ch a b ch a ch b sh a sh b    
         sh a b sh a ch b sh b ch a   

 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧج أنه مʱʻʱاسa :اʻلدی 

     2 22ch a ch a sh a     و     2 2sh a sh a ch a 

 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م ʧʽبa :اʻلدی    2 2 1ch a sh a  

 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م ʧʽبa :اʻلدی    22 2 1ch a ch a  
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 قيʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م ʧʽبa :اʻلدی    22 2 1ch a sh a   

  لʹʻʮʻرȂةʻʸة االلʦغارʯȂ الʻʰʸʯل الʻʮاني لدوال مرفقة Ǻالدالة   
  الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس.

1 .ʽʻʴʻل على مʨʸʴال ʦʱف یʽؗ ة اشرحʽالʱالدوال ال ʧة لؔل دالة مʰʶʻالǼʽانيʽʰها ال C  لʽʲʺʱال ʧلاقا مʢان
الʽʰاني   ʦأرس ʦة ثȄرʽʰʽʻة الʽʺʱȄغارʨللدالة الل C. 

أ)   1 lnf x x          (ب  lng x x   
جـ)    ln 2h x x     (د   1 ln 1k x x   

2 . ʧʽʱر الدالʰʱنع و على ʧʽʱالʺعرف� :ا یليʺؗ 

   lnx x                 و   lnx x   
ʽʻʴʻنرمز إلى مʽ ِالي بـʨʱعلى ال ʧʽʽانʽʰهʺا ال C و C.  

 يʻʴʻʺأن ال ʧʽب C ة إʰʶʻالǼ رʣاʻʱأرسʺه.م ʦب ثʽراتʱر الʨʴلى م 

 يʻʴʻʺال ʦأرس C يʻʴʻʺال ʧلاقا مʢان C. 

    ȏرʻʮʻʹال ʤʯȂغارʦارتها اللʮع ʥʸʷʯدراسة دالة ت  
الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة       0; ʺؗیلي: ا  

  1
lnf x x

x
   

      ʧȞʽو ل C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J.  
 .و عʻد  0عʻد  fأدرس نهایʱي الدالة. 1

 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fلةأدرس اتʳاه تغʽر الدا. 2

بʧʽ أن الʺعادلة. 3  0f x  الʳʺل في الʰتق 0; داʽحلا وح أن Șقʴ1. ت 2 . 

 .0,01سعʱه Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة عʧʽ حʸرا للعدد. 4

5 .ʧȞʽل  يʻʴʻʺمʺاس ال C هاʱي فاصلʱة الʢقʻد الʻ1ع. 

 معادلة للʺʺاس ʧʽع   :لȞʷها على الʰʱو أكy ax b . 

 ر الدالةأدʽاه تغʳرس اتg الʺعرفة على 0;  ِبـ     g x f x ax b  . 

 يʻʴʻʺة الʽج وضعʱʻʱاس C ة إلى الʺʺاسʰʶʻالǼ . 

ارسʦ الʺʺاس. 6  يʻʴʻʺو ال C. 
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  .موضوع محلول 

  تʸرȜǺ : ʥȂالʦرȂا
I. f   وg  انʱان علىدالʱمعرف 0; :ا یليʺؗ  

     ln 1f x x x   و   
2

ln 1
2

x
g x x x     

على  gو   fادرس تغʽرات ؗل .1 0;.  

0xاسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل.2 :  
2

ln 1
2

x
x x x     

II.  ةʽالʱʱʺد دراسة الȄنر nuة الʺعرفةʽقʽقʴللأعداد ال 

1ؗʺا یلي: 

3

2
u  1و 1

1
1

2n n n
u u 

   
 

  

0nuبرهǼ ʧالʱراجع أن .1  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧ1مn   
1nبرهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي .2  :  

2

1 1 1
ln ln 1 ln 1 ... ln 1

2 2 2n n
u                 

     
  

نʹع    .3
2 3

1 1 1 1
....

2 2 2 2n n
S       

و
2 3

1 1 1 1
....

4 4 4 4n n
T       

1بʧʽ أن: ، Ǽ اسʱعʺال الʳزء
ln

2n n n nS T u S        

lim.اسʱʻʱج nبدلالة  nTو nSاحʶب .4 n
n

S


limو  n
n

T


  

بʧʽ أن الʺʱʱالʽة -أ .5 nu.زایدة تʺاماʱم  
اسʱʻʱج أن -ب nu ʧؔʱة ، لȃقارʱم .هاʱنهای  
إذا ؗانت مʱʱالʱʽان " نقʰل الʳʽʱʻة الʱالʽة:  -جـ nv  
و nw  ثʽان حʱȃفارʱمn nv w  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧم

n  :فإن lim limn n
n n

v w
 

 "  

:إذن أن ʧʽ5ب
ln 1

6
 را لـʸج حʱʻʱاس..  

    .عـاليـقت                                                                        .ل مختصرح 

 .1.  اʻلدی '
1

x
f x

x





مʻʱاقʸة على fالدالة  ، 0; و 0 0f  ،  

سالʰة  ، مʧ جهة أخرf  Ȑو مʻه  
2

'
1

x
g x

x



مʱزایدة  gالدالة  ، إذن 

على 0; و 0 0g ،  هʻومg  ةʰجʨم  
2.  ʧمf  جʱʻʱʶة نʰأنسال ln 1 x x   ʧو مg              :ج أنʱʻʱʶة نʰجʨم

 
2

ln 1
2

x
x x      اليʱالǼ و 

2

ln 1
2

x
x x x     

. 3.
1 1 1 1 1

ln 1
2 2 4 2 2
    

 
 
 

و     
2 2 2 2

1 1 1 1 1
ln 1

22 4 2 2
    

 
 
 

  

و 
3 3 3 3

1 1 1 1 1
ln 1

22 4 2 2
    

 
 
 

...،1 1 1 1 1
ln 1

2 22 4 2
nn n n

    
 
 
 

  

ʳǼ1ʺع هذه الʺʰʱایʻات ʡرفا إلى ʡرف نʸʴل على
ln

2n n n nS T u S    

4 .
1

1
2n n

S    1 و 1
1

3 4n n
T

   
 

 ،lim 1n
n

S


 1و
lim

3n
n

T


  

1- أ. 5
1

1
1

2
n

n
n

u

u


  ȑ1 أ 1n

n

u

u
  هʻو م nu.زایدة تʺاماʱم  

ln -ب n nu S هʻو مnS
nu e ʧؔو ل

nS الأعلى ʧدودة مʴالي1 بـمʱالǼnu e   
إذن   nu  ةǽنها ʨʴقارب نʱة و تȃقارʱم. 

limمʨجب و  -جـ ln lim lnn
n n

u
 

   

'f ةʰعلى سال  0;  
  
'g  ةʰجʨعلىم 0;  
  
  
  
  
  
  .1  رهان  2وʰعʺل قاعدة الʱʶن

  .Ǽالʱراجع
4. nS  عʨʺʳمn ةʽدسʻة هʽالʱʱʺحدا ل 

1أساسها

2
1و حدها الأول 

2
.  

nT  عʨʺʳمn  ةʽدسʻة هʽالʱʱʺحدا ل
1أساسها

4
1و حدها الأول 

4
.  

  
0nu    
  
 nu  ʧدودة مʴزایدة و مʱم

  الأعلى
 الدالة ln رة علىʺʱʶم 0;  
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1
lim limln lim

2n n n n
n n n

S T u S
  

    
 

5و مʻه 
ln 1

6
   ȑأ

5

6 1e    
  

  
  

  موجهموضوع 
  

   .نبيهت 
أن نʶʴب إلى دراسة تغʽراتها دون أحʽانا معرفة إشارة دالة نلʳأ  عʻدما نرȄد

  مʧ الʱʺرʧȄ. 1الʻهاǽات عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها ؗʺا هʨ الʷأن في الʶؤال
فة الهدف هʻا هʨ تʽʣʨف هذه الإشارة لدراسة تغʽرات دالة أخرȐ و هي الدالة الʺعر 

  مʧ الʱʺرʧȄ. 2في الʶؤال
  

 :ʥȂرʸت  
الʺعرفة على gالدالة . نعʰʱر 1 ;1:كʺا یلي   1 1xg x x e    
  (لا ʢǽلب حʶاب الʻهاǽات). و شȞل جدول تغʽراتها gادرس اتʳاه تغʽر الدالة  -أ
اسʱʻʱج إشارة-ب g x  قي وʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م ʧʽبx :1

1
xe

x



   

الʺعرفة على gالدالة نعʰʱر  .2 ;1یلي: كʺا    ln 1xf x e x    
معرفة على fاشرح لʺاذا الدالة  - أ  ;1؟  
  . 1و عʻد عʻد fادرس نهاǽات الدالة  -ب
  )ʧȞʺǽ ) .1 اسʱعʺال نʱائج الʶؤالfادرس تغʽرات الدالة  -جـ
ارسʦ بدقة الʺʻʴʻي -د C  ل للدالةʲʺʺالf  .انسʳʱعامد ومʱم ʦفي معل  
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  توجيهات 
  Șʰʡ عʺلʽة مȘʱʷ جداء دالʧʽʱ. -أ. 1

لʺعرفة إشارة  -ب g x  سʽل ȑالʹرور ʧات  مǽاب نهاʶحg  دʻع دʻ1و ع.  

  . g تʴدید القʦʽ الʴدǽة للدالة و لا تʻس   

معرفة على lnالة الد -أ .2 0;.  

إشارة -جـ  .3 'f x إشارةǼ Șعلʱت g x على ;1.  

  ارسʦ الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة في حالة وجʨدها و أبرز القʦʽ الʴدǽة . –د 
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  .تمارين تطبيقية 

  الة الأسيةـ الد 1
في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة عʧʽ مʨʺʳعة تعرȄف       
  : xللʺʱغʽر الʴقʽقي   fالدالة 

1(  xf x e              2؛(   2x xf x e ؛  

3(  
1

xf x e              4؛ (  xf x e ؛

5(  1
x

f x
xe

             6؛ (  x xf x e e .  

  ʶǼط العʰارات الʱاǽة:       

1 ( 3 5x xe e     ،2( 
2 3

2

x

x

e

e



      ،3 (
2

x x

x

e e

e

  

  ما یلي:  xبʧʽ مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي        

1 (
2 2

2 2

1 1

1 1

x x

x x

e e

e e




 


 

     2 (2
2

1x
x x

x

e
e e

e
  
    

3 (
4

2
2

1
( )

x
x x

x

e
e e

e
 

    4( 
2

2

1

1

x x x

x x x

e e e

e e e




 


 

  

      u ر معدومʽعي غʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة معرفة مʽالʱʱم  

   n  :بـ
1n

n n

e
u

e



  

  أن ʧʽبu .ة تʺاماʸاقʻʱم  
  الʺعادلات الʱالʽة: �حل في        

    1 (2 1xe      ،2 (5xe e      ،3 (2x xe e  
  الʺعادلات الʱالʧʽʱʽ: �حل في         

    1 (2 1xe
e

               2 (
4

3x xe e   

  الʺعادلات الʱالʽة: �حل في         

1 ( 2 3 1xxe e   ،         2 (
4 1

6

x

x xe e

     

              3(2 1 3( ) 0x xe e  .  
  الʺʱراجʴات الʱالʽة: �حل في        

    1 (3 1xe       ،2 (2xe e      ،3 (2x xe e 

  الʺʱراجʴات الʱالʽة: �حل في        

      1  (22 5 3x xe e          2 (
2

1x xe e
   ،  

      3(  2 43x xe e e      4 (2

1x xe     
  الʺعادلة و الʺʱراجʴة الʱالʧʽʱʽ: �حل في        

     1   (  21 0x xe e e      
     2(     21 0x xe e e    

ـ الدوال الأسية 2 kxx e  

 f في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة، عʧʽ الدالة الʨحʽدة 
  حʽث: �القابلة للاشʱقاق على

1  .' 3f f       و 0 1f   
2 . 'f f        و 0 1f   

3 .1
'

2
f f       و 0 1f   

       f قاق علىʱث: �دالة قابلة للاشʽح  
      'f kf       و 0f   

0عددان حقʽقʽان و و kمع      
1الʺعرفة بـ: gلʧؔʱ لدالة 

g f


  

g'. تʴقȘ أن 1 kg  و 0 1g   
x،ل ؗل عدد حقʽقي .اسʱʻʱج أنه مʧ أج2   expf x kx  

  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة، عʧʽ الدالة الʨحʽدة       
      f قاق علىʱث: �القابلة للاشʽح  

1  .' 6f f        و 0 1f    

2 . ' 2f f        و  1
0

2
f   

3 .' 2f f       و 0 2f   
      f قاق علىʱث: �دالة قابلة للاشʽح  

      ' 2f f     و    0 1f .  
أنʳز  جدولا یʧʺʹʱ القʦʽ الʱقرʽʰȄة  أولر بʡ ȘʽʰʢʱرȄقة

ل ـِ f x أجل ʧمx ي إلىʺʱʻی 0;2  لاʽʲʺئ تʷأن ʦث
  حʽث: Ǽhاخʽʱار خʨʢة  fتقرʽʰȄا للدالة

1 (0,2h       ،     2( 0,1h   
      f  ر معدومة  �على معرفةدالةʽثو غʽأجل  ح ʧم

 ʧʽʽقʽحق ʧكل عددیx وy  :     f x y f x f y    
بʧʽ أن  -. أ1 0 1f   
  : ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -ب

              1f x f x    
  ،  xحقʽقي  بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد -. أ2

1

3

2

4

5

6

7

8

11

12

13

14

15

9

10
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        
2 2

x x
f f f x
       
   

  

  . fرة الدالة اسʱʻʱج إشا -ب
       f  ث �على معرفةدالةʽح  ʧأجل ؗل عددی ʧم

 ʧʽʽقʽحقx وy  :     f x y f x f y    
،عʰر عx ʧجل ؗل عدد حقʽقي مʧ أ -. أ1 2f x ،  

 3f x، 4f x بدلالة f x  
،و مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي   xدد حقʽقي عمʧ أجل ؗل  -ب
1n   ارةʰع  ʧّ̋خ ، f nx بدلالة f x.  

  نقʰل هذه الʳʽʱʻة فʽʺا یلي.
.نʹع2 1k f عيʽʰʡ أنه أجل ؗل عدد ʧʽ1.بn :  

أ)   nf n k  (1،       ب
n

f k
n

       
  

  جʱʻʱ1اس

2
f
 
 
 

1و 

4
f
 
 
 

  . kبدلالة  

  ـ دراسة الدالة الأسية 3

 fفي ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة نهاǽة الدالة ادرس        
  و عʻدعʻد

1(  xf x e                2 (  22 xf x e    
3 (  x xf x e e          4 (  2xf x x e   

     fبـ �دالة معرفة على  21 x xf x e e     
  .و عʻد عʻد fادرس نهاǽة الدالة 

      f بـ �دالة معرفة على  2x xf x e e   
  .عʻد f.ادرس نهاǽة الدالة 1
  :ʴxقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ت -. أ2

            2 1x xf x e e   
  .عʻد f اسʱʻʱج نهاǽة-ب
 اʺʱفي ال ʧم ʧȄة الدالة   23إلى   20رǽادرس  نهاf  دʻع
a  ثʽحa   لʲʺǽ0  أو أو:  

         1

2 1

x

x

e
f x

e





   و عʻد ، عʻد

         1

2

xe
f x

x


  دʻ0، ع  

         31
1xf x e

x
   دʻد 0، عʻو ع   .  

       
1

1xf x x e
 

  
 

  و عʻد ، عʻد

ʥʻȞʺǽ )1 وضع     
X

x
(  

     fدالة معرفة على� بـ  
2x xe e

f x
x


  

. اكʱب 1 f x  لȞʷعلى ال   xf x e g x .  
  .0عʻد f.اسʱʻʱج نهاǽة الدالة  2

      fدالة معرفة على� بـ  
1

xf x e  
  عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها fادرس نهاǽات الدالة 

      fعرفة علىدالة م� بـ   1

1

x

x

e
f x x

e


 


  

احʶب. 1 
0

lim
x

f x


و   lim
x

f x


  

1y. بʧʽ أن الʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه2 x   يʻʴʻʺمقارب ل
  .عʻد fالدالة 

  فردǽة. f.بʧʽ أن الدالة 3
 اسʱʻʱج -أ.4 

0
lim

x
f x


و   lim

x
f x


.  

ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا مائلا   fأن مʻʴʻي الدالة  اسʱʻʱج -ب
  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له. عʻد

     fبـ �دالة معرفة على  2 1 xf x x e    
1.  ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽبD هʱمعادل ȑ2الذ 1y x   مقارب

للʺʻʴʻي  C ل للدالةʲʺʺالf دʻع.  
. ادرس وضعʽة الʺʻʴʻي2 C ة إلىʰʶʻالǼD .  

     fبـ �دالة معرفة على  22 3 xf x x e     
ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا   fبʧʽ أن الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  

  ة له.معادل ʢǽلب تعʧʽʽعʻد
  ʧم ʧȄارʺʱقة  36إلى  29في الʱʷʺب الدالة الʶاح ،'f 

  . Iعلى الʺʳال  fللدالة 
          xf x xe      ،          I  �         
           2 3 xf x x e   ،        I  �   
          2 1 xf x x x e    ،        I  �   
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           1xe
f x

x


 ،                I  �  

          3 2

1

x

x

e
f x

e





                ،I  �  

          
x

x

e
f x

e x



                ،I  �  

           1 cos xf x x e          ،I  �   

          1 2x xf x e e           ،I  �  
  ʧم ʧȄارʺʱقة  39إلى  37في الʱʷʺب الدالة الʶاح ،'f 

  .�الʺعرفة على  fللدالة 
      1(   2 3xf x e      2 (   1 xf x x e                          
      1 ( 

2

1

1
xf x

e





   2(    2 21 xf x x e    

      1(  
1

1

x

xf x e

 2 ( 

1

2

1 1
1 xf x e

x x

    
                         

الدالة مʴاعدة:  : u xf x e قاق علىʱقابلة للاش  
  هي: دالʱها الʺʱʷقة  و uمʨʺʳعة قابلʽة اشʱقاق الدالة

               ' ' u xf x u x e.  
قرȄب مh   ʧ مʧ أجل Ǽheاسʱعʺال الʱقرȄب الʱآلفي لـ      

  ، أعط قʽʺة مقرȃة لؔل مʧ الأعداد الʱالʽة:الʸفر 

1 (0,1e              2 (
0,002

1

e
             3 (

1,999

2

e

e
  

. ارسʦ في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس الʺʻʴʻي 1      
 Cل   للدالةʲʺʺال: xf x e.  

  .اسʱʻʱج رسʦ مʽʻʴʻات الدوال الʱالʽة:2
1أ)     : 1xf x e           (2 ب : xf x e  
3 ج)    : 2xf x e      (4د : | 2 |xf x e   

  مʽʻʴʻات في معلʦ مʱعامد  ةإلʥʽ الʽʲʺʱل الʽʰاني لأرȃع       
  و مʳʱانس    

  
  
  
  
  
  

  ارقȞǼ Șل دالة مʧ الدوال الʱالʽة، تʺʽʲلها الʽʰاني:
  : xf x e         ،: xg x e  ،  
  : 1 xh x e     ،: 1 2 xk x e  

     f بـ �دالة معرفة على  1 xf x x e    
  . f .ادرس تغʽرات الدالة1
  .وعʻد عʻد f.ادرس نهاǽة الدالة 2
  . f.شȞل جدول تغʽرات الدالة 3
  . f.أنʷئ في معلʦ مʱعامد الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة 4

      f دالة معرفة على 0; :كʺا یلي  

               1
1

2
xf x x e    

  . f ادرس تغʽرات الدالة -أ.1
  .عʻد  fدالة ادرس نهاǽة ال -ب
بʧʽ أن الʺʻʴʻي -. أ2 C ل للدالةʲʺʺالf  لʰقǽ ʦفي معل

  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له. عʻد  Dمʱʶقʽʺا مقارȃا 
ʻيادرس وضعʽة الʺʴ -ب C ʦʽقʱʶʺة للʰʶʻالǼD .  
3 ʦʽقʱʶʺال  ʦأرس.D  ي وʻʴʺال C.  

      fبـ �دالة معرفة على   
4

4

3

1

x

x

e
f x

e





  

x�،.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل1 
4

4

1 3

1

x

x

e
f x

e









.  

  .و عʻد عʻدf .عʧʽ نهاǽة الدالة2
. احʶب3 'f xا.و ادرس إشارته  
  �على f. شȞل جدول تغʽرات الدالة4

      fبـ �دالة معرفة على   
4 3

2 1

x

x

e
f x

e





  

و C ʦل لها في معلʲʺʺي الʻʴʻʺال  
  دلʱاهʺا على الʱرتʽبمعا اللذان Dو .لʺاذا الʺʱʶقʽʺان1

3

2
y   2وy  يʻʴʻʺان للȃمقار C؟ 

احʶب  -.أ2 'f x  قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمx .  
  . f ادرس تغʽرات-ب
و   ،Dارسʦ -ج C.  
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0 

1

x

y

      fدالة معرفة على 1;  بـ   
1

xe
f x

x



    

و C ʦل لها في معلʲʺʺي الʻʴʻʺعامد. الʱم  
    (انʤر الȞʷل الʺقابل).

1. a ʧقي مʽعدد حق  
 1; .ب معادلةʱاك  

  للʺʻʴʻي aTالʺʺاس 
 Cهاʱي فاصلʱة الʢقʻد الʻع a.  

ʷǽʺل  ʽʴǼaTث ʨȞǽن الʺʺاس  a. بʧʽ أنه تʨجد قʧʽʱʺʽ لـ 2
                    . ʦدأ الʺعلʰم                                                    

     
fبـ �دالة معرفة على    2xf x e x      

  .و عʻد عʻدf. ادرس نهاǽة الدالة 1
  .f. شȞل جدول تغʽرات الدالة2
ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا مائلا  ʴʻfي الʺʺʲل للدالة. بʧʽ أن الʺ3

  ʢǽلب تعʧʽʽ معادلة له.
.بʧʽ أن الʺعادلة 4  0f x  ل حلا واحداʰتق ثʽح  

     0,45 0,44    .  
اسʱʻʱج إشارة . 5 f x على�.  

       
)بـ: �الʺعرفة على  fلʧؔʱ الدالة  )

1

x

x

e
f x

e



  

( )C  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱال ʨهf   ب إلىʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺفي ال  
معلʦ مʱعامد و مʳʱانس  ; ,O i j

 
  

  . f) أ) ادرس تغʽرات الدالة 1
.فʶر و عʻد عʻد  fب) احʶب نهاǽات الدالة 

  الʱʻائج هʻدسʽا.

1الʻقʢة ) بʧʽ أن2
0;

2
A
 
 
 

ز تʻاʣر للʺʻʴʻي  )مرؗ )C.  

)للʺʻʴʻي T عʧʽ معادلة الʺʺاس )3 )C  ةʢقʻد الʻعA .  
  ؗʺا یلي:   �الʺعرفة على  g) لʧؔʱ الدالة 4

            1 1
( ) ( )

4 2
g x x f x    

 :�xأ) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل 
2

2

( 1)
'( )

4(1 )

x

x

e
g x

e





  

   . gت الدالة ب) شȞل جدول تغʽرا
  . �على  gج) اسʱʻʱج إشارة 

)د) اسʱʻʱج الʨضعʽة الʽʰʶʻة للʺʻʴʻي )C  ʦʽقʱʶʺو الT .  

5(  ʦارسT  و( )C.  
  إلʥʽ نص تʺرʧȄ و الʴل الʺقʱرح مʧ قʰل تلʺʽذ.       

لʴل آخذاَ Ǽعʧʽ الاعʰʱار ملاحʤات أعد صʽاغة هذا ا      
  الʺʴʸح.
ʥȂرʸʯال: f بـ �دالة معرفة على   2 2x xf x e e     

  .و عʻد عʻدf. ادرس نهاǽة الدالة 1
  . fغʽرات الدالة ادرس ت -. أ2
  .fدول تغʽرات الدالةجشȞل  -ب 
  . f. ارسʦ في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس مʻʴʻي الدالة 3
  الʲل الʸقʯرح: 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

     
f و g انʱان معرفʱعلى دال 0; :كʺا یلي  

  
         sinxf x e x    و     xg x e  

. في الȞʷل الʺʨالي و Ǽاسʱعʺال راسʦ مʽʻʴʻات مʲلʻا 1
ʧʽʱللدال ʧʽʽانʽʰال ʧʽʽʻʴʻʺالf و g .  
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 ان ف   . Aي نقʢة بʧʽ أن الʺʱʷǽ ʧʽʽʻʴʻرؗ
ا. A.بʧʽ أن الʺǽ ʧʽʽʻʴʻقʰلان في الʻقʢة 2   مʺاسا مʱʷرؗ
  ـ الدالة اللوغاريتمية النيبيرية 4

 ʧم ʧȄارʺʱف الدالة  56إلى   52في الȄعة تعرʨʺʳم ʧʽع
f   قيʽقʴر الʽغʱʺللx :  

      1 ( : ln 1f x x    
      2(  : ln 2 3f x x    
      3(  2: 2 ln 1f x x    
      4 (: lnf x x.  

      1( 1
: ln

1
f x

x
 
  

   

      2 ( 2: ln 4f x x   
      3(    : ln 1 ln 2f x x x      
      4 ( 2: ln 2 3f x x x .  

      1( : ln 2 3f x x   2؛( ln
:

x
f x

x
  

      3 (1
:

ln

x
f x

x


    4؛ (: ln

1

x
f x

x 
.  

      1 ( : ln lnf x x2 ؛ (: lnf x x؛  

      3 (1
: lnf x x

x
 1)4؛

: ln
1

x
f x

x

 
  

.  

      1 (:
ln 1

x
f x

x 
  2؛ (

2

:
2 ln 1

x
f x

x 
  

 3(
2ln 1

:
x

f x
x


4؛(: ln 1 lnf x x x .  

الʺعرفʱان على gو   fهل الدالʱان        0; :بـ  

    ln 1 lnf x x x     و  1
ln 1g x

x
   
 

 

  مʶʱاوʧʽʱȄ؟
  الʺعادلات الʱالʽة: �حل في       

lnأ)  2x   (ب               ،ln 3x    ،  
7ج)  ln 2x   (د             ،ln ln 3 0x    

  الʱالʽة:  الʺعادلات �حل في       
 1  (   ln 2 3 ln 4x x   2؛ ( 2ln 1x x    

 3  (ln 1 ln 3x         1)4؛
ln 1

1

x

x

     
.  

  حʽث: xللʺʱغʽر الʴقʽقي   ʽʲؗ Pر الʴدود نعʰʱر       
        3 22 3 11 6P x x x x      

تʴقȘ مʧ أن ) 1     2 1 2 3P x x x x     
الʺعادلة  �) حل في 2  0P x   
 ) اسʱʻʱج مʨʺʳعة حلʨل الʺعادلة :3

   3 2
2 ln 3 ln 11ln 6 0x x x       

4( 3 22 3 11 6 0x x xe e e      
  الʺʱراجʴات الʱالʽة: �حل في        

1 (ln 1x                     2؛ (ln 2 1x  ؛  
3 ( ln 2 3 5x              4؛ ( ln 1 2x ؛  
5 ( ln ln 2 1x x          6؛. (ln ln 0x x x    
  ـ الخواص الجبرية 5

  اكʱب على أʶǼط شȞل مʺʧȞ الأعداد الʱالʽة:       
1(ln14 ln 7         3) 2؛ 2

ln ln
2 3
 ؛  

3 (ln100

ln10
) 4؛                 ln 10000 ln 0,01؛  

5(ln 5 ln 3e e         1) 6؛ ln 2e        2 )7؛ln 3e.  
  ʶǼط ما یلي :         

3 2ln lnA e e          lnB e e  

   2ln 2 ln 8 ln 4C e e     
2

21 1
ln lnD

e e
       
   

  

lnلʽة على شȞل اكʱب الأعداد الʱا        x:  
1

3ln 2 ln 5 ln8
2

A       

   2ln 0,1 3ln 0,01 ln 2B      

  1
2ln 100 ln

10
C

    
 

  

lnاكʱب الأعداد الʱالʽة على شȞل          x:  
ln ln 2lnA a b c      

1 3
ln ln ln

2 2

a
B a b

b
     
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   1 3
ln 1 ln ln

2 2
C a b a b       

  اكʱب  على شȞل مʨʺʳع أو فرق ما یلي :      
    ln 1400A          ln 2500000B     

  الʱالʽة: الʺعادلات �حل في       
     1  ( 2ln 3 ln 4x    
     2(   ln ln 1 ln 2 ln 3x x     
     3  (   2ln ln 4 ln 2x x x     
     4  (   2ln ln 4 ln 2x x x      
     5  (   ln ln 4 ln 2 1 ln 3x x x      
     6 (   ln 1 1 ln 1x x        

  الʺʱراجʴات الʱالʽة: �حل في        
    1(    ln 1 ln 3 ln 2 ln 4x x       
    2 (   2ln 2 ln 4 5x x x    
    3 (   2ln ln 1 ln 2 2x x x x       

    4 (   2
ln 35 8 3ln 2 lnx x    

ادرس إشارة العʰارات الʰʳرȄة الʱالʽة على        0;   
1 (ln ln 3x             2 (  ln 1 ln 1x x   
3 ( ln ln 1x x         4 ( 2 ln 1x x    

              5 ( 2 ln 1x x   
  حʽث: xللʺʱغʽر الʴقʽقي   p دودʴنعʰʱر ʽʲؗر ال      

         4 225 144p x x x    
الʺعادلة  �) حل 1  0p x   
2:ʧʽʱج حل الʺعادلʱʻʱاس (  
أ)      4 2

ln 25 ln 144 0x x    
 ب)    4 2

ln ln 25 ln ln 144 0x x          
ʽʲؗ ر الʴدود نعʰʱر         24 4 3P x x x    

) عʧʽ جذور 1 P x.  
2:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱج حل الʺعادلʱʻʱاس (  
أ)   2

4 ln 4 ln 3 0x x    
 ب)    ln 4 3 ln 3 lnx x x          

  حʽث: xللʺʱغʽر الʴقʽقي  fنعʰʱر ʽʲؗر الʴدود        
                22 1f x x x    

) عʧʽ جذور 1    f x  
حلل  -)  أ2    2

2 ln ln 1x x   
  للʺʱراجʴة   �في ʴلʨلمʨʺʳعة ال  اسʱʻʱج - ب     

        2
2 ln ln 1 0x x     

الʺʱراجʴة  �) حل في 3    ln ln 2 1 0x x    
  الʳʺل  الʱالʽة: �2حل في        

1 (60

ln ln ln1000

x y

x y

 
  

 2 (
2 2 16

ln ln 3

x y

x

y

  



 


 

3 (
2 2 169

ln ln ln 60

x y

x y

  


 
   4 (

3 3 9

ln ln ln 2

x y

x y

  


 
  

  .بكالوريا       
  الʱالʽة: tالʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �. حل في 1 

              22 5 2 0t t    

 الʳʺلة  الʱالʽة: �2حل في  .2
22 5 2 0

1

x x

x y

e e

e e

   


 
  

  .بكالوريا      
  الʱالx :ʧʽʱʽالʺعادلʧʽʱ ذات الʺʳهʨل  �حل في  
1 .2 2 0x xe e e     
2. ln 2 1 ln 1 ln 2x x     

  في الʴالات الʱالʽة: nعʧʽ أصغر عدد ʽʰʡعي       

1أ) 
0,02

2

n
   
 

0,8ب)                   0,01n       

ج) 1, 2 1040
n  (د 21000 1 0,035 30000

n   

      nu ة حدها الأولʽدسʻة هʽالʱʱ0م 2u  3وأساسها

2
  

  ؟ ʱ510داءً مʧ أǽة رتʰة تʨؔن حدود الʺʱʱالʽة أكʰر مʧاب   
  نيبيريةلـ دراسة الدالة اللوغاريتمية ا 6

       f دالة معرفة على 0;بـ   1
lnf x x

x
   

  .و عʻد 0عʻد  fادرس نهاǽات الدالة 
       f دالة معرفة على   0;1 1;  :ا یليʺؗ   

                  1

ln
f x

x
  

67

66

68

69

70

71

72

73

76

77

74

78

79

75
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  عʻد حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف. fادرس نهاǽات الدالة 
       f دالة معرفة على 0;:كʺا یلي  

             2
2 ln ln 3f x x x    

  .0عʻد  fرس نهاǽة الدالة .اد1
1x.مʧ اجل2  ضع،ln x رك فيʱʷؗعامل م f x  ،

  .عʻد fثʦ عʧʽ نهاǽة الدالة 
  في ال ʧʽʻȄرʺʱ81   ب 82وʶات ،احǽهاʻة الȃʨلʢʺال  

limأ)         2 ln
x

x x


ب)     ؛ lim 1 ln
x

x x


  

limج)       3 2ln
x

x


      د) ؛
0

lim 5 ln
x

x x


   

     1
lim

3 lnx x 
       

 2

ln
lim

lnx

x

x
   

     lim 3 ln
x

x x


        2lim ln
x

x x x


    

       f دالة معرفة على ;e بـ:   1 ln

1 ln

x
f x

x





    

x. بʧʽ انه مʧ أجل ؗل1 e، 
1

1
ln
1

1
ln

xf x

x





  

2ʧʽع . lim
x

f x


.  
        f دالة معرفة على 2;:كʺا یلي   

               ln ln 1f x x   
2xمعرفة مʧ أجل ؗل  f. بʧʽ لʺاذا الدالة 1 ؟  
ʰة ، عʧʽ نهاǽات الدالة 2    2عʻد  Ǽ .fاسʱعʺال نهاǽة دالة مرؗ

  .و عʻد
  الʱالʽة:احʶب الʻهاǽات          

      
0

ln 1 2
lim

2x

x

x

       ؛ 
0

ln 1 3
lim
x

x

x

    ؛  

    
0

ln 1
2

lim 2
x

x

x

  
       ؛ 

0

ln 1
lim
x

x

x


 .  

  بـ:  �الʺعرفة على  fلʧؔʱ الدالة         

        
 

 

2ln 1
; 0

0 0

x
f x x

x
f

 
  

 

  

  . 0غʽر قابلة للاشʱقاق عʻد   ʧʽf أن الدالة ب 
  ʧʽʻȄرʺʱف 88و  87في الȄعرʱعة الʨʺʳحدد م  
و مʨʺʳعة قابلʽة الاشʱقاق ثʦ احʶب الʺʱʷقة  'f x  للدوال
f  :اةʢالʺع  

       lnf x x x          22 lnf x x x     

  ln 2 lnf x x x       1
lnf x x

x
     

   2
ln ln 2f x x x     lnf x x x    

  1

ln
f x

x
                  ln x

f x
x

   
        ln 2 1f x x     
         21

ln 1
2

f x x    

        22 lnf x x x              
        2ln 2 6f x x x     

        1
ln

1

x
f x

x

    
      

        2 1 lnx x
f x

x

 
   

ʱقة الدالةمʷ  مʴاعدة :  : lnf x u x هي الدالة  

           
 
'

' :
u x

f x
u x

  

   D لقابلة للاشʱقاق على الʺʳا  f  تʴقȘ مʧ أن الدالة      
  ثʦ احʶب دالʱها الʺʱʷقة: 

 1 (   2
ln lnf x x x         ، 0;D    

 2(  
2

2 ln
2

x
f x x x          ، 0;D    

 3 (  ln 2 3f x x x x      ، ;0D    

 4 (  ln
2

x
f x x x           ، 0;D    

 5 (  1

ln 1

x
f x

x





              ، ;D e   

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة عʧʽ معادلة الʺʺاس        
لىالʺعرفة ع  f للʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 0; ةʢقʻد الʻع

  .0xالʱي فاصلʱها
1(     1 lnf x x x              0؛x e  
2    (  2 2 3lnf x x x         0؛ 1x   
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3(     1

2 ln

e
f x x

x
    
 

0x       ؛  e   

الʺعرفة على f لʧؔʱ الدالة       2;     :بـ  
             23ln 2 3f x x x x      

ǽقʰل مʺاسʧʽ مʨازf   ʧʽȄالʺʺʲل للدالة  C بʧʽ أن الʺʻʴʻي
  لʺʨʴر الفʨاصل.

   الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس       
      ; ,O i j

 
.  

  ثʦ اسʱʻʱج رسln    ʦالʺʺʲل للدالة  C) ارسʦ الʺʻʴʻي1
الʺعرفة على fالʺʺʲل للدالة  الʺʻʴʻي    0;   :بـ  

               2 lnf x x   
  الʺʱʶعʺل. حدّد الȄʨʴʱل الهʻدسي -   
) نفس الʶؤال مʧ أجل 2   ln 1 2g x x    على

الʺʳال 1;.  
الʺعرفة على   fلʧؔʱ الدالة        0;  :بـ  

               2 3 lnf x x x    
  لʧʽʱ لهʺا نفس اتʳاه الʱغʽر، هي مʨʺʳع دا fبʧʽ أن الدالة 

  . fواسʱʻʱج تغʽرات 
الʺعرفة على   fلʧؔʱ الدالة        0;   :بـ  

         2 2 lnf x x x    
  بدون حʶاب الʺʱʷقة. f. ادرس تغʽرات الدالة 1  
  عʻد حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف. f. عʧʽ نهاǽات الدالة 2  
  . fدول تغʽرات الدالة . شȞل ج3  

وذلǼ ʥاسʱعʺال  Dعلى الʺʳال  fادرس تغʽرات الدالة       
:ʧʽʱب دال   اتʳاه تغʽر مرؗ

     1(    ln 3f x x         ؛ 3;D    
     2(     ln 1f x x         ؛ ;1D    
     3(     2ln 2f x x        ؛ 0;D    
     4(    ln 2f x x        ؛ 2;D     

     5 (  1
ln

2
f x

x
    

؛        2;D    

 ʱفي ال ʧʽʻȄالات 97و  96ʺرʴال ʧو في ؗل حالة م 
  Ǽاسʱعʺال الʺʱʷقة Dعلى الʺʳال  fادرس تغʽرات الدالة 

      1(   3
ln 2

2
f x x x    ؛ 0;D    

  2(    2 ln 1f x x x           ؛ ;1D    

  3(    1
ln 1

1

x
f x x

x


  


؛       1;D    

  4 (   2 ln ln 1f x x x x       ؛ 1;3D   

      1 (  1 1
ln

2

x
f x x

x

     
 

؛  ;0D    

    2(   ln
1

x
f x x

x
            ؛ 0;D     

    3(   1 ln x
f x

x


               ؛ 0;D     

    4 (     ln 1 ln 5f x x x    ؛ 5;1D    
 ـ دالة اللوغاريتم العشري7

12342nحʽث  nنعʰʱر العدد الʽʰʢعي            
logعǼ ʧʽاسʱعʺال حاسʰة الʳزء الʽʴʸح للعدد.1   n. 

371اسʱʻʱج الʸʴر الʱالي:.2   37210 10n . 

  .nحدد عدد الأرقام في الʱؔاǼة العʷرȄة للعدد.3  
علʺا أن        log 3,81 0,58092  ج بدونʱʻʱاس ،

  Ǽاسʱعʺال الʴاسʰة قʽʺة مقرȃة لؔل مʧ الأعداد الʱالʽة:
 log 381  ، log 0,381 ، 3log 3,81 10.  
  الʺعادلات الʱالʽة: �حل في         

1 (log 5x   2؛  (log 3x     3؛ (log 0,01x   
  الʺʱراجʴات الʱالʽة: �حل في             

   1 (log 4x          2   (log 10x       
   3 (log 0,1x        4 ( log log 1x x   
  ـ المعادلات التفاضلية7

  ʱالʽةفاضلʽة الالʱ حل الʺعادلات        
         1( ' 3y y             2( ' 2 0y y   
        3( 2 ' 5 0y y         4( 1

' 4
2

y y  

2حل الʺعادلة الʱفاضلʽة  )1        ' 0y y   
الذʴǽ ȑقf  Șلʵاص ) عʧʽ الʴل ا2        ln 4 1f   
         f ةʽفاضلʱ2هي حل الʺعادلة ال ' 5 0y y    

  مʱʶقʽʺا مقارȃا  ǽقʰل عʻد   fهل الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 
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5معادلʱه

2
y ؟  

        f بـ: �لىالدالة الʺعرفة ع هي  
              23 4xf x e     

y'جد معادلة تفاضلʽة مʧ الȞʷل  ay  ن الدالةʨؔث تʽحf 
  حلا لهذه الʺعادلة .   

          f بـ: �الدالة الʺعرفة على هي  52 xf x e    
y'جد معادلة تفاضلʽة مʧ الȞʷل  ay b   نʨؔث تʽح

  حلا لهذه الʺعادلة .    fالدالة 
الʺعرفة على mنعʰʱر الدالة          0; Șي ترفʱال
،العدد Ǽtالعدد  m t ثʽح m t  الغرام هيǼ لة الʺلحʱؗ

  Ǽالدقائt Șالʺʨʱʴاة في مʴلʨل ملʴي(ماء+ملح)عʻد اللʤʴة 
هي حل للʺعادلة الʱفاضلʽة  mنقʰل أن الدالة   :5 ' 0E y y  

هʨ و أن الʷرȋ الابʱدائي 0 300m .  
حل الʺعادلة  -.أ1 E.  

ل ؗلبʧʽ أنه مʧ أج -ب 0;t  ،5( ) 300
t

m t e


  
حʽث 0t. عʧʽ العدد2 0 150m t .  
 t.نقʰل أنه لا ʧȞʺǽ الʷؔف عʧ وجʨد الʺلح خلال اللʤʴة 3

)2إلاّ إذا ؗان   ) 10m t  .  
  ʻȞا الʷؔف عʧ وجʨد الʺلح؟ابʱداء مʧ أǽة لʤʴة ʨȞǽن مʺ

  .تمارين للتعمق

  بـ: �الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة           
             2( ) x xf x ae be c     

    أعداد حقʽقʽةc  و  a  ،bحʽث 

 ( )Cب إلىʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺاني للدالة في الʽʰل الʽʲʺʱال ʨه 
معلʦ مʱعامد  و مʳʱانس ; ,O i j

 
  

1 ʧʽع (a  ،b  وc يʻʴʻʺث الʽʴǼ( )C  ةʢقʻل الʺʷǽO   
3تʻعدم مʧ أجل f' و الدالة الʺʱʷقة

ln
4

x   ʦʽقʱʶʺو ال

1yالذȑ معادلʱه  يʻʴʻʺمقارب لل ʦʽقʱʶم( )C.  
  بـ: �الʺعرفة على f) نعʰʱر الدالة 2

        2( ) 2 3 1x xf x e e   

احʶبأ)  lim
x

f x


 ʰʶʻالǼ جʱʻʱʶي. ماذا تʻʴʻʺة لل  

 ( )C؟  
 بʶاح lim

x
f x


  ؗعامل مʱʷرك) ʧȞʺǽ )xe وضع

 رʽاه تغʳادرس اتf  .راتهاʽل جدول تغȞو ش  
)ب)حدد نقط تقاʡع الʺʻʴʻي )C .اصلʨر الفʨʴمع حامل م  

  يʻʴʻʺمعادلة الʺʺاس لل ʧʽع( )C  يʱة الʢقʻد الʻع
  .0فاصلʱها

)ج) ادرس الفروع اللانهائʽة للʺʻʴʻي )C.  
ʦد) ارس( )C.  
ʧln هذا الʱʺرʧȄ إثʰات أن:الهدف م       

lim 0
x

x

x
  

على الʺعرفة  f  نعʰʱر الدالة -أ 0;:بـ  
              lnf x x x   

) احʶب1 'f x  أن ʧʽو ب  2
'

2

x
f x

x


  

على f) اسʱʻʱج جدول تغʽرات الدالة 2 0; ابʶح)
  الʻهاǽات غʽر مʢلʨب)

مx ʧ) برر إذن أنه مʧ أجل ؗل 3 0;:ln x x  
1x) بʧʽ انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي1 -ب :  

              ln 1
0

x

x x
   

2 ʧʽ1) ع
lim

x x
ln.اسʱʻʱج

lim
x

x

x
  

        ʧʽʱʽفاضلʱال ʧʽʱر الʺعادلʰʱنع:   
   1 : ' 2 0E y y        و 2 : 'E y y  
حل الʺعادلʧʽʱ  -.أ1 1E  و 2E.  
 1fعʧʽ الʴل الʵاص -ب

للʺعادلة 1EثʽʴǼ 1 ' 0 4f   
اصʵل الʴال ʧʽ2عf للʺعادلة 2EثʽʴǼ 2 0 1f .  
بـ �الʺعرفة على g.لʧؔʱ الدالة 2  22 x xg x e e   
  .و عʻد عʻد gدالة ادرس نهاǽة ال -أ
  سʱʻʱج وجʨد مʱʶقʦʽ مقارب ʢǽلب تعʧʽʽ معادلʱه.ا-ب
  . gمʱʷقة الدالة g'احʶب -ج
  .g ثʦ شȞل جدول تغʽرات g'ادرس إشارة-د

105

107

108

106

109

110



 112

  مع مʨʴرg  ȑ. حدد نقط تقاʡع الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 3
  الإحداثʽات.

  في معلʦ مʱعامد. g. أنʷئ الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 4
  .بكالوريا        

1الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  :1الʱزء  
;

2
I

     
ؗʺا  

یلي:   ln 1 2f x x   
  . I مʱزایدة تʺاما على f. بʧʽ أن الدالة 1

.عʧʽ نهاǽة 2 f x دما یؤولʻعx  1إلى

2
.  

بـ:  Iالʺعرفة على  g.نعʰʱر الدالة 3   g x f x x   
  . Iعلى  gرات ادرس تغʽ -أ
بʧʽ أن الʺعادلة  -ب  0g x  :ʧʽل حلʰو حل آخر  0تق

حʽث نرمز له بـ 1;2   
اسʱʻʱج إشارة -ج g x أجل ؗل ʧمx I.  
.بʧʽ انه مʧ أجل ؗل4 0;x  ،   0;f x   

نعʰʱر الʺʱʱالʽة :2الʱزء 
0n n

u


  الʺعرفة بـ: 
         0 1u  و 1n nu f u   

 n.برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1
، 0;nu   
رهǼ ʧالʱراجع أن الʺʱʱالʽةب .2 

0n n
u


  مʱزایدة.

.بʧʽ أن الʺʱʱالʽة3 
0n n

u


  مʱقارȃة. 
  .بكالوريا 

الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة        0;1  :ا یليʺؗ  

       
 
 
       

0 1

1 0

ln ln 1 ; 0;1

f

f

f x x x x

 
 
    

  

نرمز بـ  C  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺإلى الf عامدʱم ʦفي معل  
  10cmو مʳʱانس الʨحدة: 

نقʰل أن  
0

lim 0
x

f x


  و 
1

lim 0
x

f x


 ʥوؗذل ،
0الʳʽʱʻة الʱالʽة: مʧ اجل   ،

0
lim 0
x

x lnx


  

عʧʽ نهاǽة  -أ.1 ln 1 x

x

  دما یؤولʻعx  0إلى .  

اسʱʻʱج نهاǽة -ب f x

x
  .0إلى  xعʻدما یؤول  

ماذا تʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻي C؟  

1.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل2 1
;

2 2
x

    
:  

       1 1

2 2
f x f x
        
   

  

Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻي ماذا تʻʱʶج  C؟  
3 ʧؔʱل.  الدالةf الʺعرفة على 0;1 :ا یليʺؗ  

         1 ln 1 lnx x x x x      
احʶب -أ ' x:ةʽالʱاواة الʶʺال ʧʽب ʦث ،     

                   
2 1

"
1

x
x

x x
 




  

على الʺʳال 'اسʱʻʱج تغʽرات الدالة  0;1.  
على 2و 1تʻعدم عʻد ق  ʧʽʱʺʽ'بʧʽ أن -ب 0;1 لا)

على 'نرȄد حʶاب هاتʧʽ القʧʽʱʺʽ).أعط إشارة 0;1.  
عʧʽ نهاǽة  -ج x  دما یؤولʻعx ة  0إلىǽو نها x 

1.احʶب1إلى xعʻدما یؤول 

2
  
 
 

  

ج إشارةʱʻʱاس x الʳʺعلى ال 0;1.  
بʧʽ أن  -.أ4 'f x  لها نفس إشارة x على 0;1.  
  . fت شȞل  جدول تغʽرا -ب
مʧ أجل ؗلبʧʽ أنه  -ج 0;1x:  

           2
0 ln ln 1 ln 2x x     

ارسʦ -د C  
   بكالوريا        

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  0; :ا یليʺؗ  

                1
ln

x
f x x

x


   

 C  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf  انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
الʺعرفة على gدرس اتʳاه تغʽر الدالة ا -.أ1 0;بـ:  

             1 lng x x x    
تʴقȘ أن -ب 1 0g  ʦʽب قʶج حʱʻʱاس.xإشارة، g x.  
مx ʧ بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل -.أ2 0;:  
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             
2

'
g x

f x
x

  

  . fاسʱʻʱج تغʽرات  -ب
  .و عʻد 0عʻد  fدالة ادرس نهاǽة ال -ج
  .fشȞل جدول تغʽرات  -د
.ارسʦ على شاشة الآلة الʴاسʰة ثʦ على الʨرقة 3

الʺʻʴʻي C.  
   بكالوريا        

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 
                 2ln 1x xf x e e    

 C  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf    انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
  .وعʻد عʻد ǽfات الدالة ادرس نها -.أ1
  . ʧʽf الدالة الʺʱʷقة للدالة ع-ب
ادرس إشارة-ج 'f x راتʽج تغʱʻʱاس.f .  
2yالذȑ معادلʱه ʦʽD بʧʽ أن الʺʱʶق -.أ2 x  مقارب

للʺʻʴʻي C دʻع.  
ʻʴʻʺيوال  Dارسʦ الʺʱʶقʦʽ  -ب C.  
3.k جب تʺاماعدʨقي مʽد حق  

 ʦʽب قʶناقش حk ل الʺعادلةʨ2عدد حل 1 0x xe e k     
  .fأ) Ǽالʶʴاب.         ب) Ǽاسʱعʺال تغʽرات الدالة  

        f دالة معرفة على 1;1  :ا یليʺؗ     

             1 1
ln

2 1

x
f x

x

    
  

 C ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺانس. تʳʱعامد ومʱم  
  . fلة عʧʽ مʱʷقة الدا-.أ1
مʱزایدة تʺاما على  fاسʱʻʱج أن الدالة -ب 1;1.  
  . 1د و عʻ1- ʻدع ǽfات الدالة ادرس نها -.أ2
سʱʻʱج وجʨد مʱʶقʽʺات مقارȃة للʺʻʴʻيا-ب C.  
  . Ȟfل جدول تغʽرات الدالة ش -.أ3
ز تʻاʣر للʺʻʴʻيب-ب ʧʽ أن مʰدأ الʺعلʦ هʨ مرؗ C.  
أنʷئ لʺʻʴʻي -ج C و الʺʺاس لـ C  يʱة الʢقʻد الʻع

  .0فاصلʱها
لدراسة الʶاǼقة ، بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد اانʢلاقا مʧ  -.أ4

، الʺعادلة yحقʽقي  f x y .ل حلا واحداʰتق  

  . yبدلالة  xعʰر Ǽالʶʴاب ، عʧ -ب
نرمز بـ -ج 'C.ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺإلى ال  

ʺاذا الʺʧʽʽʻʴʻ اشرح ل C و 'C  ة إلىʰʶʻالǼ ʧȄرʣاʻʱم  
yالʺʱʶقʦʽ الذȑ معادلʱه x؟  

ارسʦ -د 'C.Șابʶال ʦفي نفس الʺعل  
   بكالوريا        

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 

                1

1

x

x

e
f x x

e


 


  

 C  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf    انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
  :ʴxقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ت -.أ1

  2
1

1x
f x x

e
  


و    2

1
1

x

x

e
f x x

e
  


   

  .وعʻد عʻد fالدالة  ادرس نهاǽات-ب
اللذیʧ معادلʱاهʺا على  2و 1بʧʽ أن الʺʱʶقʧʽʺʽ-ج

1yالʱرتʽب x   َ1وy x  اȃلـ نمقار C دʻع 
  .وعʻد

ʻيحدد وضعʽة الʺʴʻ -د Cʧة إلى ؗل مʰʶʻالǼ1 2و.  
  فردǽة. fبʧʽ أن الدالة  -.أ2
على fالدالة  ادرس تغʽرات -ب 0;.  
3ʦ1.ارس ،2 يʻʴʻʺالʺʺاس لل ، C يʱة الʢقʻد الʻع  

الʺʻʴʻي ، ثʦ 0فاصلʱها  C.  
   بكالوريا        

الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ; ,O i j
 

 .  
الʺعرفة على f.لʧؔʱ الدالة1 1;  :ا یليʺؗ  

          2 2, 2 2,2 ln 1f x x x x     
 اني للدالةʽʰي الʻʴʻʺة  الʽانʽʰة الʰاسʴل على شاشة الʲمf 

Ǽ2اخʽʱار الʻافذة: 4x   5و 5y    
.هʽلت علʸʴت ȑي الذʻʴʻʺل الȞش ʥʱانقل على ورق  
2:ʧʺʵأن ت ʥʻȞʺǽ اني ماذاʽʰل الʽʲʺʱب هذا الʶح .  
  ؟ fلʱغʽرات الدالة  Ǽالʰʶʻة-أ
الʰʶʻة لعدد حلʨل الʺعادلةǼ-ب  0f x ؟  
  . f.نرȄد الآن دراسة الدالة 3
  . fادرس اتʳاه تغʽر الدالة  -أ
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، ثʦ شȞل و عʻد -1عʻد  fدالة ادرس نهاǽات ال-ب
  . f جدول تغʽرات الدالة 

  :عدد حلʨل الʺعادلةمʧ هذه الدراسة  اسʱʻʱج -ج
       0f x .  

د الʧʽʺʵʱ الذȑ وضعʱه 3و  .أʶ3ؤالʧʽ هل نʱائج ال-د .ب تؤؗ
  ؟2في الʶؤال

 f.نرȄد أن نʺʲل على شاشة الʴاسʰة الʽʰانʽة مʻʴʻي الدالة 4
على الʺʳال 0,1;0,   ʺʷاهدة.اللغرض  2

الʱي تقʱرحها حʱى تʨؔن  fا هي القʦʽ الʴدǽة للدالة م -أ
  .ج على نافذة آلʥʱ الʴاسʰة؟3مʢاǼقة لʱʻائج الʶؤال

 Ǽ210اسʱعʺال الʴاسʰة عʧʽ قʽʺة مقرȃة ǼالزȄادة إلى -ب
للʺعادلة للʴل الأكʰر  0f x .  

        f  وg  قاق علىʱان للاشʱان قابلʱققان  �دالʴو ت  
      ʽالʱلاثة الʲال ȋروʷة:ال  

  ، x)  مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1(
   2 2

1f x g x         
x ،مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  ) 2(   'f x g x  
)3  ( 0 1f   
ʧʽx ، أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -.أ1  0f x   
احʶب -ب 0g  
بʧʽ أنه مʧ أجل  ) و تȘʽʰʢ الاشʱقاق ،1ال الʷرǼ.)ȋاسʱعʺ2

x ،كل عدد حقʽقي    'g x f x  
u.نʹع3 f g  وv f g   
احʶب -أ 0u  و 0v    
u'بʧʽ أن     -ب u  و'v v   
  . v و uعʧʽ الدالʧʽʱ -ج
.اسʱʻʱج عʰارتي4 f x و g x.  

        f على دالة معرفة 0; :كʺا یلي  
  

              1 2 xf x x e        

( )C  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱال ʨهf   ب إلىʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺفي ال
معلʦ مʱعامد و مʳʱانس  ; ,O i j

 
  2cmالʨحدة 

  .عʻد fادرس نهاǽة  -.أ1
2الذȑ معادلʱه  Dبʧʽ أن الʺʱʶقʦʽ -ب 2y x   مقارب

)للʺʻʴʻي )C.  
)درس الʨضعʽة الʽʰʶʻة للʺʻʴʻيا -ج )C  ʦʽقʱʶʺو الD .  
ʧʽ0x أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيب -.أ2 :  

            ' 2 1x xf x xe e        
0xجل ؗل عدد حقʽقي ب اسʱʻʱج أنه أ  ، ' 0f x   

حدّد  -ج ' 0f  راتʽل جدول تغȞش ʦثf .  
)و الʺʻʴʻي Dارسʦ  -. أ3 )C.  
)مA ʧعʧʽ الʻقʢة  -ب )C  دها الʺʺاسʻن عʨȞǽ يʱال

  .Ȅ Dا للʺʱʶقʦʽ مʨاز 
  : 1الʱزء        

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على gالدالة  ت. ادرس تغʽرا1
            1tg t e t    

  ؟�على gما هي القʽʺة الʴدǽة الʸغرȐ للدالة 
t ،1te. اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2 t  
teو t  

  ؗʺا یلي: �هي الدالة الʺعرفة على  f   :2الʱزء
          2 2 ln xf x x e x    

  : ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -. أ1
         2 2 2 ln 1 xf x x x xe     

limنقʰل أن -ب 0x

x
xe


  بʶاح ، lim

x
f x


  

و بʧʽ أنه مʧ  �ابلة للاشʱقاق علىق  fاشرح لʺاذا   -. أ2

x :أجل ؗل عدد حقʽقي  
  2 1 1

'
x

x

x e x
f x

e x

  



  

  . fدول تغʽرات الدالة جشȞل  -ب
(نقʰل أن      lim

x
f x


 (  
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)، نعʰʱر القʢع ʱ3cmعامد ومʳʱانس (الʨحدة:.في معلʦ م3
2الذȑ معادلʱه PالʺȞافئ  2y x x   َو C  يʻʴʻʺال

بʧʽ أن  -.أ f الʺʺʲل للدالة   2 2f x x x   تؤول إلى
  .إلى  xعʻدما یؤول  0
 نʦȜǻ عʹدما   1 2lim 0

x
f x f x


  ل أنʦنق ،

ʥʻʯللدال ʥʻلʰʸʸال ʥʻʻʹʲʹʸ1الf 2وf ان عʹدȁقارʯم.  
و  Pدرس الʨضعʽة الʽʰʶʻة لʺʧʽʽʻʴʻ ا -ب C.  
4 ʧʽالʺʺاس ʧمعادلة لؔل م ʧʽع.D وD’  بʽرتʱعلى ال

 ʧʽʽʴʻʺللP و Cهاʱي فاصلʱة الʢقʻد الʻ0ع.  
5ʧʽʽʻʴʻʺال ، ʦفي نفس الʺعل ʦارس.P  و C  ʧʽو الʺʺاس   
D وD’ .  

   بكالوريا        
 ʦب إلى معلʨʶʻم ȑʨʱʶʺعامدالʱم ; ,O i j

 
 .  

الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة 0; :ا یليʺؗ  
          cos 4xf x e x  

ʨالي هʨʺل الȞʷاني الʽʰلها الʽʲʺت ʦفي الʺعل ; ,O i j
 

  
  
    
  
الʺعرفة على gنعʰʱر الدالة   0; بـ  xg x e  
إلى تʺʽʲلها الʽʰاني في الʺعلC ʦو نرمز بـِ   ; ,O i j

 
  

مʧʽx ʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب-. أ1 0;:  
            x xe f x e     

  .عʻد fاسʱʻʱج نهاǽة  -ب
2ʧʽʽʻʴʻʺع الʡات نقط تقاʽإحداث ʧʽع .  وC .  

. نعرف الʺʱʱالʽة3 nu بـ �على
2nu f n
   

 
  

بʧʽ أن الʺʱʱالʽة -أ nu .أساسها ʧʽʽلب تعʢǽ ةʽدسʻه  
ةسʱʻʱج اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽا -ب nu.هاȃو ادرس تقار  
مʧʽx ʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -أ .4 0;:  

            ' cos 4 4sin 4xf x e x x      

لهʺا نفس الʺʺاس عʻد ؗل  Cو  لʺʧʽʽʻʴʻاسʱʻʱج أن ا -ب
  نقʢة مʧ نقط نقاʡعهʺا.

   Tلʺعامل تʨجʽه الʺʺاس  110.أعط قʽʺة مقرȃة إلى5
عʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها للʺʻʴʻي 

2

  

  الʺʺاس ʦبرس Șابʶل الȞʷال ʦʺأتT يʻʴʻʺو ال  C    .  

      .لائسم 

   بكالوريا      
  ؗʺا یلي:      �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة :  1الʱزء  

                 22 1 xf x x e   
و نرمز بـِ   Cاʽʰلها الʽʲʺعامد إلى تʱم ʦني في معل  

ومʳʱانس   ; ,O i j
 

  .2cm،الʨحدة 

نقʰل أن-. أ1
2

lim 0
xx

x

e
 ةǽب نهاʶاح.f دʻع.  

  ؟C ماذا تʱʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻي
  .عʻد fاحʶب نهاǽة  -ب
.احʶب2 'f x  و ادرس إشارةf على�  
  . f.شȞل جدول تغʽرات 3
، نقʢة تقاʡع الʺʻʴʻي Aداثʽات الʻقʢة عʧʽ إح -.أ4 C 

  مع مʨʴر الفʨاصل.
ادرس إشارة-ب f x  ʦʽب قʶحx .  

  :2الʱزء
     : ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -أ.1

              2'' 4 2 1 xf x x e   
  . fهي الدالة الʺʱʷقة الʲانʽة للدالة  f''حʽث 

حل الʺعادلة -ب '' 0f x   

2 ʧؔʱل .B يʻʴʻʺال ʧة مʢقʻال C هاʱي فاصلʱ1ال

2
 ʧʽع.

للʺʻʴʻي Tمعادلة للʺʺاس  C  دʻعB .  
.نرȄد دراسة وضعʽة الʺʻʴʻي 3 C ة للʺʺاسʰʶʻالǼT  ʧم ،

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على gأجل ذلʥ نعʰʱر الدالة 

              2 3
g x f x x

e e
     
 

  

عʧʽ  -أ 'g x و ''g x.  

122
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ادرس إشارة-ب ''g x  ʦʽب قʶحx .  
  .�على g'اسʱʻʱج اتʳاه تغʽر الدالة 

اسʱʻʱج إشارة -ج 'g x  ر الدالةʽاه تغʳات ʦثg على�.  
عʧʽ إذن إشارة  -د g x  ʦʽب قʶحx   ةʽج وضعʱʻʱاس.  
الʺʻʴʻي   C ة للʺʺاسʰʶʻالǼT .  
4ʦفي الʺعل . ; ,O i j

 
 ʧʽʱʢقʻل الʲم ،A  وB ارس ʦث ، ʦ

الʺʻʴʻي  و Tالʺʺاس C.  
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة          

                1
x x

f x
e e


  

  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf    انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
  ؟.ماذا تʱʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻي fالدالة .ادرس شفعʽة 1
x ،x.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب 2 xe e .  
  .عʻد fلدالة عʧʽ نهاǽة ا -.أ3
على fادرس تغʽرات الدالة  -ب 0;.  
الʺعرفʱان على hو  gدالʧʽʱ . نعʰʱر ال4 0; :بـ  

     1
x

g x
e

        و  1

2 x
h x

e
  

للدال2   ʧʽʱو 1الʽʰانʧʽʽ لʺʧʽʽʻʴʻا مʲلʻافي الȞʷل الʺʨالي 
g  وh بʽرتʱفي م على الʦعل ; ,O i j

 
  

  
  
  
  
  
  
  
  : ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب ب -أ

              h x f x g x .  
  ؟2و ،1اذا تʱʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للʺʽʻʴʻاتم -ب

مʴددا  رسʦ في هذا الȞʷل الʺʻʴʻيانقل الȞʷل الʶابȘ و ا
    .     0مʺاسه عʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها

   بكالوريا       
  ؗʺا یلي:  �الʺعرفة على uنعʰʱر الدالة  :1الʱزء

             32 1 2ln | |u x x x    
  . �على u.ادرس تغʽرات الدالة 1
  .و  0عʻد  uادرس نهاǽات الدالة  .2
.نعʰʱر الʺعادلة3  0u x   

1حʽثبʧʽ أن هذه الʺعادلة تقʰل حلا واحد -أ
;1

2
    

  

  مʧ  الȞʷل دعط حʸرا Ǽعددیʶؗ ʧرʧʽȄ للعدأ  -ب

 
10

n  1و

10

n   ثʽحn .عيʽʰʡ عدد  

.اسʱʻʱج إشارة4 u x على�.  
  لي:     ؗʺا ی �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  :2الʱزء

               2

ln | |
2

x
f x x

x
   

نرمز ب ـِ C   انسʳʱعامد ومʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺإلى ت

 ; ,O i j
 

 .  
  .و ، 0عʻد  f.ادرس نهاǽات الدالة 1

أن(نقʰل   
2

ln
lim 0
x

x

x
  و 

2

ln
lim 0
x

x

x


 (  

.احʶب2 'f x.  
  و شȞل جدول تغʽراتها. f.ادرس اتʳاه تغʽر لدالة 3

بʧʽ أن -.أ4  2

1
3

2
f  


 .  

  ) بʧʽ أن :3- 1في الʳزء Ǽاسʱعʺال حʸر -ب
     1,6 2,1f   يʻʴʻʺال ʦلب رسʢǽ لا) C(  
لʧؔʱ الʻقʢة :3الʱزء ;M x y و ' '; 'M x y  ثʽح

'M  رʽʤهي نM ʰʶʻالǼب. ةʽراتʱر الʨʴʺل  
1 ʧʽع.'x و'y  بدلالةx   وy  .  
ʧʽ أنه إذا ؗانت تʱغʽر على الʺʻʴʻيب -. أ2 C   ةʢقʻفإن ال

'M  رʽغʱيتʻʴʻʺعلى ال الذȑ هʱمعادل
2

ln| |
2

x
y x

x
    

ة للʺʧʽʽʻʴʻة الʽʰʶʻادرس الʨضعʽ -ب C و .  
  

2 3 4 5 6

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8
0,9

1

0 1

0,1

x

y
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   بكالوريا
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة   1الʱزء:

              
2

x xe e
f x


              

 و نرمز ب ـِ  C لهʽʲʺعامد إلى تʱم ʦاني في معلʽʰا ال
 ومʳʱانس ; ,O i j

 
  .2cm،الʨحدة 

.ماذا تʱʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻيf. ادرس شفعʽة الدالة 1 C؟  
على fوتغʽرات  عʻد fنهاǽة الدالة  .ادرس2 0;.  
.مʲل الʺʻʴʻي3 C ʦفي الʺعل ; ,O i j

 
.  

إحداثʽاتهامʧ الʺA  ȑʨʱʶنعʰʱر الʻقʢة : 2الʱزء 1;0 ʦʱنه ،
نقʢة مʧ الʺʻʴʻي Mحʽث  AMمʶافةǼأصغر  C.  

1 ʧؔʱل .M  هاʱفاصلx  بدلالة ʧʽع.x افةʶʺالAM.  
  ؗʺا یلي:  �الʺعرفة على g.نعʰʱر الدالة 2

           
2

2 ( )
( 1)

2

x xe e
g x x


                

احʶب -أ 'g x  
احʶب-ب ''g xثʽح''gة للدالةʽانʲقة الʱʷʺهي الدالة الg  

      قيʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م ʧʽبx:  
            2 2" 2x xg x e e    

  .�على g'ات الدالة اسʱʻʱج تغʽر -ج
مʧ الʺʳال ʧ أنه یʨجد عدد حقʽقي وحʽد بʽ -د 0;1  
 Șقʴǽ ' 0g    أن Șقʴت ʦ0,46، ث 0,47   
إشارة ʧʽع 'g x  ʦʽب قʶحx .  
(لا ʢǽلب حʶاب  �ىعل gالدالة  ادرس تغʽرات -هـ

).ما هي القʽʺة الʴدǽة و عʻد الʻهاǽات عʻد
  ؟�على  gالʸغرȐ للدالة 

مM   ʧد الʻقʢةتʨؔن صغرȐ عAM ʻ.نقʰل أن الʺʶافة 3
الʺʻʴʻي C هاʱي فاصلʱال.  

  في الȞʷل. Mمʲل الʻقʢة
4 ʧʽعʺال بʱاسǼ.أن:  

             1
1 2

2
f     

     ʦث     2 21
2

4
g f f           

0,46و الʳʽʱʻة  fاسʱعʺل تغʽرات  0,47   رʸʴل
العدد g افةʶʺرا للʸج حʱʻʱاس ،AMهʱ22سع 10.  

  بكالوريا        
الʺعرفة  fالهدف مʧ هذه الʺʶألة هʨ دراسة تغʽرات الدالة 

على 0; بـ  :
2ln( 1)

( )
x

x

e
f x

e


   

  :1الʱزء
الʺعرفة على g.نعʰʱر الدالة 1 1;:كʺا یلي  

      ( ) 2 ( 1) ln( 1)g x x x x     
أ) نقʰل أن

0
lim ln 0
x

x x


ʻʱة.اسǽج نهاʱ( )g x  لʺاx یؤول
  .1إلى

)'ب) احʶب )g x أجل ʧمx الʳʺي إلى الʺʱʻی 1;.  
ج) حل في الʺʳال 1; :ةʴراجʱʺال    

            1 ln( 1) 0x    
على gد) ادرس اتʳاه تغʽر الدالة 1;.  

)هـ) بʧʽ أن الʺعادلة ) 0g x ل حلا واحداʰتق  في  
;31الʺʳال  1e e    و ادرس إشارة( )g x  ʧعلى ؗل م
ʧʽالʳʺال 1; و ; .  

2. هي الدالة الʺعرفة على 1; :ا یليʺؗ  

              
2ln( 1)

( )
x

x
x

 
  

lim.نقʰل أن1عʻدأ) ادرس نهاǽة الدالة ( ) 0
x

x


  
)'ب) احʶب )x  أن إشارة ʧʽو ب'( )x س فهي ن

)2إشارة )g x الʳʺعلى ال 1;.  
;1مʱزایدة على الʺʳال ج) بʧʽ أن   

   ةʸاقʻʱو م
;على الʺʳال   .  

  :2الʱزء
.تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʧ الʺʳال1 0; :  

            ( ) ( )xf x e   
).اسʱʻʱج: أ) نهاǽة2 )f x  لʺاx 0یؤول إلى.  

)نهاǽة ب) )f x لʺاx یؤول إلى.  
على الʺʳالfج) اتʳاه تغʽر الدالة 0; و أنf  لʰتق

قʽʺة حدǽة عʤʺى عʻد  ln .  
.بʧʽ مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʧ الʺʳال3 0;:  

                2
( )

1
f x







  
  0,01.انقل الʳدول الʱالي و أتʺʺه معʽʢا القʦʽ مقرȃة إلى4 
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3 2  1,5  1 0,5 0,1 x 

            
( )f x

  
في معلʦ مʱعامد حʽث وحدة f. مʲل بʽانʽا الدالة5 

على مʨʴر 10cmعلى مʨʴر الفʨاصل و 5cmالأʨʡال
 .ؗقʽʺة مقرȃة للعدد 10الʱراتʽب.نأخذ

  ، نعʰʱر   k مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما        
الʺعرفة على kfالدالة       0; :ا یليʺؗ  

            ( ) ln( )x
kf x e kx x    

  في معلʦ مʱعامد  kfإلى مʻʴʻي الدالة kCنرمز بـ   
 ; ,O i j

 
على مʨʴر الʨاصل و  5cm.وحدة الأʨʡال

10cm .بʽراتʱر الʨʴعلى م  
الʺعرفة على g. نعʰʱر الدالة 1 0; :ا یليʺؗ  

         ( ) ln( 1)g x x x      
  (لا ʢǽلب حʶاب الʻهاǽات).gالدالة  ادرس تغʽرات -أ
  ،ʱʻʱaج أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  مʨجباس-ب

                ln( 1)a a   
1احʶب -. أ2 '( )f x رات الدالةʽج تغʱʻʱاس ʦ1، ثf.  
مʧʽx ʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيب -ب 0;:  

            1( ) ln 1
x

x
f x

e
   
 

  

limنقʰل أن  -جـ 0
xx

x

e
 ʧʽ1.عlim ( )

x
f x


.  

  .1fول تغʽرات الدالةشȞل جد -د
)'احʶب -. أ3 )kf x  راتʽج تغʱʻʱاس ʦالدالة، ثkf.  
مʧʽx ʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيب -ب 0;:  

            ( ) ln 1k x

x
f x k

e
   
 

  

limاسʱʻʱج-جـ ( )k
x

f x


  .kf،ثʦ شȞل جدول تغʽرات الدالة
مx ʧقيبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽ -د 0;:  

            ( )k

k
f x

e
  

عʻد الʻقʢة الʱي  kCللʺʻʴʻي  kT. حدّد معادلة الʺʺاس 4
  .0فاصلʱها 

5ʧȞʽل.p وm ثʽان تʺاما حʰجʨان مʽقʽعددان حقp m  
ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻة الʽضعʨادرس الpC وmC.  

6ʦ1.ارسT ،2T 1C 2وC،  
  بكالوريا

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  2;   :كʺا یلي  
              ( ) 1 ln( 2)f x x x    

  في معلʦ مʱعامد  fإلى مʻʴʻي الدالة fCنرمز بـ   
و مʳʱانس ; ,O i j

 
  . 4cm.وحدة الأʨʡال

  fدراسة تغʽرات الدالة :1الʱزء
هي  f"و fهي الدالة الʺʱʷقة الأولى للدالة f'-.أ1

)'دالʱها الʺʱʷقة الʲانʽة.احʶب  )f x  ʦث"( )f x  أجل ʧم
مʧ الʺʳال xكل عدد حقʽقي 2; .  

على الʺʳالf'ادرس تغʽرات -ب 2; .  
  .و عʻد -2عʻد f'عʧʽ نهاǽات  -جـ
ى الʺʳالبʧʽ أنه عل -.أ2 2; الʺعادلة'( ) 0f x   

إلى الʺʳال یʱʻʺي تقʰل حلا واحدا 0,6; 0,5 ..  
)'اسʱʻʱج إشارة -ب )f x ʦʽب قʶحx.  
على الʺʳال fرات الدالة ادرس تغʽ -.أ3 2; .  
  .و عʻد - 2عʻد fعʧʽ نهاǽات  -ب
  .fدول تغʽرات الدالةجشȞل  -جـ

  Ǽالʰʶʻة إلى مʺاساته.fCوضعʽة الʺʻʴʻي: 2الʱزء
ʧȞʽ0لx الʳʺال ʧقي مʽعدد حق 2; يʺʶن.

0xT 
  .0xعʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها fCالʺʺاس لـ

مʧ الʺʳال xمʧ اجل ؗل عدد حقʽقي 2; :نʹع ،  
     0 0 0( ) ( ) '( )( ) ( )d x f x f x x x f x     

مxʧقʽقيʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حت -.أ1 2; ،  
          0'( ) '( ) '( )d x f x f x   

)'، أعط إشارةf'اید الدالةمʱʶعʺلا تز  -ب )d x  بʶح
ʦʽقxراʽج تغʱʻʱت.اس d الʳʺعلى ال 2; .  
و  fC.عʧʽ الʨضعʽة الʽʰʶʻة لـ2

0xT.  
  رسʦ الʺʻʴʻي :3الʱزء 

1ʦʽقʱʶʺمعادلة لل ʧʽ0. عTيʻʴʻʺمʺاس ال ،fC  ةʢقʻد الʻع
  .0T،ارس0ʦلʱي فاصلʱها ا

ʽʴǼث تʨؔن الʺʺاسات  تʺر  0x.جد الأعداد الʴقʽقʽة 2
  الʺʱʶقʽʺات. هǼالʺʰدأ ثʦ ارسʦ هذ

  .2و  -1الʺʨʸʴرة بx ʧʽمʧ أجل قfCʦʽ.ارسʦ الʺʻʴʻي3
0,54نأخذ      �   و( ) 0,8f  �.  
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  ..دداختيار من متعـداختيار من متعـد  

لؔل  اخʱر الʨʳاب الʽʴʸح مʧ بʧʽ الأجȃʨة الʺقʱرحة     
  سؤال.

2الʺعادلة  .1 3 4 0x xe e   ل فيʰتق� :  
  ) حلʧʽ على الأكʲر4) حلʧʽ. 3) حلا واحدا. 2حلا .  0) 1
  :xeالعʰارة .2
  ) سالʰة دائʺا2) لا تʧؔ أبدا سالʰة          1
  سالب xسالʰة إذا ؗان  )4مʨجب    x) سالʰة إذا ؗان 3

3.   2 1
lim

2

x

xx

e

e





  

1(1

2
     2 (1           3 (2             4(  

2الʺعادلة الʱفاضلʽة  .4 ' 1y y  :لʨعة حلʨʺʳʺؗ لʰتق  
1(2 1xx ke  ثʽحk �   

2( 
1

2 1
x

x ke  ثʽحk �  

3( 
1

2 1
x

x ke  ثʽحk �  
4( 2 1

2
xx ke  ثʽحk �  

  الʴʽʴʸة الأجȃʨة)لؔل سؤال عʧʽ الإجاǼة(أو         
  : بـالʺعرفة  xللʺʱغʽر الʴقʽقي  hو  f ، gلʧؔʱ الدوال  .1

   ln 2f x x  ،  2ln( 1)g x x   ، 
ln

x
h x

x
  

أ) f x و g x أجل ؗل عدد ʧى مʻقي  لهʺا معʽحقx .  
ب)  h x  ى إذا ؗانʻ0لها معx .  
ج)  3 0f .  
د)  h e e.  

2x) مʧ أجل ؗل هـ : 
  2

2
ln

1

f x x

g x x





  

2. f دالة معرفة على 0;:بـ  2ln x
f x x

x
    

قابلة للاشʱقاق على  fأ)  0; و إشارة 'f x  ʧهي م
نفس إشارة   2 2 2lng x x x    
ب) على 0;إشارة'g 1هي إشارةx  .  
ج) على 0;g  ȑاوʶى تʺʤة عǽة حدʺʽل قʰ3تق.  

تʺاما على الʺʳالمʻʱاقʸة  fد) 0;.  
) الʺعادلةهـ  0f x  ل حلا واحداʰتقثʽح 1;2   

  ؟؟  أصحيح أم خاطئأصحيح أم خاطئ
  هل العʰارات الʱالʽة صʴʽʴة أو خاʡئة؟ برّر الʨʳاب       

) الدالة 1 : ln 2f x x معرفة على 2;    
) الدالة2 : ln 2f x xة تʺاما علىʸاقʻʱم ;0   
) إذا ؗانت 3   ln 3 3f x x  على ;1  : فإن  

                 1
'

1
f x

x



    

   Dمʱزایدة تʺاما و مʨجʰة على مʳال   f) إذا ؗانت الدالة 4
lnفإن     f  ة علىʸاقʻʱمD .  
   Dو مʨجʰة على مʳال قابلة للاشʱقاق   f) إذا ؗانت الدالة 5

فإن      '
ln '

f
f

f
     

6 (f دالة معرفة على 0;  بـ  2 lnf x x x  
  3eهe  ʨعʻد fالعدد الʺȘʱʷ للدالة 

اذؗر دون تʰرȄر إن ؗانت العʰارات الʱالʽة صʴʽʴة أو 
  خاʡئة.

مʨجʰة تʺاما على ln)  الدالة 1 1;    .  
الة ) الد2 : ln 1f x x x     معرفة

على 1;0 .3الدالة ( 2: ln 1f x x   ةʸاقʻʱم
تʺاما على 1;.  

) الʺعادلة 4 2ln ln 3 4x x  في ʧʽل حلʰتق� .  

) إذا ؗانت 5  lnf x x x فإن  1
' 1f x

x
    

الʺʱراجʴة  )6 1 ln 2 0x   لʰل  تقʨعة حلʨʺʳʺؗ
الʺʳال ;2.  
  إن ؗانت العʰارات الʱالʽة صʴʽʴة أو خاʡئة ،حدّد         

  برّر الأجȃʨة.
)بـ:  �الʺعرفة على  fلʧؔʱ الدالة  ) xf x x e.  

):�مx ʧ) مʧ أجل ؗل 1 ) ( ) 0f x f x    
)':�مx ʧمʧ أجل ؗل  )2 ) ( ) xf x f x e   
)1:�مx ʧمʧ أجل ؗل  )3 )f x e  
4( lim '( )

x
f x


   

1xتقʰل قʽʺة حدǽة عʤʺى عʻد f) الدالة 5 .  
y'هي حل للʺعادلة الʱفاضلʽة f) الدالة 6 y  . 
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة            

 ʽة عدد ʽʰʡعي.ف على أولالʱعرّ   
جداء عʨامل أولʽة لʱعʧʽʽ مʹاعفات عدد ʽʰʡعي اسʱعʺال تʴلʽل عدد ʽʰʡعي إلى   

  وقاسʺه.
القاسʦ أولʽة لʱعʧʽʽ الʺʹاعف الʺʱʷرك و  اسʱعʺال تʴلʽل عدد ʽʰʡعي إلى  جداء عʨامل 

  الʺʱʷرك الأكʰر .
 اسʱعʺال العلاقة بʧʽ الʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر والقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر. 
  ʱعʺال خʨاص الʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر.اس 
 مʰرهʻة بʽزو. اسʱعʺال 
  اسʱعʺال مʰرهʻة غʨص ونʱائʳها 

  
  لقد ؗانت الأعداد هي أول ما ʣهر مʧ علʨم الرȄاضʽات:عالʦ الأعداد الأولʽة

  لʨؔنها أقرب هذه العلʨم إلى واقع الإنʶان ، و تʺʱلǼ ʥعض الأعداد خʸائص
  لعلʺاء و الرȄاضʧʽʽ و مʻها الأعداد الأولʽةسʴرȄة و غرʰȄة جعلʱها تʳذب Ǽال ا

 ʥلʱʺة  الأعداد  تʽائص الأولʸنها  خʨؗ ʧعها مʨن ʧدة مȄر  فرʽة  غʺʤʱʻم  
  الʤʻرȄة أصل جʺʽع الأعداد حʶب وȃالʱالي عدم إمȞانʽة الʧʽʺʵʱ بها ، و لʨؔنها

  .الأساسʽة في الʶʴاب 

         لعل الذȑ جذب الأنʤار ، و  :الأولʽة ، و هي الأعداد مʧ الȞʷلالʦ الأعداد سʽʲؗ ʦرا في عیʱؔرر هذا الا :عداد مʽرسʧʽ الأولʽةأ    
  اد .ʧ الأعدفة حالʽا مʧ هذه الʨʸرة مإلى هذه الأعداد هʨ سهʨلة الʴʱقȘ مʧ أولʱʽها في الʨʴاسʽب الʻʲائʽة ، لذلʥ أكʰر الأعداد الأولʽة الʺعرو 

أثʰت        1536عددا  أولʽا ، و لʧؔ في   ʨȞǽnن أولʽا ؗلʺا ؗان     لقد ؗان عدد مʧ الرȄاضʧʽʽ الʶاǼقǽ ʧʽعʱقدون أن العدد مʧ الʨʸرة
كاتالدȑ             تʴقȘ  1603، و في عام  89×  23لʽس أولʽا حʽث أنه حاصل ضرب    23.89 = 2047 =) أن العدد :  RegiusرʨʽʳȄس ( 

)Cataldi ئ أن العدد      و ) أن العددانʡل خاȞʷǼ و ȑج ؗاتالدʱʻʱان ، و اسʽا لؔل  أولʽن أولʨȞǽ :  n = 

        أن  1738، و أثʰت أوȄلر في  n = 23,37لʰʶʻة للعددیʧ أن ؗاتالدȑ ؗان خاʡئا Ǽا 1645، حʽث أثʰت فʽرمات في    23,29,31,37

       .          n = 31، و في وقت لاحȘ أثʰت أوȄلر أن ؗاتالدȑ ؗان مʰʽʸا Ǽالʰʶʻة للعدد   n = 29  كاتالدȑ ؗان أǽʹا خاʡئا Ǽالʰʶʻة للعدد

) ʧʽرسʽم ʧȄي مارʶيء الفرنʳʺǼMarin Mersenne (1588 -1648 ث وضع فيʽه أن العدد  ، حʰʱؗ ا   مقدمة أحدʽن أولʨȞǽ     

ʰا لؔل الأعداد   n = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257 عʻدما :              الʴʽʴʸة ، و رغʦ أن هذا الʧʽʺʵʱ مn < 257  ʧ، و أنه مرؗ

 ʧʽرسʽاسʺه مǼ تʽʺث سʽقا بهذه الأعداد حʸʱل ملʣ ئا إلا أن اسʺهʡؗان خا  



 88

  
                   

  نشاط أول       
   

  ʺله عهʨ مʱʴرم لقانʨن الʽʶاقة . في الʢرȘȄ الʺؤدȑ إلى مȞان ʱʶǽعʺل أحʺد سʽارته ؗل یʨم للالʴʱاق Ǽعʺله و          
 قة لاشʱغال   . Ǽعد دراسة معّ̋ 875mالʺʶافة بʻʽهʺا  Ǽانʤʱام ، مʱزامʧʽʻ ن یʤʻʺان الʽʶر غʽراʨ یؤخره ضʨءان ثلاثʽا الأل    

50مدة  ʧʽʰ له أن الʹʨء الأول یʰقى أخʹرتهذه الأضʨاء     s قى أحʺرʰ40مدة  و ی sقى أخʹرʰاني یʲء الʨʹال .  
40مدة      s قى أحʺرʰ55و ی s ءʨʹقلانان ی.الʱʻ  لʽف اللʸʱʻلللأخʹر في آن واحد في مʽف اللʸʱʻدأ مʰʺنأخذ ال)(.  

45الʶرعة الʺʨʱسʢة للʽʶارة بʧʽ الʹʨءیʧ تقدر بِـ          /km h  . ر أحʺرʰʱعǽ ء الأصفرʨʹال  .  
  
  
  
  
  
   

    
  فʽها الʹʨء الأول إلى الأخʹر؟  ما هي اللʤʴات Ǽالʲانʽة الʱي ǽʺرّ  )1
 فʽها الʹʨء الʲاني إلى الأخʹر؟  اللʤʴات Ǽالʲانʽة الʱي ǽʺرّ  ما هي )2

 . 86400الأصغر مʧ  90العدد مʨʺʳعة مʹاعفات  ʧ90M الʺʨʺʳعة عّ̔  )3

 . 86400الأصغر مʧ  95العدد  مʨʺʳعة مʹاعفات ʧ95M الʺʨʺʳعة عّ̔  )4

ʧ90 عّ̔  )5 95M MÇ. 

 إلى الأخʹر في آن واحد ؟  فʽها الʹʨءاناللʤʴات Ǽالʲانʽة الʱي ǽʺرّ  ما هي )6

 إلى الأخʹر في آن واحد ؟  فʽها الʹʨءانǼالʲانʽة الʱي ǽʺرّ  غʽر معدومة لʤʴة ما هي أصغر )7

قʱراحها للʤʴة الʱي ʧȞʺǽ اما هي ا الʶاǼعة والʶاعة الʶاǼعة والʸʻفیرȄد الʶائȘ الʺرور Ǽالʹʨءیʧ بʧʽ الʶاعة  )8
  إلى الأخʹر في آن واحد ؟  فʽها الʹʨءانǽʺرّ  له حʽث

  إلى الأخʹر إلا  الʹʨء الʲانيفʽها الʹʨء الأول إلى الأخʹر و ǽʺرّ  الʱي ǽʺرّ  tیرȄد الʶائȘ معرفة اللʤʴات )9
  عʻدما ʸǽل إلʽه .    

          (a ʧȞʽلu وv  ء الأول وʨʹاني إلى الأخʹر أعداد مرور الʲء الʨʹل الʽف اللʸʱʻم ʧʽب Ȑاتوإحدʤʴالل t    
  . uبدلالة  tعʧʽ  على الʱرتʽب .    

         (b  ت أنʰأث( )70 95 1t v+ = + .  
         (c ت أنʰأثu وv  ققان الʺعادلةʴǽ18 19 5u v- = .  
        (d  ت أنʰ18أث( 5) 19( 5)u v+ = +.  
         (e  جʱʻʱاسu وv  جʱʻʱاس ʦثt الا ʧȞʺǽ ) لʽلʴʱعانة بʱة ).  19و  18سʽامل أولʨإلى جداء ع  
        ( f ʶراحها على الʱاق ʧȞʺǽ يʱ؟ ( ما هي ساعة الʺرور ال Șاعة ائʶال ʧʽاعة  7بʶف )  7و الʸʻو ال  
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  نثانشاط     
   
الʺرفʴǼ Șرفه                    x، ثʦ تعȄʨض هذا العدد xالʷʱفʽر الʱآلفي ǽعʱʺد على ترقʦʽ ؗل حرف مʧ الʴروف الأʳǼدǽة Ǽعدد 
]حʽث  Ǽyالعدد   ]28y ax bº 0عددان ʽʰʡعʽان و  bو aحʽث  + 27y£ £     

3aنأخذ  . مʰال:1   7bو  = =.  
  ن  م  ل  ك  ȋ  ȑ  ح  ز  و  هـ  د  جب    أ  الʴرف

x  0    1  2 3 4 5 6 7 8  9  10  11  12  13  
y  7  10  13  16  19  22  25  0  3  6  9  12  15  18  

  ق  ع  م  ȑ  ز  د  أ  ض  ث  ر  ف  ن  ك ح الʷʱفʽر
  

  غ  ȍ  ض  ذ  خ  ث  ت  ش  ر  ق  ص  فع   س  الʴرف
x  14  15  16 17 18 19 20 21 22  23  24  25  26  27  
y  21  24  27  2  5  8  11  14  17  20  23  26  1  4  

  هـ  ب  ȍ  خ  ش  ص  س  ل  ȋ  و  ج  غ  ذ  ت الʷʱفʽر
1( ʱرها ما هي الؔلʺة الʽفʷي "ي تʲؕ ".  
 خʴʸة جȂʦلʻة عʻد الاسʯقلال " "عʧʽ تʷفʽرا للعʰارة  )2
0عددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ حʽثx'و xأثʰت أن:إذا ؗان  )3 27x£ 0و £ ' 27x£ ]و ؗان: £ ]3 7 3 ' 7 28x x+ º + 

x'فإن  x= .  
])  لʧȞʽ الʷʱفʽر الʱآلفي الʺعرف بِـ : 4      ]4 5 28y xº 0و   + 27y£   ، أذؗر حرفʧʽ لهʺا نفس الʷʱفʽر .  £

  . الʲالة العامة:2  
]لʧȞʽ الʷʱفʽر الʱآلفي الʺعرف بِـ :    ]28y ax bº 0عددان ʽʰʡعʽان و bو aحʽث  + 27x£ 0و  £ 27y£ £.  

 ʧ مʱʵلفʧʽ .فإن حرفʧʽ مʱʵلفʧʽ مʧ الʴروف الأʳǼدǽة ʷǽفران ʴǼِرفʽ 28أولʽا مع  aأثʰت أنه إذا ؗان  )1
0عددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ حʽث x'و xأȑ إذا ؗان      27x£ 0و £ ' 27x£ ] و ؗان £ ]' 28ax b ax b+ º + 

x'فإن     x=  .  
)و نʹع  28غʽر أولي مع  aنفرض  )2 );28PGCD a d= .  

28kحʽث  kلʧȞʽ العدد d =ʧȞʽول .a  هʱʰرت ȑرف الذʴالk  ّت أنʰأث .ʧʽرفʴأ و الa    .رʽفʷʱلهʺا نفس ال  
  3:Ȗʻʮʠت .  

]الʷʱفʽر الʱآلفي الʺعرف بِـ :  ) في1       ]13 7 28y xº 0و   + 27y£   ، نرȄد معرفة الʴرف الذȑ تʷفʽره £
17yالذȑ رتʱʰه  aالʴرف    = .  

ʴǽ28قȘ الʺعادلة  aالʺʻاسب لِـ  xأثʰت أن الʴرف الذȑ رتʱʰه          13 18k x- 0. مع = 27x£        kو حʽث  £
  .عدد ʽʰʡعي   

28ادلة ) حل الʺع2       13 18k x-  . a، عʧʽ الʴرف الذȑ تʷفʽره الʴرف  =
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 . ةʻالأعداد الأول 

  تعرȂف .. 1    
  نفʶه  .  nو  1:  ¥ط فيǽقʰل قاسʺǼ ʧʽالʹn ʰعدد أولي معʻاه أن  nالعدد الʽʰʢعي أن القʨل :تعرȂف    

  لانهاǽة مʧ القʨاسʦ . غʽر أولي لأنه ǽقʰل ما 0· ملاحʢات و نʯائج:  
                         · 1  ʨواحد ه ʦل قاسʰقǽ ر أولي لأنهʽ1غ .  
                         · 2  ʨد .هʽحʨالعدد الأوّلي الزوجي ال  
  . 25لʽة الأصغر مʧ هي الأعداد أو  3،5،7،11،13،17،19،23، 2 ·                         

  خʦاص .. 2       
) 1أكʰر تʺاما مn ʧعدد ʽʰʡعيؗل   :1خاصʻة     )2n   . اأولʽ اعلى الأقل قاسʺ ǽقʰل ³
   . 1أكʰر تʺاما مʧ اʽʰʡعʽ اعدد nلʧȞʽ البرهان:     

  الʵاصʽة مʴققة .و  ǽ nقn ʦʶفإن  اأولn ʽإذا ؗان  ·               
   nأصغر قاسʦ للعدد  p. لn ʧȞʽ وعʱʵǽ1 ʧلف عʧ  اǽقʰل على الأقل قاسʺ nغʽر أولي فإن nإذا ؗان  ·            

     ʧلف عʱʵǽ1 ʧوعn نفرض.p عيʽʰʡ جد عددʨه یʻر أولي و مʽغd ʦʶقǽp  ثʽ1ح d p<    d.  و Ǽالʱالي  >
     ʦʶقǽn اقض ( لأن  وهذاʻتd p<  وp  للعدد ʦأصغر قاسn  هʻو م (p  ققة . عدد أولي وʴة مʽاصʵال  
) 1أكʰر تʺاما مʧ غʽر أوّلي nعدد ʽʰʡعيؗل   :2خاصʻة     )2n a حʽث a الʽأوّ  اقاسʺ ǽقʰل ³ n£ .  
   . 1لي أكʰر تʺاما مʧغʽر أوّ  اʽʰʡعʽ اعدد nلʧȞʽ البرهان:     

     n ʺل قاسʰقǽا d  ʧلف عʱʵǽ1  ʧوعn  ه وʻم'n d d=   عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم . d'حʽث  ´
     ' 2d '( لأن إذا ؗان  ³ 1d dفإن  = n= ( اقضʻو هذا ت  
d'نفرض       d£  هʻ2و م 'd d d£ ´  ȑ2أd n£  اليʱالǼ وd n£ .  
  . nهʨ ؗذلʥ قاسʦ أولي للعدد و  a اً لʽأوّ  االأقل قاسʺǽقʰل على  d:1مʧ الʵاصʽة      
Ǽaʺا أن لدیʻا       d£  وd n£ ج أنʱʻʱʶنa n£  .  
  .غʽر مʱʻهʽة لʽة مʨʺʳعة الأعداد الأوّ  :3خاصʻة    
   . نʱʶعʺل الʰرهان Ǽالʵلف البرهان:     

  الأولʽة  . مʨʺʳعة الأعداد أكʰر عدد مp ʧالأولʽة  مʱʻهʽة . لʧȞʽ نفرض أن مʨʺʳعة الأعداد               
  . pإلى  2جداء ؗل الأعداد الأولʽة مN  ʧنʶʺي               
               2 3 5 7 ...N p= ´ ´ ´ ´ ´ .  
                ʧȞʽل'N : ث أنʽعي حʽʰʢالعدد ال' 1N N=   تعʢي p...أو ، 5،  3،  2على  Ǽ'Nاقي قʶʺة  . +

  .p، ...أو 5،  3،  2غʽر قابل للقʶʺة على  N'. إذن  1الʰاقي دوما     
N'فإن   اأولN ʽ'إذا ؗان                 p> اʻقض . إذا ؗان و هذا ت'N ر أولي فإنʽغ'N ʺل قاسʰقǽا ʽر اأولʰأك  

    ʧمp  ةʽاصʵاقض . 1( الʻو هذا ت (  
            .مʨʺʳعة الأعداد الأولʽة غʽر مʱʻهʽة إذن               
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  أم لا . اؕان العدد أولʻ ذؕر إنأؕل حالة مʥ الʲالات الآتʻة  في :1تʸرʥȂ مʲلʦل  
      841)  3   ؛                    341)  2   ؛                  349)  1   

) 1أكʰر تʺاما مn  ʧلʺعرفة إذا ؗان عدد ʽʰʡعي  ʟرȂقة:    )2n   . n. نʶʴب أوّلʽا أم لا  ³
  غʽر أولي . ȃnع تام  فإن مر  nأȑ  اʽʰʡعʽ اعدد nإذا ؗان ·              
  على الʱرتʽب . nعلى الأعداد الأولʽة الأصغر مn  ʧغʽر ʽʰʡعي نقn  ʦʶإذا ؗان ·              
  غʽر أولي .  n أنّ  إذا وجدنا أحد الʨʰاقي معدوما نʨʱقف و نقرّ  *               

        أولي .   n أنّ  إذا ؗانت ؗل الʨʰاقي غʽر معدومة نقرّ  *               
  :الʲل   
         1 (349 18,68»  ʧة الأصغر مʽ3،5،7،11،13،17، 2هي  349الأعداد الأول .  

349ثʦ  5و 3، 2لا ǽقʰل القʶʺة على 349                7 49 6= ´ 349و + 11 31 8= ´ +  
349و                 13 26 11= ´ 349و + 17 20 9= ´ +   
  عدد أولي . 349و مʻه  17و 7،11،13لا ǽقʰل القʶʺة على  349إذن                

        2 (341   . 3،5،7،11،13،17، 2هي  341عداد الأولʽة الأصغر مʧ الأ «18,46

341ثʦ  5و 3، 2لا ǽقʰل القʶʺة على 341                7 48 5= ´ 341و + 11 31= ´  
  غʽر أولي . 341و مʻه  ǽ11قʰل القʶʺة على  341إذن                

         3 (841   .غʽر أولي  841 عدد ʽʰʡعي فإن Ǽ841ʺا أن  =29
   

  : 3أكʮر تʸاما مʥ  عدد ʻʮʟعي n :2تʸرʥȂ مʲلʦل  
2لʥȜʻ العدد الʻʮʠعي     2 8a n n= - -  
  ؟ اأولʻ اعدد ʦȜǻaن مʥ أجلها  nلعدد هل تʦجد قʤʻ ل   

4aللʰرهان على أن عدد ʽʰʡعي ʟرȂقة:    aغʽر أولي ، Ȟǽفي ʱؗابʱه على الȞʷل  ³ p q=   qو  pحʽث  ´
  . 1ن أكʰر تʺاما مʧ ان ʽʰʡعʽاعدد              

  : الʲل   
    a ʧعدم مʻ4و  - 2أجل  ی .   
4nإذن مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي       )لدیʻا  ³ )( )2 4a n n= + - .  
n  ،2لدیʻا مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي      2n + ³ ʧم ʦعي . ثʽʰʡ جل ؗل عددn  ʧر تʺاما مʰ4،  5أك 2n - ³  
6nإذن مʧ أجل       ³  :a  ʧجداء العددی  ʨه( )2n )و + )4n -  ʧر تʺاما مʰه  1الأكʻو مa . ر أوليʽغ  
      ʧʽʱالʴقى دراسة الʰ4تn 5nو  = = .  
4nإذا ؗان ·     0a، فإن  =   غʽر أولي . aو مʻه  =
5nإذا ؗان ·     7a، فإن  =   عدد أولي . aو مʻه  =
7aعدد أولي إذا و فقط إذا ؗان  aإذن       =  
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  تʲلʻل عدد ʻʮʟعي إلى جداء عʦامل أولʻة.. 2       

2n حʽث nغʽر أوّلي  عدد ʽʰʡعيؗل   :مʮرهʹة     ³ ʧȞʺǽ لʴتʽة  هلʽامل أولʨإلى جداء ع .  
  

   . 1أكʰر تʺاما مʧ اʽʰʡعʽ اعدد nلʧȞʽ رهان:الب     

                 

               n  ّر أوʽلي فإن غn  ة على عدد أوليʺʶل القʰقǽ1p ( )1 2p   على الأقل و مʻه :³
               1 1n p n= 11حʽث  ´ n n< <.  

  فإن الʺʰرهʻة مʴققة. اأول1n ʽإذا ؗان  ·               
) ǽ2pقʰل القʶʺة على عدد أولي  1nغʽر أولي فإن  1nإذا ؗان  ·                )2 2p   على الأقل و مʻه :³

               1 2 2n p n= 2حʽث  ´ 11 n n< 1و مʻه . > 2 2n p p n= ´ ´ .  
1inنʨاصل العʺلʽة بʻفس الʢرȄقة حʱى الʨʸʴل على       =  )i . ( عيʽʰʡ عدد  
  مʱʱالʽة مʻʱاقʸة مʧ أعداد ʽʰʡعʽة . 1n  ،2n  ، ... ،inالأعداد      
1ونʸʴل على       2 ... kn p p p= ´ ´ ´  )k  لʽلʴت ʨعي ) و هʽʰʡ عددn . ةʽامل أولʨإلى جداء ع  
  أن تʱؔرر في الʴʱلʽل . ʧȞʺǽ1p  ،2p  ، ... ،kp للأعداد      
1و علʽه نʸʴل على      2

1 2 ... kdd d
kn p p p= ´ ´ ´         

  مʴلل إلى جداء عʨامل أولʽة . nأعداد ʽʰʡعʽة . نقʨل أن  1d  ،2d  ، ... ،kdحʽث      
  ǽقʰل تʴلʽلا وحʽدا إلى جداء عʨامل أولʽة . nنقʰل بدون برهان أن ؗل عدد ʽʰʡعي  ملاحʢة :  
  

  .1تʺاما مʧ  أكʰر ؗلاهʺا نعددان ʽʰʡعʽا bو  a :خاصʻة    
  و Ǽأس إما aمʨجʨدا في تʴلʽل bولي في تʴلʽلإذا وفقط إذا ؗان ؗل عامل أ aقاسʺا للعدد  ʨȞǽbن العدد      
 .ʶaاو و إما أصغر مʧ أسه في تʴلʽلم     

     

1تʴلʽله إلى جداء عʨامل أولʽة  1أكʰر تʺاما مʧ  عدد ʽʰʡعي n  البرهان:      2
1 2 ... kdd d

kn p p p= ´ ´ ´   
n'فإن  nقاسʺا للعدد  lإدا ؗان ·    l l=    nهʨ قاسʦ أولي للعدد lؗل قاسʦ أولي للعدد  نعدد ʽʰʡعي. إذ l'حʽث ´
  ، و ؗل عامل أولي في nلعʨامل الأولʽة الʺʨجʨدة في تʴلʽل ا ʱʵǽلف عl  ʧو Ǽالʱالي لا یʨجد أȑ قاسʦ أولي للعدد     
  .ʶnاو و إما أصغر مʧ أسه في تʴلʽلǼأس إما م  nمʨجʨد في تʴلʽل  lتʴلʽل    
1هي الأعداد الʽʰʢعʽة مʧ الȞʷل  nقʨاسʦ العدد  إذن     2 '' '

1 2 ... kdd d
kp p p´ ´   حʽث : ´

    1 10 'd d£ 2؛   £ 20 'd d£ 0؛ ... ؛    £ 'k kd d£ £ .  
   ·  ʧȞʽا لʽʶȞعl اعدد ʽعʽʰʡا ȃʨʱȞل  امȞʷ1على ال 2 '' '

1 2 ... kdd d
kp p p´ ´ ´  .  

)ʻʻȞʺǽا أن نʱؔب        )1 1 2 2 '' '
1 2 ... k kd dd d d d

kn l p p p -- -= ´ ´ ´                                                                            
)لأن        )( )1 1 2 2 1 2 1 2' '' ' ' '

1 2 1 2 1 2... ... ...k k k kd d d dd d d d d d d d
k k kp p p p p p p p p-- -´ ´ ´ ´ ´ ´ = ´ ´ ´  

  . ǽnقl  ʦʶو مʻه      
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  إلى جداء عʦامل أولʻة . 9604) حلل العدد 1   تʸرʥȂ مʲلʦل:
  . 9604) عʥʻ مʦʸʱعة قʦاسʤ العدد 2                    

  ثʦ 1إلى جداء عʨامل أولʽة . إلى ؗل أس في الʴʱلʽل نʹʽف  aنʴلل  aلإʳǽاد عدد قʨاسʦ عدد ʽʰʡعي  ʟرȂقة:   
       نʶʴب جداء الأعداد الʺʸʴل علʽها .          

2 )1:الʲل   49604 2 7= ´                 2    9604  
                                                2    4802  

  قاسǽ15 . ʦقʰل  9604العدد        2401    7                                                
                                                7    343  

                                                7    49  
                                                7     7    

                                                      1  
        2(  ʧؔʱ9604لD  ʦاسʨعة قʨʺʳعة  9604مʨʺʳʺاد الʳǽ9604.   لإD . ةʽرة الآتʳʷعʺال الʱاس ʧȞʺǽ  

                    1                07  
                   7                 17        

                                           
                  49                27                                     02     
                 343                37  

  
               2401                47  

                   2                 07  
                   14                17        

                                           
                  98                27                                     12     
                 686                37  

  
               4802                47  

                   4                 07  
                  28                 17        

                                           
                196                 27                                     22     
                 1372               37  

  
               9604                47  

  
    { }9604 1;2;4;7;14;28;49;98;196;343;686;1372;2401;4802;9604D =                                 
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 .ʥرك الأصغر لعددیʯʵʸف الɸاʷʸال  
   a  ر معدوم .  نرمزِ بـʽعي غʽʰʡ عددaM  عة مʹاعفات العددʨʺʳإلى مa .  
}هي  6مʨʺʳعة مʹاعفات   :مʰال      }6 0;6;12;18;24;...M =.  

  . 0هʨ  0الʺʹاعف الʨحʽد لِـ   :ملاحʢة     

 تعرȂف  .1

  .bمʨʺʳعة مʹاعفات a ،bMʹاعفات مʨʺʳعة م aMعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومb. ʧʽو a :تعرȂف    
    a bM MÇʧة للعددی   bو aهي مʨʺʳعة الʺʹاعفات الʺʱʷرؗ
aدوم مʧ الʺʨʺʳعة أصغر عʸʻر غʽر مع ʶǽʺى     bM MÇ رك الأصغر ل الʺʹاعفʱʷʺلالʧعددیa وb.  
)و نرمز له      );PPCM a b .  
) :ملاحʢات   );PPCM a a a= و( )1;PPCM a a=  
ة لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ غʽر معدومʧʽ هي مʨʺʳعة الʺʹاعفات الʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر مʨʺʳعة ال      ʺʹاعفات الʺʱʷرؗ

  لهʺا .   
}هي  6مʨʺʳعة مʹاعفات   :مʰال    }6 0;6;12;18;24;30;36;42;48;...M = .  

}هي  8مʨʺʳعة مʹاعفات              }8 0;8;16;24;32;40;48;...M =.  
            { }6 8 24;48;72;96;...M MÇ )إذن  = )6;8 24PPCM =  

   2ʥʻʲʻʲص ʥرك الأصغر لعددیʯʵʸف الɸاʷʸدید الʸت .                      
  عددان صʴʽʴان غʽر معدومb  .ʧʽو aتعرȂف:    
)غʽر معدوم حʽث  mهʨ أصغر عدد ʽʰʡعي bو aلʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر للعددیʧا     );m PPCM a b= .  

  3    .ʥʻʻعʻʮʟ ʥرك الأصغر لعددیʯʵʸف الɸاʷʸة للʻخاص  
  عدد صʽʴح غʽر معدوم.kعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومb .ʧʽو a:خاصʻة    

                 ( ) ( ); ;PPCM ka kb k PPCM a b=.  
)نʹع .عددان صʴʽʴان غʽر معدومb ʧʽو a   البرهان:      );m PPCM a b=اʴʽʴجد عددان صʨه یʻن . و م  
   p و'p  ثʽحm p a= m'و ´ p b= kmو مʻه  ´ kp a= km'و ´ kp b= kو Ǽالʱالي  ´ m  مʹاعف  
     ʧجب تʺاما للعددیʨرك مʱʷمka وkb   :هʻو م( )1...( ) ( ); ;PPCM ka kb k PPCM a b£.  
)نʹع      );M PPCM ka kb=  ʧʽʴʽʴص ʧجد عددیʨه یʻو مd و'd  ثʽحM dk a= M'و ´ d k b= ´   

ǽMقa  ʦʶو مʻه     

k
ǽMقb  ʦʶو  

k
M. و مʻه  

k
  ʧجب تʺاما للعددیʨرك مʱʷمʹاعف م ʨهa وb  

)و Ǽالʱالي      );
M

PPCM a b
k

). و مʻه : £ )2 ...( ) ( ); ;k PPCM a b PPCM ka kb£.  

     ʧم( )و 1( )نʱʻʱʶج أن  2( ) ( ); ;PPCM ka kb k PPCM a b=. 
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   . 18و  12عʥʻ الʷʸاɸف الʯʵʸرك الأصغر للعددیʥ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
   :الʲل  
  . الʺʨʺʳعʱان غʽر مʱʻهʧʽʱʽ .18فات مʨʺʳعة مʹاع 18Mو 12مʨʺʳعة مʹاعفات  12M نʶʺي   
  { }12 0;12;24;36;48;60;72;84;96;108;...M }و = }18 0;18;36;54;72;90;108;126;144;...M = .  
  { }12 18 0;36;72;108;144;180;...M MÇ 12، أصغر عʸʻر غʽر معدوم مʧ الʺʨʺʳعة = 18M MÇ  ʨ36ه  
)إذن     )12;18 36PPCM = .       

)حʻث  aلعدد الʻʮʠعي غʻر الʸعدوم عʥʻ ا :2تʸرʥȂ مʲلʦل   )56; 280PPCM a =.    
   :الʲل  
  356 2 7= 3280 و  ´ 2 5 7= ´ ´ .  
)Ǽʺا أن    )56; 280PPCM a    . ǽ280قa  ʦʶفإن  =
2إلى جداء عʨامل أولʽة مʧ الȞʷل :  aإذن تʴلʽل     5 7a b g´ 0حʽث  ´ 3a£ £  ،0 1b£ £  ،0 1g£ £.  
)و إلا  56لا ǽقa  ʦʶزȄادة على هذا     )56; 56PPCM a 1bمʻه . و  = = .  
  هي : ʦa الʺʺʻȞة للعدد إذن القّ̔    

               0 02 5 7 5a = ´ ´ 1؛                      = 02 5 7 10a = ´ ´ =     
               0 12 5 7 35a = ´ ´ 1؛                     = 12 5 7 70a = ´ ´ =     
               2 12 5 7 140a = ´ ´ 2؛                    = 02 5 7 20a = ´ ´ =     
               3 02 5 7 40a = ´ ´ 3؛                     = 12 5 7 280a = ´ ´ =         

  عدد ʻʮʟعي غʻر معدوم . n :3تʸرʥȂ مʲلʦل  
                       a  وb : ث أنʻان حʻعʻʮʟ عددان  
                       23 (11 11 )n n na += )  و  - )111 3 3n n nb += - .  
                        ʥرك الأصغر للعددیʯʵʸف الɸاʷʸال ʥʻعa  وb  .  

  
  : الʲل  

           ( )23 11 11 1 3 11 120n n n na = ´ ´ - = ´ ´ .  

           ( )11 3 3 1 3 11 2n n n nb= ´ ´ - = ´ ´  .   

          ( ) ( ); 3 11 120;3 11 2n n n nPPCM a b PPCM= ´ ´ ´ ´.  
          ( ) ( ); 3 11 120;2n nPPCM a b PPCM= ´.  
) و          )120;2 120PPCM = .  

)إذن          ); 3 11 120n nPPCM a b = ´ ´.  
         ȑأ( ) 3 1; 2 3 5 11n nPPCM a b += ´ ´ ´.  
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  أولʻة. الʲʯلʻل إلى جداء عʦامل.حʴاب القاسʤ الʯʵʸرك الأكʮر Ǻاسʯعʸال    4  

ة     هʨ جداء العʨامل الأولʽة 1أكʰر تʺاما مʧ  ؗلاهʺا bو aالقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ  :خاصʻة     الʺʱʷرؗ
 ʧلي العددیʽلʴفي تa وb  . أصغر أسǼ امل مرة واحدة وʨهذه الع ʧث یؤخذ ؗل عامل مʽʴǼ  

  أو في  aالأعداد الأولʽة الʺʨجʨدة في تʴلʽل  1p،2p، ، ...np. 1عددان ʽʰʡعʽان أكʰرا مb  ʧو a   البرهان:     
1. نʹع  bتʴلʽل     2

1 2 ... n
na p p paa a= ´ ´ 1و    ´ 2

1 2 ... n
nb p p pbb b= ´ ´ ´ .  

  أعداد ʽʰʡعʽة . 1a  ،2a ، ... ،na  ،1b ،2b  ، ... ،nbحʽث     
1 له تʴلʽل على الȞʷل : bو a للعددیd ʧؗل قاسʦ مʱʷرك      2

1 2 ... n
nd p p pgg g= ´ ´ ´ .  

1أعداد ʽʰʡعʽة و 1g  ،2g ، ... ،ngحʽث      10 g a£ 1و   £ 10 g b£ £.  
1فإن  1bو  1aالأصغر مʧ ب1d  ʧʽإذا ؗان      10 g d£ 2بʻفس الʢرȄقة  £ 20 g d£ £  ، ... ،0 n ng d£ £.  
    2d  ʧʽب ʧ2الأصغر مa  2وb و ، ... ،nd  ʧʽب ʧالأصغر مna  وnb .  
1إذا ؗان   bو aهʨ القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددیʨȞǽd  ʧن       1g d=   ،2 2g d=  ، ... ،n ng d=.  
)إذن       ) 1 2

1 2; ... n
nPGCD a b p p pgg g= ´ ´ ´  

  الʲʯلʻل إلى جداء عʦامل أولʻة..حʴاب الʷʸاɸف الʯʵʸرك الأصغر Ǻاسʯعʸال    5  
هʨ جداء العʨامل الأولʽة  1تʺاما مʧ  ؗلاهʺا أكʰر bو aالʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر لعددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ  :خاصʻة   

ة ة في تʴلʽلي العددیʧ الʺʱʷرؗ   . ذه العʨامل مرة واحدة و Ǽأكʰر أسʽʴǼث یؤخذ ؗل عامل مʧ ه bو aوغʽر الʺʱʷرؗ
أو   aالأعداد الأولʽة الʺʨجʨدة في تʴلʽل  1p،2p، ... ،np. 1أكʰر مʧ  ؗلاهʺا عددان ʽʰʡعʽان bو a   البرهان:     

1. نʹع  bفي تʴلʽل 2
1 2 ... n

na p p paa a= ´ ´ 1و    ´ 2
1 2 ... n

nb p p pbb b= ´ ´ ´ .  
  أعداد ʽʰʡعʽة . 1a  ،2a ، ... ،na  ،1b ،2b  ، ... ،nbحʽث     
1 له تʴلʽل على الȞʷل : bو a للعددیm ʧؗل مʹاعف مʱʷرك      2

1 2 ... n

nm p p pl l l= ´ ´ ´ .  
1أعداد ʽʰʡعʽة و 1l  ،2l ، ... ،nlحʽث      10 a l£ 1و   £ 10 b l£ £.  
1فإن  1bو  1aالأكʰر مʧ ب1w  ʧʽؗان  إذا     10 w l£ 2بʻفس الʢرȄقة  £ 20 w l£ £  ، ... ،0 n nw l£ £.  
   2w  ʧر مʰالأك ʧʽ2بa  2وb و ، ... ،nw  ʧʽب ʧر مʰالأكna  وnb .  
1إذا ؗان   bو aهʨ الʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر للعددیʨȞǽm  ʧن      1l w=   ،2 2l w=  ، ... ،n nl w=.  
)إذن      ) 1 2

1 2; ... n

nPPCM a b p p pl l l= ´ ´ ´   

    6ʥʻرك الأصغر  .العلاقة بʯʵʸف الɸاʷʸر لعد والʮرك الأكʯʵʸال ʤالقاس ʥʻʻعʻʮʟ ʥدی  
  عفهʺا مʶاو لʳداء قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر ومʹا 1تʺاما مʧ ؗلاهʺا أكʰر  bو ʧa جداء عددیʽʰʡ ʧعʽʽ :خاصʻة   

)الأصغر. Ǽعʰارة أخرȐ  الʺʱʷرك           ) ( ); ;PGCD a b PPCM a b a b´ = ´  
)Ǽاسʱعʺال نفس الʱرمʽز الʶابȘ البرهان:      ) ( ) 1 1 2 2

1 2 2; ; ... n nPGCD a b PPCM a b p p pg l g l g l+ + +´ = ´ ´ ´      
nفإن  nbو  naهʨ الأكʰر مʧ بnl  ʧʽو   nbو  naالأصغر مʧ بʧʽ  هng ʨ و Ǽʺا أن      n n ng l a b+ = + 

)و مʻه      ) ( ) 1 1 2 2

1 2 2; ; ... n nPGCD a b PPCM a b p p pa b a b a b+ + +´ = ´ ´ ´.  
                                        a b= ´            
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  القاسʤ الʯʵʸرك الأكʮر و الʷʸاɸف Ǻاسʯعʸال الʲʯلʻل إلى جداء عʦامل أولʻة عʥʻ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

                          ʥرك الأصغر للعددیʯʵʸ28800و  5600ال .   
   :الʲل  

         ʧلل العددیʴة . 28840و  5600نʽامل أولʨإلى جداء ع   
        5 25600 2 5 7= ´ ´ .  

       7 2 228800 2 3 5= ´ ´ .  
        ( ) 5 25600;28800 2 5 800PGCD = ´ =.  
        ( ) 7 2 25600;28800 2 3 5 7 201600PPCM = ´ ´ ´ = .                                          

  480و 4530 عددیʥلالقاسʤ الʯʵʸرك الأكʮر والʷʸاɸف الʯʵʸرك الأصغر لǺاسʯعʸال العلاقة بʥʻ  :2تʸرʥȂ مʲلʦل  
   .لهʸاعʥʻ الʷʸاɸف الʯʵʸرك الأصغر                        

   :الʲل  
)Ǽاسʱعʺال خʨارزمʽة إقلʽدس نʳد     )4530;480 30PGCD =.  

   ( ) ( )4530;480 4530;480 4530 480PPCM PGCD´ = ´ .  

)و مʻه     )
( )

4530 480
4530;480

4530;480
PPCM

PGCD

´
= .  

         ( )
2174400

4530;480 72480
30

PPCM = =    

)عʥʻ ؕل الʰʹائʻات  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   );a b الأعداد ا ʥلة :مʸʱل الʦة حلʻعʻʮʠل  

                       
( )

18000

; 600

a b

PPCM a b

ì ´ =ïïíï =ïî
  

  : الʲل  
  . bو  aالقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددیd  ʧنʶʺي    
a'نʸع     d a= b'و    ´ d b=   عددان ʽʰʡعʽان أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . b'و  a'حʽث   ´
)و نعلʦ أن     ) ( ); ;PPCM a b PGCD a b a b´ = 600.إذن  ´ 18000d´ 30dو مʻه  = =  
  الʳʺلة تʱؔب :   

                      
2 ' ' 18000

' ' 600

d a b

d a b

ìï ´ =ïíï ´ ´ =ïî
   

'و نʱʻʱʶج أن     ' 20a b´ 'ȃالʱالي(و   = 1a 'و = 20b ') أو (= 4a 'و = 5b ') أو (= 5a 'و = 4b =(  
'أو (    20a 'و = 1b =.(  
  الʴلʨل هي الʻʲائʽات   

     ( ) ( ); 30;600a b =    ،( ) ( ); 120;150a b =    ،( ) ( ); 150;120a b =     ،( ) ( ); 600;30a b =.  
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  زوʻرهʹة بʮم.  
  حʽث  :   vو uأولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا إذا و فقط إذا وجد عددان صʴʽʴان  bو aن صʴʽʴاناʨȞǽن عدد  :مʮرهʹة    

                                               1au bv+ =  
)ȑ أ ن صʴʽʴان أولʽان فʽʺا بʻʽهʺااعدد bو aأنّ  نفرض  البرهان:     ); 1PGCD a b      bأو aمʻه أحد العددیʧ و  =

  غʽر معدوم . aوم . نʹع غʽر معد    
     ʧؔʱلE  لȞʷال ʧة مʴʽʴʸعة الأعداد الʨʺʳمau bv+  ثʽحu وv اناعددʴʽʴن ص ʺʳʺال . ʨ عةE  ةʽر خالʽغ  
1uعʸʻر مʻها ( Ǽأخذ  aلأن     0vو = =  ʥؗذال (a- ʧر مʸʻعE أخذǼ )1u = 0vو - = ʧأحد العددی. (  
   a أوa-  عةʨʺʳʺجب تʺاما .إذن الʨمE  ʧȞʽجب تʺاما على الأقل . لʨعلى عدد م ȑʨʱʴتm أصغر هذه الأعداد  
0حʽث أن  0vو 0uن ا؛ یʨجد إذن عددان صʴʽʴ الʺʨجʰة تʺاما     0m au bv= + .  
aتʱؔب  mعلى  aالقʶʺة الإقلʽدǽة للعدد      m q r= 0ن وعددان ʽʰʡعʽا rو qحʽث + r m£ <  .  
rو مʻه :      a m q= )و Ǽالʱالي - ) ( ) ( )0 0 0 01r a a u b v q a q u b q v= - + = - +   عʸʻر مr  ʧو مʻه   -
Ǽ )01uأخذ  Eالʺʨʺʳعة      qu= 0vو - q v= 0و Eأصغر عʸʻر مʨجب تʺاما مǼ (m  ʧʺا أن  - r m£ <   
0rفإن      aو مʻه  = m q=  اليʱالǼ وm   ʦʶقǽa  ت أنʰʲقة نȄرʢفس الʻب .m   ʦʶقǽb .  
1mإذن      0حʽث 0vو 0uهذا ǽعʻي وجʨد ا. و ن فʽʺا بʻʽهʺأولʽا نان صʴʽʴاعدد bو a لأن = 0 1au bv+ = .  
1auعʽʶȞا : نفرض      bv+ =  )a  ،b ،u ،v ة ) نʹعʴʽʴأعداد ص( );d PGCD a b=  .  
    d ʦʶقǽ a وb  هʻو م d ʦʶقǽ au bv+   اليʱالǼ وd  ʦʶقǽ1 ȑ1أd   أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . bو a، و مʻه  =

)الʻʲائʽة   :ملاحظة   );u v  أجل ʧلا مʲدة .مʽت وحʶʽ3لa 2bو = = .1 3 1 2 1´ - ´ 1و  = 3 2 2 1- ´ + ´ =.      
    خʦاص .    
  حʽث : vو uد عددان صʴʽʴان ʨجیفإنه  bو aالقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر لعددیʧ صd ʧʽʴʽʴإذا ؗان :1خاصʻة    

                                               au bv d+ =  
a'قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر. نʹع ʧd و لʧȞʽعددان صʴʽʴان غʽر معدومb ʽو a البرهان:     d a= و'b d b=    

 حʽث   vو uن ان صʴʽʴاعدد عددان صʴʽʴان أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . و مʻه وحʶب مʰرهʻة بʽزو یʨجد b'و a'حʽث     
' ' 1a u b v+ 'نʸʴل على: ،Ǽdʹرب الʢرفʧʽ في .= 'd a u d b v d+ = ȑأau bv d+          .وهʨ الʺʢلʨب =

  أولي مع ؗل الأعداد الʱي لا ǽقʶʺها .  aعددا أولʽا فإن  aإذا ؗان  :2خاصʻة   
)، نʹعpلا ǽقʰل القʶʺة على اʽʰʡعʽ اعدد aو اأولʽ اعدد pلʧȞʽ  :البرهان     );PGCD a p d=. ا أنʺǼp أولي  
1dفإن     dأو = p= وd  ʦʶقǽ لاa  1إذنd   .aع أولي م p، و مʻه =
bأولي مع جدائهʺا  aفإن   cو  bعددا أولʽا مع عددیʧ صa  ʧʽʴʽʴإذا ؗان  :3خاصʻة    c´   .  
  ، إذن حʶب مʰرهʻة بʽزو تʨجد أعداد صʴʽʴة . cو bمع عددیʧ صʧʽʴʽʴ اأولʽ اعدد aلʧȞʽ  :البرهان    
   u  ،v ،'u  ،'v  : ثʽ1حau bv+ 'و = ' 1au c v+   ʢǼرف نʸʴل على: انʹرب ʡرف . =
   2 ' ' ' ' 1a u u a cu v abu v bc v v+ + + =   ȑأ( ' ' ' ) ( ') 1a au u cu v bu v bc v v+ + + =  
  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . bcو aحʶب مʰرهʻة بʽزو  و مʻه و   
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  . اʻʮʟعʻ اعدد nلʥȜʻ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

                         ʥت أن العددیʮ4أث 3A n= Bو  - 5 4n=   ن فʸʻا بʻʹهʸا .عددان أولʻا -
  ن فʸʻا بʻʹهʸا ʥȜʸǻ اسʯعʸال مʮرهʹة بʻزو .ان أولʻعددا Bو  Aأن العددیʥ  للʰرهان على  ʟرȂقة:   
  :الʲل  

5العدد نʶʴب          4A B- .  

        
( ) ( )5 4 5 4 3 4 5 4

5 4 20 15 20 16

5 4 1

A B n n

A B n n

A B

- = - - -

- = - - +

- =

                 

)إیʽʱان بʽزو             .       ن فʽʺا بʻʽهʺاعددان أولʽا Bو  A مʰرهʻة بʽزو حʶبو  مʻهو          )1730 1783-  
135حʻث أن  vو ʥu عʥʻ عددیʥ صʻʲʻʲ :2تʸرʥȂ مʲلʦل   55 5u v+ =.   
   :الʲل  
  135 55 2 25= ´ +  ،  55 25 2 5= ´ +  ،  25 5 5= ´ .  
)إذن     )135;55 5PGCD = .  
   5 55 25 2= - ´ .  
   25 135 55 2= - ´ .  
   ( )5 55 135 55 2 2= - - ´ ´.  
   ( )5 135 2 55 5= ´ - + 2u. و مʻه  ´ = 5vو  - = .             
  . اصʲʻʲ اعدد nلʥȜʻ  :3تʸرʥȂ مʲلʦل  

1nأثʮت أن  )1 2و  + 3n   أولʻان فʸʻا بʻʹهʸا . +
1nأثʮت أن  )2 3و  + 4n  أولʻان فʸʻا بʻʹهʸا . +

1nاسʯʹʯج أن  )3 26و  + 17 12n n+   أولʻان فʸʻا بʻʹهʸا . +
  : الʲل  

  نلاحظ أن : )1
   ( ) ( )2 3 2 1 1n n+ - + 2فإن العددیʧ مʰرهʻة بʽزوإذن وحʶب  = 3n 1nو +   أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . +
  نلاحظ أن : )2

   ( ) ( )3 4 3 1 1n n+ - + 3فإن العددیʧ مʰرهʻة بʽزوإذن وحʶب  = 4n 1nو +   أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . +
  نلاحظ أن : )3

    ( )( ) 22 3 3 4 6 17 12n n n n+ + = + + .  
Ǽ1nʺا أن      + ʧ2أولي مع ؗل م 3n 3و  + 4n 1nفإن   + 26أولي مع جدائهʺا  + 17 12n n+ +   
  .  3و هذا حʶب الʵاصʽة    
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  ʦرهʹة غʮص .م  
  ثلاثة أعداد صʴʽʴة غʽر معدومة .  cو a  ،b :مʮرهʹة    

  .                                            ǽcقa ʦʶ، فإن  bمع  اأولa ʽو ؗان  ǽbcقʦʶ الʳداء  aإذا ؗان               
  نهʻة بʽزو یʨجد عددا. إذن حʶب مʰر  ʧ فʽʺا بʻʽهʺایʧ صʧʽʴʽʴ غʽر معدومʧʽ أولʽʽعدد bو a لʧȞʽ  البرهان:   

1auحʽث : vو uن صʴʽʴا     bv+ = .  
     ʧȞʽلc اعدد ʴʽʴث  اصʽر معدوم حʽغa  داءʳال ʦʶقǽbc.   
1auنʹرب ʡرفي الʺʶاواة      bv+ c، نʸʴل على  cفي  = au cbv c+ =.  
ǽbقʦʶ الʳداء  aمʧ الʺعʽʢات      c هʻو م a  داءʳال ʦʶقǽbc v ا أنʺǼ و a   داءʳال ʦʶقǽa cu  فإنa   ʦʶقǽ  
    a cu bc v+  ȑأa   ʦʶقǽc  .  
     خʦاص .   
  عدد أولي . ʧp وʽعددان ʽʰʡعʽان غʽر معدوم bو a :1خاصʻة    

  .                                           ǽbقp ʦʶأو ǽ aقp ʦʶ ، فإن ǽabقʦʶ الʳداء  pإذا ؗان                
  . ǽabقʦʶ الʳداء  p.حʽث  اأولʽ اعدد ʧp و لʽʧȞʽر معدومعددان ʽʰʡعʽان غb ʽو a   البرهان:    

  الʵاصʽة مʴققة. ǽ aقp ʦʶإذا ؗان  ·            
)فإن  aلا ǽقp ʦʶإذا ؗان  ·             ); 1PGCD a p   . pو 1عدد أولي وقاسʺʽه هʺا  pلأن =

  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . pو aإذن                
  . ǽbقp  ʦʶو حʶب مʰرهʻة غʨص فإن  aو هʨ أولي مع ǽabقʦʶ الʳداء  pو Ǽʺا أن                

  و مʻه صʴة الʵاصʽة .   
  أعداد ʽʰʡعʽة غʽر معدومة . cو a ،b :2خاصʻة   

  . bcمʹاعف للʳداء ʧa فʽʺا بʻʽهʺا فإن أولc ʽʽو bوؗان  cو bللعددیʧ  امʹاعف aإذا ؗان                
  . cو bمʹاعف للعددیa  ʧأعداد ʽʰʡعʽة غʽر معدومة .حʽث  cو ʧؔa ،bلʱ  :البرهان    
    a مʹاعف للعددb عي إذنʽʰʡ جد عددʨیd ثʽحa db=  .  
    a مʹاعف للعددc عي إذنʽʰʡ جد عددʨی'd  ثʽح'a d c=  .  
db'إذن       d c=.  
    c  ʦʶقǽ'd c  هʻو مc  ʦʶقǽdbا أنʺǼ.c أولي معb  ص فإنʨة غʻرهʰب مʶو حc ʦʶقǽd جد عددʨإذن ی.  
d"حʽث  d"عدد ʽʰʡعي      d c= .  
aنعʨض في      db=  ل علىʸʴن"a d cb=  هʻو مa مʹاعف للعددbc  
  و مʻه صʴة الʵاصʽة .   
1لأن ( 3مʹاعف لِـ  116916العدد  :مثال     1 6 9 1 6 24+ + + + +   ) 3مʹاعف لِـ  24و  =

  ) ǽ4قʰل القʶʺة على  العدد الʺʨȞن مʧ الآحاد و العʷرات 16لأن (  4مʹاعف لِـ  116916العدد            
3مʹاعف لِـ  116916أولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا فإن  4و Ǽ3ʺا أن               12أȑ مʹاعف لِـ ´4
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)مʦʸʱعة حلʦل الʸعادلة ذات الʱʸهʦل ¢2) عʥʻ في الʦʸʱʸعة 1  :1تʸرʥȂ مʲلʦل    );x y:9 16 0x y- =.  

)تأكد أن الʰʹائʻة  )2 )ذات الʱʸهʦل حل للʸعادلة 2;4( );x y:9 16 4x y- =  .  
)مʦʸʱعة حلʦل الʸعادلة ذات الʱʸهʦل ¢2اسʯʹʯج في  )3 );x y  :9 16 4x y- =. 

   الحل:   
         1( 9 16 0x y- 9و مʻه  = 16x y= .  
         16  ʦʶقǽ16y  اتاليǼ 16و  ʦʶقǽ9x Ǽ 16فإن  9أولي مع  16ʺا أن ʦʶقǽx   

16xنʹع            k=  ثʽحk . حʽʴعدد ص  
Ǽ9الʱعȄʨض في الʺʶاواة            16x y= ل علىʸʴن( )9 16 16k y= هʻ9و مy k= . 

)الʴلʨل هي الʻʲائʽات مʧ الȞʷل           )16 ;9k k  ثʽحk             . حʽʴصعدد صʨمارك غ( )1777 1855-  
         2 (9 4 16 2 36 32 4´ - ´ = - )و مʻه = 9 حل للʺعادلة 2;4( 16 4x y- =  .  
9مʡ ʧرفي الʺعادلة ʢǼ  ( 4رح3          16 4x y- 9نʸʴل على  = 16 4 0x y- - = .  
9و نعلʦ أن         4 16 2 4´ - ´ )إذن = )9 16 9 4 16 2 0x y- - ´ - ´ ). و مʻه= ) ( )9 4 16 2x y- = - .  
       16  ʦʶقǽ16( 2)y )ǽ9قʱ16  ʦʶالي لو Ǽا - 4)x - Ǽ 16فإن  9أولي مع  16ʺا أن ʦʶقǽ4x -   

4نʹع          16x k- 16عدد صʽʴح أk  ȑحʽث  = 4x k= +  
)ǼالʱعȄʨض في الʺʶاواة          ) ( )9 4 16 2x y- = )نʸʴل على  - )9 16 16( 2)k y= 9مʻهو  - 2y k= + . 

)الʴلʨل هي الʻʲائʽات مʧ الȞʷل         )16 4;9 2k k+                                          عدد صʽʴح .           kحʽث  +
)أثʮت أن العدد . اʻʮʟعʻ اعدد nلʥȜʻ  :2تʸرʥȂ مʲلʦل   )( )5 1 13 1A n n n= +   .ǻ6قʮل القʸʴة على  +
، لأن                 3و على  ǻ2قʮل القʸʴة على ȜǻAفي الʮرهان أن ǻ6قʮل القʸʴة على  Aأن العدد  للʰرهان على  ʟرȂقة:   
  أولʻان فʸʻا بʻʹهʸا. 3و  2               
  .2القʶʺة على ǽقʰل Aنʰرهʧ أن  ·الʲل:   
   ʧعي  مʽʰʡ أجل ؗل عددn اʻلدی[ ]0 2n º  أو[ ]1 2n º .  
]إذا ؗان     ]0 2n º فإن[ ]0 2A º .  
]إذا ؗان     ]1 2n º  فإن( ) [ ]5 1 6 2n + º  و[ ]6 0 2º   هʻو م( ) [ ]5 1 0 2n + ºاليʱالǼ و[ ]0 2A º  
    ʧʽʱالʴإذن في ال[ ]0 2A º  عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧإذن م .n : [ ]0 2A º.  

  .ǽ3قʰل القʶʺة على Aنʰرهʧ أن  ·       
   ʧعي  مʽʰʡ أجل ؗل عددn اʻلدی[ ]0 3n º  أو[ ]1 3n º  أو[ ]2 3n º .  
]إذا ؗان     ]0 3n º فإن[ ]0 3A º .  
]إذا ؗان     ]1 3n º  فإن( ) [ ]5 1 6 3n + º  و[ ]6 0 3º   هʻو م( ) [ ]5 1 0 3n + ºاليʱالǼ و[ ]0 3A º.  
]إذا ؗان     ]2 3n º  فإن( ) [ ]13 1 27 3n + º  و[ ]27 0 3º   هʻو م( ) [ ]13 1 0 3n + º اليʱالȃو[ ]0 3A º.  
]الʲلاث إذن في الʴالات    ]0 2A º .  أجل ʧعي إذن مʽʰʡ ؗل عددn : [ ]0 3A º .  
  A ة علىʺʶل القʰقǽ2  ا أن  3و علىʺǼ هʺا فإن  3و  2وʻʽا بʺʽان فʽأولA  ة عليʺʶل القʰقǽ6 .   
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   تعʥʻʻ معاملي بʻزو    

        a وb  ثʽان حʽعʽʰʡ 0عددانa b  .   

   ʧʽʱʽالʱʱʺر الʰʱنع nr  ، nq  ثʽح ,nr PGCD a b 1و 1a q b r   ،2 1 2b q r r   ،1 2 2 3r q r r   ...  

  2 1 2n n nr q r r    

ن لʧؔʱ الʺʱʱالʱʽا   nu و nv  : ثʽ0ح 0a u a v b   ،1 1b u a v b  1و 1n n nr u a v b    

   1 ʧʽع (  ʧʽʱʽائʻʲال 0 0,u v و 1 1,u v .  

) أحʶب 2    2 2,u v  1بدلالةq .  

  . 2qو 2vو 2uبدلالة  3vو 3u) أحʶب 3   

   4 ʧدیʴة للʽ4) أعد العʺلu 4وv .  

1nu) أعط تʻʽʺʵا لعʰارتي 5     1وnv  بدلالةnq  ،1nu  ،nu ،1nv  وnv .  

n   ،1) برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 6    1n n n nu u q u      1و 1n n n nv v q v   .   

  ʺال مʳدول لʱعʧʽʽ معاملي بʽزو .اسʱع      

  ؛  أحʳز الʽʣʨفة   4Bفي الʵلʽة       

  ؛أحʳز الʽʣʨفة  4Cوفي الʵلʽة      

      ʧʽʱʽلʵدّد الʴ4نB 4وC  ب إلى الأسفلʴʶن ʦمعاً ث.  

ونʸʴل على       gcd , 5p a b   دʨʺد في العʨجʨʺالB،  

  . 0في الʵلʽة ساǼقة للʵلʽة الʱي تʷʺل العدد هʨ و       

  ؛أحʳز الʽʣʨفة   4Fفي الʵلʽة       

  ؛ أحʳز الʽʣʨفة  4Gوفي الʵلʽة       

       ʧʽʱʽلʵدّید الʴعد تǼ4F 4وG لʸʴب إلى الأسفل ونʴʶن  

على معاملي بʽزو الʺʨجʨدیʧ في نفس الʢʶر للعدد      gcd , 5p a b .  

  . الʽʣʨفة  2H، ونʳʴز في الʵلʽة  ʽHف العʺʨد للʴʱقȘʽ نʹ     
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 فʻرما  لـِ ʮʸرهʹة الʶغʻرة ال       

   
  .»الʸغʽرة  Fermat فʽرما مʰرهʻة «الʺʰرهʻة الʺʶʺاة Ǽاسʨ :ʦ إثʰاتهدف هال    

) ǽقʦʶ العدد pفإن  pعددا ʽʰʡعʽا لا ǽقʰل القʶʺة على  aعددا أولʽا و p"إذا ؗان     )1 1pa -   وتʶʺى " -
  .» Fermat فʽرما الʺʰرهʻة الʸغʽرة لِـ  «هذه الʳʽʱʻة    

  لالʱزء الأوّ 
ǽ65قʦʶ  7 )  تʴقȘ أن :1 ǽ48قʦʶ  5وأن   -1 ǽ46قʦʶ  5وأن   -1 ǽ109قʦʶ  11وأن   -1 1- .  
  ؟. اشرح لʺاذا   93-  1لا ǽقʦʶ  12و 26 – 1لا ǽقʦʶ  3و 511 – 1لا ǽقʦʶ  6)  تʴقȘ مʧ أن : 2
3ʺǽ أجل) هل ʧة مʻرهʰʺهذه ال Șʽʰʢت ʧȞ4p 5aو = )العدد pة هل ǽقʽʦʶفي هذه الʴالة الʵاص ؟= )1 1pa -   ؟-
  ؟ ماذا ʧȞʺǽ أن نʱʻʱʶج 

  الʱزء الʰاني
  ʧȞʽ9لa 5pو = E}1  ;2 ;3 ;4: {  الʺʨʺʳعة Eونʶʺي   = =  

  .pعلى ka عددإلى Ǽاقي القʶʺة الإقلʽدǽة لل   kr ، نرمز ǼالرمزEمk  ʧمʧ أجل ؗل عʸʻر) 1
 ʧʽ1عr ،2r  ،3r  ،4r  ّ̔ب ʦأنّ ث ʧ  عةʨʺʳʺال{ }1 2 3 4; ; ;r r r r  هيE.  

] : اسʱʻʱج أنّ  )2 ]9 18 27 36 4 3 2 1 5´ ´ ´ º ´ ´ ) : وأنّ  ´ )( ) [ ]49 1 4 3 2 1 0 5- ´ ´ ´ º    .   
)ǽقʦʶ العدد  5 اسʱʻʱج أنّ  )3 )49 1- .  

  الʱزء الʰالث 
 ʧȞʽلp ا وʽعددا أولa قǽ ا لاʽعʽʰʡ ة على عدداʺʶل القʰp.  يʺʶنEعةʨʺʳʺال :{ }1;2;3;...; 1p -  
0kr؛   Eمk ʧمʧ أجل ؗل عʸʻر  ر أنهبرّ  .pعلى kaإلى Ǽاقي القʶʺة الإقلʽدǽة للعدد  kr)  نرمز Ǽالرمز1 ¹.  
2(  ʧȞʽلk و'k  ʧم ʧȄرʸʻعE ثʽʴǼ : 'k kr r=   ّت أنʰأث  ( )'k k a- ة علىʺʶل القʰقǽp   و أن'k k=.  
)تʷʺل ʧF أنّ بّ̔ . Eفي الʺʨʺʳعة  kریʱغّ̔  عʻدما krمʨʺʳعة الʨʰاقي Fنعʰʱر )3 )1p Eأن عʸʻرا  و - F=.  
)Ǽاعʰʱار الʳداء )4 )2 3 ... 1a a a p a´ ´ ´ ´ )و Ǽʺلاحʤة أن: - )1 2 3 1... 1 2 3 ... 1pr r r r p-´ ´ ´ ´ = ´ ´ ´ ´ -. 

    ʧنّ أبره : ( ) ( )( ) [ ]1 1 1 2 3 ... 1 0pa p p- - ´ ´ ´ ´ - º.  

ǽ 1قp ʦʶ أنّ  اسʱʻʱج) 5   1pa - -.  

  الʱزء الراǺع
)فإن العدد  pومʧ أجل ؗل عدد أولي  aه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي نّ ʧ أبّ̔     )pa a- ة علىʺʶل القʰقǽp. 
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  .موضوع محلول 

: ʥȂرʸت  
نعʰʱر الʺعادلة  .1 E  :109 226 1x y  

  ن .عددان صʴʽʴا yو xحʽث
. ماذا  226و 109عʧʽ القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددیʧ  أ )

الʺعادلة  فʽʺا ʵǽصʧȞʺǽ اسʱʻʱاجه  E ؟  
برهʧ أن مʨʺʳعة حلʨل الʺعادلة ب) E  عةʨʺʳهي م

الʻʲائʽات مʧ الȞʷل 141 226 ;68 109k k   ،
  . عدد صʽʴح kحʽث

أصغر  d) اسʱʻʱج أنه یʨجد عدد ʽʰʡعي وحʽد غʽر معدومجـ
 ȑاوʶǽ أو ʧر معدوم226مʽد غʽعي وحʽʰʡ جد عددʨȄ؛ وe 

Șقʴǽ109 1 226d e يʱʺʽق ʧʽʽلب تعʢǽ)dوe.( 

  عدد أوّلي . 227برهʧ أن .2
226aحʽث aمʨʺʳعة الأعداد الʽʰʢعʽة  Aنʶʺي .3   .

 ʧʽʱر الدالʰʱنعf وg عةʨʺʳʺللA  . هاʶفي نف  
f ل عددȞǼ Șترفa ةʺʶاقي قǼ ،109a ؛ 227علىg  Șترف

  . 227على  Ǽ ،141aاقي قʶʺة ȞǼaل عدد
تʴقȘ مʧ أنّ  أ ) 0 0g f    .  
برهʧ أنه مʧ أجل ؗل  ب) 0a A   ،

 226 1 227a  .  
ب) أنه مʧ أجل ؗل  .1) اسʱʻʱج مʧ جـ 0a A   ،

 g f a a   ʧل عʨما الق  . f g a a   ؟   

    .عـاليـقت                                                                     .ل مختصرح 

نʸʴل علىǼاسʱعʺال خʨارزمʽة أقلʽدسأ ).1 gcd 226,109 1p . 
ʴǽققان yو xنمʰرهʻة بʽزو یʨجد على الأقل عددان صʴʽʴا حʶب E  

نʧʺʵ مʧ الʻʲائʽة  ب) 141 226 ;68 109k k   أن 141,68  حل خاص
للʺعادلة E  دʳن Șʽقʴʱالȃ109و 141 226 68 1    .  هʻوم

109 226 109 141 226 68x y     ȑأ   109 141 226 68x y   
نʽʺʶها 'E .226 ʦʶقǽ 109 141x  و gcd 226,109 1p   بʶإذن ح
ǽقʦʶ 226غʨص 141x  ȑ141أ 226x k   معk �  ض فيȄʨعʱالȃو
 'E دʳ68ن 109y k 226إذن 141x k  109و 68y k   مع

k � ضȄʨعʱالǼ اʽʶȞوع     . 141 226 ;68 109k k   في E  دʳن
   109 141 226 226 68 109 1k k    .  

109) جـ 1 226d e   اهʻ109مع 226 1d e  ج أنʱʻی Șʰومʺا س .  
226 141d k  109و 68e k   ا أنʺȃ0و 226d   اهʻمع

0 226 141 226k    دʳʻ0فk   ȑ141أd  68وe  .  
2. 227 15,07 ʧن أصغر مʨؔي تʱة الʽالأول ʦاسʨ2هي227والق ،
  أوّلي 227لا ǽقʰل القʶʺة على أȑ مʻها إذن227والعدد 3،5،7،11،13
أ )  .3 1090 0 227  إذن 0 0f   هʻوم  141

0 0f     إذن
   141
0 0 227f     ȑأ 0 0g f    .  

0حʽث  aعدد أولي إذن هʨ أوّلي مع ؗل  227ب)  227a  هʻومa ل  لاʰقǽ
وحʶب الʺʰرهʻة الʸغʽرة لفرما  227القʶʺة على 226 1 227a  .  

مʧ أجل ؗل  )جـ 0a A   ،     141
227g f a f a        ا أنʺǼ

   109 227f a a  فإن     141141 109 227f a a    إذن
   109 141 227g f a a     بʶ109ب)  .1وح 141 1 226 68    

ومʻه 68109 141 226a a a  ا أنʺǼ 226 1 227a  فإن   68226 1 227a   هʻوم
   68226 227a a a  إذن   227g f a a     

وȃالʺʲل      109
227f g a g a       ȑأ      109141 227f g a a   

ومʻه   227f g a a     

  
  

 ʧاص مʵل الʴاج الʱʻʱاس ʧȞʺǽ
  أقلʽدس .خʨارزمʽة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

الʺʢلʨب الʰرهان على عدد أولي 
  الʴاسʰة غʽر ؗاف . وȃالʱالي برنامج

  
  
  

  رماʽف لِـ لؔي نȘʰʢ الʺʰرهʻة الʸغʽرة
لا  ʳǽaب الʰرهان على الʷرȋ أن
 .ǽ227قʰل القʶʺة على العدد الأولي

 ʥذل تȘʽʰʢ خʨاص الʺʨافقات وؗ
  الʨʵاص على القȐʨ الʽʰʢعʽة
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  .وجّهموضوع م 

  

   .نبيهت 
رȑ تʴدید الʺʨضʨع الʺʢروح وأȑ مʶلʳǽ ʥب اتʵاذه ، على سʽʰل مʧ الʹرو 

ʨامل الʺʲال هʻا ، للʰرهان أنّ عددیʧ أوّلʽان ʳǽب الʱفʽؔر في الʴʱلʽل إلى جداء ع
  أولʽة أو اسʱعʺال مʰرهʻة بʽزو .

  الʶؤال على الدرس هʨ الأداة الرئʽʶʽة للاسʱدلال .
  

  (من بكالوريا) .تمرين 
a وb . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
1auحʽث  vو uبرهʧ أنّه إذا وجد عددان صʴʽʴان  .1 bv   ّفإنa وb انʽهʺا . أوّلʻʽا بʺʽف  
اسʱʻʱج أنه إذا ؗان  .2 22 2 1a ab b    ّفإن ،a وb . هʺاʻʽا بʺʽان فʽأوّل  
الʺʢلʨب تعʧʽʽ ؗل الʻʲائʽات  .3 ;a b  ثʽر الʺعدومة حʽة غʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم 22 2 1a ab b   .  

كل ثʻائʽة  ;a b . ى حلاʺʶت ȋرʷال Șقʴت  
bعʻدما ʨȞǽن  aعʧʽ  أ ) a .  
تʴقȘ مʧ أنّ  ب) 1;1  ، 2;3 و 5;8 . ل خاصةʨهي ثلاث حل  
بʧّ̔ أنّه إذا ؗانت  ج) ;a b  حلا وإذا ؗانa b  2فإن 2 0a b  .  
بʧّ̔ أنّه إذا ؗانت  . أ )4 ;x y ʧلف عʱʵǽ حلا خاصا 1;1  ّفإن ;y x x و ;y y x .حلان ʥهʺا ؗذل  

  ثلاث حلʨل أخرȐ .. ب) 3اسʱʻʱج مʧ  ب)
نعʰʱر الʺʱʱالʽة  .5 na  ر معدومة والʺعرفةʽة غʽعʽʰʡ 0:  بـِ حدودها أعداد 1 1a a   عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧومn 
 ،2 1n n na a a  .  

n  ،برهʧ أنّه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  1;n na a   . هي حل  
 ʧج أنّ العددیʱʻʱاسna 1وna  . هʺاʻʽا بʺʽان فʽأوّل  

  
  .توجيهات 
1. ʥʻȞʺǽ  ىʸعʱرهان الأمر ،، إن اسʰعانة بʱزو . الاسʽة بʻرهʰم  

  . 1و 1هʨ مرȃع لؔل مʧ العددیʧ  1تʳّ̒ب الʷʻر واعʰʱر أنّ  .2

لْف لإثʰات أنّ  ج) .3 ُɻ 1abاسʱعʺل الʰرهان Ǽال  2و 2 0a b   مع)a b. (  

2تʳّ̒ب الʶʴاǼات الȄʨʢلة ، واسʵʱرج الʻʲائʧʽʱʽ مʧ العʰارة  . أ )4 2x xy y   أو
العʰارة  2 2x xy y  .  

لإثʰات أنّ استعمل البرهان بالتراجع  .5 1;n na a   . هي حل  
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  تمارين تطبيقية
  

  الأعداد الأوّلية .ـ  1

إراʨʡسʱان عʧʽ الأعداد الأولʽة  جدولǼاسʱعʺال 
 ʧʽرة بʨʸʴʺ150و  1ال .  

أ ـ ما هʨ عدد القʶʺات الʱي ʧȞʺǽ إجرائها على الأعداد 
  أولي ؟ 1429الأولʽة الʺʱʱاǼعة لʺعرفة أن العدد 

بدون اسʱعʺال حاسʰة ولا جدول الأعداد الأولʽة بʧʽ ب ـ 
  لʽس أولʽا . 1429أن 
غʽر أولي  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ـأ 

 ʧر تʺاما مʰل قاسʺا  1وأكʰقǽa  ثʽا حʽأولa n .  
 ʧة الأصغر مʽهي :  30ب ـ الأعداد الأول

2،3،5،7،11،13،17،19،23،29 .  
  أولʽا . 853اشرح لʺاذا العدد 

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة أذؗر إن ؗان العدد 
  .أولʽا 

  . 1023ج ـ          341.          ب ـ  251أ ـ 
تعرف على الأعداد الأولʽة مʧ بʧʽ الأعداد الʺقʱرحة 

،  1549،  3411،  1933،  3705،  937الʱالʽة :
4163 .  

n  ʧعي أصغر مʽʰʡ ة  150عددʺʶل القʰقǽ لا ،
  على الأعداد الأولʽة الʱʶة الأولى .

  أولي ؟ nهل العدد 
7nعددا ʽʰʡعʽا أولʽا فإن  nؗان برهʧ أنه إذا   

  ʨȞǽن غʽر أولي .
n  ʧر تʺاما مʰعي أولي أكʽʰʡ 3عدد .  

ʱȞǽ3ب على الȞʷل  nبرهʧ أن  1k  3أو 1k   مع
k � . ح ؟ʽʴس صȞهل الع  
 ʧȞʽلp  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰا أكʽ5عددا أوّل .  

  ʱȞǽب على الȞʷل :  pأ ـ برهʧ أن 
12 1k   12أو 1k  12أو 5k   12أو 5k    

kمع  � .  
 ʧȞʽ2ب ـ ل 11N p   لʸفǼ رهانʰعʺال الʱاسǼ

  . 24على  Nالʴالات ، عǼ ʧʽاقي قʶʺة 

n  ʧر تʺاما مʰعي أوّلي أكʽʰʡ 3عدد .  
8أ ـ برهʧ أن  1n   Șافʨردید  1أو 0یʱ3ب .  

8ب ـ اسʱʻʱج أنه إذا ؗان العدد 1n   ا ، فإن العددʽأول
8 1n  . اʽس أولʽل  
 ʧȞʽلp  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰا أكʽ5عددا أوّل .  

2pو pبرهʧ أنه إذا ؗان    فإن ʧʽʽأوّل ʧعددی
1p   ة علىʺʶل القʰقǽ6  
p  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أوّلي أكʽʰʡ 3عدد .  
2برهʧ أن   1p  ةʺʶل القʰقǽ  8على .  

n  ثʽعي حʽʰʡ 5عددn  .  
  :برهʧ أن أحد مʧ الأعداد الʱالʽة  ـأ 
1n ،3n ،7n  ،9n   ،13n   ،15n   ،

  . ǽ5قʰل القʶʺة على 
، الʱي تʨؔن الأعداد الʱʶة الʶاǼقة nهل تʨجد قʦʽ للعدد ـب 

  أولʽة ؟
n عي وʽʰʡ 2عدد 3 2a n n   .  

  أولʽا ؟ aالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  nهل تʨجد قʦʽ للعدد
، العدد  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

2 8 15n n  . اʽس أولʽل  
n ر معدوم .عʽعي غʽʰʡ دد  

!نʹع  1 2 3 ...n n      عاملي)n(  
1 (b  ثʽر معدوم حʽعي غʽʰʡ 2007عددb .  

a!2007أ ـ  b   أن العدد ʧبره ،a  ّس أوʽا .لʽل  
  عددا مʱʱاǼعا لʽس أوّلʽا. 2007 لِـب ـ اسʱʻʱج قائʺة 

عددا مʱʱاǼعا  3000لِـ ) ʽؗف ʧȞʺǽ إنʷاء Ǽالʺʲل ، قائʺة 2
  لʽس أوّلʽا .

  أولي . 173أ ـ تʴقȘ مʧ أن العدد 
ب ـ عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,x y  ثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم

2 2 173x y  .  
عدد ʽʰʡعي أوّلي فردȑ . عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  pـ  ج

 ,x y  ثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧ2م 2x y p  .  
أ ـ أنʷر الʳداء   2 21 1a a a a    .  

 ʧʽب ـ ع و  نʨȞǽ ىʱح
 22 1a a a       .  

1

2

3

4

5

7

6

8

9

10

11

12

13

14

16

15

17

18
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عدد صʽʴح . هل ʧȞʺǽ للعدد  aلʧȞʽ  جـ ـ
4 2 1a a  ا ؟ʽن أوّلʨȞǽ أن  

  ولʻة :الʲʯلʻل إلى جداء عʦامل أ
  عʧّ̔ ؗل القʨاسʦ الʺʨجʰة لؔل مʧ الأعداد : 

  . 121و 1980،  400،  360
: ʧر العددیʰʱنع  

 4 5 22 3 5 7 11a      3 ؛ 22 3 7 11b       
  . ǽbقʰل القʶʺة على  aالعدد ) برر أن 1
  ؟ bعلى  a) ما هʨ حاصل قʶʺة العدد 2

  ما هي قʨاسʦ مرȃع عدد ʽʰʡعي أوّلي ؟
  . 725) حلل إلى جداء عʨامل أوّلʽة العدد 1
  . 725) عʧʽ ؗل القʨاسʦ الʺʨجʰة للعدد 2
) عʧʽ ؗل الʻʲائʽات 3 ,x y  ةʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم

 Șقʴي تʱ2ال 2 725x y  .  
 ʧȞʽلa  ʦʶأنه إذا ق ʧعي . برهʽʰʡ 2العدد  2عددa 
  . ʨȞǽaن قاسʺا للعدد  2فإن 
a  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 2عدد .  

 pفإن  ǽ2aقp  ʦʶبرهʧ أنه إذا ؗان العدد الأولي 
 ʦʶقǽa .  

هʨ مرȃع تام مN  ʧأ ـ ʽؗف ʧȞʺǽ معرفة أن عددا 
  خلال تʴلʽله إلى جداء عʨامل أولʽة ؟

 ʽʴǼ240nث ʨȞǽن  nب ـ عʧʽ أصغر عدد ʽʰʡعي 
  مرȃعا تاما .

 9ـ جد عددا مʨȞن مʧ أرȃع أرقام ، رقʺه الأخʽر  ج
  . 147وهʨ مرȃع تام ، ǽقʰل القʶʺة على 

4312a) حلل العدد 1   ة .إلى جداءʽامل أولʨع  
نʸʴل  a) ما هʨ أصغر عدد ʽʰʡعي Ǽʹرȃه Ǽالعدد 2

  على :  أ ـ مرȃع تام ؟
  ؟1000ب ـ مʹاعف مʨجب للعدد 

  إلى جداء عʨامل أولʽة . 4032) حلل العدد 1
:حʽث ʨȞǽن  n) عʧʽ العدد الʽʰʢعي2 1 4032n n  .  
  ـ المضاعف المشترك الأصغر لعددين . 2

 ʧرك للعددیʱʷʺب الʺʹاعف الʶأحa وb  في ؗل
  مʧ الʴالات الʺقʱرحة الʱالʽة : 

26a ـأ   12وb  .  
18a ـب   15وb   .  
12a جـ ـ   13وb   .  
230a ـد   128وb  .  

876a هـ ـ  1028وb  .  
أحʶب الʺʳامع الʺقʱرحة أدناه ، اسʱعʺل الʺʹاعف 

الʺʱʷرك الأصغر ، وأعط الʱʻائج على شȞل ʨʶؗر غʽر 
  قابلة للاخʱزال .

9 13

140 84
  55؛ 23

195 216
  82؛ 19

75 210
 .  

ʽق ʧʽة ، عʽالʱالات الʴال ʧالعدد في ؗل حالة م ʦ
  غʽر الʺعدومة حʽث : aالʽʰʢعي 
أ ـ  ,56 392ppcm a  .  

ب ـ  ,18 630ppcm a  .  
جـ ـ  , 42 882ppcm a  .  

  .28وȃالʱردید  Ǽ35الʱردید 3یʨافn Șالعدد الʽʰʢعي
3nأ ـ برهʧ أن    ʧرك للعددیʱʷمʹاعف م ʨ35ه 

  . 28و
  . nب ـ ما هي أصغر قʽʺة للعدد 

هʨ  7ي غʽر معدوم ʽʴǼث ʨȞǽن عʧʽ أصغر عدد ʽʰʡع
 ʧالعددی ʧه عل ؗل مʱʺʶاقي قǼ52 64و .  

n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
أحʶب  , 2 1ppcm n n .  

2ددیʧ أحʶب الʺʹاعف الʺʱʷرك الأصغر للع 2n  
4و 2n  مع ،n . عيʽʰʡ عدد  

n ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد .  
ʧʽع  ,ppcm a b : ثʽح  

  2 23 1 7 1n na    و  3 1 7 1n nb    .  
n  ʧر مʰعي أكʽʰʡ 3عدد .  

  2 26 24 9a n n    ،
  2 23 3 18 6b n n n n     .  

  أ ـ برهʧ أن : 
      2 2, 4 9 6,3ppcm a b n n ppcm   .  
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 ʧʽب ـ ع ,ppcm a b .  
،  bو aلقاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للعددیʧ هʨ ا dالعدد

 ʧرك الأصغر للعددیʱʷʺالʺʹاعف ال ʨ2ما هa وab ؟   
256a  5040وb  .  
، ثb  ʦو aجداء عʨامل أولʽة ؗل مʧ العددیʧ أ ـ حلل إلى
 ʧّ̔ع gcd ,p a b و ,ppcm a b .  
 ʧّ̔ب ـ ع gcd ,p a b  ʦدس ، ثʽة أقلʽارزمʨعʺال خʱاسǼ

اسʱʻʱج  ,ppcm a b .  
 ʧʽع gcd ,p a b و ,ppcm a b : ثʽح  

460845a  372645وb  .  
عʧʽ ؗل الʻʲائʽات ,a b  يʱة الʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم

. ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال ʧاة ، في ؗل مʢلة الʺعʺʳال Șقʴت  

ـ أ  
60

, 40

a b

ppcm a b

 
 

.  

ب ـ   
22932

, 98280

a b

ppcm a b

 
 

 .  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,a b  يʱة الʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم
  تʴقȘ الʺعادلة الʺقʱرحة في ؗل مʧ الʴالات الʱالʽة :

أ ـ    , 21 gcd ,ppcm a b p a b  .  
ب ـ    , gcd , 187ppcm a b p a b .  
ـ  ج   , gcd ,ppcm a b p a b.  

د ـ    , 11 gcd , 20ppcm a b p a b  .  
ـ  هـ   , 9 gcd , 13ppcm a b p a b  معa b .  

 ʥȂارʸʯؕل  44و 43،  42في ال ʥʻّ̒ب تعʦلʠʸال
 الʰʹائʻات ,a b . ةʻعʻʮʠالأعداد ال ʥم  

 gcd , 7p a b  و , 84ppcm a b  .  
 gcd , 14p a b  و , 420ppcm a b  .  
 gcd , 18p a b  و , 90ppcm a b  .  

n  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 6عدد  .  
3نʹع : 2a n   ،5b n  .  

3aأ ـ أحʶب  b   
اسʱʻʱج أن    gcd , gcd ,17p a b p b.  

ʨȞن مʧ أجلها الʱي n ǽب ـ عʧʽ قʦʽ العدد 
 gcd , 17p a b  و , 150ppcm a b  .  

  ـ مبرهنة بيزو . 3

n  ʧت أن العددیʰعي . أثʽʰʡ عددa وb  انʽأوّل
. ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال ʧهʺا في ؗل مʻʽا بʺʽف  

aـ  أ n  2؛ 1b n  .  
2ب ـ  3a n   3؛ 5b n .  

  ، ʨȞǽن :  nأثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
 11 3,7 2 1PGCD n n    ؛ 2, 1 1PGCD n n  .  

n ر معدوم ؛ʽعي غʽʰʡ عدد  
22نʹع  4 1a n n   2وb n .  

 ʧأن العددی ʧزو ، برهʽة بʻرهʰعʺال مʱاسǼa وb 
  أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا .

n  . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
أ ـ تʴقȘ مʧ أن    23 2 41 2 1n n n n    .  

 ʧج أن العددیʱʻʱ3ب ـ اس 1n  4و 2n n  انʽأوّل
  فʽʺا بʻʽهʺا .

n . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
أ ـ حلل العدد  2 1 1n n   .  

ب ـ Ǽاسʱعʺال مʰرهʻة بʽزو ، جد القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر 
 ʧ1للعددیn  و 2 1n n  .  

 ʧدس ، أن العددیʽة أقلʽارزمʨعʺال خʱاسǼ ʧّ̔12ب 
  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . 35و

12تʴقȘ الʺعادلة  �2ثʻائʽة مʧ اسʱʻʱج 35 1x y .  
ʧʽّ̔عʱدس لʽة أقلʽارزمʨب خʱأ ـ أك   

 257,45PGCD.  
ب ـ انʢلاقا مʧ الʺʶاواة الأخʽرة والʱي ʨȞǽن فʽها 

  الʰاقي غʽر معدوم ، أحʰʶه بدلالة الʨʰاقي الʶاǼقة له .
ثʻائʽة مʧ الأعداد الʴʽʴʸة ـ عʧّ̔  جـ ,u v  ثʽح

ʨȞǽن  257 45 257, 45u v PGCD  .  
1050a  735وb  .  

ʧّ̔دس ، عʽة أقلʽارزمʨعʺال خʱاسǼ أ ـ ,PGCD a b.  
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 ʧʽʴʽʴص ʧعددی ʧʽب ـ عu وv  : ثʽح
 ,au bv PGCD a b .  

 ʧدس ، أن العددیʽة أقلʽارزمʨعʺال خʱاسǼ ʧّ̔50ب 
  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . 77و

 ʧة مʽائʻج ثʱʻʱالʺعادلة  �2اس Șقʴ50ت 77 3x y  .  
1 ʧّ̔ع ( 168, 20PGCD .  

168) هل الʺعادلة 2 20 6x y   ل حلا فيʰ؟ �2تق  
168) هل الʺعادلة3 20 4x y   ل حلا فيʰ؟ �2تق  
  ـ مبرهنة غوص . 4

ʧّ̔ ؗل الʻʲائʽات ع ,a b  يʱة الʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
 Șقʴ5ت 7a b  

عʧّ̔ ؗل الʻʲائʽات  ,x y  يʱة الʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
55تʨؔن حلʨل للʺعادلة  16x y .  
عʧّ̔ ؗل الʻʲائʽات  ,x y  يʱة الʴʽʴʸالأعداد ال ʧم

تʨؔن حلʨل للʺعادلة    21 3 12 4x y   .  
3الʺعادلة  �2) حل في 1 13 1x y  .  
حʽث  x) اسʱʻʱج مʨʺʳعة الأعداد الʴʽʴʸة 2

 3 1 13x  .  
الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �2نعʰʱر في  ,x y  ةʽالʱال

 1 . . . 2045 64 1x y   
1 ʧّ̔ع ( 2045,64PGCD .  
) اسʱʻʱج أن الʺعادلة 2 1  ل على الأقل حلا فيʰ2تق�  .

عʧّ̔ حلا خاصا للʺعادلة  1.  
الʺعادلة  �2) حل في 3 1.  

نعʰʱر الʺعادلة  �2في 1 :ةʽالʱ11ال 5 14x y .  
ʧ أن الʻʲائʽة ) تʴقȘ م1 19,39  حل للʺعادلة 1  ʦث

اسʱʻʱج ؗل الʻʲائʽات  ,x y  يʱة الʴʽʴʸالأعداد ال ʧم
تʴقȘ الʺعادلة  1 .  

) بʧّ̔ أنه تʨجد ثʻائʽة وحʽدة 2 0 0,x y  حلا للʺعادلة 1 
00مع  5x  .  

 ʦʽقʱʶʺر الʰʱنع ، ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺفي ال 
21ذȑ الʺعادلة  31 2 0x y   .  

أ ـ تʴقȘ أن الʻقʢة  6, 4A قʱʶʺي إلى الʺʱʻت ʦʽ.  
 ʦʽقʱʶʺؗل نقط ال ʧʽب ـ ع  ن أعداداʨؔاتها تʽي إحداثʱال

  صʴʽʴة .
n  ر العددʰʱر معدوم . نعʽعي غʽʰʡ عددa  ثʽح

 2 5a n n  .  
  . ǽ6قʰل القʶʺة على  aبرهʧ أن 

n  ʧر تʺاما مʰعي أكʽʰʡ 2عدد  .  
  2 21 4a n n n   .  

ʺʶة على شȞل تʴلʽل إلى جداء خ a) أ ـ أكʱب العدد 1
  أعداد مʱʱالʽة .

  . 5و ǽ3قʰل القʶʺة على ؗل مa  ʧب ـ برهʧ أن العدد 
  . ǽ8قʰل القʶʺة على  a) برهʧ أن العدد 2

  . ǽ120قʰل القʶʺة على  aالعدد اسʱʻʱج مʺا سȘʰ أن 
عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم . هل العدد  n الʴؤال :
 26 n n  ة علىʺʶن دائʺا قابلا للقʨȞǽ24 ؟  

دد مʱؗ ʧاǼة الع الʦʱاب : 26 n n  ةʺʶل القʰقǽ فإنه
ولدیʻا  6على  2 1n n n n  .  

Ǽʺا أن  1n n   عدد زوجي فإن العدد 22 n n  لʰقǽ
وȃالʱالي  4القʶʺة على  26 n n ة علىʺʶل القʰقǽ4 .

وحʶب مʰرهʻة غʨص فإن العدد  26 n n  ةʺʶل القʰقǽ
6على  4 24    

1nما هʨ تعلʽقʥ على هذا الʨʳاب علʺا أنه مʧ أجل   
ʨȞǽن   26 12n n  ؟  

  . مبرهنة الصغيرة لفرماالـ  5

 25217، ثʦ  11على  107أحʶب Ǽاقي قʶʺة العدد 
 . 11على 

  أوّلي . 331أ ـ برهʧ أن العدد 
رقʺا  330 بِـعدد ʽʰʡعي ʱȞǽب في الʤʻام العʷرn  ȑب ـ 

1n. أحʶب  9كلها مʶاوȄة للعدد   .  
ـ اسʱعʺل الʺʰرهʻة الʸغʽرة لفرما للʰرهان على أن العدد  جـ
n  ة علىʺʶل القʰقǽ331 .  
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n  ،5nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح  n 
  . ǽ15قʰل القʶʺة على 

  ) لʧȞʽ  عددا صʴʽʴا .1
  ؟ 3على  4n؟ و 3على  3nما هǼ ʨاقي قʶʺة العدد 

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  n) عʧʽ مʨʺʳعة قʦʽ العدد الʽʴʸح 2
 4 3 22 2 1 0 3n n n n     .  

n  ،13nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح  n 
  . ǽ2730قʰل القʶʺة على 

) برهʧ أن 1 3 3x x  أجل ؗل عدد ʧوهذا م
  . xصʽʴح 

حʽث  x) ما هي قʦʽ العدد الʽʴʸح 2 3 4x x ؟  
3 ʦʽج قʱʻʱاس (x  ثʽح 3 12x x .  

1(a  Șافʨأن ت ʧȞʺǽ يʱال ʦʽح ، ما هي القʽʴعدد ص
4a  ردیدʱ؟5ب  
4) اسʱʻʱج أن الʺعادلة 2 4781 3x y   لا فيʨل حلʰلا تق
2� .  
   تشفير الكلمات ـ  6

 ʥم ʥȂارʸʯع  77إلى  73في الʷن 0, 1, 2,..., 27N  
  ونʯʴعʸل الʲروف الʸرقʸة ʸؕا یلي:

 أبتثجحخ د ذ ر زسشصض
14131211109 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

ȑعغفقك ل منه وȍȋ
27262524232221201918171615

xنقʨم Ǽعʺلʽة الʷʱفʽر Ǽاسʱعʺال الȄʨʴʱل y  ثʽح
y  ةʺʶاقي قǼ ʨ3هx   28على .  
  "الʱزائر) شفر الؔلʺة " 1
 xیʨجد Nمʧ الʺʨʺʳعة  ʧʽy أنه مʧ أجل ؗل) ب2

هǼ ʨاقي قʶʺة  yحʽث ʨȞǽن  Nوحʽد في الʺʨʺʳعة 
3x   28على.  
  ) حل تʷفʽر ؗل مʧ الؔلʺات الʱالʽة :3

  . وذوز ؛ لʰغʦا ثهʶاشʰث؛  تʷʮل
في  Nللʺʨʺʳعة  fلʷʱفʽر ؗلʺة نʱʶعʺل الدالة

نفʶها حʽث f x ة العددʺʶاقي قǼ ʨ15ه 2x     على

هʨ رتʰة الʴرف قʰل الʷʱفʽر  x، مع اعʰʱار العدد  28
و f x . رʽفʷʱعد الǼ رفʴة الʰرت ʨه  

  نʱʶعʺل مʳدول إكʶال للʺʶاعدة :
ʧد الأول مʨʺ2في العA  29إلىA  روف وأمامهاʴل الʳʶن

 ʧ2مB  29إلىB  عةʨʺʳʺل أعداد الʳʶنN  ةʽلʵفي ال .
2C  فةʽʣʨز الʳʴة  نʽلʵ2؛ وفي الD 

ʽʣʨز الʳʴدد  فة نʴن ʦ؛ ث
  . 29الʵلʧʽʱʽ معاً ونʰʴʶهʺا إلى غاǽة الʸف 

  ". رȂاضʻاتشفر الؔلʺة "  أ ـ
  ". عرتʹاهʠتحل الʷʱفʽر للؔلʺة "  ب ـ

للʺʨʺʳعة  في نفʶها حʽث fنعʰʱر الدالة f x  ʨه
Ǽ14اقي قʶʺة العدد 3x   28على .  

  " . ما هʨ الʺȞʷل الʺʢروح ؟ سȜر) شفر الؔلʺة " 1
2 ʧأجل ؗل عددی ʧأنه م ʧّ̔ب (a وb عةʨʺʳʺال ʧمN ،

إذا ؗان    f a f b  ّفإن ، 0 2a b  .  
حʱى ʨȞǽن تʷفʽر  f) اشرح ʽؗف ʧȞʺǽ اخʽʱار الدالة3

  الؔلʺات وحل تʷفʽر الؔلʺات ، مʺʻȞا ؟ 
حʽث  fنعرف الʷʱفʽر بʨاسʢة الدالة f x  ʨه

ʶ11ʺة Ǽاقي ق 6x   28على .  
  " . تلʴʸان) شفر ؗلʺة " 1
) حل الʺعادلة 2 11 1 28x   55(لاحظ 5 11 . (  
) بʧّ̔ أنه إذا ؗان3 f x y فإن 23 2 28x y .  
4 ( ُǽ ʧʽلفʱʵم ʧʽأن ؗل حرف ʧʽب ّʨʴ.ʧʽلفʱʵم ʧʽلان إلى حرف  
5 : ʧʽʱʽالʱال ʧʽارتʰر العʽفʷغ) حل تʳȜʮعب؛  شʳهغ .  

   لʴل تʷفʽر الʳʺلة الʱالʽة : اسʱعʺال تʷفʽر تآلفينرȄد 
 "ʦʯقʯʳؒث ʥʰʹلʰؒث ʦرلʱجف Ȗʡ هʰʻʢرثʱؒث "  

 بـِنعرّف الʷʱفʽر الʱآلفي  28y ax b   ثʽحx  ʨه
الرقʦ الʺʻاسب  yالرقʦ الʺʻاسب للʴرف قʰل الʷʱفʽر و

عددان ʽʰʡعʽان مʨʸʴرb  ʧȄو aللʴرف Ǽعد الʷʱفʽر . 
 ʧʽ27و 0ب  ʧȄرʺʱأن ونفرض في هذا الa . عدد أوّلي  

نفرض أن الʴرف "ث" ʨʴǽل إلى الʴرف "ذ" والʴرف "ص" 
  ʨʴǽل إلى الʴرف "خ" .
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) بʧّ̔ أنّ : 1
 
 

3 8 28

13 6 28

a b

a b

  
  

 .  

5) بʧّ̔ أنّ : 2 14 1a k   معk . حʽʴعدد ص  
: بʧّ̔ أنّ  أ ـ) 3 11 14a   .  

  . bثʦ قʽʺة aاسʱʻʱج قʽʺة  ب ـ
أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا .(ʳǽب أن یʴʱقȘ  28و aتʴقȘ أن  جـ ـ

 ʧʽلفʱʵم ʧʽل حرفʨّʴǽ لؔي لا ȋرʷرف)هذا الʴإلى نفس ال  
  " رȂاضʻات) أعط تʷفʽرا للؔلʺة " 4
  ) حل تʷفʽر الʳʺلة الʺعʢاة ساǼقا .5

   .عمّقللتّ تمارين  

  ـ الأعداد الأوّلية . 1

k  عي . نʹعʽʰʡ 2310عدد 2100n k  .  
بدون تغʽʽر رقn  ʦ) برهʧ أنه إذا غʽرنا أحد  أرقام العدد 1

  آحاده فʨȞʽن دائʺا غʽر أوّلي .
) برهʧ أن 2 1 0 11n     ، 0 3n   ، 0 5n  
و 0 7n  .  
رنا أȑ رقʨȞǽ ʦن دائʺا غʽر أوّلي مهʺا غn ʽ) اسʱʻʱج أن 3

  مʧ أرقامه .
4 ʧȞʺǽ ث لاʽʴǼ الأعداد ʧه مʱʻر مʽجد عدد غʨأنه ی ʧبره (

  تȄʨʴلها إلى أعداد أولʽة بʱغʽʽر رقʺا مʻها .
أكʰر مʧ أو ʶǽاوn  ȑأ ـ برهʧ أنه ؗل عدد غʽر أولي 

ǽقʦʶ العدد  6 1 !n  .  
تذʽؗر :   1 ! 1 2 ... 1n n      .  

  ؟أوّلي nب ـ هل الʵاصʽة الʶاǼقة تʰقى صʴʽʴة مʧ أجل
 ʧȞʽلp  ا . نʹعʽ2عددا أوّل 3 ...n P    .  

2n) برر أن الأعداد 1   ،3n  ،4n   ، ... ،
n p . ةʽت أولʶʽل  

2 ʦة ؛ ثʽر أوّلʽعة غǼاʱʱة مʽعʽʰʡ رة أعدادʷج عʱʻʱاس (
  عʷرون عددا مʱʱاǼعا غʽر أولي .

aن أولʽان حʽث عددان ʽʰʡعʽا bو aأ ـ  b .  
عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,x y  ʧ2م�  : ثʽح  

 22 2x y ab  .  

عʧʽ الʻʲائʽات تȖʻʮʠ:ب ـ  ,x y  : ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴفي ال
   , 7, 2a b   ؛   , 11,5a b  .  

،  أعداد ʽʰʡعʽة فردǽة مʱʱالʽة 5أ ـ برهʧ أن ؗل مʨʺʳع
  لʽس أوّلʽا .

2nب ـ في الʴالة العامة مʧ أجل    نʨȞǽ أن ʧȞʺǽ هل ،
  ʱاǼعا ، أولʽا . عددا ʽʰʡعʽا فردǽا مn ʱمʨʺʳع 

  )Mersenneأعداد مرسان (
أعداد مرسان هي الأعداد الأوّلʽة الʱي تʱؔب على 

2الȞʷل :  1pN    معp � .  
  .1عددان ʽʰʡعʽان غʽر معدومʧʽ وʱʵȄلفان عnʧو aأ ـ 
ʶǼ2ط  الʺʨʺʳع   11 ... na a a    .  

1naب ـ برهʧ أنه إذا ؗان    ا فإنʽ2أولa  .  
2غʽر أوّلي فإن  nـ برهʧ أنه إذا ؗان  جـ 1n  ن غʨȞǽ رʽ

  أوّلي .
2أولʽا فإن  pد ـ برهʧ أنه إذا ؗان  1p   ʧا مʽن أولʨȞǽ

وʨȞȄن غʽر أوّلي مʧ أج القp  ʦʽأجل Ǽعض القʦʽ للعدد 
. Ȑالأخر  
a وb ان . نʹع عʽعʽʰʡ 4ددان 44N a b    

  أ ـ برهʧ أن :
  2 2 2 22 2 2 2N a b ab a b ab     .  

2bب ـ برهʧ أنه مʧ أجل  ،N . اʽن أوّلʨȞǽ أن ʧȞʺǽ لا  
1bـ مʧ أجل  جـ   نʨȞǽ أن ʧȞʺǽ هل ،N ا ؟ʽأوّل  

د ـ برهʧ أن العدد  4 12051207 4 . اʽس أولʽل  
الʱي تʨؔن  nنرȄد تعʧʽʽ مʨʺʳعة قʦʽ العدد الʽʰʢعي 

4nمʧ أجلها الأعداد    ،6n   ،10n   ،
12n  ،16n   ،22n  . ةʽأوّل  

7nأ ـ أدرس الʴالات   .  
7nب ـ أدرس الʴالات    اقيǼ عʺلʱاس ʥأجل ذل ʧوم

  . 7على  nالقʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 
 ʧȞʽلp  ʦاسʨع وجداء ؗل القʨʺʳم ʧʽا . عʽعددا أوّل

  عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم . nحʽث  npالʺʨجʰة للعدد 
إلى جداء عʨامل أولʽة ، ثʦ  469) حلل العدد 1

  اسʱʻʱج ؗل قʨاسʺه الʺʨجʰة .
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2 ʧʽʽعʽʰʡ ʧأجل ؗل عددی ʧأنه م Șقʴت (x  ،y  نʨȞǽ
  3 3 2 2x y x y x xy y     .  

) عʧʽ ؗل الʻʲائʽات 3 ,x y الأعداد ا ʧي مʱة الʽعʽʰʢل
 Șقʴ3ت 3 469x y  .  

 ʧȞʽلp . اʽن  عددا أوّلʨȞǽ ت أنهʰأثp  قاسʺا للعدد
1pإذا وفقط إذا ؗان  1806   1806قاسʺا للعدد .  

a وb  ان . نʹعʽعʽʰʡ 2عددان 3a bn  .  
  . nأ ـ عʧʽ عدد القʨاسʦ الʺʨجʰة للعدد 

 ʧʽب ـ عn  العدد ʦاسʨ2علʺا أن عدد قn  ʨه
  . nضعف عدد قʨاسʦ العدد 

1  ʧȞʽ200) لn   
  . nأ ـ عʧʽ مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʨجʰة للعدد 

 ʧȞʽب ـ لN  العدد ʦاسʨعدد قn وp  . ʦاسʨجداء هذه الق
تʴقȘ مʧ العلاقة  1  :2Nn p .  

2 ʧȞʽ2) ل 5a bn   معa وb . ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی  
هn ʨددأ ـ برهʧ أن عدد قʨاسʦ الع  1 1N a b  .  

  لهذه القʨاسp . ʦب ـ أحʶب الʳداء 
ـ هل العلاقة  جـ 1 ة ؟ʴʽʴهي دائʺا ص  

2مʧ الȞʷل  nد ـ عʧʽ العدد  5a b  4220علʺا أنp  
.  

 ʧȞʽلN  املʨله إلى جداء عʽلʴث تʽا حʽعʽʰʡ عددا
 ʨة هʽ1أول 2

1 2 ... r
rN p p p   .  

هN  ʨأ ـ برهʧ أن عدد القʨاسʦ الʺʨجʰة للعدد
    1 21 1 ... 1r     .  

رهʧ أنه إذا ؗان عدد القʨاسʦ الʺʨجʰة لعدد ʽʰʡعي ، ب ـ ب
  فردǽا فإن هذا العدد ʨȞǽن مرȃعا تاما .

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nنرȄد تعʧʽʽ الأعداد الʽʰʢعʽة 
8العدد  112 2 2n   جد عددʨی ȑعا تاما ، أȃمر

8حʽث  ʽʰʡkعي  11 22 2 2n k   .  
أ ـ تʴقȘ مʧ أن   2 48 48n k k   .  

ʴǽققان :  bو aب ـ اسʱʻʱج أنه یʨجد عددان ʽʰʡعʽان 
a b n   ،2 48a k   ،2 48b k  

و 2 2 1 96b a b   .  

،  96ـ Ǽاسʱعʺال الʴʱلʽل إلى جداء عʨامل أولʽة للعدد  جـ
  . nعʧʽ قʽʺة العدد 
) هʨ عدد أو ؗلʺة أو جʺلة  palindromeالʺعʨȞس (

  لها نفس القراءة مʧ جهʧʽʱ مʱʵلفʧʽʱ أمʲلة : 
  ؛ تʨت ؛ حʨت فʺه مفʨʱح . 1325231

12345678987654321aنعʰʱر العدد   .  
1001001) أحʶب الʳداء 1 111 .  

إلى  1001001أولي ، حلل العدد  333667علʺا أن العدد 
  جداء عʨامل أولʽة .

  . 21111،  2111،  211) أحʶب 2
  إلى جداء عʨامل أولʽة . a) حلل العدد 3

القʨل عʧ عددیʧ أنّهʺا ودǽّان معʻاه أنّ ؗل مʻهʺا ʨȞǽن 
  مʶاوȄا لʺʨʺʳع القʨاسʦ العدد الآخر Ǽاسʻʲʱاء العدد نفʶه .

ʴال ʧة أذؗر إن ؗان العددان ودّ في ؗل مʽالʱأم لاالات ال ʧʽی   
  . 284و 220 أ ـ

52 ب ـ 37 22و 5 11  .  
  . 17296و 18416 جـ ـ

  الأصغر لعددين . ـ المضاعف المشترك 2

 ʥȂارʸʯات  97و 96، 95في الʻائʹʰؕل ال ʥʻʻب تعʦلʠʸال
 ,x y . رحةʯقʸلة الʸʱال Ȗقʲي تʯال  

  , 60

180

ppcm x y

xy

 



xمع   y .  

   , 12 gcd ,

105

ppcm x y p x y

x y

 


 
xمع  y.  

 
2 2

3 ,

405

ppcm x y xy

x y

 


 
 .  

n وm . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان   
2 3a n m   ،3 5b n m  .  

5أ ـ تʴقȘ أن  3n a b  2و 3m b a  .  
ب ـ برهʧ أن    , ,PGCD a b PGCD n m .  

2ـ اسʱʻʱج أن العددیʧ  جـ 3n   ،3 5n   اʺʽان فʽأوّل
  بʻʽهʺا . ما هʨ مʹاعفهʺا الʺʱʷرك الأصغر ؟

95

88

89

90

91

92

93

94

96

97

98



 113

أولb  ʧʽʽو aن العددان الʽʰʢعʽان أ ـ برهʧ أنه إذا ؗا
 ʧهʺا فإن العددیʻʽا بʺʽ2ف 2a b وab  ʧʽʽأوّل ʥنا ؗذلʨȞǽ

  فʽʺا بʻʽهʺا . 
ب ـ عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,x y الأعد ʧي مʱة الʽعʽʰʢاد ال

 Șقʴت , 30ppcm x y  2و 2 325x y  .  
� نعʰʱر في الʺʨʺʳعة  ذات الʺʳهʨلالʺعادلة  �

 ,x y  : ةʽالʱال 1 ... 16 59 2006x y  .  
، ثʦ اسʱʻʱج  2006) حلل إلى جداء عʨامل أوّّ◌لʽة العدد 1

أنه إذا ؗانت الʻʲائʽة  ,x y  حلا للʺعادلة 1  فإنx 
  . ʨȞǽ59ن مʹاعفا للعدد 

� ) حل في الʺʨʺʳعة2 الʺعادلة ،  � 1 .  
) عʧʽ الʴلʨل3 ,x y للʺعادلة 1 ي إلىʺʱʻي تʱ2ال�.  
ي تʴقȘ الb ʱو a) عʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة غʽر الʺعدومة 4

16 59 2006m d   ثʽح ,m ppcm a b 
و gcd ,d p a b .  

عʧʽ الʻʲائʽات  a b,  ثʽة حʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم
ʨȞǽن مʹاعفهʺا الʺʱʷرك الأصغر وقاسʺهʺا الʺʱʷرك 

2الأكʰر حلʧʽ للʺعادلة  91 588 0x x   .  
:   بـِ �نعʰʱر ʽʲؗرȑ الʴدود الʺعرفʧʽ على 

  3 210 60 110 60p x x x x     ؛
  26 18 12q x x x  .  

) أ ـ أحʶب 1 1p  و 2p  .  
 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧّ̔ب ـ عa وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح

ʨȞǽن  xحقʽقي      1 2p x x x ax b    .  
ـ حلل ʽʲؗر الʴدود  جـ q x .  
  عدد ʽʰʡعي . n) نفرض 2

أ ـ اشرح لʺاذا  5 15,3PGCD n   ʨ؟ 3أو  1ه  
ب ـ برهʧ أن  5 15,3 3PGCD n    إذا وفقط إذا ؗان

n  3مʹاعفا للعدد .  
ʱرك الأكʰر والʺʹاعف ، القاسʦ الʺn ʷـ عʧّ̔ حʶب قʦʽ  جـ

 ʧرك الأصغر للعددیʱʷʺال p n و q n.  
  إلى جداء عʨامل أولʽة . 319) حلل العدد 1

2 (a وb . انʽعʽʰʡ عددان  

:  أ ـ تʴقȘ مʧ أن   
   

2 3 5 5 2

3 2 3 5

a a b a b

b a b a b

   
    

 .  

أوّلʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا فإن  bو aب ـ برهʧ أنه إذا ؗان 
3 5a b 2وa b . هʺاʻʽا بʺʽان فʽأول  

عʧʽ ؗل الʻʲائʽات  ,a b  : Șقʴي تʱة الʽعʽʰʢالأعداد ال ʧم
  

 
3 5 2 1276

2 ,

a b a b

ab PPCM a b

  
 

.  

  .بكالوريا 

x وy  ثʽان حʽعʽʰʡ 0عددان x y   نʹع ،
 gcd ,p x y d و ,ppcm x y m.  

 ʧʽʽد تعȄنرx وy  ثʽح  2 2... 5 2000m d   .  
أ ـ برهʧ أنه إذا ؗانت الʻʲائʽة  ,x y  حلا للʺعادلة  

  . ʨȞǽ2000ن قاسʺا للعدد  2dفإن 
إلى جداء عʨامل أوّلʽة . اسʱʻʱج  2000ب ـ حلل العدد 

  . 2000القʨاسʦ الʺرȃعة الʱامة للعدد 
. ما  mو dهʨ قاسʦ مʱʷرك للعددیʧ  5ـ برهʧ أن  جـ

  ؟ dهي القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد  
 ʧة للعددیʻȞʺʺال ʦʽج القʱʻʱد ـ اسx وy .  

x وy : ثʽح ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
3 33 6480m d   مع gcd ,p x y d 

و ,ppcm x y m.  
  إلى جداء عʨامل أوّلʽة . 6480أ ـ حلل العدد 

ب ـ ما هي الأعداد الʽʰʢعʽة الʱي مȞعب ؗل مʻها ǽقʦʶ العدد 
6480 .  

 ـ عʧʽ ؗل الʻʲائʽات جـ ,x y  الʺعادلة Șقʴي تʱال
3 33 6480m d  .  

    .بكالوريا 

1 ʧالعددی ʧجداء إلى  105و 1995) حلل ؗلا م
  عʨامل أوّلʽة.

2 ( و ث عددʽان حʽعʽʰʡ ان   .  
�حل في الʺʨʺʳعة  105الʺعادلة  �  .  

3 (a وb  ʧʽʽر أولʽوغ ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان
a فʽʺا بʻʽهʺا حʽث b .  

نʹع :  gcd , p a b  و c , pp m a b .  
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 ʧʽعa وb  : ثʽ95ح 19 1995

7

 
 

 


 .  

n  . ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
26 18 12a n n   3و 24 12 8b n n n   .  

  . bو a) حلل 1
) أ ـ برهʧ أن : 2

      gcd , 2 1 2 gcd 3, 2p a b n n p n    .  
n  ،ب ـ عʧʽ ، حʶب قʦʽ العدد  gcd ,p a b .  

 ʦʽب قʶج حʱʻʱجـ ـ اسn  ، c ,pp m a b .  
ʧʽʽعʽʰʢال ʧالعددی ʧʽلʨهʳʺر الʺعادلة ذات الʰʱنعx 

الʱالʽة :  yو 1x y ppcm x y   , .  
0x) أدرس الʴالة 1   الةʴال ʦ0ثy  .  
  غʽر معدومy . ʧʽو x) نفرض أن 2

1xأ ـ بʧʽ أن    مʹاعف للعددy 1وy   مʹاعف
  . xللعدد 

  ـ أعط ؗل الʴلʨل للʺعادلة  ب
 1x y ppcm x y   , .  

 ʧات  أصغر مʸȄالقر ʧم ʧّ̔ا عدد معʻ1000لدی .  
a  ثʽعي حʽʰʡ 2عدد 10a   

قرʸȄة ،  aإذا وزعʻا القرʸȄات في أكʽاس ؗل مʻها تʷʺل
  دائʺا تʻقص الʽؔس الأخʽر قرʸȄة .

ما هʨ عدد القرʸȄات حʽث إذا وزعʻاها في أكʽاس ؗل مʻها 
  القرʸȄة . 11تʷʺل Ǽالʹʰط 

العقرȃان الʽʰؔر والʸغʽر لʶاعة دائرة الȞʷل ، 
0tمʰʢʻقان في اللʤʴة  ن فيʨȞǽ ة ، ورأسهʺاʢقʻالA.  

  في ؗل ثانʽة العقرب الʽʰؔر یʴʱرك بزاوȄة
قʽاسها 

6

 ركʴʱر یʽغʸان والعقرب الǽراد  

بزاوȄة قʽاسها 
10

 . انǽراد   

 في ʦؗ ثانʽة یلʱقʽان العقرȃان مʧ جدید ولأول مرة في الʻقʢة
A ؟  
  ـ مبرهنة بيزو . 3

اسʱعʺل خʨارزمʽة أقلʽدس لʱعʧʽّ̔ حلا  0 0,x y 
: ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʺعادل ʧة لؔل مʴʽʴʸالأعداد ال ʧم  

1694أ ـ  319 11x y   .  
3388ب ـ  638 22x y  .  

a وb . هʺاʻʽا بʺʽان فʽان أولʽعʽʰʡ عددان  
a) برهʧ أن1 b وa b . هʺاʻʽا بʺʽف ʧʽʽا أولʺʱا حʶʽل  
) تʴقȘ أنّه مʧ أجل ؗل ثʻائʽة 2 ,u v  الأعداد ʧم

الʴʽʴʸة ʨȞǽن :    u a b v u b ua vb     .  
3 ʧج أن العددیʱʻʱاس (a b وb . هʺاʻʽا بʺʽان فʽأوّل  
4 ʧالعددی ʧل عʨما الق (a b وab ؟  

a وb  جد عددانʨث یʽان حʽعʽʰʡ عددان
ʴǽ1uaققان  vو uصʴʽʴان  vb  .  

 ʧالعددی ʧل عʨأ ـ ما القa وb .  
ǽaقc  ʦʶب ـ برهʧ أنه إذا ؗان عددا ʽʰʡعʽا  b  فإنb 

ذلc ʥو   .أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا cو aأوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا وؗ
a وb . هʺاʻʽا بʺʽان فʽان أوّلʽعʽʰʡ عددان  

2برهʧ أن العددان   2a b ab وa ab b   اʺʽان فʽأول
  بʻʽهʺا .

n وm . هʺاʻʽا بʺʽان فʽان أوّلʽعʽʰʡ عددان  
3نʹع  4a m n  4و 5b m n  .  

4تʴقȘ أن  ـأ  3a b n  .  
mحʽث و عʧʽ عددیʧ صʧʽʴʽʴ ـب  a b  .  
  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . bو aبرهʧ أن العددیʧ  جـ ـ

، العددان  nأ ـ أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
14 3n  5و 1n  . هʺاʻʽا بʺʽان فʽأول  

  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . 31و 87اسʱʻʱج أن 
ب ـ عʧʽ حلا  ,u v  87للʺعادلة 31 1u v   جʱʻʱاس ʦث

حلا  ,x y  87لʺعادلة 31 2x y  .  
  

    .بكالوريا 

و مk  ʧ) تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم1
  ʨȞǽن : xأجل ؗل عدد ʽʰʡعي

A
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  2 11 1 ... 1k kx x x x x       .  
  . 2عدد ʽʰʡعي أكʰر مʧ أو ʶǽاوa  ȑفي ما یلي نعʰʱر 

2 ʧؔʱل (n  ،d وk  ثʽر معدومة حʽة غʽعʽʰʡ أعداد
n dk  أن ʧ1. برهda   للعدد ʦقاس ʨ1هna  .  

20042ب ـ اسʱʻʱج أن العدد  1  63على ،  7على   ʦث
  . 9على 

3 ʧȞʽل (m وn و ʧʽر معدومʽغ ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددیd 
  قاسʺهʺا الʺʱʷرك الأكʰر .

 ʧʽʽعʽʰʢال ʧأ ـ نعرف العددی'm و'n ِبـ  :'m dm 
n'و dn  .  

 ʧزو على العددیʽة بʻرهʰعʺال مʱاسǼ'm و'n أنه ʧبره ،
muحʽث :  vو uیʨجد عددان صʴʽʴان  nv d  .  

  مʨجʰان تʺاما ،  vو uب ـ نفʱرض أن 
برهʧ أن    1 1 1mu nv d da a a a      .  

1daبرهʧ إذن أن    ر لʰرك الأكʱʷʺال ʦالقاس ʨه ʧلعددی
1mua  1وnva  .  
 ـ أحʶب Ǽاسʱعʺال الʳʽʱʻة الʶاǼقة القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر جـ

 ʧ632للعددی 1  602و 1.  
  ـ مبرهنة غوص . 4

    .بكالوريا 

1 ( و هʺا ، جدʻʽا بʺʽان فʽان أولʽعʽʰʡ عددان 
حʽث :  و 3 21 28    .  

2 (a ،b  ،c  ،d وe  ر معدومةʽة غʽعʽʰʡ أعداد
لʺʱʱالʽة هʻدسʽة أساسها  مʱʱاǼعة تȞʷل بهذا الʱرتʽب حدودا

r  ثʽح ،a وr هʺاʻʽا بʺʽان فʽ328و ، أولa e b .  
  . eو a ،b  ،c  ،dثʦ الأعداد  rأحʶب الأساس 

    .بكالوريا 

1 ( و  هʺاʻʽا بʺʽان فʽان أولʽعʽʰʡ عددان.  
 ʧʽع و  ثʽح 2 19 35    و  .  

2 ( nu ة حدها الأوّلʽدسʻة هʽالʱʱ0 مu  وأساسهاr 
0uعددان ʽʰʡعʽان أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا وrو 0uحʽث r.  

2حʱى ʨȞǽن  rو 0uأوجد ـ 3
0 1 035 19 0u u u r   .  

0نʹع ـ 1 ...n nS u u u     بʶأح .nS  بدلالةn.  
  . 30القʶʺة على  nSحʱى ǽقʰل  nأوجد قʦʽ  ـ

    .بكالوريا 

 32785،  2490 ) جد القاسʦ الʺʱʷرك الأكʰر للأعداد1
  . 2905و

�) حل في 2 7الʺعادلة  � 6 79 x y  .  
72(لاحظ  7 79 . (  

3 ȑناد Ȑرʱا ) اشʻʺه . إذا علʽʰة للاعʽاضȄس رǼؗرة ید ملا
 ʨبذلة اللاعب ه ʧʺة  2905أنّ ثʰبذلة اللاع ʧʺدج وث

ʨع  2490هʨʺʳʺدفع في ال ȑادʻا أنّ الʻʺ32785دج وعل 
  دج . ما هʨ عدد اللاعʧʽʰ وعدد اللاعʰات ؟ 

    .ابكالوري 

1 (ʧّ̔ر للأعداد عʰرك الأكʱʷʺال ʦ1497،  1996 القاس 
  . 2994و

2 (x وy  الʺعادلة ʧؔʱان ولʴʽʴعددان ص
1996 1497 2994x y  ) . . .1(  

 2مʹاعف للعدد  yو 3مʹاعف للعدد  xـ أثʰت أن 
  ) .1ثʦ عʧʽ حلʨل الʺعادلة (

ـ عʧʽ الʴلʨل  ,x y  : نʨȞǽ ثʽʴǼ1950xy  .  
    .بكالوريا 

�) حل في الʺʨʺʳعة 1 الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �
 ', 'x y :9 ' 14 ' 13x y   ّعلʺاٌ أن 3,1 . حلا لها  

�) نعʰʱر في الʺʨʺʳعة 2 ʨل الʺعادلة ذات الʺʳه �
 ,x y  :45 28 130x y  .  

بʧّ̔ أنه إذا ؗان  ,x y  حلا لهذه الʺعادلة فإنx 
؛ ثʦ حل هذه  5مʹاعف للعدد  yو 2مʹاعف للعدد 

  لة .دالʺعا
3 (N  بʱȞǽ عيʽʰʡ 2عدد 3  ام تعداد أساسهʤفي ن
5و 9 6  ام تعداد أساسهʤ7في ن .  

 ʧʽع و  بʱأك ʦثN . ȑرʷام العʤʻفي ال  
    .بكالوريا 

1( ʧر للعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦ180و 225جد القاس.  
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�) حل في الʺʨʺʳعة 2 :  الʺعادلة �
225 180 90x y  ) ...1 (  

  ) الʱي تʴقȘ 1) عʧʽ مʨʺʳعة حلʨل الʺعادلة (3
1 2x y   .  

4 (a وb بʽرتʱان على الʰʱȞǽ انʽعʽʰʡ 52 عددان  ،
 ʰʱȞǽ 44  ،206ان ، و في الʤʻام ذȑ الأساس  252

  . bو aث  ʦو . ع  ʧʽفي الʤʻام ذȑ الأساس 
    .بكالوريا 

  هي مʨʺʳعة الأعداد الʴʽʴʸة . �
�لʧؔʱ في الʺʨʺʳعة  ، الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �

 ,x y : ... 43 13x y     مع� .  
) تʴقȘ مʧ أن 1 3 , 10    حل للʺعادلة  .  

�ـ حل في  الʺعادلة  �  .  
2 (N  بʱȞǽ عيʽʰʡ عدد ام تʤعداد في ن

0وʱȞȄب  6أساسه    ام تعداد أساسهʤ5في ن .  
43تʴق  Șو   ،ـ بʧّ̔ أنّ  13    .  

  في الʤʻام العʷرN . ȑثʦ أكʱب  و ʧّ̔  ، ـ ع
    .بكالوريا 

 3006و 2505 الأكʰر للعددیʧ) أ ـ عʧʽ القاسʦ الʺʱʷرك 1
.  

� ب ـ نعʰʱر في الʺʨʺʳعة  ذات الʺʳهʨلالʺعادلة  �
 ,x y  : ةʽالʱال 1 ... 2505 3006x y    مع
 � .  ققه العددʴǽ ȑالذ ȋرʷال ʨما ه  لʰى تقʱح
الʺعادلة  1  عةʨʺʳʺلا في الʨحل� �.  

2004) نفرض فʽʺا یلي أنّ 2  .  
  . مبرهنة الصغيرة لفرماالـ  5

 � الʺعادلة في حل 5 30x x .  
  . 546حلل إلى جداء عʨامل أولʽة العدد 

برهʧ أن   13 546x x  أجل ʧمx . حʽʴعدد ص  
) برهʧ أنه إذا ؗان العدد الʽʰʢعي لا ǽقʰل القʶʺة 1

6فإن  7على  1n   ة علىʺʶل القʰقǽ7 .  
) برهʧ أن الʳداء 2 6 1n n   ة علىʺʶل القʰقǽ42 

  . nوهذا مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

حʱى ʨȞǽن الʳداء  ʽؗ (nف ʧȞʺǽ اخʽʱار 3 6 1n n  
  ؟ 84للقʶʺة على قابلا 

n  ،15برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  3n n 
ǽ15قʰل القʶʺة على  32 2 .  

1 (a  أن ʧعي ، برهʽʰʡ 5عددa a  ةʺʶل القʰقǽ
  . 10على 

2 (a وb  ثʽان حʽعʽʰʡ عددانa b .  
5أ ـ برهʧ أنه إذا ؗان  5a b  ة علىʺʶل القʰقǽ10  فإن

2 2a b  ة علىʺʶل القʰقǽ20 .  
 ʧʽʽعʽʰʢال ʧالعددی ʧʽعa وb  ثʽ2ح 2 720a b  .  

عددا ʽʰʡعʽا فردǽا فإنه  n) برهʧ أنه إذا ؗان 1
ȞǽلȞʷب على الʱ4 1q   4أو 1q   معq . عيʽʰʡ عدد  

اسʱʻʱج أن  16 1 64n  .  
 19عددا أوّلʽا أكʰر مʧ أو ʶǽاوP  ȑ) برهʧ أنه إذا ؗان 2

16فإن  1p   ة علىʺʶل القʰقǽ16320 .  
برهʧ أنه مʧ أجل ؗل الأعداد الʽʰʢعʽة غʽر 

4دد ʨȞǽن الع qو a  ،n  ،Pالʺعدومة  4p n q na a  
  . ǽ30قʰل القʶʺة على 

الهدف مʧ الʱʺرʧȄ هʨ برهان الʵاصʽة الʱالʽة : " إذا 
2على الȞʷل  Nكʱب عدد  2N a b   معa وb 

 ȑأولي فرد ʦهʺا فإن ؗل قاسʻʽا بʺʽف ʧʽʽأوّل ʧʽʽعʽʰʡ ʧعددی
ʨȞǽ4ن مʧ الȞʷل  Nللعدد  1n   معn ". عيʽʰʡ عدد  

 ǽقʰل القʶʺة على Nولهذا نʰرهǼ ʧالʵلف ، ونفʱرض أن 
4مʧ الȞʷل  pعدد أولي 3n   معn . عيʽʰʡ عدد  

2نʹع  1m n   بʶ2. أحma 2وmb  ردیدʱالǼp  ʦث
ʱج .اسʱʻ  

  . 157563أ ـ حلل إلى جداء عʨامل أولʽة العدد
ب ـ برهʧ أن  62 1 9 و 62 1 7 .  

1202ـ برهʧ أن  جـ 1 ة علىʺʶل القʰقǽ157563 . 

  
   مـسـائـل 
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A

B

D

C

E

H

G

F

l

L

l

1 (B  لات ، ضلعʽʢʱʶم ȑازʨʱل مȞة على شʰعل
ʨعة هȃقاعدتها الʺرl والارتفاع ،L ثʽحl L .  

  ȞʺǼعʰات  BنرȄد ملئ العلʰة
  مʱقاʶǽة ذات الʴرف العدد 

  . ʽaر الʺعدوم الʽʰʢعي غ
   ʳǽBب أن تʨؔن العلʰة 

  مʺلʨءة بدون ترك أȑ فراغ.
  
  

945Lأ ـ في هذا الʶؤال نʹع   882وl   ما هي .
  ؟ aا هي القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد وم ؟ aأكʰر قʽʺة مʺʻȞة للعدد

77760vهB  ʨب ـ في هذا الʶؤال ، حʦʳ العلʰة    .
الʱي تʨؔن مa  ʧهʨ أكʰر قʽʺة للعدد  12علʺاً أن العدد 

 Bمʺلʨءة . برهʧ أنه تʨجد Ǽالʹʰط علB  ʧʽʱʰالعلʰة أجلها 
  مʢلʨب إعʢاء Ǽعداهʺا . 

2 (C  ر الʺعدومʽعي غʽʰʢعب حرفه العدد الȞلها مȞة شʰعل
c  العلبǼ د ملئهاȄنر ،B . فراغ ȑبدون ترك أ  

945Lأ ـ في هذا الʶؤال نʹع   882وl   ما هي .
  ؟ cأصغر قʽʺة مʺʻȞة للعدد 

  ؟ cماهي مʨʺʳعة القʦʽ الʺʺʻȞة للعدد
15435vهB  ʨل ، حʦʳ العلʰة ب ـ في هذا الʶؤا  .  

، ما هʺا  105هC  ʨعلʺا أنّ أصغر حرف مʺʧȞ للعلʰة 
  ؟ Bللعلʰة  lو Lالʰعدان 

  الثة اطقة لمعادلة من الدرجة الثالحلول الن .بكالوريا 

لʧؔʱ الʺعادلة  1  Șʡاʻل العدد الʨهʳʺذات الx  :
3 278 14 0x ux vx      معu وv  ʧعددی

. ʧʽʴʽʴص  
14) نفʱرض أن 1

39
هʨ حل للʺعادلة   1.  

 ʧأن العددی ʧʽأ ـ بu وv  : ققان العلاقةʴǽ  
14 39 1129u v  .  

لإʳǽاد ثʻائʽة ب ـ اسʱعʺل خʨارزمʽة أقلʽدس ،  ,x y  ʧم
14الأعداد الʴʽʴʸة تʴقȘ الʺعادلة  39 1x y  .  

تʴقȘ مʧ أن  25,9 . هي حل لهذه الʺعادلة  

ـ اسʱʻʱج ثʻائʽة  جـ 0 0,u v  حل خاص للʺعادلة
14 39 1129u v  . ل العام لهذه الʺعادلةʴأعط ال .  

د ـ مʧ بʧʽ الʴلʨل  ,u v  لʴال ʧʽقة ، عǼاʶللʺعادلة ال
  أصغر عدد ʽʰʡعي مʺu . ʧȞالذʨȞǽ ȑن فʽه 

2 ʧالعددی ʧة ؗل مʽامل أوّلʨ78) أ ـ حلل إلى جداء ع 
ثʦ  78. اسʱʻʱج مʨʺʳعة القʨاسʦ الʺʨجʰة للعدد  14و

  . 14للعدد
 ʧȞʽب ـ لP

Q
حل ناȘʡ للʺعادلة   1 .  

ǽقP ʦʶأولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا فإن  Qو Pبرهʧ أنه إذا ؗان 
  . ǽ78قQ  ʦʶو 14

جـ ـ اسʱʻʱج عدد الأعداد الʻاʡقة غʽر الʴʽʴʸة الʱي تʨؔن 
حلʨلا للʺعادلة  1  عةʨʺʳل ، مʨلʴهذه ال ʧʽب ʧب مʱوأك

  الʴلʨل الʱي تʨؔن مʨجʰة .
ʽʱʽالʱʱʺر الʱنع ʧ nx و ny  حدودهʺا أعداد

ʽʰʡ0عʽة ، معرفʱان بِـ : 

0

3

1

x

y


 

1و 

1

2 1

2 3
n n

n n

x x

y y




 
  

 .  

nمʧ أجل ؗل ) برهʧ أنه 1 �  ،12 1n
nx   .  

أحʶب ـ) أ 2 8 9gcd ,p x x ʦث 2002 2003gcd ,p x x.  
 ʧالعددی ʧل عʨ8ما القx 9وx  ʧالعددی ʧع ʥذل  2002xوؗ

  ؟ 2003xو
1nxو nxهل العددیʧ  ـب    أجل ʧهʺا مʻʽا بʺʽف ʧʽʽأوّل
nكل  � ؟  

  ،  nبرهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ـ) أ 3
2 5n nx y  .  

  . nبدلالة  nyعʰر عʧ  ـب 
 Ǽ ،2pاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد  pأدرس حʶب قʦʽ  جـ ـ

  . 5على 
،  nد ـ نʹع مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

 gcd ,n n nd p x y .  
1ndبرهʧ أن   5أوnd   العدد ʦʽعة قʨʺʳج مʱʻʱ؛ اس
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  nالʽʰʢعي  gcd , 1n np x y  . 

  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد  
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سؤال یʧʺʹʱ ثلاث اخʽʱارات مʧ بʻʽها اخʽʱار  كل
. ʥʱررا إجابʰه مʻʽح ، عʽʴواحد ص  

a وb . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  
a) إذا ؗان 1 b وa b  هʺا فإنʻʽا بʺʽف ʧʽʽأولa وb 

  أوّلʽان فʽʺا بʻʽهʺا .
  في أȑ حالة تʨؔن هذه الʳʺلة صʴʽʴة ؟

مʧ أجل ؗل ثʻائʽة  ـأ  ,a b .  
  عددیʧ زوجb . ʧʽʽو aإذا ؗان  ـب 
  مʧ شفعʧʽʱʽ مʱʵلفb . ʧʽʱو aإذا ؗان  جـ ـ

2 (d  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ ث :  2عددʽح
3 4a b d  .  

 ـأ  gcd ,p a b d .  
 ـب  gcd ,p a b  ʦʶقǽd .  
جـ ـ gcd ,p a b  مʹاعف لِـd .  

ʴǽ7قN Ș) العدد الʽʰʢعي3 2N a  11و 3N b .  
  هʨ : 77على  ǼNاقي القʶʺة الأقلʽدǽة للعدد 

  . 58 جـ ـ          .  6 ـب            . 19 ـأ 
) نʹع 4  2 2 2 2 4n a a a    

  مʧ أجل : 77قابلا للقʶʺة على  ʨȞǽnن العدد 
  . aؗل عدد ʽʰʡعي  ـب        . Ǽaعض القʦʽ للعدد  ـأ 

  أوّلي . a جـ ـ
 ـ) أ 5 10242 1 11 .  

 ـب  147 1 15  .  
 جـ ـ 2218 1 23 .  

  إقʱراح واحد صʽʴح ، فʺا هʨ ؟
) مʧ أجل ؗل ثʻائʽة مʧ الأعداد الʽʰʢعʽة 1 ,a b  إذا ،

كان  ,ab ppcm a b  فإن gcd , 1p a b  .  
) إذا ؗان 2 ,ppcm a b  عدد زوجي فإنa وb  ʧم

 . ʧʽʱلفʱʵم ʧʽʱʽشفع  
) جداء عددیʧ مʱʺایزʧȄ وأولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا هʨ مʹاعفهʺا 3

  الʺʱʷرك الأصغر .
  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟  

  

  .و خʢئهافي ؗل مʧ العʰارات الʱالʽة برر صʱʴها أ
a وb . ʧʽر معدومʽان غʽعʽʰʡ عددان  

فإن على  ǽ12قʰل القʶʺة على  ab) إذا ؗان الʳداء 1
 ʧالأقل أحد العددیa وb  ة علىʺʶل القʰقǽ12 .  

أوّلʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا فإنه لا یʨجد أȑ عامل  bو a) إذا ؗان 2
  أولي مʱʷرك في تʴللʽهʺا إلى جداء عʨامل أولʽة .

ǽق2p  ʦʶفإن  bو ǽaقp  ʦʶ) إذا ؗان العدد الʨلي 3
 ,ppcm a b .  

  . ǽaقʦʶ  5فإن  ǽ2aقʦʶ  5) إذا ؗان 4
  الʽʴʸح ؟ما هʨ اخʽʱارك 

 2a،  2عدد ʽʰʡعي أكʰر مʧ أو ʶǽاوa  ȑ) مʧ أجل 1
  لʶʽا أولʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا . 3aو
11) الʺعادلة 2 19 1x y   ل حلا فيʰ2لا تق� .  
عدد صʽʴح فإن  nمع  7nقاسʺا للعدد  2) إذا ؗان 3

n . اʽن عددا زوجʨȞǽ  
4ʨه ʧʽʽالʱʱم ʧʽʽزوج ʧر لعددیʰرك الأكʱʷʺال ʦ4) القاس .  
3عددیʽʰʡ ʧعʴǽ ʧʽʽققان  bو a) إذا ؗان 5 5 6a b  

فإن  gcd , 6p a b  .  
ǽقʦʶ  60فإن  ǽbقʦʶ 10و ǽaقʦʶ  6إذا ؗان  )6

 ,ppcm a b .  
7عددیʽʰʡ ʧعʴǽ ʧʽʽققان  bو a) إذا ؗان7 8 1a b   ،

  أولʽان فʽʺا بʻʽهʺا . bو aفإن 
  برر صحة أو خطأ كل من الجمل التالية: .بكالوريا 

  . 8فʨȞʽن قابلا للقʶʺة على 4إذا قابل عدد القʶʺة على ـأ 
فʨȞʽن قابلا للقʶʺة  3و 2إذا قʰل عدد القʶʺة على  ـب 

  . 6على 
فʨȞʽن قابلا للقʶʺة  6و 4إذا قʰل عدد القʶʺة على  جـ ـ

  . 24على 
أوّلʧʽʽ فʽʺا بʻʽهʺا فإن  bو aإذا ؗان العددان الʽʰʢعʽان  ـد 

a b وa b . هʺاʻʽا بʺʽان فʽنا أوّلʨȞǽ  
ʧ فʽʺا بʻʽهʺا أوّلb ʽʽو aإذا ؗان العددان الʽʰʢعʽان  هـ ـ
2aفإن  b 3و 2a b ناʨȞǽهʺا . نʻʽا بʺʽان فʽأوّل  

138

141

142

139

140
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               
  

  .معرفة و تفʽʶر الʻهاǽات الʷهʽرة الʵاصة Ǽالدوال الأسʽة و اللʨغارʽʺʱȄة 
  Ȑʨف دوال القʽʣʨʱلات بȞʷحل م. 

  
    

  ʦʯȂارǺ دأʮم  
  ) القانʨن الذʴǽ ȑʺل اسʺه مʧ خلال دراسة 1923 – 1848اʢǽالي  ȑم اكʷʱف ǼارʨʱȄ ( اقʸʱاد 1875في سʻة 

س على أن تʨزȄع الʺداخʽل ʵǽʹع لʻفمʺاثلة  في دول أخرȐ  تʨزȄع مداخʽل العائلات ʶȄʨʶǼرا ؗʺا أسفرت دراسات
ǽعʰر عʻها Ǽعلاقة مr  ʧفي مʱʳʺع ما هʨ دالة مʻʱاقʸة بدلالة rالʱي مداخʽل ؗل مʻها Nالقانʨن. عدد العائلات

الȞʷل 
a

k
N

r
  ثʽحa وk .ع الʺدروسʺʱʳʺالǼ انʢʰان مرتʰجʨان مʱثاب  

 عدد ʧȞʺǽ تȘʽʰʢ قانʨن ǼارʨʱȄ مʲلا على تʨزȄع الʺؤسʶات حʶب عدد عʺالها أو على تʨزȄع  الʺراكز الهاتفʽة حʶب
.ʧʽʡرʵʻʺال  

  مʴاحة جلد حʦʻان  
ʽؔفʱب الȄالغر ʧحيم ʨان و هʨʽاحة جلد حʶاب مʶح الأ ! ر في حʰʸǽ ʧؔر لʽʶǽ احة جلده  امرʶʺإذا علʺت أن ل

لʨا .إذ أنهǼ ʦعد تʳارب و دراسات تʨص 1947علاقة بʨزنه و هʨ ما اكʷʱفه ؗل مʰʽؗ ʧلار ، برودȑ و ووسʱال سʻة 
  :امǼالغر   ǼPالʱʺʽʱʻʶر الʺرȃع Ǽالʨزن   Aالى الدالة  الʱالʽة الʱي ترȃط الʺʶاحة 

0,649,85A p .  
)أدرس تغʽرات الدالة  )1 )p A p. 

2(  ʧʽعln A  بدلالةln p ʽانʽمّ̡ل ب ʦا الدالة ثln ln ( )p A p. 

 غراما ؟ 750هي نʤرȄا ، مʶاحة جلد حʨʽان یزن  ما )3
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  أولنشاط      
  

 3تعرȂف القȎʦ الʲقʻقʻة للعدد )  1

 ʧȞʽلn      .اʽʰʶا نʴʽʴعددا ص 

أكʱب العدد  ln 3n  ج أنʱʻʱاس ʦث Ȑة أخرʽفʽȞǼln33n ne.  
ln33nالدسʨʱر  ne :اليʱؤال الʶرح الʡ اʻʽفرض علǽ دیدʺʱهذا ال .Ȑʨم القʨا فؔرة تʺدید مفهʻʴʻʺǽ  

  ؟ xمʥ أجل ؕل عدد حقʻقي 3xكʻف ʥȜʸǻ تعرȂف 
x ،ln33xنʹع، تعرȄفا، مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي xe  

  ة،  الʺدور إلىʰعʺال حاسʱاسǼ ،ʧʽ210ع :ةʽالʱالأعداد ال ʧلؔل عدد م 
1

33      ،3e        ،
2

53
          ،23 

 Ǻعض الدساتʻر)  2

         ʧʽʽقʽحق ʧأجل ؗل عددی ʧأنه م ʧʽبx،y يʰʶح نʽʴأجل ؗل عدد ص ʧو مn، 

3أ)         3 3x y x y             (ب 3 3
nx nx               (3جـ

3
3

x
x y

y
  

  دالة جدیدة)  3

  انيʽʰل الʽʲʺʱة الʽانʽة بʰعلى شاشة حاس ʦأرس  
:للدالة  3xf x . 

 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتf. 

 ي الدالةʱنهای ʧʽعf دʻع دʻو ع. 

 

3xxتʶʺى الدالة  :تعرȂف        ة ذات الأساسʽ3" الدالة الأس.  
  
  ثاننشاط      

  
دراسة الدالة الʸعرفة على. 1 0;  بِـ  3f x x 

 رات الدالةأدʽرس تغf .راتهاʽل جدول تغȞو ش 

 ʦأرس C اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالf .انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل 

3الʸعادلة . 2 3x  

 أن الʺعادلة ʧʽ3 ب 3x    داʽل حلا وحʰتق الʳʺفي ال 0;. 

 هʱرا سعʸح ʧʽة عʽانʽة بʰعʺال حاسʱاسǼ210 للعدد. 

ʴǽ ȑ3قȘ:هʨ إذن العدد الʺʨجب الʨحʽد الذ العدد :نʱʻʯة       3 .  
3و نرمز إلʽه Ǽالرمز 3الʳذر الʱؔعʰʽي للعدد ʶǽʺى العدد  3.  
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  ʧȞʺǽ تعʺʦʽ الʱعرȄف الʶابȘ للʨʸʴل على الʱعرȄف الʱالي: تعرȂف:      
3و نرمز غلʽه Ǽالرمز aالعدد الʺʨجب الʨحʽد الذȑ مȞعʰه ʶǽاوa  ȑالʱؔعʰʽي للعدد الʺʨجبنʶʺي الʳذر         a.  

 حʴاب Ǻعض الʱذور الʯؒعʻʮʻة  .3

  :ةʽالʱالأعداد ال ʧʽ3ع 8  ،3 125    ،3 1000    ،3
8

27
. 

  هʱرا سعʸح ʧʽ210ع  :ʧ3للعددی 3و  2 11. 

 :ةʽالʱالعلاقات ال ʧبره  

33أ)  16 2 2         (3ب 3 32 5 10      (جـ
3

3

3

15
3

5
. 

 Ǻ3اسʯعʸال قȎʦ حقʻقʻة للعدد . 4

لقد عرفʻا في الʷʻاȋ الأول العدد 
1

. بʧʽ أن 33
1

3 33 3.  
  ثالثنشاط        

 

أنʳز ورقة الʶʴاب الʺʨالʽة ثʦ قارن بʧʽ الأعداد . 1 exp x ، ln x ،x،2x ،... ،15x. 

                                                         
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

xxالʺʧʽʽʻʴʻ الʺʺʲلʧʽ للدالʧʽʱ على شاشة حاسʰة بʽانʽة رسʺʻا في ما یلي. 2 e  3وx x 

  
  
  
  
  
  
  
  

  . ʥʻȞʺǽ تغʽʽر الʻافذة للʨʸʴل علىxخʺʧ الأوضاع الʽʰʶʻة للʺʧʽʻʴʻ الʶاǼقʧʽ مʧ أجل القʦʽ الʺʨجʰة للʺʱغʽر       
  أخرȐ. وضعʽات  

xوال نعʰʱر الد. 3 x  ،2x x  وlnx x 

 .ةʽʰʶʻل أوضاعها الʨات حʻʽʺʵة ضع تʽانʽة بʰل هذه الدوال على شاشة حاسʽʲʺعد تǼ 

  ʧʽقارن بln x   وx       ʧʽب ʦثln x   2وx رʽغʱʺرة للʽʰؗ ʦʽأجل ق ʧمx.  
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                              0 x  
  

  
                                    0  

  
nx  
  

 اماʸجب تʦقي مʻعدد حق Ȏʦق 

  عددا صʴʽʴا نʽʰʶا. nعددا حقʽقʽا مʨجʰا تʺاما و لa ʧȞʽلʧȞʽ  :تʸهʻد      
ʦ أن نعل   ln lnna n a  اليʱالǼ وlnn n aa e.  
lnوȃʺا أن    1e  قيʽأجل ؗل عدد حق ʧفإن مx ،lnx x ee e.  

 تعارȂف. 1
lnbنʹع   :1تعرȂف     b aa e أجل ؗل ʧم ʧʽʽقʽحق ʧعددیa وb  ثʽ0حa  وb  .فيʽؗ  

  " bقa  Ȑʨ"  "   أو  bأس  ǽba " :aقرأ   :ملاحʢة      
3 :مʰال       3 ln 22 3,3219e                        

  عدد حقʽقي مʨجب تʺاما.a  :2تعرȂف    
بـِ  �الʺعرفة على fتʶʺى الدالة       lnx x af x a e  ة ذات الأساسʽالدالة الأس ،a.  

 قʦاعد الʴʲاب. 2
   لدیʻا: x،yعددیʧ حقʽقʧʽʽ و مʧ أجل ؗل a،bمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽ مʨجʧʽʰ تʺاما :خʦاص     

        ln ln 1xa x a     2x y x ya a a         1
3y

y
a

a
         . 4

x
x y

y

a
a

a
       .  

        5
yx xya a               .   6

x x xab a b                   . 7
x x

x

a a

b b
   
 

        . 

lnx( یʦʱ إنʳاز مʱʵلف الʰراهǼ ʧʽاسʱعʺال العلاقة6أنʤر الʱʺرʧȄ رقʦ   :الʮرهان       x aa e .(  

 الدالة " الʱذر الʹʦني ". 3
:الدالة :تʸهʻد       n

nf x x ثʽح ،n  ،ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
مʱʶʺرة و مʱزایدة تʺاما على الʺʳال  0; ا أنʺؗ 0 0nf    
و  lim n

x
f x


 جبʨقي مʽأجل ؗل عدد حق ʧإذن م.a الʺعادلة ،nx a الʳʺدا في الʽل حلا وحʰتق 0;.  

  عدد حقʽقي، یʨجدnعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم و مʧ أجل ؗل aمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تعرȂف:مʮرهʹة و     
ʴǽnbقb  Șمʨجب وحʽد       aىʺʶǽ .b ني للعددʨʻذر الʳالa الرمزǼ هʽو نرمز إلn a.  

تʶʺى الدالة الʺعرفة على     0; ثʽحnx xني.، اʨʻذر الʳلدالة ال  
0:مʰال       0n   ،1 1n   ،3 8 2 ،4 81 3 ،4 4 2.  

،nعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم ل ؗلو مʧ أج aمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما :1خاصʻة    
1

n na a.  

نعلʦ أن  :الʮرهان      
1 n

na a
 

 
 

nو Ǽʺا أن   a د للʺعادلةʽحʨجب الʨʺل الʴال ʨهnx a  فإن
1

n na a.  

نʹع اصʢلاحا:  :ملاحʢة      
1

0 0n .  
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  اخʯزل ʯؕاǺات الأعداد الʯالʻة: :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
1

4256a                 1,5
0, 25b                

1 2

3 33 9c


   
   :الʲل   

  
1 11

88 24 44256 2 2 2 4a


    . 

      
3

33 221,5 2 322
1

0, 25 2 2 2 8
4

b
               

 
 

  
1 2 1 1 2 1 4 1 42

223 3 3 3 3 3 3 3 333 9 3 3 3 3 3 3 3 3c
      

           
   :2تʸرʥȂ مʲلʦل    

الʸعرفة على  nfعʥʻ الدالة الʯʵʸقة للدالة. 1 0; ِب ـ  n
nf x x ثʻحn  ر معدوʻعي غʻʮʟ م.عدد 

الʸعرفة على gأدرس اتʱاه تغʻر الدالة. 2 ; 1   بِـ  3 2 1g x x .  
  :الʲل   

مx ʧمʧ أجل ؗل. 1 0; ، 
1 1

ln x
n n

nf x x e . 

ب الدالة nfالدالة   1هي مرؗ
lnx x

n
 قاق علىʱالي فهي قابلة للاشʱالȃة وʽالدالة الأسǼ عةʨʰʱم 0; :اʻو لدی  

  
1 1 1

ln 11 1 1 1 1x
n n n

nf x e x x
n x n x n


       ة لدوالʰʶʻالǼ قةʰʢʺها الʶقى نفʰاب تʶʴقة الȄرʡ نلاحظ أن .  

  القȐʨ ذات أس صʽʴح. 
مx ʧمʧ أجل ؗل ʧ الʨاضح أنم  0;،  0nf x  زایدة تʺاما علىʱني مʨʻذر الʳه فالدالة الʻو م 0;.  

ب الدالg ʧʽʱنلاحظ أن الدالة . 2 :2هي مرؗ 1u x x  الدالةǼ عةʨʰʱ3مfا أن الدالةʺǼ و .u ة تʺاماʸاقʻʱم 

على  ; 1  3و الدالةf زایدة تʺاما علىʱم 0; فإن الدالةg ة تʺاما علىʸاقʻʱم ; 1 .  
   

  حل الʸعادلة و الʯʸراجʲة الʯالʥʻʯʻ: :3تʸرʥȂ مʲلʦل    
 3 2 3 3 1x x             2

0,31 3 2
x   

  :الʲل   

1 . 1  يʻ2تع
3 3

3
x

x
   ȑ23أ 3 3 2 0x x   ضعʨ3. بxX  ل علىʸʴ2ن 3 2 0X X   

  ʧʽلʴ3. 2و 1ذات ال 1x   يʻتعln 3 ln1x   ȑأln 3 0x  اليʱالǼ 0وx .  

3أما     2x    يʻعʱفln 3 ln 2x    ȑأln 2

ln 3
x  ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻو م .ln 2

0;
ln 3

S
   
 

.  

2.   2
0,31 3

x   يʻتع 2
ln 0,31 ln 3

x     ȑأ 2 ln 0,31 ln 3x   ي أنʻعǽ و هذا 

 
 
ln 3

2ln 0,31
x   لأن ln 0,31 0  ل هيʨلʴعة الʨʺʳالي مʱالǼ و

 
ln 3

;
2 ln 0,31

 
 

 
.  
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 :دراسة الدوالxx a  وnx x 

xxالدالة. 1 a 
، �مx ʧو مʧ أجل 1و مʱʵلف عa ʧامانʹع مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺ       lnx x a

af x a e   
 رʻغʯاه الʱالدالة : اتaf   ب الدالة :هي مرؗ lnu x x a  ة. وʽالدالة الأسǼ عةʨʰʱمʧʽʱا أن الدالʺǼu  

و لدیʻا:  �قابلة للاشʱقاق على afفإن الدالة �" قابلʱان للاشʱقاق علىexpو"     lnln lnx a x
af x a e a a   .  

0xa،�مx ʧه مʧ أجل ؗلنعلʦ أن     الي فإشارةʱالǼ و af x  نفس إشارة ʧمln a:ةʽالʱائج الʱʻه الʻو م .  
      0إذا ؗان 1a   فإنln 0a  ه الدالةʻو مaf ة تʺاما علىʸاقʻʱم�.  
      1إذا ؗانa   فإنln 0a  ه الدالةʻو مaf زایدة تʺاما علىʱم�.  

 اتǻب إشارة :الʹهاʶح ʧʽʱز حالʽʺنln a 

      0إذا ؗان 1a   فإنlim ln
x

x a


   ا أنʺǼ وlim X

X
e


   ج أنʱʻʱʶن lim a

x
f x


   

      0إذا ؗان 1a   فإنlim ln
x

x a


   ا أنʺǼ وlim 0X

X
e


  ج أنʱʻʱʶن lim 0a

x
f x


  

      1ؗان إذاa   فإنlim ln
x

x a


   ا أنʺǼ وlim 0X

X
e


  ج أنʱʻʱʶن lim 0a

x
f x


  

      1إذا ؗانa   فإنlim ln
x

x a


   ا أنʺǼ وlim X

X
e


   ج أنʱʻʱʶن lim a

x
f x


   

 :انيʻʮل الʻʰʸʯرات و الʻغʯجدول ال  

         x 
                                        

  
0 

 
0 1

af x

a 
 

         x 
                                        
  

0 

 
1

af x

a 
  

1aملاحʤة :  إذا ؗان    1فإن( ) 1f x  ه الدالةʻ1و مf .ةʱثاب 

nxالدالة . 2 x 

مx ʧ، و مʧ أجلʽʰʡnعي غʽر معدوم نʹع مʧ أجل ؗل عدد        0;  ، 
1

n n
ng x x x .  

 ng قاق علىʱقابلة للاش 0; و 
1

11
n

ng x x
n


    هʻو م  0ng x إذن .ng زایدة تʺاما علىʱم 0; 

 0 x 
+   ng x 

  
                          0 

 ng x 

 

2xy  
 0,5

x
y   

 
1

0 1

a

a

f a

f




 

3y x 

3y x 

  ملاحʢة
  .0غʽر قابلة للاشʱقاق عʻد ngالدالة

1
ln

lim lim
x

n n

x x
x e

 
   
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MM'

-a

  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
رسʤ في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس الʥʻʻʹʲʹʸأ. 1 fC و gC ʥʻʯالي للدالʦʯعلى ال ʥʻلʰʸʸالf وg  :ثʻح 

  4xf x          و   0,25
x

g x  

2 .ʻبʥʻʻʹʲʹʸأن ال ʥ fC و gC بʻراتʯر الʦʲة إلى مʮʴʹالǺ رانʡاʹʯم y y. 

الʺʧʽʽʻʴʻ لإثʰات أن     ʟرȂقة:   fC و gC ة إلىʰʶʻالǼ رانʣاʻʱم y y :أن ʧʽʰا أن نʻʻȞʺǽ  
        g x f x   أو   f x g x  أجل ؗل ʧمx ʧم�.  
   :الʲل   

 .                                   �ىمعرفʱان عل gو fالدالʱان. 1

                  .                      �مʱزایدة تʺاما على fالدالة  fC                gC  
  .�مʻʱاقʸة تʺاما على gالدالة 
  lim 0

x
f x


      و lim

x
f x


   

 lim
x

f x


       و lim 0
x

f x


  
 لدیʻا: �مa ʧمʧ أجل ؗل. 2

     ln 0,250, 25
a ag a e

    هʻو م  

   
1

ln ln 44 4
a a ag a e e


   إذن .   g a g a هʻو م . fC و gC ة إلىʰʶʻالǼ رانʣاʻʱم y y.  

  العʮارات الʯالʻة بʦاسʠة أس ناȖʟ.أكʯب :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

         1 1 1f x x x         3 2 2 1 2g x x x         
4

1
3

1

x
h x

x





  

   :الʲل   

1  .          
1 1 3

1
2 2 21 1 1 1 1 1f x x x x x x x

         . 

2  .         
11 1 2

2 23 2 2 33 3 32 1 2 1 1 1 1g x x x x x x x x
             . 

3  . 
 

      
1 1 3

1
4 4 4

14
4

1 1
1 1 1 1

1 1

x x
h x x x x x

x x

  
        

 
.  

الʸعادلة و الʯʸراجʲة الʯالʥʻʯʻ:      حل :1تʸرʥȂ مʲلʦل    3 4 1x      5 1 2 2x        
   :الʲل   

مʨʺʳعة تعرȄف. 1 1 هي 0; . 

مx ʧمʧ أجل ؗل 0; ، 1  يʻ34تعx  ل هيʨلʴعة الʨʺʳه مʻو م 34S .  
مʨʺʳعة تعرȄف. 2 2 هي 1; . 

مx ʧمʧ أجل ؗل  1;   ، 2 يʻ51تع 2x    ȑ52أ 1x    اليʱالǼ 31وx .  
مʨʺʳعة الʴلʨل هي إذن:   1;31S  . 
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  قارنʸزاید الʯال 

1 .ʥʻʯقارن للدالʸزاید الʯالxx e  وx x 

           :خʦاص     lim 1
x

x

e

x
            و lim 0 2x

x
xe


  

   :الʮرهان      

الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة. 1 0;  ِبـ 
2

2
x x

f x e اʻأجل ؗل . لدی ʧمx ʧم 0;، 

   xf x e x    و  1xf x e  أجل ؗل ʧا أن مʺǼ .x  ʧم 0; ،  0f x  فإن الدالةf  زایدةʱم  
تʺاما على   0; و علʺا أن 0 1f   أجل ؗل ʧفإن مx  ʧم 0; ،  0f x   ه فالدالةʻو مf زایدةʱم  
على تʺاما  0; علʺا أن و 0 1f  أجل ؗل ʧفإن مx  ʧم 0; ،  0f x أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱʶن .x   

  ʧم 0;،
2

0
2

x x
e   الي  فإنʱالǼ أجل ؗل و ʧمx  ʧم 0;،

2

xe x

x
الʺقارنةǼ اتǽهاʻعʺال الʱاسǼ .  

limو علʺا أن 
2x

x


  فإنlim
x

x

e

x
   ج أنʱʻʱʶا نʺؗlim 0

xx

x

e
. 

Xنʹع. 2 x إذن .lim
x

X


   :هʻو مlim lim lim 0x X
Xx X X

X
xe Xe

e


  
      

2. ʥʻʯقارن للدالʸزاید الʯالlnx x  وx x 
           :خʦاص     ln

lim 0 1
x

x

x
           و 

0
lim ln 0 2
x

x x


 

   :الʮرهان     

0xمن أجل. 1    نضعlnX x و منهXx e  معlim
x

X


  و بالتالي
ln

lim lim 0
Xx X

x X

x e 
  

نضع. 2
1

X
x

 و منه
0

lim
x

X


  و بالتالي
0

1 1 ln
lim ln lim ln lim 0
x X X

X
x x

X X X  
     

الʯزاید الʸقارن مع الدالة. 3  nn x x�  

  :خʦاص     lim 1
x

nx

e

x
  lim 0 2n x

x
x e


  ln

lim 0 1
nx

x

x
   

0
lim ln 0 2n

x
x x


 

xy                                                        39أنظر التمرين رقم   :الʮرهان      e  

xxؗل الدوال  :خلاصة      e  ،lnx x                     3y x  

و      nn x x�   تؤول إلى  
ها مʱʵلف. إلى xلʺا یؤول    ʨؗإلا أن سل  

2yعʻد اللانهاǽة تʱفʨق الدالة الأسʽة  على الدالة قʨة               x  

y                قʨة على الدالة اللʨغارʽʺʱȄة و تʱفʨق الدالة    x                                                                                           

lnyالʽʰʽʻرȄة.                                    x                     
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  أحʴب الʹهایʥʻʯ الʯالʥʻʯʻ:  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
1 ( lim x

x
e x


          2 ( lim 2 1 x

x
x e


  

  

lim  لرفع حالات عدم الʱعʻʻȞʺǽ ʧʽʽا اسʱعʺال الʻهایʟ   :ʧʽʱرȂقة:  
x

x

e

x
            وlim 0x

x
xe


  

   :الʲل   

1 . lim lim 1
x

x

x x

e
e x x

x 

 
     

 
limلأن   

x

x

e

x
  ʦت ʧو مlim 1

x

x

e

x

 
   

 
. 

2 .   lim 2 1 lim 2 0x x x

x x
x e xe e

 
     لأنlim 0x

x
xe


  وlim 0x

x
e


.  

  ʯالʥʻʯʻ: أحʴب الʹهایʥʻʯ ال :2تʸرʥȂ مʲلʦل   
1 ( lim ln

x
x x


          2 ( 

0
lim 2 ln
x

x x


 

  
ln  لرفع حالات عدم الʱعʻʻȞʺǽ ʧʽʽا اسʱعʺال الʻهایʟ   :ʧʽʱرȂقة:  

lim 0
x

x

x
           و

0
lim ln 0
x

x x


  

   :الʲل   

1 .  ln
lim ln lim 1

x x

x
x x x

x 

       
lnلأن  

lim 0
x

x

x
  ʦت ʧو مln

lim 1 1
x

x

x

    
. 

2 .   
0 0

lim 2 ln lim ln 2ln
x x

x x x x x
 

      لأن
0

lim ln 0
x

x x


  و
0

lim ln
x

x


 . 

  أحʴب الʹهاǻات الʯالʻة:  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   

   1 (
2

2
lim

1

x

x

e

x x  
  2 (

2

ln
lim

2 3x

x

x x  
  3 ( 3lim 2 1 x

x
x x e


   4 ( 2

0
lim ln
x

x x x


 

   :الʲل   

1 .
2

2 2 2

2
lim lim 2

1 1

x x

x x

e e x

x x x x x 
   

   
لأن  

2

2
lim 1

1x

x

x x


 
و 

2
lim

x

x

e

x
 . 

2 .
2

2 2 2

ln ln
lim lim 0

2 3 2 3x x

x x x

x x x x x 
  

   
لأن  

2

2

1
lim

2 3 2x

x

x x


 
و  

2

ln
lim 0

x

x

x
. 

3.    3 3lim 2 1 lim 2 0x x x x

x x
x x e x e xe e

 
      لأنlim 0n x

x
x e


 وlim 0x

x
e


. 

4 .   2 2

0 0
lim ln lim ln ln 0
x x

x x x x x x x
 

     لأن
0

lim ln 0n

x
x x


. 

أحʴب الʹهاǻة الʯالʻة:  :4تʸرʥȂ مʲلʦل     2lim 2 1 3x x

x
x e e


     

   :الʲل   

  2 2 1
lim 2 1 3 lim 2 3x x x

x xx x

x
x e e e

e e 

            
  

limلأن     0
xx

x

e
     ،1

lim 0
xx e
    2وlim x

x
e


 .  
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 دراسة دالة لʦغارʻʸʯȂة   

 :الʱزء الأول
الʺعرفة على الʺʳال gنعʰʱر الدالة        0; ـِ ب  1 lng x x x    

 .و عʻد  0عʻد  g عʧʽ نهایʱي الدالة. 1

 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. gأدرس اتʳاه تغʽر الدالة . 2

بʧʽ أن الʺعادلة . 3  0g x  داʽل حلا وحʰتق الʳʺفي ال 0;. 

 .0,01سعʱه  حاسʰة بʽانʽة أوجد حʸرا للعدد  باستعمال . 4

5 . ʦʽب قʶحدد حx  إشارة g x الʳʺعلى ال 0;. 

  :الʱزء الʰاني
الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        0;  :ا یليʺؗ  

 0 0f    أجل ؗل ʧو مx ʧم 0;  ،  ln

1

x x
f x

x



  

 ʧȞʽل C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J  ال هيʨʡث وحدة الأʽ4حcm.  
مʱʶʺرة على  fبʧʽ أن الدالة .  1 0;. 

 ؟ فʶر بʽانʽا الʳʽʱʻة. 0الاشʱقاق عʻد  fهل تقʰل الدالة .  2

مx ʧمʧ أجل ؗل .  3 0; ،  أن ʧʽب   
 2

1

g x
f x

x
 


 .ʽfر الدالة . اسʱʻʱج اتʳاه تغ

. تʴقȘ أن عʻد fأحʶب نهاǽة الدالة.  4 f   رات الدالةʽل جدول تغȞش ʦثf. 

5.  ʧȞʽل  ل الʽʲʺʱاني للدالةالʽʰlnx x ʦفي الʺعل ; ,O I J. 

 ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال C و . 

 :ةǽهاʻب الʶأح lim ln
x

f x x


   ʧʽʽʻʴʻʺال ʦة. أرسʳʽʱʻا الʽانʽر بʶف . C و .  

  مʴألة اسʰʸʯال   
    ʧȞʽل  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالlnx x ʦانس في معلʳʱعامد و مʱم ; ,O I J.  

نهدف إلى تعʧʽʽ ( إن وجدت )  نقط الʺʻʴʻي: مʴألة   دأʰʺال ʧالأقرب مO.  
الʺعرفة على الʺʳال gنعʰʱر الدالة .  1 0;  ِبـ  2 lng x x x  

 ي الدالةʱنهای ʧʽع g  دʻد  0عʻو ع. 

  ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتg .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

  أن الʺعادلة ʧʽب  0g x  داʽل حلا وحʰتق الʳʺفي ال 0;.  ةȃة مقرʺʽق ʧʽللعددع. 

  ʦʽب قʶحدد حx  إشارة g x الʳʺعلى ال 0;. 

الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة .  2 0;  ِبـ   22 lng x x x  

 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة        

  حل الʺʶألة الʺʢروحة.                                                   .  3



 129

 

1nnمقارنة الأعداد الʻʮʠعʻة     و  1
n

n  

 

1nnمقارنة العددیʧ الʽʰʢعʧʽʽ  الهدف:    و 1
n

n   ثʽحn .ر معدومʽعي غʽʰʡ عدد  
 علʺا أن الʱعامل مع القȐʨ غالʰا ما یʢʱلب إدخال اللʨغارʦʱȄ بʧʽ أن:. 1

 1 1
nnn n         يʻعǽ   ln ln 1

1

n n

n n





  

2 .ʧالعددی ʧʽالʺقارنة ب ʧراتها مʽاه تغʳح دراسة اتʺʶأن ت ʧȞʺǽ ةʰاسʻر دالة مʱاخ ln n

n
و   ln 1

1

n

n




 

  أدرس تغʽرات هذه الدالة ثʦ اسʱʻʱج.
  

الدوال       x x  �  

 

fنعʰʱر الدالة  قيʽأجل ؗل عدد حق ʧالʺعرفة مx ʧم 0; :ا یليʺؗ  
  ln xf x x e 

    ثʽح .قيʽعدد حق  
fماذا ʧȞʺǽ القʨل عʧ الدالة.  1   0في حالة   1؟ في حالة  ؟  

0في ما یلي نفرض   1و . 

fأدرس نهایʱي الدالة.  2    دʻد  0عʻو عʺن . :ʧʽʱالʴز الʽ0     0و . 

مx ʧبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل .  3 0;،  1f x x 
   ماذا تلاحظ ؟ . 

0نفرض .  4  

 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتf  .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

  ʦأرس C اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالf  :ةʽالʱالات الʴفي ال 

2   ،1   ،1

2
   ،0,3  . 

0نفرض.  5  ر الدالةʰʱو نعg الʺعرفة على 0; :ا یليʺؗ  
      0 0g    أجل ؗل ʧو مx ʧم 0; ،   g x f x  

 ة الدالةǽنها ʧʽعg دʻع. 

  أن الدالة ʧʽبg  دʻرة عʺʱʶ0م. 

 قاق الدالةʱة اشʽأدرس قابلg  دʻ0ع :ʧʽʱالʴز الʽʺ0. ن 1     1و . 

 ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتg .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

  ةǽهاʻأدرس ال 
lim

x

g x

x



 . یʦʱ تʺʽʽز حالʧʽʱ. أعط تفʽʶرا للʱʻائج.

  ʦأرس  اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالg :ةʽالʱالات الʴفي ال 

0,3  ،0,5  ،1,5  ،2 .  
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 نʦʸذج دʦʸǻغرافي   

 
  في زراعة Ǽأحد الʴقʨل.نهدف إلى نʺذجة تʨʢر مʱʳʺع مʧ الʢفʽلʽات 

نرمز بـِ  N t  ةʤʴد اللʻالʺئات عǼ اتʽلʽفʢإلى عدد الt .( امǽالأǼ )  
  أسفرت Ǽعض الʺلاحʤات على الʱʻائج الʱالʽة:

10  6 3 1 0  t  
18  15 12 11 10   N t  

 الدالةǼ رʨʢʱنʺذج هذا ال ʧʽʽجʨلʨʽʰال ʧأول م ȘȄفرf الʳʺالʺعرفة على ال 0; :ا یليʺؗ  
                                 10 1,07

t
f t    

 ثان ȘȄالدالة و نʺذج فرǼ Șابʶر الʨʢʱنفس الg الʳʺالʺعرفة على ال 0; :ا یليʺؗ  

                            
 

100

1 9 1,07
tg t 

 
   

 دراسة بʻانʻة. 1
 ةʨʢʵار الʽʱاخǼ ة وʽانʽة بʰعʺال جداول حاسʱاسǼ1 ʧʽʱالدال ʦʽق ʧʽعf وg الʳʺعلى ال 0;10. 

  :حداتʨعامد ( الʱم ʦ1في معلcm اصل وʨر الفʨʴما واحدا على مʨل یʲʺǽ1cm  ʧل مائة مʲʺǽ
ʧداء مʱج ابȄدرʱدأ الʰب و نʽراتʱر الʨʴات على مʽلʽفʢو  9ال Șابʶال ʦʽل جدول القʲب ) مʽراتʱر الʨʴعلى م

 الʳداول الʺʸʴل علʽها Ǽالʴاسʰة.

 fدراسة الدالة. 2
  ةʰʶʻا بʽمʨات یرتفع یʽلʽفʢر أن عدد الʰʱعǽ الأول ȘȄ7اشرح لʺاذا الفر% . 
  ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتf الʳʺعلى ال 0;. 

  ة الدالةǽأدرس نهاf  دʻع. 
  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺة الʽانʽة بʰعلى شاشة حاس ʦأرسf  الʳʺعلى ال 0;80. 

 gدراسة الدالة. 3
  ر الدالةʽاه تغʳأدرس اتg الʳʺعلى ال 0;. 

  ة الدالةǽأدرس نهاg  دʻع. 
 ل للدالʲʺʺي الʻʴʻʺة الʽانʽة بʰعلى شاشة حاس ʦة أرسg  الʳʺعلى ال 0;80. 

ʻب:. 4   الʯرؕ
.ʧʽʽجʨلʨʽʰقي الȄفر ʧم ȘȄل ؗل فرʰق ʧم ʧʽرحʱالʺق ʧʽذجʨʺʻال ʧʽقارن ب  

  ʺا ǽعʺل الفرȘȄ الʲاني" و الذǽ ȑعʰʱر أن نʰʶة الʨʢʱر تʰقى ثابʱة بʱʶǽMalthus ʻʽعʺل الفرȘȄ الأول نʺʨذج "        
  " الذǽ ȑفرض أن نʰʶة الʨʢʱر تʻقص و مʧ تʦ لا یʱعدȐ الʺʱʳʺع حدا معʻʽا. VerhulstوفȘ نʺʨذج "        
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 فاتʦرة الهاتف   
  

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالةتعʥʻʻ دالة:      0; ِب ـ :  

                      3 3
x

f x ax b e


        ثʽحa  وb .انʽقʽعددان حق  
   ʧȞʽو ل C عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J  ل هʺاʨʢث وحدتا الʽ1حcm اصل وʨر الفʨʴ5على مcm  
  على مʨʴر الʱراتʽب. 

أحʶب . 1 f x  أجل ؗل ʧمx  ʧم 0;. 

2 .ʧʽعa  وb ʺا أن الدالة علf دʻى عʺʤة عǽة حدʺʽل قʰة 4تقʢقʻو أن ال 0;2A  يʻʴʻʺي إلى الʺʱʻت C 

1aنفرض في ما ǽأتي دراسة دالة:            1وb  :ا إذنʻلدی .  

مx  ʧمʧ أجل ؗل                  0; ،    31 3
x

f x x e


   

. اسʱʻʱج أن الʺʻʴʻيعʻد  fأدرس نهاǽة الدالة . 1 C  اȃا مقارʺʽقʱʶل مʰقǽ  .معادلة له ʧʽʽلب تعʢǽ  
حدد وضعʽة الʺʻʴʻي . 2 C الʺقارب ʦʽقʱʶʺة للʰʶʻالǼ . 

على الʺʳال fاتʳاه تغʽر الدالة  سأدر . 3 0; .راتهاʽل جدول تغȞش ʦث 

 ). 210أعد رسʦ الʳدول الʺʨالي ثʦ أملئه ( تدور الʱʻائج إلى . 4

 

8  7  6 5 4 3 2  1  0  x  
               f x 

 

أرسʦ الʺʱʶقʦʽ الʺقارب . 5    يʻʴʻʺو ال C. 

ات الآلاف مʧ سʳلت في الʳدول الʺʨالي مʰالغ فʨاتʽر اسʱهلاك الهاتف ( سȄʨʻا ) مقدرة Ǽعʷر   دراسة اقʶʯادǻة:         
  مʰلغ فاتʨرة تلʥ الʻʶة. iyرتʰة الʻʶة بʻʽʺا ʲʺǽل  ixالدنانʽر مʧ قʰل إحدȐ الʲانȄʨات ʽʴǼث ʲʺǽل 

  الʻʶة  1999 2000  2001 2002 2003 2004 2005  2006  2007
8  7  6 5 4 3 2  1  0  ix  

3,50  3,55  3,65 3,76 3,80 3,71 3,49  3,02 1,97  iy  
  ʤاهرة ȞʷǼل مʻاسب.ʻʺذجة هذه البنʴʰث عʧ دالة تʶʺح      

ix ،أنها مقʨʰلة إذا ؗان مʧ أجل ؗل fنقʨل عʧ دالة   0,1i if x y .  
1 .Șابʶال ʦل في الʺعلʲم ; ,O I J  قطʻال ;i i iM x y. 

 مقʨʰلة لʻʺذجة الʤاهرة الʶاǼقة. fبʧʽ أن الدالة . 2

رة الفاتʨ  صرح الʺʽʶر الʺالي للʲانȄʨة أنه لʨ اسʱʺر تʨʢر اسʱهلاك الهاتف وفȘ الʨʺʻذج الʶابȘ فإنه یʱرقب أن مʰلغ. 3
 .30000DAسʨف لا یʱعدȐ مʱʶقʰلا 

.ʥʱح ؟ علل إجابȄرʸʱمع هذا ال Șافʨهل أنت م  
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  .موضوع محلول

 : ʥȂرʸت(اȂرʦالȜǺ ʥم)  
I.  f دالة معرفة على� بـ   2

lnf x x x  
0xبʧʽ أنه مʧ أجل -.أ1   24( ln )f x x x.  
  عʻد حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف. fعʧʽ نهاǽات الدالة -ب
ʱقاق عʻد ؗل نقʢة و أحʶبقابلة للاش f.بʧʽ أن 2 'f x.  
  . f.ادرس تغʽرات 3
4ʧȞʽل.C   ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  

على الʺʳال  C.أنʷئ 20cmالʨحدة: 0;1.  
II.  ر الدالةʰʱنعg الʺعرفة على� بـ    2 lng x x x   
 .ʦاني في نفس الʺعلʽʰلها الʽʲʺت  
  عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها. g.عʧʽ نهاǽات 1

  . g.ادرس تغʽرات 2
1xؗلبʧʽ أنه مʧ أجل -.أ3 :( ) ( ) '( )f x g x xf x   

 ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻة الʽضعʨج الʱʻʱب.اسC و .  
على الʺʳال .أنʷئ4 0;1 .ʦفي نفس الʺعل  

III. ʧȞʽل 0 0;x  .  
1ʽأن معادلة الʺʺاس.ب ʧ T لـCهاʱي فاصلʱة الʢقʻد الʻ0عx 

0هي  0'( ) ( )y xf x g x .  
  مع مʨʴر الʱراتʽب؟ Tما هʺا إحداثʱʽي نقʢة تقاʡع الʺʺاس 

  . T.اسʱعʺل الʶؤال الʶابȘ لإعʢاء ʡرȄقة  لإنʷاء الʺʺاس 2
  عʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱهاCلʺʺاس للʺʻʴʻيتȘʽʰʢ : أنʷئ ا

0,6.  
  

    .عـاليـقت                                                                        .ل مختصرح 

 .1 عʺل -أʱʶ1 ن
ln ln

2
x x 2 و

x x  

2.    ' ln ln 2f x x x   
3 .  
  
  
  
  
  الȞʷل انʤر .4

II . 2.    ' 2 ln 1g x x   الدالة.g  زایدةʱ10علىتʺاما م;e     
e;1علىتʺاما و مʻʱاقʸة    أجل ʧعدم مʻ1و تx e  

2إحداثʱʽاهʺایʱقاʡعان في الʻقʧʽʱʢ الل  ʧʽʱو C -ب .3 2( ;4 )e e  (0;1)و.  
C  قʨف ʧʽالʳʺ20في ال;e  و 1; وC  تʴت  1;2فيe     

III.  اءʷلإنT ةʢقʻل الʲʺ0، ن 0 0( ; ( ))M x f x ةʢقʻل الʲʺ0)0، ن; ( ))A g x  ʦث
.ʧʽʱʢقʻال ʧʽط بȃنر  

  
  

  الȞʷل                   
  
  
  
  
 

  
 . 1.  نʹع أX x  Șʰʢو ن

ʧʽʱب دال   نهاǽة مرؗ
 -ب .1 lim

x
f x


    

و       
0

lim 0
x

f x


  
  ʧʽʱلȘʰʡ مȘʱʷ جداء دا .2
  

II. 1 . lim
x

g x


         
و 

0
lim 0
x

g x


  
  
  .3 أ- ʴʱال ʧȞʺǽلةʨهʶǼ Șق  
  

III. 1. لاحظ أن  
 0 0 0 0( ) ( ) '( )f x g x x f x   
مع مʨʴر  Tتقاʡع الʺʺاس  نقʢة .2 

  و ترتʰʽها 0الʱراتʽب فاصلʱها 
0 0 00 '( ) ( ) ( )f x g x g x  إذن ،
;0)0إحداثʱʽي نقʢة الʱقاʡع  ( ))g x 

 الʺʺاسT ةʢقʻد الʻ0عM  يʱال
  ǽ0Mʺر بـCم0x  ʧفاصلʱها

و ǽقʢع مʨʴر الʱرتʽب في الʻقʢة الʱي 
;0)0إحداثʽاتها ( ))g x  

  

x         1           2e       0   
'( )f x        +     0        -     0      +   

( )f x                     24e  
              0                         0 

0 1x

y

1e 2e 0,6

C





 133

  .موجه موضوع

   .نبيهت 
 على مʲال یهدف إلى  الدرس يأیʻاها فنʸǼ ʧʴدد تȘʽʰʢ القʨاعد العʺلʽة الʱي ر 

  .حʶاب مʱʷقة أو تعʧʽʽ نهاǽة
  أǽʹا تفعʽلها  فʶʴب بل یʰʻغيʺعرفة القʨاعد معرفة جʽدة ألاّ نʱؔفي ʳǽǼب 

  و إدراك الʨضعʽات الʱي تȘʰʢ فʽها.
  

  تʺرʧȄ: (مȞǼ ʧالʨرȄا)
الʺعرفة على fالدالة . نعʰʱر 1 0;:كʺا یلي  22 11 xg x x e    

تʺʽʲلها الʽʰاني  C ها الʺقاربʺʽقʱو وس هʱمعادل ȑ1الذy  :اليʱل الȞʷلان في الʲʺم  
  
  
  
  
  
  
  
  برّر الʨʵاص الʱالʽة الʺقروءة على الʽʲʺʱل الʽʰاني: .1

مقارب للʺʻʴʻي الʺʱʶقʦʽ  -أ    C دʻع.  
الʺʻʴʻي  -ب   C  ʦʽقʱʶʺث الʴت على 0;.  
مʻʱاقʸة على  fالدالة  -جـ  0;1  زایدة علىʱو م 1;.  
2. k  ل الʺعادلةʨعدد حل ʧʽى.عʢقي معʽعدد حق f x k الʳʺعلى ال 0;.  

  .توجيهات 
برهʧ أن  -أ. 1 lim 1

x
f x


ارةʰع. f x تفؔر ʥعلʳزاید  تʱة للʽاعد العʺلʨفي الق

  و لʧؔ هʻا لا تȘʰʢ هذه القʨاعد مʰاشرة. nxو xeلـالʺقارن عʻد
ادرس إشارة - ب  1f x   
بمʱʶعʺلا العʺلʽات على اشf ʱاحʶب مʱʷقة الدالة   -جـ    قاق مʨʺʳع ، جداء و مرؗ

دالʧʽʱ.حلل  'f x .ادرس إشارتها ʦث  
 أو اسʱعʺال الʺʻʴʻي  ʥʻȞʺǽf تʽȞʷل جدول تغʽرات الدالة  .2 C.  

 
 
  

20 1

1

x

y
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  .تمارين تطبيقية

  قوى عدد حقيقي موجب تماماـ  1
  لʽة:Ǽاسʱعʺال الʴاسʰة ، رتب الأعداد الʱا      

  3,65       ،312     ،0,2520736   ،23  
  رتب ترتʰʽا تʸاعدǽا الأعداد الʱالʽة:       

    
1

328 ،
1

415  ،
1

213  ،
1

980  ،
1

12100  
  اكʱب على أʶǼط شȞل مʺʧȞ الأعداد الʱالʽة:      

   
1

ln55a


     ،
1

ln82b      ،
1

ln255c   .  
      ʽالʱب الأعداد الʱل ةاكȞة للعدد  على  شʨ3ق  

3 1

2 49 27a    ،
55

343 81b


  ، 
11

4 333 27b
   

      x:ةʽالʱارات الʰط العʶǼ ، قيʽعدد حق  

1 (2 19 2 3x x            2(
3 1125 5

25

x x

x


     

lnxان على هذه الʨʵاص نʱʶعʺلللʰره         x aa e  
xxمع تȘʽʰʢ الʨʵاص الʰʳرȄة للدالة     e  

xمʲلا للʰرهان أن  y x ya a a     :اʻلدی
ln ln ln ln ( )lnx y x a y a x a y a x y a x ya a e e e e a         

  حل الʺعادلات الʱالʽة:       

1  (12 3x                2 ( 1 1

4 8

x
   
 

   

3 ( 1
3

2

x
   
 

             4  (15 2x x   

5 ( 2 13 4x x            6 (1 3 1
5

125
x   

نعʰʱر الʺعادلة       E ةʽالʱ2:ال 62 128x x   
. بʧʽ أن الʺعادلة1 E 2تؔافئ الʺعادلة 6 7 0x x    
.اسʱʻʱج مʨʺʳعة حلʨل الʺعادلة2 E.  

       :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱحل الʺعادل  

1( 
2 3

1
49

7

x x
   
 

    2 ( 
23

5 5
x

x


  

نعʰʱر الʺعادلة        E :ةʽالʱ4ال 5.2 6 0x x    
2xX) بʧʽ أنه بʨضع1  الʺعادلة E    تؤول إلى

2الʺعادلة   3 4 0X X   ....  'E  

الʺعادلة �)حل في2 'E ل الʺعادلةʨعة حلʨʺʳج مʱʻʱاس.
 E.  
      :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱحل الʺعادل  

1( 2.9 5.3 2x x     2 (12.5 5 9x x   
  لʱالʽة:حل الʺʱراجʴات ا      

1(3 5x       2 ( 3
x

e      3 (2x   

4(25 5x x    5 (2 1

2 1 3

x

x



      6  (1

2
2

x
   
 

  

نعʰʱر الʺʱراجʴة          E :ةʽالʱ2ال 4 52 2x x   
. بʧʽ أن  )1 E  ةʴراجʱʺ2تؔافئ ال 5 4 0x x    
اسʱʻʱج مʨʺʳعة حلʨل )2 E.  

23نعʰʱر الʺʱراجʴة        7.3 6 0x x    
3xX) بʧʽ أنه بʨضع1  ةʴراجʱʺال E    تؤول إلى

2 7 6 0X X   ....  'E  
الʺعادلة �حل في )2 'E لʨعة حلʨʺʳج مʱʻʱاس. E.  
ʧم ʧȄارʺʱة 71إلى  51 في الʴراجʱʺحل الʺعادلة و ال  

 ʧʽʱرحʱالʺق  
      1(14 2 3 0x x      2( 14 2 3 0x x    
      1  (2 12 10.2 12 0x x      
      2(  2 12 10.2 12 0x x     
     1  (13 2.3 7x x    2(  13 2.3 7x x    

      2(  2 12 10.2 12 0x x     
2) احʶب الʺʨʺʳع1      31 2 2 2 ... 2n

nS        
  . n بدلالة 
ʨȞǽ1010nSن   n) مʧ أجل قʦʽ للعدد 2 ؟  

       ʧʽʱزنʱي نقد مʱعʢد رمي قʻعn ) مرةn  عيʽʰʡ عدد
)، احʱʺال عدم الʨʸʴل على ʶǽ1اوȑ أكʰر أو 

الʻʲائʽة 6;6  ʨ35ه

36n

n

p
   
 

    

ʨȞǽ0,01npن   nمʧ أجل قʦʽ للعدد  ؟  
  ʶǼط الأعداد الʱالʽة دون اسʱعʺال الʴاسʰة:      

9 521a                     4 45 125b     
 3 4096c          15 125 33 9 3d     

1

2

4

3

5

6

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

7
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  احʶب الأعداد الʱالʽة:        

 2
55 324 8 4

2
a

 
  ، 2

3

3

4 8 4

2
b

 
  

  ʧم ʧȄارʺʱة: 24إلى 22في الʽالʱة الأعداد الǼاʱؗ طʶǼ  
     3 75 32 2A              3 45 7 22 ( 2 )B    

       
3 2 4

8

8 32

8. 4
A


    2 610 1024 2 2B    

      
3 2

1

3

9 27 9

( 3)

A


             
2

635 25B   

  س ناȘʡاكʱب الأعداد الʱالʽة على شȞل أ          
     1  (2( 3) 3x x   3؛x   
     2 ( 38 ( 2)x   2؛x    

     3  (
5

1

1x 
1x؛      

     4 ( 
3

7

2 4

2 4

x

x




2x؛     

Ǽ3اسʱعʺال الʺʶاواة        3 2 2( )( )a b a b a ab b      

بʧʽ أن:    
2 1 2

3 3 3
33

1
3 6 2

3 2
  


   

2)3) انʷر 1        2)   2)3و 2)  
3) اسʱʻʱج تʢʽʶʰا للعʰارة2 320 14 2 20 14 2    

      x قيʽة  عدد حقʽالʱالأعداد ال ʧب ؗل مʱجب ، اكʨم

على الȞʷل
p

qx :  

3A x x    ؛
1

3

10 3

x
B

x
  ؛ 

1
2 3C x x x  

  حل الʺعادلات و الʺʱراجʴات الʱالʽة:        
1  (3 5 3 2x            3؛ 5 3 2x   

2  (
2

3x x                 ؛
2

3x x  

3  (5 1
1

2
x          5؛ 1

1
2

x    

      :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱلʺʳحل ال  

      
1 3

3 4

2 3

3 2

8

40

x y

x y


 


  

2وَ      3 5

3.2 3 24

x y

x y

  


 
  

نعʰʱر الʺعادلة        E :ةʽالʱال
2 1

5 5 6 0x x    

) بʧʽ أنه بʨضع1
1

3X x الʺعادلة E    تؤول إلى  
2الʺعادلة   6 0X X   ....  'E  

الʺعادلة �)حل في2 'E ل الʺعادلةʨعة حلʨʺʳج مʱʻʱاس.
 E    .  

ـ دراسة الدوال: 2
x

x a و nx x  

   �عʧʽ مʱʷقات الدوال الʱالʽة  الʺعرفة على      

1(3xx    2 (1

2

x

x
 
 
 

  3 (4

5

x

x
 
 
 

  

  للدالʧʽʱ الʱال :ʧʽʱʽوعʻد ادرس الʻهاǽة عʻد      

1(   0,25
x

f x         2 (  2

3

x

f x
   

 
  

      f دالة معرفة على� بـ  
1

3xf x   
  عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها. f .ادرس نهاǽات الدالة1
  .ʧʽf الدالة الʺʱʷقة للدالةع -.أ2
  .fغʽرات الدالةاسʱʻʱج ت -ب 

       f   وg انʱان معرفʱا یلي:  �على دالʺؗ  
        0,7

x
f x        َو   1,2

x
g x   

1ʧʽʱرات الدالʽل جدول تغȞش.f  وg .  
2ʧʽʱللدال ʧʽلʲʺʺال ʧʽʽʻʴʻʺال ʦارس.f  وg  عامدʱم ʦفي معل

ʱانس.و مʳ  

      f ا یلي: �دالة معرفة علىʺؗ 
2

1

2

x x

f x


   
 

  

ب دالة ʽʲؗر حدود و دالة أسʽة ذات  f .بʧʽ أن1 هي مرؗ
  . aأساس 

  .وعʻد عʻد f.ادرس ادرس نهاǽة 2

        f ا یلي: �ة علىدالة معرفʺؗ 
23

2

x

x
f x   

  .وعʻد عʻد fادرس نهاǽة 
نعʰʱر الʺعادلة       E :ةʽالʱ2ال 3 5x x x   

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38
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. بʧʽ أن الʺعادلة1 E2تؔافئ الʺعادلة 3
1

5 5

x x
       
   

  

  : بـ �الʺعرفة على  f.ادرس تغʽرات الدالة 2

            2 3

5 5

x x

f x
       
   

  

 
  التزايد المقارنـ  3

lnبʧʽ أن:    -.أ1       
x

x n x
n

e
e

x
  

lnxاحʶب نهاǽة -ب n x  لʺاxیؤول إلى .  

اسʱʻʱج نهاǽة -جـ
x

n

e

x
  یؤول إلىxلʺا  

nUبʨضع -.أ2 x  :أن ʧʽب ،ln 1 ln
n

x U

x n U
   

lnاسʱʻʱج نهاǽة -ب
n

x

x
  . یؤول إلىxلʺا  

1بʨضع -.أ3
U

x
 أن ʧʽب ،ln

lnn
n

U
x x

U
   

lnnxاسʱʻʱج نهاǽة -ب x  لʺاx0یؤول إلى.  

Uبʨضع  -. أ4 x   أن ʧʽب ،
n

n x
U

U
x e

e
   

nاسʱʻʱج نهاǽة -ب xx e  لʺاxیؤول إلى  
  :للدالʧʽʱ الʱال ʧʽʱʽادرس الʻهاǽة عʻد       

1(  2 1 xf x x e        2(   2

xe x
f x

x


  

    Ǽاسʱعʺال تʰدیل الʺʱغʽر ، ادرس الʻهاǽة عʻد       
      ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱللدال  

1( 
3 1xe

f x
x



              2(  
2

2

x xe
f x

x



  

  ʧم ʧȄارʺʱ44إلى  24في ال  ʧʽدعʻة عǽهاʻال  
الʺعرفة على fللدالة  0;،  

     1(  2 lnf x x x x   2(   2

ln 2

4

x x
f x

x


   

     1(   ln( 1)x
f x

x


  2(  

2ln( )x x
f x

x


  

      1(   3xf x e x    2(   3 lnf x x x   
  

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:      

  1( lim
ln

x

x

e

x
       2( 

3
lim

(ln )

x

x

e

x
  

  3( lim
ln

n

x

x

x
       4( lim

ln

n

x

x

x
 )n �(  

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:       

  1( 
2

lim
3 2

x

x

e

x 
       2( 

2

ln
lim
x

e x

x x 
  

  3( 
2

ln(1 )
lim

xx

x

e

       4( 3lim (1 2 ) x

x
x e


 

      1.f بـ: �دالة معرفة على( ) (2 1) xf x x e   
   عʻد fعʧʽ نهاǽة     

2. g دالة معرفة على� :2بـ( ) xg x xe  
  . عʻد gعʧʽ نهاǽة        
  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:      

  1( 1 2lim ( 1)x

x
e x


    2( 2 3 1lim (2 1) x

x
x e 


  

  3( 1 2lim ( 1)x

x
e x


     4( 

2 2
lim

lnx

x x

x

  
      f 2بـ�دالة معرفة على( ) xf x x e  

  .عʻدو  عʻد f.ادرس نهاǽات1
  .شȞل جدول تغʽراتها.f.ادرس تغʽرات 2
  في معلʦ مʱعام ومʳʱانس. f.ارسʦ الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة3

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:      

  1( 
20

1
lim

3 2

x

x xx

e

e e


 

       2( 
2

0
lim

x x

x

e e

x

  

3( 3

0
lim (ln )

x
x x


         4(2

0
lim ln( )

x
x x x


  

  احʶب الʻهاǽات الʱالʽة:       

1

2
lim ln( 1)

1x

x
x

x
 


lim؛ ( 2) 2 ln | 2 1|

x
x x


    

2lim 1 x x

x
x e e


      2؛lim (2 3 ) x

x
x x e


  

2
2lim 4ln( 1)

2x

x
x x


    ؛

1
2 2lim ( 3 4)

x

x
x x e




   

2lim (2 3) x x

x
x e e


   ؛

3

2
lim

x

xx

e

x e 
.  

      f دالة معرفة على�  بـ  2

3x

f x
x

   

  .عʻد  fنهاǽة الدالة  أ) ادرس .1
  .0عʻد  fنهاǽة الدالة  ب) ادرس  
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0x. بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي2 :  

           
 

 
ln3

2

2 ln 3
ln 3

xe
f x

x
   

 .عʻد  fاسʱʻʱج نهاǽة الدالة  

ثf  ʦعʧʽ مʨʺʳعة قابلʽة الاشʱقاق للدالة      
)'احʶب )f x:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʴال ʧفي ؗل حالة م  

1( 
3

2
( )f x

x


        2 (5 2( ) 1f x x   

     fدالة معرفة على 0; 3بـ( ) 6f x x x    
قابلة للاشʱقاق على fبʧʽ أن 0;أجل ؗل  و أن م ʧ

2 2 ;x     ،'( )f x.  
      f3دالة معرفة على بـ( ) ( 4)f x x x    

limثʦ احʶب f.حدّد مʨʺʳعة تعرȄف الدالة1 ( )
x

f x


  
2 ʧʽع .'( )f xلؔلxʧم� راتʽل جدول تغȞش ʦثf.  
عʻد الʻقʢة f.عʧʽ معادلة الʺʺاس للʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 3

  .4الʱي فاصلʱها
     f3بـ �عرفة علىدالة م 2( ) 1 2f x x    

  زوجʽة. f.بʧʽ أن الدالة 1
  .عʻدf.اسʱʻʱج نهاǽة عʻدf.ادرس نهاǽة2
)'احʶب  �قابلة للاشʱقاق على f.بʧʽ أن3 )f x.  
  .f.اسʱʻʱج تغʽرات الدالة4

     fدالة معرفة على ;1 بـ 
3

2( ) 1f x x    
  .1وَ عʻد عʻدf.ادرس نهاǽة1
قابلة للاشʱقاق على f.بʧʽ أن3 ;1بʶاح'( )f x.  
  .f.اسʱʻʱج تغʽرات الدالة3
  في معلʦ مʱعامد و مʳʱانسf.ارسʦ الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة4

      f بـ �دالة معرفة على :   3 xf x x e   
  .و عʻد عʻد  f.عʧʽ نهاǽة الدالة 1
  و شȞل جدول تغʽراتها. f.ادرس تغʽرات 2
  في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس. f.ارسʦ الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة 3

 الإجاǼة الʺقʱرحة مʡ ʧرف تلʺʽذ وإلʥʽ نص سؤال ،        
أعد صʽاغة هذا الʴل آخذا Ǽعʧʽ الاعʰʱار ملاحʤات 

  الʺʴʸح.

دالة معرفة على f  :لالʴؤا 0; بـ     

              
2ln( 3)x

f x
x


   

  .و عʻد 0عʻد   fنهاǽة الدالة  ادرس
  إجاǺة الʯلʻʸذ:

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  تمارين للتعمق

  .بكالوريا     
الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة    0;  ِبـ     

             ( ) lnf x ax bx c x     
أعداد حقʽقʽة و  c و a ،b حʽث C  لʲʺʺي الʻʴʻʺال ʨه
  fللدالة

  
  
  
  
  
  
Ǽ.اسʱعʺال الʺʻʴʻي1 C(2)و علʺا أن 2 3ln 2f    

1aبʧʽ أن c  2وb    
الʺعرفة على الʺʳال gنعʰʱر الدالة .2 0; ِب ـ  
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           (1 2 ) lng x x x x    
  .0عʻد g عʧʽ نهاǽة-أ
  .عʻد g عʧʽ نهاǽة -ب
  .ʧʽg الدالة الʺʱʷقة للدالة ع-.أ2
ادر على-ب 0;2إشارةln x 1و إشارة x

x

  ʦث،

)'اسʱʻʱج إشارة )g x راتʽو تغg.  
  gشȞل جدول تغʽرات -جـ
3ʦʽقʱʶʺال ʧȞʽل . هʱمعادل ȑالذy x   
1)الʺعادلة �حل في -أ 2 ) ln 0x x   اʽانʽرا بʽʶوأعط تف

  لهذه الʴلʨل.
ضعʽة الʺʻʴʻي اسʱʻʱج و  -ب C اǼʦʽقʱʶʺة إلى الʰʶʻل.  

الʺعرفة على f نعʰʱر الدالة       0; :ا یليʺؗ  
               xf x xe  

نرمز بـ  ʽʲʺʱاني للدالة  لإلى الʽʰالf  عامدʱم ʦفي معل  
و مʳʱانس ; ,O i j

 
  10cmالʨحدة: 

  :1الʱزء
  .عʻد  fنهاǽة الدالة  عʧʽ -أ.1
  .و شȞل جدول تغʽراتها f الدالة  ادرس تغʽرات -ب
أنʷئ  -جـ .  

1مm ʧبʧʽ انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  -أ. 2
0;

e
 
  
،  

الʺعادلة f x m .ʧʽل حلʰتق  

1في الʴالة -ب

4
m بـ ʧʽلʴنرمز إلى ال ، وثʽح  

 هʱرا سعʸح ʧʽ210.ح  للعدد.  
حل الʺعادلة -ـج f x m الة فيʴ0الm  1و

m
e

. 

: نعʰʱر الʺʱʱالʽة2الʳزء nu بـ: �الʺعرفة على  
u   1و

nu
n nu u e
  ثʽح العدد الʺعرف في ʨه

  .ب. 2.  1الʳزء
n،0nuبرهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي -أ.1   
برهʧ أن الʺʱʱالʽة -ب nu .ةʸاقʻʱم  
هل الʺʱʱالʽة -جـ nu ʧʽع ʦاب نعʨʳة؟ إذا ؗان الȃقارʱم

  نهایʱها.

نعʰʱر الʺʱʱالʽة .2 nw بـ: �الʺعرفة علىlnn nw u  
n،1nبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي -أ n nu w w    

0نʹع -ب 1 .....n nS u u u     
0 بʧʽ أن:     1n nS w w     

limاسʱʻʱج -جـ n
n

S


.  
نعʰʱر الʺʱʱالʽة .3 nvدها الأول �الʺعرفة علىʴǼ0v، 

0 0v  أجل ؗل عدد ʧعي  و مʽʰʡn ، 1
nv

n nv v e
 .  

حʽث مʧ أجل ؗل عدد  تʱʵلف ع0v ʧهل تʨجد قʽʺة لـ
ʽʰʡ1nعي  اʻن لدیʨȞǽn nu v ʦب نعʨʳ؟ إذا ؗان ال
 عʻʽها. 

   دالة البحث عن  
الʽʲʺʱل الʽʰاني الȞʷل الʱالي لدیʻا في  C عامدʱم ʦفي معل  

و مʳʱانس ; ,O i j
 

معرفة و قابلة للاشʱقاق   fلدالة  
  للʺʻʴʻي T و الʺʺاس Dو ؗذلʥ مʱʶقʽʺه الʺقارب  �على
 Cقʻد الʻعʢها ةʱي فاصلʱة0الʢقʻأن ال ʦنعل. 0;1J 

ز تʻاʣر للʺʻʴʻي مرؗ C  ʦʽقʱʶʺو الD ʧʽʱʢقʻل الʺʷǽ  
 1;0K   وJ  الʺʺاس.T هʱ1)معادل ) 1y e x  .  

  
  
  
  
  
  
  
1 ʦʽقʱʶʺمعادلة لل ʧʽع .D .  
   و دالة  pوَ  mیʨجد عددیʧ حقʽقʧʽʽ  . نفرض أنه2

  : xحʽث مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  �معرفة على   
   f x mx p x    مع lim 0

x
x


  

1mبʧʽ أن  -أ p .  
  ،xمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  بʧʽ أنه ǼJاسʱعʺال الʻقʢة  -ب

         2f x f x  .  
اسʱʻʱج Ǽعد الʱعʽʰر عʧ -جـ f x و f x أن الدالة  
  .ةǽفرد  

0 1

1

x

y

J

K
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  زوجʽة. ، f، مʱʷقة الدالة f'أن - اسʱʻʱج مʧ الʶؤال ب-د
  : x. نفرض الآن أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 3

  2

( ) xx ax b e    ثʽحa وb  .انʽقʽعددان حق  
0b، بʧʽ أنǼاسʱعʺال شفعʽة الدالة  -أ .  

احʶب -ب 'f x.  
aبʧʽ أن  T مʱʶعʺلا معامل تʨجʽه الʺʺاس -جـ e .  
اسʱʻʱج عʰارة -د f x.  

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        1;   ِبـ  :  
               3 3 1f x x     

lim.احʶب1 ( )
x

f x


  ȑالذ ʦʽقʱʶʺان ال ʧʽب.
ʱyهمعادل x  ي الدالةʻʴʻʺمقارب لf  دʻع) عʺل اʱس
3 العلاقة 3 2 2( )( )a b a b a ab b    (.  

)'.احʶب2 )f x  أجل ؗل ʧم 1;x   ج أنʱʻʱاس.
f زایدة تʺاما علʱىم 1;   
)ǽقʰل في الʻقʢة   fبʧʽ أن مʻʴʻي الدالة .3 1;0)M  فʸن

  .مʺاس مʨاز لʺʨʴر الʱراتʽب
4ʧؔʱل."f ة للدالةʽانʲقة الʱʷʺالدالة الf اجل ʧأنه م ʧʽب.

كل 1;x  :
5

3 3"( ) 2 ( 1)f x x x    
  .حدّد معللا جʨاʥǼ نقʢة انعʢاف مʻʴʻي الدالة5

  بكالوريا  
بـِ:  �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة   x

x
f x

e x



           

و C عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

حʽث  
|| || 2i cm


||و   || 5j cm


.  
  بـِ:   �الʺعرفة على gلʧؔʱ الدالة   :1الʱزء
      1xg x e x    

و اسʱʻʱج إشارة �على g.ادرس تغʽرات 1 g x.  
x،0xe.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2 x .  

  :2الʱزء
  .وعʻد عʻد ǽfات الدالة احʶب نها -.أ1
  ʶر هʻدسʽا الʱʻائج الʺʸʴل علʽها.ف-ب
احʶب -.أ2 'f x ثʽح'f  قة الدالةʱʷهي مf.  
  ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fاتʳاه تغʽر الدالة  ادرس -ب

للʺʻʴʻي Tعʧʽ معادلة الʺʺاس  -.أ3 C يʱة الʢقʻد الʻع
  .0فاصلʱها

، ادرس وضعʽة الʺʻʴʻي1اسʱعʺال الʳزءǼ-ب C ةʰʶʻالǼ
  .T للʺʺاس

، الʺʱʶقʽʺات الʺقارȃة و الʺʻʴʻي T.ارسʦ الʺʺاس 4 C.  
الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة        0;  ِبـ       

  2

1
ln 1f x x

x
   
 

0xإذا ؗان    َو 0 0f   

نرمز بـ C  ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺإلى الf  عامدʱم ʦفي معل  
و مʳʱانس ; ,O I J  ال هيʨʡث وحدة الأʽ5حcm.  

الʺعرفة على الʺʳال gنعʰʱر الدالة  :1الʱزء 0;  ِبـ

  2 2

1 2
ln 1

1
g x

x x
      

  

  ،بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل gمʱʷقة الدالة g'احʶب.1

 0;x ، 
2

2 2

2( 1)
'

(1 )

x
g x

x x





  

)'ادرس إشارة.2 )g x ʦʽب قʶحx .ǽنها ʧʽاتع g دʻع   
  .0و عʻد 

  .g.شȞل جدول تغʽرات 3
)ʴǽقȘ.اسʱʻʱج انه یʨجد عدد حقʽقي وحʽد4 ) 0g  .  

0,5تʴقȘ أن: 0,6 .  
ʱʻʱقة إشارة جاسǼاʶالأسئلة ال ʧم( )g x ʦʽب قʶحx .) لا

  .) gإنʷاء مʻʴʻي الدالة ʢǽلب 
  :2الʱزء 

)احʶب نهاǽة-أ.1 )xf x دما یؤولʻعx إلى.  
(ʧȞʺǽ وضع  

2

1
X

x
(.  

limاسʱʻʱج أن-ب ( ) 0
x

f x


.  
ل ؗلبʧʽ أنه مʧ أج -جـ 0;x ،'( ) ( )f x g x.  
على الʺʳال fشȞل جدول تغʽرات  -د 0;.  
بʧʽ أن نهاǽة .2

0
lim ( ) 0

x
f x


ج؟ʱʻʱʶماذا ت.  

  . 0عʻد  fدرس قابلʽة اشʱقاق الدالة ا-ب
ʧʽ معادلة الʺʺاس للʺʻʴʻيع -جـ C  ةʢقʻد الʻعO.  
3ʦارس. C.  
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  دالة دراسة  
  بـِ:    �الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة  

            2( 1) xf x x e   
و C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j

 
  

:ʦ2وحدة الرسcm.  
.بʧʽ أن إشارة fمʱʷقة  f'.احʶب1 'f x  هي نفس

1)2إشارة )x  رات الدالةʽج تغʱʻʱاس.f .  
 -.بʧʽ أن : أ2 lim

x
f x


   

-ب lim 0
x

f x


ʱʶʺج الʱʻʱالʺقارب لـو اس ʦʽق C.  
.ارسʦ الʺʻʴʻي3 Cʧقط مʻفة خاصة الʸǼ لʲم ، C  يʱال

  . 3و  1،  0،  -1 ، -2فʨاصلها
د عد Ǽkقراءة بʽانʽة ،اذؗر، حʶب قʦʽ العدد الʴقʽقي  -أ.4

حلʨل الʺعادلة f x k.  
بʧʽ أن الʺعادلة -ب  2f x  ل حلا واحداʰتق أن ʧʽب.

 2; 1   .  

ʴǽ21قȘ العلاقة:  بʧʽ أن  -جـ 2e


   . 

 دالة دراسة    

I  ر الدالةʰʱنع .f  بـِ  �رفة علىالʺع :  2

x
xf x e e             

و C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

  
  .و عʻد ،حدّد الʻهاǽات عʻد f.ادرس تغʽرات 1
.عʧʽ إشارة2 f x  ʦʽب قʶحx  .  
.ارسʦ الʺʻʴʻي3 C.  

II .  ر الدالةʰʱنعg الʺعرفة على�  ِبـ    :  

              2ln | |
x

xg x e e                   
نرمز بـ  .انيʽʰلها الʽʲʺإلى ت  

  . 0و عʻد ،عʻد عʻد g.حدد نهاǽات  الدالة 1
.احʶب2 'g xعʺال إشارةʱاسǼ إشارتها ʧʽو ع ، f x  و

إشارة  'f xرات .شʽل جدول تغȞf.  
  ،x.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي مʨجب تʺاما 3

      2ln 1
x

g x x e
 

   
 

  

 ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽبD هʱمعادل ȑالذy x  مقارب  

للʺʻʴʻي .  
ادرس وضعʽة   ة إلىʰʶʻالǼD ؗ أجل ʧل عدد م

0xحقʽقي .  
  ،xبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي سالب تʺاما  .4

           2ln 1
2

xx
g x e

 
   

 
  

ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽبهʱمعادل ȑالذ
2

x
y يʻʴʻʺمقارب لل   

ادرس وضعʽة  ة إلىʰʶʻالǼ  أجل ؗل عدد ʧم
0xحقʽقي .  

5 ʦارس.  ،D و ʦفي الʺعل ; ,O i j
 

.  
   بكالوريا     

ة علىالʺعرف  fنعʰʱر الدالة  0;  ِبـ :  ln x
f x

x
  

و C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

    
على fادرس تغʽرات  -أ.1 0;.  
   عʻد حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف. fعʧʽ نهاǽات -ب

إلى الʺʺاس للʺʻʴʻي Tنرمز بـ Cيʱة الʢقʻد الʻع  
.نرȄد دراسة وضعʽة الʺʻʴʻي1فاصلʱها C  ة إلىʰʶʻالǼ
  .Tالʺʺاس

2ʦʽقʱʶʺب معادلة للʱاك.T    .  
الʺعرفة على g.نعʰʱر الدالة 3 0;  ِبـ :  

            1g x x f x      
مx ʧتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  -أ 0;،  

        1
' ln 2 1

2
g x x x x

x x
      

احʶب-ب ' 1g و ادرس إشارة 'g x ʧʽالʳʺال ʧؗل م  
 0;1 و 1;.  

احʶب -جـ 1g ر الدالةʽاه تغʳعʺال اتʱاسȃو ،g  ادرس،
إشارة g x.  

ʽة الʺʻʴʻياسʱʻʱج وضع -د C  ة إلى الʺʺاسʰʶʻالǼT.  
4 ʦارس .T ʦث C.  
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  بكالوريا  
I .  g دالة معرفة على 0; بـ:    

               
2

2
2

2
- ln(1 )

1

x
g x x

x
 


  

.بʧʽ أنه على الʺʳال1 1;الʺعادلة  0g x  لʰتق
  .110سعʱه ، أعط حʸرا لـ حلا واحدا

.حدّد إشارة2  0g x  الʳʺعلى ال 0;.  
II .   f  دالة معرفة على 0; بـ:    

     2ln 1 x
f x

x


 0إذا ؗانx   و 0 0f   

ما هي نهاǽة  -أ. 1   0f x f

x

  دما یؤولʻعx ؟0إلى  

0xقابلة للاشʱقاق عʻد fاسʱʻʱج أن  -ب   و جد معادلة
للʺʻʴʻي Tالʺʺاس C ل للدالةʲʺʺالf  يʱة الʢقʻد الʻع
  0فاصلʱها

0xحقʽقي نه مʧ أجل ؗل عددأتʴقȘ -.أ2 :  
          2

ln 1 1
2 ln 1

x
f x

x x x
    
 

  

اسʱʻʱج -ب lim
x

f x


  
0xحقʽقي بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد-أ.3 :   

2
'

g x
f x

x
  

  .  fاسʱʻʱج تغʽرات الدالة  -ب
ثT  ʦأنʷئ  -جـ C     .  

  سائلم 
  بكالوريا 

 I.  1أجل ؗل ʧأنه م ʧʽ0.بx  ،2 1 0xe  .  
الʺعرفة على  gنعʰʱر الدالة .2 0; ِب ـ :  

            
2

1
( )

1x
g x

e



    

.فʶر بʽانʽا الʱʻائج و عʻد 0عʻد  ǽgات الدالةعʧʽ نها-أ
  الʺʸʴل عʽها.

)'احʶب-ب )g xرا الدالةʽاه تغʳادرس ات.g  ل جدولȞش ʦث
  .تغʽراتها

II .  ر الدالةʰʱنعf  الʺعرفة على 0;  لȞʷفي ال.
  في معلʦ مʱعامد Cالʺʨالي مرسʨم  تʺʽʲلها الʽʰاني

 ; ,O i j
 

  ǽقʢع  eالʱي فاصلʱها Aو مʺاسه عʻد الʻقʢة  

مʨʴر الفʨاصل في الʻقʢة الʱي فاصلʱها
2

e .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

نقʰل أن  2
( ) 2 ln lnf x x a x b x c    

  أعداد حقʽقʽة cو a ،bحʽث
)'.احʶب1 )f x بدلالةa ،b وc.  

2ʧʽل،عȞʷفرة في الʨʱʺمات الʨعʺال الʺعلʱاسǼ.1
'f

e
 
 
 

،  

 'f e و 'f e.  

.اسʱʻʱج أن3  2
( ) 2 2 ln 3ln 2f x x x x   .  

ʧȞʺǽ )lnt وضع 0عʻدf.عʧʽ نهاǽة 4 x    
  .عʻدf.عʧʽ نهاǽة5
.بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل6 0;x ،  

       '( ) 2(ln 1)(2ln 1)f x x x    
)'.ادرس إشارة7 )f x راتʽل جدول تغȞو شf .  

III . 1الدالة ʧؔʱل. الʺعرفة على 0,1;0,3 :بـ  
( ) ( ) ( )x f x g x    

بʧʽ انه مʧ أجل ؗل -.أ1 0,1;0,3x،'( ) 0x   
) بʧʽ أن الʺعادلة -ب ) ( )f x g x  لʰحلا واحداتق 

على الʺʳال 0,1;0,3. 

0xبʧʽ انه مʧ أجل .2 ،( ) 0f x  .  
الʺعرفة على h.نعʰʱر الدالة 3 0;  ِبـ:h g f   
  و عʻد 0عʻد  hعʧʽ نهاǽات الدالة  -أ

على hادرس اتʳاه تغʰر الدالة -ب 0;.  
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)بʧʽ أن -جـ ) ( )( )h g g    
)للعدد 410عʧʽ قʽʺة مقرȃة إلى -د )h   

  بكالوريا  
على  الʺعرفة gلʧؔʱ الدالة. 1 0;:بـ  

          ( ) 1 2lng x x x     
  .gه تغʽر الدالةادرس اتʳا-أ
ثʦ عʧʽ إشارة على g(1)احʶب -ب 0;.  

0ذا ؗان اسʱʻʱج أن:إ -جـ 1x  1فإن
0g

x
   
 

   

1xو إذا ؗان    1فإن
0g

x
   
 

  

. نعʰʱر الدالة الʺعرفة على2 0;:بـ  
   2( ) lnf x x x x    0إذا ؗانx   َ(0)و 0f   

  م مʱعامد fعلى الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة Cنرمز بـ 
و مʳʱانس ; ,O i j

 
.  ʨʡ2الوحدة الأcm.  

)'احʶب -أ )f x قيʽأجل ؗل عدد حق ʧأنه م Șقʴو ت  

x  : 1مʨجب تʺاما   
'( )f x x g

x
   
 

  

   fشȞل جدول تغʽرات  -ب
)بʧʽ أن الʺعادلة -جـ ) 0f x   ل حلاʰتق ثʽح  

    7
2

4
    

 Oعʻد الʻقʢة  Cللʺʻʴʻي  تʴقȘ أن الʺʺاس -. ا3
yمعادلʱه  x   

  .Ǽالʰʶʻة لـ Cادرس وضعʽة  -ب
  .Cو  ارسʦ  -جـ
. نعʰʱر الʺʱʱالʽة4 nu :الʺعرفة بـ 0 0;1u    

n  :1و مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ( )n nu f u   
ʧʽn :0 أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي ب -أ 1nu .  
بʧʽ أن الʺʱʱالʽة -ب nu .زایدةʱم  
ةلʺʱʱالʽاسʱʻʱج أن ا -جـ nu .هاʱنهای ʧʽة و عȃقارʱم        

  علىالʺعرفh  ʧʽʱو  gنعʰʱر الدالʧʽʱ الأول:  الʱزء      
           0; :ا یليʺؗ  

( ) 1 lng x x x       َو( ) ( 2) lnh x x x x    
)'. أ) احʶب1 )g x أجل ʧمx الʳʺال ʧم 0;  
  . gثʦ ادرس تغʽرات 

).أ)  اسʱʻʱج أن2 ) 0g x  لؔلx الʳʺال ʧم 0;  
مʧ الʺʳال xب) بʧʽ أنه مʧ اجل ؗل 0; ،  

        ( ) 1 ( ) ( 1) lnh x g x x x     
مʧ الʺʳال x. بʧʽ أنه مʧ اجل ؗل3 0; ،  

           ( 1) ln 0x x   
).اسʱʻʱج إشارة4 )h x على 0;.  

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة الʱزء الʰاني: 0;:بـ  
             2

( ) 1 ln lnf x x x x    
ʧȞʽو لfC ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf عامدʱم ʦفي معل  

  و مʳʱانس.
.أ) احʶب1

0
lim ( )

x
f x


  .فʶر الʳʽʱʻة هʻدسʽا. 

limاحʶب ب) ( )
x

f x


  

0x.أ) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي2 :  

          ( )
'( )

h x
f x

x
   

  .fب) اسʱʻʱج اتʳاه تغʽر الدالة
3ʧȞʽل . يʻʴʻʺالʺʺاس للfC ةʢقʻ(1;1)في الA  

ʦʽقʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة د ʧʽأ) ع.  
0xب) تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي :  

     ( ) (ln 1) ( )f x x x g x    
)جـ) ادرس إشارة )f x x ة اʽضعʨج الʱʻʱاس ʦة ثʽʰʶʻل

  .و الʺʱʶقfC ʦʽللʺʻʴʻي
ǽقʰل نقʢة انعʢاف فاصلʱها  fC.(نقʰل أنfCو .أنʷئ4

 ʧʽرة بʨʸʴ1,5و 1م.(  
  لʰالث:الʱزء ا

)تعʰʱر الʺʱʱالʽة )nu :0الʺعرفة ؗʺا یليu e   ʧو م
n:1أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ( )n nu f u .  

n ،0.برهǼ ʧالʱراجع أنه مʧ أجل ؗل ʽʰʡعي 1 1nu   
2ʽالʱʱʺأن ال ʧʽة.ب( )nu.ةʸاقʻʱم  
).اسʱʻʱج أن الʺʱʱالʽة3 )nu.هاʱب نهایʶاح ʦة ثȃقارʱم  
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  كالورياب       
  بـ:�الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة 

                1
( )

1

x

x

e
f x

xe





  

ʧȞʽو لC ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf. عامدʱم ʦفي معل  
  الأول:دراسة دالة مʴاعدة الʱزء

) بـ: �على الʺعرفة hلʧؔʱ الدالة.1 ) 1xh x xe   
)و بʧʽ أن hادرس تغʽرات ) 0h x   أجل ʧمxʧم�.  

        بـ: �على الʺعرفة g.لʧؔʱ الدالة2
        ( ) 2 xh x x e    

  .وعʻد عʻدgلةعʧʽ نهاǽات الدا -أ
  و شȞل جدول تغʽراتها. gاتʳاه تغʽر الدالة  ادرس-ب
)بʧʽ ن الʺعادلة-جـ  ) 0g x في ʧʽل حلʰنرمز بـ�تق.  
 و  ثʽح ʧʽلʴال ʧإلى هذی .  
1,14بʧʽ أن  1,15  .  
)اسʱʻʱج إشارة  -د )g xʦʽب قʶحx.  

  :Cو رسʦ الʺʻʴʻي fالʳزء الʲاني: دراسة تغʽرات الدالة
1ʧʽات الدالة .عǽنهاfدʻع دʻوع.  
  :ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيب-.أ2

           
2

( )
'( )

( 1)

x

x

e g x
f x

xe



  

  وشȞل جدول تغʽراتها. fج اتʳاه تغʽر الدالةاسʱʻʱ-ب
1بʧʽ أن:  -.أ3

( )
1

f 





.  

  .210عʧʽ حʸراً للعدد سعʱه Ǽاسʱعʺال حʸر -ب
).عʧʽ معادلة للʺʺاس4 )T  يʻʴʻʺللC  يʱة الʢقʻد الʻع

  .0فاصلʱها 
  :ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيب -.أ5

             ( 1) ( )
( )

1x

x u x
f x x

xe


 


  

)حʽث  ) 1x xu x e xe     
)و اسʱʻʱج إشارة uالدالة ادرس تغʽر -ب )u x.  
)Ǽالʰʶʻة للʺʺاس Cعʽة الʺʻʴʻي اسʱʻʱج وض-جـ )T.  
6ʦارس.C و( )Tلʨʢ2.تؤخذ وحدة الcm  ر علىʨʴم

نقʰل أن  على مʨʴر الʱراتʽب. 5cmالفʨاصل و
1,85 1,84     1,19و ( ) 1,18f    .  

           كالوريا ب       
الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة :الأول الʱزء 0; :بـ  

12

2

1
( ) xx x

f x e
x

 
 0إذا ؗانx   َ(0)و 0f   

ʧȞʽو لC ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf  عامدʱم ʦفي معل  
و مʳʱانس ; ,O i j

 
  5cm.وحدة الأʨʡال

1ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب.هʱمعادل ȑ1الذy  يʻʴʻʺمقارب للC.  
0xمʧ أجل -.أ2  بʶاح( ) (0)f x f

x

  
  . 0یؤول إلى  xدرس نهاǽة هذه العʰارة لʺا ا -ب
  ؟C؟ Ǽالʰʶʻة للʺʻʴʻيfماذا تʱʻʱʶج Ǽالʰʶʻة للدالة -جـ

0x.بʧʽ أنه مʧ أجل 3 :
1

4

1
'( ) xx

f x e
x


  

  ثʦ شȞل جدول الʱغʽرات. f. ادرس تغʽرات الدالة4
  الʱزء الʰاني:
علىالʺعرفة  gنعʰʱر الدالة 0;  :ا یليʺؗ  
          ( ) ( ) '( )g x f x xf x   

)الʺعادلʧʽʱ .بʧʽ أنه 1 ) 0g x  3و 2 2 1 0x x x    
على الʺʳالمʱؔافئʱان  0;.  

3.بʧʽ أن الʺعادلة2 2 2 1 0x x x    ل حلا واحداʰتق  
 را لـʸح ʧʽة عʰاسʴعʺال الʱاسǼ ʦث هʱ210سع.  
). نʹع 3 )f

A



را لـʸأعط ح.A هʱ12سع 10     
)'و بʧʽ أن   )A f   
0a. مʧ أجل ؗل4  نرمز بـ( )aT يʻʴʻʺإلى مʺاس الC 

  .aعʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها  
)بʧʽ أن معادلة )aT  هيy Ax  
)ارسʦ الʺʺاس  )aT يʻʴʻʺال ʦثC.  

).اسʱʻʱج مʧ الأسئلة الʶاǼقة أن لؔل الʺʺاسات 5 )aT 
  (عʻد نقط فʨاصلها غʽر معدومة)،فقط الʺʺاسCللʺʻʴʻي

( )aT  دأʰʺالǼ رʺǽO .  
)نقʰل أن الʺʺاس .6 )aT يʻʴʻʺأعلى ال C الʳʺفي ال  

 0;.  
  قراءة بʽانʽة ، و بدون تʰرȄر عʧʽ عدد حلʨل الʺعادلةǼ -أ

( )f x m  ىʢقي الʺعʽقʴالعدد ال ʦʽب قʶحm .  
)ʧʽ بʽانʽا عدد حلʨل الʺعادلةع -ب )f x mx ʦʽب قʶح 

  . mالعدد الʴقʽقي الʺعʢى 

7374
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  ..دداختيار من متعـداختيار من متعـد    
  لؔل سؤال عدة اقʱراحات ʧȞʺǽ أن تʨؔن صʴʽʴة،          

  عʻʽها مع تعلʽل الʨʳاب       
    f بـ:  �دالة معرفة على  2 xf x x  ،  

  تʺʽʲلها الʽʰاني في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس. Cو  
 أ) .1 lim

x
f x


   (ب  lim 0

x
f x


  

ج)    lim
x

f x


     (د lim
x

f x


   
  :xمʧ اجل ؗل عدد حقʽقي  .2
أ)     ln 2' 1 ln 2 xf x x e    
 ب)   ' 1 2 xf x x    
 ج)   ' 1 ln 2 2 xf x x    
x :مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي  أ) .3  3

4
f x   

ب) الʺعادلة  1

2
f x  .فقط ʧʽحل ʧʽلʰتق  

  فʨق  0عʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها Cللʺʻʴʻي  Tج) الʺʺاس 
  .Cالʺʻʴʻي  
4.gهي الدالة الʺعرفة على 0;بـ   lng x f x 

0x  ) مʧ أجل ؗل عدد حقʽقيأ ،،  0g x   
 ب) lim

x
g x


   

1مʻʱاقʸة على الʺʳال gج) الدالة 
0;

ln 2
 
  

  

د) الʺعادلة  0,5g x  الʳʺفي ال ʧʽل حلʰتق 0;  
الʴʽʴʸة  الأجȃʨة)لؔل سؤال عʧʽ الإجاǼة(أو             

  الʺقʱرحة.
الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة    0;   :ا یليʺؗ  

               ln
2

x
f x x

x
   

إشارة .1 'f x  هي نفس إشارة  2 2 2lng x x x    
على .2 0;  شارة   'g x  هي نفس إشارة( 1)x .  
على .3 0;g  ȑاوʶى تʺʤة عǽة حدʺʽل قʰ3تق.  
4. f الʳʺة تʺاما على الʸاقʻʱم 0;..  
الʺعادلة .5  0f x  الʳʺل حلا واحدا في الʰتق 1;2  
  ..مائلا عʻدمائلا عʻد  ȃاǽقʰل مʱʶقʽʺا مقار   fمʻʴʻي الدالة . 6
  

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟
اذؗر إن ؗانت الʻهاǽات الʱالʽة صʴʽʴة أو خاʡئة مع 

ʥǼاʨر جȄرʰت  
  بـ �الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة    3 xf x x e        

0xمʧ أجل ؗل.1   ،،  3f x x  .  
  .f.مʨʴر الفʨاصل مقارب لʺʻʴʻي الدالة 2
هي  f.مʱʷقة الدالة 3   ' 2 xf x x e    
  تقʰل قʽʺة حدǽة واحدة. g. الدالة 4
2m.مʧ أجل ؗل5 e الʺعادلة ، f x m  لʰإما لا تق

.ʧʽل حلʰحلا أو تق  
'حل للʺعادلة الʱفاضلʽة f. الدالة 6 7 xy y e   

 f بـ:  �دالة معرفة على  xf x xe  
  اخʽʱارك لاذؗر إن الʨʵاص الʱالʽة صʴʽʴة أم خاʡئة و عل

x  :مʧ ؗل عدد حقʽقي . 1    0f x f x   
x  :مʧ ؗل عدد حقʽقي . 2   ' xf x f x e   
x  :مʧ ؗل عدد حقʽقي . 3  1f x   
4 . lim 0

x
f x


 

5 . lim ' 0
x

f x


  
عʻد الʻقʢة  f. الʺʸʻف الأول هʨ الʺʺاس لʺʻʴʻي الدالة 6

  .0الʱي فاصلʱها
ت  لؔل خاصʽة مʧ الʨʵاص الʱالʽة ، اذؗر إن ؗان      

.ʥʱئة معللا إجابʡة أم خاʴʽʴص  
x ،مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي . 1 ln 2x x  
   اجل ؗل عدد مʨجب حʽث مa  ʧ. یʨجد عدد حقʽقي 2

x ، حقʽقي    ln xa x  
3 ʧاجل ؗل عدد. مʧی ʽقʽتʺاما حق ʧʽʰجʨم ʧʽa  و x ،  

    
ln
ln

x
aa x  

12حʽث  ʨxجد عدد حقʽقي . ی4 3x   
x ،100 مʨجب ؗل عدد حقʽقي. مʧ اجل 5 x x  
حʽث x. یʨجد عدد حقʽقي مʨجب 6 3

3 x x  
  ، yو ʧʽxحقʽقʽ یʧؗل عدد. مʧ أجل 7

              2 22 2 2x y x y     
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               

ʰة     .إجراء العʺلʽات الʶʴابʽة على الأعداد الʺرؗ
ب   .اسʱعʺال خʨاص مرافȘ عدد مرؗ

ب غʽر معدوم.   حʶاب الȄʨʢلة وعʺدة لعدد مرؗ

 ا لانʱقال مʧ الȞʷل الʰʳرȑ إلى الȞʷل الʺʲلي و العȞس. 

ʰة.    الʱعʽʰر عʧ خʨاص لأشȞال هʻدسʽة Ǽاسʱعʺال الأعداد الʺرؗ
ʰة وفي الهʻدسة.تʽʣʨف خʨاص الȄʨʢلة والعʺدة لʴل م   ʶائل في الأعداد الʺرؗ

ʰة وفي الهʻدسة.   تʽʣʨف  دسʨʱر مʨافر لʴل مʶائل في الأعداد الʺرؗ

  .حل معادلات یؤول حلها إلى حلّ معادلة  مʧ الدرجة الʲانʽة وحل معادلات مʧ الدرجة الʲانʽة. 
ʰة  للȄʨʴʱلات الʺألʨفة (الانʴʶاب، الʴʱاكي، الدوران )  Ȅʨل الʱعرف عʧ تʴو .تعʧʽʽ الʱؔاǼة الʺرؗ

ʰة.  انʢلاقا مʱؗ ʧابʱه الʺرؗ

ʰة.ل انʴʶاǼات، تʴاكʽات أو دورانات حل مʶائل هʻدسʽة تʢʱلب اسʱعʺا   بʨاسʢة الأعداد الʺرؗ

ʰة لʰرهان خʨاص الانʴʶاب، الدوران والʴʱاكي    .تʽʣʨف الأعداد الʺرؗ
  
  

      ȑافر ابراهام دʨفي 1667ولد عام :م ʦات أضافالم عالʽاضȄر  
  إضافات هامة في حʶاب  الʺʲلʲات وقانʨن الاحʱʺالات وهʻاك    

  م. 1754رȄاضʽة تʴʺل اسʺه. تʨفي عام  ثلاث نʤرȄات    
  ،حʽث نʷر »اسʴاق نʨʽتʧ «مʧ أصدقاء  »ابراهام دȑ مʨافر «    
  ) مʶاهʺاته في1756)، (1738)، (1718الʨʱالي سʻة ( على    
  ». مʰدأ الفرص «الاحʱʺال ضʺʱؗ ʧاǼه في الʺʸادفة     

  :دسʨʱره الʷهʽر » ابراهام دȑ مʨافر «اكʷʱفم.1707في سʻة     
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  الإحداثʻات القʻʮʠة .    نشاط أول       
  دراسة مʰال 

   ( ); ,O i j
r r

  ʦمعل.ȑʨʱʶʺال ʧاشر مʰانس مʳʱعامد مʱم  

   A وB ي إحدʱال ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢقʻااالʽة تثʽʰʢ2ها الق,
4

pæ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
1و    2

,
2 3

pæ ö÷ç ÷ç ÷÷çè ø
)لʺعلʦعلى الʱرتʽب في ا   );O i

r
 .  

1( ʧʽʱʢقʻئ الʷأنA وB  .  
)عʧʽ قʶʽا للزاوȄة  )2 ),OA OB

uur uuur
.  

3( ʽارتȞǽات الدʽالإحداث ʧʽةع ʧʽʱʢقʻللA وB  . 

4( 'A  رةʽʤنA   ة إلىʰʶʻالǼO . ʦدأ الʺعلʰم ʽارتȞǽات الدʽالإحداث ʧʽة ةعʢقʻة للʽʰʢوالق'A.  
5( 'B  رةʽʤنB  . اصلʨر الفʨʴة إلى حامل مʰʶʻالǼ ʽارتȞǽات الدʽالإحداث ʧʽةع ʻة للʽʰʢةوالقʢق'B. 

6( ''B  رةʽʤنB  . بʽراتʱر الʨʴة إلى حامل مʰʶʻالǼ ʽارتȞǽات الدʽالإحداث ʧʽة ةعʢقʻة للʽʰʢوالق''B. 

  الʲالة العامة 
   ( ); ,O i j

r r
  ʦمعل.ȑʨʱʶʺال ʧاشر مʰانس مʳʱعامد مʱم  

   M ʧلف عʱʵت ȑʨʱʶʺال ʧة مʢنقO ة اإحدʽʰʢاها القʽث( ),r q ʦفي الʺعل( );O i
r

 .  
1( ʡشر ʧʽعلى  اعr  ةʢقʻن الʨؔؗي تM ي إلىʺʱʻرها تʢف قʸي نʱ3الدائرة ال .  
2( ʡشر ʧʽعلى  اعq  ةʢقʻن الʨؔؗي تM . بʽراتʱر الʨʴي إلى حامل مʺʱʻت  
3( ʡشر ʧʽعلى  اعq  ةʢقʻن الʨؔؗي تM . اصلʨر الفʨʴي إلى حامل مʺʱʻت  
4( ʡشر ʧʽعلى  اعq  ةʢقʻن الʨؔؗي تM ذ ʦʽقʱʶʺي إلى الʺʱʻتȑ  الʺعادلةy x= .  

  

  ). Bombelliمʰال بʦمʻʮلي(   ثان  نشاط        
):  xالهدف مʧ هذا الʷʻاȋ هʨ حل الʺعادلة ذات الʺʳهʨل الʴقʽقي        )1  .....3 15 4x x= + . 

aأثʰت أن  )1 b+  حل للʺعادلة( )إذا وفقط إذا : 1( )2  ....( )( )3 3 3 5 4 0a b a b a b+ + - + - =. 

aما هي القʽʺة الʱي ʳǽب إعʢاؤها للعدد )2 b بʱؔى تʱالʺعادلة  ح( 3على الȞʷل2( 3 4a b+    ؟=

3ما هي قʽʺة  3a b  الة ؟ʴفي هذه ال 

)، xدد حقʽقي تأكد أنه مʧ أجل ؗل ع )3 )( )3 3 2 4 125x x x xa b- - = - + . 

2 نعʰʱر الʺعادلة )4 4 125 0x x- + = . . .( )3                                                                               
  حقʽقʽة .     تأكد أن هذه الʺعادلة لا تقʰل حلʨلا

"نʽʵʱل عدد نرمز له  )5 "i    ثʽ2ح 1i = -. 

)أكʱب حلʨل الʺعادلة    . ةفي هذه الʴال 3(
)أحʶب )6 )3

2 i-  و( )3
2 i+ ، ج حʱʻʱا للʺعادلةاسʽقʽلا حق( )1                       .Rafael Bombelli 

))  عʧʽ حلʨل الʺعادلة7    )1 .                                                                1572 – 1526  
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A

B

C

D

E

F
2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

-1

-2

0 1

1

x

y

A

B

C

D

E

F

  
          
                      

ʮة.    ثالثنشاط         تقدʤǻ هʹدسي للأعداد الʸرؕ
    ʻم ȑʨʱʶʺب إلى الʨʶانسʳʱعامد و مʱم ʦمعل ; ,O OI OJ

 
.  

)ǼʧʽالإحداثP ʽتʺʲله الʻقʢة  xنقʰل أن مʨʴر الفʨاصل ʲʺǽل مʨʺʳعة الأعداد الʴقʽقʽة ، وعلʽه العدد الʴقʽقي     );0x .  
     ȑʨʱʶʺال ʧم Ȑة أخرʢل أن ؗل نقʰل عدد لا نقʲʺاصل تʨر الفʨʴي إلى مʺʱʻها و تʽʺʶقي و نʽر حقʽهذا العدد غ  
ʰ اعدد       .  امرؗ
)ǼʧʽالإحداثJ ʽو هȞذا الʻقʢة     ب  1;0( )ǼالإحداثQ ʧʽʽالʻقʢة، و  iتʺʲل العدد الʺرؗ )0; y ب   .iyتʺʲل العدد الʺرؗ

)ǼالإحداثʸȃM ʧʽʽفة عامة الʻقʢةو      );x y  ب xتʺʲل العدد الʺرؗ i y+  یرمز له ȑالذz     .  
ʰة الʱي تʺʲلها الʻقط ʨ في الرسʦ الʺ .1  .Fو  A ،B ،C  ،D  ،Eالي عʧʽ الأعداد الʺرؗ

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

           

 حʽث : Gمʲل الʻقʢة  .2

     OG OB OD= +
uuur uuur uuur

 .  
ب الʺرفǼ Șالʻقʢة        ؟  Gما هʨ العدد الʺرؗ

 حʽث : Hمʲل الʻقʢة  .3

     OH OE OF= +
uuur uuur uuur

 .  
ب الʺرفǼ Șالʻقʢة         ؟  Hما هʨ العدد الʺرؗ

 حʽث : Kمʲل الʻقʢة  .4

     KG AB CD= +
uuur uuur uuur

 .  
ب الʺرفǼ Șالʻقʢة        ؟  Kما هʨ العدد الʺرؗ

ʰة ص T، و R  ،Sمʲل الʻقط  .5 ʨ1ر الأعداد الʺرؗ 2z i= -  ،2

1
3

2
z i= - 3و - 7z i=  .على الʱرتʽب -
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I

J

M

0 1

1

x

y
(z=x+iy)

I

J

M

 
   

 . ةʮ  الأعداد الʸرؕ

  تعرȂف .. 1    
ʰ انʶʺي عدد :تعرȂف    ʱȞǽzب على الȞʷل  zؗل عدد امرؗ x iy= 2ن و عددان حقʽقʽا yو xحʽث   + 1i = -  
   :ملاحʢات و ترمʻز    
  g  : ة بِـʰ   . £نرمز إلى مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
  g  قيʽقʴالعدد الx ى الʺʶǽب )، و نرمز  ʳzزء الʴقʽقي للعدد الʺرؗ )Re z    .  
  g  قيʽقʴالعدد الy ب )، و نرمز ʶǽzʺى الʳزء الʽʵʱلي للعدد الʺرؗ )Im z    .  
  g  0إذا ؗانy   حقʽقي. zنقʨل أن العدد =
  g  0إذا ؗانx   تʽʵلي صرف ( أو تʽʵلي مʴض أو تʽʵلي ʴǼت ) . zنقʨل أن العدد =
  g  ب   ط إذا ؗان جزؤه الʴقʽقي معدوما و جزؤه الʽʵʱلي معدوما.معدوما إذا و فق ʨȞǽzن العدد الʺرؗ

      ȑ0أz ǽ0xعʻي  = 0yو  = = .  
  g  ةǼاʱؔال z x iy= ب اتʶʺى  +   . zلȞʷل الʰʳرȑ للعدد الʺرؗ

   2 .. ʥʻʮ   تʴاوȏ عددیʥ مرؕ
ʰان  :تعرȂف      ي.   مʶʱاوʧʽȄ إذا وفقط إذا ؗان لهʺا نفس الʳزء الʴقʽقي و نفس الʳزء الʽʵʱل z'و ʨȞǽzن عددان مرؗ

zنʸع              x i y= 'و  + ' 'z x i y= +  :'z z= ) اهʻمع'x x= و'y y=  (  
ب.3     .إلʻʰʸʯل الهʹدسي لعدد مرؕ

)الʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس       ); ,O OI OJ
uur uur

 .  
ب  ·   zإلى ؗل عدد مرؗ x i y= +  )x Î ¡  ،y Î 2و  ¡ 1i = - ʻال Șة ق) نرفʢM اهاʽإحداث( );x y ةʢقʻال ،  
  M ب OMو الʷعاع  zتʶʺى صʨرة العدد الʺرؗ

uuur
  ʥى ؗذلʺʶǽرة للعددʨب ص   . zالʺرؗ

  
  
  
  
  
  
  
ب وحʽدMؗل نقʢة ·   zهي صʨرة عدد مرؗ x i y= OMو الʷعاع Mلاحقة الʻقʢة  z، نقʨل أن  +

uuur
 .  

  مʨʴر الفʨاصل ʶǽʺى الʺʨʴر الʴقʽقي ،لأن الأعداد الʴقʽقʽة هي لʨاحȘ نقط مʨʴر الفʨاصل. ·  
  · ʵʱر الʨʴʺى الʺʶǽ بʽراتʱر الʨʴمʽلأن ؗل لي  ʧة مʢلاحقة نق ʨلي صرف  هʽʵب .عدد تʽراتʱر الʨʴم  
ب.  ·       الʺʶǽ  ȑʨʱʶʺى الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
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ب مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس  :1تʸرʥȂ مʲلʦل     )الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ
uur uur

 .  

2مʥ الȏʦʯʴʸ الʯي لʦاحقها  A،B،Cلʥؒʯ الʹقط       i- +  ،2 i   ،3 1

2 2
i+ . بʻرتʯعلى ال  

)الʸعلʤ   في A،B،Cالʹقط  أنʵئ )1 ); ,O OI OJ
uur uur

 .  
 .B'. أنʵئ  ʮʴʹOة إلى Ǻال Bنʻʢرة  B'عʥʻ لاحقة الʹقʠة  )2

Ǻ'AAالʹʮʴة إلى مʦʲر الفʦاصل ، ثʤ عʥʻ لاحقة الʵعاع Aنʻʢرة  A'عʥʻ لاحقة الʹقʠة  )3
uuur

  .A'أنʵئ  . 
2صʨرة العدد A) 1:الʲل  i- )إذن + )2;1A -.   

       B  رة العددʨ2صi  إذن( )0;2B.  

       C رته العددʨ3ص 1

2 2
i+  3إذن 1

;
2 2

C
æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

.  

  ʧȞʺǽ الʺلاحʤة أنها تʱʻʺي إلى الدائرة Cلإنʷاء الʻقʢة        
زها     1و ترتʰʽها  1و نʸف قʢرها  Oالʱي مرؗ

2
.  

       2 ('B  رةʽʤنB  ة إلىʰʶʻالǼO  إذن'OB OB= -
uuur uuur

 .  
)و مʻه     )' 0; 2B 2هي  B'و لاحقة  - i- .  

       3( 'A  رةʽʤنA اصلʨر الفʨʴة إلى مʰʶʻالǼ  إذن'A  
)ن إذنʰان مʻʱاʣرالهʺا نفس الفاصلة و ترتA ʽو    )' 2; 1A - -  
2هي A'و لاحقة     i- - .( )' 0; 2AA -

uuur
AA'و مʻه لاحقة  

uuur
2هي   i-  

  
ب مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس :ʸ2رʥȂ مʲلʦلت   )الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ

uur uur
 . x وy .انʻقʻعددان حق  

)لʥؒʯ الʦʸʱʸعة    )S عة الʹقطʦʸʱم( );M x y ثʻح ȏʦʯʴʸال ʥم( )2 1z x y i i= + + -.  
    ʥʻثع ّʤ عةʦʸʱʸئ الʵأن( )S  . ʥʻʯʻالآت ʥʻʯالʲفي ال  

      1(z                 . قيʻ2عدد حق( z                   . لي صرفʻʳعدد ت    
): الʲل    )2 1z x y i y= + + - .   
     1( z  قي إذا و فقط إذا ؗانʽعدد حق( )Im z  ȑ1أ 0y - = .        

)إذن الʺʨʺʳعة   )S ذو الʺعادلة ʦʽقʱʶʺالة هي الʴ1في هذه ال 0y - =.  
  ( )S ن الأحʺرʨاللǼ مʨالة .   مرسʴفي هذه ال  

      2( z  لي صرفʽʵإذا و فقط إذا ؗان عدد ت( )Re z  
 ȑ2أ 0x y+ ). إذن الʺʨʺʳعة= )S ʢالة هي القʴافئفي هذه الȞʺع ال  
2yذو الʺعادلة   x= - .  
 ( )S ن الأخʹرʨاللǼ مʨالة .   مرسʴفي هذه ال  
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     .ب   مرافȖ عدد مرؕ
  ..تعرȂف1      

ب حʽث  z: تعرȂف        zعدد مرؗ x i y= +  )x Î yو  ¡ Î ¡ .(  
ب                   xالعدد الʺرؗ i y-  نرمز له ȑو الذz   ب   . ʶǽzʺى مرافȘ العدد الʺرؗ

ب  للʨʸʴل على مرافȘ عدد ملاحʢة:     .              ، نغʽر إشارة الʳزء الʽʵʱلي zمرؗ
2· أمʲلة :   8 2 8i i+ = -            ،·3 11 3 11i i- = +       ،·4 4i i= -   ،·2 2- = -    .  
ب2         ..الʯفʻʴر الهʹدسي لʸرافȖ عدد مرؕ
ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس       )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
 .  

     z  ثʽب ح zعدد مرؗ x i y= + .   
      ʧؔʱلM  رةʨصz و'M رةʨصz  ،M و'M  
   M'و Mن إذن ان مʻʱاʣر لهʺا نفس الفاصلة و ترتʰʽا      
  مʨʴر الفʨاصل.حامل ن Ǽالʰʶʻة إلى مʻʱاʣرتا     

  .ةʮ   العʸلʻات في مʦʸʱعة الأعداد الʸرؕ
     1ʥʻʮ    ..مʦʸʱع وجداء عددیʥ مرؕ

ب حʽث  z: تعرȂف        zعدد مرؗ x i y= +  )x Î yو  ¡ Î ب حʽث z')  و ¡ 'عدد مرؗ ' 'z x i y= +  
        )'x Î y'و  ¡ Î ¡ . (  
ب  z'و ʨʺʳzع العددیʧ م        )هʨ العدد الʺرؗ )' ' 'z z x x i y y+ = + + +  .  
        ʧجداء العددیz و'z  ب )هʨ العدد الʺرؗ ). ' ' ' ' 'z z x x y y i x y x y= - + +  .  

  .                  £تʰقى صʴʽʴة في ¡قʨاعد الʶʴاب الʺعروفة في  ملاحʢة: 
)· أمʲلة :   ) ( ) ( ) ( )2 7 4 2 7 1 4 5 3i i i i- + - + = - + - + = - + .  

          · ( )( ) 23 2 4 7 12 21 8 14 26 13i i i i i i- - - = - - + + = - -   

     2ʥʻʮ    ..الʯفʻʴر الهʹدسي لʦʸʱʸع عددیʥ مرؕ
      ʨʶʻب م )ب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
 .  

     z x i y= ب و + 'عدد مرؗ ' 'z x i y= ب . +    عدد مرؗ
z'الʺʨʺʳع        z+ ʨة  هʢقʻلاحقة  الS : ثʽح'OS OM OM= +

uur uuur uuuur
 .  

     OS
uur

  ʧʽعاعʷلة الʸʴهي مOM
uuur

OM'و 
uuuur

 .                                                        
uلاحقة الʷعاع  zإذا ؗان· ملاحʢات:  

r
vلاحقة الʷعاع  z'ؗان و 

r
،  

z' فإن   z+ ʨلاحقة  هu v+
r r

 .   

uلاحقة الʷعاع  zإذا ؗان·                   
r

ulلاحقة  هو zlفإن  احقيقي اعدد lو كان  
r

 .   

  شعاعان مʶʱاوȄان لهʺا نفس اللاحقة .            ·               
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ʮة الآتʻة الȜʵل الʮʱرȏ أكʯب على  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   : الأعداد الʸرؕ

1(( )4

1 1z i= -  ،2(( )( )2

1 3
2 3 3 5 1 4

2 2
z i i i i

æ öæ ö÷ ÷ç ç= - + - + - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øè ø
  ،3(( )( )2

3 7 2 6 4z i i= - - -.  

))1:الʲل  )4

1 1z i= )مʻه و  - ) ( ) ( )( )
2 2

1 1 1 2 2z i i i i= - - = - 2إذن  -
1 4 4z i= = - .  

        2(( )( )2

1 3
2 3 3 5 1 4

2 2
z i i i i

æ öæ ö÷ ÷ç ç= - + - + - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè øè ø
  .  

2و مʻه    2
2

3 3
6 3 3 10 5 3 4 2

2 4
z i i i i i i= - + + - + - + 2إذن   -

5 53
5 3 3 3

2 4
z i

æ ö÷ç= - + + + ÷ç ÷÷çè ø
 .  

        3( ( )( )2

3 7 2 6 4z i i= - - )و مʻه  - )( ) ( )( )2
3 7 2 36 48 16 7 2 20 48z i i i i i= - - - + = - - -  

2إذن   
3 140 336 40 96 236 296z i i i i= - + - + = - + .  

ʮة الآتʻة الȜʵل الʮʱرȏ أكʯب على  :2تʸرʥȂ مʲلʦل        : الأعداد الʸرؕ

      1(1

5

1 2
z

i
=

-
           ،2 (2

7 4

4 7

i
z

i

- +
=

-
            ،3(

( )( )3

3 2

1 6 5

i
z

i i

+
=

+ - -
 .  

1) 1 الʲل: 

5

1 2
z

i
=

-
  Ǽʹرب الʶʰط و الʺقام في مرافȘ الʺقام نʸʴل على: 

             ( )
( )( )1

5 1 2

1 2 1 2

i
z

i i

+
=

- +
 ȑأ ( )

1

5 1 2
1 2

5

i
z i

+
= = +.  

       2 (2

7 4

4 7

i
z

i

- +
=

-
  Ǽʹرب الʶʰط و الʺقام في مرافȘ الʺقام نʸʴل على: 

        ( )( )
( )( )

2

2

7 4 4 7 28 16 49 28

4 7 4 7 16 49

i i i i i
z

i i

- + + - + - +
= =

- + +
    ȑ2أ

56 33 56 33

65 65 65

i
z i

- -
= = - -.  

       3 (
( )( )3

3 2

1 6 5

i
z

i i

+
=

+ - -
 : ȑرʰʳل الȞʷة الʺقام على الǼاʱȞǼ م أولاʨنق  

          3 2

3 2 3 2

6 6 5 5 1 11

i i
z

i i i i

+ +
= =

- - - - - -
  Ǽʹرب الʶʰط و الʺقام في مرافȘ الʺقام نʸʴل على:   

         ( )( )
( )( )

2

3

3 2 1 11 3 33 2 22

1 11 1 11 1 121

i i i i i
z

i i

+ - + - + - +
= =

- - - + +
 ȑ3 أ

25 31 25 31

122 122 122

i
z i

- +
= = - +  

  دوم .عدد ʻʮʟعي غʻر مع n :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
                      1 : ʥؕل م ȏرʮʱل الȜʵب على الʯ3) أكi  ،4i  ،5i  ،6i  ،7i ،8i .  
                      2 ʤʻعا لقʮناقش ت (n  ةǺاʯؕni  ȏرʮʱل الȜʵعلى ال .  

3) 1 الʲل: 2i i i i= ´ = -  ،4 2 2 1i i i= ´ = ،5 4i i i i= ´ = ،6 1i = - ،7i i= - ،8 1i = .  
4) نلاحظ أن 2         1i k  :4و مʻه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  = 1ki = .  
            : ʥ4ؗذل 1 4k ki i i i+ = ´ = .  

                    4 2 4 2 1k ki i i+ = ´ = -   .  
                    4 3 4 3k ki i i i+ = ´ = -   .  

ʱȞǽ    4k  ،4ب على أحد الأشȞال الʱالʽة : nؗل عدد ʽʰʡعي        1k   ،4 2k  4و 3k .                            
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 لاحقة شعاع ؛ لاحقة مرجح ..3

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس  :خاصʻة        )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur

 .  
      A  وB ، ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنقAz  لاحقةA  وBz  لاحقةB.  

      ·B Az z-  عاعʷهي لاحقة الAB
uuur

 .  

      · a وb  ثʽان حʽقʽ0عددان حقa b+ ¹  ،G  لةʺʳمرجح ال( ) ( ){ }, ; ,A Ba b ،A Bz za b

a b

+

+
  هي 

  . Gلاحقة الʻقʢة      
ABمʰاشر لأن  البرهان:   OB OA= -

uuur uuur uur
OGو    OA OB

a b

a b a b
= +

+ +

uuur uur uuur
.  

  تʱʶعʺل نفس الʢرȄقة في حʶاب لاحقة مرجح عدة نقط . ملاحʢة:  

ب.مقلʦب .4   عدد مرؕ
ب غʽر معدوم :مʮرهʹة        1یرمز له £له مقلʨب في zؗل عدد مرؗ

z
 .  

ʰ اعدد zلʧȞʽ البرهان:   ب  امرؗ 'وحʽد حʽث  z'غʽر معدوم یʨجد عدد مرؗ 1zz =  .  

z بʨضع    x iy= )نʸʴل على  + )
2 2 2 2

'
yx

z i
x y x y

-
= +

+ +
 .  

ب..5   خʦاص مرافȖ عدد مرؕ
    :خʦاص مʮاشرة مʥ الʯعرȂف       
       · z z=                        .       · ( )2Rez z z+ =.  
       · ( )2 Imz z i z- =                 .· ( )( ) ( )( )

2 2
Re Imz z z z= +.  

ب و مرافقه z :الʸرافȖ و العʸلʻات         ب و مرافقه z  ،'zعدد مرؗ   . z'عدد مرؗ
       · ' 'z z z z+ = +                 · ' 'z z z z= ×                  .· nnz z=.( )n *Î ¥   

       ·
1 1

z z

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø
0z. مع  ¹               .·

' '

z z

z z

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
'. مع  0z ¹                .  

ʰان حʽث :عددان م z'و z البرهان:   zرؗ x iy= 'و + ' 'z x iy= +  .  
  ·( )' ' 'z z x x y y i+ = + + )و مʻه + )' ' 'z z x x y y i+ = + - +  ȑأ' ' 'z z x i y x i y+ = - + -     

'إذن       'z z z z+ = + .  
  ·( )' ' ' ' 'z z xx yy xy x y i× = - + )و + )( )z ' ' 'z x i y x i y× = - )و  - )' ' ' ' 'z z xx yy xy x y i× = - - +  

'إذن        'z z z z× = × .  
  ·

nnz z= ةʽاصʵعʺل الʱʶن' 'z z z z× =   و الاسʱدلال Ǽالʱراجع. ×

1للʰرهان على ·   1

z z

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø
1نʶʴب

z

æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø
1و نʶʴب 

z
نفس الʢرȄقة Ǽالʰʶʻة لِـ  و نقارن . 

' '

z z

z z

æ ö÷ç =÷ç ÷÷çè ø
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  ʥʻ الآتʥʻʯʻ :في الʲالz ʯالʸعادلة ذات الʱʸهʦل  £حل في الʦʸʱʸعة :1تʸرʥȂ مʲلʦل     
      1 (( )2 3 26 0i z- - = .  

      2 (3
21 14

2
z i i z- = - +.  

)) 1 :الʲل   )2 3 26 0i z- - = ȑأ( )2 3 26i z- 26 و Ǽالʱالي =

2 3
z

i
=

-
.  

)Ǽʹرب الʶʰط و الʺقام في مرافȘ الʺقام نʸʴل على               )
( )( )

26 2 3
4 6

2 3 2 3

i
z i

i i

+
= = +

- +
  

              ʧؔʱلS  لʨلʴعة الʨʺʳم{ }4 6S i= +.  

         2 (3
21 14

2
z i i z- = - 2نʸʴل على 2نʹرب الʢرفʧʽ في .+ 42 28 3z i i z- = - +  

              2 3 28 42z i z i- = - + ȑأ ( )2 3 28 42z i i- = - +  

28 وȃالʱالي                42

2 3

i
z

i

- +
=

-
  

Ǽʹرب الʶʰط و الʺقام في مرافȘ الʺقام نʸʴل على              
( )( )
( )( )

28 42 2 3

2 3 2 3

i i
z

i i

- + +
=

- +
  

             ( )( ) ( )4 6 2 3 8 6 3 12 4 3z i i i= - + + = - - + -    

              ʧؔʱل'S  لʨلʴعة الʨʺʳم( ){ }' 8 6 3 12 4 3S i= - - + -.  

ب Pلʻʰؕ ʥȜʻر الʲدود  :2تʸرʥȂ مʲلʦل      الʸعرف ʸؕا یلي : zللʯʸغʻر الʸرؕ
                          ( ) 3 2 2P z z z= + -  

ب1      ): z)أثʮت أنه مʥ أجل ؕل عدد مرؕ ) ( )P z P z=.  
)) أحʴب 2      )1P  و( )1P i- - .  
)آخر لِِ◌ـ ا) اسʯʹʯج جذر 3      )P z.  

))1:الʲل   ) 3 2 2P z z z= + -.  
         ( ) 3 2 2P z z z= +   بȘʽʰʢʱ خاصʽة الʺʨʺʳع . -
         ( ) ( ) ( )

3 2
2P z z z= +   . بȘʽʰʢʱ خاصʽة الأس-

)إذن          ) ( )P z P z=.  
        2 (( )1 0P = .  

            ( ) ( ) ( )3 2
1 1 1 2P i i i- - = - - + - - -  

            ( ) ( )1 2 1 2 2 0P i i i i- - = - - + - =.  
        3(( )1 0P i- - )و مʻه = )1 0P i- - )ʱالي  لȃاو  = )1 0P i- - = ȑأ( )1 0P i- + =  

1إذن             i- )جذر لِـ + )P z.  
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  لة و عȂʦʟب   .ʸدة عدد مرؕ

ب..1  Ȃʦʟلة عدد مرؕ
ب حʽث: z :تعرȂف        zعدد مرؗ x i y= +  )x  وy اʽقʽن ).عددان حق  
ب         2حʽث zالعدد الʴقʽقي الʺʨجب  الذȑ نرمز له zنʶʺي Ȅʨʡلة العدد الʺرؗ 2z x y= +.  

2· أمʲلة :   8 4 64 68i+ = + =      ،·4 3 16 9 5i- - = + =        ،·7 49 7i- = =              
  . zهي القʽʺة الʺʢلقة للعدد z فإن Ȅʨʡلة احقʽقʽ اعدد zإذا ؗان· ملاحʢات:    

                      ·0z ǽ0zعʻي = = .               · 2 2 2z x y= +            .      
ب         .الʯفʻʴر الهʹدسي لȂʦʠلة عدد مرؕ
ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس       )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
 .   

     z  ثʽب ح zعدد مرؗ x i y= OMفإن  zصʨرة  Mإذا ؗانت + z=  
بخʦاص Ȃʦʟلة ع         .دد مرؕ

ʰ یʧمʧ أجل ؗل عدد :خʦاص          . z'و ʧʽ zمرؗ
      ·z z=                             .·z z- = .  

      ·' 'z z z z× = ×                   .·
' '

zz

z z
'. مع= 0z ¹                              

      ·
nnz z=                            .· ' 'z z z z+ £   .( الʺʰʱایʻة الʲلاثʽة ). +

           مʰاشر. الʮرهان:  
B على الʱرتʽب : Bzو Az اʺهنقʱʢان لاحقʱا Bو A  لاحʢة:م  AAB z z= -.  

ب غʻر معدوم..2   عʸدة عدد مرؕ
ب غʽر معدوم حʽث: z :تعرȂف        zعدد مرؗ x i y= +  )x  وy عدداʽقʽن ).ان حق  

ب ال في      )إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس  ʺʨʶʻبالʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur

 ʧؔʱلM رةʨصz.     

ب      )و نرمز zنʶʺي عʺدة العدد الʺرؗ )arg z جهةʨʺة الȄان للزاوǽالردǼ سʽؗل ق( ),OI OM
uur uuur

  .  

ب غʽر معدوم ؗل · ملاحʢات:      عʺد .عدد غʽر مʱʻه مʧ الله  zعدد مرؗ
2kqفإن zعʺدة لِـ qإذا ؗان                    p+( )k Î   .zعʺدة لِـ ¢
)و نʱؔب                    ) [ ]arg 2z q pº.                  

                    · A وB اʱان لاحقʱʢاʺهنق Az وBz ب.على اʽرتʱل  
( ) ( ) ( ), , ,OA OB OI OB OI OA= -
uur uuur uur uuur uur uur

 ȑأ( ) ( ) ( ), arg argB AOA OB z z= -
uur uuur

  

                · ( ) ( )arg ,B Az z OI AB- =
uur uuur

.  
  

I

J M

0 1

1

x

y

I

J M
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ب :1تʸرʥȂ مʲلʦل       في ؕل حالة مʥ الʲالات الآتʻة. zعȂʦʟ ʥʻلة العدد الʸرؕ

     1 (( )( )2 5 3z i i= + - +      ،2(3 4

3

i
z

i

-
=

-
     ،3(( )4

3 4z i= - +      ،4(( )
( )

36

2

1

8 6

i
z

i

æ ö- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷ç - -è ø
   .  

) )1 :الʲل   )( )2 5 3z i i= + - +  
              ( )( )2 5 3 2 5 3z i i i i= + - + = + - +ȑ5أ 34 170z = ´ =.  

        2( 3 4

3

i
z

i

-
=

-
  

              3 43 4

3 3

ii
z

i i

--
= =

- -
ȑ9أ 16 5

23 1
z

+
= =

+
.  

        3( ( )4
3 4z i= - +  

              ( )4 4
3 4 3 4z i i= - + = - +ȑأ( )

4
49 16 5 625z = + = =.  

        4( ( )
( )

36

2

1

8 6

i
z

i

æ ö- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷ç - -è ø
  

              ( )
( )

( )

( )

( )

( )

3 33 6 66

2 22

1 11

8 6 8 6 8 6

i ii
z

i i i

æ ö æ öæ ö - ÷ç - ÷ç- ÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ç ç ÷= = =÷ ÷ çç ÷ç÷ ÷ ç ÷ç ç÷ ÷÷ç ç- - - - - - ÷÷çè ø ç ÷÷ç è øè ø

 ȑأ
3

8 8

100 15625
z

æ ö÷ç= =÷ç ÷çè ø
.     

ب حʻث  z :2تʸرʥȂ مʲلʦل   zعدد مرؕ x i y= ب مʹʦʴب إلى معلʤ صʦرته قي Mو +   الȏʦʯʴʸ الʸرؕ
)مʯعامد و مʱʯانس     ); ,O OI OJ

uur uur
 . 

)نʷع      )1 2a i z i= - -  
   ʥʻعة عʦʸʱʸال( )S  عة الʹقطʦʸʱمM  ȏʦʯʴʸال ʥن مʦȜǻ ىʯ2حa = .  
2a الʲل:   )ǽعʻي = )1 2 2i z i- - xبِـ  zنعʨض   = i y+ : ل علىʸʴن  

         ( )( )1 2 2i x i y i- + - ʻ 2اهمع = 2 2x i y i x i y i+ - - - =  
           ȑأ( )2 2x y i x y+ + - + - ). لʶʴʻب= )2x y i x y+ + - + -.  

        ( ) ( ) ( )2 2
2 2x y i x y x y x y+ + - + - = + + - + -  

  ȑأ ( ) 2 2 2 22 2 2 4 4 4x y i x y x x y y x y x y x y+ + - + - = + + + + - + - +        
  ȑأ ( ) 2 22 2 2 4 4 4x y i x y x y x y+ + - + - = + + - +        
2و Ǽالʱالي   22 2 4 4 4 2x y x y+ + - + = ʧʽرفʢع الȃ2نر 22 2 4 4 4 4x y x y+ + - + =  
  ȑأ  ( ) ( )2 2

1 1 2x y+ + - =  
)إذن الʺʨʺʳعة    )S زها )هي الدائرة الʱي مرؗ )1,1w 2rو نʸف قʢرها - =  
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 .ر معدومʻب غ  الȜʵل الʰʸلʰي لعدد مرؕ

 تعرȂف و خʦاص ..1

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و م     )ʳʱانسفي الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur

) ةالدȞǽارتʽ اهǼʽʽإحداث Mتعلʦ نقʢة . );x y   

  ʽʽإحداثǼ ة  اهأوʽʰʢالق( );r q.OM r= و( ),OI OM q=
uur uuur

)، و لدیʻا   )cosx r q=  و( )siny r q=   . 

ب غʽر معدوم .العدد  z :تعرȂف       )ʱȞǽب على الȞʷل  zعدد مرؗ ) ( )( )cos sinz r iq q=   حʽث : +
      r z=  و( )arg zq   . z. هذا الȞʷل ʶǽʺى الȞʷل الʺʲلʲي لِـ =

zإذا ؗان  · ملاحʢة:   x i y= +،( )cos
x

r
q )و   = )sin

y

r
q =           .  

ʰان مȃʨʱȞا :خاصʻة      )ن على الȞʷل الʺʲلʲي مʶʱاوʨȞǽ            ʧʽȄن عددان مرؗ )sinr q        
            2p .                qن بʱردیدت لهʺا نفس الȄʨʢلة وعʺدتان مʨʱافقʱافقط إذا ؗانإذا و      

)إذا ؗان  :خاصʻة      ) ( )( )cos sinz il q q= 0lو ؗان  + )فإن                                      < )cosr q     
     zl )و  = )arg zq =                                                 .  

                                                                                            الʵاصʱʽان تʱʻʱʶج مʰاشرة مʧ الʱعرȄف .    
ب غʻر معدوم. .2  خʦاص عʸدة عدد مرؕ

ʰان غʽر معدومz ʧʽ'و z :خʦاص          .عددان مرؗ

            ·( ) ( ) ( )arg . ' arg arg 'z z z z= +       .·( ) ( )arg arg arg '
'

z
z z

z

æ ö÷ç = -÷ç ÷÷çè ø
 .  

            ·( ) ( )arg argnz n z=.n *Î ¥  
)نʹع  الʮرهان:   ) ( )( )cos sinz r iq q= )و   + ) ( )( )' ' cos ' sin 'z r iq q= + .  

            · ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ). ' ' cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosz z r r iq q q q q q q qé ù= - + +ê úë û  
)بȘʽʰʢʱ دساتʽر الʳʺع :  نʸʴل على                 ) ( )( ). ' ' cos ' sin 'z z r r iq q q q= + + +   
)إذن                 ) ( ) ( )arg . ' arg arg 'z z z z= +.  

            · 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )2 2

cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cos

' ' cos sin

iz r

z r

q q q q q q q q

q q

é ùé ù+ + -ê úê úë û= ê ú
+ê ú

ë û

  

)على بȘʽʰʢʱ دساتʽر الʳʺع :  نʸʴل                 ) ( )( )cos ' sin '
' '

z r
i

z r
q q q q= - + -   

)إذن                 ) ( )arg arg arg '
'

z
z z

z

æ ö÷ç = -÷ç ÷÷çè ø
.  

)للʰرهان على الʵاصʽة  ·             ) ( )arg argnz n z= ةʽاصʵعʺل الʱʶن( ) ( ) ( )arg . ' arg arg 'z z z z= +  
  و الاسʱدلال Ǽالʱراجع.               
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  : ʥʻʯالآتʻ لى الȜʵل الʰʸلʰي في الʲالʥʻʯ ع هأكʮʯثȂʦʠz  ʤلة وعʸدة للعددالعʥʻ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل  

                    1(1z i= +                 2( 2 6z i= - 

1z )1 :الʲل    i= +  .2 21 1 1 2z i= + = + =  ʧȞʽل  .q  عʺدة لِـz .  

   ( )
1 2

cos
22

q = )و = )
1 2

sin
22

q = و مʻه  =
4

p عʺدة لِـz ȑ2أ cos sin
4 4

z
p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø

.  

          2(2 6z i= - .( ) ( )
2 2

2 6 2 6 8 2 2z i= - = + - = =   ʧȞʽلq  عʺدة لِـz .  

            ( )
2 1

cos
22 2

q = )و  = )
6 3

sin
22 2

q
-

= = -  

مʻه و           
3

pæ ö÷ç- ÷ç ÷÷çè ø
3أz ȑعʺدة لِـ  2 cos sin

3 3
z

p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= - + - ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
.  

ʮان   :2تʸرʥȂ مʲلʦل   )لʥȜʻ العددان الʸرؕ )( )1 1 1 3Z i i= + - 2و   -

1

1 3

i
Z

i

+
=

- -
 :  

 على الȜʵل الʰʸلʰي.2Zو  1Z) أكʯب 2                على الȜʵل الʮʱر2Z.ȏو  1Z) أكʯب 1            

) )1 :الʲل    )( ) ( )1 1 1 3 1 3 1 3Z i i i= + - - = - + + - -  .  

 
( )( )

( )( )
( )

2

1 1 3 1 3 1 31

41 3 1 3 1 3

i i ii
Z

i i i

+ - + - - + - ++
= = =

- - - - - +
.2

1 3 1 3

4 4
Z i

- - - +
= +.  

          2 (1 2 cos sin
4 4

i i
p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç+ = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø

  ،4 4
1 3 2 cos sin

3 3
i i

p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç- - = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
.  

              1

4 4 19 19
2 2 cos sin 2 2 cos sin

4 3 4 3 12 12
Z

p p p p p pæ ö æ öæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç= + + + = +÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç çç ç ç ç÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çç ç÷ ÷ç çè ø è ø è ø è øè ø è ø
.  

                  2

2 4 4 2 13 13
cos sin cos sin

2 4 3 4 3 2 12 12
Z

p p p p p pæ ö æ öæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç= - + - = - + -÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç çç ç ç ç÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çç ç÷ ÷ç çè ø è ø è ø è øè ø è ø
.  

ب الʦʴʹʸب إلى معلʤ مʯعامد ومʱʯانس  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   )في الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ
uur uur

  ، A، لʥؒʯ الʹقط  
   B وC  احقهاʦي لʯ3الAz i= - ،3 2 3Bz i= + ،3 2 3Cz i= - + .  

ب) أع1     Bط تفʻʴرا هʹدسʻا لȂʦʠلة و عʸدة العدد الʸرؕ A

C A

z z

z z

-

-
 .ABC) ما هي ʻʮʟعة الʰʸلث2        . 

B· )1 :الʲل    AB A

C A C A

z zz z AB

z z z z AC

--
= =

- -
 .· ( ) ( )arg arg argB A

B A C A
C A

z z
z z z z

z z

æ ö- ÷ç ÷= - - -ç ÷ç ÷ç ÷-è ø
  

  ( ) ( ) ( )arg , , ,B A

C A

z z
OI AB OI AC AC AB

z z

æ ö- ÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç ÷-è ø

uur uuur uur uuur uuur uuur
 .  

  2 (3 3 3
1

3 3 3
B A

C A

z z i AB

z z ACi

- +
= = =

- - +
ABو مʻه   AC=.( )3 3 3

arg ,
3 3 3

i
AC AB

i

æ ö+ ÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷ç- +è ø

uuur uuur
   

)و مʻه   ),
3

AC AB
p

= -
uuur uuur

  مʱقاǽس الأضلاع . ABCإذن الʺʲلث  



 132

 

 .ر معدومʻب غ  الȜʵل الأسي لعدد مرؕ

ب Ȃʦʟلʯه .1  .1الȜʵل الأسي لعدد مرؕ

ب مʨʶʻب إلى    )معلʦ مʱعامد و مʳʱانس الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur

.0z  هʱلȄʨʡ ب   qلʧؔʱ ،صʨرته 0Mو 1عدد مرؗ
).0zعʺدة لِـ     ) ( )0 cos sinz iq q= + ʧؔʱل ،f  يʱالدالة الǼقيʽل عدد حقȞq هʱلȄʨʡ ȑب الذ   ترفȘ العدد الʺرؗ
)عʺدة له .أq  ȑو  1    ) ( ) ( )cos sinf iq q q= + .  
   q و'q بʶʴʻان لʽقʽعددان حق( )'f q q+  و( ) ( )'f fq q× .  
   ( ) ( ) ( )' cos ' sin 'f q q q q q q+ = + + +   
    ȑأ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosf iq q q q q q q q q q+ = - + +  
   ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )' cos sin cos ' sin 'f f i iq q q q q q× = + + .  
  ȑأ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )' cos cos ' sin sin ' sin cos ' sin ' cosf f iq q q q q q q q q q× = - + +  

)نʱʻʱʶج أنو     ) ( ) ( )' 'f f fq q q q+ = ×  
  .0zتʦ الʱفʽؔر في الʱرمʽز الأسي للعدد هʺا إلى جداء صʨرتʽعددیʧ الأسʽة تʨʴل مʨʺʳع  ةلǼʺا أن الدا   
0نʹع     .iz e q= .    

ب الذȄʨʡ ȑلʱه  :تعرȂف       ieعʺدة له ʱȞǽب  qو  1العدد الʺرؗ q ثʽح .( ) ( )cos sinie iq q q= +.  
  ر.هذا الʱرمʽز ʶǽʺى ترمʽز أول      

ب غʻر معدوم..2  الȜʵل الأسي لعدد مرؕ
بالعدد الʺ :تعرȂف       izعʺدة له ʱȞǽب  qو rغʽر الʺعدوم الذȄʨʡ ȑلʱه  zرؗ re q=  .  
ب اللعدد لالȞʷل الأسي  هذه الʱؔاǼة تʶʺى         .zʺرؗ
 قʦاعد الʴʲاب على الȜʵل الأسي. .3
  عددان حقʽقʽان. q'و  q :خʦاص       

      ·( )' 'i i ie e eq q q q+ = ×                             .·( )'
'

i
i

i

e
e

e

q
q q

q

-= .  

      ·i ie eq q-=                   .                    

1· أمʲلة :      1z i= ʱȞǽ4ب   +
1 2

i
z e

p

=                         ،·1 1 3z i= - ʱȞǽب   -
4

3
1 2

i
z e

p

=    

             ·1 1z i= ʱȞǽ4ب   - 4
1 2 2

i i
z e e

p pæ ö÷ç- ÷ç -÷÷ççè ø= =           ،·1 3z i= - ʱȞǽب   +
5

6
1 2

i
z e

p

=                 
  دسʦʯر مʦافر. .4
ب Ȅʨʡلʱه  z :خʦاص        غʽر معدوم لدیʻا: nعʺدة له .مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  qو rعدد مرؗ

                ( )
ni ine eq q=.  
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ʮة الآتʻة على الȜʵل الʮʱرȏ 1 تʸرʥȂ مʲلʦل:     : ) أكʯب الأعداد الʸرؕ

        ·3
0 2

i
z e

p

=                 · 4
1 8

i
z e

p
-

=              · 2
2 5

i
z e

p

=        · 
2

3
3 6

i
z e

p

=                
ʮة الآتʻة على الȜʵل الأسي2                  : ) أكʯب الأعداد الʸرؕ

        ·0 7z i= -                 · 1 3 3z i= - -           · ( )8

2 1z i= -      · ( )
6

3 3z i= +  

3· )1 :الʲل   
0 2 2 cos sin

3 3

i
z e i

p p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
 .  

               ȑ0أ

1 3
2 1 3

2 2
z i i

æ ö÷ç ÷= + = +ç ÷ç ÷÷çè ø
 .  

              ·4
1 8 8 cos sin

4 4

i
z e i

p p p- æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= = - + - ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
 .  

                ȑ1أ

2 2
8 4 2 4 2

2 2
z i i

æ ö÷ç ÷= - = -ç ÷ç ÷÷çè ø
.  

              ·2
2 5 5 cos sin

2 2

i
z e i

p p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
 .  

               ȑأ( )( )2 5 0 1 5z i i= + =.  

              ·
2

3
3

2 2
6 6 cos sin

3 3

i
z e i

p p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
 .  

                ȑ3أ

1 3
6 3 3 3

2 2
z i i

æ ö÷ç ÷= - + = - +ç ÷ç ÷÷çè ø
  

         2 (  ·2
0 7 7

i
z i e

p
-

= - =   

              ·1

5 5
3 3 3 2 cos sin

4 4
z i i

p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç= - - = + ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ç è ø è øè ø
 .  

               ȑأ
5

4
1 3 2

i
z e

p

= .  

              ·( )
8

8

2 1 2 cos sin
4 4

z i i
p pæ öæ öæ ö æ ö ÷ç ÷ç ÷ ÷ç ç ÷= - = - + - ÷ç ÷ ÷ç ç ç ÷÷÷ ÷ç ÷ ÷ç çç ÷ç ÷÷ç è ø è øè øè ø

 .  

                ȑأ
88

24
2 2 cos sin 2 16

4 4

i iz i e e
p

pp p - -
æ öæ ö æ öæ öæ ö æ ö ÷÷ ç ÷ç ÷ çç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç= - + - = =÷ç ç÷ ÷ç ÷ç ç ÷ ÷÷ ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çç ÷ ÷ç ÷÷÷ ÷çç è ø è ø ÷ççè ø è øè ø è ø

 .  

              ·( )
6

6

3 3 2 cos sin
6 6

z i i
p pæ öæ öæ ö æ ö ÷ç ÷ç ÷ ÷ç ç ÷= + = + ÷ç ÷ ÷ç ç ç ÷÷÷ ÷ç ÷ ÷ç çç ÷ç ÷÷ç è ø è øè øè ø

 .  

  ȑأ( ) ( )( )
6

6
3

6 6
2 cos sin 64 cos sin 64 cos sin

6 6 6 6
z i i i

p p p p
p p

æ ö æ öæ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç= + = + = +÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç çç ç ç ç÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çç ç÷ ÷ç çè ø è ø è ø è øè ø è ø
 .  

3إذن                 64 iz e p=          .  
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 .ةʻانʰالدرجة ال ʥعادلات مʸال 

1..ʥʻʮ   تʴاوȏ عددیʥ مرؕ
ʰان  :مʮرهʹة         مʶʱاوʧʽȄ إذا و فقط إذا ؗان لهʺا نفس الȄʨʢلة، نفس الʳزء الʴقʽقي z'و z(تقʰل) ʨȞǽن عددان مرؗ
  .و نفس الʳزء الʽʵʱلي      

                'z z=  اهʻمع( ) ( )
( ) ( )

'

Re Re '

Im Im '

z z

z z

z z

ìï =ïïï =íïï =ïïî

  

ب..2  الʱذران الʯرʻȁعʻان لعدد مرؕ
ب .ʶǽʺى حلا الʺعادلة  w :تعرȂف       2zعدد مرؗ w=  عةʨʺʳʺللعدد  £في ال ʧʽʽعʽȃرʱال ʧȄذرʳالw .  
3الʳذران الʱرʽȃعʽان للعدد · أمʲلة :      4i-   2هʺا i- 2و i- +.  

  . 3iو -3iهʺا   -9الʳذران الʱرʽȃعʽان للعدد ·             
ب له جذران ترʽȃعʽان مʻʱاʣرال عدك ملاحʢة:     ن .د مرؗ

  الʸعادلات مʥ الدرجة الʰانʻة . .3
ب  ):  zلʧؔʱ الʺعادلة ذات الʺʳهʨل الʺرؗ )1....2 0a z b z c+ + ʰة و cو  a ،bحʽث  = 0aأعداد مرؗ ¹ .  

2 2
2 2

2

4

2 4

b c b b ac
a z b z c a z z a z

a a a a

æ öæ ö æ ö - ÷ç÷ ÷ç ç ÷ç+ + = + + = + -÷ ÷ ÷ç çç÷ ÷÷ ÷ç ç ÷è ø è øç ÷çè ø
2بʨضع  4b ac= -V ل علىʸʴن  

2
2

22 4

b
a z b z c a z

a a

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷ç+ + = + -÷ ÷çç ÷÷ç ÷è øç ÷çè ø

V  حل الʺعادلة .( إلى حل الʺعادلة لʨ یئ 1(
2

22 4

b
z

a a

æ ö÷ç + =÷ç ÷÷çè ø
V .  

  مʰʶʱȞات الʨʻʶات الʺاضʽة تأتي الʺʰرهʻة مV .  ʧإلى تعʧʽʽ الʳذرʧȄ الʱرʽȃعʧʽʽ للعدد ئʨلأȑ ی 
ب :مʮرهʹة z:2لʧؔʱ الʺعادلة ذات الʺʳهʨل الʺرؗ 0a z b z c+ + ʰة و cو a ،bحʽث  = 0aأعداد مرؗ ¹.  

2 4b ac= -V . زهاʽʺم  
 امʹاعف ، الʺعادلة تقʰل حلا V=0إذا ؗان  · 

2

b
z

a
= - .  

   ، الʺعادلة تقʰل حلʧʽ مʱʺایز0¹V : ʧȄإذا ؗان  · 
     '

2

b
z

a

w- -
''و     =

2

b
z

a

w- +
=  

  .Vجذر ترʽȃعي لِـ  wحʽث   
ب  z"و z'إذا ؗان لاحʢة:م     : zحلي الʺعادلة فإن مʧ أجل ؗل عدد مرؗ

              ( )( )2 ' "a z b z c a z z z z+ + = - -  

2 الʺعادلة حلا · :مʲال      1 0z z- + 1هʺا   = 3
'

2 2
z i= 1و   + 3

''
2 2

z i= - .  



 135

ʥ8 للعددعʥʻ الʱذرʥȂ الʯرʻȁعʻʻ  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   6z i= - + :  

xلʧȞʽ   :الʲل    iyw = 2z. أz  ȑلِـ اترʽȃعʽ اجذر  + w=.  
           2 2 2 2x y x y iw = - +.  

            22 2 2x yw w= = +     ،( )2 28 6 8 6 10z i= - + = - + =  

            2z w=   يʻعǽ
2 2

2 2

10

8

2 6

x y

x y

x y

ìï + =ïïï - = -íïï =ïïî

  

            ȑأ 
2

2 2

2 2

10

3

x

y x

x y

ìï =ïïï = -íïï =ïïî

  معʻاه 
2

2

1

9

3

x

y

x y

ìï =ïïï =íïï =ïïî

   

            ȑ1( أx 3yو = 1x (أو )= = 3yو - = 0x) لأن - y >  
1 إذن                  3iw = 1أو  + 3iw = - - .  

  
ب £حل في الʦʸʱʸعة   :2تʸرʥȂ مʲلʦل    ʮة الʸعادلة ذات الʱʸهʦل الʸرؕ   . zمʦʸʱعة الأعداد الʸرؕ

                                               2 3 2 5 5 0z i z i         .  

)الʺʺʽز :  نʶʴب  :الʲل    ) ( )( )2
3 2 4 1 5 5i i= - - -V .  

                            29 12 4 20 20 15 8i i i i= - + - + = - +V  
             ʧȞʽلx iyw =   .Vلِـ  اترʽȃعʽ اجذر  +
           2 2 2 2x y x y iw = - +.  

            22 2 2x yw w= = +     ،( )2 215 8 15 8 17i= - + = - + =V  

            2z w=   يʻعǽ
2 2

2 2

17

15

2 8

x y

x y

x y

ìï + =ïïï - = -íïï =ïïî

  

            ȑأ 
2

2 2

2 2

17

4

x

y x

x y

ìï =ïïï = -íïï =ïïî

ǽعʻي 
2

2

1

16

4

x

y

x y

ìï =ïïï =íïï =ïïî

   

            ȑ1( أx 4yو = 1x(أو  )= = 4yو - = 0x) لأن - y >  
1 إذن                     4iw = 1أو  + 4iw = - -            .           

)نʹع             )2
1 4i= +V  .  

            3 2 1 4
' 2

2

i i
z i

- + - -
= = - 3و    - 2 1 4

'' 1 3
2

i i
z i

- + + +
= = - +              
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 رʻؕفة تذʦألʸة الʻʠلات الʹقȂʦʲʯل الʦح 
  .  الانʲʴاب )1  
uالانʴʶاب الذȑ شعاعه  تعرȂف:  

r
مʧ الʺM               ȑʨʱʶ'مʧ الʺȑʨʱʶ الʻقʢة  Mهʨ الȄʨʴʱل الʻقʢي الذȑ یرفȞǼ Șل نقʢة 

MM'حʽث :      u=
uuuuur r

      
  خʦاص:  

uالانʴʶاب الذȑ شعاعه ·   
r

)هʨ تȄʨʴل نقʢي تقابلي و تȄʨʴله العʶȞي هʨ الانʴʶاب الذȑ شعاعه   )u-
r

 .  

0الانʴʶاب الذȑ شعاعه غʽر معدوم لا ǽقʰل أǽة نقʢة صامدة و الانʴʶاب الذȑ شعاعه ·   
r

  هʨ الȄʨʴʱل الʲابت. 
)صʨرة ثʻائʽة  الʳاصة الʻʸʸزة:·    ),A B  ةʽائʻهي ث( )', 'A B  Șقʴت' 'AB A B=

uuur uuuur
 .  

  الانʴʶاب تقاǽس.·   
  .الʲʯاكي) 2  
زه . عدد حقʽقي غʽر معدوم kنقʢة ثابʱة و  WتعرȂف:       هʨ الȄʨʴʱل الʻقʢي الذk     ȑو نʱʰʶه  Wالʴʱاكي الذȑ مرؗ

'مʧ الʺȑʨʱʶ حʽث :  M'مʧ الʺȑʨʱʶ الʻقʢة  MیرفȞǼ Șل نقʢة  .M k MW = W
uuuur uuur

    {}* 1k Î -¡  
  خʦاص:  
  على اسʱقامة واحدة .  M'و  W ، Mو الʻقط  Wتʱʵلف عM  ʧ'فإن  WعM  ʧإذا اخʱلفت ·  
  ·'M k MW = W

uuuur uuur
ǽ1عʻي 

'M M
k

W = W
uuur uuuur

زه   هʨ تȄʨʴل نقʢي تقابلي       kو نʱʰʶه  Wو نʱʻʱʶج أن : الʴʱاكي الذȑ مرؗ

زه    1و نʱʰʶه  Wو تȄʨʴله العʶȞي هʨ الʴʱاكي الذȑ مرؗ

k
.  

)صʨرة ثʻائʽة  الʳاصة الʻʸʸزة:·   ),A B زه )هي الʻʲائʽة  kو نʱʰʶه  Ǽwالʴʱاكي الذȑ مرؗ )', 'A B  :Șقʴي تʱال

' 'A B k AB=
uuuur uuur

  
1kنلاحظ أنه إذا ؗان  ·  'فإن  ¹ 'A B AB¹ .اʶǽس تقاʽاكي لʴʱالي فإن الʱالǼ و  
  ) الدوران3  
  عدد حقʽقي qنقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ الʺʨجه و  wتعرȂف:  
زه   تʱʵلف           Mبʻفʶها و یرفȞǼ Șل نقʢة  Wهʨ الȄʨʴʱل الʻقʢي الذȑ یرفȘ الʻقʢة  qو زاوʱȄه  Wالدوران الذȑ مرؗ
  ʧعW  ةʢقʻال'M  :ثʽح'M MW = W  و( ), 'M M qW W =

uuuur uuuur
  

  خʦاص:  
زه ·  ز  Wالدوران الذȑ مرؗ   .Wو زاوʱȄه غʽر معدومة له نقʢة صامدة وحʽدة هي الʺرؗ
زه   زه  qو زاوʱȄه  wالدوران الذȑ مرؗ )و زاوʱȄه  wتȄʨʴل تقابلي و تȄʨʴله العʶȞي هʨ الدوران الذȑ مرؗ )q-.  
)صʨرة ؗل ثʻائʽة  الʳاصة الʻʸʸزة:  ),A B  زه )ائʽة هي ثq ʻو زاوʱȄه  Ǽwالدوران الذȑ مرؗ )', 'A B       :ما یلي Șقʴت 

' 'A B AB=    و( ), ' 'AB A B q=
uuur uuuuur

  .تʧʽʰ هذه الʳʽʱʻة أن الدوران تقاǽس 
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الȏʦʯʴʸ مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد ومʱʯانس   :1تʸرʥȂ مʲلʦل   ; ;O i j
 

.  

ؕل نقʠة الذȏ إلى  fلʥȜʻ الȂʦʲʯل الʹقʠي ,M x y ةʠالʹق Ȗیرف ' ' , 'M x y  ثʻح' 1

' 2

x x

y y

 
  

 .  

  انʲʴاب . fأثʮت أن الȂʦʲʯل

ʧؔ لʱ  :الʲل    ,M x y و ' ' , 'M x y  ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنق.  
' 1

' 2

x x

y y

 
  

'معʻاه   1

' 2

x x

y y

  
  

ولدیʻا  ' ' , 'MM x x y y 


MM'إذن  u
 

مع   1,2u 


 .  

uهʨ انʴʶاب شعاعه  fإذن الȄʨʴʱل


 .  
الȏʦʯʴʸ مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد ومʱʯانس  :2تʸرʥȂ مʲلʦل    ; ;O i j

 
.  

الذȏ إلى ؕل نقʠة gلʥȜʻ الȂʦʲʯل الʹقʠي ,M x y ةʠالʹق Ȗیرف ' ' , 'M x y  ثʻح
1

' 4
2
1

' 1
2

x x

y y

   

   


.  

  تʲاك ʠǻلب عʹاصره الʸʸّ̒زة . gأثʮت أن الȂʦʲʯل

ʻقʢة النعʰʱر   :الʲل     ,x y ʽل حȄʨʴʱالǼ ث هي صامدةg : هʻوم  
1

4
2
1

1
2

x x

y y

   

   


معʻاه  
3

4
2
3

1
2

x

y

  

  


  ȑأ
8

3
2

3

x

y

  

 


8إذن   2
,

3 3
  
 

  

ʱل ʧؔ ,M x y و ' ' , 'M x y ʽʱʢنق ȑʨʱʶʺال ʧم ʧ.   

 
1

' 4
2
1

' 1
2

x x

y y

   

   


معʻاه  
8 1 4

'
3 2 3
2 1 1

'
3 2 3

x x

y y

    

    


ومعʻاه  
8 1 8

'
3 2 3

2 1 2
'

3 2 3

x x

y y

        


        

  

1إذن 
'

2
M M  

 
زه  gوȃالʱالي   1ونʱʰʶه  تʴاك مرؗ

2
 .   

الȏʦʯʴʸ مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد ومʱʯانس  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   ; ;O i j
 

.  

الذȏ إلى ؕل نقʠة gلʥȜʻ الȂʦʲʯل الʹقʠي ,M x y ةʠالʹق Ȗیرف ' ' , 'M x y ثʻح '

'

x y

y x

 
 

.  

OM'. أثʮت أن 1 OM.  
2 ʥّ̒ب .'OM OM

 
 .  

  ؟ g. ما هي ʻʮʟعة الȂʦʲʯل 3

2 . 1  :الʲل     2OM x y   ،2 2 2 2' ' 'OM x y y x OM      
2 . ,OM x y


  ، ' ', 'OM x y


.ولدیʻا   ' ' ' 0OM OM xx yy xy yx     

 
OM'إذن   OM

 
  

3 .g  زه وزاوʱȄه  Oهʨ دوران مرؗ
2

 .           
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 .ةʻʠلات الʹقȂʦʲʯة و الʮ  الأعداد الʸرؕ

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس )في ؗل ما ǽأتي الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur 

   f ل نȄʨʴتȑب الذ   حʽث  z'ذات اللاحقة M'الʻقʢة   zلاحقʱها  MیرفȞǼ Șل نقʢة  قʢي مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
   'z a z b= aمع  + *Î aأو ¡ Î 1aو £ ).ونʱؔب = ) 'f M M= يʻعǽ'z a z b= +.  

1aالʲالة الأولى .1      =. 

   ( ) 'f M M= يʻعǽ'z z b= z'. و Ǽالʱالي + z b- z'و Ǽʺا أن  = z-  عاعʷهي لاحقة ال'MM
uuuuur

  فإن  
    'MM U=

uuuuur ur
Uحʽث   

ur
ب   ʴUاب الذȑ شعاعههʨ الانf ʶو Ǽالʱالي الȄʨʴʱل  bصʨرة العدد الʺرؗ

ur
  .bةحقلالذو ا 

z'حʽث  z'ذات اللاحقة  M'الʻقʢة  zلاحقʱها  MالȄʨʴʱل الʻقʢي الذȑ یرفȞǼ Șل نقʢة:خاصʻة       z b= +   
     )b اب شعاعهʴʶان ʨب ) ه Uعدد مرؗ

ur
  .bصʨرة  

1a{}الʲالة الʰانʻة .2     *Î -¡. 
   ( ) 'f M M=  يʻعǽ'z a z b= + ʧؔʱل .W هاʱلاحقw لȄʨʴʱالǼ ة صامدةʢنقf  هʻو م( )f W = W.  

     ( )f W = W يʻعǽa bw w= + ȑأ ( )1 a bw - Ǽ1aʺا أن = فإن ¹
1

b

a
w =

-
  . ةوحʽد Wو  

     ʧʽاوتʶʺرح الʢǼ رفʡ ʧʺǼ رفاʡ'z a z b= aو + bw w= )نʸʴل على + )'z a zw w- = -.  
    ʧم( )'z a zw w- = M'عدد حقʽقي، نʱʻʱʶج أن aو  - a MW = W

uuuur uuur
.  

زه fو Ǽالʱالي       . aو نʱʰʶه Wهʨ الʴʱاكي الذȑ مرؗ
z'حʽث  z'ذات اللاحقة  M'الʻقʢة  zلاحقʱها  MالȄʨʴʱل الʻقʢي الذȑ یرفȞǼ Șل نقʢة:خاصʻة      a z b= +   

زه الʻقʢة bو 1عدد حقʽقي غʽر معدوم و ʱʵǽلف عa  ʧمع        ب ، هʨ الʴʱاكي الذȑ مرؗ    ةلاحقذات ال Wعدد مرؗ
      

1

b

a-
  .       a ونʱʰʶه  

aالʲالة الʰالʰة .3     Î 1aو £ =. 
   ( ) 'f M M=  يʻعǽ'z a z b= + ʧؔʱل .W ةحقلالذات اw لȄʨʴʱالǼ ة صامدةʢنقf ȑأ ( )f W = W  

ǽaعʻي      bw w= + ȑأ ( )1 a bw - ȃ1aʺا أنو  = فإن ¹
1

b

a
w =

-
  . ةوحʽد ȃ Wالʱاليو  

      ʧʽاوتʶʺرح الʢǼ رفʡ ʧرفا مʡ'z a z b= aو + bw w= )نʸʴل على + )'z a zw w- = - ،  

    ȑأ 'z
a

z

w

w

-
=

-
'. نʱʻʱʶج أن 

1
z

a
z

w

w

-
= =

-
)و     )

'
arg arg

z
a

z

w

w

æ ö- ÷ç =÷ç ÷÷çè ø-
 .  

    ȑأ 'M MW = W و( ) ( ), ' argM M aW W =
uuur uuuur

  
زه fو Ǽالʱالي     )و زاوʱȄه  Wهʨ الدوران  الذȑ مرؗ )arg a .  

z'حʽث  z'ذات اللاحقة  M'الʻقʢة  zلاحقʱها  MالȄʨʴʱل الʻقʢي الذȑ یرفȞǼ Șل نقʢة:خاصʻة      a z b= +   
ب غʽر حق aمع        زه الʻقʢة bو ʽ1قي Ȅʨʡلʱه عدد مرؗ ب ، هʨ الدوران الذȑ مرؗ    ةحقلالذات ا Wعدد مرؗ
      

1

b

a-
)، وزاوʱȄه  )arg a       .  
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ب مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس :1تʸرʥȂ مʲلʦل   )الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ
uur uur

.  

                    ut r شعاعه ȏاب الذʲʴالان( )2;1u -
r   

ʮة للانʲʴاب  )1 utعʥʻ العʮارة الʸرؕ r .  
2(  A ي لاʯة الʠها الʹقʯ3حق i-  َ ةʠلاحقة الʹق ʥʻع ،'A  رةʦصA ابʲʴالانǺut r  .          

utصʨرتها Ǽالانʴʶاب z'لاحقʱهاM'و zلاحقʱها  نقʢة مʧ الʺM  ȑʨʱʶ لʧؔʱ )1 :الʲل    r .  
            ( ) 'ut M M=r  يʻعǽ' 2z z i= - + .  
          2( ( ) 'ut A A=r يʻعǽ' 2A Az z i= - 'و مʻه + 3 2 1Az i i= - - + = .  

ب مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس  :2تʸرʥȂ مʲلʦل    )الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ
uur uur

.  

                    h  زه 1 ةحقلالذات ا Aالʲʯاكي الذȏ مرؕ 2i-   .3و نʯʮʴه  +
ʮة للʲʯاكي )1   . hعʥʻ العʮارة الʸرؕ
2( B هاʯي لاحقʯة الʠ3الʹق 2i-           .  Ǻhالʲʯاكي Bصʦرة  B'، عʥʻ لاحقة الʹقʠة َ  -

            .Ǽhالʴʱاكيصʨرتها  z'لاحقʱهاM'و zلاحقʱها  نقʢة مʧ الʺM  ȑʨʱʶ لʧؔʱ )1 :الʲل   
 ( ) 'h M M=  يʻعǽ' 3z z b= ز الʴʱاكي فإن  Ǽ .Aʺا أن الʻقʢة  + )هي مرؗ )h A A=  هʻ3و مA Az z b= + .  

               ȑأ( )1 2 3 1 2i i b- + = - + 2و مʻه + 4b i= '. إذن  - 3 2 4z z i= + -.  
          2( ( ) 'h B B= يʻعǽ' 3 2 4B Bz z i= + )و مʻه - )' 3 3 2 2 4 7 10Bz i i i= - - + - = - - .  

ب مʹʦʴب إلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس  :3تʸرʥȂ مʲلʦل    )الȏʦʯʴʸ الʸرؕ ); ,O OI OJ
uur uur

.  

                    r  زه 1 ةحقلالا ذات Aالدوران  الذȏ مرؕ 3

2 2
i- - Ȃه و زاوʯq ثʻح

3

p. اسهاʻأحد أق  

ʮة للدوران  )1   . rعʥʻ العʮارة الʸرؕ
2( B هاʯي لاحقʯة الʠ1الʹق 3i-  َ ةʠلاحقة الʹق ʥʻع ،'B  رةʦصB  الدورانǺr.  

  .Ǽrالدوران صʨرتها  z'لاحقʱهاM'و zلاحقʱها  نقʢة مʧ الʺM  ȑʨʱʶ لʧؔʱ )1 :الʲل   

            ( ) 'r M M=  يʻعǽ'z a z b= 1aحʽث  + )و  = )arg 2
3

a k
p

p= +.( )k Î ¢  

31و مʻه                3
cos sin

3 3 2 2

i
a i i e

pp pæ ö æ ö÷ ÷ç ç= + = + =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
  

ز الʴʱاكي فإن  ǼAʺا أن الʻقʢة                )هي مرؗ )h A A=  هʻ3و م
i

A Az e z b
p

= +   

نعلʦ أن              
4

31 3

2 2

i
i e

p

- - و مʻه  =
4 4 5

3 3 3 3 1 3

2 2

i i i i
e e e b e b i b

p p p p

= × + = + = - +  

1إذن               3 1 3
1

2 2 2 2
b i i= - + - - = - ȑ1 أ 3

' 1
2 2

z i z
æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷÷çè ø

.  

          2( ( ) 'r B B= يʻعǽ'

1 3
1

2 2B Bz i z
æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷÷çè ø

 ȑأ ' 1Bz =.  
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 معادلات یؤول حلها إلى الدرجة الʰانʻة.    

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعام :معادلة مʥ الدرجة الراǺعة.1   )د و مʳʱانسالʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur  

)لʽʲؗ ʧȞʽر الʴدود                     )f z  ب   : حʽث zللʺʱغʽر الʺرؗ
                       ( ) ( )4 24 12 1 45f z z i z i z= + + + -.  

)أحʶب  )1 )3f - . 

)أحʶب  )2 )3f i . 

)ʽʲؗر الʴدودأوجد  )3 ) 2g z a z b z c= + ب  + ʰة ) حʽث cو z  )a ،bللʺʱغʽر الʺرؗ  أعداد مرؗ

            ( ) ( ) ( )2 3 3 9f z g z z i z ié ù= + - -ê úë û.  
): zالʺعادلة ذات الʺʳهʨل £حل في الʺʨʺʳعة  )4 ) 0f z =    .  
3i  ،1صʨر الأعداد :  A  ،B  ،C  ،Dنʶʺي  )5 2i-  ،2 i-    ب . -3وʽرتʱعلى ال 

a (د دورانʨت وجʰأث r   لʨʴǽA  إلىB  لʨʴǽ وC إلى D.  
b اكيʴد تʨت وجʰأث (h   لʨʴǽA  إلىB  لʨʴǽ وD إلى C.  
cلȄʨʴʱة للʰ r) عʧʽ العʰارة الʺرؗ ho .  
dلȄʨʴʱة للʰ h) عʧʽ العʰارة الʺرؗ ro .  

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانسالʺʨʱʶ  :معادلة مʥ الدرجة الʰالʰة.2    )ȑ الʺرؗ ); ,O OI OJ
uur uur  

)لʽʲؗ ʧȞʽر الʴدود                     )f z  ب   حʽث أن : zللʺʱغʽر الʺرؗ
                       ( ) ( ) ( )3 214 2 74 14 2 74 2f z z i z i z i= + - + - -.  

)) أثʰت أن 1         )f z ʧʽرافقʱم ʧȄل جذرʰقǽ . 

)أحʶب  )2 )7 5f i- + . 

)أحʶب   )3 )2f i .  

): zالʺعادلة ذات الʺʳهʨل £حل في الʺʨʺʳعة  )4 ) 0f z =    .  
7صʨر الأعداد :   A  ،B  ،Cنʶʺي   )5 5i- +  ،7 5i- -  ،2i    ب . وʽرتʱعلى ال 

زه  Ǽrالدوران  Cصʨرة الʻقʢة  Gعʧʽ لاحقة الʻقʢة  و أحد أقʽاس زاوʱȄه  Oالذȑ مرؗ
4

p
- .  

6(  ʧؔʱلD  هاʱي لاحقʱة الʢقʻ1ال i+  ةʢقʻلاحقة ال ʧʽع.E ثʽحABDE . الأضلاع ȑازʨʱم  

7(  ʧؔʱلF  هاʱي لاحقʱة الʢقʻ1ال 11i+ عʸن .( )
( )

A D

F B

z z

z z
w

-
=

-
 . 

  لʰʳرȑ .على الȞʷل ا wكʱبأ     
  على الȞʷل الأسي .    wكʱبأ     

8(  ʧʽʺʽقʱʶʺت أن الʰأث( )AD و( )BF عامداʱن.م 

  . ABDFاسʱʻʱج ʽʰʡعة الرȃاعي
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ب غʽر معدوم    . الʳذور الʨʻنʽة لعدد مرؗ

  . الʲالة العامة :1  
ب          )لʧȞʽ العدد الʺرؗ ) ( )( )cos sinz r iq q=   عدد حقʽقي .  qي مʨجب تʺاما و عدد حقʽق rمع +
)ب لʧȞʽ العدد الʺرؗ         ) ( )( )cos siniw r a a=   جذراعدد حقʽقي ،  aي مʨجب تʺاما و قʽقعدد ح rمع  +
nzأz  ȑنʨنʽا للعدد           w=   معn  ȑاوʶǽ أو ʧر مʰعي أكʽʰʡ 2عدد .  

  .  nبدلالة nw) بȘʽʰʢʱ دسʨʱر مʨافر أكʱب 1      
nzبʧʽ أن ) 2       w= ) يʻعǽn rr 2kو  =

n n

q p
a =   عدد صʽʴح kحʽث ). +

0kهʺا مʧ أجل ʧ الʺʸʴل علʽالʳذرʧȄ الʨʻن0w  ،1w ʽʽ) أوجد 3       1kو  =   على الʱرتʽب . =
  جذر نʨني . ǽnقʰل  z) بʧʽ أن 4      
      5ʱل الأسي .) أكȞʷة على الʽنʨʻذور الʳب هذه ال  
ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس )6  )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
.  

                        قي الʺȑʨʱʶ ؟ zصʨر الʳذور الʨʻنʽة لِـ  ʽؗkMف یʦʱ تʺʽʲل الʻقط      
  . تȖʻʮʠ أول .2  

ب         4لʧȞʽ العدد الʺرؗ 4 3z i= + .  
  على الȞʷل الʺʲلʲي . z) أكʱب العدد 1      
  . z) أوجد الʳذور الʱؔعʽʰʽة للعدد2      
ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس )6  )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
.  

                       . zصʨر الʳذور الʱؔعʽʰʽة  لِـ  kMمʲل في الʺȑʨʱʶ الʻقط           
  . . تȖʻʮʠ ثان2  

)) أحʶب1       )6
1 i-.  

  على الȞʷل الʺʲلʲي . 1) أكʱب 2      
ب  ) عʧʽ الʳذور الʶداسʽة3         على الȞʷل الʺʲلʲي. 1للعدد الʺرؗ
ب  ) أكʱب الʳذور4         الȞʷل الʰʳرȑ.  على 1الʶداسʽة للعدد الʺرؗ
ب 5       1) أكʱب العدد الʺرؗ i-  . يʲلʲʺل الȞʷعلى ال  

ب  داسʽةالʳذور الǼ ( ʶاسʱعʺال6         على الȞʷل الʺʲلʲي. 8iة للعدد ʽاسدعʧʽ الʳذور الʶ 1للعدد الʺرؗ
ب ʽسداالʶ ) أكʱب الʳذور7         الȞʷل الʰʳرȑ. على 8iة للعدد الʺرؗ
ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس )8       )الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ); ,O OI OJ

uur uur
.  

صʨر الʳذور                           kPمʲل في الʺȑʨʱʶ الʻقط ثʦ  1ة  لِـʽاسدور الʶصʨر الʳذ kMمʲل في الʺȑʨʱʶ الʻقط           
        ʶاسدالʽ8 ة  لِـi                  .                                                
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  .موضوع محلول 

 : ʥȂرʸالتȜǺاȂرʦ   
ب  ʰʱرنع   :  بـالʺعرّف  ʽʲؗzر الʴدود للʺʱغّ̔ر الʺرؗ

  4 3 26 24 18 63P z z z z z     .  
أحʶب  أ ـ. 1 3P i و 3P i.  

ʽʴǼث مʧ أجل  cو a ،bبرهʧ أنّه تʨجد أعداد حقʽقʽة  ب ـ
ب z ،كل عدد مرؗ    2 23P z z az bz c   .  

z  ،الʺعادلة ذات الʺʳهʨل �حل في  .2  0P z .  

الʺȑʨʱʶ الʺرّؗب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس  .3
 ; ;O u v

 
 .  

ذات اللʨاحȘ على الʱرتʽب  Dو A ،B ،Cل الʻقط مّ̡  أ ـ
3Az i،3Bz i ،3 2 3Cz i  وD Cz z  

  تʱʻʺي إلى نفس الدائرة. Dو A،B،Cالʻقط أثʰت أنّ  ب ـ
  . ǼOالʰʶʻة إلى الʺʰدأ  Dنʽʤرة  Eلʧؔʱ الʻقʢة . 4

3بʧّ̔ أن 
i

C B

E B

z z
e

z z







  .BECثʦّ عʽʰʡ ʧّ̔عة الʺʲلث  

    .ـاليـقعت                                                                     .ل مختصرح 

بالتعويض نجد  أ ـ .1  3 0P i  و 3 0P i .  
بعد نشر العبارة نجد : ب ـ   4 3 23 3 3P z az bz a c z bz c     .  

Ǽ1aالʺʢاǼقة نʳد    ،6b    ،3 24a c   ،3 18b   3و 63c  
1aومعʻاه    ،6b   21وc   ȑأ    2 23 6 21P z z z z   .  

2.   0P z   اهʻمع 2 3 0z    أو 2 6 21 0z z    
لدیʻا 2 3 0z   اهʻ2مع 3z   افئȞȄ2و 23z i ȑ3أz i 3أوz i .  

مʺّ̔ز للʺعادلة  2 6 21 0z z   ʨ48ه   ȑأ 2
248 4 3i i    

6هʺا  ومʻه الʴلان 4 3

2

i 6و 4 3

2

i  ȑ3أ 2 3i 3و 2 3i.  

  0P z   اهʻمع 3 , 3 ,3 2 3 ,3 2 3z i i i i    .  
ʨʴرȑ القʢعʧʽʱ م ،ABCفي الʺʲلث  ب ـ .3 AB و AC  عان فيʡقاʱی

ذات  Cمʽʴط Ǽالدائرة  ABCوهي مʧ مʨʴر الفʨاصل إذن الʺʲلث Iالʻقʢة 
ز Ǽ ،Dʺا أنّ  Iالʺرؗ Cz z فإنD وC  

  مʻʱاʣرتان Ǽالʰʶʻة إلى مʨʴر الفʨاصل وȃالʱالي
، إذنǼIالʰʶʻة إلى CD  ر للدائرةʢهي قC .  

  فإنّ  ǼOالʰʶʻة إلى Dنʽʤرة ǼEʺا أنّ  .4
3 2 3E D Cz z z i         
23

3 3 3
2

3

3 3 3 1 3 2

3 3 3 1 3
2

i
i i

C B

i
E B

z z i i e
e e

z z
e


  



   
   

    
    

  

| |

| |
C B C B

E B E B

z z z z BC

z z z z BE

 
 

 
1Cو  B

E B

z z

z z





BCإذن   BE.  

     arg arg arg ,
3

C B
C B E B

E B

z z
z z z z BE BC

z z

 
        

 
  

 مʱقاǽس أضلاع . ABEإذن الʺʲلث 

عʻد الʶʴاب لاحظ أن 

   2 2

3 3 3i i     

و   3 2

3 3 3i i i   
  
  

حل الʺعادلة  2 3 0z    ʨه
  3تعʧʽʽ الʳذرʧȄ الʱرʽȃعʧʽʽ للعدد 

  ʧȞʺǽ اسʱعʺال الʺʺّ̔ز الʺʸʱʵر .
  

فإن للʺعادلة  �في الʴالة 
. ʧʽرافقʱم ʧʽحل  

  
لʧؔ  حʶابʽةʧȞʺǽ إتʰاع ʡرȄقة 

تʨؔن غالʰا ما الإجاǼة ʢǼرقة هʻدسʽة 
  . ار اʸʱخأكʲر اسرع و أ
  
  
  
  
  
  
  

Cالعدد Bz z عاعʷالǼ ّ̡لʺǽBC


 
|ومʻه  |C Bz z BC .  

  
   arg ,C Bz z u BC 

 
.  

  تȘʽʰʢ علاقة شال في الزواǽا .
     , , ,BE BC u BC u BE 
      

u

v

A

B

C

D

E

I0 1

1

x

y

u

v

A

B

C

D

E

I
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  .وجّهموضوع م 

  

   .نبيهت 
ʰة ، نʰʱع أحʽانا ʡرائȘ هʻدسʽة  ȃʨة لʻʳʱب الأجفي الʱʺارʧȄ الʵاصة Ǽالأعداد الʺرؗ

  . االȄʨʢلة (Ǽاسʱعʺال الʶʴاǼات) وʨȞȄن عʻدئذ الʴل أسرع ومʸʱʵر 
Ȟأنّ الأش ʦة رغȃʨلʢر مʽن غʨؔة تʽدسʻمراعاتهاال اله ʧʶʴʱʶʺال ʧما فإنه مʨʺع 

  لʺراقʰة والʴʱقȘ مʧ الʱʻائج الʺʸʴل علʽها .ا بهدف
  

  ȜǺالʦرȂا  .تمرين 

 ر معدومʽب غ   . عدد مرؗ
 أنʷر العʰارة .1  2

1 1i     .  

ʰة  .2   :  zالʱالʽة ذات الʺʳهʨل الʺعادلة �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
 2 1 1 0z i z i           .  

  . هʨ الʴل الʺʱʶقل ع2z ʧى حلي هذه الʺعادلة حʽثإل 2zو 1z بـ نرمز
iy نفرض في هذا الʶؤال أنّ  .3   ثʽحy . ر معدومʽقي غʽعدد حق  

 ʧب ؗلا مʱ1أكz 2وz يʲلʲʺله الȞعلى ش .  
الʺȑʨʱʶ مزود Ǽʺعلʦ مʱعامد ومʳʱانس  .4 ; ;O u v

 
  .  

A وM ʱلاحق ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢ2هʺاانقz وz بʽرتʱعلى ال ، ʧؔʱول pE قطʻعة الʨʺʳمM  ʧي مʱال ȑʨʱʶʺال
ʨȞǽن مʧ أجلها :  2 2 2z z z z  .  

  . ʧpEعّ̔  ثʱʻpE  ّʦʺي إلىی Oعلʦ ʺمʰدأ ال Ș أنّ تʴقّ 
    

  .توجيهات 
تʳد عʻد حʶاب الʺʺʽز  .2  2

1 1i       .  

  على شȞله الʺʲلʲي لاحظ أنّه عدد حقʽقي ومّ̔ز الʴالʧʽʱ مʨجب وسالب . 1z. لʱؔاǼة.3
ر أنّ  .4 |2تذّؗ |z z z   بʶوأح  O Oz z z z .  

ب  ǽOMʺّ̡ل Ǽالʷعاع  zالعدد الʺرؗ


ّ̡̋  2zو  ǽ عاعʷالǼ لOA


وتʱʻʱʶج أن العدد  
2z z  عاعʷالǼ ّ̡لʺǽAM


2AMوتʳد في الأخʽر أن    .
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  .ةمارين تطبيقيت
 ʤب إلى معل في ؕل الʸʯارʥȂ یʹʴب الȏʦʯʴʸ الʸرؕ

مʯعامد ومʱʯانس  ; ;O u v
  .  

  الأعداد المركبة . ـ  1

 ʧʽع Re z و Im z  الاتʴال ʧفي ؗل حالة م

3الʱالʽة :  2z i   1؛ 3z i    3؛

3
z    ؛

3 2z i   5؛ 7z    3؛z i  .  
ʰة الʱالʽة ، عʧّ̔ الأعداد الʺȃʨʱȞة مʧ بʧʽ الأعداد ال ʺرؗ

. ȑرʰʳلها الȞعلى ش  
1 3 2 2z i    2؛ 2 2 5z i    ؛

 3 3 3 2 3z i    1؛

3
2 3

5
z i i   .  

z  : ثʽب ح   عدد مرؗ
   2 2 1z x x i x y      

ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽعx وy  ن العددʨȞǽ ىʱح
ب   معدوما . zالʺرؗ

  ذات اللاحقة  D) عين إحداثيتي النقطة 1

3 3Dz i  .  

للنقط  Czو Az  ,Bz) عين اللواحق 2 3 ;1A  ,

 3 ; 1B   و 0;2C .على الترتيب  

z ب . نʹع :عدد م 1رؗ 3z z i  
2و 2 5z z i   .  

 ʧʽʰ على الȞʷل الʰʳرȑ في  2zو 1zأكʱب العددیʧ الʺرؗ
  كل مʧ الʴالات الʱالʽة :

z  ةʢقʻلاحقة الA .  
z  ةʢقʻلاحقة الB .  
z  ةʢقʻلاحقة الC .  

A  ب نقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ لاحقʱها العدد الʺرؗ
1 2a i    ب ؛ ʽʴǼث تʨؔن صʨرته  zعʧّ̔ العدد الʺرؗ

M  ةʢقʻرة الʽʤنA  ة إلىʰʶʻالǼ:  
  ـ مʰدأ الʺعلʦ ؛         ـ حامل مʨʴر الفʨاصل ؛ 
  ـ حامل مʨʴر الʱراتʽب ؛      ـ الʺʸʻف الأول .

  مرافق عدد مركب . ـ  2

ʰة الʱالʽة :   أعط مرافȘ لؔل مʧ الأعداد الʺرؗ

1 2 4z i    2؛ 3z i   3؛ 2 3z i   ؛

4

5

2
z i  .  

ب  3نعʰʱر العدد الʺرؗ 4z i   
zأحʶب  أ ـ z .  

ب ب ـ ' أكʱب على الȞʷل الʰʳرȑ العدد الʺرؗ
i

z
z

.  

ب  2zنعʰʱر العدد الʺرؗ i   
ب  الʺعرف في  z'أكʱب على الȞʷل الʰʳرȑ العدد الʺرؗ

  كل مʧ الʴالات الʺقʱرحة الʱالʽة :

1 أ ـ
'

i
z

z z
 .    1 ب ـ 2 3

'
i i

z
z z

 
 .  

1 جـ ـ 3 3 2
'

i i
z

z z

 
   

. ȑرʰʳلها الȞة على شʽالʱة الʰ   أكʱب الأعداد الʺرؗ

1

1
z

i
  2؛

1

1
z

i



3؛  

1

3 2
z

i



؛  

4

1

3 5
z

i



 .  

. ȑرʰʳلها الȞة على شʽالʱة الʰ   أكʱب الأعداد الʺرؗ

1

4 6

3 2

i
z

i





2؛  

5 15

1 2

i
z

i





3؛  

1

3 2

i
z

i





؛  

4

1

1

i
z

i





 .  

ʰة الʱالʽة على الȞʷل أ كʱب مرافȘ لؔل مʧ الأعداد الʺرؗ
. ȑرʰʳال  

  1 1 2z i i    ؛       3

2 1 2z i   ؛

3

3

1

i
z

i





                ؛  

4

4

1 3

2

i
z

i

    
 .  

  ، أثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 
cos sin

cos 2 sin 2
cos sin

i
i

i

   
 


 


 .  

1نʹع :

3

2 5

i
z

i





2و 

3

2 5

i
z

i





.  

4

A

B

C

2 3-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

A

B

C

5

7

8

9

10

11

12

13

14

1

2

6

3
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1) بدون إجراء الʶʴاب برر أن 1 2z z  قي وʽعدد حق ʨه
1 2z z . لي صرفʽʵعدد ت ʨه  

1) أحʶب 2 2z z 1و 2z z  ȑرʰʳل الȞʷج الʱʻʱاس ʦث
ب    . 1zللعدد الʺرؗ

 zالʺعادلات ذات الʺʳهʨل �حل في الʺʨʺʳعة 
(ȑرʰʳل الȞʷل على الʨلʴى الʢتع) ةʽالʱال  

 أ ـ 1 3i z i   .  
 ب ـ 3 2 1 1 2z i i z i      .  
 جـ ـ  23 4i z iz .  

د ـ 
1

2
1

z
i

z





 .  

  الʱالʽة : zالʺعادلات ذات الʺʳهʨل  �حل في 
2 أ ـ 1z i    .  

 ب ـ  2 1 2 0z i i z i    .  جـ ـ
1

1

z
i

z





.  

  الʱالʽة : ʰZة ، مرافȘ الأعداد الʺرؗ zأكʱب بدلالة 
2 أ ـ 3Z iz  .        ب ـ  2 1 3Z iz z  .  

2 جـ ـ

2

iz
Z

z





3د ـ       . 2 3 3Z z iz z i   .  

M  ب ب لاحقʱها العدد الʺرؗ نقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
z .  

ʽʴǼ1ث ʨȞǽن العدد Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 
z

z
 . اʽقʽحق  

  العمليات في مجموعة الأعداد المركبة . ـ  3

A ، B ،C وD  احقهاʨل ȑʨʱʶʺال ʧع نقط مȃأر
2على الʱرتʽب  i  ، 1 4i  ، 3 2i 2و i .  

  هʨ مʨʱازȑ أضلاع . ABCDبرهʧ أن الرȃاعي 

Az  ,Bz وCz  بهيʽرتʱا على ال Șاحʨقط ، لʻل
 3 ;1A ،  3 ; 1B   و 0;2C   

 ABCDحتى يكون الرباعي Dعين لاحقة النقطة  
  متوازي أضلاع .

ʥȂارʸʯفي ال  ʥل   24إلى  21مȜʵال ʥʻّ̒ب تعʦلʠʸال
ʮة الʸقʯرحة .   الʮʱرȏ للأعداد الʸرؕ

   1 3 2 3z i i     ؛
   2 2 3 1 5z i i     ،  

 3

3
6 3 2 3

3
z i i    .  

 2

1 1z i        ؛  2

2 1z i  ؛   
  3 1 1z i i   .  

  1 1 3 2z i i     ؛  2

2 4 3z i  ؛ 
 2

3 3 4z i  .  
  1 2 3 1 2z i i i     ؛  

   2 4 3 2 1 2z i i i    ؛   

   2 2

3 3 3z i i   .  

 zالʺعادلات ذات الʺʳهʨل � حل في الʺʨʺʳعة
  : الʱالʽة

3أ ـ  5 2 0z i  .      ب ـ
3

3 0
2 5

z
i

i


  


 .  

جـ ـ 
3

2
1

iz
i

z


 


 .  

A ،B وC Șاحʨقط ذات اللʻ3ال 2i ،1 3i  
2و 2i  . بʽرتʱعلى ال  

مʸʱʻف القʢعة  Iأ ـ عʧʽ لاحقة الʻقʢة  AB .  
للʳʺلة الʺʲقلة  Gب ـ عʧʽ لاحقة الʺرجح 

      , 2 ; , 3 ; ,5A B C .  
A ، B وC احقها على  ثلاث نقطʨل ȑʨʱʶʺال ʧم
2الʱرتʽب  i ، 2 i وi .  

ز ثقل  Aحʱى تʨؔن الʻقʢة  Dعʧʽ لاحقة الʻقʢة  مرؗ
  . BCDالʺʲلث 

1نʹع 5 2z i ،2 2 4z i ،3 3 3z i  .  
) أحʶب 1 1 2 3Re z z z   ,

1 2 3

1
Re 2

2
z z z

   
 

و   2 1 3Re z z z   .  

) أحʶب 2 1 3Im 3z iz  ، 2 1 3Im z z z 
و 1 2 3Im z z z.  

19

20

26

27

22

21

23

24

25

28

15

16

17

18
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ب : نʹع  ، zمʧ أجل ؗل عدد مرؗ
  2f z z z   ثʽحz x y i   معx وy 
. ʧʽʽقʽحق ʧعددی   

  :برهʧ أنّ   2 2Re f z x y x     
و   Im 2 1f z y x    .  

  طويلة وعمدة عدد مركب . ـ  4

Az  ,Bz ،Cz وDz  بهيʽرتʱعلى ال  Șاحʨل ،
لʻقط ا 3 ;1A ،  3 ; 1B   ، 0;2C 
و 3 ;3D .  

  . ماذا ʥʻȞʺǽ أن تʱʻʱʶج ؟ Czو Az  ,Bzأحʶب  )1
  ؟ AOCD) ما هي ʽʰʡعة الرȃاعي 2

1ذات اللʨاحC  Șو A ، Bنعʰʱر الʻقط  2z  ، 
2z i  3و 1 2z i  .  

2) أحʶب 1 1z z ,3 1z z 3و 2z z .  
  . ABC) اسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʲلث 2

ʰةن 1عʰʱر الأعداد الʺرؗ 5 2z i  ،2 2 4z i ، 
3و 3 3z i   .  
1z ، 2z  ،1: أحʶب  2 3z z z  1و 2 3z z z.  

ʧ مʨʺʳعة الʻقط عّ̔  ،في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة 
M ب الذʴǽ ȑقȘ الʺʶاواة  zذات اللاحقة العدد الʺرؗ

  الʺقʱرحة .
2z أ ـ   .    3 ب ـ 2z .  

 جـ ـ 2
2Re 0z z .  

ذات اللاحقة  Mل مʨʺʳعة الʻقط مّ̡  ʧ ثʦّ عّ̔ 
ب   الذʴǽ ȑقȘ الʺʶاواة الʺقʱرحة .zالʺرؗ

1 أ ـ 2 4z i z    .  3 ب ـ 2z i .
2 جـ ـ     2z i   

ب ǽعʢى ا   :حʽث  لعدد الʺرؗ
2 2 2 2i     .  

  . 4ث2  ʦ) أحʶب 1

  . ثʦ اسʱʻʱج  4) أحʶب 2
3 ʧʽانس .عʳʱعامد ومʱم ʦب إلى معلʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺال (

ب  Mمʨʺʳعة الʻقط  حʽث  zذات اللاحقة العدد الʺرؗ
6z  .  

z . ر معدومʽب غ   عدد مرؗ
 أ ـ Ǽاسʱعʺال الʰرهان Ǽالʱراجع ، أثʰت أنّه مʧ أجل ؗل عدد

n  ،دوم ʽʰʡعي غʽر مع   arg argnz n z.  
،  nاسʱʻʱج أنّه مʧ أجل ؗل عدد صʽʴح غʽر معدوم 

   arg argnz n z.  
z  هʱلȄʨʡ ر معدومʽب غ   عʺدة له . و rعدد مرؗ

ʰة الʱالʽة :   جد الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ الأعداد الʺرؗ

z  ؛z  1؛

z
1؛  3z؛  

nz
nمع   � .  

z  هʱلȄʨʡ ر معدومʽب غ   عʺدة له . و rعدد مرؗ

ʰة الʱالʽة :جد الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ الأعداد ال  ʺرؗ
4

z  ؛

7

z

  2؛iz  ؛ 5
iz  5؛iz ؛

n
iz

r
 
 
 

nمع   � .  

عʧʽ الȄʨʢلة  ،في ؗل حالة مʧ الʴالات الʺقʱرحة أدناه 
ب    . zوعʺدة للعدد الʺرؗ

4 أ ـ cos sin
4 4

z i
    

 
 .  

3 ب ـ cos sin
3 3

z i
     

 
 .  

5 جـ ـ sin cos
6 6

z i
    

 
 .  

sin د ـ cos
6 6

z i
 

  .  

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة مʲل مʨʺʳعة الʻقط 
ب   الذʴǽ ȑقȘ الʺʶاواة الʺقʱرحة  zذات اللاحقة العدد الʺرؗ

 ـ أ  3

2
Arg iz


.   

 ب ـ
1 4

z
Arg

i

    
.  

 جـ ـ   Arg z Arg z .  
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40
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  الشكل المثلثّي لعدد مركب غير معدوم . ـ  5

 ʥم ʥȂارʸʯة الأعداد  45إلى  41في الǺاʯؕ بʦلʠʸال
ʮة الʸقʯرحة على شȜلها الʰʸلّ    ʰي : الʸرؕ

1

2 2

2 2
z i       ،2

2 2

2 2
z i    ،

3

2 2

2 2
z i   .  

 1

3 1

2 2
z i     ،2

3 1

2 2
z i    ،

3

1 3

2 2
z i      ،4

1 3

2 2
z i   .  

1 3z   ،2 5z    ،3z i  ،4

1

2
z i  ،

5 7z i  .  
عداد أكʱب قاعدة ʢʽʶǼة لʱؔاǼة على الȞʷل الʺʲلʲي الأ
  الʴقʽقʽة ثʦ قاعدة Ǽالʰʶʻة للأعداد الʽʵʱلʽة صرفا .

1 1z i     ،2 3 3z i   ،
3 5 15z i      ،4 6 2z i   .  

  1 2 2 3z i i      ،2

4

3
z

i



  ،

3

3

2 2 3

i
z

i



    ،4

6

1
z

i



 .  

ب   4نعʰʱر العدد الʺرؗ 4

1 3

i
Z

i





 .  

ب1   على الȞʷل الʰʳرZ  ȑ) أكʱب العدد الʺرؗ
ب2   على الȞʷل الʺʲلʲي . Z) أكʱب العدد الʺرؗ

1) أكʱب على الȞʷل الʺʲلʲّي الأعداد:3

Z
  ،2009Z وZ.  

Z ث  عددʽب ح مرؗ
 

2 6

2 1

i
Z

i





 .  

ʰة الʱالʽة :   12Z؛  6Zأحʶب ؗلا مʧ الأعداد الʺرؗ
  تعʢى الʱʻائج على الȞʷل الʰʳر2010Z . ȑو
  الشكل الأسّي لعدد مركب غير معدوم . ـ  6

في الʺعلʦ أنʷئ ; ;O u v
 

 Dو A ،B ،Cالʻقط 
ʰة لصʨر على الʱرتʽب    الʱالʽة :لأعداد الʺرؗ

42
i

e


  ،2
3

2

i
e



  ،ie  و
5

62
i

e


.  

ʰة  أكʱب على الȞʷل الʰʳرȑ ؗل مʧ الأعداد الʺرؗ

 الʱالʽة :
3

46
i

e


؛  
3

25
i

e


1؛  

2
ie  ؛

2

32 3
i

e


 .  

ʰة الʱالʽة على الȞʷل الأسّي .   أكʱب الأعداد الʺرؗ

1 2 2z i 2؛ 3 3 3z i 3؛

5

4
z i4؛ 1z  .  

ʰة الʱالʽة .عʧʽ شȞلا أسʽّا لؔل مʧ الأعداد الʺ   رؗ
12

1

i
z e



   8؛
2 3

i
z e



   3؛
3 2

i
z e




   ؛

4

1

2
iz e   .  

  جد الʱؔاǼة ،Ǽقراءة بʽانʽة 
  ، A ،Bالأسʽّة للʨاحȘ الʻقط

C ،D وE  لة فيʲʺʺال  
  .الʺقابلالȞʷل 

  
  

ʰة :  3تعʢى الأعداد الʺرؗ
1

i
z e



  ,4
2 3

i
z e




 

و 
2

3
3 2

i
z e



 .  
ʰة الʱالʽة .  1عʧʽ شȞلا أسʽّا لؔل مʧ الأعداد الʺرؗ 2z z  ؛

1 2 3z z z  3؛ 1 2z z z  3؛
1z  4؛

3z  1؛

2

z

z
2؛  

3

z

z
؛  

3

1

z
.  

ʰة الʱالʽة .أعط شȞلا أسّ̔ا ل   ؔل مʧ الأعداد الʺرؗ

  2
1 2 3 6

i
z i e



   ؛  3
2 3 3

i
z i e



   ؛

  4
3 1 2

i
z e



   4؛ 3 cos sin
7 7

z i
    

 
 .  

ب  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة أكʱب العدد الʺرؗ
z  ʧلؔل م ȑرʰʳل الȞʷج الʱʻʱاس ʦل الأسّي ثȞʷعلى الz 
1و

z
 .  

أ ـ 
6

1
z

i



 ب ـ               .  4

1 3z i  .  

33جـ ـ 
i

z ie


 .         د ـ  5
32 3 2

i
z i e




  . 
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B
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D

E

0 1

1

x

y
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B
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E

3

2 3

48
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53
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  المعادلات من الدرجة الثانية . ـ  7

 zمʧ الʺعادلات ذات الʺʳهʨل ؗلا  �حل في 
  الʱالʽة :

22 أ ـ 6 5 0z z   .        2 ب ـ 5 9 0z z  .  
2 جـ ـ 1 0z z   .          2 د ـ 2 3 0z z  .  
2 هـ ـ 1z z  .        2 و ـ 3 0z   .  

  :الʱالʽة zؗلا مʧ الʺعادلات ذات الʺʳهʨل �حل في
2 أ ـ 8 3 64 0z z   .  

 ب ـ   2 2 1 2 2 2 2 0z z    .  

 جـ ـ 2 2 cos 1 0z z    ثʽح . قيʽعدد حق  
 ـ د 2 2 sin 1 0z z    ثʽح . قيʽعدد حق  

الʳʺلة ذات الʺʳهʨل  �2حل في  1 2;z z : ةʽالʱال   

1 2

1 2

5

2

z z

z z


   

 .  

 ʧʽʰ حʽث الʺعادلة   و جد العددیʧ الʺرؗ
2 0z z     ʧʽلʴل الʰ1تق 2i 3و 5i .  

 zؗلا مʧ الʺعادلʧʽʱ ذات الʺʳهʨل �حل في 
: ʧʽʱʽالʱال    

4أ ـ  23 2 0z z  .  
4 ب ـ 232 144 0z z  .  

2الʺعادلة  �) حل في 1 2 2 0z z    ʧʽع .
  الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ الʴلʧʽ لهذه الʺعادلة .

للʺعادلة  �) اسʱʻʱج الʴلʧʽ في 2
   2

3 3 2 3 3 2 0iz i iz i         .  
1ʳʺعة ) جد في الʨʺ�  للعدد ʧʽʽعʽȃرʱال ʧȄذرʳال
ʰة  2الʺرّؗ 2 3L i  .  

  :  zالʺعادلة ذات الʺʳهʨل �) حل في 2
22 4 3 3 0z iz i    .  

   : حʽث xعʧّ̔ العدد الʴقʽقي ) 1
 2

2 3 4x i i    .  

ʰة ) 2 الʺعادلة ذات ،  �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ
z  :الʺʳهʨل 2 3 4 1 7 0z i z i     .  

   .بكالوريا 
1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧّ̔ع ( و  : ثʽʴǼ

 2
5 12i i    .  

  :  zعادلة ذات الʺʳهʨل الʺ �) حل في 2
   2 1 2 2 1 0i z i z i     .  

حلي الʺعادلة الʶاǼقة ، أثʰت أن  2zو 1z) نʶʺي 3
 ʧ1984العددی

1z 1984و
2z . انʽقʽحق  
ʰة لʧؔʱ في مʨʺʳعة  الʺعادلة ذات ،  �الأعداد الʺرّؗ

  الʱالʽة : zالʺʳهʨل

   2 3 1 2 3 1 3 1 0z i z i         .  

 احʶب أ ـ 2

3 1 .  

  الʺعʢاة . الʺعادلة،  �حل في  ب ـ

أحʶب  أ ـ 2

3 3i .  

الʺعادلة ذات  � ʰةفي مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ حل  ب ـ
 الʱالʽة : zالʺʳهʨل 22 3 3 4 0z i z   .  

3:جد الʳذرʧȄ الʱرʽȃعʧʽʽ للعدد الʺرّؗب  ـ 1 4i .  
ʰة ـ 2    الʺعادلة ذات  ، � حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ

الʱالʽة : zالʺʳهʨل 2 2 1 2 9 20 0z i z i     .  
  التحويلات النقطية المألوفة . ـ  8

T  ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑʨʱʶʺي في الʢقʻل الȄʨʴʱالM 
ʽʱʽذات الإحداث ʧ ;x y ةʢقʻال ،'M  ʧʽʱʽذات الإحداث
 '; 'x y  ثʽح:  

' 3 2 1

' 5 3

x x y

y x y

   
  

 .  

) عʧّ̔ إحداثʱʽي صʨرة الʻقʢة 1 1;1A  .  
) عʧّ̔ إحداثʱʽي ساǼقة الʻقʢة 2 2;3B  .  
  . T) عʧّ̔ مʨʺʳعة الʻقط الʸامدة ǼالȄʨʴʱل 3
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T  ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑʨʱʶʺي في الʢقʻل الȄʨʴʱالM 
 ʧʽʱʽذات الإحداث ;x y ةʢقʻال ،'M  ʧʽʱʽذات الإحداث

 '; 'x y  ثʽح
' 3 4 12

3
' 2 4

2

x x y

y x y

   



   

 .  

  . ʧT مʨʺʳعة الʻقʢة صامدة ǼالȄʨʴʱل) عّ 1
مʧ الʺȑʨʱʶ ، صʨرتها  M) أثʰت أنّه مʧ أجل ؗل نقʢة 2
'M يʺʱʻه . إلى تʻʽʽلب تعʢǽ ثابت ʦʽقʱʶم  
 M'غʽر صامدة و Mأثʰت أنّه إذا ؗانت الʻقʢة ) 3

فإنّ مʸʱʻف القʢعة  Tصʨرتها ǼالȄʨʴʱل 'MM  يʺʱʻی
  إلى مʱʶقʦʽ ثابت .

  . M'ء الʻقʢة ) اسʱʻʱج ʡرȄقة هʻدسʽة لإنʷا4
ABC . لثʲم  

E  ،F وG  رʨصA  ،B وC  بʽرتʱعلى ال
ǼABالانʴʶاب الذȑ شعاعه 


 .  

I  ،J وK  رʨصA  ،B وC  بʽرتʱعلى ال
ǼBCالانʴʶاب الذȑ شعاعه 


 .  

ȑ مʸʱʻف القʢعة  Cأثʰت أن  IG .  
 وd  اهʺا علىʱمعادل ȑʨʱʶʺال ʧان مʺʽقʱʶم
3الʱرتʽب  2 5 0x y   3و 2 1 0x y   .  

ʱʶʺرتي الʨص ʧب معادلة لؔل مʱأك ʧʽʺʽق وd 
Ǽالانʴʶاب الذȑ شعاعه  2; 3u 


 .  

ABC  ثʽجّه حʨʺال ȑʨʱʶʺلث في الʲم

 ,
3

BA BC



 

 .  

'A و'C  ʧʽʱʢقʻب للʽرتʱرتا على الʨصA وC  الدورانǼ
r  ز والزاوȄة  Bذȑ الʺرؗ

4


 .  

"A و"C  ʧʽʱعʢفا القʸʱʻم 'A B و 'BC  على
  الʱرتʽب .

  أ ـ أنʳز شȞلا .
 ʧʽʲلʲʺأنّ ال ʧّ̔ب ـ بABC و" "A BC . ابهانʷʱم  

هʨ مʲلث مʶʱاوAMN  ȑه ، في الʺȑʨʱʶ الʺʨجّ 
حʽث  Aالʶاقʧʽ وقائʦ في  ,

2
AM AN




 
 .  

1N  ʧʽʱقلʲʺال ʧʽʱʢقʻمرجّح ال , 2A و , 1N  .  
B  قطʻال ʧایزة عʺʱة مʢنقA  ،M  ،N 1وN .  
T  لثʲʺرة الʨ1صAMN ز والزاوȄة  ǼBالدوران ذȑ الʺرؗ

2


.  

 ʧʽʲلʲʺأنّ ال ʧرهȃلا . وȞز شʳأنAMN وT . انʶǽقاʱم  
  . ثابت ʦʽقʱʶم A  يʺʱʻة لا تʱة ثابʢإلى نق
ʦʽقʱʶʺال  .  ةʢأجل ؗل نق ʧمM ʧم ،  ʦنرس
مʸʱʻف القʢعة Nالʻقʢة AM .   

على  Mلʺا تʱغʽر الʻقʢة Nما هʨ الʺʴل الهʻدسي للʻقʢة
ʦʽقʱʶʺال  ؟  

 C  رهاʢة قʱدائرة ثاب AB . M  رةʽغʱة مʢنق
مʧ الدائرة  C ) ثʽحM A وM B . (  
ز ثقل الʺʲلث  GنعM  ʧʽلؔل نقʢة   . ABMمرؗ

ʻدسي للʻل الهʴʺال ʨةما هʢقG ةʢقʻر الʽغʱلʺا تM  على
الدائرة C ما عداA وB   ؟  

ABC  في ʦلث قائʲمA ةʢلؔل نق .M  عةʢالق ʧم
 BC  ʧʽ1نعM رةʽʤنM ʦʽقʱʶʺة للʰʶʻالǼ AB   
ʧʽ2ونعM رةʽʤنM ʦʽقʱʶʺة للʰʶʻالǼ AC .  

هʨ مʸʱʻف القʢعة A) برهʧ أن1 1 2M M .  
2ʧʽʱʢقʻال ʧدسي لؔل مʻل الهʴʺال ʨ1) ما هM  2وM  لʺا

القʢعة على Mتʱغʽر الʻقʢة BC ؟ 

T  ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑʨʱʶʺي في الʢقʻل الȄʨʴʱالM 
 ʧʽʱʽذات الإحداث ;x y ةʢقʻال ،'M  ʧʽʱʽذات الإحداث

 '; 'x y  .  
 Tفي ؗل حالة مʧ الʴالʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ ، عʽʰʡ ʧʽعة الȄʨʴʱل

  مʻّ̔ʰا عʻاصره الʺʺّ̔زة :

'أ ـ  4

' 2

x x

y y

 
  

'؛         ب ـ    2 3

' 2 4

x x

y y

  
   

.  
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  الأعداد المركبة والتحويلات النقطية . ـ  9

ʰة للانʴʶاب الذȑ شعاعه  أكʱب العʰارة الʺرؗ
 1;2u 


 .  
ز ʰة للʴʱاكي ذȑ الʺرؗ مʰدأ الʺعلO  ʦت : أكʱب العʰارة الʺرؗ

  . 3ونʱʰʶه 
  ب 1نقʢة لاحقʱها العدد الʺرؗ i  .  

ʰة للȞʴʱي ذȑ الʰʶʻة  1عʧʽ العʰارة الʺرؗ

2
 ز   .والʺرؗ

زه  ʰة للدوران الذȑ مرؗ مʰدأ الʺعلO  ʦأكʱب عʰارة مرؗ
وزاوʱȄه 

6

 .  

t ل تʨʴǽ ȑʨʱʶʺي في الʢل نقȄʨʴ M z  إلى
 ' 'M z  ثʽح'z z   .  

 tفي ؗل مʧ الʴالات الʺقʱرحة أدناه ، عʽʰʡ ʧّ̔عة الȄʨʴʱل
  مع ذؗر عʻاصره الʺʺّ̔زة .

1 أ ـ  3و i        . ب ـi  1و i  .  

2 جـ ـ 2

2

i 
 0و  .  

5 د ـ

2
  2و

5

i  .  

A  ،B وC  احقها علىʨل ȑʨʱʶʺال ʧثلاث نقط م
3aالʱرتʽب  i   ،2 3b i   8و i .  

ز hأ ـ عʧّ̔ نʰʶة الʴʱاكي   Aوالذʨّʴǽ ȑل  Cذȑ الʺرؗ
  .Bإلى 

ب ـ نقʨل عʧ مʱʶقʦʽ الذȑ یȘʰʢʻ على صʨرته بȄʨʴʱل ، أنه 
  صامدا إجʺالʽا .

 2ومعامل تʨجʽهه  ʻCقʢة برهʧ أن الʺʱʶقʦʽ الذʷǽ ȑʺل ال
  هʨ صامد إجʺالي ، ثʦ أكʱب معادلة له .

A وB  اهʺاʱلاحق ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنق

 1
1

2
a i  2و

2
b i .  

 ʦدأ الʺعلʰزه م  AوʨّʴȄل  Oعʧʽ زاوȄة الدوران الذȑ مرؗ
 .Bإلى

t ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑالذ ȑʨʱʶʺل في الȄʨʴʱال ʨهM 
 ʧʽʱʽذات الإحداث ,x y  ةʢقʻال ،'M  ʧʽʱʽذات الإحداث

 ', 'x y  ثʽح :' 1x y  و' 2y x  .  
zنʹع  x iy  و' ' 'z x iy .  

  . zبدلالة  z'أكʱب  أ ـ
  مʻّ̔ʰا عʻاصره الʺʺّ̔زة ؟ tما هي ʽʰʡعة الʨʴʱل ب ـ

t ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑالذ ȑʨʱʶʺل في الȄʨʴʱال ʨهM 
 ʧʽʱʽذات الإحداث ,x y  ةʢقʻال ،'M  ʧʽʱʽذات الإحداث

 ', 'x y  : ثʽ3ح
' 2

2
x x  1و

' 2
2

y y  .  

  ؟ tما هي ʽʰʡعة الȄʨʴʱل  أ ـ
  . tأكʱب العʰارة الʺʰȞّة للȄʨʴʱل ب ـ

  .عمّقللتّ مارين ت 

 ʤب إلى معل في ؕل الʸʯارʥȂ یʹʴب الȏʦʯʴʸ الʸرؕ
مʯعامد ومʱʯانس  ; ;O u v

 
 .  

  العمليات في مجموعة الأعداد المركبة . ـ  1

الʳʺل ذات الʺʳهʨل  �2حل في الʺʨʺʳعة 
 ; 'z z : ةʽالʱال  

3 أ ـ ' 2 5

' 2

z z i

z z i

  
    

.  

3 ب ـ ' 5 2

' 1 2

z z i

z z i

  
   

.  

2 جـ ـ ' 2

3 ' 1

iz z i

z iz

 
  

 .  

  ،  nأثʰت أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 
4

1
1

1

n
i

i

    
 .  

ر أن العددیʧ  برّ  8
1 i  و

2008
1

2

i 
 
 

  حقʽقʽان . 

ʰة 1 ,  2i  ,3i) أكʱب على أʶǼط شȞل الأعداد الʺرؗ
4i  ,8i 13وi .  
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n  ،4) بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2 1ni i  
  . 2009iواسʱʻʱج 

في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة , مʲل مʨʺʳعة الʻقط 
M ب الذʴǽ ȑقȘ الʺʶاواة zذات اللاحقة العدد الʺرؗ

  الʺقʱرحة .
  أ ـ Re 3z  .    ب ـ  Im 2z   .

 جـ ـ   Re Imz z.   

 د ـ   2
Re 1 Im 2 0z z     .  

z . ب نقط مʧ الʺM  ȑʨʱʶ'و A ،Mعدد مرؗ
  على الʱرتʽب . 2zو z ، 1لʨاحقها 

 M'و A ,Mحʱى تʨؔن الʻقط  Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻط 
  في اسʱقامʽة .

p  ب :  بـِ والʺعرف  ʽʲؗzر حدود للʺʱغʽر الʺرؗ
     3 22 3 13 6 10p z z i z i z i         

ʰة i ،1 ،1مʧ بʧʽ الأعداد الʺرؗ i  ذورʳر لما هي الʽʲؔ
  . ʴpدود ال

p ʺر الʽغʱʺر حدود للʽʲؗ ب :  بـِ والʺعرف  zرؗ
     3 21 5 7 4 2 12p z z i z i z i        

  ǽقʰل جذرا حقʽقʽا ʢǽلب تعʻʽʽه . pأثʰت أن 
p  ب :  بـِ والʺعرف  ʽʲؗzر حدود للʺʱغʽر الʺرؗ

     3 21 5 7 4 3 3p z z i z i z i         
  ǽقʰل جذرʧȄ تʽʵلʧʽʽ صرفا ʢǽلب تعʻʽʽهʺا . p) أثʰت أنّ 1
ب2 ) تʴقȘ أن العدد الʺرؗ 1 i   جذرا ʥؗذل ʨلِـهp.  

A  ,B وC  احقهاʨب ل  3iنقط مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
 ,3i 2و 3i.  
مرجح الʳʺلة الʺʲقلة  G) عʧʽ لاحقة الʻقʢة 1

      ,1 ; , 2 ; , 2A B C  .  
مʧ الʺȑʨʱʶ الʱي ʨȞǽن مM  ʧ) عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 2

2أجلها  2 22 2 25AM BM CM   .  
نرفȞǼ Șل نقʢة ;M x y ذات اللاحقةz  ةʢقʻال ,

 ' '; 'M x y  ذات اللاحقة'z  ثʽح
 2' 2 1z z i z   .  

1 ʧر عʰع ('x و'y  بدلالةx وy .  
2 (H  قطʻعة الʨʺʳهي مM  نʨȞǽ ثʽʴǼ'z  . اʽقʽحق

  ʢǽلب تعʻʽʽها . hالة هي مʻʴʻي دHبرهʧ أن 
  مرافق عدد مركب . ـ  2

z x iy   ب مع عددیy  ʧو xعدد مرؗ
2حقʽقʧʽʽ . نʹع  2 3z z i     .  

الʳزء الʴقʽقي والʳزء الʽʵʱلي  yو x) أحʶب بدلالة 1
ب    . للعدد الʺرؗ

0الʺعادلة  �) حل في 2   لʨهʳʺذات ال ,z .  
z x iy   ب مع عددیy  ʧو xعدد مرؗ

3حقʽقʧʽʽ . نʹع  2iz z i     .  
) أحʶب 1   بدلالةx وy .  
, تʱʻʺي إلى مʨʴر  ) برهʧ أن : " الʻقʢة ذات اللاحقة 2

تʱʻʺي إلى  zالفʨاصل " تؔافئ " الʻقʢة ذات اللاحقة 
2yالʺʱʶقʦʽ ذȑ الʺعادلة  x  . "  

zنʹع  x iy   معx وy  . ʧʽʽقʽحق ʧعددی
ب  ب  zنرفȞǼ Șل عدد مرؗ حʽث  العدد الʺرؗ

2 2 6z i   .  
 الʳزء الʴقʽقي و الʳزء الʽʵʱلي yو x) أحʶب بدلالة 1

ب    .للعدد الʺرؗ
ب 2 ʴǽzقz  Ș) هل یʨجد عدد مرؗ .  

ب لاحقة الʻقʢة  هي العدد  Mفي الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
ب  zالʺرؗ x iy   معx وy . ʧʽʽقʽحق ʧعددی  

ب  ب  ʱʵǽ1لف عz  ʧنرفȞǼ Șل عدد مرؗ  L, العدد الʺرؗ
5حʽث   2

1

z
L

z





 .  

1 ʧر عʰع (L L  بدلالةz وz .  
 Mهʨ عدد تʽʵلي صرف " معʻاه أن "  L) برهʧ أن " 2

  نقʢة مʧ دائرة Ǽاسʻʲʱاء نقʢة " .هي 
Ǽاسʱعʺال الʵاصʽة  2 Rez z z   حل في ,

  الʱالʽة : zالʺعادلات ذات الʺʳهʨل  �
2 أ ـ 2 6z z i   .  
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2 ب ـ 4 6 0z z z i     .  
22 جـ ـ

8 4z z i   .  
  الʱالʽة : zالʺعادلات ذات الʺʳهʨل �حل في 

2 أ ـ 5 4z i z i   .  
2ب ـ  5 2 0z z z i    .  
 جـ ـ 5 5 1 3 0z z z i    .  

ʰة  نعʰʱر ʽʲؗر الʴدود  �في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
p  بِـالʺعرف :  

   3 22 3 9 18 27p z z i z z i       
1 ( ʧر عʰع p z  بدلالةz .  
ب 2 الذʴǽ ȑق  Ș) عʧʽ العدد الʺرؗ  0p   
و  0p   .  

z ر معدوم وʽب غ 2عدد مرؗ
'z

z


 .  

A ,M و'M  احقها علىʨب ل نقط مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
2الʱرتʽب  2a i  ,z و'z .  

D  ز ونʸف القʢر  Oهي مʨʺʳعة نقط القرص ذȑ الʺرؗ
  . ǼOاسʻʲʱاء الʻقʢة  2

 Dتʺʶح الʺʨʺʳعة  Mلʺا  M'أ ـ عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 
.  

تʺʶح القʢعة  Mلʺا  M'ب ـ عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 
الʺʱʶقʽʺة  OA  ةʢقʻاء الʻʲʱاسǼO .  

ب  نʹع  ʱʵǽ1لف عz  ʧمʧ أجل ؗل عدد مرؗ
2

1

z
Z

z





 .  

z x iy  وZ X iY   معx ,y  ,X وY 
ب لاحقʱها العدد  Mأعداد حقʽقʽة .  نقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ

z .  
  . yو xبدلالة  Yو X) أحʶب 1
حقʽقʽا هي  ʨZن ʽʴǼث M Ȟǽ) برهʧ أن مʨʺʳعة الʻقط 2

  مʱʶقǼ ʦʽاسʻʲʱاء نقʢة .

تʽʵلʽا  ʽʴǼZث ʨȞǽن  M) برهʧ أن مʨʺʳعة الʻقط 3
  صرفا هي دائرة Ǽاسʻʲʱاء نقʢة .
ب  العدد  ، ʱʵǽ2iلف عz ʧنرفȞǼ Șل عدد مرؗ

ب  2الʺرؗ

2

z i
Z

z i

 



 .  

zنʹع  x iy  وM  ب نقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
  . zلاحقʱها العدد 

 ) برهʧ أنّ 1 
 

2 2

22

2 3 2
Re

2

x y x y
Z

x y

   


 
 

و 
 22

2 4
Im

2

x y
Z

x y

  


 
 .  

  ʽʴث :F Ǽو ʧʽʱE ) اسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʨʺʳع2
E  قطʻعة الʨʺʳهي مM  ثʽحZ قي ؛ وʽحقF  هي

  تʽʵلي صرف . Zحʽث  Mمʨʺʳعة الʻقط 
3 ʧʽʱعʨʺʳʺئ الʷأن (E وF .  

A،M و'M  احقهاʨب ل نقط مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
  . z'و i ،zعلى الʱرتʽب 

  : حʽث  M'الʻقʢة  Aتʱʵلف عM  ʧنرفȞǼ Șل نقʢة 
2

'
z

z
i z




  

  . M'الʱي تȘʰʢʻ على صʨرها  M) عʧʽ الʻقط 1

) برهʧ أن 2   
 

2 2

22

2
Re '

1

x x y y
z

x y

  


 
 .  

الʱي تʨؔن مʧ أجلها  Mمʨʺʳعة الʻقط  ، C) اسʱʻʱج 3
'M . بʽراتʱر الʨʴي إلى مʺʱʻت  

  ) .3cm(وحدة الرسC  ʦأنʷئ الʺʨʺʳعة 
z x iy   ثʽب ح 1zعدد مرؗ  وx ،y 

  عددان حقʽقʽان .

ب  2حʽث  Lنعʰʱر العدد الʺرؗ

1

z i
L

z





  .  

ب 1   على الȞʷل الʰʳرL . ȑ) أكʱب العدد الʺرؗ
الʱي ʨȞǽن مz  ʧذات اللاحقة  ʻMقط ) عʧʽ مʨʺʳعة ال2

  حقʽقʽا . Lأجلها 
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الʱي ʨȞǽن  zذات اللاحقة  M) برهʧ أن مʨʺʳعة الʻقط 3
تʽʵلʽا صرفا هي دائرة Ǽاسʻʲʱاء نقʢة ʢǽلب  Lمʧ أجلها 

زها ونʸف قʢرها .   تʴدید مرؗ
z  ʧلف عʱʵǽ ب  Mصʨرته الʻقʢة  ، 1عدد مرؗ

ب .   في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ

1نʹع 

1

z
L

z





ب صʨرة العد M'و     . Lد الʺرؗ

  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة : Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 
  عددا حقʽقʽا . ʨȞǽLن  أ ـ

  عددا تʽʵلʽا صرفا . ʨȞǽLن  ب ـ
  في اسʱقامʽة . M'و O ، Mتʨؔن الʻقط  جـ ـ

  طويلة وعمدة عدد مركب . ـ  3

ʺعلʦ  الفي الʺȑʨʱʶ الʺʨʶʻب إلى  ; ;O u v
 

 
2aذات اللʨاحC  Șو A ، Bنعʰʱر الʻقط  i , 
1 3

2 2
b i  1و 3

2 2
c i  ب .عʽرتʱلى ال  

 Cو A ، Bمرجح الʻقط  G) عʧʽ لاحقة الʻقʢة 1
الʺرفقة Ǽالʺعاملات  3 ،  1 6 و 1 6  على

  الʱرتʽب .
ز الدائرة الʺʢʽʴة Ǽالʺʲلث G) بʧʽ أن الʻقʢة2  ABC مرؗ
.  

u وv  نʹع ، ʧʽʽقʽر حقʽان غʰ   :عددان مرؗ

1

u uv
z

v





 .  

1vحقʽقي " Ȟǽافئ  zبرهʧ أن : "  .  
a وb  ثʽان حʰ 1aعددان مرؗ b  

1abو    .  

:  نʹع 
1

a b
z

ab





 .  

 ʧر عʰعz  بدلالةa وb  ج أن العددʱʻʱاس ،z . قيʽحق  
z . ب نقʱʢان مʧ الʺM  ȑʨʱʶو Aعدد مرؗ

ب لاحقʽʱهʺا  1الʺرؗ i وz . بʽرتʱعلى ال  

C  قطʻعة الʨʺʳهي مM  أجلها ʧن مʨȞǽ يʱال
  1 1 2z i z i     .  

  . Cیʱʻʺي إلى الʺʨʺʳعة  O) تʴقȘ أن الʺʰدأ 1
  ثʦ أنʷئها .  C) عʧʽ الʺʨʺʳعة 2

z x iy  ثʽب ح 1zعدد مرؗ   وx ،y 
. ʧʽʽقʽحق ʧعددی M  هاʱب لاحق نقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ

2نʹع :  . zالعدد 

1

iz i
Z

z





   .  

Z،) أحʶب1 Re Z، Im Z وZ بدلالةx وy.  
ʨȞǽ1Zن  ʽʴǼث Mللʻقط  1E) عʧʽ الʺʨʺʳعة 2  .  
 Zالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  Mللʻقط  2E) عʧʽ الʺʨʺʳعة 3

  تʽʵلʽا صرفا .
4 ʧʽʱعʨʺʳʺال ʦ1) أرسE 2وE نقط تق ʧʽعهʺا .وعʡا 

 هʱلȄʨʡ ر معدومʽب غ   .عʺدة له و rعدد مرؗ
 ʧʽʰ 1zنعʰʱر العددیʧ الʺرؗ i 2و

2z   
الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ العددی  ʧو r) أحʶب بدلالة 1

 ʧʽʰ   .2zو 1zالʺرؗ
  مʱرافق2z . ʧʽو 1zحʱى ʨȞǽن  و r) حدد 2

A  ؛B وC  احقها علىʨل ȑʨʱʶʺال ʧنقط م
1الʱرتʽب  1z   ,2 2z i 3و 1z i   .  

2) أحʶب 1 1z z 3و 1z z .  

ʶ2ب) أح2 1

3 1

z z
Arg

z z

 
  

 .  

  .ABCاسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʲلث) 3
  الشكل المثلثّي لعدد مركب غير معدوم . ـ  4

ب أكʱب على الȞʷل الʺʲلّ  في ؗل  ʲzي العدد الʺرؗ
  حالة مʧ الʴالات الʱالʽة .

 أ ـ 2
1z i  .    1 ب ـ 3

1

i
z

i





 .  

 جـ ـ  1 3z i i   .      د ـ
 
 

9

12

3

1

i
z

i





.  
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ب أكʱب على الȞʷل الʺʲلّ  في ؗل  ʲzي العدد الʺرؗ
  حالة مʧ الʴالات الʱالʽة .

 ـ أ
6

cos sin
7 7

z i
    

 
 .  

 ب ـ
20

cos sin
5 5

z i
    

 
 .    

 جـ ـ 1 cos sin
9 9

z i i
     

 
 .  

ه لة مʧ الʴالات الʺقʱرحة أدناه ، أثʰت أنّ حافي ؗل 
  حقʽقʽا . ʨȞǽzن  ، nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

أ ـ  8
2 2

n
z i  .      ب ـ  3

1 3
n

z i  .

 جـ ـ     12

3 3
n

z i   

ب  1نعʰʱر العدد الʺرؗ 3

2

i
z


  ʧت أنه مʰأث .

n ، 6أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  1nz z  .  

 ʧʽʰ ǽ1عʢى العددیʧ الʺرؗ

6 2

2

i
z


 

2و 1z i  .  
ʰة  ) أعط الȞʷل الʺʲلʲي لؔل1 و  1z ، 2zمʧ الأعداد الʺرؗ
1

2

z

z
 .  

ب 2 1) أعط الȞʷل الʰʳرȑ للعدد الʺرؗ

2

z

z
 .  

6  :) اسʱʻʱج أنّ 3 2
cos

12 4

 
 

6و 2
sin

12 4

 
 .  

ب  ǽ1عʢى العدد الʺرؗ 3

2

i
z

i





 .  

على الȞʷل الʰʳرȑ ثʦ اسʱʻʱج Ȅʨʡلʱه وعʺدة له  z) أكʱب 1
.  
 nzالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  n) عʧʽ قʦʽ العدد الʽʰʢعي 2

  عددا حقʽقʽا .
ʰان    ǽعʢى العددان الʺرؗ

1

3 1

2 2
z i    2و

1

2
z i  .  

ب 1 1) أحʶب الȄʨʢلة وعʺدة للعدد الʺرؗ 22z iz .  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  n) عʧʽ قʦʽ العدد الʽʰʢعي 2

 1 22
n

z iz . ا صرفاʽلʽʵت  

ب 2نعʰʱر العدد الʺرؗ 3 2 3

2 2
z i

 
 .  

ب  2z) أحʶب 1   . 2zثʦ عʧʽ الȄʨʢلة وعʺدة للعدد الʺرؗ
ب 2   . z) عʧʽ الȄʨʢلة وعʺدة للعدد الʺرؗ

5) اسʱʻʱج أن 3 2 3
cos

12 2

 
 

5و 2 3
sin

12 2

 
 .  

z ، u وv  ث أʽة حʰ عداد مرؗ
   3 3 3 3z i     ، 3 3u i  

zو
v

u
 .  

  على الȞʷل الʰʳرv . ȑ) أكʱب1
ʰة ) عʧʽ الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ الأ2  u ،vعداد الʺرؗ
  .zو

cos) اسʱʻʱج 3
12

 وsin
12

 .  

  تʽʵلي صرف . 2010z) أثʰت أن العدد 4
ʰان   ǽعʢى العددان الʺرؗ

     1 2 3z i   2و 2z i  .  
2)أكʱب 1 2

1 2z z . يʲلʲʺله الȞعلى ش  

ب2 ) أكʱب العدد الʺرؗ
20082 2

1 2

8 2

z z 
 
 

  ȑرʰʳله الȞعلى ش.  

  الشكل الأسّي لعدد مركب غير معدوم . ـ  5

1نʹع  1z i    2؛

1 3

2

i
z


 .  

1أكʱب  أ ـ

2

z

z
 . ȑرʰʳل الȞʷعلى ال  
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1أكʱب  ب ـ

2

z

z
  على الȞʷل الأسّي . 

ب  جـ ـ 1اسʱʻʱج الȄʨʢلة عʺدة للعدد الرؗ

2

z

z
، ثʦّ اسʱʻʱج  

 ʧللعددی ʧʽʱʡʨʰʹʺال ʧʽʱʺʽ11الق
cos

12

 11و
sin

12

 .  

6: نʹع  2

2

i
a


 1وb i  .  

ʰة ) أكʱب على الȞʷل الأسّي ؗلا مʧ الأعداد 1  ، aالʺرؗ
b وa

b
 .  

a) أكʱب العدد 2

b
  ȑرʰʳل الȞʷعلى ال.  

 ʧللعددی ʧʽʱʡʨʰʹʺال ʧʽʱʺʽج القʱʻʱاسcos
12

 وsin
12

 .  

) حل في الʺʳال 3 ;   الʺعادلة
   6 2 cos 6 2 sin 2x x    .  

ʦب إلى الʺعلʨʶʻب م  الʺȑʨʱʶ الʺرؗ ; ;O u v
 

 
 ʦ4(وحدة الرسcm.(   
ذات اللʨاحȘ على الʱرتʽب  Dو A ,B ,Cنعʰʱر الʻقط 

1a   ,3
i

b e


  ,3 3

2

i
c


 6و

3

2

i
d e




 .  

  على الȞʷل الʰʳرd . ȑلȞʷل الأسّي وعلى ا c) أكʱب 1
في الʺعلʦ ثʦ برهʧ أن  Dو A ,B ,C) مʲل الʻقط 2

  هʨ معOACB . ʧʽالرȃاعي 
 . قيʽعدد حق  

ʰة الʱالʽة .  عʧʽ الȄʨʢلة وعʺدة لؔل مʧ الأعداد الʺرؗ
1

iz e    2؛ cos sinz i     ؛
3 sin cosz i   .  

ب    : حʽث  zنعʰʱر العدد الʺرؗ
22sin sin 2z i    

عدد حقʽقي مʧ الʺʳال  مع  0;2 .  
ب  عʧʽ حʶب قʦʽ العدد    . zالʱؔاǼة الأسʽّة للعدد الʺرؗ

z ثʽب ح 1 عدد مرؗ iz e   مع 
 ;   .  

2تʴقȘ أن  أ ـ) 1 2 2
i i i

z e e e
  

 
  

 
 .  

ب وعʺدة rاسʱʻʱج الȄʨʢلة ب ـ   .بدلالة zللعدد الʺرؗ
ب  ،بدلالة  ،) جد 2   الȄʨʢلة وعʺدة للعدد الʺرؗ

1 cos sin

cos sin

i
L

i

 
 

 



 .  

2نʹع
5

i
z e



 ، 4A z z  2و 3B z z .  
1) برهʧ أن 1 0A B   1و 0AB    .  

2هʺا حلان للʺعادلة  Bو Aاسʱʻʱج أن  1 0x x  .  

4z ) بʧʽ أن2 z  ʧʽع ʦثA  2بدلالة
cos

5

 .  

2) حل الʺعادلة3 1 0x x    ةʺʽج قʱʻʱ2واس
cos

5

.  

 : ) برهʧ أنّ 1
2

5

5

2

sin1
10

i

i

e

e



 


    

) أحʶب الʺʨʺʳع 2
2 3 4

5 5 5 51
i i i i

e e e e
   

    .  
2 ʧʽعʨʺʳʺال ʧة لؔل مʺʽق ʧʽع (S وT  ثʽح

4

0

cos
5k

k
S




 و
4

0

sin
5k

k
T




 .  

ب  ذات  mنرفȞǼ Șل نقʢة  ،في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
ب غʽر الʺعدوم ذات  M, الʻقʢة  zاللاحقة العدد الʺرؗ

اللاحقة 
2

1
Z

z
 .  

iz) نʹع 1 re    
  على الȞʷل الأسّي . Zكʱب أ أ ـ

ب غʽر معدوم معʢى . هل ʧȞʺǽ إʳǽاد  0Zب ـ  عدد مرؗ

ب  ʴǽ0ق0z  Șعدد مرؗ 2
0

1
Z

z
  ؟  

1z) نفرض أن 2  .  
  . Mأنʷئ الʻقʢة  mتعʢى الʻقʢة  أ ـ

Zالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  mعʧʽ الʻقط  ب ـ z.  

129

130

132

128

133

134

135

131
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3 (d  دأهʰم ʦʽقʱʶف مʸعة نقط نʨʺʳمO ، اءʻʲʱاسǼO.  
  .ʶʺdح الʺʨʺʳعةت mعʻدما Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقطأ ـ 

  .dالʺʨʺʳعة Mتʺʶح عʻدما mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط ب ـ
ب ، ذات  m نرفȞǼ Șل نقʢة في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ

ب ذات اللاحقة  Mالʻقʢة  ، zاللاحقة العدد الʺرؗ
3

3
2

z
Z

z



 .  

 ʧʽʰ :  Zو zتعʢى الʱؔاǼة الأسّ̔ة لؔل مʧ العددیʧ الʺرؗ
iz re  وiZ e  .  
1 ʧر عʰع ( و  بدلالةr و . بʽرتʱعلى ال  
ز C بـِ ز) نرم2  A. 1ونʸف القʢر  Oالدائرة ذات الʺرؗ

1الʻقʢة ذات اللاحقة  i .  
  .Cتʺʶح الدائرة mلʺا الʻقʢة Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط أ ـ

تʺʶح نʸف  mلʺا الʻقʢة  Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط  ب ـ
 ʦʽقʱʶʺال OA .  

الʺعرفة على  f) نعʰʱر الدالة 3 0;  : بِـ

 
3

32

x
f x

x



 .  

ʨرة الʺʳال مʱزایدة تʺاما وعʧʽ ص fأ ـ بʧʽ أن الدالة 
 0;  ة الدالةʢاسʨبf .  

مʧ الʺȑʨʱʶ , الʻقʢة  mب ـ اسʱʻʱج أنه مʧ أجل ؗل نقʢة 
M . هʻʽʽلب تعʢǽ ي إلى قرصʺʱʻت  

  المعادلات من الدرجة الثانية . ـ  6

ʰة الʺعادلة ذات  � نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ
   الʱالʽة : zالʺʳهʨل

 22 1 2 3 3 0z i z i         

  حل لهذه الʺعادلة .  i. تʴقȘ مʧ أنّ 1
  . ة لهوأحʶب Ȅʨʡلʱه وعʺداسʱʻʱج الʴل الآخر  .2

ʰة) 1 الʺعادلة  ، حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ
  :  الʱالʽة zذات الʺʳهʨل

 2 5 3 4 8 0z i z i    .  
2ʧّ̔نع (A وB . لهذه الʺعادلة ʧʽلʴرتي الʨص  

الʱي تʴقG  Șأ ـ عʧّ̔ لاحقة الʻقʢة 
0GO GA GB  

   
 .  

ّ̡̋ ب ـ   ǼA ،Bالʰʶʻة إلى الʻقط   Gل الʻقʢةماذا ت
  للʺعلʦ ؟ Oوالʺʰدأ 

   .بكالوريا 
ʰة  ذات  الʺعادلة ،�نعʰʱر في مʨʳعة الأعداد الʺرّؗ

 الʱالʽة : zالʺʳهʨل 2 3 0z i z i       ،
  ة له .عʺد و rعدد مرّؗب Ȅʨʡلʱه  حʽث 

  حل الʺعادلة الʺعʢاة . ـ1
  .و rؔل مʧ الʴلʧʽّ بدلالةلʺدة Ȅʨʢلة وعالأحʶب  ـ 2
  حʱى ʨȞǽن الʴلاّن مʱرافق . ʧʽو rحدّد ـ 3

   .بكالوريا 
ʰة الʺعادلة ذات ، �نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ

 :الʺʳهʨل 2 21 0z i z i       ثʽح ، 
  معʢى . عدد مرّؗب

جد مفʨؔك) 1 2
1 i حل في ʦّاة . �ثʢالʺعادلة الʺع  

 بʨضع) 2 2
3

2
i    بʶلة وعʺدالاحȄʨʢؔل ل ة

  . مʧ حلي الʺعادلة
r جب تʺاماً وʨقي مʽعدد حق قيʽعدد حق .  

  ه عدد مرّؗبʱلȄʨʡr و دة له.عʺ  
ʰة  )1 الʺعادلة ذات  �حل، في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ

  : الʱالʽة zالʺʳهʨل
2 2 0z z    .  

  عʺدتʽهʺا .الʴلʧʽ و على Ȅʨʡلʱي  و rعʰر بدلالة ) 2
ʰة الʺعادلة ذات  �نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ

 : الʱالʽة zالʺʳهʨل

 2 1 sin 2 sin 2 0
2

i
z i z     ) ...1 ثʽح . (

 . قيʽعدد حق  

) مʧ أجل1حل الʺعادلة () 1
4

  .  

  ) .1حلʨل الʺعادلة ( لة أحʶب بدلا) 2

137
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139
136

140

141

142
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   .بكالوريا 
ʰة) حل في مʨʺʳعة 1  zالʺعادلة ذات الʺʳهʨل ،�الʺرّؗ

 : الʱالʽة 2 7 4 9 15 0z i z i     .  
  إلى الʴل الذȑ له أكʰر Ȅʨʡلة . 0z بـنرمز 

  وعʺدة له. 0z أحʶب Ȅʨʡلة العدد الʺرّؗب) 2
3 (n  ّأن ʧّ̔عي. بʽʰʡ 0 عدد

nz  ن عدداʨȞǽ إذا وفقط إذا
  . 4قابلا للقʶʺة على  n، كان 

) أحʶب 4
1996

0

3 2

z 
 
 

 .  

ʰة) 1 ؗلا مʧ ، �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
: ʧʽʱ2 الʺعادل 2 5 0z z    ؛

 2 2 1 3 5 2 3 0z z    .  

2 ʦالʺعلǼ الʺزود ȑʨʱʶʺفي ال ( ; ;O u v
 

، نعʰʱر الʻقط  
A ،B ،C وD ةʰ 1 صʨر الأعداد الʺرؗ 2i  ،

1 3 i   ،1 2i  1و 3 i  . بʽرتʱعلى ال  
  ؟ ABCما هي ʽʰʡعة الʺʲلث أ ـ

  . ABCالʺʢʽʴة Ǽالʺʲلث Cأكʱب معادلة للدائرة  ب ـ
  .C تʱʻʺي إلى الدائرة Dأثʰت أن الʻقʢة  ج ـ
في الʺعلD  ʦو A  ،B  ،Cوالʻقط  Cأنʷئ  د ـ

  الʺعʢى .
  . ىʢقي معʽعدد حق  

الʺعادلة  �) حل في 1 E:2 2 sin 1 0z z    .  
ب الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس 2 ) في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ

 ; ;O u v
 

  ʧʽʱʢقʻر الʰʱنع ,A وB  هʺا حليʽʱلاحق
الʺعادلة  E  

الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها الʺʲلث  ʽقيعʧʽ قʦʽ العدد الʴق
OAB . س أضلاعǽقاʱم  

 نعʰʱر الʺعادلة �ʺʨʺʳعة الفي  E :  
3 22 16 0z z   .  

هʨ حل للʺعادلة  2) برر أن العدد 1 E .  
2 ʧʽʽقʽقʴال ʧجد العددی (a وb  أجل ؗل ʧن مʨȞǽ ىʱح

ب    ، zعدد مرؗ

   3 2 22 16 2z z z z az b      .  
الʺعادلة  �) حل في 3 E .  

ب   ، zنʹع مʧ أجل ؗل عدد مرؗ
     3 22 3 4 1 3 8p z z i z i z i      .  

ب ) تʴقȘ أن1  ؛ zه مʧ أجل ؗل عدد مرؗ
    22 2 3 4p z z i z z     

الʺعادلة  �) حل في 2  0p z  .  
2الʺعادلة  �) حل في 1 1 0z z   .  

3, حلʨل الʺعادلة  �) اسʱʻʱج , في 2 1 0z   .  

1) نʹع 3 3

2

i
u

 
 .  

  . 2008uو 2u  ,3uأ ـ أحʶب 
2ب ـ أحʶب  2008...s u u u    .  

نعʰʱر ʽʲؗر الʴدود : 
  4 219 52 40p z z z z    ثʽحz ب   .عدد مرؗ

1 ʧʽʽقʽحق ʧعددی ʧʽع (a وb  أجل ؗل ʧن مʨȞǽ ىʱح
ب   ، zعدد مرؗ

    2 2 4 2p z z az b z z a     .  
الʺعادلة  �) حل في 2  0p z  .  

4الʺعادلة  �) حل في 1 1 0z   .  

, حلʨل الʺعادلة  �في  ،) اسʱʻʱج 2
4

2 1
1

1

z

z

    
 .  

ب    نʹع :  ، zمʧ أجل ؗل عدد مرؗ
  4 3 210 38 90 261p z z z z z     .  

1 (a  ر بدلالةʰقي . عʽعدد حقa  قيʽقʴزء الʳال ʧع
ب  والʳزء الʽʵʱلي للعدد الʺرؗ p ia .  

2 ʦʽق ʧʽع (a  أجلها ʧن مʨȞǽ يʱال  0p ia  .  
3ʽʽقʽحق ʧعددی ʧʽع ( ʧb وc  أجل ؗل ʧن مʨȞǽ ىʱح

ب  z , عدد مرؗ    2 29p z z z bz c   .  
الʺعادلة  �) حل في 4  0p z  .  
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ʰة الʺعادلة ذات  �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ

z  ،الʺʳهʨل 4 6 1 3
2

2 1

i z i
z

z i

  


 
.  

   .بكالوريا 
 اكʱب على الȞʷل الʺʲلʲي العدد الʺرّؗب) 1 1 i  .  
ʰة الʺعادلة ذات ) 2 حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ

 الʱالʽة : zالʺʳهʨل 1 3 3i z i
z

z i

  



.  

لʴل الʺعادلة الʶاǼقة الذȑ له أصغر  0zمز Ǽالرمز نر ) 3
   Ȅʨʡلة .

ـ أحʶب العدد الʺرّؗب 
1984

0

2

z 
 
 

وأكʰʱه على الȞʷل  

.ȑرʰʳال  
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها العدد  nما هي قʦʽ العدد الʽʰʢعي ـ 

0الʺرّؗب 

2

n
z 

 
 

  عددا حقʽقʽا ؟ 

   .بكالوريا 
2zمʧ اجل ؗل عدد مرّؗب  i  ر العدد الʺرّؗبʰʱنع

 L z ثʽʴǼ  :     5 2 1

2

i z i
L z

i z

  



.  

ʰةجد الأ) 1 ʽʴǼث :  zعداد الʺرّؗ L z z.  
  . أكʱب هذه الأعداد على الȞʷل الʺʲلʲي

الʱي إحداثʽاها  ȑM الʺرّؗب لʧؔʱ الʻقʢة ʺʨʱʶ الفي ) 2
 ;x y  هاʱولاحقz .  

أكʱب على الȞʷل الʰʳرȑ العدد  ـ L z .  
 عʧّ̔ الʽʰʢعة الهʻدسʽة و العʻاصر الʺʺّ̔زة لʺʨʺʳعة الʻقط ـ

Mهاʱي لاحقʱالz  نʨȞǽ ثʽʴǼ L z ّ̔لʵاعددا تʽ .صرفا  
   .بكالوريا 

ʴر الʽʲؗ رʰʱدودنعP غʱʺبلل    :الʺعرّف ؗʺا یلي zّ̔ر الʺرّؗ
   3 2 1 2 2P z z iz i z i     .  

أحʶب  )1 1P  دود  ؛ʴر الʽʲؗ جʱʻʱاس Q z  ʧم
   : zالدرجة الʲانʽة ʽʴǼث ʨȞǽن مʧ أجل ؗل عدد مرّؗب 

     1 .P z z Q z .  

ʰة ) 2 الʺعادلة ذات  ، �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
z : الʺʳهʨل   0P z .  

3 ( ȋقاʻالA ،B وC  رʨل الʺعادلةصʨحل  0P z  
  في الʺȑʨʱʶ الʺرّؗب.

  . ABCما هي ʽʰʡعة الʺʲلثـ 
   .بكالوريا 

ʧȞʽل ʴر الʽʲؗ دود P z غʱʺبلل الʺعرّف ؗʺا  zّ̔ر الʺرّؗ
 یلي :     3 24 5 4 5P z z i z i z i     .  

) تʴقȘ مʧ أنّ 1 2 0P i   دود ؛ʴر الʽʲؗ جد
 Q z غّ̔ر الʺرّؗبʱʺللz  أجل ؗل عدد ʧن مʨȞǽ ىʱح
z : مرّؗب     2 .P z z i Q z  .  

ʰة ) 2 لʺعادلة ذات ا ، �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
z : الʺʳهʨل   0P z .  

3 ʧؔʱل (A،B وC ل الʺعادلةʨر حلʨص  0P z  
صʨرة الʴل Aحʽث  في الʺȑʨʱʶ الʺرّؗب 2 i .  

ز ثقل  Aحʱى تʨؔن الʻقʢة Dجد  إحداثʽات الʻقʢة  مرؗ
  .BCDالʺʲلث

   .بكالوريا 
ʴر الʽʲؗ رʰʱدود نع P z غʱʺبلل الʺعرّف ؗʺا  zّ̔ر الʺرّؗ

 یلي :
     3 23 4 2 4P z z i z i z i      .  

أحʶب ) 1 2P  ،دود  جدʴر الʽʲؗ Q z  غّ̔رʱʺلل
ب  : ʽʴǼzث ʨȞǽن مʧ أجل ؗل عدد مرّؗب  zالʺرّؗ

     2 .P z z Q z .  
ʰة ) 2 الʺعادلة ذات  ، �حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ

z : الʺʳهʨل   0P z .  
3 ( ȑʨʱʶʺفي ال ʧؔʱب ل صʨر حلʨل  Cو A،B الʺرؗ

الʺعادلة  0P z   .لثʲʺعة الʽʰʡ ما هي ABC؟  
   .بكالوريا 

ʰة الʺعادلة  نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ E ذات 
   الʱالʽة : zالʺʳهʨل

   3 26 13 10 2 0z i z i z i      .  
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أثʰت أنّ الʺعادلة ) 1 E  اʽقʽل حلاّ حقʰ0تقz  لبʢǽ
  . تعʻʽʽه

، الʺعادلة �) حل في الʺʨʺʳعة 2 E  يʺʶ1. نz 
  الʴل الʲالث. 2zالʴل الذȑ جزئه الʵʱّ̔لي سالب و

ب 3 الʱي  Cو A،Bلʧؔʱ الʻقط) في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
  .2zو 0z،1zلʨاحقها على الʱرتʽب ،

الʺرفقة  Cو A،Bمرجّح الʻقط  ʢGةجد إحداثʱʽي الʻقـ 
  على الʱرتʽب . 1و Ǽ 2  ،3الʺعاملات:

حʽث :  مʧ الʺM  ȑʨʱʶللʻقط  ME عʧّ̔ الʺʨʺʳعةـ 
2 2 22 3 9MA MB MC   .  

ʰة الʺعادلة ذات  �نعʰʱر في مʨʺʳعة الأعداد الʺرّؗ
  الʱالʽة : zالʺʳهʨل

   3 21 2 1 2 2 0z i z i z i     .  

   ʻʽʽهʢǽلب تع بʧّ̔ أنّ هذه الʺعادلة تقʰل حلاّ تʵّ̔لʽا صرفا أ ـ
  ، الʺعادلة الʺعʢاة . �حل في  ب ـ

  الأعداد المركبة والتحويلات النقطية . ـ  7

   .بكالوريا 
ب 1 ) أحʶب العدد الʺرؗ 3

2 3 i .  

ʰة الʺعادلة ذات الʺʳهʨل 2 ) حل في مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
z  : ةʽالʱ3ال 18 3 35z i  .  
  إلى حلʨل هذه الʺعادلة ؛ 3zو 1z  ،2z: بـ) نرمز 3

A  ،B وC . بʽرتʱعلى ال ، ȑʨʱʶʺرها في الʨص  
زه مأ ـ  وʨّʴȄل  ʰOدأ الʺعلʦ عʧّ̔ زاوȄة الدوران الذȑ مرؗ

  . C إلى الʻقʢة Bالʻقʢة 
wشعاع تʨجʽهه  عʧّ̔ صʨرة بهذا الدوران للʺʱʶقʦʽ ب ـ 


  

 : حʽث ;
2

u w



 

 .  

 ʧʽʰ 3نعʰʱر العددیʧ الʺرؗ 3a i   ،

2 3 3b i   .  

A  ،B وC  احقهاʨل ȑʨʱʶʺال ʧنقط مa  ،a وb 
  على الʱرتʽب .

ȑ الʶاقʧʽ ، ثʦّ عʧّ̔ مʶʱاو  ABO) بʧّ̔ أن الʺʲلث 1
Gz  ز ثقله   . Gلاحقة مرؗ
2 ʧȞʽل ( و  ʧȞʽول ʧʽʰ الȄʨʴʱل  Tعددیʧ مرؗ

الʻقʢي في الʺȑʨʱʶ الذʨّʴǽ ȑل  M z  إلى
 ' 'M z  ثʽح'z z   .  

حʽث ʨȞǽن  و عʧّ̔  أ ـ T O G  و
 T A C .  

زه  Tبʧّ̔ أنّ الȄʨʴʱل ب ـ هʨ دوران ʢǽلب تعʧʽّ̔ مرؗ
  وزاوʱȄه .

اسʱʻʱج صʨرة الʺʱʶقʦʽ  جـ ـ OA الدورانǼT .  
ʺعلʦ الالʺȑʨʱʶ مʨʶʻب إلى  ; ;O u v

 
 ، ʧؔʱل

B  ʧʽʰو Aالʻقʱʢان 4صʨرتي العددیʧ الʺرؗ 2a i   
3bو i  .بʽرتʱعلى ال  

  قائʦ ومʱقاǽس الʶاقOAB .ʧʽبʧʽ أن الʺʲلث  أ ـ
ز وزاوȄة الدوران الذʨʴǽ ȑل الʻقʢة ب ـ إلى  Aعʧʽ مرؗ

  . Oإلى الʻقʢة B، والʻقʢةBالʻقʢة
لدوران. ما بهذا ا O صʨرة الʻقʢة Cلʧؔʱ الʻقʢة  جـ ـ

  ؟ABOCهي ʽʰʡعة الرȃاعي 
B  ʧʽʰو Aالʻقʱʢان صʨرتا العددیʧ الʺرّؗ

1 3 2z i  2و 1 6z i    ʨʱʶب ، في مʽرتʱعلى ال
Ǽ المزوّد ʦعلʺ ; ;O u v

 
.  

   اصل وʨر الفʨʴحامل م ʧة مʢنقr  ȑالدوران الذ
زه   .Bإلى Aو ʨّʴǽل مرؗ

ز و زاوȄة الدورانـ     . rعʧّ̔ مرؗ
لʨاحقها على الʱرتʽب  Dو A  ،B  ،Cالʻقط 

2i  ،6  ،1 i 3و 3i .  
 و  ، انʰ تȄʨʴل نقʢي في الʺt  ȑʨʱʶعددان مرّؗ

ʨʴǽل  M z  إلى ' 'M z  ثʽح' 3z z   .  
علʺا أن  و عʧّ̔  أ ـ t A B و t C D .  

  مع تعʧʽّ̔ عʻاصره الʺʺّ̔زة ؟ tما هي ʽʰʡعة الȄʨʴʱل  ب ـ
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 2;1A و 3;0B . ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنق  

h ز 2والʰʶʻة Aالʴʱاكي ذو الʺرؗ

4
  ؛r ن ذو الدورا

ز والزاوȄة Bالʺرؗ
4


  ؛t عاعʷاب ذو الʴʶالانBO


.  

ʰة لؔل مʧ الȄʨʴʱلات الʲلاث .   أ ـ اكʱب العʰارة الʺرؗ
ʰة للȄʨʴʱل  ب ـ أكʱب العʰارة الʺرّؗ t r h  .  

حʽث  Cج ـ عʧّ̔ الʻقʢة   t r h C O  .  
   .بكالوريا 

الʺعادلة  �) حل في 1 2 2 3 0z i z i     .  
ʧʽلʴ0 بـ نرمز للz 1وz   ثʽ0ح 1| | | |z z.  

2 (A،B وC اʨل ȑʨʱʶʺال ʧب نقط مʽرتʱ1حقها على ال 
 ،0z 1وz .  

ز الʺʶافات الʺʶʱاوȄة للʻقط  Gأوجد إحداثʽي الʻقʢة  مرؗ
A،B وC .  
3(T  ةʢل نقȞǼ Șیرف ȑالذ ȑʨʱʶʺي في الʢقʻل الȄʨʴʱال

M ةʢقʻال'M : ثʽح'MM MA MB MC  
   

.  
'أ ـ بʧّ̔ أن  2GM GM 

 
 .  

  وعʻاصره الʺʺّ̔زة . Tب ـ اسʱʻʱج ʽʰʡعة الȄʨʴʱل
ʰة للȄʨʴʱل   . Tج ـ أكʱب العʰارة الʺرؗ

4('A،'B و'C قطʻر الʨصA،B وC  بʽرتʱعلى ال
  في اسʱقامʽة . C'و A،'B'. بʧّ̔ أن الʻقط  ǼTالȄʨʴʱل

A،B وC  ، ب ثلاث نقط مʧ الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
2لʨاحقها على الʱرتʽب  2Az i   ،5 5Bz i  

2و 2Cz i  .  

Cأثʰت أنّ  أ ـ A

B A

z z

z z




  هʨ عدد حقʽقي . 

 Aو Cإلى Bالذʨّʴǽ ȑل Tاسʱʻʱج ʽʰʡعة الȄʨʴʱل ب ـ
  نقʱʢه الʸامدة الʨحʽدة .

ʰة للȄʨʴʱلأكʱ جـ ـ   .Tب العʰارة الʺرّؗ

1الʺʻʴʻي ذȑ الʺعادلة   ـ د
3y x

x
  .  

  . ǼTالȄʨʴʱل  أكʱب معادلة لʨʸرة الʺʻʴʻي

  .لمـسـائـ 

 ʤب إلى معل في ؕل الʸʯارʥȂ یʹʴب الȏʦʯʴʸ الʸرؕ
مʯعامد ومʱʯانس  ; ;O u v

  .  
  الʺعادلة  �نعʰʱر في الʺʨʺʳعة 

4 3 24 14 36 45 0z z z z    .  
 0zافقʧʽ ) بʧّ̔ أنّ الʺعادلة تقʰل حلʧʽ تʵّ̔لʧʽʽ صرفا مʱر 1
  جزئه الʽʵʱلي مʨجʰا . 0zحʽث  0zو
ʧʽ ) برّر أن الʴلʧʽ الآخرʧȄ لهذه الʺعادلة هʺا ؗذالʥ مʱرافق2

  الʴل الذȑ جزئه الʽʵʱلي مʨجʰا . 1zبـ  ثʦ عʻّ̔هʺا . ونرمز
) اسʱʻʱج تȄʨʴلا نقʽʢا ʨّʴǽل 3 0A z إلى 1B z 

وʨّʴȄل  1'A z إلى 0'B z  
A وB  اهʺا علىʱلاحق ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنق

  . 4و 1الʱرتʽب 
d  ʦʽقʱʶʺعة نقط الʨʺʳهي م OA ةʢقʻاء الʻʲʱاسǼA .  
  على ȑدʨʺالع ʦʽقʱʶʺعة نقط الʨʺʳهي م OA 

  . ǼAاسʻʲʱاء الʻقʢة 
  ز اهي   . 1نʸف القʢر  Aلدائرة ذات الʺرؗ

ب  ب ʱʵǽ1لف عz  ʧنرفȞǼ Șل عدد مرؗ  Zالعدد الʺرؗ

حʽث 
2

1

z
Z

z



 .  

 ʧؔʱلm وM  هʺاʽʱلاحق ȑʨʱʶʺال ʧم ʧʽʱʢنقz وZ 
  على الʱرتʽب .

I ʧʽʱر الدالʰʱنعf وg ʧʽʱبـِ الʺعرف :   

 
2

1

x
f x

x



و  

2 1x
g x

x


 .  

على  gو fمʨʺʳعʱي تعرȄف الدال2D ʧʽʱو 1Dنʶʺي 
  الʱرتʽب .

1ʧʽʱالدال ʧغّ̔ر لؔل مʱاه الʳأدرس ات (f وg .  
2ʧʽʱات للدالǽهاʻأدرس ال (f وg  يʱعʨʺʳد حدود مʻع

  تعرȄفهʺا على الʱرتʽب .
3ʧʽʱرات للدالʽغʱز جدولي الʳأن (f وg  جʱʻʱاس ʦث ,

 ʧʽرتʨʸال 1f D و 2g D .  
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II1 ل �) حل فيʨهʳʺالʺعادلة ذات الz  : ةʽالʱال
3Z   لȞʷعلى ال ʦر ثʰʳل الȞʷل على الʨلʴى الʢتع .

  الأسّي .
1) نفرض في هذا الʶؤال أن 2 iz e    مع �  .

عʻدما  Mثʦ اسʱʻʱج مʨʺʳعة الʻقط  بدلالة  Zأحʶب 
  حʶʺǽ� .  
) نʹع 3 ;m x y و ;M X Y في  ȑʨʱʶʺال

 الʺعلʦ الʺʨʶʻب إلى ; ;O u v
 

 .  
تʺʶح  mعʻدما الʻقʢة  Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط  أ ـ

  . dالʺʨʺʳعة 
تʺʶح  mعʻدما الʻقʢة  Mب ـ عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 

  .الʺʨʺʳعة 
  . yو xبدلالة  Yو X) أ ـ أحʶب 4

تʺʶح  Mعʻدما الʻقʢة  mب ـ عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط 
الʺʨʴر  ;O u


 .  

I  ʧȞʽلA وB  ر الدالةʰʱنع . ʧʽʽقʽحق ʧعددی
F  ʧـ : بِ  �في  �الʺعرفة م F z Az B z  .  
) أحʶب 1 1F و F i .  
ب 2 ,  z) برهʧ أنه إذا ؗان مʧ أجل ؗل عدد مرؗ

  0F z   0فإنA B  .  
3 ʧʽع (A وB ب ,  zحʱى ʨȞǽن مʧ أجل ؗل عدد مرؗ

 F z z.  
II  ʧȞʽلa وb  ر الدالةʰʱنع . ʧʽʽقʽحق ʧعددیf 

 ʧبِـ :  �في  �الʺعرفة م f z az b z  .  
1 ʧر عʰع (  f f z  ب   . zمʧ أجل ؗل عدد مرؗ
ب ) برهʧ أن " مʧ أجل ؗل عدد 2 ،  zمرؗ

  f f z z   افئȞǽ "
2 2 1

0

a b

ab

  



.  

ب  f) عʧʽ ؗل الدوال3 الʱي تʴقȘ مʧ أجل ؗل عدد مرؗ
z ،   f f z z الدوال)f ( ةʽʻى تʹامʺʶت  

III  ر الدالةʰʱنعg  ʧبِـ :  �في  �الʺعرفة م

  4
i

g z e z


 .  

ب الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس  في الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
 ʧʽʱʢقʻر الʰʱاشر , نعʰم ;M x y و ' '; 'M x y 

على الʱرتʽب حʽث  z'و zلاحقʽʱهʺا  'z g z  
ب 1  ، z) برر أنه مʧ أجل ؗل عدد مرؗ

  g g z z ȑأ) .g ( ةʽʻدالة تʹام  
2 ʧر عʰع ('x و'y  بدلالةx وy .  
3(   قطʻعة الʨʺʳهي مM  نʨȞǽ ثʽʴǼ'z z  .

  .أكʱب معادلة للʺʨʺʳعة 
4 ( 1; 2 1u 


شعاع مʧ الʺȑʨʱʶ . برهʧ أنه مʧ أجل  

.مʧ الʺʨȞǽ ȑʨʱʶن  Mكل نقʢة  ' 0u MM 
 

 .  
مʸʱʻف القʢعة  I) عʧʽ إحداثʱʽي الʻقʢة 5 'MM  ʧم

تʱʻʺي إلى  Iنقʢة مʧ الʺȑʨʱʶ . اسʱʻʱج أن  Mأجل 
  .الʺʨʺʳعة 

انʢلاقا مM  ʧ') أعط ʡرȄقة هʻدسʽة لإنʷاء الʻقʢة 6
  .Mالʻقʢة 

I  ب 1uحʽث   uنعʰʱر العدد الʺرؗ i  .  
  على الȞʷل الأسّي . uو u) أكʱب 1
, نʹع :  n) مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي غʽر معدوم 2
nn

ns u u  .  

cosبʧʽ أن 
4n n

n
s

  معn  قيʽلب عدد حقʢǽ

  تعʻʽʽه .
الʱي ʨȞǽن مʧ أجلها ،  n) عʧʽ قʦʽ العدد الʽʰʢعي 3
0ns  .  
ʨȞǽن عددا  nsفإن  ، عددا زوجʽا n) أثʰت أنه إذا ؗان 4

  صʴʽʴا .
II 2نفرض أنn m  معm � .  

1 ʧدیʴائي الʻر ثʨʱعʺال دسʱاسǼ (،  ʧر العددیʷأن
 2
1

m
i و 2

1
m

i .  
2 (p  ʧʽارتʰل العȞط شʶǼب على أʱعي , أكʽʰʡ عدد

 : ʧʽʱʽالʱال 2 12 1 ppi i
   و 22 ppi i  .  

12m) تȘʽʰʢ : نأخذ 3    

 برهʧ أنّ  
12

24 12
2

0

1 2
p

p
p

C


  .  

170171
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  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد

في الʸʯرʥʻʹȂ أدناه ، لؒل سؤال ʥȜʸǻ عدّة اقʯراحات 
. ʣرّرا ذلʮب إدلاء بها مʦلʠʸة ، الʲʻʲص  

   .بكالوريا 

2نʹع  2 2 2z i     .  
ب 1   ه2z : ʨ) الȞʷل الʰʳرȑ للعدد الʺرؗ

 2 2 .                  2 2 2 2i.  
 2 2 2 2i           .2 2 2 2i.  

  ب على الȞʷل الأسّي :2z ʱȞǽ) العدد الʺرّؗب2

 44
i

e


 .                  44
i

e


.  
3

44
i

e


        .         
3

44
i

e


.  
  ʱȞǽب على الȞʷل الأسّي : z) العدد الʺرّؗب3

 
7

82
i

e


 .                  84
i

e


.  
5

84
i

e


        .         
3

84
i

e


.  
   .بكالوريا 

ب مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد ومʳʱانس مʰاشر.   الʺȑʨʱʶ الʺرؗ
ʽب : ، لʨاحقها على الʱرت Cو A  ،B) تعʢى الʻقط 1

2 3a i    3؛b i   2,08و 1,98c i  .  
  هABC : ʨالʺʲلث 

. ʦر قائʽوغ ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم  

. ʧʽاقʶال ȑاوʶʱر مʽوغ ʦقائ  
. ʦوقائ ʧʽاقʶال ȑاوʶʱم  

  مʶʱاوȑ الʶاقʧʽ . لا قائʦ ولا
ب2 2z) لؔل عدد مرؗ   ب   حʽث: z'نرفȘ العدد الʺرؗ

4
'

2

z i
z

z





   .  
|حʽث  zذات اللاحقة Mمʨʺʳعة الʻقط ' | 1z  : هي  

زها    مʱʶقʦʽ .    . 1دائرة مرؗ
  Ǽاسʻʲʱاء نقʢة. 1ؗزها دائرة مر 

  مʱʶقǼ ʦʽاسʻʲʱاء نقʢة.
  حقʽقي هي :  z'حʽث  zذات اللاحقة Mمʨʺʳعة الʻقط

زها    مʱʶقʦʽ .    . 1دائرة مرؗ
زها    Ǽاسʻʲʱاء نقʢة. 1دائرة مرؗ

  مʱʶقǼ ʦʽاسʻʲʱاء نقʢة.

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟  
في ؗل اقʱراح أذؗر إن ؗانت الʳʺلة صʴʽʴة أم 

. ʥرّرا ذلʰئة مʡخا  
iaلʨاحȘذات ال Cو A ،B) الʻقط1 e   ،

2

3
i

b e
  

    و
2

3
i

c e
  

   بʽرتʱعلى ال ʧّ̔تع ،
  مʲلʲا مʱقاǽس أضلاع .

الʺʱʶقʦʽ الذʷǽ ȑʺل  ) إذا ؗان 2 A i و ، 1w i


 
هʨ مʨʺʳعة الʻقط  شعاع تʨجهي له، فإنّ  M z  ثʽح

 arg 2
4

z i k
     معk . حʽʴعدد ص  

) إذا ؗانت 3 3 2A i  ، 3B i و 1C i  فإن
  قائʦ ومʶʱاوȑ الʶاقABC . ʧʽالʺʲلث 

ʳة والʴʽʴʸل الʺʳال ʧʽرّرا في مّ̔ز بʰئة مʡاʵل الʺ
. ʥǼاʨكل مرّة ج  

ب 1 |ʨȞǽن  z) مʧ أجل ؗل عدد مرؗ | | |z iz .  
ب2 ʨȞǽن له نفس الʳزء الʴقʽقي للعدد  z) ؗل عدد مرؗ

ب    . izالʺرؗ

|) إذا ؗان 3 | 1z   1فإن
z

z
 .  

4(z  نʨȞǽ . ر معدومʽب غ 2Zعدد مرؗ iz إذا وفقط ،

2إذا ، ؗان 
Z

z
 وarg 2

2

Z
k

z

     
 

 kمع  

  عدد صʽʴح .
صʴʽʴة أم  في ؗل اقʱراح بʧّ̔ إن ؗانت العʰارة

  خاʡئة .
1 (r و  اʻا ، لدیʽقʽعددان حق arg 2ire k    

  عدد صʽʴح . kمع 

2 (  الʳʺي إلى الʺʱʻقي یʽ0عدد حق;
2

 
  

  لدیʻا :  

tan
i i

i i

e e
i

e e

 

  








  

3 (  اʻقي لدیʽعدد حقi ie e   .  

4(nعي ، العددʽʰʡ عدد   1 1

2

n n
i i   .قيʽحق ʨه  

ـ بـ أ

ـ حـ

ـ د

ـ بـ أ

ـ حـ

ـ د

ـ أ

ـ ب

ـ حـ

ـ د

173

ـ بـ أ

ـ دـ حـ

ـ بـ أ

ـ دـ حـ

ـ بـ أ

ـ دـ حـ

172

174

175

176
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               
  

  .تعʧʽʽ دالة أصلʽة لدالة مʱʶʺرة على مʳال 
 .تعʧʽʽ الدوال الأصلʽة لدوال مألʨفة 

 تعʧʽʽ الدالة الأصلʽة الʱي تأخذ قʽʺة معلʨمة مʧ أجل قʽʺة معʢاة للʺʱغʽر. 

حل معادلات تفاضلʽة مʧ الȞʷل  y f x  و y f x .  
  
  

    

      ʽلʳر الانʰʱعǽزʻʰʽل ʦد ولالȄتفرʨو الألʺاني ق ʧتʨʽاق نʴإس ȑفي زʷʱȞؔاملي. مʱفاضلي و الʱاب الʶʴال  
      ʧتʨʽصل نʨرؗ تʴال ʦعل ȘȄرʡ ʧع ( قةʱʷʺاب الʶʴة لʽʶȞة العʽالعʺل ) ةʽقة و الدالة الأصلʱʷʺمي الʨة.إلى مفه  

  فهǽ ʨعʰʱر الʺʱʷقة "" سرعة  "" و دالة أصلʽة "" مʶافة "".      
  بالعكس من ذلك فقد توصل ليبنز إلى اكتشافاته بواسطة الهندسة  و اختيار ترميزا مناسبا.       

  
  

                                                    
  
  

  خلȘ بʧʽ الرجلʧʽإن هذا الاكʷʱاف الʺزدوج 
  

  و بين مدرستيهما صراعا حول الأولوية.
  
  
  
  
  سحاق نيوتنإ                                                                                        ولالم  ليبنز                      

  م 1727 –م  1642                م                                                                   1716 –م  1646             
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  أولنشاط      
  

1(  ʧʽʱر الدالʰʱنعf وF على ʧʽʱالʺعرف 3;  :ا یليʺؗ 

  
 

2

2

6

3

x x
f x

x

 



و             2 3

3

x
F x x

x


 


 

 أجل ؗل ʧأنه م Șقʴتx ʧم 3;  ،   F x f x   
  Ȑرح دالة أخرʱاقG أجل ؗل ʧث مʽʴǼx ʧم 3;  ،   G x f x  

على fدالʱان أصلʱʽان للدالة Gو Fنقʨل أن  3; .  
  .Iشʱقاق علىقابلة للا fو Iدالʱان معرفʱان على مʳال Fو f تعرȂف:      

I ،مx ʧإذا ؗان مʧ أجل ؗل         F x f x  :ل أنʨنق  
o f قة للدالةʱʷʺهي الدالة الF. 

o F ة للدالةʽدالة أصلf علىI.  
2( ʧʽʱر الدالʰʱنعh وH على ʧʽʱا یلي: �الʺعرفʺؗ 

   2 3h x x            و  2 3 2H x x x   

 أن الدالة ʧʽبH ة للدالةʽدالة أصلh على�. 

 للدالة Ȑة أخرʽدالة أصل ʧʽعh على�.  
 :ʧI الدوال الʱالʽة على الʺʳال الʺعʢىعʧʽ دالة أصلʽة لؔل دالة م  )3

            1f x x وI  �    .  2
2f x x وI  �         . 3 2

1
f x

x
  و 0;I  .  

            1 3g x x وI  �    .  2
2 2 1g x x x   وI  �    . 3 2

2
g x

x
 و 0;I  .  

  
 ʻا في الȞʷل الʺقابل على شاشة حاسʰة بʽانʽةرسʺ )4

  .�معرفة على fالʽʲʺʱل الʽʰاني لدالة 
  مʧ بʧʽ الʽʲʺʱلات الʽʰانʽة الʱالʽة یʨجد الʽʲʺʱل الʽʰاني لدالة

  .عʻʽه مع الʰʱرȄر.�على fأصلʽة للدالة      
  

                   1                                                                             2  
  

  
  
  

                                                           3  
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  ثاننشاط        
             

190تʽʶر سʽارة على ʡرȘȄ سʽار مʱʶقʶǼ ʦʽرعة    .km h .  
1135ثʨان ) و صلت سرعʱها إلى  Ǽ5s  )5الʴفاȍ على تʶارع ثابت لʺدة    .km h .  
  خلال هذه الʨʲاني الʵʺس. dقʨʢعة نرȄد حʶاب الʺʶافة الʺ  
مʧ أجل ذلʥ نʱʵار مʰدأ الأزمʻة Ǽالʲانʽة، اللʤʴة الʱي تʰدأ فʽها Ǽالʶʱارع و نرمز بـِ    x t  ،رʱʺالǼ ،افةʶʺإلى ال  
  ʧʽʱʤʴالل ʧʽعة بʨʢو 0الʺقt:نذؗر أن .  

  رعةʶال v t ِها بـʽر علʰ1، الʺع.m s ةʤʴد اللʻع ،t  :هيdx
v

dt
. 

  ِه بـʽر علʰابت، الʺعʲارع الʶʱ2ال.m s  :ʨه ،dv
a

dt
. 

 .aأحʶب. 1

قابلة للاشʱقاق على الʺʳال fعʧʽ دالة. 2 0;5  :ثʽʴǼdf
a

dt
. 

اسʱʻʱج أن: . 3  2,5 25v t t  الʳʺعلى ال 0;5. 

عʰارة  tعʧʽ بدلالة. 4 x t عةʨʢافة الʺقʶʺب الʶأح ʦثd. 

 
 

  ثالثشاط ن    ن
  
  

       ʧؔʱلf الʳدالة معرفة على مI.  

1 . ʧؔʱلF ة للدالةʽدالة أصلf الʳʺعلى الI. 

بʧʽ أن الدالة:         :G x F x k  ثʽحk ةʽدالة أصل ʥقي هي ؗذلʽللدالة عدد حقf ʺالعلى الʳI. 

2 .ʧؔʱلF وG للدالة ʧʽʱʽأصل ʧʽʱدالf الʳʺعلى الIأن الدالة ʧʽب .F G الʳʺة على الʱدالة ثابI. 

3 .ʧؔʱلF ة للدالةʽدالة أصلf الʳʺعلى الI ʧȞʽ0و لx الʳʺال ʧا مʽقʽعددا حقI. 

ʽʴǼث  Iعلى الʺʳال fللدالة Gةبʧʽ أنه تʨجد دالة أصلʽة وحʽد        0 0G x y 0علʺا أنy .قي ثابتʽعدد حق  

4 .ʧؔʱلF ة للدالةʽدالة أصلf الʳʺعلى الI ʧȞʽو لa وb الʳʺال ʧم ʧʽʽقʽحق ʧعددیI. 

بʧʽ أن العدد           F b F a ةʽا الدالة الأصلʻدلʰʱر إذا اسʽغʱلا یF  Ȑة أخرʽبدالة أصلG للدالةf علىI.  
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  ةʻالدوال الأصل 

 الدالة الأصلʻة لدالة على مʱال. 1
  .Iفة على مʳالدالة معر  f تعرȂف:    

Fمʱʷقʱها Iقابلة للاشʱقاق على Fؗل دالة Iعلى الʺʳال fنʶʺي دالة أصلʽة للدالة      هيf.  
I ،مx ʧمʧ أجل ؗل                                      F x f x     

بـِ  �الʺعرفة على Fالدالة  :مʰال        2 3 1F x x x   ة علىʽللدالة �هي دالة أصلf على الʺعرفة�  
بـِ   2 3f x x  أجل ؗل ʧلأن مx ʧا:  �مʻلدی   2 3F x x f x   .  

          الدالةG بـِ  �الʺعرفة على  2 3 2F x x x   ة علىʽدالة أصل ʥللدالة �هي ؗذلf   
لدیʻا:  �مx ʧلأن مʧ أجل ؗل   2 3G x x f x   .  

 مʦʸʱعة الدوال الأصلʻة لدالة. 2
  :خʦاص ( دون برهان )     

          ا ؗانتإذf الداʳرة على مʺʱʶلة مI فإنf ة علىʽل دوالا أصلʰتقI.  
          إذا ؗانتF ة للدالةʽدالة أصلf الʳʺعلى الI ة للدالةʽفإن ؗل الدوال الأصلf علىI  الدوالهي:  
          x F x k ثʽحk .قي ثابتʽعدد حق  

  بʲابت فقط. دالʱان أصلʱʽان لʻفس الدالة تʱʵلفان :نʱʻʯة      
بـِ  �الدالة الʺعرفة على fلʧؔʱ :مʰال        23 4 2f x x x  ة للدالةʽؗل الدوال الأصل .f هي  �على
بـِ  �لʺعرفة علىا Fالدوال  3 22 2F x x x x k    ثʽحk .قي ثابتʽعدد حق   

 الدالة الأصلʻة الʯي تأخذ قʸʻة معلʦمة مʥ أجل قʸʻة للʯʸغʻر. 3
  عدد حقʽقي ʽؗفي. 0yو Iعدد حقʽقي مI.0x ʧدالة مʱʶʺرة على مʳال f :خاصʻة    
ʷرȋ تʴقȘ ال  Iعلى الʺʳال fللدالة Fتʨجد دالة أصلʽة وحʽدة     0 0F x y.  

  إحدȐ هذه الدوال الأصلʽة. Gو لIʧؔʱفهي تقʰل دوالا أصلʽة على Iمʱʶʺرة على Ǽfʺا أن الدالة :الʮرهان      
I ،مx ʧفإن مʧ أجل ؗل Iعلى fدالة أصلʽة أخرȐ للدالة Fإذا ؗانت   F x G x k  ثʽحk .قيʽعدد حق  
ȋرʷال 0 0F x y  ي أنʻعǽ 0 0G x k y  أن ȑأ 0 0k y G x قيʽقʴدید العدد الʴذا تȞه ʦلقد ت .k.  

تʴقȘ الʷرI   ȋعلى الʺʳال fللدالة Fتʨجد إذن دالة أصلʽة وحʽدة 0 0F x y :اʻو لدی  
     0 0F x G x y G x                                 

  :الʯفʻʴر الʻʮاني      
ʦة في معلʽانʽʰلات الʽʲʺʱال ; ,O i j

 
   fللدوال الأصلʽة للدالة 

kمʧ أحدها بʨاسʢة انʴʶاǼات شعاعها تʱʻʱʶج j


  . عدد حقʽقي kحʽث 
واحد فقط مʧ بʧʽ هذه الʽʲʺʱلات الʽʰانʽة ǽʺر مʧ الʻقʢة 0 0;A x y.  
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على  الʸعرفg ʥʻʯو fنعʮʯر الدالʥʻʯ :1تʸرʥȂ مʲلʦل    1;  :ا یليʸؕ  

 
 

2

2

2 4

1

x x
f x

x


 


 و     1

2
1

x
F x x

x


 


  

على الʱʸال fدالة أصلʻة للدالة Fبʥʻ أن الدالة     1; .  
  و أن مʧ أجل Iقابلة للاشʱقاق على ȞǽFفي أن نʰʲت أن Iعلى مʳال fأصلʽة ل ـِ دالة Fلإثʰات أن ʟرȂقة:  

I ،مx ʧؗل      F x f x .  
دالة ناʡقة معرفة على F :الʲل    1;  قاق علىʱفهي إذن قابلة للاش 1;  أجل ؗل ʧو مx 

ʧم 1;      :اʻلدی     
   2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

  
    

 
  

و مʻه:    
 

 
 

  
 

 
 

22

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

                 
   

  

و Ǽالʱالي:       
   

 
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

      
 

  

مx ʧمʧ أجل ؗلو هȞذا   1; ،   F x f x إذن .F ة ل ـِ دالةʽأصلf الʳʺعلى ال 1; .  
)بـِ:   � الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل    ) 2 cosf x x x   

 .�على fةعʥʻ ؕل الدوال الأصلʻة للدال. 1

و الʯي تʲقȖ  �على fللدالة Fعʥʻ الدالة الأصلʻة. 2  1F   .  
  :الʲل    

2هي الدوال �على fؗل الدوال الأصلʽة للدالة. 1 sinx x x k  ثʽحk .قيʽعدد حق 

لدیʻا مʧ جهة. 2  2 sinF x x x k   ةʽجهة ثان ʧا مʻو لدی  1F   .  
  1F    ǽ يʻ2ع 0 1k      هʻ21و مk    ذا أنȞد هʳن .  2 2sin 1F x x x         

على  الʸعرفG ʥʻʯو Fنعʮʯر الدالʥʻʯ :3تʸرʥȂ مʲلʦل    2; :ا یليʸؕ  

                  
2 2 3

2

x x
F x

x

 



   و     2 1

2

x
G x x

x


 


  

 دالʯان أصلʯʻان لʹفس الدالة. Gو ǺFاسʯعʸال ʟرȂقʥʻʯ مʯʳلفʥʻʯ بʥʻ أن   

مx ʧنʧʽʰ أنه مʧ أجل ؗل :الʠرȂقة الأولى:    الʲل    2; ،   F x G x   

مx ʧمʧ أجل ؗل 2;، 
 

2

2

4 1

2

x x
F x

x

  


و   
 

2

2

4 1

2

x x
G x

x

  


  

مx ʧإذن مʧ أجل ؗل 2; ،   F x G x .فس الدالةʻان لʱʽان أصلʱان هʺا إذن دالʱالدال .  
مx ʧنʧʽʰ أنه مʧ أجل ؗل :الʠرȂقة الأولى           2; ،   F x G x k  ثʽحk قيʽعدد حق.  

مx ʧمʧ أجل ؗل 2;  ،     2 2 22 3 2 1
2

2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

                  
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 ةʻاب الدوال الأصلʴح 

 الدوال الأصلʻة لدوال مألʦفة. 1
       ʨقات دوال مألʱʷʺة لʽʶȞقراءة ع ʧلاقا مʢالي انʨʺدول الʳة في الʸʵائج الʺلʱʻل على الʨʸʴال ʦفة.ت  

  عددا حقʽقʽا ʽؗفʽا. ʲʺǽ .cلFهي الدوال Iعلى الʺʳال fالدوال الأصلʽة للدالة  
I    F x    f x   

�  ax c a )a ( قيʽعدد حق  

�  21

2
x c  x  

�  11

1
nx c

n
 


  nx  )n � (  

 ;0 أو 0;  1
c

x
   

2

1

x
  

 ;0 أو 0;    1

1

1 n
c

n x  


   1
nx

)n � 2وn (  

 0;  2 x c  
1

x
  

�  cos x c   sin x  
�  sin x c  cos x  

;
2 2

k k
       

 k � tan x c  2
2

1
1 tan

cos
x

x
   

 خʦاص. 2
  إذا ؗانتFوG ِب ل ـʽرتʱعلى ال ʧʽʱʽأصل ʧʽʱدالf وg الʳعلى مI فإنF G ِة ل ـʽدالة أصلf g علىI.  
   إذا ؗانتF ة للدالةʽدالة أصلf الʳعلى مI فإنkF ة للدالةʽدالة أصلkf علىI k �.  

 الدوال الأصلʻة و العʸلʻات على الدوال. 3
u الʳقاق على مʱدالة قابلة للاشI.  

  fالدالة Iعلىfدالةالدوال الأصلʽة لل uشروȋ على الدالة
 21

2
u c  u u  

 11

1
nu c

n
 


  nu u  )n � (  

I،مx ʧمʧ أجل ؗل  0u x  1
c

u
   

2

u

u

  

I،مx ʧمʧ أجل ؗل  0u x    1

1

1 n
c

n u  


  
n

u

u

)n � 2وn (  

I،مx ʧمʧ أجل ؗل  0u x  2 u c  
u

u

  
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  الʸعʠى لؒل دالة مʥ الدوال الʯالʻة: Iعʥʻ دالة أصلʻة على الʱʸال :ʥȂ1 مʲلʦلتʸر    

   3 3 5f x x x   وI  �  2

2
g x

x
 و ;0I    3

3 1
h x

x x
  و 0;I    

  معرفة بـِ : �على fللدالة Fدالة أصلʽة  :الʲل   

  3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x      


  

 ةʽدالة أصلG للدالةg على ;0I   : ِمعرفة بـ  

  1 2
2G x

x x
     
 

  

 ةʽدالة أصلH لدالةلh على 0;I   : ِمعرفة بـ  

    3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x

 
        

  

  الʸعʠى لؒل دالة مʥ الدوال الʯالʻة: Iعʥʻ دالة أصلʻة على الʱʸال :2تʸرʥȂ مʲلʦل   

       22( ) 1 2 5f x x x x    وI  �     
2

3

1

x
g x

x



Iو   �  

  
  ʻʻȞʺǽا: fلدالة Iلʱعʧʽʽ دالة أصلʽة على مʳال ʟرȂقة:  

nuتʱؔب على أحد الأشȞال  fملاحʤة إذا ؗانت. 1 u أو
n

u

u

 أوu

u

  ارةʰدید عʴمع ت u x. 

حʶاب. 2 u x اʽقʽدید عددا حقʴت ʦثk   ثʽʴǼnf k u u  أو
n

u
f k

u


  أوu

f k
u


 . 

  تȘʽʰʢ قʨاعد الدوال الأصلʽة.. 3
   :الʲل   

 هر و أنʤǽ الدالةf لȞʷال ʧمnu u  مع  2 2 5u x x x  .  

یʻا لد  2 2u x x    أن ȑأ   2 1u x x    هʻو م 1
1

2
x u x   

نʳد هȞذا أن:       21

2
f x u x u x      أن ȑ21أ

2
f u u .  

، �مx ʧو Ǽالʱالي فإن مʧ أجل ؗل    31 1

2 3
F x u x      ȑأ   321

2 5
6

F x x x  .  

 هر و أنʤǽ الدالةg لȞʷال ʧمu

u

  مع  2 1u x x .  

لدیʻا   2u x x  هʻأن  و م ȑأ 3
3

2
x u x ذاȞد هʳأن:  ن   

 
3

2

u x
g x

u x


   أن ȑ3أ

2

u
g

u


 .  

، �مx ʧو Ǽالʱالي فإن مʧ أجل ؗل     3
2 3

2
G x u x u x     

 ȑأ  23 1G x x .  
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 ةʻفاضلʯعادلات الʸال 

 تعارȂف. 1
  عادلة تفاضلʽة هي معادلة:م رȂف:اتع    

 أو حرف آخر. y،zالʺʳهʨل فʽها دالة غالʰا ما نرمز إلʽها Ǽالرمز .1

y( الʺʱʷقة الأولى yتʤهر فʽها Ǽعض مʱʷقات .2  رʰة أكʰرت ʧقات مʱʷأو مy  .( ... 

نʶʺي حلا لʺعادلة تفاضلʽة  .3 E الʳفي مI  ؗل دالة Șقʴت E فيI.  
:الدالة :مʰال       1 siny x x ة:  �هي حل فيʽفاضلʱللʺعادلة الcosy x .  

الʸعادلات الʯفاضلʻة مʥ الȜʵل. 2 y f x  
  فإن حلʨل الʺعادلة الʱفاضلʽة Iدالة أصلʽة لها على Fو ؗانت Iدالة مʱʶʺرة على مʳال fا ؗانتإذ  :مʮرهʹة     

     y f x  هي الدوالy :ثʽح y F x c  معc .قي ثابتʽعدد حق   
الʱي تʴقy Șمʧ الʨاضح أن الدوال :الʮرهان       y f x  ة للدالةʽهي الدوال الأصلf علىI ه إذا ؗانتʻو م  

 F ِة ل ـʽدالة أصلf علىI ِة ل ـʽفإن ؗل الدوال الأصلf علىI هي الدوال x F x c ثʽحc .قيʽعدد حق  

حلʨل الʺعادلة الʱفاضلʽة  :مʰال      
2

1
y

x
  في 0; هي الدوالy :ثʽ1ح

y c
x

   معc .قيʽثابت حق 

الʸعادلات الʯفاضلʻة مʥ الȜʵل. 3 y f x  
  صلʽةأدالة  Gو ؗانت Iدالة أصلʽة لها على Fو إذا ؗانت Iدالة مʱʶʺرة على مʳال fا ؗانتإذ :مʮرهʹة    
الʺعادلة الʱفاضلʽة فإن حلʨل  Iعلى Fللدالة     y f x  هي الدوالy :ثʽح  1 2y G x c x c     
   عددان حقʽقʽان ثابʱان.2cو 1cمع   

نعلʦ أن  :الʮرهان       y y   ʻه و م y f x   يʻتع   y f x  ȑأ  1y F x c   :ثʽح  
 F ة للدالةʽدالة أصلf علىI 1وc ʧا مʻقي ثابت. لدیʽة: عدد حقʽجهة ثان  
   1y F x c    يʻتع  1 2y G x c x c   ثʽحG ة للدالةʽدالة أصلF علىI.1c 2وcاʱان ثابʽقʽن.عددان حق  

  ) Iفهي إذن مʱʶʺرة على هذا الʺʳال و Ǽالʱالي فهي تقʰل دوال أصلʽة على Iقابلة للاشʱقاق على F( الدالة    
sinyحلʨل الʺعادلة الʱفاضلʽة  :مʰال       x  هي الدوال �فيy :ثʽحsiny x ax b   .a،b  .انʱثاب  

2yالʸعادلات الʯفاضلʻة مʥ الȜʵل. 4 y   
2yعددا حقʽقʽا غʽر معدوم فإن حلʨل الʺعادلة الʱفاضلʽة  ا ؗانإذ :مʮرهʹة ( دون برهان )     y    هي  
1حʽث: yالدوال     2cos siny c x c x     1معc 2وc.انʱان ثابʽقʽعددان حق   

1حʽث: ʻؔȞʺǽyا ان نʱأكد مʧ أن الدوال :ملاحʢة       2cos siny c x c x    1، معc 2وcانʽقʽعددان حق  
2yثابʱان، حلʨل للʺعادلة الʱفاضلʽة   y   قاق الدالةʱاشǼ ʥو ذلy  .ʧʽمرت  

2yحلʨل الʺعادلة الʱفاضلʽة  :مʰال       y     هي الدوال �فيy :ثʽح   1 2cos 2 sin 2y c x c x   
   عددان حقʽقʽان ثابʱان.2cو 1cمع     
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   :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
 الʸعادلة الʯفاضلʻة �حل في. 1 23 2 5y x x E   . 
2 . ʥʻعF عادلةʸة حل الʻفاضلʯال E :ثʻʲǺ 1 2F  .  
   :الʲل   

23دالة أصلʽة للدالة. 1 2 5x x x   3هي الدالة 2 5x x x x  ل الʺعادلةʨالي فإن حلʱالǼ و E 

3حʽث: yهي الدوال  2 5y x x x c    معc قʽي ثابت.عدد حق  
لدیʻا . 2  3 2 5F x x x x c    و 1 2F    هʻ3و م 21 1 5 1 2c       ȑ7أc  . 

الذʴǽ ȑقȘ الʷرF ȋإذن الʴل 1 2F   هي الدالةF :ثʽح   3 2 5 7F x x x x   .  

 الʸعادلة الʯفاضلʻة �حل في :2تʸرʥȂ مʲلʦل    2cos 2
4

y x E
    

 
. 

  :الʲل    
2cos دالة أصلʽة للدالة  2

4
x x

  
 

  هي الدالةsin 2
4

x x
  

 
 ة للدالةʽو دالة أصل 

 sin 2
4

x x
  

 
   1هي الدالة

cos 2
2 4

x x
   

 
 ل الʺعادلةʨالي فإن حلʱالǼ E 

1 حʽث: yهي الدوال  2

1
cos 2

2 4
y x c x c

      
 

  ثابʱان.عددان حقʽقʽان 2cو 1cمع 

 الʸعادلة الʯفاضلʻة �فينعʮʯر  :3تʸرʥȂ مʲلʦل    2 0y y E  .  
الʸعادلة الʯفاضلʻة �حل في. 1 E.  

2 .ʥʻل عʲال F :ʥʻʟرʵال Ȗقʲǻ ȏ1الذ 2

2 3
F
   
 

2و 
0

3
F
   
 

. 

  :  الʲل   
2نلاحظ أولا أن . 1 0y y    يʻ2تعy y    هʻة و مʽفاضلʱل الʺعادلة الʨ2فإن حلy y    هي  

1حʽث: yالدوال     2cos siny c x c x     1معc 2وc.انʱان ثابʽقʽعددان حق   

لدیʻا: . 2  1 2cos sinF x c x c x   1و 2

2 3
F
   
 

2و 
0

3
F
   
 

. 

لدیʻا:   1 2sin cosF x c x c x        :اليʱالǼ و  
1 2

2 3

2
0

3

F

F

      


      

ǽعʻي  
1 2

1 2

2
cos sin

2 2 3
2 2

sin cos 0
3 3

c c

c c

 

  

  

  


  ȑأ
2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c 

 

              

  

إذن
2

1 2

2

3

3 1
0

2 2

c

c c

 

  

2ومʻه  

2

3
c  1و

2

3 3
c  :ذاȞد هʳن .   2 2

cos sin
33 3

F x x x     
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  دراسة دالة أصلʻة   

الʺعرفة على الʺʳال  fنعʰʱر الدالة -أ 0;  :ا یليʺؗ 
2

2

1

1

x
f x

x x




 
    

   ʧȞʽو ل fC  انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J.  
أحʶب. 1 lim

x
f x


 اذا تʱʻʱʶج ؟. م

 ثʦ شȞل جدول تغʽراتها. fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة. 2

عʧʽ معادلة. 3  يʻʴʻʺمʺاس ال fC  ة ذات الفاصلةʢقʻد الʻ0ع. 

4 .ʦأرس  و fC. 

على الʺʳال fالدالة الأصلʽة للدالة Fلʧؔʱ -ب     0;  ثʽʴǼ 0 0F ارةʰع ʧʽʽتع . F x  رʽغ
  مʢلʨب.

على الʺʳال Fفʶر وجʨد الدالة. 1 0;. 

على الʺʳال Fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة. 2 0;. 

3 .ʧʽʱر الدالʰʱنعH وK الʳʺعلى ال ʧʽʱالʺعرف 0; :ِبـ 

   H x F x x        و    2

3
K x F x x   

 ʧʽʱر الدالʽاه تغʳأدرس اتH وK الʳʺعلى ال 0;. 

 أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱاسx ʧم 0; ، 2

3
x F x x ة الدالةǽج نهاʱʻʱاس .F دʻع. 

بʧʽ أن الʺعادلة . 4 F x   الʳʺل في الʰتق 0; داʽحلا وح أن ʧʽب ʦ3 ث

2
   . 

  تعʥʻʻ دوال أصلʻة لدالة   

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة -أ 1;1 �  :ا یليʺؗ 
 

2

22

1

1

x
f x

x





    

 ا تʱʻʱʶج ؟عʻد حدود مʨʺʳعة تعرȄفها. ماذ fأحʶب نهاǽات الدالة. 1

، إشارةx. اسʱʻʱج، حʶب قʦʽثʦ شȞل جدول تغʽراتها fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة. 2 f x. 

أرسʦ في معلʦ الʺʴʻي. 3 C ل للدالةʲʺʺالf. 

على الʱرتʽب على الʺʳالات fالدوال الأصلʽة للدالة Hو F،Gلʧؔʱ -ب           ; 1 ، 1;1 و 1;.  
4 . ʧر ؗل مʽاه تغʳات ʨما هF،G وH ها ؟ʻف ؗل مȄعة تعرʨʺʳعلى م 

مx ʧتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل. 5 1;1 � ، 
   2 2

1 1

2 1 2 1
f x

x x
 

 
 

 على مʨʺʳعة تعرȄف ؗل مʻها. Hو ʱʻʱF،Gج عʰارة ؗل مʧاس. 6

7 .ʧرات ؗل مʽل جدول تغȞشF،G وH .اتǽهاʻدید الʴمع ت 

  .Hو F،Gأرسʦ في نفس الʺعلʦ الʽʲʺʱلات الʽʰانʽة للدوال. 8
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الدوال الأصلʻة للدوال       u xx u x e  

  فإن: Iعلى مʳال دالة قابلة للاشʱقاق uإذا ؗانت خاصʻة:      
         الدالة : u xf x e قاق علىʱقابلة للاشI أجل ؗل ʧا مʻو لدیx ʧمI ،     u xf x u x e .  
         الدالة u xx e      ة للدالةʽدالة أصل   u xx u x e  علىI.  
Ȗʻʮʠة للدالة  :1تʽة دالة أصلʽالʱالات الʴال ʧفي ؗل حالة م ʧʽعf ʳʺالعلى الI:  

1 . 
1

2

1
xf x e

x
     ، 0;I           .3 .  2 31

2
x xf x x e      

 
     ،I  �. 

2 .  ax bf x e      ،I  �                    .4 .     sin 2cos 2 xf x x e     ،I  �. 

  Ȗʻʮʠر الدالة   :2تʰʱنعf بـِ  �الʺعرفة على  24 xf x xe  
     ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽعa وb  ن الدالةʨؔث تʽʴǼF   ِالʺعرفة بـ    2xF x ax b e   ة الدالةʽدالة أصلf 
  .�على 

الدوال الأصلʻة للدوال       /x u x u x 

 

  فإن: Iو مʨجʰة تʺاما على مʳال دالة قابلة للاشʱقاق uإذا ؗانت خاصʻة:      

         الدالة : lnf x u x   قاق علىʱقابلة للاشI أجل ؗل ʧا مʻو لدیx ʧمI ،   
 

u x
f x

u x

 .  

         الدالة lnx u x        ة للدالةʽدالة أصل 
 

u x
x

u x


  علىI.  

  Ȗʻʮʠة للدالة  :1تʽة دالة أصلʽالʱالات الʴال ʧفي ؗل حالة م ʧʽعf الʳʺعلى الI:  

1 .  1

2
f x

x



     ، 2;I            .3 .  cos

sin

x
f x

x
     ، 0;I . 

 

2 .  2 1

x
f x

x



     ، 1;I             .4 .  2

1

x

x

e
f x

e





     ،I  �. 

  Ȗʻʮʠر الدالة :2تʰʱنعf الʺعرفة على 2;   ِبـ 
 2

2 3

2

x
f x

x





  

1 .ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽعa وb أجل ؗل ʧث مʽʴǼx ʧم 2; ، 
 22 2

a b
f x

x x
 

 
. 

على fاسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة. 2 2; .  

  Ȗʻʮʠر الدالة :2تʰʱنعf الʺعرفة على 0;  ِبـ  2

1

x

x

e
f x

e





  

1 .ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽعa وb أجل ؗل ʧث مʽʴǼx ʧم 0;، 
1

x

x

be
f x a

e
 


. 

على fاسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة. 2 0;.  
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  .موضوع محلول

 : ʥȂرʸت(اȂرʦالȜǺ )  
 I.  الدالة ʧؔʱلf الʺعرفة على 2;2 � بـ :  

            
2

2
( )

4

x
f x

x



 .  

  زوجʽة ثʦ ادرس تغʽراتها.  f.بʧʽ أن 1
).بʧʽ أنه ʱؗ ʧȞʺǽاǼة 2 )f x  :لȞʷعلى ال  

      ( ) 1
2 2

f x
x x

 
  

 
  

  . f.عʧʽ مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة للدالة 3
II . الدالة ʧؔʱلg الʺعرفة على 2;2D   � بـ :   

          2
( ) ln

2

x
g x x

x


 


  

             

C. انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت  
  فردǽة ثʦ ادرس تغʽراتها . g.بʧʽ أن 1
ǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا مائلا ʢǽلب Cبʧʽ أن الʺʻʴʻي 2

  ة له .تعʧʽʽ معادل
  . C. ارسʦ الʺʻʴʻي3
xالʺعرفة  مʧ أجل ؗل  h.احʶب مʱʷقة الدالة 4 a  

)حʽث  ) ( ) ln | |h x x a x a x       ،  
a . قيʽعدد حق  
على الʺʳال g.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة 5 2;  

    .عـاليـقت                                                                        .ل مختصرح 
I.1 أجل ؗل ʧم .x  ʧم 2;2 �،xي إلىʺʱʻی 2;2 �  

وَ 
2 2

2 2

( )
( ) ( )

( ) 4 4

x x
f x f x

x x


   

  
  دالة زوجʽة f و مʻه 

مx ʧمʧ أجل ؗل  2;2 � :
2 2

8
'( )

( 4)

x
f x

x





  

مʻʱاقʸة تʺاما على الʺʳالf ʧʽإذن الدالة  0;2 و 2;  زایدة علىʱو م
ʧʽالʳʺعلى ال ʧʽالʳʺال ; 2  و 2;0  

2. 1 1
( ) 1

2 2
f x

x x
  

 
  

هي:       f. مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة للدالة  3
2

( ) ln | 2 | ln | 2 | ln
2

x
F x x x x x k

x


       


،k قيʽثابت حق 

II 1 .'( ) ( )g x f x إذن ،'( )g x  دʻعدم عʻة  0تʰجʨن مʨؔت ،
على ; 2  و 2; ة علىʰو سال 2;0 و 2; .  

.لدیʻا 2 lim ( ) 0
x

f x x


   و lim ( ) 0
x

f x x


   

  معادلʱهǽقʰل مʱʶقʽʺا مقارȃا مائلا Cإذن الʺʻʴʻي
y x دʻع دʻو ع  

4.'( ) ln | |h x x a   
( ) ln 2 ln 2g x x x x      

على gفʨؔʱن دالة أصلʽة للدالة   2; :هي
21

( ) ( 2) ln | 2 | ( 2) ln | 2 |
2

G x x x x x x        

  
ʺǼأن ا  f  رʸʱة ، نقʽدالة زوج

دراسʱها على    0;2 2;  

  
سʻه إلى لا تʽʰʻʱأن الدالة  الf 

 ʧال مʳقاق على ؗل مʱل الاشʰتق
  تعرȄفها. تمʳالا
 اصرʻأن ع ȘقʴتD  رةʣاʻʱم

لʸفر و أن Ǽالʰʶʻة إلى ا
( ) ( )g x g x   ر دراسةʸʱاق،

g على   0;2 2;   
 لاحظ أن إشارة( )f x  هي

2إشارة 4x   
  
  
 ةʽاص الدوال الأصلʨخ Șʰʡ  
  
ة أنه إذا ؗانʤملاح ʧȞʺǽ2x   
|فإن   2 | 2x x    
|و    2 | 2x x    

0 1

1

x

y
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  موجهموضوع 

   .نبيهت 
عرفة مʧ الʱʺرʧȄ نرȄد دراسة تغʽرات الدالة الأصلʽة لدالة معʢاة دون م Iفي الʳزء 

ʻة لʰʶʻالǼ ةȄرʰʳارتها الʰدعʻة عʽات هذه الدالة الأصلǽها دʻو ع  اʻʸقʻت
  الʺعʨمات لʶʴابها .

مȃʨʱȞة  gدون أن تʨؔن   gللدالة  Gمʧ الʱʺرʧȄ، نعʧʽ دالة أصلʽة  IIفي الʳزء 
'على أحد الأشȞال الʺعروفة 

n

u

u
  ،'u

u
،... و لʧؔ الȞʷل العام لهذه الدالة  

  الأصلʽة معلʨم.
  
  مʯʴقلان  IIو  I تʸرʥȂ:  الʱزءان  
  I .ر الدالةʰʱنع f   2ؗʺا یلي: �الʺعرفة على( ) 1f x x          
  . �على Fل دالة أصلʽة  تقf ʰ.بʧʽ أن الدالة  1   
(0). نفرض أن2    0F    

)عʧʽ معادلة للʺʺاس       )T يʻʴʻʺللC  ةʢقʻد الʻعO هاʱي فاصلʱ0ال.  
  . �على  F. ادرس اتʳاه تغʽر الدالة 3   
  .�على  F. ادرس إشارة 4   
  . �على  Fالʺʱʷقة الʲانʽة للدالة  F". احʶب 5   
)Ǽالʰʶʻة للʺʺاس  C واسʱʻʱج وضعʽة الʺʻʴʻي F". ادرس إشارة 6    )T.  
II  الدالة ʧؔʱل .G   الʺعرفة ؗʺا یلي( ) ( ) lnG x ax b x .  
   1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb   ن الدالةʨؔلؔي تG  الʳʺة على الʽأصل 0;للدالة g بـ الʺعرفة :  

                   2 3 2 ln
( )

x x x
g x

x

 
  

  . e تʻعدم مʧ أجل g. اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة 2   

  توجيهات 
I .1  الدالةf  رة علىʺʱʶم� .   
)(0)'معادلة الʺʺاس هي : . 2    0) (0)y F x F    لا حظ أن'( ) ( )F x f x  
)'ف على معرفة إشارة یʨʱق Fاتʳاه تغʽر الدالة . 3   )F x.  
(0)و  �مʱزایدة تʺاما على  F. الدالة 4   0F  رات الدالةʽل جدول تغȞش)F  لاحظʱل

  ).Fإشارة 
 5 .''( ) '( )F x f x  قة الدالةʱʷو مu هي '

2

u

u
  

II .1 ضع .'( ) ( )G x g x  دʳʱ2فa   3وb     
)هي الدوال مʧ الȞʷل   gللدالة  H. مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة 2    ) ( )H x G x k   

     ȋرʷضع الʨ(0)و بH e .ةȃʨلʢʺة الʽد الدالة الأصلʳت  
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  تمارين تطبيقية
  ـ الدوال الأصلية 1

 Fفي ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة بʧʽ أن الدالة        
    Dالʺʳال على fأصلʽة للدالة 

1 .
2

2

3
:

1

x x
F x

x




  ،
 

2

22

3 2 3
:

1

x x
f x

x

 


  ،  

     D  �   
2 .

2

1
:

3

x
F x

x




  ،
 

2

22

2 3
:

3

x x
f x

x

  


  ،  

    D  �  
3. 

2 5 7
:

2

x x
F x

x

 


  ،
 

2

2

4 3
:

2

x x
f x

x

 


   ،  

    ;2D    
4  .

2

2

4
:

3 1

x x
F x

x x

  
 

،
 

2

22

4 10 11
:

3 1

x x
f x

x x

  

 
،  

     1;D       
5 .3 1

:
x

F x
x


  ،3 1

:
2

x
f x

x x


  ،

 0;D    
  معرفة Kو  f ،  g  ،h  ،k  ،F  ،G  ،Hالدوال        

 على       0; :كʺا یلي  

  2

1
f x x

x
   ،  4

9
g x

x
  ،  215h x x  

  410 2 1k x x x      ،  34 5F x x   ،  

  5 22 3G x x x x      ،  21 1

2
H x x

x
 ،  

    3

3
1K x

x
    

 الدوال أ ʧل دالة مȞǼ Șرفf ،  g  ،h  ،k ةʽدالة أصل  
F  ،G  ،H  أوK .  

        F  وG ان علىʱان معرفʱدال�  :بـ  
           2 1

F x x
x

   

و       
 

 

2

2

1
1 ; ;0

1
2 ; 0;

x x
xG x

x x
x

     
    


  

  ʱان لʻفس الدالة على ؗل مʧ دالʱان أصلG ʽو  F.بʧʽ أن 1

 ʧʽالʳʺال ;0 و 0;. 

 xحʽث مʧ أجل ؗل  c. هل یʨجد عدد حقʽقي ثابت 2
ʧم�  ،   G x F x c  ؟  
  .اشرح الʳʽʱʻة الʺʸʴل علʽها.3

        f  دالة معرفة على 0; :ا یليʺؗ  
          2 3

1 3

2 4
f x x

x x
    

الʺعرفة بـ :     F.تʴقȘ أن الدالة 1

 
2

2

1 3

2 2 8

x
F x

x x
    ة للدالةʽأصلf على 0;.  

11و الʱي تʻعدم مʧ اجل fللدالة  G.عʧʽ الدالة الأصلʽة 2

8
.  

        f  دالة معرفة على 0; :ا یليʺؗ  
          2

1 2
3

1

x
f x x

x x
  


  

  :الʺعرفة بـ F.تʴقȘ أن الدالة 1
  2 23

ln ln( 1)
2

F x x x x     ة للدالةʽأصلf   
على 0;.  

  .1دم مʧ اجلو الʱي تʻع fللدالة  G. عʧʽ الدالة الأصلʽة 2
  ʧȄارʺʱفي ال ʧأن الدالة  10 إلى 6  م ȘقʴتF  ةʽأصل

الʱي  Iثʦ عʧʽ الدالة الأصلʽة على  Iعلى الʺʳال  fللدالة 
  .0xتʻعدم مʧ أجل

          22 1F x x                 ،I  �  
         

2

2

1

x
f x

x



                 ،0 3x   

         cos 2
3

F x x
   

 
           ،I  �  

        2sin 2
3

f x x
    

 
        ،0 6

x


  

        
 2

1 1

2 1
F x

x
  


          ، 1;I    

         
 3

1

1
f x

x



                   ،0 2x   

         2 1xF x e                    ،I  �  
        2 1xf x e                     ،0 0x   
        (ln 1)F x x x           ، 0;I    

      lnf x x                   ،0 1x         
  ʧȄارʺʱفي ال ʧان ،16 إلى 11مʱاذؗر إن ؗانت الدالF  

1

2

3

4

6

7

8

9

10

5
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  على الʺʳال الʺعʢى: f أصلʱʽان لʻفس الدالة Gو  

       
2 2 3

1

x x
F x

x

 



  ، 

2 2 3

1

x x
G x

x

 



،  

      1;I     
        3

1
F x

x



   ،  2 1

1

x
G x

x





   ،  

    1;I    
        2tanF x x           ،  2

1

cos
G x

x
     

      ;
2 2

I
     

  

        22 3 5

x
F x

x x


 
  ، 

2

2

4 5 10

2 3 5

x x
G x

x x

 


 
   

      I  �    
      

 
2

22

2 8 5

3

x x
f x

x x

 


 
  ، 

2

2

2

3

x x
F x

x x

 


 
  

        I  �  
        2 3

2

x
f x

x x


    ،  2 3x

f x
x


  

       0;I    
      F  وG ان علىʱان معرفʱا یلي: �دالʺؗ  

     
2

2

5 3

1

x x
F x

x x

 


 
و         2

6 2

1

x
G x

x x

 


 
   

  �أصلʱʽان لʻفس الدالة على Gو  FتʴقȘ أن  
أ) ʶʴǼاب الفرق    F x G xقةʱʷʺعʺال الʱاسǼ (ب ،  

  ـ حساب الدوال الأصلية 2

   للدوال الʱالʽة: �على  fصلʽة للدالة الأ والدالجد        
  1  (  4 3 24 3 6 1f x x x x x      

  2(   
3 2 2

3

x x
f x

 
  

  3 (  3sin 2cos 1f x x x     

  4 (   cos 2 2sin
2

f x x x
       

 
  

  5(   2 2 xf x x x e    
على fصلʽة للدالة الأ والدالجد         0;  للدوال
  الʱالʽة:

   1  (  2

1
2f x

x
    

   2  ( 
2

4

1x x
f x

x

 
   

   3 (   3 4

1 2
1f x

x x
    

   4 (  3
1

2
f x x

x
    

   5 (  2xf x e
x

   
  : Iالʺʳال  على fللدالة عʧʽ الدوال الأصلʽة         

 1  (  4 35 6 3f x x x x        ،I  �  
 2(    cos 3sinf x x x        ،I  �  
 3(    2

2

1
f x x x

x
            ، 0;I     

 4  (  3

1 2
1

3
f x

xx
        ، 0;I    

5(   3 2x xf x                  ،I  �  
   ʧʽʻȄرʺʱل تعرّ   22و  21في الȞʷف على ال' nu u 

f   للدالة n �  ة علىʽعة دوالها الأصلʨʺʳم ʧʽوع
   ʳIال الʺ

      1   (   4
1f x x               ،I  �  

      2(       3
2

5

x
f x


            ،I  �  

      3(      5
3 3 4f x x            ،I  �  

      4 (     2
1x xf x e e            ،I  �  

      5(   21
(ln )f x x

x
           ، 0;I    

      1  (   42 3 1f x x x             ،I  �  
      2 (  23cos sinf x x x            ،I  �  

 3 (  3
2

1
tan

cos
f x x

x
   
 

      ،;
2 2

I
     

     

4(  
32

20 8
2

x
f x x

 
   

 
        ،I  �  

 5(    32 2 2x xf x e e           ،I  �  

   ʧʽʻȄرʺʱل   24و  23في الȞʷتعرف على ال ،'
n

u

u
 

 , 2n n �  ة للدالةʽعة الدوال الأصلʨʺʳم ʧʽو عf 
  . Iعلى الʺʳال 

        1  ( 
 7

5

2
f x

x



       ، 2;I    

        2(   
 3

2

1
f x

x





        ، 1;I     

11

16

17

12

13

14

15

19

18

20

22

23

21
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        3(  
 3

2

2 1
f x

x



       ،1

;
2

I     
  

        4 (  2

1

(ln )
f x

x x
      ، 1;I    

       5(   2(1 )

x

x

e
f x

e



      ،I  �  

       1 ( 
 22

1

1

x
f x

x x




 
I؛              �  

       2(  
 

2

43

6

1

x
f x

x



؛           1;I         

       3    (  3

sin

cos

x
f x

x
        ؛;

2 2
I

     
   

      4 (  2

2

( 2 )

x

x

e
f x

e x

 



؛           0;I    

     5(    2

1

(ln 2)
f x

x x



؛        1;I    

  ʧʽʻȄرʺʱل   26و  25في الȞʷتعرف على ال ،'u

u
   

  . Iعلى الʺʳال  fعʧʽ مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة للدالة  و 
      1 (  1

1
f x

x



؛              1;I    

      2(   
2

2

4

x
f x

x



؛           2;I    

  3(  
2

2 1

6

x
f x

x x




 
           ، 3;I    

  4 (  1
3

2
f x

x
 


            ، ;2I    

   5 (  2

1

x

x

e
f x

e



  ، 0;I    

      1(   2 2

3
f x

x x
 


     ، 3;I    

      2 (  cos

sin

x
f x

x
             ، 0;I   

     3(   sin

2cos 3

x
f x

x



       ،I  �  

     4 ( 
2

4 2

2x x
f x

x x





           ، 0;I    

     5(   1

ln
f x

x x
  ، 1;I    

u'تعرف على الȞʷل       

u
و عʧʽ مʨʺʳعة الدوال   

  . Iعلى الʺʳال  fالأصلʽة للدالة 
  1 (    1

1
f x

x



؛                 1;I    

  2(    2 1

x
f x

x



I؛                      �  

  3(   
1

x

x

e
f x

e



I؛                     �  

  4(    2

6 3

1

x
f x

x x




 
I؛                �  

  5 (   cos

sin

x
f x

x
               ؛ 0;I   

'تعرف على الȞʷل        uu e   عة الدوالʨʺʳم ʧʽو ع
  .  Iعلى الʺʳال  fالأصلʽة للدالة 

 1 (    4 1xf x e                         ؛I  �  
 2(    2xf x xe                        ؛I  �  

 3(   
1

2

3 xf x e
x

                 ؛ 0;I    
 4(    cossin xf x x e                   ؛I  �  
 5(    11

1
xf x e

x





؛           1;I     

  
ثʦ عʧʽ مʨʺʳعة   fعلى الȞʷل الʺʻاسب للدالة تعرف       

  . Iعلى الʺʳال  fالدوال الأصلʽة للدالة 
  1 (   33 42 2f x x x                ؛I  �  

  2 ( 
2

3

1

x
f x

x





؛              ; 1I     

  3 ( 
2

3

1

2 1

x
f x

x
 


؛            1;I      

  4(   2

2sin

cos

x
f x

x
                 0؛;

2
I

    
  

 5(  
1

1
2

2

( 1)

x

xf x e
x





؛             1;I    

  ʧ الدوال الʱالʽة:لؔل م �عʧʽ دالة أصلʽة على      
    1  .  2sinf x x  
   2.    2cosf x x  
   3.    sin cosf x x x  

  
  

24

25

26

27

30

29

28
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  ـ المعادلات التفاضلية 3

  ʧم ʧȄارʺʱالʺعادلة  �حل في ، 34إلى  31في ال
   الʱفاضلʽة
       1 (2' 2 1y x x  .  
       2( 

2

1
' 2 1y x

x
    

       3( 
2

2

1
'

x
y

x


  

       4(  ' 3sin 2y x  
       1 ( 3 2" 4 3 1y x x    

       2 ( " cos 2 3y x   

       3 (
4 3

2

1
"

x x
y

x

 
  

       4 ( " cos 2 2siny x x   
       1   (" 0y y   
       2(  " 9 0y y   
      3( 24 " 0y y    
4حل الʺعادلة الʱفاضلʽة         " 121 0y y   ʧʽع ʦث ،
  الʷرʧʽʡ الʱالʧʽʽ:الذʴǽ ȑقF  Șالʴل 

   2 1F    و ' 1 2F    
9. حل الʺعادلة الʱفاضلʽة 1       " 4 0y y .  

  لهذه الʺعادلة الذʴǽ ȑقȘ ما یلي: F. عʧʽ الʴل الʵاص 2
;ʷǽʺل الʻقʢة  Fالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  3

2
A

 
 
 

  و ǽقʰل  

2في هذه الʻقʢة مʺاسا معامل تʨجʽهه 

3
.  

  : x. برهʧ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 3
      2

2cos
3 6

F x x
   

 
  

.حل الʺعادلة4  0F x  لها علىʨر حلʨص ʦّعل ʦن ث
  الدائرة الʺʲلʽʲة.

  .تمارين للتعمق 

الʺعرفة على  fلة نعʰʱر الدا         0;1 :ا یليʺؗ  

                
 22

2 1

1

x
f x

x x





  

1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح
مx  ʧحقʽقي  0;1: 

 22
1

a b
f x

x x
 


  

على الʺʳال f للدالة  F.اسʱʻʱج دالة أصلʽة 2 0;1 :Șقʴت  

1
6

2
F    
 

.  

الʺعرفة على  fنعʰʱر الدالة        1; : بـ  

         
 

3

32

3

1

x x
f x

x





  

1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح
مx ʧحقʽقي  1;:  

      
   3 3

1 1

a b
f x

x x
 

 
  

على  f. اسʱʻʱج مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة  للدالة 2 1;  
على الʺʳال f للدالة  Fاسʱʻʱج دالة أصلʽة  .3 1; 

:Șقʴت 0 1F .  
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة          1;  :ا یليʺؗ  

                
 2

3 2

1

x
f x

x





  

1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح  
مx ʧحقʽقي  1; : 

 21 1

a b
f x

x x
 

 
    

على f. اسʱʻʱج مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة  للدالة 2 1;.  
  ʧم ʧȄارʺʱ41إلى  39في ال   f x  ةʽدالة أصل ʧʽع

  الʺعʢىʺʳال العلى   fللدالة 
        

 

2

2

2

1

x x
f x

x





  ، 1;I    

 اكʱب f xلȞʷعلى ال  
 2

1

b
f x a

x

 
  

  
   

       
2

2

3 4 25

6

x x
f x

x x

 


 
   ، 2; 3I    

 اكʱب f xلȞʷعلى ال 
3 2

b c
f x a

x x
      

       

      
22 3 2

1

x x
f x

x

 



  ، ; 1I     

 اكʱب f xلȞʷعلى ال   3

1
f x ax b

x
     

  
      f   بـ:    �دالة معرفة على  3cosf x x .  

. تʴقȘ أن 1   2cos cos sinf x x x x   
  .�  f . عʧʽ دالة أصلʽة للدالة2 

         f   ا یلي:   �دالة  معرفة علىʺؗ  
           3sin sinf x x x  .  

31

32

33

34

35

36

37

38

41

39

40

42

43
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. تʴقȘ أن 1   22sin sin cosf x x x x   
  .    �على   f . عʧʽ دالة أصلʽة للدالة2 

       f   ا یلي:  �دالة  معرفة علىʺؗ  
           3 2sin cosf x x x .  

 1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb  أجل ؗل عدد ʧث مʽح
x  :حقʽقي    2 4sin cos cosf x x a x b x   

  .�على   f . اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة2 
      f   ا یلي:    �دالة  معرفة علىʺؗ  

          4 5sin cosf x x x .  
Ǽ.ʺلاحʤة أن 1   4 4cos sin cosf x x x x  ،  
اكʱب   f x   :لȞʷعلى ال  

   4 6 8cos sin sin sinf x x a x b x c x    
  .�على   f .اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة2

:4 نرȄد تعʧʽʽ دالة أصلʽة للدالة       sinf x x  
     .�ىعل     

. احʶب1 'f x  ʦث "f x  ثʽح'f     هي الدالة
  . f'للدالة هي الدالة الʺʱʷقة f"وَ   f الʺʱʷقة للدالة 

2 ʧر عʰع. f x  بدلالة "f x   وcos 2x            
    .�على fللدالة  Fدالة أصلʽة  اسʱʻʱج .3

الʺعرفة    fعʧʽ مʨʺʳعة الدوال الأصلʽة  للدالة       
;على

2 2

    
2004بـ:   2008: tan tanf x x x     

  .بكالوريا      

 u  وv ان علىʱان معرفʱ0دال;
4

I
    

  ؗʺا یلي: 

      3

sin

cos

x
u x

x
          و  4

1

cos
v x

x
  

  :  Iمx  ʧ. تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل 1
          4 2

3 2
'

cos cos
u x

x x
   

                                          0و الʱي تʻعدم مʧ أجل  Iعلى  v. جد دالة أصلʽة للدالة 2
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة       

                 cosf x x x  
. بʧʽ أن : 1   '' 2sinf x f x x    
  �على  f.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة  2

  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة        
                 sinf x x x  

  Ȟل    مʧ الʷ �على Fتقʰل دالة أصلʽة  f. تʴقȘ أن الدالة 1
          cos sinF x ax x b x   

  و الʱي تʻعدم مʧ  �على  f.عʧʽ الدالة الأصلʽة للدالة 2

أجل  
2

x


.  
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة        

                 2 2xf x x e  
1 ʧʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .a  وb  ن الدالةʨؔث  تʽحF   

2بـ �الʺعرفة على  2( ) ( ) xF x ax bx c e    ةʽأصل
  .�على fللدالة 

0xو الʱي تʻعدم مʧ أجل f.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة 2   
قابلة للاشʱقاق و مʨجʰة تʺاما على   fإذا ؗانت دالة        
rg حʽث  g فإن الدالة �rو إذا ؗان  Dمʳال  f 

'1  وَ  Dعلى قابلة للاشʱقاق ' rg r f f   
  Dعل الʺʳال  fتȘʽʰʢ: عʧʽ الدوال الأصلʽة للدالة 

)أ)     )f x x                   ؛ 0;D    
)2ب)    ) 1f x x x                   ؛D  �  
) جـ)  ) ( 1) 1f x x x       ؛ 1;D      

الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة              0; :كʺا یلي  

              
2 1

( )
1

x x

x

e e
f x

e

 



  

1ʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع.ʧ a و b  أجل ؗل ʧن مʨȞǽ ثʽʴǼx 

ʧم 0; :( )
1

x
x

x

be
f x e a

e
  


  

على  f .اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة 2 0;.  
  كالوريامن ب      

الʺعرفة على f  لʧؔʱ الدالة 2; :كʺا یلي  

              2
( ) ln

2

x
f x x

x


 


  

الʺعرفة على g. عʧʽ الدالة الʺʱʷقة للدالة 1 2;  :بـ  
: ( ) ln | |g x x a x a x    ثʽحa ىʢقي معʽحق  

:.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة2 ln | |h x x a  
على  f.عʧʽ دالة أصلʽة للدالة 3 2;.  

  كالوريامن ب
الʺعرفة على f  لʧؔʱ الدالة   0;:كʺا یلي   

        2

6
( )

1

x

x

e
f x

e



  

1ʽʽقʽقʴال ʧالعددی ʧʽع .ʧ و   أجل ʧن مʨȞǽ ثʽʴǼ

مx ʧكل  0;:( )
1 1

x x

x x

e e
f x

e e

 
 

 
  

على  f.اسʵʱدم الʳʽʱʻة الʶاǼقة لإʳǽاد دالة أصلʽة للدالة 2
الʺʳال  0;.  
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  كالوريامن ب      
  ؗʺا یلي:    �الʺعرفة على f  لʧؔʱ الدالة     

            2( ) (2 7 5) xf x x x e    
  . fللدالة  f".احʶب الدالة الʺʱʷقة الʲانʽة1
  : xعدد حقʽقي .تʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل 2

    ( ) 4 2 '( ) "( )xf x e f x f x    
  .�على f.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة  3

  ؗʺا یلي:    �الʺعرفة على f  لʧؔʱ الدالة       
            ( ) cosxf x e x  

)'.احʶب 1 )f x   َو"( )f x  
2 ʧʽʽقʽقʴال ʧجد العددی .a وb   أجل ؗل ʧن مʨȞǽ ثʽʴǼ

)،  xعدد حقʽقي  ) "( ) '( )f x af x bf x   
  .�على f.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة  3

  :   ؗʺا یلي �الʺعرفة على f  لʧؔʱ الدالة       
            3 2( ) xf x x e  

  حʽث: �على fللدالة   Fجد دالة أصلʽة 
            2( ) ( ) xF x P x e  

  هʽʲؗ ʨر حدود مʧ  الدرجة الʲالʲة.    Pو  
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة علىfلʧؔʱ الدالة       

       ( ) ( cos sin )xf x e x x       
  أعداد حقʽقʽة ثابʱة. وَ   ، ،حʽث  
)'. احʶب1 )f x   
  ؗʺا یلي: �الʺعرفة على. نعʰʱر الدالة 2

      ( ) (sin 5cos )xg x e x x   
 g للدالة  ǼGاسʱعʺال نʳʽʱة الʶؤال الأول جد دالة أصلʽة 

Șقʴي تʱ(0) ال 3G .  
   .مسائل 

  .كالورياب       
  f  قيʽقʴر الʽغʱʺدالة للx   :معرفة ؗʺا یلي  

       
2 2

3 3ln
( ) 1

4 2

x
f x

x x
    

( )C ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf  ب إلىʨʶʻʺال ȑʨʱʶʺفي ال
معلʦ مʱعامد و مʳʱانس  ; ,O i j

 
   

I . 1ف الدع - . أȄعة تعرʨʺʳم ʧʽالةf.  
  عʻد حدود مʨʺʳعة الʱعرȄف. fلدالةااحʶب نهاǽات  -ب 
احʶب  - جـ   f e   

)ʧʽ الʺʱʶقʧʽʺʽ الʺقارʧʽȃ للʺʻʴʻي ع - د    )C  عهʺاʡو تقا
)مع الʺʻʴʻي )C.  

)ارسʦ  - هـ   )C.  
0x. أثʰت انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 2  :  0f x   

و جʨد و عدد  k. ناقش بʽانʽا حʶب قʦʽ الʨسʽط الʴقʽقي 3
  : xحلʨل الʺعادلة ذات الʺʳهʨل 

        24( 1) 3 6ln 0k x x      
II  الدالة ʧؔʱل .g  قيʽقʴر الʽغʱʺللx   الʺعرفة

على 0; :3ؗʺا یلي 3ln
( )

4 2

x
g x x

x x
    

. احʶب 1 
0

lim
x

g x


  .فʶر لʳʽʱʻة بʽانʽا.
)'.احʶب 2 )g x  اجل ؗل ʧمx ʧم 0;.  
علىg. اسʱʻʱج تغʽرات الدالة3 0;.  
. عʧʽ معادلة الʺʺاس4 T يʻʴʻʺلل ل للدالةʲʺʺالg 

  .1عʻد الʻقʢة الʱي فاصلʱها 
5 ʧʽي . بʻʴʻʺأن ال   ʧʽʽلب نعʢǽ افʢة انعʢل نقʰقǽ

  إحداثʽاتها.
. احʶب 6 1

1
2

g g
  
 

ثʦ تʴقȘ أن الʺعادلة  

  0g x   ʧʽرا بʨʸʴل حلا مʰ1تق

2
  . 1و  

ي بʧʽ أن الʺʻʴʻ -. أ7   اȃا مقارʺʽقʱʶل مʰقǽD  لبʢǽ
  تعʧʽʽ معادلة له.

وضعʽة الʺʻʴʻي  ادرس -ب       ʦʽقʱʶʺة إلى الʰʶʻالǼ
D .  
8  ʦارس . T  ،D  و  ʦفي الʺعل ; ,O i j

 
.  

    :بـ  �الʺعرفة على  fالدالةنعʰʱر        
        ( ) sinxf x e x  

إلى غاǽة الرتʰة  fحʶب الʺʱʷقات الʺʱʱاǼعة للدالة  ا -. أ1
4 .  
الʱي  4و مʱʷقʱها ذات الرتʰة  fقة بʧʽ الدالة جد علا -ب  

  f(4)نرمز لها Ǽالرمز
  .�على  fللدالة  Fاسʱʻʱج دالة أصلʽة         

،  n. مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعʽي 2  
نʹع:   2 1 2nu F n F n        

   0uاحʶب  -أ  
  : n أجل ؗل عدد ʽʰʡعي بʧʽ أنه مʧ -ب

 
2

1
2

n

n

e
u e





   

لʽة بʧʽ أن الʺʱʱا -جـ nu . ة ، حدّد أساسهاʽدسʻه  
اسʱʻʱج نهاǽة الʺʱʱالʽة     nu.  
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  ..دداختيار من متعـداختيار من متعـد
  الأسئلة الʱالʽة ، إجاǼة واحدة صʴʽʴة، ما هي ؟  للؔ      

1. f  هي الدالة الʺعرفة على 0; :بـ  

         1 3

2 1
F x

x x
 


  

F  ة لدالةʽهي دالة أصلf على 0;  
 Ȑة أخرʽدالة أصلG  للدالةf على 0;:معرفة بـ  

أ)
 

26 1
:

2 1

x x
G x x

x x

 



(ب ،

 
26 1

:
2 1

x x
G x

x x

 


  

1 جـ)                 3
:

2 1
G x

x x
 


   

2  f دالة معرفة على 1;  :بـ  

        
 2

1
2 1

1
f x x

x
  


   

على fللدالة  Fدالة أصلʽة  1; :معرفة بـ  

أ)  
 

3

2

1

1

x x
F x

x

 



 ،   ب)    

 2

1

1

x
F x

x

 



  

 جـ)                
 

3

2

1
1

1

x x
F x

x

 
 


  

3. f  الʳة على مʰجʨدالة مD  وF  ة علىʽها الأصلʱدال
  هذا الʺʳال، إذن:

   Dمʻʱاقʸة تʺاما على  F.ب)  Dمʱزایدة تʺاما على  Fأ) 
  . Dلʶʽت رتʰʽة تʺاما على  Fجـ)         

4 .f  بـ �دالة معرفة على  21f x x    
هʨ مʻʴʻي بʽاني لدالة  3Cو1C ،2Cأحد الʺʽʻʴʻات الʱالʽة

  �على  fأصلʽة للدالة 
  
  
  
  
  
  
  

الʺʻʴʻي  C :ʨه  
  3C جـ)          2Cب)                  1Cأ) 

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟
اذؗر إن ؗانت العʰارات الʱالʽة صʴʽʴة أو خاʡئة مع             

ʥǼاʨر جȄرʰت  
ة أصلʽة على الʺʳالدال  .1 0;  للدالةf  بـالʺعرفة:   

 
3

2

3 2

2

x
f x

x


  هي الدالةF بـ الʺعرفة:   

    23 1

4
F x x

x
   

2.  f ث إشارة �دالة معرفة علىʽح f x :اة بـʢمع  

                       x 

          -      0     +   f x 
فإن  fللدالة  �أصلʽة على دالة Fإذا ؗانت F   ةʺʽق

  .� على FصغرȐ لـحدǽة 
3. f ة تʺاما علىʰدالة سال 1;3. إذا ؗانتF ة  دالةʽأصل

على 1;3  :فإن   2,1 2, 2F F.  
دالʱان مʱʵلفʱان ʧȞʺǽ أن تʨؔنا دالʧʽʱ أصلʧʽʱʽ لʻفس  .4

  الدالة.
5.  ʧȞʺǽ دالة. ʧʽʱلفʱʵم ʧʽʱة لدالʽن أصلʨؔأن ت  
الʺعرفʱان على Gو F الدالʱان. 6 0;  : بـ  

     1x
F x

x


    و  1

1G x x
x

    

على الʺʳال fأصلʱʽان لʻفس الدالة   0;.  
  معرفة بـ: f'الʱي دالʱها الʺʱʷقة fالدالة  .7

     2

1
'

1
f x

x



  . �تقʰل دالة أصلʽة على 

8. f دالة معرفة على 2;:بـ   1

2
f x

x



  

على Fتقʰل دالة أصلʽة   fالدالة  0; Șقʴت 2 0F .  
9.   f دالة معرفة على� :بـ  f x x    

  .�مʱزایدة على Fتقʰل دالة أصلʽة   fالدالة  
10.  F  ة لدالةʽدالة أصلf الʳرة على مʺʱʶمعرفة و م I   

ʳالمʨجʰة على م f إذا ؗانت ;a b فإن    F a F b  

 
 

6263

3C

1C2C
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة               
  .لʱؔامل لʶʴاب مʶاحة سʢح معʢىتʽʣʨف خʨاص ا 
 .اسʱعʺال الʱؔامل Ǽالʳʱزئة 

 تʽʣʨف خʨاص الʱؔامل لʶʴاب دوال أصلʽة. 

 حʶاب حʨʳم لʺʶʳʺات ʢʽʶǼة. 

  تʽʣʨف الʶʴاب الʱؔاملي لʴل مȞʷلات ʢʽʶǼة. 
  

    

  ثابت بʥ قرة.. إقلʻدس العرب  
ʽا الآنم) في حران مʧ أرض الʳزȄرة شʺال ال 834هـ =  221ولد ثابت بʧ قرة (سʻة    .عراق، بʱرؗ

ʦʤرانت ول": إنه أعʨه "یʻلاق، وقال عʡي على الإȃدسي عرʻه ʦʤه إنه أعʻل عʽى قʱدسة حʻاله ʦبرع ثابت في عل   
  اضل، ؗʺاعلʺاء الهʻدسة الʺʶلʺʧʽ؛ فقد ساهʦ بʽʸʻب وافر في تقدم الهʻدسة، وهʨ الذȑ مهد لإʳǽاد علʦ الʱؔامل والʱف 
 ʳل الʺعادلات الʴǽ اع أنʢʱاسʴǼ انت له   ʨث ʰرȄة Ǽالʢرق الهʻدسʽة، وتʺʧȞ مʧ تȄʨʢر وتʳدید نʤرȄة فʲʽاغʨرث، وؗ

  ، الهʻدسةو عʽʤʺة وابʱؔارات رائدة في مʳال الهʻدسة الʴʱلʽلʽة؛ فقد ألف ʱؗاǼا في الʰʳر، شرح فʽه العلاقة بʧʽ الʰʳر 
ؔʱعض الʺعادلات الʰة لʽدسʻلا هʨي حلʢعǽ اع أنʢʱهʺا، واسʻʽب Șʽفʨʱة الʽفʽ    رب فʽʺاعʽʰʽة، وهʨ ما أفاد علʺاء الغوؗ

  Ǽعد في تʽʰʢقاتهʦ وأʴǼاثهʦ الرȄاضʽة في القرن الʶادس عʷر.
ʢدوران الق ʧلد مʨʱʺال ʦʶʳال ʦʳدما وجد حʻع ʥؔامل وذلʱاب الʶʴقرة  مهد ل ʧا أن نذؗر أن ثابت بʻدر بʳǽ عو  

 هʻدسʽة و ذلʥ في ʱؗاǼه مدخل إلى ʱؗاب إقلʽدس.الʺȞافئ حʨل مʨʴره  و حʧʽ حل معادلة مʧ الدرجة الʲالʲة ʢǼرȄقة  

  ومʥ مؤلفات ثابت الرȂاضʻة والهʹدسʻة:
  ʱؗاب في الȞʷل الʺلقب Ǽالقʢاع. -
  ʱؗاب في مʶاحة الأشȞال الʺʴʢʶة والʺʶʳʺة. -
  ʱؗاب في قʨʢع الأسʨʢانة وʢʽʶȃها. -
  مʶاحة الʺʶʳʺات الʺȞافʽة. -
- ʻاله ʧʽراهʰالǼ رʰʳائل الʶح مʽʴʸل في تʨةقʽث                                                               .دسʧةقر  ابت ب                            
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0 1

1

x

y

                                
  أولنشاط      

  الʱزء الأول       
لʦ مʱعامد و مʳʱانسǼʺعفي ؗل ما سʽأتي الʺȑʨʱʶ  نزود       ; ,O i j

 
  .1cmحʽث وحدة الأʨʡال هي 

بـِ  �الʺعرفة على 1fنعʰʱر الدالة )1 1 3f x .  

   ʧȞʽو ل 1C  لهاʽʲʺانستʳʱʺعامد و الʱʺال ʦاني في الʺعلʽʰال ; ,O i j
 

. 

إلى مʶاحة الʽʴز الʺلʨن تʴت الʺʻʴʻي  1Aنرمز بـِ  1C ʧʽب  
 ʧ5و  0العددی . 

  ِب بـʶ2أحcm احةʶʺ1الA.  
 ةʽدالة أصل ʧʽ1عF 1للدالةf على�. 

   بʶأح   1 15 0F F. 

 

بـِ  �الʺعرفة على 2fنعʰʱر الدالة )2 2 3f x x  .  

    ʧȞʽو ل 2C انسʳʱʺعامد و الʱʺال ʦاني في الʺعلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

.  

إلى مʶاحة الʽʴز الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي 2Aنرمز بـِ    2Cاصلʨر الفʨʴم ،  
1xادلʱاهʺا و الʺʱʶقʧʽʺʽ اللذیʧ مع    3وx . 

  ِب بـʶ2أحcm احةʶʺ2الA. 

 ةʽدالة أصل ʧʽ2عF 2للدالةf على� . 

   بʶأح   2 23 1F F .  
  
 

بـِ  �الʺعرفة على 3fنعʰʱر الدالة )3 3

3

2
f x x.  

    ʧȞʽو ل 3C انسʳʱʺعامد و الʱʺال ʦاني في الʺعلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

.  

إلى مʶاحة الʽʴز مʨʺʳعة الʻقط  3Aنرمز بـِ    ;M x y  ȑʨʱʶʺال ʧم  
1حʽث    3x     و 30 y f x  

  ِب بـʶ2أحcm احةʶʺ3الA. 

 دا ʧʽةعʽ3لة أصلF 3للدالةf على� 

  بʶأح   3 31 3F F. 

  
  

 ؟ ضع تʻʽʺʵا. ماذا تلاحظ في الʴالات الʲلاث )4
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0 1

1

x

y

  الʱزء الʰاني     
على الʺʳال الʺعرفة fنعʰʱر الدالة  0;1  ِبـ  1

1
f x

x



     

ʧȞʽو ل C انسʳʱʺعامد و الʱʺال ʦاني في الʺعلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

.    

        
  

  
  
  

                  3                                       2                                      1  
مʶاحة الʽʴز الʺلʨن في الȞʷل Aهل Ǽ ،ʧȞʺǽاسʱعʺال قاعدة في الهʻدسة، حʶاب )1 1 ؟ 

Aأحʶب) 2  لȞʷن في الʨز الʺلʽʴاحة الʶم 2 وA  لȞʷن في الʨز الʺلʽʴاحة الʶم 3. 

   ʥʻȞʺǽ اسʱعʺال الʳدول الʱالي:    

        0,3 0,2  0,1  x  
              f x  
  الʺʶاحة             

 .Aاسʱʻʱج حʸرا للʺʶاحة )3

4( ʴؤالقتʶه في الʱوضع ȑالذ ʥʻʽʺʵلائʺة مع تʱها مʽل علʸʴʺة الʳʽʱʻما إن ؗانت ال Ș4 ʧزء الأول. مʳال  
  ثاننشاط      

الʺعرفة على gنعʰʱر الدالة ;2  ِبـ  2g x x  .  ʧȞʽو ل d عامدʱʺال ʦاني في الʺعلʽʰلها الʽʲʺت  
و الʺʳʱانس  ; ,O i j

 
لʻقʢةلʧؔʱ ا . 1;3A   ةʢقʻال ʧؔʱو لA  .اصلʨر الفʨʴعلى م ȑدʨʺها العʢقʶم  

مʧ الʺʻʴʻي Mنعʰʱر نقʢة   d هاʱفاصلx  ِو نرمز بـM  .اصلʨر الفʨʴعلى م ȑدʨʺها العʢقʶإلى م  
نرمز بـِ   G x  رفʴʻʺه الʰاحة شʶإلى مAA M M .  

 أنʳز شȞلا مʻاسʰا.. 1

1نفرض أن . 2 2x   

  بʶأح G x بدلالةx  أن Șقʴت ʦث   G x g x . 

  بʶأح 1G ج ؟ʱʻʱʶماذا ت . 

1xنفرض أن . 3   

  بʶأح G x بدلالةxماذا تلاحظ ؟ . 

  بʶأح 1G ج ؟ʱʻʱʶماذا ت .  
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0 1

1

x

y

a b

 تؒامل دالة 

1 .ʥʲʹت مʲز تʻاحة حʴة و مʻالدالة الأصل 
aحʽث Iعددان حقʽقʽان مb ʧو I.aدالة مʱʶʺرة و مʨجʰة على مʳال f :خاصʻة      b. fC يʻʴʻمf   
في معلʦ مʱعامد     ; ,O A B وF ِة ل ـʽدالة أصلf علىI.  
لʺʻʴʻيمʶاحة الʽʴز تʴت ا    fC ʧالعددی ʧʽبa وb  قيʽقʴالعدد ال ʨه   F b F a    .  

   :ملاحʢات      

الʽʴز تʴت الʺʻʴʻي. 1 fC ʧالعددی ʧʽبa وb ʨه 

الʽʴز الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي  fCʧʽʺʽقʱʶʺاصل و الʨر الفʨʴم ،  
xاللذیʧ معادلʱاهʺا   a وx b.  

  OAKBوحدة الʺʶاحة هي مʶاحة الʺʽʢʱʶل. 2

هي الʻقʢة الʱي إحداثʽاها  Kحʽث 1;1.  

 تعرȂف الʯؒامل. 2
    f الʳرة على مʺʱʶدالة مI.a وb انʽقʽعددان حق ʧمIإذا ؗانت .F وG للدالة ʧʽʱʽأصل ʧʽʱدالf علىI فإنه  

ʧI ،م ʽʴǼxث مʧ أجل ؗل kیʨجد عدد حقʽقي    G x F x k .  
لدیʻا:             G b G a F b k F a k F b F a              

نلاحظ هȞذا أن العدد   F b F a ة للدالةʽار الدالة الأصلʽʱاخ ʧقل عʱʶمf الʳʺعلى الI. 

     Ȃفتعر:  f الʳرة على مʺʱʶدالة مI.a وb انʽقʽعددان حق ʧمI. 
ʶǽʺى العدد الʴقʽقي        F b F aثʽح ، F ة للدالةʽدالة أصلf علىIʧؔامل مʱال ،a إلىb ِل ـf  

و نرمز إلʽه Ǽالرمز     
b

a

f x dxʧؔامل مʱنقرأ:" ال .a إلىb ِل ـ f x تفاضلx ."  

   :ملاحʢة      

عʺلʽا لʶʴاب العدد. 1 
b

a

f x dx ةʽدالة أصل ʧʽʽعʱم بʨنقF للدالةfالʳعلى مI ʧل العددیʺʷǽa وb :ثم نكتب 

       
b

b

a
a

f x dx F x F b F a     

2 . ʧȞʺǽدالʰʱر اسʽغʱʺالx روفʴأحد الǼt،q لاʲا مʻن لدیʨȞʽف ...،   
b b

a a

f x dx f t dt   

aحʽث Iمʧ عددان حقʽقʽان bو I.aدالة مʱʶʺرة و مʨجʰة على مʳال f  :خاصʻة     b. fC يʻʴʻمf  
ʻʴيالʺʻالʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽ مʶاحة الʽʴز. Iعلى fدالة أصلʽة ل ـِ Fفي معلʦ مʱعامد و     fC يʱات الʺʽقʱʶʺالǼ و  

x معادلاتها     a ،x b 0وy   قيʽقʴالعدد ال ʨه 
b

a

f x dx.  
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2 3-1-2-3

2

0 1

1

x

y

2-1

2

0 1

1

x

y
Intégrale = 3,33333

  أحʴب الʯؒاملات الʯالʻة: :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

1 ( 
2

2

1

3 1x dx


              2 (
1

2 1

0

xe dx             3 (sin xdx



  

   :الʲل   

1 .     
2

22 3

1
1

3 1 6 0 6x dx x x




           . 

2 .   
1 2

12 1 2 1 1

0
0

1 1 1

2 2 2
x x e

e dx e e e
e

           . 

3 .     sin cos 1 1 0xdx x










    .  

   .fةالʻʰʸʯل الʻʮاني الʸقابل هʦ لدال :2تʸرʥȂ مʲلʦل   

) 1أحʴب الʯؒاملات الʯالʻة:     
2

3

f x dx

   2 ( 

3

3

f x dx

 3 ( 

3

0

f x dx   

مʨجʰة على الʺʳال fنلاحظ أن الدالة :الʲل     3;3.  

1 ( 
2

3

1 2 17
3 4

2 2
f x dx




    2 ( 

3

3

17 1 2 19

2 2 2
f x dx




   3(  

3

0

1 2
2 2 5

2
f x dx


     

بِـ:  �على  الʸعرفة fنعʮʯر الدالة  :3تʸرʥȂ مʲلʦل     22f x x   
ʹيشاشة حاسʮة بʻانʻة الʲʹʸ ىأرسʤ عل. 1 C ل الدالةʰʸʸالf. 

أحʴب بʦحدة الʴʸاحة. 2 .u a ِدد ب ـʲʸز الʻʲاحة الʴم C   اتʸʻقʯʴʸ1و الx   ،1x  0وy . 

  على  1,5cmعلى مʦʲر الفʦاصل و 2cmمʯعامد حʻث الʦحدات ʸؕا یلي: fالʸعلʤ الذȏ مʰلت فʻه الدالة. 3
  .1و 1بʥʻ العددیʥمʴاحة الʻʲز تʲت الʲʹʸʹي  2cmمʦʲر الʯراتʻب.أحʴب ب ـِ  

  :  الʲل   
 أنʤر الȞʷل الʺقابل.. 1

 مʨجʰة على fالدالة. 2

الʺʳال  1;1 ةʽو دالة أصل  
لها على 1;1 هي الدالةF   

حʽث:  31
2

3
F x x x   

مʶاحة الʽʴز، بʨحدة الʺʶاحة   .u aʧالعددی ʧʽي بʻʴʻʺت الʴ1، ت هي: 1و  

       
11

3

11

1 1 1 10
2 2 2 .

3 3 3 3
f x dx x x u a



                       

2وحدة الʺʶاحة هي . 3 1,5cm cm  ȑ23أcm  احةʶالي فإن مʱالǼ و 

210هي: 1و 1، تʴت الʺʻʴʻي بʧʽ العددی2cmʧالʽʴز، بـِ 
3

3
cm  ȑ210أcm    
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  اصʦؒاملخʯال 

 علاقة شال. 1
  ا:لدیI ʻمc ʧو  a ،bمʧ أجل ؗل أعداد حقʽقʽة  .Iعلى مʳال دالة مʱʶʺرة  f :خاصʻة     

                                    
b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx     
  فإن: Iعلى fدالة أصلʽة ل ـِ Fإذا ؗانت :الʮرهان      

                 
b c c

a b a

f x dx f x dx F b F a F c F b F c F a f x dx                     

مʧ الʨاضح أن :نʯائج        0
a

a

f x dx  ه إذا أخذناʻومc a ل علىʸʴن   
b a

a b

f x dx f x dx    

 الʻʠʳة. 2
  لدیʻا:Iمb ʧو aمʧ أجل ؗل عددیʧ حقʽقʧʽʽدد حقʽقي.ع kو Iمʱʶʺرتان على مʳالدالʱان  gو f :خاصʻة     

     1        
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx          و 2   
b b

a a

k f x dx k f x dx   

العلاقة :نالʮرها       1أنه إذا ؗانت ʦنعل :F وG ʧʽʱب للدالʽرتʱعلى ال ʧʽʱʽأصل ʧʽʱدالf وg الʳʺعلى الI  فإن
Fالدالة  G   ة للدالةʽدالة أصلf g الʳʺعلى الI:هʻو م.  

               

           

b
b

a
a

b b

a a

f x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a f x dx g x dx

                    

           



 
  

العلاقة 2: ة مʺاثلة علʺا أنهʽʳهʻع مʰʱإذا ؗانت نF ةʽل ـِ دالة أصلf علىI فإنkF ِة ل ـʽدالة أصلkfعلىI.  

 الʸقارنة. 3
ʱʶʺرتان على مʳالمدالʱان  gو f :خʦاص      ;a b.  

    1 أجل ؗلإذ ʧا ؗان مx ʧم ;a b،  0f x   فإن  0
b

a

f x dx   

    2 أجلإذ ʧؗل ا ؗان مx ʧم ;a b،   f x g x فإن   
b b

a a

f x dx g x dx   

  :الʮرهان      
العلاقة  1: إذا ؗانتF ِة ل ـʽدالة أصلf علىI ʧأجل ؗل فإن مx ʧمI،   F x f x ا أنʺǼ و .  0f x  

على ;a b فإنF زایدة علىʱم ;a b اليʱالǼ و   F a F b ȑأ    0F b F a   هʻو م  0
b

a

f x dx  .

العلاقةǼالʰʶʻة لʰرهان  2  في أن نلاحظ أنȞǽ    0g x f x  .قةǼاʶائج الʱʻال Șʰʢو ن  
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مل الʯالي: أحʴب الʯؒا :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
3

2

0

1x dx  

، عʰارة xنʱؔب، حʶب قʟ ʦʽرȂقة:   f x ة لʽدوال أصل ʧʽʽتع ʧم ʧȞʺʱʻلقة لʢʺة الʺʽلدالةدون رمز القf.  
2 :الʲل    1x  ر حدودʽʲؗ  ة جذراهʽانʲالدرجة ال ʧ1م ،1 :اليʱالǼ و  

 أجل ؗل ʧمx ʧم 0;1 ،2 1 0x    2إذن 21 1x x   . 

 أجل ؗل ʧمx ʧم 1;3 ،2 1 0x    2إذن 21 1x x  .  

Ǽاسʱعʺال علاقة شال ʨȞǽن لدیʻا:    
3 1 3 1 3

2 2 2 2 2

0 0 1 0 1

1 1 1 1 1x dx x dx x dx x dx x dx               

و مʻه 
1 33

2 3 3

0 10

1 1 1 27 1 22
1 1 0 3 1

3 3 3 3 3 3
x dx x x x x

                                                 
  

نعʮʯر الʯؒاملʥʻ:  :2تʸرʥȂ مʲلʦل   
4

2

0

cosA x dx



   و
4

2

0

sinB x dx



     

Aأحʴب    B  وA B  جʯʹʯاس ʤثA وB.  
  :الʲل    

   
4 4 4 4

2 2 2 2 4
0

0 0 0 0

cos sin cos sin
4

A B x dx x dx B x x dx dx x

   
 

           . 

   
4 4 4 4 4

2 2 2 2

00 0 0 0

1 1
cos sin cos sin cos 2 sin 2

2 2
A B x dx x dx B x x dx xdx x

    

                

لدیʻا  
4

A B


  1 و

2
A B  دʳلة نʺʳعد حل هذه الǼ .2

8
A

 
    2و

8
B

 
.  

نعʮʯر الʯؒامل  :3تʸرʥȂ مʲلʦل   
1

2
0

1

1
I dt

t


  

مt  ʧبʥʻ أنه مʥ أجل ؕل.  1 0;1  ،
2

1
1

1t



. 

    .Iاسʯʹʯج حʶرا للعدد.  2
  : الʲل    

مt ʧمʧ أجل ؗل.  1 0;1،21 1t    هʻأجل ؗلو م ʧمt ʧم 0;1،
2

1
1

1 t



. 

Ǽ0ʺا أن .  2 1  ج أنʱʻʱʶب نʽرتʱة على الʤافʴʺة الʽخاص Șʽʰʢʱو ب
1 1

2
0 0

1
1

1
dt dt

t


   

و Ǽʺا أن  
1

1

0
0

1 1dt t   فإن
1

2
0

1
1

1
dt

t


ʧأنه م ʥاضح ؗذلʨال ʧلأجل ؗ . مt ʧم 0;1،
2

1
0

1 t



  

0Iو مʻه    :اليʱر الʸʴذا الȞج هʱʻʱʶ0. ن 1I .  
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1
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a b

 ةʠسʦʯʸة الʸʻالق 

 القʸʻة الʦʯʸسʠة لدالة على مʱال. 1
دالة مʱʶʺرة على مʳال f :تعرȂف      ;a b.  

على الʺʳال fالقʽʺة الʺʨʱسʢة للدالة      ;a b  :قيʽقʴهي العدد ال 1 b

a

m f x dx
b a


   

مʨجʰة على الʺʳال fدالةنفرض أن ال  :الʯفʻʴر الʻʮاني في حالة دالة مʦجʮة       ;a b.  
 ʧȞʽل C اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱالf عامدʱم ʦفي معل ; ,O I J.  

       1 b

a

m f x dx
b a


    يʻعǽ     

b

a

m b a f x dx      

نعلʦ أن 
b

a

f x dx يʻʴʻʺت الʴاقع تʨز الʽʴاحة الʶم ʨه C ʧʽبa وb.  

 m b a  عداهǼ ȑل الذʽʢʱʶʺاحة الʶهي مb a وm.( ةʢسʨʱʺة الʺʽالق )  
على  fالقʽʺة الʺʨʱسʢة ل ـِ ،mو هȞذا فإن ;a bلʽʢʱʶʺهي " ارتفاع " ال  ،  

bالذȑ قاعدته   a اʶله نفس م ȑيو الذʻʴʻʺت الʴاقع تʨز الʽʴحة ال C ʧʽبa وb.  
  نلاحظ أن للʽʴزʧȄ الʺلʨنǼ ʧʽʽالأزرق و الأحʺر نفس الʺʶاحة. 

 حʶر القʸʻة الʦʯʸسʠة. 2
دالة مʱʶʺرة على مʳال f :خʦاص     ;a b.  
مʽʴǼx ʧث مʧ أجل ؗل Mو mإذا وجد عددان حقʽقʽان    ;a b ، m f x M  :فإن  

     
b

a

m b a f x dx M b a     

مx ʧمʧ أجل ؗل :الʮرهان      ;a b :اʻلدی m f x M      :و منه و باستعمال خاصية المقارنة يكون لدينا 

 
b b b

a a a

mdx f x dx Mdx       أي 
b b b

a a a

m dx f x dx M dx     و بما أن
b

a

dx b a  ىنحصل عل  

      
b

a

m b a f x dx M b a   .  

ان Iدالة مʱʶʺرة على مʳال fإذا ؗانت :حالة خاصة           Mو وجد عدد حقʽقي  Iعددان حقʽقʽان مb ʧو aوؗ

I ،مʽʴǼx ʧث مʧ أجل ؗل   f x M      فإن 
b

a

f x dx M b a .  

0mو مʦجʮة fالʯفʻʴر الʻʮاني في حالة       : يʻʴʻʺت الʴز تʽʴاحة الʶم  
  Mو mمʨʸʴرة بʧʽ مʶاحʱي الʺʽʢʱʶلʧʽ اللذیʧ ارتفاعهʺا bو aبf ʧʽالʺʺʲل ل ـِ

bو عرضهʺا aةʢسʨʱʺة الʺʽا أن القʺؗ . ʧʽرة بʨʸʴم Ȑهي الأخرa وb.  
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0 1

1

x

y

الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل    1;1  بِـ  2f x x   
أرسʤ الʻʰʸʯل الʻʮاني. 1 C للدالةf ة للدالةʠسʦʯʸة الʸʻب القʴأح ʤانس ثʱʯعامد و مʯم ʤفي معلf على 

الʱʸال     1;1. 
  فʴر بʻانʻا الʹʱʻʯة.. 2

  :الʲل   

1. 
 

1
12 3

1
1

1 1 1 1

1 1 2 3 3
x dx x




       . 

مʶاحة الʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي. 2 C اتʺʽقʱʶʺو ال 

1xالʱي معادلاتها    ،1x  0وy  لʽʢʱʶʺاحة الʶم ȑاوʶت  

ABCD  عداهǼ ȑ1و 2الذ

3
علʺا أن  1;0A ،1

1;
3

B
 
 
 

 ،1
1;

3
C
  
 

و  1;0D .  

لفʻة مʦجʮة على مʱال دالة تآ fلʥؒʯ   :2تʸرʥȂ مʲلʦل    ;a b  ثʻحa b.  
على fبرهʥ أن القʸʻة الʦʯʸسʠة للدالة    ;a b هي الʥابي للعددیʴʲسط الʦ f a  و f b .  

نفرض أن :الʲل     f x mx P    ثʽحm  وp  ان معʽقʽ0عددان حقm .  

مʨجʰة على الʺʳال Ǽfʺا أن   ;a b  فإن 
b

a

f x dx ددʴʺز الʽʴاحة الʶهي م  

  ( قʢعة مʱʶقʽʺة ) و الʺʱʶقʽʺات الʱي معادلاتها على الʱرتʽب Ǽfالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة 
x a،x b 0وy الʱالǼ رف وʴʻه مʰا شʻز هʽʴا:. الʻي  لدی  

           1 1

2 2

b

a

f a f b f a f b
f x dx b a

b a b a


 
     

  .  

ʨسط الʶʴابي للعددیʧالنذؗر أن  f a  و f b ʨه   
2

f a f b.  

الʸعرفة على fالدالة نعʮʯر :3تʸرʥȂ مʲلʦل    1;  ِـ ب   1 ln 1f x x       
على الʱʸال fأدرس اتʱاه تغʻر الدالة. 1 0; 1e . 

اسʯʹʯج حʶرا ل ـِ. 2 f x. 

اسʯʹʯج حʶرا للعدد الʲقʻقي . 3 
1

1

e

I f x dx


   

  :الʲل    

مx ʧؗللدیʻا مʧ أجل . 1 1;  ،  1
0

1
f x

x
  


مʱزایدة تʺاما على f. إذن  1;  ه علىʻو م 

الʺʳال  0; 1e .  
مx ʧنʱʻʱʶج أنه مʧ أجل ؗل. 2 0; 1e ،     0 1f f x f e   ȑأ 1 2f x .  

بȘʽʰʢʱ حʸر القʽʺة الʺʨʱسʢة نʳد . 3     
1

1

2 2 2
e

e f x dx e


   .  
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 ةʻفʻؕ دید إلى دالة إشارتهاʸʯال 

 تؒامل دالة سالʮة على مʱال .1
   ʧؔʱلf  الʳة على مʰرة و سالʺʱʶدالة م ;a bʧȞʽو ل . fC  عامدʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j

 
.  

الʺʻʴʻيالʺʴدد D Ǽإلى مʶاحة الʽʴز Aنرمز ب ـِ  fC ي معادلاتهاʱات الʺʽقʱʶʺالǼ و  
 x a ،x b 0وy  ِو ب ـA  احةʶإلى مD   Ǽ ددʴʺز الʽʴيالʻʴʻʺال fC   D   
xو Ǽالʺʱʶقʽʺات الʱي معادلاتها  a ،x b 0وy .  

سالʰة على  Ǽfʺا أن   ;a b   فإنf ةʰجʨعلى م ;a b  اليʱالǼ و 
b

a

A f x dx      D  

Dو Dالʽʴزان    ȑان أʱȄاوʶʱاهʺا مʱاحʶʺاصل فʨر الفʨʴة إلى مʰʶʻالǼ رانʣاʻʱمA A .  

 Ǽ الي فإنوʱال 
b

a

A f x dx  أو 
b

a

f x dx A  انا أنʽل أحʨنق . 
b

a

f x dx زʽʴة للȄرʰʳاحة الʶʺهي الD  

سالʰة على fفʨؔʱن سالʰة إذا ؗانت ;a b  نʨؔة إذا ؗانتو تʰجʨمf ة علىʰجʨم ;a b. 

 تؒامل دالة تغʻر إشارتها على مʱال .2
دالة مʱʶʺرة و تغʽر إشارتها على مʳال fلʧؔʱ مʲلا  ;a bʧȞʽو ل fC لهʽʲʺعامد تʱم ʦاني في معلʽʰا ال ; ,O i j

 
                 .

الʺʻʴʻيالʺʴدد D  Ǽمʶاحة الʽʴز إلى Aنرمز ب ـِ fC ي معادلاتهاʱات الʺʽقʱʶʺالǼ وx a ،x b 0وy  .  
  
  

  2D  
                     3D  

                                                  1D    
  
  

موجبة على fنلاحظ مثلا في الشكل أعلاه  أن ;c d  و سالبة على المجالين ;a c  و ;d b.  

  .3Dمʶاحة الʽʴز إلى 3Aو بـِ  2Dمʶاحة الʽʴز ىإل 2A، بـِ 1Dمʶاحة الʽʴز إلى 1Aنرمز بـِ 

1لدينا      2 3A A A A         و بما أن 1

C

a

A f x dx  ، 2

d

c

A f x dx   و 3

b

d

A f x dx   

فإن      
C d b

a c d

A f x dx f x dx f x dx       

  :ملاحʢة     
Ǽxالʺʱʶقʽʺات الʱي معادلاتهاʸǼفة عامة لʶʴاب مʶاحة حʽز مʴدد      a ،x b 0وy  و Ǽل لدالةʲʺم ʧʴʻʺf   

لىع تغʽر إشارتها  ;a b  ةʳʽʱʻال Șʰʢن ʦث ( ةʰجʨة أو مʰسال ) ةʱإشارة ثابǼ ها الدالةʽفظ فʱʴي تʱالات الʳʺدید الʴʱم أولا بʨنق
 الʺʻاسʰة على ؗل مʳال مʧ هذه الʺʳالات.
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0 1

1

x

y

بِـ  �الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :1تʸرʥȂ مʲلʦل     0,5 1xf x e      
حدد إشارة. 1 f x يʹʲʹʸة الʻانʻة بʮعلى شاشة حاس ʤأرس ʤث C ل للدالةʰʸʸالf. 

2 .ʥȜʻل بʴاما. أحʸا تʮجʦا مʻقʻعددا حق a   عة الʹقطʦʸʱم ȏʦʯʴʸز الʻʲاحة الʴم ;M x y 

0حʻث:  x    و  0f x y  ةǻأدرس نها . a   ا یؤولʸل إلى.  
  :الʲل    

، �مx ʧمʧ أجل ؗل. 1  0f x . 

2 .    0,5 1 0,5 1
0

0 0

2x xa f x dx e dx e
 

            

و مʻه    0,5 12 ( . )a e e u a    .  
Ǽʺا أن  lim 0,5 1





     و علʺا أنlim 0X

X
e


  

0,5فإن  1lim 0e 



 


  هʻو م lim 2 ( . )a e u a





.  

الʸعرفة على fنعʮʯر الدالة :2تʸرʥȂ مʲلʦل   0;  بِـ  1
cos

2
f x x    

إشارة ʤxثʤ حدد حʴب قf ʻأدرس اتʱاه تغʻر الدالة. 1 f x . 
أرسʤ تʻʰʸلها الʻʮاني. 2 C  .انسʱʯعامد و مʯم ʤفي معل 
مʴاحة الʻʲز الʲʸدد Ǻالʲʹʸي Aأحʴب. 3 C اتʸʻقʯʴʸالǺ ي معادلات وʯ0هاالx ،x  0وy .  

  :الʲل   

cosxنفس اتʳاه تغʽر الدالة fللدالة.1 x الʳʺة تʺاما على الʸاقʻʱفهي إذن م 0; . 

لدیʻا   3
0

2
f  و  1

2
f    ل الʺعادلةʰة تقʢسʨʱʺال ʦʽة القʻرهʰب مʶه حʻو م  0f x  دا فيʽحلا وح 0;  

   0f x   يʻ2تع

3
x


أجل ؗل ʧج أنه مʱʻʱʶن.x ʧ2م

0;
3

 
  
،  0f x    

2مx ʧو مʧ أجل ؗل
;

3

  
  
،  0f x  .                                                        

                                                               أنʤر الȞʷل الʺقابل..2

1لدیʻا .3 2A A A  ثʽح 
2

3

1

0

A f x dx



                                             + 

و 2
2

3

A f x dx




                                  .    - 

  
2

3

1
0

1 3
sin .

2 3 2
A x x u a



      
1و  

2

3

1 3
sin .

2 6 2
A x x u a





        
  

3و مʻه  .
6

A u a
   
 

. 



 176

 ةʻاب دوال أصلʴʲؒاملي لʯاب الʴʲف الʻʡʦت 

 الȜʸاملة Ǻالʱʯزئة .1
ʽʴǼuث أن الدالʧʽʱ الʺʱʷقI ʧʽʱشʱقاق على مʳالدالʧʽʱ قابلʧʽʱ للا vو uلʧؔʱ :مʮرهʹة      وv  رتان علىʺʱʶمI .  

     ʧʽʽقʽحق ʧأجل ؗل عددی ʧمa وb ʧمI  :اʻلدی  

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx       

  
  و لدیʻا : Iعلى قابلة للاشʱقاق  uvو مʻه الدالة الʳداء  Iقابلʱان للاشʱقاق على vو uالدالʱان  :الʮرهان      

 u v u v u v    انʱالدال .u وv  قاق علىʱان للاشʱقابلI رتان علىʺʱʶفهʺا إذن مIانʱالدال ʥا ؗذلʻلدی .u  وv  

uو منه الدوال Iمʱʶʺرتان على v  ،uv   و مجموعهما u v  مستمرة علىIؔامʱاب الʶʴǼ .ʧل مa إلىb  نحصل

على:            
b b

a a

u v x dx u x v x u x v x dx       :و باستعمال خواص الخطية نجد  

           
b b b

a a a

u v x dx u x v x dx u x v x dx       و علما أن الدالةuv   دالة أصلية للدالة uv   فإن  

           
b b

b

a
a a

u x v x u x v x dx u x v x dx       :و هكذا نصل إلى النتيجة  

           
b b

b

a
a a

u x v x dx u x v x u x v x dx       

 الدالة الأصلʻة لدالة و الʯي تʹعدم مʥ أجل قʸʻة .2
 .Iي مʧعدد حقʽق aو Iدالة مʱʶʺرة على مʳال f :مʮرهʹة       

هي الدالة   aو الʱي تʻعدم مʧ أجل Iعلى fللدالة الʨحʽدة الدالة الأصلʽة            :
x

a

F x f t dt  

نʹع    :الʮرهان         
x

a

F x f t dt   ه إذا ؗانتʻو مG ة للدالةʽدالة أصلf الʳʺعلى الI :اʻن لدیʨȞǽ  

I ،مx ʧمʧ أجل ؗل      F x G x G a  :اليʱالǼ أجل ؗل  و ʧمx ʧمI ،     F x G x f x    
Ǽ .الإضافة إلى ذلʥ لدیʻا: Iعلى الʺʳال fدالة أصلʽة للدالة  Fنʱʻʱʶج أن الدالة       0F a G a G a  .  
  .aو الʱي تʻعدم مʧ أجل Iعلى fللدالة الʨحʽدة الدالة الأصلʽةهي  Fالدالةإذن  

مʧ الʨاضح أنه إذا ؗانت  :ملاحʢة         
x

a

F x f t dt   فإن   F x f x .  

مx  ʧنعلʦ أنه مʧ أجل ؗل :مʰال       0; ،    1
ln x

x
   أن ʦا نعلʺؗ ln 1 0 :اʻالي لدیʱالǼ و  

مx  ʧمʧ أجل ؗل 0; ،
1

1
ln

x

x dt
t

 .  
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  Ǻاسʯعʸال الȜʸاملة Ǻالʱʯزئة أحʴب: :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

 
1

0

1 xI x e dx        و
3

0

sinJ x x dx



   

u على الȞʷل fلاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة نʱؔب  ʟرȂقة:   v .  
   :الʲل   

نʹع  .1  1u x x    ،  xv x e     هʻو م  1u x     ،  xv x e 

بȘʽʰʢʱ مʰدأ الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة ʨȞǽن لدیʻا:   
1

1

0
0

1 x xI x e e dx       

و مʻه   1

0
1 1 1xI e e e         إذن .I e .  

ؗان ǼالإمȞان وضع  ملاحʢة:    xu x e   ،  1v x x     ʦت ʧو م  xu x e  ،  21

2
v x x x   

  ʽدا مʧ الأول.إلا أنʻا Ǽعد الʱعȄʨض نʸʴل على تؔامل أكʲر تعق 
نʹع  .2 u x x   ،  sinv x x     هʻو م  1u x     ،  cosv x x  

بȘʽʰʢʱ مʰدأ الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة ʨȞǽن لدیʻا:   
3

3
0

0

cos cosJ x x x dx




     

و مʻه   3
0

3
sin

6 6 2
J x

 
       .  3إذن

6 2
J


  . 

lnxعǺ ،ʥʻاسʯعʸال الȜʸاملة Ǻالʱʯزئة، الدالة الأصلʻة للدالة   :2تʸرʥȂ مʲلʦل    x ي تʹعدم عʹدʯ1و ال.  
  
ʻȞʺǽا دائʺا وضع  ʟرȂقة:       u x u x v x  ثʽح  1v x .  

   :الʲل    
lnxالدالة             x  الʳʺرة على الʺʱʶم 0;دʻعدم عʻي تʱة الʽها الأصلʱالي فدالʱالǼ هي الدالة 1. وF 

الʺعرفة على الʺʳال  0;  ِبـ   
1

ln
x

F x t dt .  

نʹع      lnu t t    ،  1v t    هʻو م  1
u t

t
     ، v t t  

بȘʽʰʢʱ مʰدأ الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة ʨȞǽن لدیʻا:     1
1 1

1
ln ln

x x
x

F x t t t dt x x dt
t

       

و مʻه        1
ln ln 1 ln 1

x
F x x x t x x x x x x          

lnxالدالة الأصلʽة للدالة   x  الهي الدالةʳʺالʺعرفة على ال 0;  ِبـ  ln 1F x x x x  .  
lnxالدوال الأصلʽة للدالة ملاحʢة:     x الʳʺعلى ال 0;  هي الدوالlnx x x x c  ثʽحc �  

و ʸǼفة عامة نʰʲت Ǽإتʰاع نفس الʢرȄقة  أن الدوال ألأصلʽة للدالة    lnx x a الʳʺعلى ال ;a   هي
الدوال   lnx x a x a x c     معc قي ثابت.عʽدد حق  
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 ؒامليʯاب الʴʲقات الʻʮʠعض تǺ 

 حʴاب حʦʱم Ǻعض الʸʴʱʸات الʠʻʴʮة .1
الفʹاء مʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد    ; , ,O I J K  اورهʴم x x ، y y  و z z.  
وحدة الʨʳʴم   .u v أʷʻʺلات الʽʢʱʶʺال ȑازʨʱم ʦʳعلى هي ح ; , ,O I J K.  
   ȑʨʱʶʺلل ʧʽȄازʨم ʧʽȄʨʱʶʺǼ دداʴا مʺʶʳر في الفʹاء مʰʱنع xOy :اهʺاʱمعادلz a  وz b  a b. 

لʧؔʱ  :1خاصʻة      S z  ȑʨʱʶʺاز للʨم ʨʱʶʺǼ ʦʶʳʺع الʢاحة مقʶم xOy  
aحʽث  zراقʺه     z b .  

حʽث:  Vنقʰل أن حʦʳ الʺʦʶʳ بʨحدة الʨʳʴم هʨ العدد الʴقʽقي    
b

a

V S z dz   

  :أمʰلة      
:ʧل الʺقابل ؗل مȞʷا في الʻلدی  

 .الؔرة ʦʳح 

 .الدوراني ȋروʵʺال ʦʳح 

 انʨʢالاس ʦʳة. ةحʽالدوران  
  

حʤʱ مʤʴʱ دوراني مʦʲره :حالة خاصة       x x  
   ʧȞʽل C  يʻʴʻʺل لدالةالʲʺʺالf الʳة على مʰجʨم ;a bيʻʴʻʺدوران ال . C  
حʨل الʺʨʴر   x x لدʨرها یʨʴة مʽاحة دورانʶم x x اʺʶʳدد مʴي بدورها تʱال  
دورانʽا مʨʴره  x x ʧؔʱل .  ;M x f x يʻʴʻʺال ʧة مʢنق C.  
 ʧاتج عʻال ʦʶʳʺع الʢي مقʻʴʻʺدوران ال C رʨʴʺل الʨح x x  ʧمار م ʨʱʶʺǼM  

لى و عʺʨدȑ ع x x  هʱاحʶقرص م ʨ2هHM   ȑأ  2
f x    .  

حʦʳ مʦʶʳ  مʨلد Ǽالدوران حʨل الʺʨʴر  :2خاصʻة     x x ʧʴʻʺل C  ل لدالةʲʺمf  ʶة علىمʰجʨرة و مʺʱ  

مʳال      ;a b قيʽقʴالعدد ال ʨهV   :ثʽح  2
b

a

V f x dx     

2. ʤʻقʯʴعة على مʦʠقʸافة الʴʸال 
نرمز بـِ    x t ةʤʴد اللʻة ع .  تعرف الʶرعة اللʽʤʴة tإلى الʺʶافة الʺقʨʢعة مʧ قʰل نقʢة مʴʱرؗ v t  ةʢقʻلهذه ال

ة عʻد اللʤʴة Ǽالعلاقة:  tالʺʴʱرؗ   dx
v t x t

dt
       ȑأ dx v t dt. 

ة  :خاصʻة      2t و 1tبʧʽ اللʧʽʱʤʴ الʺʶافة الʺقʨʢعة مʧ قʰل نقʢة مʴʱرؗ 1 2t t ةʽʤʴها اللʱسرع v t :هي  

 
2

1

t

t

x v t dt   
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0 1

1

x

y

34هR  :ʦبرهʥ أن حʤʱ ؕرة نʶف قʠرها :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

3
V R  

   :الʲل   
نعʰʱر في الفʹاء الʺʨʶʻب إلى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس   ; , ,O I J K  اورهʴم  

 x x ، y y  و z z  زهاالؔرة   .ʢRرهاو نʸف ق Oالʱي مرؗ
  ȑʨʱʶʺاز للʨم ʨʱʶʺǼ ع هذه الؔرةʢمق xOy و راقʺهz  ثʽحR z R    
زها  هي دائرة مرؗ 0;0;z  رهاʢف قʸو نr M   معOM R.  

 ʦلث القائʲʺا في الʻلدیO M :2 2 2r R z  زه   هي: Rو نʸف قʢره و مʻه مʶاحة القرص الذȑ مرؗ

   2 2S z R z :إذن ʨه ʦʳʴال .   2 2
R R

R R

V S z dz R z dz
 

    :اليʱالǼ و  

2 3 3 3 3 31 1 1

3 3 3

R

R

V R z z R R R R 


                       
34و مʻه   

.
3

V R u v.  

لʥȜʻ   :2تʸرʥȂ مʲلʦل    C  اني للدالةʻʮل الʻʰʸʯال: cosf x x  الʱʸ0على ال;
2

 
  

.  

مʴاحة الʻʲز الȏʦʯʴʸ الʲʸدد Ǻالʲʹʸʹي aأحʴب . 1 C اصلʦر الفʦʲو م x x. 

الʤʱʲ الʦʸلد بدوران الʲʹʸʹي vأحʴب. 2 C اصلʦر الفʦʲل مʦح x x.  

;0مʨجʰة على الʺʳال fنلاحظ أن الدالة :الʲل    
2

 
  

.  

1 .  2

2

0
0

cos sin 1a x dx x




    1إذن .a u a 

2 . 
2 2

2 2

0 0

cosv f x dx x dx

 

                                 
2

  

2نعلʦ أن   1 cos 2
cos

2

x
x


  ة للدالةʽه دالة أصلʻ2و مcosx x 1هي الدالة 1

sin 2
2 2

x x x
  
 

 على�  

و هȞذا نʳد  
22

0

1 1 1
sin 2 0

2 2 2 2 4
v x x



                  
21و مʻه    .

.
4

v u v.  

0tمʥ أجل  :3تʸرʥȂ مʲلʦل     :ة هي ، سرعة نقʠة مʲʯرؕ   12 .tV t t e m s    
ة بʥʻ اللx  ʥʻʯʢʲأحʴب     1الʴʸافة الʸقʦʠعة مʥ قʮل هذه الʹقʠة الʲʯʸرؕ 1t s  2و 2t s.  

نعلʦ أن   :الʲل     
2

1

t

t

x v t dt   هʻو م 
2

1

2 tx t e dt ة للدالةʽ2. دالة أصل tt t e  هي الدالة  �على

2 tt t e  
  و مʻه     22 2 2

1
4 1 3tx t e e e e e          .  

1ذن الʺʶافة الʺقʨʢعة بʧʽ اللʧʽʱʤʴ إ 1t s  2و 2t s هي 2 3e e m .  
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   ʥʻʻʹʲʹʸǺ ددʲز مʻاحة حʴم 

   ʧʽʱر دالʰʱنعf وg الʳعلى م ʧʽرتʺʱʶم ;a b ʧȞʽو ل fC و gC ʦفي معل ʧʽʽانʽʰهʺا الʽلʽʲʺت  
مʱعامد  ; ,O I J.  

مʶاحة الʽʴز Aنهدف إلى حʶاب، في وضعʽات مʱʵلفة،          D ʧʽʽʻʴʻʺالǼ ددʴʺال fC و gC  ʧʽʺʽقʱʶʺالǼ و
xاللذیʧ معادلʱاهʺا على الʱرتʽب  a وx b .  

الʺعرفʧʽʱ على الʺʳال gو fنعʰʱر الدالʧʽʱالʰʸال الأول: . 1 0;1 لي:ؗʺا ی   
                     2 2f x x x             و  2g x x    

 ʧʽʽʻʴʻʺة الʽانʽة بʰل على شاشة حاسʲم fC و gC. 

 أجل ؗل ʧأنه م ʧبرهx ʧم 0;1 ،   f x g x 

   :ةʳʽʱʻبرر ال   
1

0

A f x g x dx      بʶأح ʦثA .احةʶʺحدة الʨب 

   ؗʺا یلي: �الʺعرفʧʽʱ على gو fنعʰʱر الدالʧʽʱالʰʸال الʰاني: . 2
                     2 3f x x            و  2 2 1g x x x     

 ʧʽʽʻʴʻʺة الʽانʽة بʰل على شاشة حاسʲم fC و gC. 

 ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال fC و gC  ʧʽʽمع تعa،b .عهʺاʡي تقاʱʢي نقʱفاصل 

  يʺʶن fC  و gC  ʧʽʽʻʴʻʺي الʱلʨʴم fC و gC ʽرتʱاعلى الʴʶالانǼ شعاعه بب ȑ3الذ j


. 

 ʧȞʽو ل D   ددʴʺز الʽʴالʧʽʽʻʴʻʺالǼ fC  ، gC   بʽرتʱاهʺا على الʱمعادل ʧاللذی ʧʽʺʽقʱʶʺالǼ وx a وx b .  
  ʧȄزʽʴبرر لʺاذا لل D و D  .احةʶʺنفس ال  

  أن ʧبره   
2

1

A f x g x dx


      بʶأح ʦثA .احةʶʺحدة الʨب 

دالʧʽʱ مʱʶʺرتʧʽ على مʳال gو fإذا ؗانت نʱʻʯة:     ;a b أجل ؗل ʧث مʽʴǼx ʧم ;a b ،   f x g x   
مʶاحة الʽʴزفإن      D ʧʽʽʻʴʻʺالǼ ددʴʺال fC ، gC  اهʺاʱمعادل ʧاللذی ʧʽʺʽقʱʶʺالǼ وx a وx b :هي  

   
b

a

A f x g x dx    

3 .:Ȗʻʮʠر الدالة تʰʱنعf الʺعرفة على 0;  ِبـ  ln x
f x x

x
  

   ʧȞʽل fC انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O I J  ل هيʨʢث وحدة الʽ2حcm.  
 .و عʻد 0مʴددا نهایʽʱها عʻد fأدرس تغʽرات الدالة. 1

بʧʽ أن الʺʻʴʻي. 2 fC ا مائلاȃا مقارʺʽقʱʶل مʰقǽ  .معادلة له ʧʽʽلب تعʢǽ 

3 .ʧʽʽʻʴʻʺة للʽʰʶʻأدرس الأوضاع ال fC و . 

مʶاحة الʽʴز الʺʴدد ب ـِ 2cmأحʶب ب ـِ. 4 fC ،  اهʺاʱمعادل ʧاللذی ʧʽʺʽقʱʶʺ1و ال
x

e
  وx e.  
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 دالة معرفة بʯؒامل   

  الʱزء الأول
ة علىالʺعرف gنعʰʱر الدالة 0;  ِبـ   

2
2

2

2
ln 1

1

x
g x x

x
  


 

 .عʻد gعʧʽ نهاǽة الدالة.1
 .gأدرس اتʳاه تغʽر الدالة .2

بʧʽ أن الʺعادلة. 3  0g x  دʽل حلا وحʰاتق الʳʺفي ال 1;أن Șقʴ7. ت
2

4
 . 

 .310سعʱه Ǽاسʱعʺال حاسʰة بʽانʽة عʧʽ حʸرا للعدد .4
5. ʦʽب قʶحدد، حxإشارة ، g x الʳʺعلى ال 0;. 

  الʱزء الʰاني

بـِ  �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة               0 0f  أجل ؗل ʧ0و مx ،   2ln 1x
f x

x


  

  ʧȞʽو ل C انسʳʱعامد و مʱم ʦاني في معلʽʰلها الʽʲʺت ; ,O i j
 

  .2cmحʽث أن الʨحدة هي  
 .0قابلة للاشʱقاق عʻد fبʧʽ أن الدالة .1
 . فردǽة ثʦ أدرس نهایʱها عʻد ʴfقȘ أن الدالةت .2
 .fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة .3
عʧʽ معادلة ل ـِ .4  يʻʴʻʺمʺاس ال C ة ذات الفاصلʢقʻد الʻ0ةع. 

مx ʧبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل .5 1;  ، ln 1x x . 

اسʱʻʱج وضعʽة .6 C ة إلىʰʶʻالǼ ʦأرس . C. 

  ʱزء الʰالثال
بـِ  �الدالة الʺعرفة على على Fنرمز ب ـِ                  

0

x

F x f t dt   

 زوجʽة. Fبʧʽ أن الدالة. 1
 .Fأدرس اتʳاه تغʽر الدالة. 2

3 . ʧʽأنب  1
0 1

2
F . 

مt ʧبʧʽ أنه مʧ أجل ؗل. 4 1; ،     2 2 2ln ln 1 ln 2t t t

t t t


 . 

مx ʧمʧ أجل ؗل. 5 1;بʶأح ، 
1

lnx t
dt

t. 

ǽة ؗل مʧ اسʱʻʱج نها. 6 F x  و F x

x
 .عʻد 

Ǽأخذ  .7 1 0, 4F  يʻʴʻʺال ʦأرس C.  
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  .موضوع محلول

 : ʥȂرʸت(اȂرʦالȜǺ )  
الʺعرفة على  g.نعʰʱر الدالة 1 0; بـ  

       2
( ) lng x x

x
   

  ǽعʢى جدول تغʽراتها ؗʺا یلي:
  
  
  
  

  الʺʻʽʰة في جدول الʱغʽرات. gبʧʽ جʺʽع خʨاص الدالة 
2 ʧؔʱل.f الدالة الʺعرفة على 0;5بـln

( )
x

f x
x

   

0بʧʽ أن  -أ 2
0

10
( )f x

x
 ث حʽ0x  في ʧʽʰʺالعدد ال ʨه

  جدول الʱغʽرات.

0aعدد حقʽقي .مʧ أجل aلʧȞʽ-ب  ʧر عʰن ع

1

( )
a

f t dt بدلالة a .  

).نرسʦ في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس3 ; , )O i j
 

 
ʧʽʽʻʴʻʺالfC وgC  ʧʽʱللدال ʧʽلʲʺʺالf  وg   على

نقʢة  0P،(0;1)الʻقʢة الʱي إحداثʱʽاها Iالʱرتʽب.نʶʺي 
   gCتقاʡع

الʱي لها نفس fCالʻقʢة م0M ʧو مʨʴر الفʨاصل ،
على مʨʴر  0Mالʺʶقط العʺʨدȑ لـ 0Hو0Pفاصلة

و fCحʽز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد بـ الʺʻʴʻي 1Dالʱراتʽب.
ʧʽʱعʢالق 0IP و 0 0P M .2D  ددʴʺال ȑʨʱʶʺز الʽح

  .0OHو  ǼOIالʺʽʢʱʶل الذǼ ȑعداه 
 ʧȄزʽʴأن ال ʧʽ1بD  2وD  أعط لهʺا ʦاحة ثʶʺنفس ال

  0,2حʸرا لهذه الʺʶاحة سعʱه
    .عـاليـقت                                                                        .ل مختصرح 

0xمʧ أجل ؗل .  1  '( ) 0g x  
(2,3)نʶʴب  0,037g     

(2,4)و 0,042g .g رةعلىʺʱʶم  
 2,3;2,4  ا أنʺǼ ا أن  وʺǼ و  

(2,3) (2,4) 0g g  جدʨفإنه ی  
  0 2,3;2, , 4x  ثʽʴǼ0( ) 0g x   
0لدیʻا  0xمʧ تعرȄف  -أ.2

0

2
ln x

x
   نʨȞʽ0ف

0 0
0 2

5ln 10
( )

x
f x

x x
   

على fدالة أصلʽة للدالة  -ب 0; :25هي
: (ln )

2
F x x  

2 2

11

5 5
( ) (ln ) (ln )

2 2

aa

f t dt x a      

هي 1Dمʶاحة الʽʴز. 3
0

2

2
0 2

0 01

5 5 2 10
( ) (ln )

2 2

x

f t dt x
x x

 
   

 
   

ʶǽ0M  ،0اوȑ ترتʽب الʻقʢة0xترتʽب 0
2

10
( )f x

x
  

0هي2Dمʶاحة الʽʴز 2
0

10
( ) 1f x

x
 احةʶʺلهʺا نفس ال ʧȄزʽʴإذن ال ،

2
0

10

x
  

ʧانʢلاقا م 0 2,3;2, , 4x  دʳن
2
0

10
1,7 1,9

x
   

  
 1 .

2

1 2
'( )g x

x x
   

Ǽالʰʶʻة للʻهاǽات Șʰʡ نهاǽة مʨʺʳع 
ʧʽʱدال  

  
لاحظ أن:  -ب .2

( ) ( )f x h x  ثʽح( )h x  دالة
)مʧ الȞʷل  ) '( )u x u x  

  

 
1

( ) ( ) (1)
a

f t dt F a F   

3. 0x  عʡة تقاʢفاصلة نق ʨهgC  
)0و مʨʴر الفʨاصل ( ) 0g x (  

2

10
1,74

(2,4)
  

2

10
1,89

(2,3)
  

x         2,4     0x    2,3      0 

g 
  

 


0

M0

I

H0

Po0 1

1

x

y

M0

I

H0

Po
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  موجهموضوع 

   .نبيهت 
Ǽ ةʢʰالʺرت ʧȄارʺʱلب الʢʱفتʺȄعارʱالǼ ؔامل الإلʺامʱم الʨاص الʺقدمة فهʨʵفي  وال
 ،ʧȄارʺʱالدرس.في هذه ال ʧȄارʺʱال ʥعض تلǼ انب نلاحظ أنʳاول الʻʱی

الʳانب الʰʳرǼ ȑعʹها الآخر  في حǽ ʧʽعالجالهʻدسي(تفʽʶر الʱؔامل ؗʺʶاحة) 
 لالانʱقا ʽؗفʽة معرفة بʧʽ الʳانʧʽʰ و الرواǼطاسʵʱلاص  ʰʻغي(حʶاب الʱؔامل).ی

  مʧ أحدهʺا إلى الآخر.

) :ʥȂرʸا) تȂرʦالȜǺ  
ʧʽʱر الدالʰʱنع f  وg  على ʧʽʱالʺعرف 0; :ا یليʺؗ   

       ( ) ln( 1)f x x     َو( ) 1xg x e   
  على الʱرتʽب  gو  fالʽʲʺʱلʧʽ الʽʰانʧʽʽ للدالgC ʧʽʱو fCنرمز بـ

)في معلʦ مʱعامد ومʳʱانس ; , )O i j
 

.  
1 ʧʽʽʻʴʻʺأن ال Șقʴت.fC وgC  ةʢقʻد الʻرك عʱʷلهʺا مʺاس مO.  

  Ǽالʰʶʻة إلى هذا الʺʺاس.fCحدّد وضعʽة الʺʻʴʻي 
2 ʧʽأن.ب  ʧʽʽʻʴʻʺالfC وgCرانʣاʻʱه مʱمعادل ȑالذ ʦʽقʱʶʺة إلى الʰʶʻالǼy x.  

3 ʧȞʽل.a العدد  اعدد ʧʽʱلفʱʵم ʧʽʱقȄرʢǼ ابʶد حȄجب تʺاما.نرʨقي مʽحق
0

( ) ln( 1)
a

I a x dx   

بʧʽ أن  -ا
ln( 1)

0

( ) ln( 1) ( 1)
a

xI a a a e dx


     

)اسʱʻʱج قʽʺة -ب )I a  
)أوجد مʧ جدید قʽʺة -جـ )I a .زئةʳʱالǼ املةȞʺعʺال الʱاسǼ  

  .وجيهاتت 
ʶلʶل تʳǽب إتʰاع الʽʰʻʱهات في الʻص.انقل الʽʲʺʱل الʽʰاني لؔي تؔʺله فʽʺا Ǽعد حʶب  -أ

  .الأسئلة
ب ا نفس معامل الʨʱجʽه .لʴʱدید الʨضعʽة اكʱله تʴقȘ أن، Oالʺʺاسات تʺر Ǽالʻقʢة    .1

yعلى الȞʷل Tمعادلة الʺʺاس  x   ادرس إشارة ʦث( ) ( )f x x  .  
مy   ʧو xمʧ اجل  .2 0; أن ʧʽب ،( )y f x  تؔافئ( )x g y   

)و هذا ǽعʻي أن  ; ) fM x y C إذا و فقط إذا ؗانت( ; ) gM x y C.  
ʨ ʧب ، Ǽالʻʱاʣر حʽز آخر له نفس الʺʶاحة ، عʰر عفي الȞʷل ، لʨن الʽʴز الʺʢل -أ .3

.ʧʽʱمعروف ʧʽʱاحʶه ؗفرق مʱاحʶم  
على ʥʻȞʺǽg تعʧʽʽ دالة أصلʽة للدالة -ب   0;  ابʶح ʦث( )I a.  
)ضع - جـ   ) ln( 1)u x x   و'( ) 1v x  .   

2 3 4

2

3

4

0 1

1

x

y

gC

fC
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20 1

1

x

y

  تطبيقية تمارين

  تكامل دالة ـ  1

      C  ل لدالةʲʺʺي الʻʴʻʺال ʨهf  زʽʴاحة الʶب مʶاح.
  Cتʴت الʺʻʴʻي

1 (f  1معرفة على
;3

2
 
  

)بـ   ) 2 1f x x   

2 (f  معرفة على 4; 2   بـ( ) 2 3f x x    
      f  الʺعرفة على هي الدالة 1;4 بـ  

         ( ) | 1|f x x   
مʱʶʺرة على f.هل 1 1;4؟  
2. C  ل لدالةʲʺʺي الʻʴʻʺال ʨهf  زʽʴاحة الʶب مʶاح.
  .ʴCت الʺʻʴʻيت

       ، ʧʽʽالʱال ʧʽلȞʷال ʧل مȞفي ؗل شC  يʻʴʻʺال ʨه
 هاعلى مʨʺʳعة تعرȄف fتؔامل .احʶب   fالʺʺʲل لدالة 

  مʱʶعʺلا الʺʶاحة .
  
  
  
  

       f دالة معرفة على 1;1 بـ :  

              
 2

2 ; 1;0
( )

; 0;1

x x
f x

x x

    
  

  .fالʺʺʲل للدالة C .أنʷئ الʺʻʴʻي1
مʱʶʺرة على f.هل الدالة 2 1;1.  
  .C.احʶب مʶاحة الʽʴز تʴت الʺʻʴʻي3

الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة        3;3         بـ

0,5 1,5 ; 3 1

( ) 2 ; 1 0

2
2 ; 0 3

3

x x

f x x x

x x


     


    

    


  

  .fالʺʺʲل للدالة C. ارسʦ الʺʻʴʻي 1
مʱʶʺرة على f. هل 2 3;3 ؟  
  . C .احʶب مʶاحة الʽʴز تʴت الʺʻʴʻي3

  . عʰر عʧ هذه الʺʶاحة بʱؔامل.4
 الʺعرف Cمʺʲلة Ǽالʺʻʴʻي fفي ؗل حالة الدالة      

  Ǽʺعادلʱه.
زها و نʸف  ،هʨ نʸف دائرة  C.بʧʽ أن 1   حدّد مرؗ

  قʢرها.
  على مʨʺʳعة تعرȄفها. f.اسʱʻʱج تؔامل الدالة2
  
  
  

  مʶاعدة:              
زها )مʶاعدة: معادلة الدائرة الʱي مرؗ ; )a b  فʸو ن

2هي rقʢرها 2 2( ) ( )x a y b r     
      f  ل  الʺعرفة هي الدالةȞʷاني في الʽʰلها الʽʲʺʱب

  الʺقابل.

احʶب
3

1

( )f x dx

 ،  

2

1

( )f x dx

  ،

2

0

( )f x dx  

  ʱؔاملات الʱالʽة:  لاحʶب ا      

  
1

0

(3 1)x dx  ،
3

1

( 3)x dx   ،
2

5

(0.4 3)x dx




     

   ʧم  ʧȄارʺʱؔاملات 16إلى    9في الʱب الʶاح:   

     1  ( 
2

2

0

0,01x x dx   2 ( 
2

3

1

1x dx  

    3( 
2

2
1

2

1
2 1t dt

t
   
      4 (

4

1

1 1

2
dx

x x

  
    

     1( 
2

2

1

2 1x x dt        2 (
10

1

dt

t  

     3(
 

4

32
3

5

2

x
dx

x 
         4 (

ln3

ln 2

xe dx  

     1( 
1

32

0

(3 6) 4 1x x x dx     2( 
3

0 1

dt

t  

     3 (
2 3

4
1 1

t
dt

t                4 (
1 2

2
0 1

x

x

e
dx

e   

1

2

3

0 1

1

x

y

4

6

2-1-2

2

0 1

1

x

y
24y x 

2 31

2

0 1

1

x

y

21 2 ( 1)y x   

7

2 3

2

3

0 1

1
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y
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9
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2 3

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

     1 (
3

0 4

dx

x          2 (
 

3

2
0

1

2 1
dt

t   

    3 (
2

6

cox dx




             4 (

0

(2 )sin t dt


  

     1  (
2

1

1

2 1
dx

x          2 (
0 4

sin t dt
   

   

    3 ( 
1

2

2x
dx

x






            4 (

2

2
2 9

x
dx

x   

       1   (
2

1

1

2 3
dx

x            2 (
1

4

0

3 xe dx  

       3 (
1

4 5

1

te dt


                4 (2

1
1

0

tt e dt  

      1  (
2

2
1

2 1

1

x
dx

x x


     2( 

3

4

sin cosx x dx






  

     3 (2
1

1

0

3 tt e dt           4 (
4

2

6

cos

sin

x
dx

x




  

      1  (
1

3

2
1

xe
dx

x              2( 
1

3

0

2 x dx  

     3 (3
1

2 2 2

0

(3 1) t tt e dt   4 (
1

2
0

3

2

x
dx

x   

      1ʽʽقʽحق ʧجد عددی .ʧ a و b  اجل ؗل عدد ʧث مʽح
مx ʧحقʽقي 

2

1

9 3 3

a b

x x x
 

  
 3;3 �   

.اسʱʻʱج 2
2

2
1

1

9
dx

x   

و حʽث مʧ اجل ؗل  a ، b. جد ثلاثة أعداد حقʽقʽة 1      

1مx ʧعدد حقʽقي 
;2

2
   
 

�:     

        
2

2

4 5

2 5 2 2 1 3

x x b c
a

x x x x


  

   
  

.اسʱʻʱج 2
4 2

2
3

4 5

2 5 2

x x
dx

x x


   

و حʽث مʧ اجل ؗل  a ، bة أعداد حقʽقʽة . جد ثلاث1      
مx ʧعدد حقʽقي  1� :  

           
2 2 3

1 1

x x c
ax b

x x

 
  

 
  

.اسʱʻʱج 2
3 2

2

2 3

1

x x
dx

x

 
  

  :x. بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1      

               1
1

1 1

x

x x

e

e e
 

 
   

.اسʱʻʱج 2
1

0

1

1 x
I dx

e


  
     f الʳʺمعرفة على ال 1;1 2بـ( ) 1f x x   

هʨ نʸف  fالʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة  fC.تʴقȘ مʧ أن 1
زها  فʨق مʨʴر  الʨاقعو  1 او  نʸف قʢره Oدائرة مرؗ

  .الفʨاصل

. اسʱʻʱج أن 2
1

2

1

1
4

x dx




 .  

الʺعرفة على f. لʧؔʱ الدالة 2       1; :كʺا یلي  

            
 2

4

1
f x x

x
 


  

  في الȞʷل الʺقابل يتʺʽʲلها الʽʰانfCو

. احʶب 1 
3

1

f x dx  

  .فʶر بʽانʽا هذه الʳʽʱʻة.2

.احʶب 3 
3

0

f x dx  

الʱالʽة،احʶب مʶاحة الʽʴز الʺلʨن  في الʴالات الأرȃع       
  مقدرة بʨحدة الʺʶاحات 
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الʺعرفة على fنعʰʱر  الدالة         0;:كʺا یلي  
             2ln (ln )f x x x   

  تʺʽʲلها الʽʰاني في معلfC ʦو
  مʱعامد و مʳʱانس(الȞʷل) 
  الʺعرفة g.بʧʽ أن الدالة 1
على  0;:بـ  

  2(ln ) lng x x x x x x    
على fأصلʽة للدالة  0;.  
2.  ʧر تʺاما مʰقي أكʽب1عدد حقʶاح.( )A   احةʶʺال

و مʨʴر الفʨاصل و الʺʱʶقfC  ʧʽʺʽللʽʴز الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي
1xاللذیʧ معادلʱاهʺا   وx .  

)ʽʴǼث ʨȞǽن  .عʧʽ قʽʺة3 ) 2 1 .A u a  .                                  
  تكاملالخواص ـ  2

     f رة علىʺʱʶدالة م 0;3   أجل ؗل عدد ʧث مʽح

مx  ʧحقʽقي  0;3 ،1
1 ( ) 2

3
x f x    

1.ʧʽʱʻایʰʱʺا الʽانʽر بʶف.  
  f.أعط حʸرا لʺʶاحة الʽʴز تʴت الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة2

احʶب في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة Ǽاسʱعʺال       
  خʨاص الʱؔامل ، الʱؔاملات الʱالʽة:

1 (
1 1

1
ln ln

e e

I t dt t dt
t

    
     

2( 
1

2 2

1

ln(1 ) ln(1 )
e

e

J t dt t dt      

3( 
7

6 6

1 1

cos 2 cos 2J x dx x dx

 

    

 ʧم ʧȄارʺʱ29إلى  27في ال f وg ان علىʱان معرفʱدال

 5;10  ثʽح
10

5

( ) 4f t dt   و
10

5

( ) 5g t dt    

  احʶب الʱؔاملات الʱالʽة:

       1(   
10

5

( )f g t dt  2 (
10

5

5
( )

2
f t dt

 
 
   

       1 ( 
10

5

( )f g t dt  2 ( 
10

5

2 3 ( )f g t dt  

      1 (
10

5

2
( )

3
f g t dt

   
  2 ( 

10

5

2 ( )f g t dt  

  :حʽث I الʱؔامل احʶب       

              
1

1

| | | 1|I x x dx


     

احʶب        
3

2

3

sin t dt




.  

      f هي الدالة الʺعرفة على 0; بـ :   

                
; 0 1

( ) 1
; 1

x x
g x

x
x

 
 



  

  :هʨ تʺʽʲلها الʽʰاني في الȞʷل الʱالي Cو  
  
  
  
  
  :الʱالʧʽʽالʱؔاملʧʽ  بحʶا 

   
3

0

( )I f x dx   و
1

2

2

( )J f x dx 
  

  : Jو  I بʧʽ الʱؔاملʧʽ ،بدون حʶاب ،قارن        

1 (
1

0

tI te dt   ؛
1

2

0

tJ t e dt   

2 (
1

2
0

1

1
I dx

x


  ؛
1

2
0 1

x
J dx

x


  

3 (
2

1

sinI u u du   ؛
2

2

1

sinJ u u du   

  :بدون حʶاب الʱؔاملات الʱالʽة عʧʽ إشارتها       

1( 
3

2

1x dx         2( 
2

3

2 x dx




   

3( 
3

2

0

( 1)t t dt       4 (
1

4

1

2
dt

t



   

4 (
2

1

0

ue du          5 (
1

1

2

ln( 1)u du



  

  

27

28

29

30

32

2 3 4 50 1

1

x

y

33

24

2 3

2

0 1

1

x

y

31

26

34

25
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0;بʧʽ أن مʧ اجل ؗل      
4

t
    

 :  

             1
1 2

cos t
    

.اسʱʻʱج أن 2
0

4

1 2

4 cos 4
dt

t

 


   

  القيمة المتوسطةـ  3

في   Iعلى الʺʳال  fاحʶب القʽʺة الʺʨʱسʢة للدالة       
  ʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ:الʴال

( ) 2 3f x x     ، 1;1I    
 ( )f x x    ، 2;2I    

  بʧʽ ما یلي:       

    1  (
1

1

2

ln 2
ln

2
x dx    

    2 ( 
2

3
1

1 1

1 2
dx

x


  

    3  (2

2

sin( 1)
2 2

x dx




 
     

مx ʧمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي . بʧʽ انه 1       0;1:  

       
2 2

2

2 1

x x
x

x
 


  

. اسʱʻʱج حʸرا للʱؔامل 2
1 2

0 1

x
dx

x   

  أثʰت ما یلي:       

1 (
4

2

1

cos( ) 3x dx   2 (
1

2

0

1
cos( )

3
x x dx   

3 (
1

0

1
cos( )

2
x dx 

  
  : tعدد حقȘʽ مʨجب  . بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل1       

           1
1 1

1
t

t
  


  

.اسʱʻʱج أن 2
2

ln( 1)
2

x
x x x     

  ʧم ʧȄارʺʱب  43إلى  41في الʨلʢʺال:  

على الʺʳال f.ادرس تغʽرات الدالة 1 0;1  
مx ʧنه ؗل عدد حقʽقي .بʧʽ أ2 0;1:  

     (0) ( ) (1)f f x f   

. اسʱʻʱج حʸرا للʱؔامل3
1

0

( )f x dx  

       ( ) 1xf x e   
         1

( )
1

f x
x

 


  
( ) ln( 2) 3f x x              

 Ȅرʺʱفي ال ʧʽʻ44   ى:  45وʢر الʺعʸʴال ʧʽب  

       1 (
1

3
0

1 1
1

2 1
dx

x
 

  

       2( 
9

0

9 1
9

4 1
dx

x
 

  

       1 (
2

3

1

2 1 3x dx    

       2 (2
2

4
0

2
2xe dx

e
   

       3( 
4

2

2

2 ln 3 ln( 1) 2ln 3 2ln 5x dx     

   لدیʻا: الȞʷل الʱاليفي       
مʱʶʺرة على  fلدالة  الʺʺʲل fCالʺʻʴʻي - 0;  

21الذȑ معادلʱه Pالقʢع الʺȞافئ  -
2 5

10
y x x     

- ʦʽقʱʶʺال هʱمعادل ȑ1الذ
2

2
y x   

  
  
  
  
  
  
  

ة الʻقط لʺʨʺʳع Aنعʰʱر الʺʶاحة  ;M x y :ثʽʴǼ  
  4 12x      و 0 y f x   

    1Ȟʷعʺال الʱاسǼ .أن: ل ʧʽب       

37

38

39

41

42

43

44

45

46

0 4

1

x

y
fC

P



40

35

36
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         21 1
2 5 2

10 2
x x f x x      

       A.اسʱʻʱج حʸرا للʺʶاحة 2

       nu ة معرفة علʽالʱʱبـ�ىم
1

0

(1 )n
nu x dx   

.بʧʽ أن الʺʱʱالʽة1 nu .ةʸاقʻʱم  
.هل2 nu ة؟ȃقارʱم  

على الʺʳال احʶب القʽʺة الʺʨʱسʢة        1;1   
:2للدالة         1f x x  

القʽʺة  يه في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة       
.احʶب الʱؔامل Iعلى الʺʳال  fالʺʨʱسʢة لدالة مʱʶʺرة

  الʺʢلʨب

1 (2   ، 1;4I    ،
4

1

( )f x dx   

2( ln 2   ، 1;3I    ،
3

1

( )f x dx  

3 (2


،;
4 4

I
     

،
4

0

( )f x dx



 وf ةʽزوج  

على الʺʳال  fجد حʸرا للقʽʺة الʺʨʱسʢة للدالة        
  الʺعʢى في ؗل حلة مʧ الʴالات الʱالʽة:

   1(  
2

1
( )

1
f x

x



    ، 0;1I   

   2(  ( ) lnf x x    ، 1;I e  
  3(  2

( ) xf x e    ،1; 2I      
   نʹع:غʽر معدوم  nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي       

             
1 1n

n

n

I dx
x



   

1.بʧʽ أن 1 1

1 nI
n n

 


  

.هل الʺʱʱالʽة 2 nI ة  ؟ȃقارʱم  
الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة       0; بـ  

   ( )
1

x
f x

x



و   nu ة معرفة علىʽالʱʱبـ�م :    

          
0

( )
n

nu f x dx   

. بʧʽ أن الʺʱʱالʽة1 nu .زایدةʱم  

1n. بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2  :1

2n

n
u


  

هل الʺʱʱالʽة nuة؟ȃقارʱم  
       التمديد إلى دالة إشارتها كيفيةـ  4

ʧم ʧȄارʺʱأن الدالة 55ى إل  53في ال Șقʴت f  رةʺʱʶم

وسالʰة على الʺʳال ;I a b  بʶاح ʦث( )
b

a

f x dx  

      ( ) 2 3f x x    ، 3; 1I     
     2( ) 2 3f x x x     ، 1;0I    

       3( )f x x x     ، 2;1I     
      fال معرفة على دالةʳʺال 2;5  بـ( ) 3f x x   

   fمʶاحة حʽز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد ʻʴʻʺǼي الدالة  احʶب 
  هʺا :و مʨʴ الفʨاصل و الʺʱʶقʧʽʺʽ اللذیʧ معادلʱا

 2x  5وx .  
     f  الʳʺمعرفة على ال 2;3I   بـ :  

      
 

; 2;2
( )

2 6 ; 2;3

x x
f x

x x

      
  

  ثʦ  في معلʦ مʱعامد fارسʦ الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة

احʶب
3

2

( )f x dx

. 

الʺعرفة على الʺʳال fنعʰʱر الدالة        1;5  بـ:   

             
1 ; 1 0

( ) 1 ; 0 3

5 ; 3 5

x x

f x x x

x x

   
    
   

  

  fمʶاحة حʽز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد ʻʴʻʺǼي الدالة  احʶب 
ل و الʺʱʶقʧʽʺʽ اللذیʧ مʨʴ الفʨاص الʺʺʲل في معلʦ مʱعامد ،

1xمعادلʱاهʺا :    5وx .  
الʺʻʴʻي الʺرسʨم      C   هʱمعادل

 22 1

x
y

x





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ʻʴيلʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽالʺ1A ʻ. عʧʽ الʺʶاحة 1 C ،
 ʦʽقʱʶʺاصل و الʨر الفʨʴمD هʱمعادل ȑ1الذx .  

للʺʻʴʻي  Tعادلة الʺʺاس ماكʱب -. أ2   C.دأʰʺد الʻع  
حدّد وضعʽة  -ب C  ة إلىʰʶʻالǼT     .  
  ، مʨʴر  Tللʺʲلث الʺʴدد بـ  2Aاحʶب الʺʶاحة  -ج

 ʦʽقʱʶʺاصل و الʨالفD   (احاتʶʺحدة الʨمقدرة ب)  
لʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي  A. اسʱʻʱج الʺʶاحة 3

 C الʺʺاس ،T  ʦʽقʱʶʺو الD .(احاتʶʺحدة الʨمقدرة ب)  

احʶب  -. أ4   2
0 1

x
I dx

x



 


  ثʽح  عدد

  حقʽقي مʨجب تʺاما.
عʧʽ نهاǽة  -ب I  دما یؤولʻع إلى اʽانʽر بʶف.

  هذه الʳʽʱʻة.
  توظيف الحساب التكاملي  لحساب دوال أصليةـ  5

      1 .x قʽاملة عدد حقȞʺعʺال الʱاسǼ. جب تʺاماʨي م

Ǽالʳʱزئة، احʶب
2

1

lnx t
dt

t  

.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة2
2

ln
:

x
x

x
 على 0;  

  ʧم ʧȄارʺʱاملة   64إلى   61في الȞʺعʺال الʱاسȃو
   J و Ǽ ʧʽIالʳʱزئة ، احʶب الʱؔامل

      1 (
1

ln
e

I x x dx      2 (
2

ln ( 1)
e

J x dx   

      1(  
0

cosI x x dx


   2 (
1

0

xJ x e dx   

      1(  
0

1

1I x xdx


   2 (
3

2 2 3

x
J dx

x


  

     1(  
2

1

( 2) xI x e dx   2 (
3

0

3 sin 3J x x dx



   

. نʹع:1       
1

2
0 ( 1)

x

x

xe
I dx

e


  و
1

0

1

1x
J dx

e


  

  ʧر عʰزئة عʳʱالǼ املةȞʺعʺال الʱاسǼI   بدلالةJ.  
    : ʧʽx أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -.أ2

             1

1 1

x

x x

e

e e




 

  

  . Jاسʱʻʱج قʽʺة  -ب
  .I. احʶب قʽʺة 3

       ʧʽؔاملʱب الʶاح، ʧʽزئة مرتʳʱالǼ املةȞʺعʺال الʱاسǼ
:ʧʽʽالʱال  

      
1

2

0

xI x e dx    و
4

2

0

sinI x xdx



   

  نʹع nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي       

      2

0

cos( )nI x nx dx


   

  . nبدلالة ǼnIاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة مرتʧʽ احʶب
  ʧم ʧȄارʺʱ70إلى  68في ال f  رة علىʺʱʶدالة م

. Ǽاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة عʧʽ دالة ʷǽaʺل  I الʺʳال
)ʽʴǼث  Iعلى  fللدالة  F أصلʽة ) 0F a   
      0;I   ،1a   ،

2

ln
( )

x
f x

x
  

     I  �  ،0a   ،( ) 2 xf x xe  
      0;I    ،1a   ،2( ) lnf x x x  

نʹع:       
2

2

0

cosI x x dx



    و
2

2

0

sinJ x x dx



   

I.احʶب1 J .  

تʴقȘ أن  -.أ2
2

0

cos(2 )I J x x x dx



    

Iاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة ، احʶب Ǽ -ب J  
  .J و ʱʻʱIج قʽʺة ؗل مʧ . اس3
  بعض تطبيقات الحساب التكاملي ـ  5

      ʧȞʽل C الʳʺاني على الʽʰل الʽʲʺʱال 0;1  للدالة   
        2: 3 2f x x x     

د Ǽالʺʻʴʻيمʶاحة الʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴد aأحʶب .1 C 
و مʨʴر الفʨاصل x x. 

الʦʳʴ الʺʨلد بدوران الʺʻʴʻي vأحʶب.2 C  رʨʴل مʨح
الفʨاصل x x.  

       ʧȞʽل C الاʳʺاني على الʽʰل الʽʲʺʱل 0;1  للدالة  
             : ( 1) xf x x e    
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مʶاحة الʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي aأحʶب .1 C 
و مʨʴر الفʨاصل x x. 

الʦʳʴ الʺʨلد بدوران الʺʻʴʻي vأحʶب.2 C  رʨʴل مʨح
الفʨاصل x x.  

  تمارين للتعمق

  ʧʽʻȄرʺʱة الدالة   75و  74في الʽعʺل شفعʱاسf ʧʽʽعʱل 
  لʺعʢى:ا قʽʺة الʱؔامل

       1( 
1 3

2
11

t
dt

t    2 (
3

3

3

( sin )x x dt


  

      1( 
1

1

1

1

t

t

e
dt

e


   2 (

0,7

0,7

1
ln

1

x
dt

x

 
    

  ʧم ʧȄارʺʱؔاملات 82إلى   76في الʱب الʶاح     

      1  ( 
1

2

0

7 1x x dx    2 (
 

3
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0

2

4

x
dx

x x




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      1(  
4

0

cos 2t dt
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        2 (
2

2
0

sin cos

1 cos

t t
dt

t



  

     1(
4

0

1

2 1
dt

t            2 (
3
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1

3

1

x
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x 
  

      1(
3

3 5

1

xe dx             2 (
0

cos

3

sin xx e dx




  

      1(
4

2

6

sin tdt






             2( 
2 2

1

1

2

x
dx

x


    

      مʴاعدة:
2 1

2 2

x c
ax b

x x


  

 
  

     1  (
2

1

ln

e

e

dx
x x          2 (

3 2

1

3

2

t t

t

e e
dt

e

 
  

     1 (
3 2

1

3

2

t t

t

e e
dt

e

 
      2 (

ln3 2

2
ln 2

1

1

x

x

e
dx

e


  

لاحظ أن       مʴاعدة:
2

2

1

1

x x x

x x x

e e e

e e e





 


 
  

. احʶب الʱؔامل1      
1

1 2
0 1

x
I dx

x


  

 2  ʧȞʽل .
1 3

2 2
0 1

x
I dx

x


  بʶ1اح 2I I  جʱʻʱاس ʦث

  .  2Iقʽʺة
     f بـ �دالة معرفة على ( ) 1 xf x x e    

  :x.بʧʽ انه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي 1
( ) "( ) 2 '( )f x f x f x   ثʽح'f و"f هʺا على

ʽرتʱة للدالة  بالʽانʲقة الʱʷʺقة الأولى و الʱʷʺالf.  

.اسʱʻʱج قʽʺة الʱؔامل 2
1

0

( )f x dx  

     f ا یلي: �دالة معرفة علىʺؗ  
             2( ) ln(1 2 )x xf x e e    

  ،x.بʧʽ انه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي 1

          2
'( ) 2 ( )

1 2

x

x

e
f x f x

e



 


   

  .fهي الدالة الʺʱʷقة الأولى للدالة  f'حʽث 
  :xؗل عدد حقʽقي  ل.تʴقȘ أنه مʧ أج2

          2
2 2

1 2 2

x x
x

x x

e e
e

e e

 


   
 

  

  .�على f.اسʱʻʱج دالة أصلʽة للدالة3
4. احةʶʺب الʶجب تʺاما .احʨقي مʽعدد حق( )A 

و حامل  fالʺʺʲل للدالة Cللʽʴز الʺȑʨʱʶ الʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي
0xمʨʴر الفʨاصل و الʺʱʶقʧʽʺʽ اللذیʧ معادلʱاهʺا  

xو .  

لʧȞʽ الʱؔامل        
2

0

sin 2

1 2sin

x
I dx

x




  

.احʶب الʱؔامل1
2

0

cos

1 2sin

x
J dx

x




  

I. احʶب 2 J  ةʺʽج قʱʻʱاس ʦثI       .  
       r . جب تʺاماʨقي مʽعدد حقC ȑي الذʻʴʻʺال ʨه
2معادلʱه 2y r x   

)الʱي إحداثʽاتها M.حدّد مʨʺʳعة الʻقط 1 ; )x y ثʽح  
0 x r   2و 20 y r x  .  

2.اسʱʻʱج 2 2

0

r

r x dx  2و 2
r

r

r x dx


  
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الʺعرفة على f لʧؔʱ الدالة         1�   : بـ  

         
3 26

( )
1

x x x
f x

x

 



  

  ʽʴǼث مd  ʧو a ،b  ،cلأعداد الʴقʽقʽة اعʧʽ  -.أ1
1x أجل ؗل  ، نʨȞǽ2( )

1

d
f x ax bx c

x
   


   

 احʶب -ب
1

2

0

( )I f x dx   

  : حʽث J.احʶب Ǽاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة،الʱؔامل 2

    
1

2
2

0

(3 12 1) ln(1 )J x x x dx       

     من بكالوريا       

f بـ   �دالة معرفة على( )
1

x

x

xe
f x

e



   

  ، x.بʧʽ أنه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي 1

      ( )
1

x

x

e
f x x

e
 


  

2 ȑʨʱʶʺز الʽاحة حʶʺرا  لʸج حʱʻʱاس. ʧن مʨȞʺعة الʨʺʳم
)الʻقط ; )M x y :ثʽح  

        1 x   0و ( )y f x        
       ( ; , )O i j

 
 .ȑʨʱʶʺانس للʳʱعامد و مʱم ʦمعلfC  ʨه

على sinالʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة  0;  
مx  ʧي.لؔل عدد حقʽق1 0; ʧʽʱʢقʻال Șنرف ،A وB 

  تقعان على الʱرتʽب على مʨʴر الفʨاصل  xاللʧʽʱ فاصلʱهʺا 
  .fCو على الʺʻʴʻي

القʢعة AB رʨʴʺل الʨتدور ح( ; )O i


تʨلد قرصا في  
  الفʹاء.

  . xعʰر عʧ مʶاحة هذا القرص بدلالة 
حʨل  fC.احʶب حʦʳ الʺʦʶʳ الʺʨلد بدوران الʺʻʴʻي2

  .مʨʴر الفʨاصل
  
  
  
  

  ʧم ʧȄارʺʱزئة  96إلى   91في الʳʱالǼ املةȞʺعʺال الʱاسǼ
تʻعدم  Iالʺعرفة على الʺʳال  fللدالة   F ، جد دالة أصلʽة
   aمʧ أجل القʽʺة 

      2( ) ln( )f t t  ،    0;I    ،    1a    
       ( ) (2 1)sinf t t t ،    I  �  ،    0a   

      ( ) ln( 2)f t t   ،  2;I   ،   0a   
      2 2( ) ( 1) tf t t e  ،   I  �،        1a    

        ʧʽزئة مرتʳʱالǼ املةȞʺعʺل الʱاس.  
     2( ) cos tf t te ،    I  � ،       0a   
      ʧʽزئة مرتʳʱالǼ املةȞʺعʺل الʱاس  
      2( ) (ln )f t t  ،   0;I   ،    1a   
     ʧʽزئة مرتʳʱالǼ املةȞʺعʺل الʱاس.  

، نʹع nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي      
1

0 1

nx

n x

e
u dx

e


  

مx ʧه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي .بʧʽ أن1 0;1  أجل ʧو م

 ، nكل عدد ʽʰʡعي 
1 1 2

nx nx nx

x

e e e

e e
 

 
   

limثʦ بʧʽ أن nuللعدد.اسʱʻʱج حʸرا  2 n
n

u


    

limو  0n
nn

u

e
  
     من بكالوريا      

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة     ;0 بـ  

             
2ln( )

( ) 1
x

f x
x

   

  .fس تغʽرات الدالة .ادر 1
Ǽالʰʶʻة للʺʱʶقf  ʦʽالʺʺʲل للدالة  C.ادرس وضعʽة الʺʻʴʻي2

1yالذȑ معادلʱه .  
).بʧʽ أن الʺعادلة 3 .3 ) 0f x   ل حلا واحداʰتق 

1حʽث
1

2
     

).احʶب4 )A  يʻʴʻʺالǼ ددʴʺز الʽʴاحة الʶمC  
1xو الʺʱʶقʽʺات الʱي معادلاتها    ،x  1وy   

.بʧʽ أن 5
2

( )
4

A
  ʱʻʱاس ʦرا لـثʸج ح( )A   
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     من بكالوريا       
  بـ: �الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة        

             
1

1
2( ) 2 2

x
f x e x


    

).ادرس إشارة1 ) ( 2)f x x    على�.  
).احʶب الʺʶاحة2 )A  ȑʨʱʶʺز الʽʴي للʻʴʻʺالǼ ددʴʺالC 

  و الʺʱʶقʽʺات الʱي معادلاتها: fالʺʺʲل للدالة 
 2y x   ،0x   وx   ثʽح قيʽعدد حق 

  مʨجب تʺاما.
.نعرف مʱʱالʽة عددǽة 3 nu ا یلي: �علىʺؗ  
 ( ) 4nu A n e    علʺا أن( )A n احةʶʺهي ال( )A  

nمʧ أجل   .  
أثʰت أن   nu  حدها الأول ʧʽة ، عʽدسʻة هʽالʱʱم  

  و أساسها.
     بكالوريا        

الʺعرفة على fنعʰʱر الدالة  0; بـ  

             
2

2 ln
( )

x
f x

x x



  

1x. بʧʽ انه مʧ أجل ؗل 1 :
2

ln ln
( )

x x
f x

x x
   

احʶب -. أ2
4

2

ln x
I dx

x
     و

4

2
2

ln x
J dx

x
   ʧȞʺǽ)

 .) Jاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة لʶʴاب

اسʱʻʱج حʸرا لـ -ب
4

2

( )K f x dx   

مد في معلʦ مʱعا f. الȞʷل الʱالي هʨ الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة 3
على  4cmعلى مʨʴر الفʨاصل و  1cmحʽث الʨحدة هي

)مʨʴر الʱراتʽب.نعʰʱر مʨʺʳعة الʻقط ; )M x y  ثʽح
2 4x    0و ( )y f x   و نرمز بـA  إلى

  مʶاحʱها.
  
  
  
  
  
- ʴعʺال الʱاسǼ ؤالʶد في الʨجʨʺر الʸ2را  .ب) أعطʸح
  . 2cmبـ Aلـ

  ʧʽʻȄرʺʱاحات     102و  101في الʶʺب بـ وحدة الʶاح
( . )u a  نʨز الʺلʽʴاحة الʶم  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

         F وG  ان علىʱʽان أصلʱدال 0; 
ʧʽللدات: cos(ln )t t   َو: sin(ln )t t  بʽرتʱعلى ال

  . 1و اللʱان تʻعدمان عʻد 
 ʧʽʱʽالأصل ʧʽʱالدال ʧʽهات ʧʽتع ʧȄرʺʱهذا ال ʧالهدف م

 ʧʽؔاملʱال ʧلاقا مʢان
1

( ) cos(ln )
x

F x t dt   

وَ   
1

( ) sin(ln )
x

G x t dt   

  . بǼ ʧʽاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة أن : 1
      ( ) cos(ln ) 1 ( )F x x x G x     

)وَ          ) sin(ln ) ( )G x x x F x   
).اسʱʻʱج عʰارتي 2 )F x  و( )G x  

  :الهدف مʧ هذا الʱʺرʧȄ هʨ الʰرهان أن        

            
1

0

(1 )
8

x x dx


   

الʺعرفة على f . لʧؔʱ الدالة 1 0;1 :ا یليʺؗ  
         ( ) (1 )f x x x    

ʧʽ أن مʱʶʺرة و مʨجʰة علىب -أ 0;1  
)'احʶب-ب )f x أجل ؗل ʧم 0;1x.  
على  fاسʱʻʱج تغʽرات الدالة  -جـ 0;1.  
2.C اني للدالةʽʰل الʽʲʺʱال ʨهf   عامدʱم ʦفي معل

1نقʢة إحداثʽاتها Iومʳʱانس.
;0

2
 
 
 
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x (0فاصلʱها  C نقʢة مM ʧ -أ 1)x .بʶ2احI M  
زها و نʸف  Cبʧʽ أن  -ب هي نʸف دائرة .حدّد مرؗ

ʦرها.ارسʢقC  

ʽا الʱؔامل فʶر هʻدس -.أ3
1

0

(1 )x x dx  

  .اسʱʻʱج الʺʢلʨب -ب
   بكالوريا          

  الهدف مʧ هذا الʱʺرʧȄ حʶاب الʱؔاملات الʱالʽة:   

    
1

2
0 2

dx
I

x



       ،

1 2

2
0 2

x
J dx

x



   

و      
1

2

0

2K x dx   

الʺعرفة على  f.لʧؔʱ الدالة 1 0;1 : ا یليʺؗ  
       2( ) ln 2f x x x    

:2دالة احʶب مʱʷقة ال -أ 2x x   
  . fمʱʷقة الدالة  f'اسʱʻʱج  -ب
  . Iاحʶب قʽʺة  -جـ
ʴ2JقȘ أن ت،  Kو  J بدون حʶاب  -. أ2 I K .  
   بʧʽ أن: Kاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة على Ǽ -ب

      3K J    
  . Kو   Jاسʱʻʱج قʱʺʽي  -جـ

   بكالوريا          
،نعʰʱر العددیʧ الʴقʽقn  ʧʽʽؗل عدد ʽʰʡعي  مʧ اجل

2

0

sinnx
nI e x dx



   و
2

0

cosnx
nJ e x dx



   

   0Jو  0I.احʶب1
1n.نʹع2    
  اسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة بʧʽ أن:   Ǽ -أ

          
2

1n n

n

n n

I nJ

nI J e




 

  

   

  . nبدلالة  nJو  nIاسʱʻʱج عʰارتي  -ب
    بكالوريا          

ʧʽʱʽالʱʱʺر الʰʱنع nu و nv  اجل ؗل عدد ʧان مʱالʺعرف
  :بـ n غʽر معدوم  ʽʰʡعي

      
1

1

1

1
n n

u

u u
n





 

2nمʧ أجل       

lnn     وَ     nv u n   أجل ʧ1مn   
  . 4uو 2u ،3uاحʶب -.أ1
  :  n غʽر معدوم يعدد ʽʰʡع اجل ؗلبʧʽ أنه مʧ  -ب

         
1

1n

n
k

u
k

  

  :    k غʽر معدوم عياجل ؗل عدد ʽʰʡبʧʽ أنه مʧ -أ .2

        
11 1 1

1

k

k

dx
k x k



 
   

2nعدد ʽʰʡعي اجل ؗلاسʱʻʱج أنه مʧ  -ب :  
  1

1 lnn nu n u
n

           َ0و 1nv   

  : n غʽر معدوم ʽعياجل ؗل عدد ʰʡ مʧ بʧʽ انه -. أ3

     
1

1

1 1

1

n

n n

n

v v dx
n x



   
   

سʱʻʱج اتʳاه تغʽر الʺʱʱالʽةا -ب nv.  
. بʧʽ أن الʺʱʱالʽة4 nv ة.نرمز بـȃقارʱم ة إلىǽنها 

الʺʱʱالʽة nvابʶد حȄلا نر.)(.  
ما هي نهاǽة الʺʱʱالʽة   nu؟  

    بكالوريا         

f  دالة معرفة على 0;2 بـ( ) ( 2) xf x x e    
C  انيʽʰلها الʽʲʺانسفي تʳʱعامد و مʱم ʦمعل( ; , )O i j

 
.  

  .Cثʦ ارسf ʦ .ادرس تغʽرات1
2.S  يʻʴʻʺالǼ ددʴʺال ȑʨʱʶʺهي جزء الC  رʨʴو م  

  ، ثʦ أعط  ʶʺSاحة الفʨاصل .احʶب القʽʺة الʺʹʡʨʰة ل
  ǼالزȄادة لهذه الʺʶاحة. 210قʽʺة تقرʽʰȄة إلى

Ǽالدوران حʨل الʺʨʴر .3 x x،C  هʺʳا حʺʶʳلد مʨتV   
حʽث تʨؔن الدالة  c و a  ،bاد الʴقʽقʽة جد الأعد - أ 

2الʺعرفة بـ 2( ) ( ) xG x ax bx c e    ة للدالةʽ2أصلf 
  .�على 
، ثʦ أعط قʽʺة  Vسʱʻʱج القʽʺة الʺʹʡʨʰة للʦʳʴ ا -ب

  ǼالزȄادة لهذا الʺʶاحة. 310تقرʽʰȄة إلى
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     بكالوريا         
2بـ �الʺعرفة على f. لʧؔʱ الدالة 1 1( ) xf x x e . 

ʧȞʽلC   ل للدالةʲʺʺي الʻʴʻʺالf انسʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
( ; , )O i j

 
  2cmالʨحدة 

ثʦ فʶر الʳʽʱʻة  و عʻد عʻد fعʧʽ نهاǽة الدالة  -أ 
  هʻدسʽا.

و عʧʽ دالʱها  �قابلة للاشʱقاق على fبʧʽ أن  -ب
  .f'الʺʱʷقة

  .Cو ارسʦ الʺʻʴʻي f شȞل جدول تغʽرات -جـ
2 ʧȞʽل .n ؔاملʱر معدوم ، نعرف الʽعي غʽʰʡ عددnI   

كʺا  یلي:   
1

1

0

n x
nI x e dx   

1nIعʧʽ علاقة بʧʽ  -أ   وnI .  
  .2Iث1I ʦاحʶب  -ب
  2Iط تفʽʶرا هʻدسʽا للʱؔاملأع -جـ
مʧʽ x ʧ انه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي ب -.أ3 0;1  اجل ʧو م

ʨȞǽ1nن:  nعدد ʽʰʡعي غʽر معدوم  n x nx x e x e   
  إلى nلʺا یؤول  nI، ثʦ نهاǽة nIاسʱʻʱج حʸرا لـ -ب

   بكالوريا         
)معلʦ مʱعامد و مʳʱانسمʲلʻا في الȞʷل الʱالي في  ; , )O i j

 
 

حل الʺعادلة  �قابلة للاشʱقاق على fالʺʻʴʻي الʽʰاني لدالة 
' الʱفاضلʽة 0y y   ثʽ(0) حf e .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
1ʧʰع.( )f x   قيʽأجل ؗل عدد حق ʧمx .  
2 ʧȞʽل.t الʳʺال ʧقي مʽعدد حق 1;e  

x :1الʺعادلة ذات الʺʳهʨل  �حل في  xe t   
3 ʧؔʱل .A  هاʱي فاصلʱة الʢقʻو  0الB هاʱي فاصلʱة الʢقʻ1ال 

  .مʧ الʺʻʴʻي 

حʨل  �ABدوران قʨس الʺʻʴʻي ʦʶʳ الʺʸʴل بʺنعʰʱر ال
  ؗʺا هʨ مʧʽʰ في الȞʷل، مʨʴر الʱراتʽب

  إلى حʦʳ هذا الv ʦʶʳبـ نرمز 

2 نقʰل أن

1

(1 ln )
e

v t dt    

  Ǽاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة vاحʶب 
ʧʽمرت.  

     بكالوريا         
غʽر معدوم و مn  ʧ. بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 1

مx ʧاجل ؗل عدد حقʽقي  0;1:  

         
2

1 1 1x

n n x n n
  


  

احʶب  -.أ2
1

0

1
dx

x n  

nمʧ أجل ؗل اسʱʻʱج انه -ب � :  

          
2

1 1 1
ln

2 1

n

n n n n
     

  

  بـ: �الʺʱʱالʽة الʺعرفة على U.نʶʺي 3

 
1

1 1 1 1
( ) ln 1 ... ln

2 3

k n

k

U n n n
k n





        

  .ب))2اسʱعʺال الʶؤال (ʧȞʺǽ  مʻʱاقʸة Uبʧʽ أن الʺʱʱالʽة 
الʺعرفة بـ:  V. نعʰʱر الʺʱʱالʽة 4

1

1 1 1 1
( ) ln( 1) 1 ... ln( 1)

2 3

k n

k

V n n n
k n





        
  مʱزایدة. Vبʧʽ أن 

.عʧʽ قʽʺة تʱقارȃان نʨʴ نفس الʻهاǽة  Vو  U. بʧʽ أن 5
  .للعدد  210مقرȃة إلى

u عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧة معرفة مʽالʱʱ2مn  

بـ
1

1 1 1
1 ...

2

n

nu dx
n x

       

.أنʷئ في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس الʺʻʴʻي الʺʺʲل 1
1للدالة

:x
x

 على 0;   

على الʺʳالات -.أ2 1;2 ، 2;3 و 3;4  ئ علىʷأن

1الʱي ارتفاعاتها 3Rو 1R ،2Rالʱرتʽب الʺʽʢʱʶلات 

2
، 1

3
 

،1

4
   الʱي ارتفاعاتها R'3و R ،2'R'1و الʺʽʢʱʶلات 
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1، 1

2
 ،1

3
.  

اسʱʻʱج أن  -
4

1

1 1 1 1 1
1

2 3 4 2 3

dx

x
       

ʽʰ2nعي حʽثعدد n ʡ -ب  قةǼاʶقة الȄرʢفس الʻر بʰʱنع
الʺʳالات  1;2 ، 2;3 ،....، 1;n n  و

1R ،2R .....،1nRالʺʽʢʱʶلات    ي ارتفاعاتهاʱال  
1

2
 ،1

3
 ، ،....1

n
R ،2'R ،...،1'nR'1و الʺʽʢʱʶلات    

1 ،1 الʱي ارتفاعاتها

2
 ،،.....1

1n 
  

  تʴقȘ أن :  -

   
4

1

1 1 1 1 1
... 1 ...

2 3 2 1

dx

n x n
       

  

  ؗʺʶاحة ؗل حد مʧ الʺʰʱایʻة. حدّد ماذا ʲʺǽل-
2nعدد ʽʰʡعي .اسʱʻʱج انه مʧ أجل ؗل3 ،0 1nu   
عدد  ʧ أجل ؗلبرهʧ انه م -.أ4

ʽʰʡ2nعي ،
11 1 1

1

n

n

dx
n x n



 
   

  مʻʱاقʸة. uلʺʱʱالʽةاسʱʻʱج أن ا -ب
  إلى نهایʱها. Cمʱقارȃة.نرمز بـ uةبʧʽ أن الʺʱʱالʽ -جـ
5.v أجل ؗل ʧة الʺعرفة مʽالʱʱʺعي هي الʽʰʡ 2عددn  :بـ

1
n nv u

n
    

 v و ʧʽʱu أن الʺʱʱالʽ - .أ4عʺال الʶؤال بǼ ʧʽاسʱ -أ
  ن.مʳʱاورتا

2nعدد ʽʰʡعي ʧ أجل ؗلاسʱʻʱج أن م -ب ،    
          1

0 nu C
n

    
)ʶǽʺى ثابت أولر Cمعلʨمة : العدد الʴقʽقي  )EULER.  

  ئل اــسم

   بكالوريا       
  :  Aالʱزء  
  ؗʺا یلي:   �الʺعرفʱان على  gو f الدالʧʽʱنعʰʱر  

         2
( ) xf x e  22و( ) xg x x e  

fC   وgC  ʧʽʱان للدالʽانʽʰلان الʽʲʺʱهʺا الf وg   ʦفي معل
)مʳʱانس مʱعامد و ; , )O i j

 
   

  

  
  
  
  
  
1ʧʽʽʻʴʻʺل الȞʷز في الʽم.fC   وgC (رȄرʰʱمع ال)  
2 ʧʽʱة الدالʽادرس شفع.f و g.  
 ʱʧʽیʻهاال.احʶب  gو  fالدالʧʽʱ  اتʳاه تغʽر .ادرس3

  .عʻد
  .gCو fCالʽʰʶʻة لـ  ةالʨضعʽ .ادرس4

  ؗʺا یلي:  �الʺعرفة على Gنعʰʱر الدالة  : Bالʱزء

          22

0

( )
x

tG x t e dt   

  ؟ g ةǼالʰʶʻة إلى الدال G.ماذا ʲʺǽل 1
0x. مʧ اجل 2 را لـʽʶأعط تف ،( )G x.  
  .�على  G.ادرس تغʽرات الدالة 3

2بـ �على  Fنعرف الدالة 

0

( )
x

tF x e dt   

، x. بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 4
21

( ) ( )
2

xG x F x xe     

و الدالة  ǼGالʺقارنة بʧʽ مʱʷقʱي الدالʧȞʺǽ ʧʽʱ الʰدء 
2

: ( ) xx F x xe  
و أن هذه  عʻد تقʰل نهاǽة مʱʻهʽة Fنقʰل أن الدالة 

و  fCالʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي  Aالʻهاǽة هي مʶاحة الʽʴز 
 ʧȄرʨʴʺال( ; )O i


)و   ; )O j


  مقدرة بʨحدة الʺʶاحات. 

  ʢǽلب تعʻʽʽها. تقʰل نهاǽة عʻد Gبʧʽ أن الدالة  -. أ5

ʶ2ر Ǽاسʱعʺال الʺʶاحة العددف -ب
1

2

0

(1 ) tN t e dt    

 Pتʺʲل الʺʶاحة  عʻد Gن نهاǽة الدالة نقʰل أ -جـ
   gCالʺʴدد Ǽالʺʻʴʻي Dرة بʨحدة الʺʶاحات) للʽʴز د(مق

)و الʺʨʴر ; )O i


.  

2برّر بʽانʽا أن 
1

2

0

(1 )
2

tt e dt 
.  

  

2-1-2 0 1

1

x

y
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   بكالوريا         
  :Aالʱزء

'نعʰʱر الʺعادلة الʱفاضلʽة: xy y e  ...( )E  
)على بـ �الʺعرفة  u.بʧʽ أن الدالة 1 ) xu x xe  حل

)للʺعادلة  )E  
'.حل الʺعادلة الʱفاضلʽة2 0y y  ... 0( )E  
3ʽأن الدالة .ب ʧv  قاق علىʱن  �الʺعرفة و القابلة للاشʨؔت

)حلا للʺعادلة )E  إذا وفقط إذا ؗانتv u  حلا للʺعادلة
0( )E.  
). اسʱʻʱج جʺʽع حلʨل الʺعادلة4 )E  
)حل الʺعادلة 2f.عʧʽ الدالة5 )E  ةʺʽي تأخذ القʱ2ال  ʧم

  .0أجل 
  :Bالʱزء 

k ى، نرمز بـʢقي معʽعدد حقkf ا  �الدالة الʺعرفة علىʺؗ
)یلي:     ) ( ) x

kf x x k e   
 معلʦ مʱعامد و مʳʱانسفي تʺʽʲلها الʽʰاني  إلى  kCنرمز بـ

( ; , )O i j
 

.  
  .و عʻد  عʻد kf. عʧʽ نهاǽات 1
  . xمʧ أجل ؗل عدد حقʽقي  kf'.احʶب2
  kf.شȞل جدول تغʽرات الدالة3

  :Cالʱزء 

)نعʰʱر مʱʱالʽة الʱؔاملات  )nI الʺعرفة بـ
0

0

2

xI e dx



  

1nومʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  ،
0

2

n x
nI x e dx



   

  .0Iاحʶب القʽʺة الʺʹʡʨʰة لـ -.أ1
اسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة یʧʰ أن Ǽ -ب

1 2
1 ( 2) ( 1)n

n nI e n I
      

  .2Iو  1Iسʱʻʱج القʦʽ الʺʹʡʨʰة لـا -جـ
الʺعرفة في  kfهʨ لدالة  kC. الʽʲʺʱل الʽʰاني الʺʨالي2

   . Bالʳزء
  
  
  
  

 kاسʱعʺال الʺعلʨمات الʺʨʱفرة في الȞʷل ،عʧʽ قʽʺة Ǽ -أ
  .kCالʺرفقة Ǽالʺʻʴʻي

مʶاحة الʳزء الʺʹلل(مقدرة بʨحدة  Sلʧؔʱ  -ب
 ʧر عʰاحات).عʶʺالS  0بدلالةI 1وI  ةʺʽج القʱʻʱاس ʦث
  .Sالʺʹʡʨʰة للʺʶاحة 

  بكالوريا         
ʨʴقارب نʱة تʽالʱʱألة بدراسة مʶʺفي هذه ال ʦʱ2نهe  

1nنعرف مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  

الʱؔامل
2

0

1
(2 )

!
n x

nI x e dx
n

   

  .1I.احʶب1
1nحʽث  n .   بʧʽ انه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي2 :   

      22
0 ( 1)

!nI e
n

  .  
مʧ أجل ؗل عدد  Ǽاسʱعʺال الʺȞاملة Ǽالʳʱزئة یʧʰ أنه .3

ʽʰʡ1nعي :
1

1

2

( 1)!

n

nI I
n



  


  

ʱراجع أنه مʧ أجل ؗل عدد . برهǼ ʧال4

ʽʰʡ1nعي :
2

2 2 2 2
1 ...

1! 2! !

n

ne I
n

       

1nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي . نʹع ،5 :2

!

n

nu
n

  

1nاحʶب  -أ

n

u

u
  أنه و Șقʴأجلت ʧؗل عدد  م

ʽʰʡ3nعي :  1

1

2n nu u   
ل عدد ؗ اسʱʻʱج أنه مʧ أجل-ب

ʽʰʡ3nعي :
3

3

1
0

2

n

nu u


    
 

  

)ثʦ نهاǽة الʺʱʱالʽة u. اسʱʻʱج نهاǽة الʺʱʱالʽة 6 )nI.  

 . بʧʽ أن :7
2

2 2 2 2
lim 1 ...

1! 2! !

n

n
e

n

 
     

 
  

  يابكالور         
k )0k.مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي 1 ر الدالةʰʱنع ،(kf 

1بـ �الʺعرفة على
( )

1

x

k x

ke
f x x

ke


 


                               

k )0kأجل ؗل عدد حقʽقي  بʧʽ أن مʧ-أ  الدالة ،(kf 
)2هي حل للʺعادلة الʱفاضلʽة ) : 2 ' ( ) 1E y y x    

2-1-2

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

113

114

115



 197

  kfج اتʳاه تغʽر الدالةاسʱʻʱ-ب
في معلʦ مʱعامد و  kfإلى الʽʲʺʱل الʽʰاني للدالة kC.نرمز بـ2

)مʳʱانس ; , )O i j
 

.  
  اللذیd  ʧ'و  dالȞʷل الʺʨالي رسʺʻا الʺʱʶقʧʽʺʽ  يف

1yمعادلʱاهʺا على الʱرتʽب x  1وy x   ʥو ؗذل  
  . kمرفقة لقʦʽ خاصة لـ  kCعدة مʽʻʴʻات 

 k، ثʦ العدد Oالذʷǽ ȑʺل  CالʺرفȘ للʺʻʴʻي kعʧʽ العدد 
  .A(1;1)الذʷǽ ȑʺل الʻقʢة C'الʺرفȘ للʺʻʴʻي

  
  
  
  
  
  
  
   : ʧʽx أنه مʧ اجل ؗل عدد حقʽقي ب -.أ3

        2
( ) 1

1k x
f x x

ke
  


 ).....1                      (     

2وَ      
( ) 1

1

x

k x

ke
f x x

ke
  


)....2(  

0kمʧ أجل ؗل -ب  : جʱʻʱاس ،  
  .d'و  Ǽdالʰʶʻة إلى الʺʱʶقkC  ʧʽʺʽوضعʽة الʺʻʴʻي -
- ʴʻʺة للȃات الʺقارʺʽقʱʶʺي الʻkC.  
1k. حالة خاصة:4                                                                                                      
  .دالة فردǽة 1fبʧʽ أن  -أ
  :   بـ �الʺعرفة علىFلʧؔʱ الدالة -ب

          1

0

( ) ( )
x

F x f t dt   

)فʶر هʻدسʽا العدد - )F x ʧʽʱالʴ0في الx  0وx  .
- ʽإذن شفع ʧʽعʰر الʽʶفʱعʺلا الʱʶاني.ة الدالة مʽ  
  .�على  Fدول تغʽرات الدالةجشȞل  -جـ
)احʶب  -د )F x ب لـʶل الأنȞʷعʺلا الʱʶم( )f x.  

  بكالوريا        
الʺعرفة على  nfنعʰʱر الدوال 0;1 بـ :  

        0 2

1
( )

1
f x

x x


 
  

1nو مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي      :  

         
2

( )
1

n

n

x
f x

x x


 
  

نʹع 
1

0

( )n nI f x dx   

  :Aالʱزء 
  0f.ادرس تغʽرات الدالة1

في معلʦ مʱعامد و  0fأنʷئ الʺʻʴʻي الʺʺʲل للدالة
)مʳʱانس ; , )O i j

 
مʴدّدا الʺʺاسات عʻد  6cmالʨحدة.

  على الʱرتʽب. 1و  0الʻقʧʽʱʢ اللʧʽʱ فاصلʱاهʺا 
 مʧ الʺʳال x .مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي2 0;1 ، نʹع  

     0( ) '( )f x f x   
مʱزایدة على  fو بʧʽ أن  fاحʶب الدالة الʺʱʷقة للدالة

الʺʳال 0;1.  
مx   ʧاسʱʻʱج أنه مʧ اجل ؗل 0;1:1

( ) 1
3

f x   
  .nIفي هذا الʳزء لا نرȄد حʶاب :Bالʱزء

0.احʶب1 1 2I I I     0و 12I I  
و مʧ أجل ؗل عدد  n. ادرس ، مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 2

حقʽقي  0;1x 1، إشارة( ) ( )n nf x f x    
اسʱʻʱج أن الʺʱʱالʽة nI .ةʸاقʻʱم  

3ʧعي  . برهʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧأنه مn  أجل ؗل عدد ʧو م
حقʽقي  0;1x،0 ( ) n

nf x x   
1 اسʱʻʱج أن:

0
1nI

n
 


.  

عʧʽ نهاǽة الʺʱʱالʽة nI.  
ʺȞاملة Ǽالʳʱزئة ، برهʧ أنه مʧ أجل ؗل Ǽاسʱعʺال ال -.أ4

، nعدد ʽʰʡعي 
1

1

0

1 1
( )

3( 1) 1
n

nI f x x dx
n n

 
    

)f  زʳهي الدالة الʺعرفة في الA.2 (  
، بʧʽ أنه  A.2 في الʶؤال عʢىالʺǼاسʱعʺال الʸʴر  -ب

  ، nمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي 

    
1

1

0

1 1
( )

3( 2) 2
nf x x dx

n n
 

   

 ʧʽأن : ب
1 1 1 1

3( 1) 3( 1)( 2) 3( 1) ( 1)( 2)nI
n n n n n n

   
     

  
ʨȞǽن هذا الʸʴر ǽقʱرب ǼالزȄادة  0nعدد ابʱداءً مʧ أȑ -جـ
  ؟ nIمʧ 0,01إلى
مʧ أجل  nIلـ ǼالزȄادة 0,01ذن القʽʺة الʺقرȃة إلى إعʧʽ  -د
0n n.  

116

2-1-2

2

-1

0 1

1

x

y



 198

      ددختيار من متعـدختيار من متعـداا
اخʱر الʨʳاب الʽʴʸح مʧ بʧʽ الأجȃʨة الʺقʱرحة مع        
  الʰʱرȄر.

2بـ �الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة 

0

( )
x

tf x e dt  

  :بـمعرفة  f"الدالةfهي الدالة الʺʱʷقة الʲانʽة للدالةf"و

2أ) 

0

"( ) 2
x

tf x te dt    

2 ب)

0

"( ) 2
x

xf x xe dx   

2 ج)

"( ) 2 xf x xe   
2د) 

"( ) xf x e  
         ʧʺʹʱؤال یʶها على الأقل  5الʻة ، واحد مȃʨأج

  صʽʴح، الʺʢلʨب تعʧʽʽ الأجȃʨة الʴʽʴʸة مع الʰʱرȄر
الʺعرفة على Fلʧؔʱ الدالة 0; :بـ  

         
3

0

( )
1

x dt
F x

t



  

  الʱؔامل لا نرȄد حʶاب قʽʺة هذا
مʱزایدة على الʺʳال Fأ)  0;.  
قابلة للاشʱقاق على الʺʳال F ب) 0;.  

جـ) مʧ اجل ؗل 0;x :( )F x x   

د) مʧ اجل ؗل 0;x :
3

( )
1

x
F x

x



  

2 هـ)
(2)

3
F   

        ʧʺʹʱؤال یʶها على الأقل  4الʻة ، واحد مȃʨأج
  صʽʴح،  الʺʢلʨب تعʧʽʽ الأجȃʨة الʴʽʴʸة مع الʰʱرȄر

نعʰʱر مʱʱالʽة لʱؔاملا الʱالʽة
1

0 1

nx

n x

e
I dx

e


 ثʽحn�   

1( 1

0 0
ln(1 )xI e     

2( 1

1

2

e
I

   
 

  

n) مʧ أجل ؗل3 �:1

1
( 1)n

n nI I e
n     

) الʺʱʱالʽة4 nI .ةʸاقʻʱم  

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟
  ʡئة اذؗر إن ؗانت الʻهاǽات الʱالʽة صʴʽʴة أو خا  

ʥǼاʨر جȄرʰمع ت  
 f وg اʳʺرتان على الʺʱʶان مʱلدال ;a b   

)أ) إذا ؗان ) ( )
b b

a a

f t dt g t dt  فإنf gعلى ;a b  

)ب) إذا ؗان ) ( )
b b

a a

f t dt g t dt فإنf gعلى ;a b  

 جـ)
2 2 2

4
1

ln( 1)
0

1

xx e x
dx

x




  

  الʨʵاص الʱالʽة صʴʽʴة أم خاʡئة(برّر) هل       
 ʧؔʱلf  2بـ �الدالة الʺعرفة على( ) ( 1) xf x x e   

'2لʺعادلة الʱفاضلʽةهي حل ل fأ) الدالة  2 xy y e   
1ب) الʺعادلة

( )
16

f x   .ʧʽط حلʰʹالǼ لʰتق  

،نʹعجـ) مʧ أجل ؗل عدد حقʽقي
1

( ) ( )I f t dt





   

2مʧ أجل ؗل
2

1 2 1
( )

4 4
I e

e
 

    

limد)  ( )
x

I 


    
ؗل خاصʽة مʧ الʨʵاص الʱالʽة اذؗر إن ؗانت         

.ʥʱئة معللا إجابʡة أم خاʴʽʴص  
الʺعرفة على fلʧؔʱ الدالة  0;بـ

2

ln( 1)
( )

x
f x

x


  

0xأ) مʧ أجل   ،1 1 1

( 1) 1x x x x
 

 
  

1لة أصلʽة للدالةب) دا
:

( 1)
g

x x 
 على 0;  هي

): الʺعرفة بـ Gالدالة  ) ln
1

x
G x

x



  

جـ) الʱؔامل
1

( )f x dx


 : ȑاوʶǽ  

           ln(1 )
2 ln 2 ln

1

 
 


 


    

د) 
0

lim ( ) 2ln 2 1I





   

1هـ)  1
ln(1 ) ln 1 ln ln 1  

 
                 

  

limنʱʻʱʶج أن   ( )
x

I 


  
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة
  

 ʽȄʨʱʶتعامد م ، ʧʽʺʽقʱʶات تعامد مʰلʺي لإثʶداء الʳف الʽʣʨت ʧ ȑʨʱʶو م ʦʽقʱʶو تعامد م 

 . ȑʨʱʶʺة لʽارتȞǽمعادلة د ʧʽʽعʱلʺي لʶداء الʳف الʽʣʨت 

 . ȑʨʱʶة و مʢنق ʧʽافة بʶʺاب الʶʴلʺي لʶداء الʳف الʽʣʨت 

 تʽʣʨف الʳداء الʶلʺي لʱعʧʽʽ مʨʺʳعات الʻقط . 

 

ة    ( عʺل قʨة )إن مفهʨم الʳداء الʶلʺي  ʤǽهر بʨضʨح في علʦ الʴرؗ
 ǽ Wعʢى عʻدئذ العʺل الʺʳʻز dتʴرك جʶʺا وفȘ مʶار خʢي  fو تفʽʶر ذلʥ أنه إذا ؗانت القʨة 

|         Ǽالدسʨʱر |.| | .cosw f d x       
|حʽث |f، ةʨهي شدة الق| |d قالʱافة الانʶم ʨوهx  ʧʽرة بʨʸʴʺة الȄس الزاوʽق ʨة هʨاهي القʳات
  نʱقال .والا

  
  

  زȄاء نذؗر مʻها على سʽʰل الʺʲال لا الʸʴر :ʽو للʳداء الʶلʺي تʽʰʢقات في مʳالات ʽʲؗرة في الف 
  ʦʶʳة ل   الʢاقة و عزم الʴرؗ
  ائلʨʶة ال   حرؗ
 ة الؔهʽʶʽʡاʻرو مغ  
  معادلة ماكس والMaxwell  ȑزʽلʳ1879 – 1831( إن (  
  زʱرونʨة لʨقLorentz  ȑدʻلʨ1928 – 1853( ه (  
 .... اسيʽفس القʻال ʦعل  
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     نشاط أول       
  

                     ABC  ) لث وʲمd  لʺʷǽ ʦʽقʱʶم (A  ،B'  ةʢقʻلل ȑدʨʺقط العʶʺالB ) على d  ، (C'    
  الʺʶقط العʺʨدAC  ، (C''  ȑعلى (  'Bالʺʶقط العʺʨدȑ للʻقʢة  ''B) ،  dعلى (  Cالʺʶقط العʺʨدȑ للʻقʢة     
   .) ''C' C) و (  ''B' Bنقʢة تقاʡع الʺʱʶقAB  . (I  ) ʧʽʺʽعلى (  'Cللʻقʢة     

.) بʧʽ أن  1 . ' '. 'AB AI AB AC AB AC 
   

.و          . ' '. 'AC AI AC AB AC AB 
   

  
  .) مʱعامدان BC) و (  ʱʶAIقʧʽʺʽ ( ) اسʱʻʱج أن الʺ2

  
                                       

       ثاننشاط      
  

                                ,  v u
 

  شعاعان من المستوي   

4)   بين أن 1 .u v u v u v   
     

و         2u v u v u v    
    

  

2 ( ʽأن  ب ʧ    2 2

u v u v u v    
    

  

  مʱعامدیʧ إذا ؗانت أضلاعه مʱقاʶǽة . ناسʱʻʱج أن قʢرȑ مʨʱازȑ أضلاع ʨȞǽنا ) 3
  

                                       

       الثثنشاط      
  

                                ABC  ، مثلث كيفيA'  ،B'  وC'  المساقط العمودي للنقطA  ،B  وC ى ( علBC  ، (  
     ) AC  ) و (AB على التراتيب (  . H  ) نقطة تقاطعBB'  ) و (CC' . (  
.) أحسب :  1      و      .CH AB BH AC

  
  

AH.) أحسب :  2      BC


  
  ) ماذا تʱʻʱʶج ؟3    

  
                                       

                     ) هي الدائرة الʱي معادلʱها  O , I , J  ) ، (Cفي معلʦ مʱعامد و مʳʱانس (       رابعنشاط      
                                 2 2 2 4 1 0x y x y      .T  ةʢاإنقʽ3  ;4ها ( حداث (  

  1 ʧʽع (H  ز الدائرة و   . Tنʸف قʢرها . أرسʦ هذه الدائرة و علʦّ الʻقʢة  Rمرؗ
  2 ʧم ʦنرس (T  ) للدائرة ʧʽالʺʺاسC  ʧʽʱʢقʻفي ال (A  وB  أن ʧʽب .A  وB  انʽʺʱʻإت ) لى دائرةC' (  

  ] . HTقʢرها [       
  . Bو  A اتحداثʽإ) ، عC'  ʧʽ) أكʱب معادلة للدائرة ( 3  
  4. ʧʽالʺʺاس ʧب معادلة لؔل مʱأك (  
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   خامسنشاط     
  

                    A   ،B  نقطتان متمايزتان من المستوي حيثAB = 2   .E ط مجموعة النقM  من المستوي  

.حيث        3
MA

MB
   

2) إذا وفقط إذا   Eنقʢة مʧ (  M) بʧʽ أن 1     29 0MA MB   
    2 ʧȞʽل (G  ) } مرجحA , 1  (,  )B , 3  و { (K  ) } لةʺʳمرجح الA , -1  (, ) B , -3 (  

  ) Eنقʱʢان مK  ) ʧو  Gبʧʽ أن  -        
    3 ʧر عʰ2) ع 29MA MB   و  بدلالة  MGMK

 
  ) Eثʦ اسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʴل الهʻدسي (   

  سادسنʵاط     
في معلʦ مʱعامد و مʳʱانس                    , ,O i j

 
 ʻة نعرف الʢ2  ,5 (ق -( A  ) ʦʽقʱʶʺو الd (  

3ذا الʺعادلة     1y x   .  
  1 ʧؔʱل (H  ةʢقʻلل ȑدʨʺقط العʶʺالA  ) علىd  ʧʽي إ) . عʽحداثH افة ، واʶʺب الʶحAH .  
  2  (a ةǽر الدالة العددʰʱنع (f  ثʽ2ح( ) 10 28 20f x k k    

  و اسʱʻʱج القʦʽ الʴدǽة لها . fلةأدرس اتʳاه تغʽر الدا -        
   b  (M  ) ʧة مʢنقd  بʶ2) . أحAM  بدلالةx   

  ) . dعA  ) ʧاسʱʻʱج Ǽعد الʻقʢة  -        
  

  ساǺعنʵاط     
ز الʺرȃع  OADBCFGE  ،Iنعʰʱر الʺȞعب                   Kو  L،  4الذʨʡ ȑل ضلعه  DBEGمرؗ
5ن ؗʺا یلي الʻقʱʢان الʺعرفʱا

8
CL CE
 

5و  

8
AK AF
 

   

نعʰʱر الʺعلʦ الʺʱعامد و الʺʳʱانس  , , ,O i j k
  

1مʧ الفʹاء   1
  ,   

4 4
k OC j OA 
   

   

  Lو  A  ،C  ،E  ،I  ،K إحداثʽات الʻقط) أوجد 1
�KوȄة القʽس الز  0,1لى إة عط قʽʺة مقرȃأ قائʦ و  KIL) بʧʽ أن الʺʲلث 2 LI  
2 (في مʲلث مالؒاشي ) Ǽاسʱعʺال علاقة ا3 2 2 2 .cosa b c bc    ،(  

�Kلقʽس الزاوȄة  0,1لى إعʧʽ قʽʺة مقرȃة      C I  
ز  S) أ) أكʱب معادلة لʢʶح الؔرة 4  Oل و الʱي تw( 2 ; 2 ; 2 ) ʺʷذات الʺرؗ

  تʺس أوجه الʺȞعب مʧ الداخل . Sب) تʴقȘ أن 
 z = 0مع الʺȑʨʱʶ الذȑ معادلʱه  ʧS تقاʡع ّ̔ ج) ع

A B



C

ab

c
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  اءالʷي في الفʸلʴداء الʱ 

 تعرȂف : .1
        u


vو 


  ثلاث نقط Cو   A  ،Bشعاعان مʧ الفʹاء .  

,   ʽث ح                         v AC u AB 
   

  
         ) ʨʱʶجد على الأقل مʨیP  قطʻل الʺʷǽ (A  ،B   وC ثʽʴǼ  
        ʧʽعاعʷلʺي للʶداء الʳالu


 ،v


   ʧʽعاعʷلʺي للʶداء الʳال ʨه  

          AB


 ، AC


  ) ȑʨʱʶʺفي الP (  
  

: في الʺȑʨʱʶ لدیʻا :  ملاحʢة 2 2 21
.

2
u v u v u v   
     

  

uو هي عʰارة مʱʶقلة عʧ تʺʽʲل         


vو 


  ) ȃPالʱالي مʱʶقلة عʧ الʺȑʨʱʶ ( و   
  
   ʦاصخ  ʥعلى الأشعة م Ȗʮʠت ȏʦʯʴʸي في الʸلʴداء الʱاص الʦاء: ؕل خʷفي الف ȏʦʯʴʸنفس ال  

    
u نʯائج :


 ، v


  عدد حقʽقي k لى نفس الʺȑʨʱʶ ،إشعاعان مʧ الفʹاء یʽʺʱʻان    

21لدیʻا : 
.

2
u u u
  

     ،. .u v v u
   

      ،( ). .( ) ( . )k u v u kv k u v 
     

    ،2 2 2

2 .u v u u v v   
     

  

  
v    و w :  خاصʻة ، u

  
). لدينا أشعة من الفضاء   ) . .u v w u v u w  

      
  

  
  Ȃعاعان:    فتعرʷن الʨȞǽ u


vو 


.ؗانمʱعامدیʧ إذا و فقط إذا   0u v 

 
  

  
0:  ملاحʢة


  .عʺʨدȑ على ؗل شعاع مʧ الفʹاء 

  
ʲʯارة الʮلة : العʻل  

     ʧȞʽانس لʳʱعامد و مʱفي أساس م( ', ', و  ('  ( , , )v x y z u x y z
 

   
.لدیʻا :      . ' . ' . 'u v x x y y z z  

 
  

  
): لʧؔʱ الʻقʧʽʱʢ نʱʻʯة  , , و  (  ( , , )B B B A A AB x y z A x y z الفʹاء ʧانس مʳʱعامد و مʱم ʦفي معل  
2لدیʻا         2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z       

  

A B

C
( )P

v


u

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  : 1 تʸرʥȂ مʲلʦل   

  . ABCDEFGHنعʮʯر الȜʸعب 
  ) ʤʻقʯʴʸأن ال ʥʻبAG  ) ȏʦʯʴʸعلى ال ȏدʦʸع (CFH (.  
  

  يكفي ما على مستو ثبات أن مستقيما عموديلإ   ʟرȂقة:   

  أن نثبت أن هذا المستقيم عمودي على مستقيمين متقاطعين     
  من المستوي      

  :الʲل   
  ) ȑʨʱʶʺفي الCFH  ) انʺʽقʱʶʺال (FH  ) و  (FC عان فʡقاʱي ) مF. 

.AGلدیʻا  :   ( ).FH = AE . .FH AE EG FH EG FH  
       

 .  
. مʻه مرȃع فإن قʢرȄه مʱعامدان و  ǼEFGHʺا أن   0EG FH 

 
 .  

 ) ʦʽقʱʶʺا أن الʺǼ وAE  ) ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع (FGH  فإن (. 0AE FH 
 

.وȃالʱالي    ،  0AG FH 
   

 :  ʥا ؗذلʻلدیAG. ( ).FC = AB . .FC AB BG FC BG FC  
       

 .  
.مرȃع فإن قʢرȄه مʱعامدان و Ǽالʱالي  BCGFو Ǽʺا أن  0BG FC 

 
 .  

 ) ʦʽقʱʶʺا أن الʺǼ وAB  ) ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع (BCF  ، (  إذن. 0AB FC 
 

.وȃالʱالي  ،  0AG FC 
 

  
  ) ʦʽقʱʶʺالAG  ȑدʨʺع ( ) ʧʽعʡقاʱʺال ʧʽʺʽقʱʶʺعلى الHF  ) و  (FC  ) ȑʨʱʶʺال ʧم (CFH (  ، ) أن ȑأAG  (

  ) . CFHعʺʨدȑ على ( 
  

  :2تʸرʥȂ مʲلʦل
;D(2في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس مʥ الفʷاء لدیʹا الʹقط  -1; 0)  ,  C(-2; 0; 1)  ,  B(3; 1; -2)  ,  A(-1; -2; 0)  

  ) مʯعامدان ؟ CD) و (  AB) هل الʯʴʸقʸʻان ( 1
  ) مʯعامدان ؟ AC(  ) و AB) هل الʯʴʸقʸʻان ( 2

 :   لدیʻا  الʲل
1 4 4

2 CD   و   1   ،  AB 3

1 1 2

AC

     
          
           

    

1 (. 16 3 2 15 0AB CD     
 

      
  ) لʶʽا مʱعامدیCD ʧ) و (  ABو Ǽالʱالي (                              

2 (. 4 6 2 0AB AC     
 

  
  مʱعامدان)  AC) و (  ABو Ǽالʱالي (                                 

  

G



 198

  

 عامد :اʯل 

   تعرȂف :
   سقاȋ العʺʨدȑ على مʱʶقʦʽالإ                             سقاȋ العʺʨدȑ في الفʹاء   الإ         

        ) ʧȞʽلP  ، ʨʱʶم (M  . الفʹاء ʧة مʢنق                )D  ، ʦʽقʱʶم (M . الفʹاء ʧة مʢنق  
  ǽقʢع M) و الذʷǽ ȑʺل  ǽDقʢع      الʺȑʨʱʶ العʺʨدȑ على (  Mو الذʷǽ ȑʺل )  P( الʺʱʶقʦʽ العʺʨدȑ على        

        )P  دةʽة وحʢفي نق  (M'  )                             .D  دةʽة وحʢفي نق (M' .  
       M' ʨة  هʢقʻلل ȑدʨʺقط العʶʺالM  على( P )            M'  لـ ȑدʨʺقط العʶʺال ʨهM  ) علىD (  

  
  
  
  
  
  
  

  : نʯائج
          A  ،B  ) ȑʨʱʶʺال ʧان مʱʢنقP  و (C  يʺʱʻة لا تʢإنق ) لىP  (  

.لدیʻا :              . 'AB AC AB AC
   

  
  ) Pعلى (   Cالʺʶقط العʺʨدȑ لـ  'Cحʽث                

          
            و  u 0v CD AB  

    
  

.  لدیʻا             . ' 'AB CD AB C D
   

  
  Dو  Cالʺʶقʢان العʺʨدǽان للʻقD'  ʧʽʱʢو  'Cحʽث                
                ) ʦʽقʱʶʺب على الʽرتʱعلى الAB (  

  aالذȑ ضلعه  ABCDEFGHعʰʱر الʺȞعب ن : مʰال

                             . .AB EG AB EF
   

  
                       2.AB AB a 

 
  

  
  
  
  
  

M

'M

( )D

M

'M ( )D

B
A

C

'C

D

'D

H

A

B
D

C

F

E

G

a

C

'C
B

A
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   : 3 تʸرʥȂ مʲلʦل   

  مʯعامد و مʱʯانس  لى معلʤإالفʷاء مʹʦʴب              
زها  Sنعʮʯر ( ) 1      ) S. أكʯب معادلة دȜǻارتʻة لـ( 2و نʶف قʠرها  W )2  ,1  ,0 () سʠح الؒرة الʯي مرؕ
  A ( 1 , 0 , -2 ) ، B( 0 , - 1 , 2 )] حʻث  ABؒرة الʯي قʠرها [ ) سʠح ال 'S) نعʮʯر ( 2  

  ) . 'Sنقʠة مC( a , 1 , 0 )  ) ʥحʯى تʦؒن الʹقʠة  aعʥʻ قʯʸʻي العدد الʲقʻقي      
   :الʲل      
2WM) أي أن  Sنقطة من (  M( x , y , z )) لتكن 1   

        )S  : (2 2 2( 2) ( 1) 2x y z      

2أو      2 2 4 2 3 0x y z x y        ) ة لـʽارتȞǽمعادلة دS (  

.    أي أن      )  S'نقطة من (  M( x , y , z )لتكن  )2 0MA MB 
 

  

MAالʷعاعان 


  ،MB


يكتبان  

1

2

x

MA y

z

 
  
   


1و    

2

x

MB y

z

 
   
  


  

M  ) ʧة مʢنق'S   يʻعǽ (( 1) ( 1) ( 2)( 2) 0x x y y z z        

2أو  2 2 4 0x y z x y        ) ة لـʽارتȞǽمعادلة د'S (  

  
   : 4 تʸرʥȂ مʲلʦل   

 . a هالذȏ ضلع ABCDEFGHفي الȜʸعب             

AE.أحʴب الʱداء الʴلʸي      HC
 

.  
  

   :الʲل      
  ) AEHعلى المستوي (  Cالمسقط العمودي للنقطة  Dلتكن        

.  و بالتالي        .AE HC AE HD
   

HD لأن       HC CD 
  

  

                .AE AE 
 

               )AE  ) و (CD ʧعامدیʱم ʧʽȄʨʱʶم ʧم (  

                       2a   

  

H

A

B
D

C

F

E

G

a
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 ʦʯʴʸة لʻارتȜǻعادلة الدʸال  
  .تعرȂف : 1      
      ) ʦʯʴم ʥا مʻʠخ ʥʻʠʮر مرتʻغ ʥʻعلى شعاع ȏدʦʸر معدوم عʻكل شعاع غP (  ) على ȏدʦʸشعاع ع ʦهP (  

nإذا ؗان  : نʱʻʯة   


  ʨʺا ( عʽʺʣا ) على ( شعاعا ناǽدP فإن (n


  ) ȑʨʱʶʺال ʧعلى ؗل شعاع م ȑدʨʺعP . (  
nو Ǽالʱالي ؗل مʱʶقʦʽ مʨجه Ǽالʷعاع              


  ) . Pهʨ مʱʶقʦʽ عʺʨدȑ على (  

       : ʨʱʶز مʽʽʺت  
     u


  نقʢة مʧ الفʹاء A. شعاع غʽر معدوم  

.الʱي تʴقȘ مʧ الفʹاء و  Mمʨʺʳعة الʻقط       0n AM 
 

   ) ȑʨʱʶʺهي الP  لʺʷǽ ȑالذ (A  وn


  شعاع ناʣʺي له  
nو A) الذʷǽ ȑʺل  D: نعʰʱر الʺʱʶقʦʽ (  برهان  


nو A) الذʷǽ ȑʺل  ȑʨʱP ( الʺʶشعاع تʨجʽه له ، و  


  شعاع ناʣʺي    

AM) فإن  Pنقʢة مM  ) ʧله . إذا ؗانت            


   ) ʧشعاع مP  اليʱالȃو (. 0n AM 
 

  
.مʧ الفʹاء حʽث   Mو ǼالعȞس نعʰʱر نقʢة     0n AM 

 
  ʧؔʱل .H  ةʢقʻلل ȑدʨʺقط العʶʺالM  ) ʦʽقʱʶʺعلى الD  (  

.وȃالʱالي       0n AH 
 

.لأن     0n AM 
 

 ʧؔلAH


nو  


0AHمرتʢʰان خʽʢا ، إذن   
 

0nلأن (   
 

  )  و  
  ) Pنقʢة مʧ (  Mأȑ أن       A) هD  ʨعلى (  Mالʺʶقط العʺʨدȑ لـ   ، ǼA = Hالʱالي    
):  ؗل مʨʱʶ، خاصʻة    ; ; )n a b c


0axشعاع ناʣʺي له ǽقʰل معادلة دȞǽارتʽة مʧ الȞʷل    by cz d      

  عدد حقʽقي dحʽث              
0axالʱي تʴقM( x ; y ; z )  Șو ǼالعȞس فإن مʨʺʳعة الʻقط      by cz d     ثʽحa  ،b  وc  رʽقة غʽأعداد حق

)معدومة معا هي مʨʱʶ و ; ; )n a b c


  شعاع ناʣʺي له . 
):  برهان ; , )A A AA x y z  ) ȑʨʱʶʺال ʧة مʢنقP  و (( ; ; )n a b c


  )  Pشعاع ناʣʺي لـ (  

.) إذا و فقط إذا  Pنقʢة مM( x ; y ; z )  ) ʧتʨؔن الʻقʢة          0n AM 
 

     : ȑأ  
                                   ( ) ( ) ( ) 0A A Aa x x b y y c z z       

0A بʨضع و      A Ad ax by cz           دʳ0نax by cz d     
             n


   لʶʽت ؗلها معدومة a  ،b  ،cشعاع ناʣʺي فإن  

0axمʧ الفʹاء حʽث  M( x ; y ; z )) مʨʺʳعة الʻقط  Eو ǼالعȞس : نعʰʱر (  by cz d     
0a لʶʽت ؗلها معدومة ، نأخذ مʲلا Ǽa  ،b  ،cʺا أن     ةʢقʻر الʰʱو نع( ;0;0)

d
A

a
  .A  ) ʧة مʢنقE  (  

)و لدیʻا  ; ; )n a b c


  مʧ الفʹاء لدیʻا M( x ; y ; z )شعاع غʽر معدوم . مʧ أجل ؗل نقʢة   
                             . ( )

d
AM n a x by cz ax by cz d

a
       

 
  

M  ) ʧة مʢنقE  يʻعǽ (. 0AM n 
 

nو  A) هʨ الʺȑʨʱʶ الذʷǽ ȑʺل  Eو Ǽالʱالي (  


  ناʣʺي له . 
 حالات خاصة

   ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة د( ; ; )o i j
 

0zهي        )P  ) و ('P  انȄʨʱʶم (n

،'n


  هʺا على الʱرتʽبلناʽʺʣان  

   ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة د( ; ; )o j k
 

0xهي       )P  ) ȑازʨی ('P  جدʨاه یʻمع (k  ثʽقي حʽحق. 'n k n
 

  
   ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة د( ; ; )o i k

 
0yهي       )P  ) على ȑدʨʺع ('P  اهʻمع (. ' 0n n 

 
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)في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس   : 5 تʸرʥȂ مʲلʦل    ; ; ; )O i j k

  
   A )-2  ;0  ;1 (مʥ الفʷاء ، نعʮʯر الʹقط  

       B( 1 ; 0 ; -3 )   ،C( 1 ; - 1 ; 2 ) . 

 تعʥّ̒ مȂʦʯʴا . C و A  ،Bبʥʻ أن الʹقط  .1

2.  ) ȏʦʯʴʸة للʻارتȜǻب معادلة دʯأكABC . ( 

3.  ) ȏʦʯʴʸة للʻارتȜǻب معادلة دʯأكP  لʸʵǻ ȏالذ (A  وBC


  شعاع ناʸʡي له . 
   :الʲل   

1 (
3

0

4

AB

 
 
 
  


و   

3

1

1

AC

 
  
 
 


أن   ظنلاح   

AB AC
x x    ʧؔو ل

AB AC
y y   

ABالʷعاعان و Ǽالʱالي 


  ،AC


  تعʧʽ مȄʨʱʶا A  ،B  ،Cغʽر مرتʧʽʢʰ خʽʢا أȑ أن الʻقط  
2 ) ȑʨʱʶʺي للʺʣشعاع نا ʧث عʴʰن (ABC  ʧȞʽل . (n


  ʧʽعاعʷعلى ال ȑدʨʺعاع عʷهذا الAB


  ،AC


   

.و Ǽالʱالي     0n AB 
 

  ،. 0n AC 
 

ʰات الʷعاع  n . مرؗ


3هي حل للʳʺلة :    4 0

3 0

a c

a b c

 
   

  

أb    ȑ 15 =و    c 3 =فʨȞʽن   a 4 =نأخذ     
4

14

3

n

 
 
 
 
 


  

.) إذا و فقط إذا  ABCنقʢة مʧ (  M( x ; y ; z )) تʨؔن 3 0AM n 
 

  
   ȑ4أ( 2) 15 3( 1) 0x y z          4أو 15 3 5 0x y z     ) ة لـʽارتȞǽوهي معادلة دP (  

)في معلʤ مʯعامد و مʱʯانس     : 6 تʸرʥȂ مʲلʦل   ; ; ; )O i j k
  

   A )1  ;0  ;0 (مʥ الفʷاء ، نعʮʯر الʹقط  
       B( 0 ; 1 ; 0 )   ،C( 0 ; 0 ; 1 ) . 

 A  ،B  ،C) أكʯب معادلة دȜǻارتʻة للȏʦʯʴʸ الذʸʵǻ ȏل الʹقط 1

2 ) ȏʦʯʴʸة للʻارتȜǻب معادلة دʯأك (P  ) ȏʦʯʴʸال ȏازʦی ȏالذ (ABC ةʠل الʹقʸʵǻ و ( O  
   :الʲل   

 1 (
1

1

0

AB

 
 
 
 
 


و   

1

0

1

AC

 
 
 
 
 


     ʧȞʽل .

a

n b

c

 
 
 
 
 


0) إذن  ABCشعاعا ناʽʺʣا لـ (  

0

a b

a c

  
  

  ȑأa = b = c  

ʲلا  فʨȞʽن م  a = 1نأخذ   
1

1

1

n

 
 
 
 
 


   

M( x ; y ; z )  ) ʧة مʢنقABC  إذا وفقط إذا ؗان (. 0AM n 
 

1أȑ أن    0x y z     
1أو   0x y z      ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽو هي معادلة دABC (  
.) إذا وفقط إذا ؗان Pنقʢة مʧ (  M( x ; y ; z )) تʨؔن الʻقʢة 2 0OM n 

 
   

0xأȑ أن      y z     ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽو هي معادلة دP (  
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  ʥة عʠعد نقǺ ʦʯʴم 
        ) ȏʦʯʴʸر الʮʯانس ، نعʱʯعامد و مʯم ʤفي معلP  ثʻ0) حax by cz d     ،   , , 0,0,0a b c   
حداثʻاتها إنقʠة  Aمعادلة دȜǻارتʻة له .      ; ;A A Ax y z . 

     ʥʻعد بʮالA  ) وP  جبʦʸقي الʻقʲالعدد ال ʦه (
2 2 2

A A Aax by cz d

a b c

  

 
.  

      رجحʸال  

:  مʮرهʹة       1 1 2 2( ; ), ( ; ) , . . . , ( ; )n nA a A a A a لةʸلـ ج n  ثʻقلة حʰة مʠنق
1

0
n

i
i

a


  دةʻة وحʠجد نقʦت ،G     

                  Ȗقʲ1    ت 1 2 2 ..... 0n na GA a GA a GA   
   

yّى  ،  ʴتG . لةʸʱمرجح ال  
            عاملاتʸال Ȏاوʴʯعدومةعʹدما تʸر الʻغia  ، ىʸʴتG لةʸʱز ثقل ال   . مرؕ

  مʥ الفʷاء ʦȜǻن : Mمʥ أجل ؕل نقʠة :  مʮرهʹة    
                  1 1 2 2 1 2..... ( ..... )n n na MA a MA a MA a a a MG      

   
    

           ʻʸʯرجحالʸالǺ زʻ :  
A   ،B  ،C  قامة واحدةʱت على اسʶʽثلاث نقط ل  

   ) ʦʽقʱʶʺالAB عة مراجʨʺʳم ʨه (ʽ ʧʽʱʢقʻح للA  ،B   
   ] عةʢالقAB عة مراجʨʺʳهي م [ʽ ʧʽʱʢقʻح للA  ،B  نفس الإشارة ʧم ʧʽعاملʺǼ ʧʽʱمرفق  
   ) ȑʨʱʶʺالABC عة مراجʨʺʳم ʨه (ʽ قطʻح للA  ،B   ،C 

مرجح  Mنقʱʢان مʱʺایزتان .  A  ،B) 1: برهان    ; , ;A a B b  0معa b   إذنb
AM AB

a b




 
  

AM) فالʷعاعان  ABنقʢة مʧ (  M) . و ǼالعȞس  ABنقʢة مM  ) ʧأȑ أن الʻقʢة 


ABو  


مرتʢʰان خʽʢا  
AMحʽث  ȃkالʱالي یʨجد عدد و  k AB

 
AMأو   k AM k MB 

  
   ȑأ( 1) 0k MA k MB  

  
  

M  لةʺʳمرجح ال    ;1 , ;A k B k  
  ] 1 ; 0عدد حقʽقي مʧ الʺʳال [  k) نفس الʰرهان Ǽأخذ 2   

  ) مʨʺʳعة الʻقط مʧ الفʹاء حʽث     Eثلاث نقط مʧ الفʹاء . نرȄد تعA  ،B  ،C  ) ʧʽʽ    : 1مʰال 
 3MA MB MC  

  
مرجح الʳʺلة  G، نفرض أن        ;1 , ;1 ; ;1A B C  ،G لثʲʺز ثقل ال  ABC هي مرؗ

3MAلدیʻا  MB MC MG  
   

  MG = 1الʱي تʴقM  Ș) هي مʨʺʳعة الʻقط  Eو Ǽالʱالي فإن الʺʨʺʳعة (  
زها    .1و نʸف قʢرها  Gفهي سʢح الؔرة الʱي مرؗ

2MAحʽث  M) مʨʺʳعة الʻقط  F:     (  2مʰال  MB MC MA MB   
    

  ʧȞʽل ،H ʴلة مرجʺʳا لل

    ;1 , ;2A B  .2 3MA MB MH 
  

3) تʴقF  Șو Ǽالʱالي (   3MG MH
 

    ȑأMG = MH  
  )F  ] رʨʴم ȑʨʱʶʺال ʨه (GH [  

      
        

AB 0ab 0ab  0ab 
0a 0B  a ba b
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   :7 تʸرʥȂ مʲلʦل   

)ʯعامد و مʱʯانس في معلʤ م       ; ; ; )O i j k
  

  ) الذي معادلته P(  المستوي مʥ الفʷاء ، نعʮʯر 

             3 2 5 4 0x y z   .  

  . ) Pعن المستوي (  A( 1 ; -2 ; 7 )) عين بعد النقطة 1    

  ) . ماذا تʯʹʯʴج ؟ Pعʥ الȏʦʯʴʸ (  B(2 ; 1 ; 0 )) عǺ ʥʻعد الʹقʠة 2    
  :الʲل

        1  (1 2 2 2

3(1) 2( 2) 5(7) 4
38

3 ( 2) 5
d

   
 

  
  

        2 (2 0d    ةʢقʻج أن الʱʻʱʶنB هي  ) ȑʨʱʶʺال ʧة مʢنقP (  
  

   : 8 تʸرʥȂ مʲلʦل     

 A  ،B  ،Cح  للنقط يهو مجموعة المراج A  ،B  ،Cن بثلاث نقط البرهان أن المستوي المعيّ               

  
 الʲل   

  ثلاث نقط لʶʽت على اسʱقامة واحدة . A  ،B  ،Cلʧؔʱ الʻقط 
M  لةʺʳمرجح ال      ; , ; ; ;A a B b C c    0   معa b c    

bلدیʻا     c
AM AB AC

a b c a b c
 

   

  
  

  ) ABCنقʢة مM  ) ʧو Ǽالʱالي 
  و بالعكس

 A  ،B  ،C الشعاعان  بالتاليليست على استقامة واحدة وAB


AC و  


  يشكلان أساسا للمستوي 

  ) زوج من الأعداد الحقيقية  x ; y) يوجد (  ABCمن (  Mلكل نقطة 

AMحيث  :    x AB y AC 
  

  

أي :    AM x AM MB y AM MC   
    

  

1)أو  ) 0x y MA x MB y MC    
   

  

ʧ1  لؔ 1 0x y x y       

مرجح للʳʺلة  Mو Ǽالʱالي       ;1 , ; ; ;A x y B x C y   
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  الʦʸضʦع الأول   
  

A                            ،B  ،C  . قامة واحدةʱت على اسʶʽالفʹاء ، ل ʧثلاث نقط مk  الʳʺال ʧقي مʽ1 ; 1- [عدد حق  [  

    kG  لة مرʺʳجح ال      2; 1 , ; ; ;A k B k C k  .  

  2Gو 1G] ثʦ أنʷئ الʻقBC ʧʽʱʢمʸʱʻف [  Iو  A  ،B  ،C) مʲل الʻقط 1   

   2 (a أجل ؗل ʧأنه م ʧʽب (k  ] الʳʺال ʧا : 1 ; 1-مʻلدی [  

2 1k

k
AG BC

k






 
  

     bل جدȞرات الدالة) شʽول تغf  ] الʳʺا یلي : -1  ;1الʺعرفة على الʺؗ [  

2
( )

1

x
f x

x





  

     cقطʻعة الʨʺʳج مʱʻʱاس (kG  لʺاk  ] الʳʺح  الʶʺǽ1;  1- [  

  3 ) ʧʽع (E  قطʻعة الʨʺʳم (M : ثʽالفʹاء ح ʧم  

2 2MA MB MC MA MB MC    
     

  

  4 ) ʧʽع (F  قطʻعة الʨʺʳم (M ثʽالفʹاء ح ʧم  

2 2MA MB MC MA MB MC    
     

  

)لى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس إ) الفʹاء مʨʶʻب الآن 5   ; ; ; )O i j k
  

  ،    )0  ;0  ;2 (تأخذ الإحداثʽات  A  ،B  ،C، الʻقط  

  الʱرتʽب . ) على 5 ; 2 ; 1-) و (   1 ; 2 ; 1-(      

    a ʧʽع (ات إʽ1حداثG 2وG  ) أن Șقʴت ،E  ) و (F عانʡقاʱی (.  

    b ) ر الدائرةʢف قʸب نʶأح (C  ) عʡتقا (E  ) و (F . (  

    
 
 
 
 

  الʸقارنة بʥʻ دوال وتعʥʻʻ الأوضاع الʹʻʮʴة لʻʹʲʹʸاتهʸا  
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  لʰانيضʦع اʦʸ ال    
                 

                               

مرجح الʳʺلة  G] و  OAمʸʱʻف [  Jو لOABCO'A'B'C  ʧؔʱ'نعʰʱر الʺȞعب   ;1 , ( ;1), ( ;3)O A C.  

  حرف الʺȞعب یؤخذ ʨؗحدة .

I (1 ( ʧʽعاعʷأن ال Șقʴو  ت  CJ CG
 

  ʧʽع ʦا ثʽʢان خʢʰمرتG  لȞʷعلى ال  

في الʺعلG  ʦحداثʽات إما هي ) 2    ; ; ; 'O OA OC OO
  

  ؟

II (1 (M  ʧّر عhالفʹاء ، ع ʧة مʽفʽؗ ةʢ3نقMO MA MC 
  

MGبدلالة    


 .  

مʧ الفʹاء حʽث :  M) مʨʺʳعة الʻقط  ʽʰʡ ʧEعة ( عّ̔ ) 2     3 . 0MO MA MC MB  
   

  

III (1(  ّ̔ع ) ʧF  قطʻعة الʨʺʳم (M  : ثʽالفʹاء ح ʧم   3 . 3 0MO MA MC MO MA MC    
     

  

      2 ( ʧʽعاعʷأن ال Șقʴو  ت  CJ BG
 

  ) Fهي أǽʹا نقʢة مʧ (  B') و  Fنقʢة مB  ) ʧو اسʱʻʱج أن  مʱعامدان 

  ) مع أوجه الʺȞعب . Fنʷئ تقاʡعات ( أ  -) 3     

        -  K  وK' ʢع ( نقʡا تقاʱF  ) ʧʽʺʽقʱʶʺمع ال (OC  ) و (O'C'  ب ، ماʽرتʱعلى ال (ʡ اعيȃعة الرʽʰBKK'B' ؟  

VI ) ʧʽع (H  قطʻعة الʨʺʳم(M  ثʽالفʹاء ح ʧم. ' 2AM B G 
 

  

V (1 بʶر أعلاه ، أحʨؗالʺذ ʦات في الʺعلʽعʺال الإحداثʱاسǼ (2 2 GC .   و  2 GA GO  العدد ʦ2ث 2 2+ + GC GA GO  

    2( M  ʧّر عhالفʹاء ، ع ʧة مʢ2نق 2 2+ MA +3MCMO 2بدلالةMG  عاعʷعʺال الʱاسǼ )MG


  .علاقة شال)و  

2مʧ الفʹاء و الʱي تʴقM  Ș) مʨʺʳعة الʻقط  L) نʶʺي ( 3     2 2+ MA +3MC 4MO   .  

       a  ( أن ʧʽبO  ) ي لـʺʱʻتL (  

      b (  أن ȘقʴتM  ) ʧة مʢنقL  2) إذا وفقط إذا 2MG k  ثʽحk . هʻʽʽلب تعʢǽ قيʽعدد حق  

     c (  ) عةʽʰʡ جʱʻʱاسL  ʦع ( أ) ثʡئ تقاʷنL  جهʨمع ال (OABC  ) أثر ȑأ )L  جهʨعلى ال (OABC ( عبȞʺلل.  
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  .موضوع محلول 

        ABC  لث ، نʹعʲمAB = c    ،BC = a       ،
 AC = b     رʰʱنع'A  لةʺʳمرجح ال    ; ; ;B b C c   

'بـ :  B') نعرف الʻقʢة 1 
b

AB AB
b c




 
  

مرفقǼ ʧʽʱʺعاملB  ʧʽو  Aمرجح الʻقB'  ʧʽʱʢبʧʽ أن  
  ʢǽلب تعʻʽʽهʺا .

2 ʧؔʱل ('C لة مرجʺʳح ال    ; ; ;A b C c  أن ʧʽب ،
AB'A'C' . ʧʽمع  

3 ʧؔʱل (I  لةʺʳمرجح ال      ; ; ; ; ;A a B b C c ،
ز الدائرة الداخلʽة للʺʲلث  Iبʧʽ أن    .ABCهʨ مرؗ

  
  .تعاليق  .ل مختصرح

1  ('
b

AB AB
b c




 
إذن     ( ) ' ' 'b a AB b AB B B  

  
  

'ʻه و م         'c AB b B B 
 

      ȑأ' ' 0c B A b B B 
  

  
           'B  لةʺʳمرجح ال ʨه    ; ; ;A c B b   

مرجح الʳʺلة  هو Ǽ 'Cʺا أن) 2      ; ; ;C c B b فإن'
b

CA CB
b c




 
  

'لدیʻا            ' ' 'C A C C CA 
  

و Ǽالʱالي    
' '

b b
C A AC CB

b c b c
 

 

  
        ȑأ' '

b
C A AB

b c




 
   

'إذن     ' 'C A AB
 

  مʨʱازȑ أضلاع  ) AB'A'C'(  أȑ أن    
         b  وc : ل علىʸʴان ، نʰجʨان مʽقʽعددان حق  
         '

b
AB AB

b c




 
'إذن       

b bc
AB AB

b c b c
 

 
  

   ʥو ؗذل'
bc

AC
b c




  معAC'  =  AB    )'AB'A'C (  ʧʽ'و Ǽالʱالي    

   3 ) .('AA  فʸʻم ʨه (�' 'B AC ʧʽاعي معȃلأن الر  
       ʧؔ0ل 1

b

b c
     0و 1

c

b c
     إذن

   ' 'B    و    ABC AC   
      )'AA  ةȄف داخلي للزاوʸʻإذن م ʨه (�BAC  

 I لةʺʳز ال هʨ مرؗ      ; ; ; ; ;A a B b C c  إذن ،I  ز هʨ مرؗ
الʳʺلة    ; ; ';A a A b c  عʽʺʳʱة الʽب خاصʶح  

)و Ǽالʱالي   ')I AA .  
 Ȅعرʱقة و بȄرʢفس الʻة بʢقʻ1ف الB  ز مرؗ    ; ; ;A a C c  

هI  ʨ( حʶب الʽʺʳʱع )  �ABC) هʨ الʺʸʻف الداخلي للزاوȄة  1BBنʰʲت أن (
مرجح الʳʺلة     1; ; ;B b B a c  

)1إذن  )I BB    ،I  لثʲʺفي ال ʧʽʽالداخل ʧʽفʸʻʺقى الʱملABC  

  دعيʱʶǽ اʻان الʺرجح هʽʰت
  تʨفʽر العلاقة الʷعاعʽة

  
  
  

  في وȞǽ ʧʽأنه مع ʧʽʰلؔي ن
  یلزم تʴقȘʽ الʨʵاص الʺʺʽزة له

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  قىʱمل ʨة هʽز الدائرة الداخل مرؗ
  الʺʸʻفات الداخلʽة
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  .وجّهموضوع م 

  
  

 ʥȂرʸʯال  
      1ʽل ( ʧȞABCDEFGH ʰعȞضلعه  امa  وT  هʨجʨاعي الȃر ʨهAFCH. 

         a(  هʨجʨاعي الȃأوجه ر ʧل عʨالق ʧȞʺǽ ماذاAFCH ؟  
         b اعي الأوجهȃر ʦʳب حʶأح (AEFH. 

         c ʦʳح ʧʽع (T. 

         d ʧʽافة بʶʺج الʱʻʱاس (A و  ) ȑʨʱʶʺالHFC (.  
     2 ʧؔʱل (J  ] فʸʱʻمFC [.  
         a أن ʧʽب (. 0AH FC 

 
  .  ماذا تʱʻʱʶج ؟  

         b بʶأح ( JA


 ، JH


  . aبدلالة  
         c ةȃة مقرʺʽج قʱʻʱ210لى إ) اس  ةȄس الزاوʽلق�AJH ( الدرجاتǼ ).  

  
  
  
  

  .توجيهات 
1.  a لاحظ أن أوجه (AFCH ل ؗل ضلعʨʡ ة الأضلاعʶǽقاʱات مʲلʲ2هي مa  

 b(
1

3AEFH HFCV S FE   

 d(
1

( ;( ))
3AECH HFCV S d A HFC   

2 (b عʺل العلاقةʱاس ( 2 2 21
.

2
JA JH JA JH AH  
 

  

  AFCارتفاع في الʺʲلث  هJA ʨلى أن إو انʰʱه        

c لى الدرس من برنامج السنة الأولىإ) هل تذكر كيف يتم تدوير عدد حقيقي ؟ عد  
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  حساب الجداء السلمي في الفضاء

  ABCDEFGH  عب ، ضلعهȞمA  
  ) أحʶب :1

a (.AB AC
 

      b (.AB CD
 

       c (.AB FG
 

  
 (.DB GC

 
       f (.DB HF

 
       f (.ED EC

 
  

AG.) أحʶب  2 BE
 

AG.و      BD
 

  
 ) ʦʽقʱʶʺج  أن الʱʻʱاسAG) ȑʨʱʶʺالʼعل ȑدʨʺع (BED (  
3ʦر الʺعلʰʱنع ( ( ; ; ; )D DA DC DH

  
   

  ثʦ اثʰت مʳددا  Dو  A  ،G  ،B  ،Eعʧʽ احداثʽات الʻقط  
  ) BED) عʺʨدȑ على الʺAG ) ȑʨʱʶأن (  

         A( 0 ; - 1 ; 1 )  ،B( 4 ; -2 ; 3 )نعʰʱر الʻقط      
   C( -1 ; 2 ; -3 )و 
AB.) أحʶب 1 AC

 
  ،.BA AC

 
CA.و    CB

 
  

( درجة ) لأقʽاس الزواǽا  °0,1) عʧʽ قʽʺة مقرȃة الى 2
�BAC  ،�ABC  و�ACB  

ABCD ʦʤʱʻه مʨاعي وجȃر  
 BD = AD = AC = CD = BC = AB = a   
 ABCD) عʽʰʡ ʧʽعة وجʨه 1

a  ،.BA) أحʶب بدلالة 2 BD
 

BA.و   BC
 

  
3 (a ةʺʽج قʱʻʱاس (.BA CD

 
  

  bقابلة لـʱʺأن الأحرف ال ʧʽب (ABCD  ىʻʲعامدة مʱم  
  مʻʲى .      

4 (H  لـ ȑدʨʺقط العʶʺالA  ) ȑʨʱʶʺعلى الBCD (  
  a بʶأح (.BH CD

 
BH( نʹع   BA AH 

  
 (  

  b أن ʧʽب (H  لثʲʺقى ارتفاعات الʱملBCD .  
5 (a بʶأح (AH  بدلالةa .  

   b الهرم ʦʳب حʶأح (ABCD  بدلالةa .  
     ABCD  ل ضلعهʨʡ ʦʤʱʻه مʨاعي وجȃرa  .I  ،J  و

K  ] فاتʸʱʻمBC  ] ، [BD  ] و [AC  بʽرتʱعلى ال [  
ʶa(.ABب :أح AC

 
    b(.AD AK

 
  

        c(.AB IK
 

      d (.AD JK
 

  
الʺʶقط  Hو لC  ʧȞʽالقائʦ في  ABCنعʰʱر الʺʲلث         

                                                          ،                   CA = b)  نʹع :  ABعلى (  Cالعʺʨدȑ للʻقʢة 
CB = a  ،CH = h  

) بʧʽ أن 1
2 2 2

1 1 1

h a b
   

2 (OABC  ) ثʽه حʨاعي وجȃرOA)،(OB)و (OC (
على  Oالʺʶقط العʺʨدȑ لـ  Hمʱعامدة مʻʲى مʻʲى . 

) ȑʨʱʶʺالABC(  
 a ت أنʽب (H لثʲʺقى الارتفاعات في الʱمل ʨهABC  
 b ) أن ʧʽب (AB  )  ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع (OCH  (  
 c ) (CH  ) عʢقǽ (AB  في (K  ) أن ʧʽب ،OK  (  

  . OABارتفاع في الʺʲلث      
 d   :اواةʶʺال ʧم Șقʴت (  

          
2 2 2 2

1 1 1 1

OH OA OB OC
    

     SABCD  عȃهرم قاعدته الʺرABCD  ȑالذ  
زه    ]  SOفاع [ ʨʡل الارت hو  aو ضلعه  Oمرؗ

  ) الʳداءات الʱالʽة h( و / أو  a) أحʶب بدلالة 1
  .   ;   .   ;   .SB SD AO AS OA OB

     
  

  حʦʳ الهرم V) أحʶب 2
  )  SD) و (  SBحʱى ʨȞǽن ʽؗ (h  )ف ʧȞʺǽ اخʽʱار 3

  عʻدئذ ؟ Vمʱعامدیʧ ؟ ماهي قʽʺة     

7تعʢى الʻقط   15 3
; ;

2 2 2
A
  
 

  ،1
2; 10;

2
B
  
 

  

 5
2; ; 15

2
C
    
 

    ،25
;0; 1

2
D
   
 

  

  . أحʶب حʳʺه مʦʤʱʻ ثABCD ʦبʧʽ أن رȃاعي الʨجʨه  -
        a  ،  جب تʺاماʨقي مʽعدد حقOABC  اعي أوجهȃر

 OAو Oمʲلʲا قائʺة في  OAB   ،OAC  ،OBCحʽث 

= OB = OC = a   ،I ʧم مʨع الارتفاع الʺرسʡة تقاʢنق 
C  لثʲʺفي الABC  ) معAB  ، (H  ع الارتفاعʡة تقاʢنق

ʧم مʨالʺرسO  لثʲʺفي الOIC  ) معIC و (D  ʧة مʢقʻال
HOالفʹاء حʽث  OD

 
  

الفʹاء الʺʨʶʻب الى الʺعلʦ الʺʱعامد و الʺʳʱانس 
1 1 1

; ; ;
2 2 2

O OA OB OC 
 
 

  .  

;هي  H) بʧʽ أن احداثʽات 1 ;
3 3 3

a a a 
 
 

  

  مABCD ʦʤʱʻ) بʧʽ أن رȃاعي الʨجʨه 2

1

2

3 

4

5

6

7
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3 (W  هʨجʨاعي الȃة لرʽح الؔرة الداخلʢز س  ABCDمرؗ
  .Wثʦ أحʶب احداثʽات  W  ( OH )بʧʽ أن 

نعʰʱر الʻقط 1;1;2A، 0;1;0  وC 2;0;3   
AB. :ةالʶلʺʽ اتأحʶب الʳداء .1 AC

 
 ،.BA BC

 
 ، 

.CA CB
 

 . 

درجة لقʽاس ؗل زاوȄة مʧ  0.1عʧʽ قʽʺة مقرȃة إلى  .2
 . �BAC  ،�CBA  ،�ACB : الزواǽا الʱالʽة

 �AOHعʧʽ الزاوȄة  EFGHABCDفي الʺȞعب 
 ʧȄرʢالقǼ الʺعرفة ]AG [  ، ]BH [   

 ʧؔʱل I ، J وK   عʢفات القʸʱʻم]AB[  ،]CG[ و]EH[  

  ةȄالزاو ʧʽع�KIJ ج ؟ʱʻʱʶماذا ت 

  Kو I  ،Jالʻقط نعʰʱر ABCDEFGHفي الʺȞعب 
  لى الʱرتʽب.ع ]DH[و ]AB[  ،]BF[مʸʱʻفات القʢع 

 قائʦ؟ IJK  هل الʺʲلث .1

  Ǽالʰʶʻة للʺȞعب ؟ ]JI[ماذا ʽʺǽز سʢح الؔرة ذات القʢر .2
ABCDS  ع ورأسهȃهرم قاعدته مرS حرفه لها نفس أ

  . aالʨʢل 
GA. الʶلʺي: الʳداء aأحʶب بدلالة  .1 GC

 
  

GB.و GC
 

GS.اسʱʻʱج   GC
 

  . 

، ʧȞʺǽ اسʱعʺال:  ǼGCعد حʶاب  AKCأنʷئ الʺʲلث  .2
�  2

3
COS KAC   

  المعادلة الديكارتية لمستو

في الفʹاء الʺʨʶʻب الى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس 
( ; ; ; )O i j k

  
.  

  أشعة ناʽʺʣة لؔل مʧ الʺȄʨʱʶات عʧʽ إحداثʽات -
 ( P ) : x + y – z = 0  ،  ( P' ) : x – 2y = 0  

1 1 3
( ) : 3 0

2 4 4
R x y z    ،( ') : 3 0R y z   

 ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكP  لʺʷǽ ȑالذ (  
) 3;  4 -;  1( A  0;1)و; 2)u 


  شعاع ناʣʺي له 

 ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكP  ȑازʨی ȑالذ (  
 ȑʨʱʶʺالʺعادلة ال ȑذ – x + 2y + z – 3 = 0  لʺʷȄو

  . A( -1 ; 2 ; -3 )  الʻقʢة

      ʱʶʺال ʧʽب ʧة و مȄازʨʱʺة ، أذؗر الʽالʱات الȄʨعامدةʱʺال  
( P ) : - x + 2y + z -3 = 0 ، ( P' ) : x – 2y - z = 0  
( ) : 2 3 0R x y z     

( ') : 2 3 4 2 0R x y z     
 ) ȑʨʱʶʺر الʰʱنعP  ارȞǽه الدʱمعادل ȑة ) الذʽت  

- 5x + y - z – 6 = 0  ةʢقʻو الA(- 6 ; 2 ; - 1 )   
هي الʺʶقط العʺʨدB(- 1 ; 1 ; 0 )  ȑبʧʽ أن الʻقʢة  -

  ) . Pعلى (  Aللʻقʢة 
 A( - 1 ; 1 ; 1 ) ،B( 0 ; 0 ; - 1 ) نعʰʱر الʻقط

 C( 3 ; -2 ; 1 )و

  تعʧʽ مȄʨʱʶا Cو  A  ،B) بʧʽ أن الʻقط 1
2) ȑʨʱʶʺا للʽʺʣشعاع نا ʧʽع ( ABC (  
  ) ABC) أكʱب معادلة دȞǽارتʽة لـ ( 3

أكʱب معادلة دȞǽارتʽة لʢʶح الؔرة الʱي قʢرها  )1
]AB ثʽح  [A( 7 ; 2 ; - 2 )  وB( - 3 ; 0 ; - 4 )  
  . A) في  S) أكʱب معادلة دȞǽارتʽة للʺȑʨʱʶ مʺاس ( 2

     1 ʧʽع (W  ) ز   ) سʢح الؔرة الذȑ معادلʱه  Sمرؗ
     2 2 2 2 6 15 0x y z y z       

ذȑ الʺعادلة  عʧ الʺW  ȑʨʱʶ) أحʶب Ǽعد الʻقʢة 2
  x – 3 z – 6 = 0 4الدȞǽارتʽة 

) في حالة الإʳǽاب ، ما  S) الʢʶح (  P) هل ǽقʢع (  3
  ʽʰʡعة تقاʡعهʺا ؟
  A( - 1 ; 2 ; - 1 )  ،B(- 6 ; 1 ; 1 )تعʢى الʻقط 

 C( 4 ; - 3 ; 3 )  و  D(  - 1 ; - 5 ; - 1 )  
nحداثʽات شعاع ناʣʺي ) عʧʽ ا1


  ) ȑʨʱʶʺللBCD  (  

  ) BCDاسʱʻʱج معادلة دȞǽارتʽة لـ (    
 Aالʺʶقط العʺʨدȑ للʻقʢة  H) عʧʽ احداثʽات الʻقʢة 2

  ) . BCDعلى ( 
BH.) أحʶب الʳداء الʶلʺي 3 CD

 
  

حد الرؤوس ) نʶʺي ارتفاع رȃاعي وجʨه ؗل مʱʶقʷǽ ʦʽʺل أ4
و عʺʨدȑ على الʨجه الʺقابل . هل ارتفاعات رȃاعي الʨجʨه 

ABCD ة واحدة ؟ʢع في نقʡقاʱت  
   I( 1 ; 0 ; 0 )  ،J( 0 ; 1 ; 0 )) نعرّف الʻقط 5

تʱلاقى في  OTJK. هل ارتفاعات  K( 0 ; 0 ; 1 )و    
  ȜǺالʦرȂانقʢة واحدة ؟                                

8

9 

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20
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  اءالتعامد في الفض

  ،  A( 1 ; 2 ; -2 )، B( 2 ; 3 ; -2 )الʻقط نعʰʱر 
  ) 2-;  3;  0( D  ) 2 +2و-E( 1 ; 2 ;    
 و أن الʺʱʶقʽʺات AB =AD =AEتʴقȘ أن:  .1

 )AB) ،(AD(  ) وAE. ىʻʲى مʻʲعامدة مʱم (  
حʱى ʨȞǽن  Hو  C ،F  ،Gعʧʽ إحداثʽات الʻقط  .2

ABCDEFGH . اʰعȞم 

ʨʱʶفي م   ر الدائرةʰʱنع C ] رهاʢي قʱالAB[  

S ʧة مʢنق D على ȑدʨʺالع ʦʽقʱʶʺال   فيA  ،
 ʧؔʱلM ʧة مʢنق C  ʧلف عʱʵتA  و ʧعB .  

ʦʽبʧʽ أن الʺʱʶق .1 BM ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع SAM  

وعʧʽ تقاʡع سʴʢي  BMSاسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʲلث  .2
 ] .SBو [ ]ABالؔرتʧʽ اللʧʽʱ قʢرȄهʺا [

في الʺʲلث  Aتقاʡع الارتفاع الʺرسʨم مH  ʧنʶʺي  .3
AMS  مع)MS(  عاعʷأن ال ʧʽبAH


 ȑدʨʺعلى  ع

) ȑʨʱʶʺالBMS.( 

تعʢى الʻقط       1, 1,0A  ، 2,3, 4B  و  
 3,0,1C   عاع وʷال 8,15,17n


 .  

 لʶʽت في اسʱقامʽة. A،B،CتʴقȘ أن الʻقط  .1

AB.أحʶب  .2 n
 

AC.و   n
 

اسʱʻʱج معادلة دȞǽارتʽة  
) ȑʨʱʶʺللABC. ( 

3. ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة د ʧʽعP ȑʨʱʶʺال ȑازʨی ȑالذ (
)ABC(   ةʢقʻال ʧر مʺǽ و 2, 2, 1D   

 نعʰʱر الʻقط 1, 2,0A  ، 3, 4, 2B  
و 1, 2, 1C    
ABبʧʽ أن:  .1


ACو 


 غʽر مرتʧʽʢʰ خʽʢا. 

بʧʽ أن شعاعاً  .2 , ,r a b c


  ȑʨʱʶʺا للʽʺʣن ناʨȞǽ

)ABC  :2) إذا و فقط إذا ؗان 2 2 0

2 4 0

a b c

a b c

   
   

 

3() ȑʨʱʶʺا للʽʺʣج شعاعاً ناʱʻʱاسABC ةʴʽʴات صʰ ) Ǽʺرؗ
   ).ABCلʺȑʨʱʶ (ثʦ أكʱب معادلة ل

  لأشعة الناظميةا -بعد نقطة عن مستو 

 ) ȑʨʱʶʺر الʰʱنعP  هʱمعادل ȑالذ (  
   3x – y + 4z + 1= 0   

  ) PعA(-1 ; 2 ; -1 )  ) ʧأحʶب Ǽعد الʻقʢة 

   A( 1 ; 0 ; 1 )  ،B(  3 ; - 2 ; 0 )نعʰʱر الʻقط 
C( 2 ; 4 ; - 5 )  وD( 3 ; 5 ; 3 ) .  

  )(ABCلʺȑʨʱʶ ) عʧʽ شعاعا ناʽʺʣا ل1
  ) . ABCعʧ (  D) أحʶب Ǽعد 2

ʢقʻعد الǼ بʶةأح O  ʦدأ الʺعلʰم ) ȑʨʱʶʺال ʧعP (  
2حʽث 3 6 7 0x y z    هي معادلة لـ  )P  (.   

) ȑʨʱʶʺر الʰʱنعP:هʱمعادل ȑ2) الذx-y-1=0   و
الʻقʢة 3,0, 2M .  

 ) .PعM ) ʧعǼ ʧʽعد  .1

 y=2x-1) ذȑ الʺعادلة Dالʺʱʶقʦʽ (عM  ʧ اسʱʻʱج Ǽعد .2
) ȑʨʱʶʺفي الxoy(دسيʻل هȞʷǼ عانةʱالاس ʧȞʺǽ) ، ( 

نعʰʱر الʻقط 1,0, 1A ، 2, 2,3B،  
 3,1, 2C  و 4, 2,1D   

 حʶب مʶاحʱه.أقائʦ ثABC  ʦاثʰت أن الʺʲلث  .1

لʷعاعأ) بʧʽ أن ا .2 2, 3,1n 


  ȑʨʱʶʺي للʺʣنا)ABC( 

   ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽج معادلة دʱʻʱب) اسABC.(  
)، ثʦ أحʶب ABCعʧ الʺD )ȑʨʱʶ. عǼ ʧʽعد الʻقʢة 3

  . DABCحʦʳ رȃاعي الʨجʨه 
) ʧʽȄʨʱʶʺر الʰʱنعP) و (Q :ʧʽʱالʺعادلǼ ʧʽالʺعرف (  

2 0x y z    2و 0x y z    
تʴقȘ أن .1 1,0, 3A  ) ʧعد عʰة الȄاوʶʱمP) و (Q( 

مʧ الفʹاء الʺʶʱاوȄة الʰعد عM  ʧعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط  .2
)P) و (Q.( 

  مجموعات النقط 

 ABCD . هʨاعي وجȃر  
) مʱعامدان إذا و فقط CD) و(ABبʧʽ أن الʺʱʶقʽʺان ( .1

2إذا  2 2 2AC BD AD BC   

2. ʱج أنه إذا ؗان (اسʱʻABǽدʨʺعلى ( ا) عCDو ()BC (
ǽدʨʺعلى ( اعAD) نʨȞǽ فإنه (BDǽدʨʺعلى ( ا) عAC.( 

 مABCD . ʦʤʱʻنفرض أن الرȃاعي  .3

  أ). ماذا ʧȞʺǽ القʨل عʧ أحرفه الʺʱقابلة ؟.
مʧ الفʹاء ʨȞǽن:  Mب). بʧʽ أنه مʧ أجل ؗل نقʢة 

. . . 0MA BC MB CA MC AB  
     

  
) ʧʽج). عEعة الʨʺʳقط ) مʻM  ثʽح

. . .MA BC MB CA MC AB 
     
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A ،B ،C  ثʽالفʹاء ح ʧثلاث نقط مABC  لثʲم
مM   ʧ ) مʨʺʳعة الʻقطPو مʶʱاوȑ الʶاقC ). ʧʽقائʦ في 

:Șقʴي تʱ3الفʹاء و ال 2MA MB MB MC  
   

   
) ʢǽلب ABC) مʨʱʶ عʺʨدȑ على الʺP) ȑʨʱʶتʴقȘ أن (

  تعʧʽʽ تقاʡعه معه.
 ȑʨʱʶʺر الʰʱنع )P(   وO  ʧؔʱه لʻة مʢنقA  ة لاʢنق

و مʨʱʴاً في  ǽ (Oʺر مȞǼD ʧل مʱʶقP(  ) ʦʽتʱʻʺي إلى (
)P Șنرف (M  لـ ȑدʨʺقط العʶʺالA ) علىD(. 

) ؗل الʨضعʽات Dلʺا ǽأخذ ( Mماهي مʨʺʳعة الʻقط  .1
 الʺʺʻȞة؟

 (ʧȞʺǽ الاسʱعانة بʰرمʽʳة) .2

ABCD ) أن ʧʽب ،ʦʤʱʻه مʨاعي وجȃرP عةʨʺʳم (
  الفʹاء و الʱي تʴقȘ:  مM ʧالʻقط 

   . 0MA MB MC MD MA MB MC MD      
       

) ʧʽʺʽقʱʶʺازِ للʨم ʨʱʶهي مAB) و (CD ʧر مʺǽ و (G 
ز ثقل الرȃاعي     ABCDمرؗ

 ) عاتʡتقا ʧʽعP)اعي (أثرȃه الرʨمع وج (P((  
  المرجح ، التمييز المرجحي

G  لةʺʳمرجح ال    ; , ;A a B b  

 'G  لةʺʳ1مرجح ال 1
; , ;A B
a b

    
    
    

  

  b  0و   A  B  ، (a + b  0  ،a  0حʽث ( 
  ] ABمʸʱʻف [  Iنʹع 

  'G) برر وجʨد الʻقʢة 1
  ] 'GGمʸʱʻف [  I) بʧʽ أن 2
  ABبدلالة ʨʡل  'GG) أحʶب ʨʡل 3
  ؟ GG' > ABحʱى ʨȞǽن  bو  a) ماذا ʴǽقȘ العددان 4

  و الʺʶʱاوȑ الʶاقA  ʧʽالقائʦ في  ABCنعʰʱر الʺʲلث 
 )AB = AC = a  ، (m قيʽط حقʽوس  
  ) ما هʨ الʷرȋ اللازم و الؔافي حʱى تقʰل الʳʺلة 1

         ; 1 ; ;2 ; ;A B C m  اʴمرجmG ؟  

0، تʴقȘ أن   2Gو 0G) أنʷئ 2 1

2 5

3

a
G G   

3 ʧʽعة (و ) عʨʺʳʺئ الʷ1أن  قطʻعة الʨʺʳم (M ثʽح  
 ( ) / 2 2M P MA MB MC MA MB MC      

     
  

  حʽث M) مʨʺʳعة الʻقط  2نʷئ الʺʨʺʳعة () عʧʽ وأ4
 ( ) / 2 2M P MA MB MC AB    

    
  )  3) نفس الʶؤال (5

 2( ) / 2 2M P MA MB MC MA MB MC     
     

  
   )P  ȑʨʱʶʺال ʨه (  

مرجح   Gمʧ الفʹاء و  Dو  A  ،B  ،Cنعʰʱر الʻقط 
الʳʺلة        ; ; ; ; ; ; ;A a B b C c D d ثʽح  

 a + b + c + d  0   وa ر معدومʽغ  
ما هʨ مرجح الʳʺلة 

        ; ; ; ; ; ; ;G a b c d B b C c D d    ؟  
  ]ABنʶʺي مʸʱʻف [ ABCDفي رȃاعي الʨجʨه 

  ] .CDمʸʱʻف [  Kو 
1. ʽع ʧʽʱʢقʻال ʧJ  وL  :ثʽ1ح

4
BJ BC
 

 

1و

4
AL AD
 

 

مرجح الʳʺلة  ǼGاسʱعʺال الʻقʢة . 2
        ,3 , ,3 , ,1 , ,1A B C D  ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال ʧʽب

)JL) و (IK.عانʡقاʱم (  
ABCD  ، ȑʨʱʶʺال ʧاعي مȃرI  ] فʸʱʻمAC [  

  J  ] فʸʱʻمBD  . [K  ثʽة حʢ2نقKA KB 
 

  
L  ثʽة حʢ2نقLC LD 

 
  ،M  ] فʸʱʻمLK  [  

1 (G  لةʺʳمرجح ال        ;1 ; ;2 ; ;1 ; ;2A B C D  
  ) . IJ) و (  KLیʱʻʺي الى الʺʱʶقG  ) ʧʽʺʽبʧʽ أن  
على  Iو  M  ،Jو أن  Mمʰʢʻقة على  G) بʧʽ أن 2

  ) IJعلى (  Mاسʱقامة واحدة ثʦ عʧʽ وضعʽة 
  ) عʧʽ ؗل الʻقط على شȞل مʱʻاسب .3

A  ،B  وC الفʹاء ʧثلاث نقط م  
مرجح الʳʺلة  G) أنʷئ 1     ; 1 ; ;2B C  

مرجح الʳʺلة  Fو          ; 2 ; ;2 ; ; 4A B C   
مرجح جʺلة نقʧʽʱʢ مرفقǼ ʧʽʱʺعاملʢǽ ʧʽلب  F) بʧʽ أن 2 

  تʴدیدهʺا

32
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) عʧʽ الʺʨʺʳعة 3 

1

1
/ 2 2

2
M MA MB MC AG       
 

  
  

  1تʽʺʱʻان الى  Gو  AتʴقȘ أن    
) عʧʽ الʺʨʺʳعة 4

 2 /M MA MG MA MF     
   

  
A ، B ، C  وD  : رʰʱالفʹائ نع ʧع نقط مȃأر  

I  لةʺʳمرجح ال       ,1 , , 2 , , 3A B C    
J  لةʺʳمرجح ال       ,1 , , 3 , , 4A C D   

K لʺʳة مرجح ال       ,1 , , 2 , , 4A B D   
2بʧʽ أن الʷعاع .1 3 4MA MB MC MD  

   
 

 .Mمʱʶقل عʧ الʻقʢة 

  ) مʨʱازȄة.CK) و DI) ، (JB)بʧʽ أن الʺʱʶقʽʺʽات ( .2
ABCD  ةʢل نقȞǼ  Șه، نرفʨاعي وجȃرM  ʧم

) ʦʽقʱʶʺالAD ʧلف عʱʵت (A   ةʢقʻالG  عادʰز ال مرؗ
  .A،B،C،MالʺʶʱاوȄة 

 ) ʧʽعFعʨʺʳقط ) مʻة الGركʴʱدما تʻعM على  
)AD ʦعʺل الʺعلʱʶن ) ،  ( , , ,A AB AC AD

  
(  

نعʰʱر الʻقط 1; 1;1A  ، 2;0;1B و 3;1;0C   
تʱʻʺي إلى الʺD  ȑʨʱʶو A ، B ، CتʴقȘ أن الʻقط  .1

6الذȑ معادلʱه  4 0x y z     

 Dحʱى ʨȞǽن  cو a ، bعلّل وجʨد ثلاثة أعداد حقʽقʽة  .2
مرجح الʳʺلة       ; ; ; ; ;A a B b C c  ةʽلاثʲال ʧʽع
 , ,a b c. 

  ؟ علّل. ABCتʱʻʺي إلى داخل الʺʲلث   Dهل الʻقʢة .3
ABCDEFGH   ، عبȞ1مO  2وO  ʧʽعȃزا الʺر مرؗ

ABCD   وEFGH  وI ʺز ثقل ال  ʲEBD  ،mلث مرؗ
مرجح الʳʺلة  mGعدد حقʽقي و 

       ;1 ; ;1 ; ;2 1 ;1E B m C m D m    
 . mمʨجʨد مʧ أجل ؗل قʽʺة لـ  mG تʴقȘ أن  .1

 . 1Gحدّد وضعʽة الʻقʢة  .2

في   Iو A ، G، اسʱʻʱج أن الʻقط  A 0G=تʴقȘ أن:  .3
 اسʱقامʽة.

2mAGبʧʽ أن :  .4 m AO
 

 ʱقط ، اسʻعة الʨʺʳج مʱʻ
mG   حʶʺǽ دماʻعm  ةʽقʽقʴعة الأعداد الʨʺʳم�. 

تʱʻʺي إلى نفس  1Oو  A،mG ،Eأ). بʧʽ أن الʻقط  .5
. ȑʨʱʶʺال 

نقʢة مmG  ʧالʱي ʨȞǽن مʧ أجلها  mب). عʧʽ قʽʺة    
) ʦʽقʱʶʺالEI(   

 A  ،B  وC  ʧقʺة واحدة مʱت على اسʶʽثلاث نقط ل
ز الʺʲلث    .H الفʹاء   ABCمرؗ

1 (G  لةʺʳمرجح ال      ;1 ; ;2 ; ;1A B C  أن ʧʽب ،  
  B  ،G  وH قامة واحدةʱعلى اس  
2 ʧʽ1) ع  قطʻعة الʨʺʳمM   ثʽح

 / 3 2 41 M MA MB MC MA MA MC       
     

  مʧ الʺȑʨʱʶ نرفȘ الʷعاعM  ʧʽ) لؔل نقʢة 3
  2u MA MB MC  

   
 

3vو MA MB MC  
   

  
a أن ʧʽب (v


  ʧقل عʱʶمM  

b أن ʧʽب (C  Șقʴتu v
 

  
cʧʽ2) ع  قطʻعة الʨʺʳمM ʧم : Șقʴي تʱال  

u v
 

  
 ʦعلʺǼ ا مزوداʺʽقʱʶر مʰʱنع ;O i


  ،0A  ،0B 

  + ) على الʱرتʽب  3) و (  -  4نقʱʢان فاصلʱاهʺا ( 
1nAنʹع  nلؔل عدد ʽʰʡعي    مرجح

    ;1 ; ;4n nA B  1وnB   مرجح
    ;3 ; ;2n nA B .  

  1Bو  0A  ،0B  ،1A) علʦّ الʻقط 1
2 (na وnb  اʱفاصلnA  ،nB  ʧّر عhب ، عʽرتʱعلى ال  
1na  1وnb   بدلالةna وnb .  
  ʽʰʡ0 =nb 4 +na 3عي  n) بʧʽ أن مʧ أجل ؗل 3

1اسʱʻʱج أن  -   

2

5n na a    1و

2

5n nb b    

  . nbو naثʦ بʧʽ أن نهایʱي  nبدلالة  nbو na) أكʱب 4
  الى الʺلانهاǽة . Nلʺا یئʨل   
  ؟  nA  ،nBاذا ʧȞʺǽ أن نقʨل عʧ وضعʱʽي م - 

41

42

43

44

45

46
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نʶʻب الفʹاء إلى  ABCDIJKLنعʰʱر الʺȞعب 
 ʦالʺعل ; ; ;A AB AD AI

  
   

1.  ʧȞʽلG  لثʲʺز ثقل ال  . Gأحʶب إحداثʽات  IBKمرؗ

 ) .JDتʱʻʺي إلى الʺʱʶقG ) ʦʽتʴقȘ أن  .2

JDتʴقȘ أن  .3


BKعʺʨدȑ على  


BIو 


، اسʱʻʱج  
)ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽمعادلة دBIK(  

A ، B ، C وD  ȑʨʱʶʺي إلى نفس الʺʱʻع نقط لا تȃأر
  عدد حقʽقي . في الفʹاء ، 

 .مرجح الʳʺلة مʨجʨد لأجل ؗل قG  ʦʽبʧʽ أن: .1

        ; 1 ; ; 2 ; ;2 3 ; ; 4 2A B C D        

  ؟ �على ما هي مʨʺʳعة الʻقط لʺا یʱغʽر
ABC  في ʦلث قائʲمA  يʺʶنO ] فʸʱʻمBC و [

   لثʲʺة للʽالدائرة الداخلABC  وI ] فʸʱʻمAO ، [
 ʧʽʱقʻال Șنرف ȑʨʱʶʺال ʧة مʢل نقȞǼ PوQ 

2MPحʽث: MA MB MC  
   

 
2MQو MA MB MC  

   
   

مرجح الʳʺلة  Iبʧʽ أن  .1      ;2 ; ;1 ; ;1A B C. 

بȄʨʴʱلʧʽ نقʢǽ ʧʽʽʢلب  Mهʺا صʨرتا  Qو P بʧʽ أن  .2
 تʴدیدهʺا.

ʻؗقʢة مM  ʧنأخذ الآن  .3  

على  Mعʻدما یʱغʽر  QوPأ). عʧʽ مʨʺʳعة الʻقط  .  
 ʧؔʱب). لO   رةʽʤنO  ة لـʰʶʻالǼA  عةʽʰʡ ماهي ،

Oالرȃاعي  OMQ ؟  
] تʴافظ على ʨʡل ثابت و PQج). بʧʽ أن القʢعة [

Oتʷʺل .  
ABCD  بʽرتʱي على الʺʶه نʨاعي وجȃرI  ، JوK 

  . ABC  ، ABD ،ACDمراكز ثقل الʺʲلʲات 
 على الȞʷل . KوI  ، Jعʧʽ الʻقط  .1

MIنقʢة مʧ الفʹاء، عʰر بدلالة  Mأ).  .2


الʺʨʺʳع  
MAالʷعاعي MB MC 

  
. 

  ب). اسʱʻʱج أن مرتʢʰان خʽʢا.   
3. ) ʧʽȄʨʱʶʺأن ال ʧʽبBCD) و (IJK.انȄازʨʱم ( 

4. G  هʨجʨاعي الȃز ثقل ر ، بʧʽ أن ABCDمرؗ
ʶʺالʱ) اتʺʽقDI) ، (CJو ()BK ةʢقʻلاقى في الʱت (G  ،
  ) ؟IJKتʱʻʺي إلى الʺG ) ȑʨʱʶهل 

  .لمسـائـ.

و  OAB ،OACحʽث  OABC نعʰʱر رȃاعي الʨجʨه
OBC  اث قائʺة فيʲلʲمO و OC=OB=OA=1] ،CI [

  . OIC] إرتفاع في الʺʲلث ABC ]،OHإرتفاع في الʺʲلث 
 .AB؟ أحʶب الʨʢل ʽʰʡABCعة الʺʲلث  ما .1

 H) مʱعامدان و أن AB)و(OHأثʰت أن الʺʱʶقʽʺان ( .2
 . ABCملʱقى الارتفعات في الʺʲلث 

3. ʲʺال ʦلث أرسOCI  الʨʡاب الأʶعد حǼOI وCI 
 .H، عOC(  ʧʽ(الʨحدة هي ʨʡل 

 .OCIفي الʺʲلث  OHأ). عʧʽ الʨʢل  .4

 SثOABC  ʦحʦʳ رȃاعي الʨجʨه  Vب). أحʶب    
  . ABCمʶاحة 

  ).أ-4ثʦ تʴقȘ مʧ الʳʽʱʻة  OHوV،Sأوجد علاقة بʧʽ  ج)
ODالʺعرفة Ǽالعلاقة  Dنعʰʱر الʻقʢة  .5 HO

 
ʦ ث  

 ʦب الفʹاء إلى الʺعلʶʻن ; ; ;O OA OB OC
  

  

1هي  Hأ). بʧʽ أن إحداثʽات الʻقʢة  1 1
; ;

3 3 3
 
 
 

.  

  مABCD .ʦʤʱʻب). بʧʽ أن رȃاعي الʨجʨه 
ʧؔʱج). ل  اعيȃة للرʽح الؔرة الداخلʢز س      ABCDمرؗ

  ) وأحʶب إحداثʽاتها.OHنقʢة مʧ الʺʱʶق ) ʦʽبʧʽ أن    
زها Tتُعʢى الدائرة (    Rونʸف قʢرها  O) الʱي مرؗ

مʧ الʺȑʨʱʶ الʱي تʨؔن  Mعʧʽ مʨʺʳعة الʻقط  .1
 مʱعامدة. M) و تʷʺل Tالʺʺاسات لـ (

2.  ʦفي الʺعل ; ;O i j
 

ذا    )Pنعʰʱر القʢع الʺȞافئ ( 
  2y = x الʺعادلة: 

 A) في نقʢة P) لـ (aTأ). أكʱب معادلة للʺʺاس (    
  عدد حقʽقي غʽر معدوم) a  ) ،aفاصلʱها  

)؟ aTب). ماهʨ معامل تʨجʽه مʱʶقʦʽ عʺʨدȑ على (   
) هʨ مʺاس في aT) عʺʨدȑ على (Pاسʱʻʱج أنّ مʺاسا لـ (

Aالʻقʢة    1ذات الفاصلة

4a
  
 

.  

A) فيPج). عʧʽ معادلة للʺʺاس لـ (    .  
مʧ الʺȑʨʱʶ حʽث  Mد). اسʱʻج مʨʺʳعة الʻقط     

  مʱعامدة. M) الʱي تʷʺل Pالʺʺاسات لـ (

47
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  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد

ABCDEFGH  عب ضلعهȞ1م  
 ʦار الʺعلʱʵن ; ; ;A AB AD AE

  
 Jو  I، نʶʺي  

  ] على الʱرتʽب FGو [ ]  EFمʸʱʻفات [ 
L  لةʺʳمرجح ال    ;1 , ;3A B  ) وD  ȑالذ ȑʨʱʶʺال (

  4x – 4y + 3z – 3 = 0معادلʱه 
  في ؗل سؤال جʨاب واحد أو أكʲر صʽʴح

  هي: L) إحداثʽات 1 
a(1

;0;0
4

 
 
 

       b  (3
;0;0

4
 
 
 

      c(2
;0;0

3
 
 
 

  

2 ) ȑʨʱʶʺال (P  ȑʨʱʶʺال ʨه (  
a ( GLE  ،b ( LEJ  ،c ( GFA  
3 ) ȑازʨی ȑالذ ȑʨʱʶʺال (P  لʺʷǽ و (I  ʦʽقʱʶʺع الʢقǽ  

    )FB  في (M : اتهاʽي إحداثʱال  
a(1

1;0;
4

 
 
 

        b(1
1;0;

5
 
 
 

          c (1
1;0;

3
 
 
 

  

  ) الʺʱʶقʽʺات :4
a) (EL) و (FBعان فيʡقاʱی (N  رةʽʤنM ة لـʰʶʻالǼB  
b) (EL) و (IMانȄازʨʱم (  
c) (EL) و (IMعانʡقاʱی (  
  هFIJM ʨ) حʦʳ رȃاعي الʨجʨه 5

a (1

36
         b (1

48
            c (1

24
  

   A( 3 ; 1 ; 3 )  ،B( -6 ; 2 ; 1 )نعʰʱر الʻقط       
       )P  : ȑʨʱʶʺال (x + 2y + 2z = 5      

  في ؗل سؤال جʨاب واحد فقط صʽʴح  
  
مʧ الفʹاء حʽث  M) مʨʺʳعة الʻقط 1

4 2MA MG 
 

  هي 
 aالفʹاء ʧم ȑʨʱʶم (  
bح ؗرةʢس (  
cةʽعة خالʨʺʳم (  

  هي Pعلى  Aالʺʶقط العʺʨدȑ لـ  H) إحداثʽات 2
a(11 1 1

; ;
3 3 3

 
 
 

   b(8 1 7
; ;

3 3 3
 
 
 

   c(7 1 5
; ;

3 3 3
  
 

  
زها 3    1و نʸف قʢرها  B) سʢح الؔرة الʱي مرؗ

a ) عʢقǽ ( Pدائرة Șوف (  
b ) سʺǽ (P  (  
c ) لا يقطع (P (    

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟

  
.ʥǼاʨئ ، برّر جʡح أم خاʽʴص  

الʻقط  نعʰʱر 3; 2;2A ، 6;1;5B،  

  6; 2; 1C    و 0;4; 1D   

 قائABC . ʦالʺʲلث  .1

2.  ʨʱʶʺال ȑ P  هʱمعادل ȑ0=3الذ-x+y+z  ȑدʨʺع
)ʦʽقʱʶʺعلى الAB لʺʷǽ و (A . 

3.  ȑʨʱʶʺمعادلة ال P   على ȑدʨʺالع)AC ȑوالذ (
 . x+z-5=0هي:  ʷǽAʺل 

4.  1; 2;1u 


  ʦʽقʱʶʺه للʽجʨشعاع ت   عʡتقا P 
و P . 

5.  ʦʽقʱʶʺال AD على ȑدʨʺع ) ȑʨʱʶʺالABC.( 

 وحدة حʨʳم. 81هABCD  ʨحʦʳ رȃاعي الʨجʨه  .6

3ه�BDC ʨقʽس الزاوȄة  .7

4

 .انǽراد 

 وحدة مʶاحة. 21هي  BDCمʶاحة الʺʲلث  .8

  .ʶǽ (3اوȑʨʱʶʺBDC ȑ (عʧ ال ǼAعد  .9
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  نقʠة ما ʴǻاوȏ نʮʴة عدد الʴʸارات الʥȜʸʸ الʸرور  إلى) ، احʸʯال أن تʶل ؕرȂة  Galtonعلى لʦحة غالʦʯن ( 
       حظ ؕي  32حʦʢظ مʥ أصل  10عدد الʴʸارات الؒلʻة . على الȜʵل ،  في الʶف الʴادس ،  للؒرȂة  إلىعʮرها       

  .  لاحظ أن Bؕي تʶل الى  الʹقʠة  32حʦʢظ مʥ  10و  Aالʹقʠة  إلىʶل ت      
  ʴǻ 1اوȏ )  و في ؕل صف( مʦʸʱع الاحʸʯالات في الʶف الʴادس 

  . في ؕل حالة لها حظ مB  ʥأو  AالؒرȂة أن تʸر بـ      في الʶف الʦʸالي ʱǻب  على  Cالʹقʠة  إلىللʦصʦل       
   حʥʻʢ . نʶʲʯل على ما یلي :      

   
  هC  : ʦ إلىاحʸʯال أن تʶل الؒرȂة        

  

          1 10 1 10 20

2 32 2 32 64
     

  
       

  
  
  
  
  

    و أʯʠʴǺها هي الأعداد الȜʵʸلة لʰʸلث ǺاسȜال  و هي   2و هȜذا نʶʲʯل على ʦʴؕر مقاماتها هي قȎʦ العدد       
       ʥتʦʻʹد لʲا معاملات ثʹائي الʷǻأ.  

         ناقʦسجدا مʥ الؒرȂات ، مʹʲʹى تʦزȂع الؒرȂات یȜʵʯل على هʻئة جرس ǻعرف Ǻاسʤ   اʻʮؕر  اددǺاسʯعʸال عو       
       الʦʯزȂع  عʹدما ʦȜǻن عدد الؒرȂات الʯʴʸعʸلة ʻʮؕرا ʮؕرا لانهائʻا مʹʲʹى و یʹص قانʦن غʦص على ":  غʦص      
  " ) الʸʯʴʸر العʦʵائي ناقʦس " الʦʯزȂع ʯʴǻقر على هʻئة نهائʻة تʸʴى مʹʲʹى غʦص ( مʹʲʹى على شȜل       

 ʨن احʱʺال لʺʱغʽر عʨʷائي .إʳǽاد قان 

حل مʶائل في الاحʱʺالات تʣʨف الʺʱغʽرات العʨʷائʽة ، قانʨن الاحʱʺال ،  
. ȑارʽراف الʺعʴو الإن ʧایʰʱاتي ، الʽاضȄالأمل الر 

 تʦʽʤʻ معʽʢات مʧ أجل عدها Ǽاسʱعʺال الʺʰدأ الأساسي للعد . 

 . ʧʽʱحادث ȋاʰقلال أو ارتʱعرف على اسʱال 

لات الؔلʽة لʴل مʶائل في الاحʱʺالات تʱعلǼ Șالʴʶب تʽʣʨف دسʨʱر الاحʱʺا 
 مʧ أكʲر مʽؗ ʧس .

  نʺذجة وضعʽات Ǽالاعʱʺاد على الʳʱارب الʺرجعʽة للʴʶب أو الإلقاء . 
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  نشاط أول       
   

  نرمي أرȃعة مرات مʱʱاǼعة قʢعة نقد مʨʱازنة .    
  نʳʽʱة مʺʻȞة ) 16أكʱب قائʺة الʺʵارج (  )1
 ) حʽث Bأم  Aماهي الʴاثة الأكʰر إحʱʺالا (  )2

A               " ʧȄهرʣ و ʧʽل على وجهʨʸʴال "B  هر أوʣ ر و وجه "" ثلاثة أوجه وʨهʣ ثلاثة  
  
  

                                       

  ثاننشاط      
  

  قرʸȄة حʺراء .نعʰʱر اللعʧʽʱʰ الʱالʧʽʱʽ : 18قرʸȄة لا نʺʽز بʻʽها Ǽاللʺس ،  مʻها  ȑʨʱʴǽ37 صʻدوق على       
  اللعʮة الاولى

  
  
  

  الʰانʻةاللعʮة 
  
  
  

  قارن بʧʽ اللعʧʽʱʰ ( الرȃح الʺʨʱسط ) -
  

                                       

  الثثنشاط      
  

1(  ȑار مʹلع ذʢعدد أق ʨماهn رأسا ؟  
  نفرض أن ؗل قʢرʧȄ مʧ هذه الأقʢار لا یʨʱازȄان . )2

  إذا ؗانت ؗل ثلاثة أقʢار مʻها لا تʱʷرك في نقʢة واحدة .
  فʺا هʨ عدد نقط تقاʡع هذه الأقʢار ؟  -
3nتʴقȘ مʧ الʳʽʱʻة مʧ أجل  -    ،4n    5وn   

  
  
  
  
  
  

 10دنانʻر و ʲʴǻب قرʶȂة واحدة عʦʵائʻا . إذا ؕانت القرʶȂة الȁʦʲʴʸة حʸراء یرȁح 10یدفع اللاعب 
  دنانʻر و إلا خʴر ما دفعه .

قʤ دیʹارا إذا ؕان الر  ʲ350دّد رقʸا فʮل الʲʴب ثʲʴǻ ʤب القرʶȂة و یرȁحدنانʻر و 10ǻیدفع اللاعب 
  إلا خʴر ما دفعه .الʦʲʴʸب هʦ الʲʸدد ساǺقا

 الوجه الظهر
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  رابعنشاط      
  

  ʨن مʧ :ؔتʱإذا ؗانت هذه الأرقام  6،  5،  4،  3،  2،  1ماهʨ عدد الأعداد الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها Ǽاسʱعʺال الأرقام  -
  أرقام مʱʵلفة ؟ 6) 3أرقام مʱʵلفة ؟             3) 2أرقام ؟            3) 1

  
                      

  خامسنشاط     
   

 ʧم ʦʶن قʨؔʱ20ی . ʦʶهذا الق ʧذ مʽʺذا . أحʺد تلʽʺتل  
1(  ، ʦʶالق ʧم ʧذیʽʺار تلʽʱد اخȄنر 

 عدد الʢرق الʺʺʻȞة  aأحʶب  -

  ʧȞʺǽ تʽȞʷلها مʧ بʧʽ تلامʽذ القʦʶ ؗلهʦ ) .( أȑ عدد اللʳان ذات تلʺʽذیʧ و الʱي 
  نرȄد اخʽʱار تلʺʽذیʧ شرʢȄة أن لا ʨȞǽن أحʺد أحدهʺا .  )2

  عدد الʢرق الʺʺʻȞة في هذه الʴالة . bأحʶب  -        
 نرȄد اخʽʱار تلʺʽذیʧ شرʢȄة أن ʨȞǽن أحʺد أحدهʺا .  )3

 عدد الʢرق الʺʺʻȞة في هذه الʴالة . cأحʶب  -        

  . cو  a  ،bبʧʽ الأعداد الʽʰʢعʽة  حدد العلاقة )4

  سادسنʵاط     
( إنʳلʽزȄة هاʥ حʶب اللغة الʽʴة الʱي یدرسʨنو ذل Bو  Aتلʺʽذ مʧ الأقʶام الʻهائʽة في ثانȄʨة ما الى فʨجʧʽ  400یʨʱزع      

  أو ألʺانʽة ) .
 ) ʧʽʻʰة للʰʶʻالǼ عȄزʨʱالي هذا الʱدول الʳضح الʨیG  ) اتʻʰو ال (F (  

  
  
  
  

  خʽʱار تلʺʽذ عʨʷائʽا مʧ بʧʽ قʨائʦ تلامʽذ الʻʶة الʻهائʽةتʦ ا
  ) أحʶب إحʱʺال أن ʨȞǽن الʱلʺʽذ الʺʱʵار بʱʻا. 1

(  نرمز لهذا الإحʱʺال Ǽالرمز             P F (  
  ) أحʶب إحʱʺال أن ʨȞǽن الʱلʺʽذ الʺʱʵار یدرس اللغة الألʺانʽة .2
3ʵʺذ الʽʺلʱة ؟) علʺا أن الʽن تدرس الألʺانʨؔال أن تʺʱاح ʨت.،  ماهʻار بʱ  

) قارن الʳʽʱʻة الʶاǼقة مع 4 
 

P D F

P F

  

حʽث            P D F ةʽا و تدرس الألʺانʱʻار بʱʵʺذ الʽʺلʱن الʨȞǽ ال أنʺʱاح ʨه  
  

  حيةاللغة ال  ) A ( إنجليزية  ) D ( ألمانية

50  130  G بنون  
80  140  F بنات  
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 ال( دیلاتʮʯات ، الʮʻرتʯال ، ʤائʦالق ) ـعـد 

1.  ʤائʦة :قʻهʯʹعة مʦʸʱعʹاصر م 

1nعʸʻرا ( nمʱʻهʽة ذات  مʨʺʳعة E تعرȂف:     (  وp ) عيʽʰʡ 1عددp  (  
   Eعʸʻرا مʧ عʻاصر  pمʧ  مرتʮةؗل مʱʱالʽة  Eعʸʻرا مp  ʧذات  قائʸةنʶʺي             

    ʧn مذا أردنا أن تʨؔن هذه العʻاصر الʺرتʰة مʱʺایزة مʻʲى مʻʲى عʻدئذ لا ʧȞʺǽ للقائʺة أن تȑʨʱʴ أكʲر إ            
1n عʸʻرا و هذا ما ǽقʱʹي أن ʨȞǽن              P  

    عيʽʰʡ أجل ؗل عدد ʧمp )1p  ʦائʨعدد ق (E  ذاتp  ȑاوʶǽ راʸʻعpn ʦائʨن عدد قʨȞǽ اʺʻʽبE  ذاتp    
     ʨى هʻʲى مʻʲاصر مʻایزة العʺʱʺرا الʸʻع     1 2 .... 1n n n n p       ، ȑʨʴǽ داءʳهذا الp عاملا . 

  الʯفʻʴر. 2         
إمȞانʽة و مʻه فإن عدد القʨائʦ هn   ʨʺایز العʻاصر ) ʨȞǽن لؔل عʸʻر مʧ عʻاصر القائʺة ( عدم اشʱراȋ ت في الʲالة الأولى

...n n n n     ) ،p  ȑمرة ) أpn   
) Ȟانʽة ثʦام n( قʨائʦ عʻاصرها مʱʺایزة مʻʲى مʻʲى ) ʨȞǽن للعʸʻر الأول  في الʲالة الʰانʻة 1)n  انيʲر الʸʻة للعʽانȞام

)و 2)n   راʽالث ... و أخʲر الʸʻ1للع ( 1)n p n p      هʱʰرت ȑر الذʽر الأخʸʻة للعʽانȞامp  
 ʦائʨن عدد هذه القʨȞǽ دأ الʹربʰعʺال مʱاسǼ    1 2 .... 1n n n n p       

   n عʸʻرا مʧ بp  ʧʽو یرمز لعدد الʱرتʰʽات ذات  ترتʮʻةنʶʺي القائʺة الʱي عʻاصرها مʱʺایزة مʻʲى مʻʲى   :ملاحʢة    
pعʸʻرا Ǽالرمز                 

nA بʱؔو ن     1 2 .... 1p
nA n n n n p        

  
  ؟ 5،  4،  3،  2،  1رقام أرقام و الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها مʧ الأ 3) ما عدد الأعداد ذات 1 :مʰال   
  ؟ 6،  5 ، 4،  3،  2،  1أرقام مʱʺایزة مʻʲى مʻʲى و الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها مʧ الأرقام  3) ما عدد الأعداد ذات 2          
   5،  4،  3،  2،  1عʻاصر مʧ بʧʽ الأرقام  3) ؗل عدد هʨ قائʺة ذات 1 :الʲل  

               ʨ5عدد الأعداد ه 5 5 125    
  6،  5،  4،  3،  2،  1عʻاصر مʱʺایزة مʧ بʧʽ الأرقام  3) ؗل عدد هʨ ترتʰʽة ذات 2         

               ʨ6عدد الأعداد ه 5 4 120    
 . تعرȂف3

     عدد الʰʱدیلات إذن هʨ عʸʻرا nذات  تʮدیلةعʸʻرا تʶʺى  nعʸʻرا مʧ مʨʺʳعة ذات  nترتʰʽة ذات      
       1 2 .... 2 1n n n      الرمزǼ و یرمز له!n  كʨؔقرأ مفǽ وn  ) أوn ( عاملي  
     

!عʸʻرا ǼالȞʷل  nمʨʺʳعة ذات  مʧعʸʻرا  ʱؗ ʧȞʺǽpاǼة عدد الʱرتʰʽات ذات  :ملاحʢة      

( )!

n

n p
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  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   

  ؟ 9،  7،  6،  5،  3،  2أرقام مʯʳلفة مʰʹى مʰʹى و الʯي ʥȜʸǻ تʻȜʵلها Ǻاسʯعʸال الأرقام  3د الأعداد ذات عد ) ما1  
  عدد الأعداد  ) مʥ بʥʻ هذه الأعداد . ما2

  ؟ 500؟              ج) الأصغر مʥ  5 مʷاعفاتأ) الزوجʻة ؟          ب)     
  

  مر إذن يتعلق بترتيباتختلفة ) مثنى مثنى فالأتمايزة ( ممادام العناصر م       ʟرȂقة:   
 الأعداد عʻاصر و Ǽالʱالي فعدد 6عʻاصر مʧ بʧʽ  3أرقام مʱʺایزة مʻʲى مʻʲى هʨ ترتʰʽة ذات  3) ؗل عدد ذȑ 1 :الʲل   
 ʨ3ه

5 6 5 4 120A      
  6أو  2) أ) مʧ بʧʽ هذه الأعداد تʨؔن الأعداد الزوجʽة هي الʱي رقʦ آحادها 2

ثابت ثʦ نرتب رقʺي  2هي ترتʰʽات ذات عʸʻرʧȄ مʧ بʧʽ خʺʶة عʻاصر ( Ǽاعʰʱار أن  2الأعداد الʱي رقʦ آحادها  -   
 ʨالي عددها هʱالǼ رات و الʺئات ) وʷ2الع

5 5 4 20A      
  ) Ǽ6الʰʶʻة للأعداد الʱي آحادها  الʷيء( نفس 

 ʨة هʽه عدد الأعداد الزوجʻ2و م
52 40A   

  عʻاصر  5هʨ عدد الʱرتʰʽات ذات عʸʻرʧȄ مʧ بʧʽ  5ب) عدد الأعداد الʺʹاعفة للعدد  
2) عدد هذه الأعداد هʨ  5( رقʦ الآحاد       

5 5 4 20A     
  ʧي هي أصغر مʱمئاتها  500ج) الأعداد ال ʦي رقʱ3أو  2هي الأعداد ال   

ʨالي فإن عددها هʱالǼ 2 و
52 40A   

  
  :2تʸرʥȂ مʲلʦل

1n( عʹʶرا  n) ماهʦ عدد القʦائʤ ذات 1 (  " رʶʹالع ʥلها مʻȜʵت ʥȜʸǻ يʯو الʤلا " ، " نع "  
  عدد ʻʮʟعي ) nعʹʶرا (  n) اسʯʹʯج عدد أجزاء مʦʸʱعة ذات 2

2 القʨائʦ هʨ ) عدد1 الʲل 2 2 ... 2     )n  مرةʨه ȑ2 ) أn  
2 ʧȞʽل (A  ʧʽب ʧم ) عةʨʺʳʺال ʧجزءا مn  يʺʱʻرا ) إما یʸʻزء  إلىعʳالA  يʺʱʻأو لا ی  

 ʧكل جزء مA  قائʺة ذات ʨهn  " ʧȄرʸʻالع ʧرا مʸʻيعʸʯʹي"  ، "  یʸʯʹلا ی  ʨالي فإن عدد الأجزاء هʱالǼ 2"  وn  
  

  :3تʸرʥȂ مʲلʦل
  أشʳاص حʦل ʟاولة مʯʴدیرة ( مʱǺ ʥانب مʥ ؟ ) 8) ماهʦ عدد الʦضعʻات الʯي ʥȜʸǻ أن ʱǻلس بها 1

  )1 الʲل
 !8عʻاصر و Ǽالʱالي فعدد الʨضعʽات هʨ  8كل وضعʽة هي تʰدیلة ذات 

  
  

2      
 آحاد عشرات  مئات

6      
 آحاد عشرات  مئات

5      
 آحاد عشرات  مئات 

    3  
 آحاد عشرات  مئات  

    2  
 آحاد عشرات  مئات  
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  قاتʻفʦʯد –الʲر ثʹائي الʦʯدس 

1nعʸʻرا ( nمʱʻهʽة ذات  مʨʺʳعة E  : . تعرȂف1        (  وp ) ثʽعي حʽʰʡ 0عددn P  (  
   Eعʸʻرا مʧ عʻاصر  pذE  ȑمʧ  جزءؗل  Eعʸʻرا مʧ عʻاصر  pذات  تʦفʻقةنʶʺي                

ʸpرا  Ǽالرمز عn ʻعʸʻرا مʧ مʨʺʳعة ذات  pنرمز لعدد الʨʱفʽقات ذات                
nC  أو الرمز 

 
 

p

n
 

    1نلاحظ أن
nC n   عة ذاتʨʺʳم ʧرا واحدا مʸʻع ȑʨʴي تʱأن عدد الأجزاء ال ȑأn  ʨرا هʸʻعn 

1nبʻʽʺا     
nC   ؗل ȑʨʴǽ جد إلا جزء واحدʨإذ لا ی ʥها و ؗذلʶعة نفʨʺʳʺال ʨاصر و هʻ0الع 1nC     زءʳلأن ال  

  الʨحʽد الذȑ لا ȑʨʴǽ أȑ عʸʻر هʨ الʳزء الʵالي     
0nحʽث (  pو  n مʧ أجل ؗل عددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ           . مʮرهʹة :2                  P  (  

                                         ( 1) ... ( 1) !

! !( )!
p

n

n n n p n
C

p p n p

    
 


 

عʸʻرا مp  ʧعʸʻرا . لʧؔ عدد الʱرتʰʽات ذات  pترتʰʽة ذات  P!عʸʻرا ʧȞʺǽ تʽȞʷل  pمʧ ؗل تʨفʽقة ذات  تفʻʴر :

!عʸʻرا هn  ʨمʨʺʳعة ذات 

( )!

n

n p
! Ǽالʱالي و  

!( )!
p

n

n
C

p n p



  

  عدد اللʳان الʺʺʧȞ تʽȞʷلها  ؟ تلʺʽذا ، ما 49تلامʽذ مʧ بʧʽ  6نرȄد تʽȞʷل لʻʳة ذات  : مʰال
  قة ذاتʽفʨة هي تʻʳ6كل ل  ʧʽب ʧاصر مʻ49ع ʨان هʳالي فإن عدد اللʱالǼ ر وʸʻع 

6
49

49! 49 48 47 46 45 44
13983816

6!(49 6)! 6 5 4 3 2 1
C

    
  

     
 

0nحʽث (  pو  n مʧ أجل ؗل عددیʽʰʡ ʧعʧʽʽ )1 :خʦاص .3               P   اʻلدی  (p n p
n nC C   

                    2(  ʧʽʽعʽʰʡ ʧأجل ؗل عددی ʧم n  وp  ) ثʽ1ح 1n P    اʻ1)  لدی
1 1

p p p
n n nC C C 

    
  ) عʸʻرا . ȑn-p ( عʸʻرا هʨ عدد مʱʺʺاتها الʱي تp  ʨʴ) عدد الأجزاء الʱي تȑʨʴ 1 تفʻʴر :

1هa ʨعʸʻر الʱي تȑʨʴ العʸʻر  p)عدد الأجزاء ذات 2 
1

p
nC 
   

  عʸʻرا و الʱي  pوعدد الأجزاء ذات 
1هa  ʨلا تȑʨʴ العʸʻر 

p
nC   الي فعدد الأجزاءʱالǼ و  

1عʸʻر هp ʨذات 
1 1

p p
n nC C 
   ʨو هp

nC .  
p: تʺʻʻȞا الʵاصʽة الʲانʽة مʧ حʶاب ملاحʢة

nC   
1إذا علʺʻا 

1
p

nC 
  1و

p
nC  ل ؗʺاȞʷفي ال ʧʽʰم ʨه  

  
                                                   

1nعدد ʽʰʡعي ( nعددان طبيعيان ،  bو  A    ر ثنائي الحد :. دستو4                     اʻلدی (  

                                 1 1 1 1

0

( ) ...
n

n p n p p n n n n n
n n n

p

a b C a b a C a b C a b b   



        

               ) ʧȄرʺʱرهان في الʰى الʢعǽ29 (  

6  5  4  3  2  1 0 
p 
n

            1 0 
          1  1 1 
        1  2  1 2 
      1  3  3 1 3 
    1  4  6  4 1 4 
  1  5  10 10 5  1 5 
1  6  15 20 15 6  1 6 

p p-1
n-1 n-1C +C

p
nC
=
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  :1تʸرʥȂ مʲلʦل       

                             1ʸعʯاسǺ ( بʴة ، أحʮاسʲ9   !15    !37ال ال!، ،  
Ǻ (11اسʯعʸال الʲاسʮة ، أحʴب 2                              5 3

16 16 12       C ، C ، C  
   :الʲل    

  ثʦ اخʱر                            على  ثʦ اضغط 9مʲلا أدخل أولا العدد  Ǽ (Ti83اسʱعʺال الʴاسʰة 1        
   تظهر النتيجة           ثʦ الʺʨافقة بـ          ة " عاملي " الدال 
  و بʻفس الʢرȄقة نʳد   
  
  

3لحساب  ) 2
12  C غط على  12ندخل العددʷن ʤار الدالة                          ثʱʵو ن  
   تظهر النتيجة           ثʦ الʺʨافقة بـ 3ثʦ ندخل العدد 

  س الʽؔفʽة نʸʴل على و بʻف
11و                                                                        5

16 16    C C    ) ةʻاصʳ1" ال" (  
  

   : 2 تʸرʥȂ مʲلʦل   
      ؕرȂات بʷʻاء ، ؕل الؒرȂات مʵʯابهة لا  نʻʸز       4ؕرȂات سʦداء و  ȏʦʯʲǻ5 صʹدوق على              

  ؕرȂات 3بʻʹها Ǻاللʸس . نʲʴب في آن واحد     
  ) ماعدد الʮʲʴات الȜʸʸʹة الʯي تȏʦʲ ؕرȂة سʦداء على الأقل ؟2) ماعدد الʮʲʴات الȜʸʸʹة ؟    1   
   :الʲل      
3و Ǽالʱالي ، عدد الʰʴʶات هʨ  عʻاصر 9عʻاصر مʧ  3ؗل سʰʴة هي تʨفʽقة ذات  )1  

9   84 C   
  ʧȞʺǽ أن نʶʴب عدد الʰʴʶات الʱي لا تȑʨʴ أȑ ؗرȄة سʨداء ( أȑ لا تȑʨʴ سȐʨ الؔرȄات الʽʰʹاء ) و هʨ عدد   )2 

3أȑ   4عʻاصر مʧ  3الʨʱفʽقات ذات     
4  4 C    

     ʨداء على الأقل و هʨة سȄؗر ȑʨʴي تʱات الʰʴʶج عدد الʱʻʱʶن ʦ80 = 4 - 84ث  
  
  : 3 تʸرʥȂ مʲلʦل   

               : ʥʻعʦʸʱʸب الʴأح 
k

0

1

2

n
k
n

k

A C


       
n-k

k
0

3

4

n
k
n

k

B C


   

  Ǽاسʱعʺال مʨʷʻر ثʻائي الʴد نلاحظ أن :الʲل   

    1 3
1

2 2

n n

A
        
   

1و              13
3

4 4

n n

B
        
   

  

  
  

PRB Math

4 : ! ENTER

PRB Math3 : nCr 

ENTER
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 : ةʻائʦʵة عȁرʱذجة تʸن  
عʻدما ʨȞǽن عدد مʵارج تʳرȃة عʨʷائʽة مʱʻهʽا ، نعرّف على مʨʺʳعة الʺʵارج        1 2, ,...., rE x x x   نʨفان ،  

احʱʺال و ذلǼ ʥاعʢاء مʱʱالʽة أعداد      1 2, ,...., rp p p  Șقʴت
1

1
r

i
i

p


  0وip    أجل ؗل ʧمi  1r i   

 ) 3و ؗرȄة تʴʺل الرقʦ  2و ؗرʱȄان تʴʺلان الرقʦ  1ؗرȄات ( ثلاثة مʻها تʴʺل الرقȑʨʱʴǽ6  ʦ صʻدوق  مʰال :    

  الؔرȄات لا نʺʽز بʻʽها عʻد اللʺس ، نʴʶب عʨʷائʽا ؗرȄة واحدة    
تʴقȘ الʷروȋ الʶاǼقة ، لʧؔ الʨʺʻذج الʺʱʵار لا ʨȞǽن مʻاسʰا إلا في حالة اقʱراب  ipهʻاك عدة اخʽʱارات مʺʻȞة للأعداد     

  عʻدما ʨȞǽن عدد الʳʱارب أكʰر ipالʱؔرارات الإحʸائʽة مʧ الأعداد 
  الʨʺʻذج الʱالي إلىإنّ الʴدس ǽقʨدنا 

 الأعداد ȑاوʶفي حالة تip  نʨل أن قانʨنق  
 الإحʱʺال مʶʱاوȑ الʨʱزȄع ( أو نقʨل تʶاوȑ الاحʱʺال )   

1لدیʻا  iأȑ ( مʧ أجل ؗل    
( )i ip x p

r
   

  العدد ʨال هʺʱن الاحʨنذؗر أن أمل قان
1

r

i i
i

p x


   ه العددʻایʰت ، 2

1

r

i i
i

V p x 


    رافهʴو ان ȑارʽالʺع  

Vهʨ العدد       
  ادثة هي ؗل جزءʴو نذؗر أن ال ʧمE و أن ix  ، ةʽتدعى حادثة أولE دة وʽادثة الأكʴال  لةʽʴʱʶʺادثة الʴهي ال 

A  إلىʨ مʨʺʳع احʱʺالات ؗل الʺʵارج الʱي تʱʻʺي ه Aاحʱʺال حادثة  ( ) 0p    ابʶل حʨال یئʺʱاح ȑاوʶو في حالة ت
)أA  ȑاحʱʺال  )p A . ألة عدʶالى م  

 مʮرهʹة :
   ʨȞǽAن لدیʻا مʧ أجل ؗل حادثة  Eفي حالة تʶاوȑ احʱʺال على                          

                                                                            
  
 اصʨʵعض الʰرا نذؗر بʽأخ  

 Eأجزاء   لغة الʦʲادث الʳاصʻة

1 ( ) 0p A  Aةʽفʽؗ حادثة  A 

( ) 0p   لةʽʴʱʶʺدة و الʽان الأكʱادثʴال  E   ،  
( ) ( ) ( )p A B p A p B   A،Bʧʽʱʺلائʱر مʽغ  A B    

( ) 1 ( )p A p A  A ادثةʴة للʽʶȞادثة العʴالA A  
( ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A B     AوBانʱʽفʽؗ  A  ،B 

  
  
  
  

3  2  1  
المخرج  

ix  

1

6
  

1

3
  

1

2
  

الإحتمال  

ip  

 Aعدد عناصر
 Eعدد عناصر

p( A) =
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  تʸرʥȂ مʲلʦل:   

  ائلةعنʯʳار عʦʵائʻا  نفرض أنه في مدیʹة ما ، إحʸʯالي مʻلاد ذؕر أو أنʰى مʴʯاوȂان                   
 : أʟفال ، أحʴب احʸʯال 5ذات      

 ذʦؕر على الأقل 4مʥ بʥʻ الأʟفال الʴʸʳة یʦجد  .1

 عدد الإناث أكʮر مʥ عدد الذʦؕر .2

  لʱʹسثلاثة أʟفال على الأقل مʯʯاǺعʦن مʥ نفس ا .3
  
   :الʲل   

   " ذؗر " G" أنʲى "   G  ،Fو  Fعʻاصر مʧ العʸʻرʧȄ  5اخʱار خʺʶة أʡفال ǽعʻي تʽȞʷل قائʺة ذات  
52هʨ اخʽʱار عدد الاخʽʱارات الʺʺʻȞة هʨ عدد القʨائʦ أFGFGG  ȑمʲلا :   32  

  ذʨؗر على الأقل " 4" یʨجد  A) لʧؔʱ الʴادثة 1
     ذʨؗر "   5" یʨجد  2A     ذʨؗر "   4" یʨجد  1Aنʶʺي                      

      إذن                    
4
5

1 5
( )

2

C
p A         و     

5
5

2 5
( )

2

C
p A   

1نعلʦ أن     2A A A        اليʱالǼ و             
  
  

   2 1             , , , ,A GGGGG A GGGGF GGGFG GGFGG GFGGG FGGGG   

  " عدد الإناث أكʰر مʧ عدد الذʨؗر "  B) نʶʺي الʴادثة 2
  إناث " 3" یʨجد  3Bإناث "        4" یʨجد  2Bإناث "      5" یʨجد  1Bنʶʺي       
1نعلʦ أن    2 3B B B B       إذن  

  
  

  " ثلاثة أʡفال على الأقل مʧ نفس الʻʳس مʱʱاǼعʨن " C) نʶʺي الʴادثة 3
و اعʰʱرنا الإناث مʲلا ʨȞǽن لدیʻا      , , , ,FFFGG GFFFG GGFFF GFFFF FFFFF  

  Ǽالʰʶʻة للذʨؗر و Ǽالʱالي  الʷيءنفس 
                                     12 3

( )
32 8

p C    

  
  
  
  

1 2 3

4 3
5 5

5

( ) ( ) ( ) ( )

1+C 1
          = 

2 2

p B p B p B p B

C

  




1 2( ) ( ) ( )

3
        

16

p A p A p A 


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  ʻاضȂائي ، الأمل الرʦʵر العʻغʯʸائي اتيالʦʵر عʻغʯʸل ʥایʮʯو ال 
   Pو مزودة Ǽاحʱʺال   Eعددǽة معرفة على مʨʺʳعة الʺʵارج  هʨ دالة X مʱغʽر عʨʷائي        
     X  ʦʽأخذ القǽ1 2, ,...., nx x x  الاتʺʱالاحǼ1 2, ,...., np p p یلي   معرف ؗʺا( )i ip p X x  

      ʦʽإرفاق القip  ʦʽالقǼix  ال جدید علىʺʱن احʨف قانȄتعر ʨهE   ن یرمز له بـʨهذا القانP   أوxP  ىʺʶǽ و     
  . Xقانʨن      
        و ؗذلʥ الʰʱایʧ و الانʴراف الʺعʽارxP  ȑلقانʨن احʱʺاله اتيهʨ الأمل الرȄاضX ʽالأمل الرȄاضي لʺʱغʽر عʨʷائي      
)ونرمز لها على الʱرتʽب Ǽالرمʨز       )    ( )    ( )X ، Var X ، E X  

  
  اص الأمʦخʻاضȂائي : اتيل الرʦʵر عʻغʯʸل ʥایʮʯو ال  

( )E X  ʦʽمعدل الق ʨهix  ʦʽالقǼ مرفقةip  اءʸال الاحʳالʺقارنة مع مǼ( )E X  ʨهx ʨدان الألعاب هʽو في م 
 ȑسط الذʨʱʺح الȃرة ، فانعدام الرʽʲؗ ة مراتʰعد تؔرار اللعǼ أمله اللاعبǽ( )E X ة عادلةʰیدل على أن اللع  

)و    ) 0E x  ة و في حالةʴȃة مرʰي أن اللعʻعǽ( ) 0E X   الʳة اللاعب ؗʺا في مʴلʸت في مʶʽفهي ل
  ء فإن الʰʱایʧ و الانʴراف الʺعʽارȑ مقʽاس تʱʷت .الاحʸا

  ʧȞʺǽ أن نʰرهʶǼ ʧهʨلة مایلي :
  

  مʮرهʹة :
           X  وY  ة وʽضعʨان معرفان على نفس الʽائʨʷران عʽغʱمa  قيʽعدد حق  
)لدیʻا           ) ( ) ( )E X Y E X E Y     و ( ) ( )E aX aE X  

)حʽث  )E X Y    و( )E aX اʽاضȄاهʺا الأملان الرʽت ʧن لؔل مX+Y    وaX 

     
  یʱʻج مʧ الʺʰرهʻة الʶاǼقة الʨʵاص الʱالʽة :       

  
      X  ائي وʨʷر عʽغʱمa  ،b اʻان ، لدیʽقʽعددان حق  

                                              ( ) ( )E X b E X b    
                               2 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( ))Var X E X E X E X E X     

                                2( )  ( )Var aX a Var X     و( ) ( )aX a X   
                                 ( ) ( )Var X b Var X      و( ) ( )X b X    

        
  )برهان ما سȘʰ یʱʻج مʰاشرة مʧ الʱعرȄف ( ʶʴǼاǼات ʢʽʶǼة نʴʱقȘ مʧ الʺʶاوȄات في الʺʰرهʻة والʨʵاص ملاحʢة    
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   :1 تʸرʥȂ مʲلʦل   

  بالإرجاع مرات و 3صندوق يحوي كريتين لا نميز بينهما في اللمس ، إحداهما بيضاء و الأخرى سوداء . نسحب       
  Nو للكرية السوداء بالرمز  B بالرمز ءالبيضانرمز للكرية   .كرية واحدة       
مجموعة المخارج هي       , , , , , , ,E BBB BBN BNB NBB BNN NBN NNB NNN  

  انʻردن 10خʴارة  إلىدیʹارا و سʲب الؒرȂة الʦʴداء یؤدب  20رȁح  إلىالؒرȂة الʷʻʮاء یؤدȏ  سʲب ؕان إذا    
X:فإن الدالة      E     60،  30،  0 ، -30ترفȜǺ Ȗل مʳرج الرȁح الʸʹاسب تأخذ القʤʻ : الʯي  �

ʥȜʸǻ ( اعʮʯار الʲادثة 30( مʰل  Xو لؒل قʸʻة لـ      ( 30) , ,X BBN BNB NBB  الهاʸʯي احʯ3ال

8
 
 
 

 

)نʶʲل على قانʦن احʸʯال جدید على الʦʸʱʸعة  )E X E  ه قانʽʺʶر نʽغʱʺن الʨX  
  ixالرȁح -30 0 30  60
1

8
  3

8
  3

8
  1

8
)الإحʸʯال    )i ip p X x   

ʻاضȂلـ  اتيالأمل الرX  

                                             
1 3 3 1

( ) 30 0 30 60
8 8 8 8

120
           = 15

8

E X         


 

 ʦه ʥایʮʯال  

               
2 2 2 21 3 3 1

( ) ( 30 15) (0 15) (30 15) (60 15)
8 8 8 8
5400

              = 675
8

Var X         


  

)و ʧȞʺǽ حʶاب            )Var X  نʨالقانǼ2 2( ) ( ) ( ( ))Var X E X E X   

 ȏارʻعʸراف الʲالإن ʦه                            ( ) = Var(X)

           = 675 25,98

X

�
              

   :2 تʸرʥȂ مʲلʦل   

  و نسجل مجموع الأرقام الظاهرة  6 إلى 1أحجار نرد مكعبة غير مزورة مرقمة من  3نرمي     
  على الأوجه العلوية في كل رمية .   

  ماهو معدل المجاميع الممكنة ؟ -        

  
  الʲلاثة  الأحʳارخذ ؗقʦʽ الأرقام الʺʸʴل علʽها على الʺʱغʽرات العʨʷائʽة الʱي تأ Zو  X  ،Yلʧؔʱ  :الʲل   
  هʨ الʺʨʺʳع الʺʸʴل علʽه  T = X + Y + Zو Ǽالʱالي ʨȞǽن    

)Ǽʺا أن  ) ( ) ( ) ( )E T E X E Y E Z      1 و
( ) ( ) ( ) (1 2 3 4 5 6) 3,5

6
E X E Y E Z          

)نʸʴل على  ) 10,5E T   
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ة :الإʻʟرʵالات الʸʯح  
 عرȂفت. 1

    ؔʱلʧ A  ارجʵʺع الʨʺʳم ʧحادثة مE  ثʽح( ) 0p A   نعرّف على .E  الرمزǼ الا جدیدا یرمز لهʺʱاحAp  

)نʱؔب  Bحʽث مʧ أجل ؗل حادثة      )
( )

( )A

p A B
p B

p A


  

Ap  ʡرʷال الʺʱى الاحʺʶǽ ي علʺا أنA ققةʴم  
     ( ) ( / )Ap B p A B  " ال و تقرأʸʯإحB  ا أنʸعلA ققةʲم "  

  
   :مʰال      

              ȑʨʴǽ دوقʻالأرقام  5صǼ ات مرقʺةʸȄالأرقام  3و  8،  6،  4،  2،  0قرǼ ات مرقʺةʸȄ5،  3،  1قر  
       ʨʱا على الʽائʨʷب عʴʶد اللʺس . نʻها عʻʽز بʽʺدوق لا نʻʸال ʧم ʧʽʱʸȄالي و دون ارجاع قر  
 ما احʱʺال الʨʸʴل على رقʺʧʽ زوجʧʽʽ ؟ -

  :الʲل
  "فردǻا  القرʶȂة الʰانʻة تʸʲل رقʸاالʴادثة "  B" والقرʶȂة الȁʦʲʴʸة الأولى تʸʲل رقʸا زوجʻا الʴادثة "  Aنʶʺي 

5واضح أن 
( )

8
p A   ابʶد حȄو نر( ) ( / )    ( )p A p B A أي p A B    

 ʧؔل( / )p B A  ʧʽب ʧة مʽعة أرقام زوجȃإلا أر ȑʨʴǽ لا ȑدوق الذʻʸال ʧا مʽب رقʺا زوجʴال سʺʱاح ʨأرقام  7ه  
      ȑ4      أ

( / )
7

p B A   

5و Ǽالʱالي     4 5
( )

8 7 14
p A B     

  . دسʦʯر الاحʸʯالات الؒلʻة :2       
   : نʶʺي تʳزئة مʨʺʳعة أجزاء لهذه الʺʨʺʳعة ؗلها لʶʽت خالʽة مʻفʸلة مʻʲى مʻʲى ( لا یʨجد ʦʸʱعة. تʱزئة م1.2 

  جزءان لهʺا عʸʻر مʱʷرك ) و اتʴادهʺا الʺʨʺʳعة الؔلʽة      
      1 (iA      2 (i jA A     
      3 (1 2 3 4 5A A A A A E      

  
2.2 ʧؔʱ3. ل 2 1...nA ، ،A،A ،A  املةʷعة الʨʺʳʺزئة للʳل تȞʷر معدومة تʽالاتها غʺʱادث احʨحE  .  

  Bلدیʻا مʧ أجل ؗل حادثة       
1 2( ) ( ) ( ) ..... ( )np B p A B p A B p A B        

)مع               ) ( ) ( )
kk k Ap A B p A p B     أجل ؗل ʧمk  ثʽ1ح k n      

لاحظ أن العائلة         ;1kA B k n    ادثةʴزئة للʳل تȞʷتB .  

  

5A
1A 2A

3A 4A
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  ؕرات خʷراء لا نʻʸز بʻʹها عʹد اللʸس . 3ؕرات حʸراء و  ȏʦʯʲǻ6 صʹدوق على  :1 تʸرʥȂ مʲلʦل   
  نʲʴب ؕرتʥʻ على الʦʯالي و دون إرجاع .    

  "لʲادثة " الؒرة الȁʦʲʴʸة الʰانʻة خʷراء ا b" الؒرة الȁʦʲʴʸة الأولى حʸراء " و  Aلʥؒʯʯ الʲادثة 
p(A)  ،Apأحʴب  (B) جʯʹʯاس ʤث p(A B)  

   :الʲل   

2الؔرȄات لا نʺʽز بʻʽها عʻد اللʺس ( حالة تʶاوȑ إحʱʺال ) و Ǽالʱالي 

3


6
p(A) =

9
  

ʴققت الʴادثة إذا تA  : اليʱدوق ؗالʻʸة في الʽضعʨح الʰʸؗرات خʹراء   3ؗرات حʺراء و  5ت  
A     ومʻه  

3
p (B) =

8
2و Ǽالʱالي                    3 1

( ) ( ) ( )
3 8 4Ap A B p A p B         

  حʴاب الإحʸʯالات الʵرʻʟة Ǻاسʯعʸال الʱʵرة ( العʹʦʮؒتʻة ) :2 تʸرʥȂ مʲلʦل  
  ؕرات خʷراء 2U  ȏʦʲǻ3ؕرات حʸراء و الآخر 3ؕرات خʷراء و  1U  ȏʦʲǻ5نعʮʯر صʹدوقʥʻ أحدهʸا 

 ؕرات حʸراء . ؕل الؒرات لا نʻʸز بʻʹها Ǻاللʸس .  6و 

      ʥم ʤر مزور ، مرقʻعب غȜر نرد مʱ6الى  1ترمي ح  ʥʻʸلʹا على أحد الرقʶʲب ؕرة 6أو  5. إذا تʲʴن   
     ʥا مʻائʦʵدوق  عʹʶ1الU  دوقʹʶال ʥب ؕرة مʲʴن Ȏالات الأخرʲ2و في الU  

  " 6أو  5" نʶʲل على أحد الرقB  ʥʻʸالʲادثة " الؒرة الȁʦʲʴʸة خʷراء " و نʸʴي الʲادثة  Aنʸʴي 
)p) أحʴب 1 B   p(B)   و  (
Bp) أحʴب 2 (A)   جʯʹʯو اسBp ( A)   
) أحʴب 3

B
p (A)    جوʱʻʱاس 

B
p ( A)   

  ) أكʸل الʱʵرة Ǻالقʤʻ العددǻة الʶʲʸل علʻها4
   p(A)) اسʯʹʯج 5
   :الʲل   

1) الʻرد غʽر مزور ( حالة تʶاوȑ احʱʺال ) ومʻه 1 2 1
 p( B ) =1 - =    ;  p(B) =

3 3 3
  

5و في هذه الʴالة احʱʺال الʨʸʴل على ؗرة خʹراء ه1U  ʨفإن الʴʶب یʦʱ مʧ الʻʸدوق  B) إذا تʴققت 2

8
  

Bفي حالة تʶاوȑ احʱʺال ) أȑ  ( لأنʻا   
5

p( A) =  
8

Bو Ǽالʱالي    
3

p( A ) =  
8

  

Bو مʻه   2Uیʦʱ الʴʶب مʧ الʻʸدوق  B) إذا تʴققت3

1
p( A) =  

3
Bو Ǽالʱالي    

2
p( A ) =  

3
  

4 (B B
p(A) = p(B)× p (A)+ p(B)× p (A)  

 
5 2 1 1 5 2

( )
8 3 3 3 8 3

31
         = 

72

    
1

p(A) =
3  

  
2

 
3

1
 

3

2
 

3

3
 

8
1

 
3

3
 

8
B

B

A

A
A

A

 p(B)

 p( B )

B

B p (A)

B p ( A)

B
 p (A)

B
p ( A)

B
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     قلةʯʴʸة الʻائʦʵرات العʻغʯʸقلة و الʯʴʸادث الʦʲال  

 
1Ȃف. تعر 

                                ʥʻʯحادث ʥل عʦنقA  وB  ان إذا و فقط إذا ؕانʯقلʯʴا مʸأنه  
                                                p(A B) = p(A) × p(B)  

p(A)إذا ؕان                                p(B/A)فإن  0 = p(B)  
  

 . تعرȂف2
                           X  وY  اءʷان معرفان على نفس الفʻائʦʵران عʻغʯمE .  

          ʥؒʯ2ل 1.....  x  ، xnx ، 2و  Xقʤʻ الʯʸغʻر  ، 1.....  y  ، ymy ،   Yقʤʻ الʯʸغʻر  ،
iXمʯʴقلان عʹدما تʦؒن الʲادثʯان ( Yو  Xنقʦل أن           x) و (jY y أجل ؕل ʥان مʯقلʯʴم (i  وj   
1  حʻث  (          i n       1  و j m  (  

  
      قلالʱل هذا ع في حالة اسʸʴǽ ) ائجʱʻالات ؗل الʺʱجداء اح ʨائج هʱʻال قائʺة الʺʱن احʨȞǽ ادثʨʴما الʨʺي  ف  

  الʳʱارب العʨʷائʽة الʺȞررة ) .        
       انʢʰان مرتʽائʨʷران عʽغʱمʧʽʱȃرʳʱقلان .  بʱʶم ʧʽʱلفʱʵم  

  مʰال :        
  6الى  1) حʳر نرد مȞعب غʽر مزور أوجهه مرقʺة مʧ  1عدد ʽʰʡعي أكʰر مn  ʧمرة (  nنرمي               

  ʶʲل مرة واحدة على الأقل رقʤ فردȏ "" ن A  حʽث Aماهʨ احʱʺال الʴادثة  -          
  الʲل :       
 فقط أو .... أو ؗل الارقا ʧʽفردی ʧʽʺواحد فقط أو رق ȑفرد ʦل على رقʨʸʴاشرة ( الʰʺة الǼفؔرنا في الإجا ʨةلǽم فرد (  
  لي.فإن الʶʴاب سʨȞʽن Ȅʨʡلا و معقدا نʨعا ما ، وعلʽه نفʹل اسʱعʺال الʵاصʽة الʱي تʻص على ما ی   

 ȏاوʴǻ ʥʻʯʴعاكʯم ʥʻʯالي حادثʸʯع احʦʸʱ1" م "  
              A " ةʻل إلا على الأرقام الزوجʶʲادثة " لا نʲهي ال  
             1 1 1 1

( ) .....
2 2 2 2n

p A       

  و مʹه         

             
n

( ) 1 ( )

1
         = 1 - 

2

p A p A 
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  :1 تʸرʥȂ مʲلʦل   
                    1(   A  وB  أن ʥʻان . بʯقلʯʴان مʯحادث  

و مʯʴقلʯان       ب)   AB  و أ)            AB  (ان        جʯقلʯʴو م  AB انʯقلʯʴم  
  دف "ʻʶǻب اله ʻʶǻB  "Tب الهدف " ،  ʯA  "Sان  في نفس الʦقت هدفا معʻʹا . الʲادث Sو  T) یرمي قاذفان 2  

4مʯʴقلʯان و احʸʯالاهʸا      

5Sp   7و

8Tp  بʻرتʯعلى ال  

  حʸʯال الʦʲادث الʯالʻة :إأحʴب  -
  فقط ʻʶǺب الهدف    ج) الهدف لʶǻ ʤب   د) الهدف ʶǻاب    ʮʻʶǻSان الهدف    ب)  Tو  Sأ) 

  هـ) قاذف واحد ʻʶǻب الهدف  
   :الʲل 

)  ) أ) لدیʻا1 ) ( ) ( )p A B p A p A B       لأنA B A A B     
)و مʻه        ) ( ) ( ) ( )p A B p A p A p B       اليʯالǺ و ( ) ( ) 1 ( )p A B p A p B    
        ȏأ( ) ( ) ( )p A B p A p B     

)ب)  بʻفس الʢرȄقة نʳد       ) ( ) ( )p A B p A p B    
ج) لدیʹا        ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ( ) ( )p A B p A B p A B p A p B p A B            

            ȏأ  
  

7) أ) 2   

10S Tp p p      (4ب 1 1
(1 )

5 8 10S Tp p p        (1ج 1 1
(1 )(1 )

5 8 40S Tp p p       

4د)        7 7 37

5 8 10 40S T S Tp p p p p           (11هـ
(1 ) (1 )

40S S T Tp p p p p     

  :2 تʸرʥȂ مʲلʦل   
  نرمي ثلاث مرات قʠعة نقʦد مʦʯازنة                  

  ) 1أو  ǻ0أخذ الق1X  ʥʻʯʸʻلعدد مرات ʡهʦر " وجه " في الرمʻة الأولى ( 1Xنرمز بـ         
  لعدد مرات ʡهʦر " وجه " في الرمʥʻʯʻ الʰانʻة و الʰالʰة . 2Xو نرمز Ǻالرمز         

  هʸا مʯغʻران عʦʵائʻان مʯʴقلان 2Xو  1XتʲقȖ أن  -              
   :الʲل

  هʺا  2Xو  1Xواضح أن قانʨني احʱʺال 
  

)ʧȞʺǽ 1 أن نʴʱقʶǼ Șهʨلة أن  )iX x  2و( )jX x أجل ʧقلان مʱʶ0 م 1i   0و 2j   

1مʲلا 

1
( 1)

2
p X    لأن 1 ;E P F   1و 2

1
( 1 ,  X 2)

8
p X      ارج هيʵʺلأن  ال

 ; ; ; ; ; ; ;E FFF FFP FPF PFF PPF PFP FPP PPP   معF  جه وʨیرمز للP هرʤیرمز لل  
 

p( AÇ B ) = 1 - P(A) - p(B) + p(A) × p(B)

                 = (1 - p(A))(1 - p(B)) = p( A ) × p( B )

1  0  1X  

1

2
 

1

2
  1( )ip X x 

2  1  0  2X  

1

4
 

1

2
 1

4
 2( )ip X x 
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 ( ةʻاذج مرجعʸال نʸعʯاس ) : لادʻʸخ الȂارʦت  
  تلʺʽذا . هل مʧ الʺعقʨل الرّهان على أن تلʺʽذیʧ على الأقل لهʺا نفس تارȄخ الʺʽلاد ؟ 34عدد تلامʽذ قʦʶ ما 

 : ذجةʸʹنفرض أن عدد أ  ال ʨة هʻام ؗل سǽ365 اǽال على مدار أʺʱة الاحȄاوʶʱذ مʽلامʱد الʽالʨما و أن مʨم ی  
  ة واحدة  سʰʴة عʨʷائʽة على الʨʱالي و Ǽالإرجاع لؔرȄ 34الʨʻʶات ʧȞʺǽ نʺذجة تʨارȄخ مʽلاد الʱلامʽذ بـ                  
                  ȑʨʴǽ دوقʻص ʧ365م  ʧة مرقʺة مȄاللʺس ) . ( الؔر  365الى 1ؗرǼ هاʻʽز بʽʺات لا نȄ  

  : ابʴʲادثة الʺلائʺة هي الʴالA  ذات ʦائʨعة القʨʺʳ34م  ʧʽȄاوʶʱم ʧȄرʸʻل على الأقل عʺʷي تʱرا و الʸʻمع ʧ  
  . 365الى  1العʻاصر                  

  ) 2أكʰر مʧ عدد ʽʰʡعي  n(  nفي قʦʶ عدد تلامʽذه  A احʱʺال الʴادثة npأ) نʹع  
  املأ الʳدول الʱالي    

    57  50 30 23 20  15  N 

        np  
ر .    ّʁ   ماذا تلاحظ ؟ ف
   Ȗʻʮʠع صائغ  تʹǽ ، هراتʨʳالب  3: لإعداد مʨعها في قʹǽ ʦزجها بذهب مذاب ثʺǽ اللؤلؤ داخل وعاء و ʧّات مhح    

  للʨʸʴل على ثلاث قʢع .            
    1 ʨّة لؤلؤ على الأقل هhح ȑʨʴعة تʢال أن ؗل قʺʱت أن احʰ0,75) أث .  
    2 ( ʧر مʰأك Șابʶال الʺʱن الإحʨȞǽ ىʱعاء حʨب وضعها داخل الʳǽ يʱّات اللؤلؤ الh؟ 0,99ما عدد ح  
  الاتʸʯرة الإحʱال شʸعʯإس  

  بʽʹاءؗرات  2U  ȑʨʴǽ4و الآخر سʨداءؗرات  3و  ءبʽʹاؗرات  1U  ȑʨʴǽ6صʻدوقʧʽ أحدهʺا  نعʰʱر
 اء . ؗل الؔرات لا نʺʽز بʻʽها Ǽاللʺس . سʨدؗرات  5و 

  د قؗانت الؔرة الʺȃʨʴʶة بʽʹاء ما احʱʺال أن تʨؔن إذا عʨʷائʽا و نʴʶب مʻه ؗرة واحدة عʨʷائʽا .  نأخذ صʻدوقا     
  ؟  1Uسʰʴُت مʧ الʻʸدوق      
 : زʻرمʯذجة و الʸʹنʹع      الiU  ادثةʴال ʦار هʯʳʸدوق الʹʶال "iU "   ثʽح i 1; 2  

  " داءسȁʦ ʦة " الؒرة الʲʴʸالʴادثة  Nو    " الؒرة الȁʦʲʴʸة بʷʻاء "الʴادثة  Bنʹع                                   
ip(UنرȄد حʶاب  -                      /B)  ابʶي حʹʱقǽ ما ʨو هp(B)  وip(U B)  

  : ابʴʲال     الاتʺʱالإح ʦقǼ رةʳʷاملأ ال   
                      بʶاح p(B)   

                       جʱʻʱاس1p(U B)  
  یلي : تȘʽʰʢ : اخʰʱارات الʷؔف عʧ مرض ما تʦʱ ؗʺا

          ʨجب هʨار مʰʱض إخȄص مرʵʷن لʨȞǽ ال أنʺʱ0,99اح .  
          ʨار سالب هʰʱاخ ʦʽص سلʵʷن لʨȞǽ ال أنʺʱ0,99اح .  

  ʧؔʱلp  ب بدلالةʶع ما . أحʺʱʳة الʺرض في مʰʶنp . اʰجʨاره مʰʱا إذا ؗان اخʹȄص مرʵن شʨȞǽ ال أنʺʱاح  

  الʸقارنة بʥʻ دوال وتعʥʻʻ الأوضاع الʹʻʮʴة لʻʹʲʹʸاتهʸا  

2p(B/U )

1p(B/U )

2p(U )

1p(U ) 1U

2U

B
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  رجʮو ن ȏن هاردʦراثة ( قانʦال ʤالات في علʸʯ1908الإح (   
  aaأو  ʧȞʺǽAA  ،Aa أن ʨȞǽن للفرد ثلاثة أنʺاȋ وراثʽة :  aو  Aحʻʽʺا ʨȞǽن لʺʨرّث شȞلان 

ʳر الʰʱة نعʽراثʨال ȋب هذه الأنʺاʶه نʽن فʨؔت ȑل الأول الذʽ0 0 0r q   و     ،  p . بʽرتʱعلى ال  
  نقʰل أن الأزواج تȞʷʱل عʨʷائʽا و أن الأنʺاȋ الʨراثʽة الʺعʰʱرة عʨʷائʽة .

0عʰر بدلالة  )1 0 0r q   و     ،  p  الʺʱالإح ʧ1عp فلʢن لʨȞǽ ط  لؔيʺʻاني الʲل الʽʳال ʧمAA   اليʺʱإح ʧوع
1 1r و    q   . aaأو  Aaلؔي ʨȞǽن له الʻʺط    

1أثʰت أن  )2 1 1r q   و     ،  p  ب بدلالةʱؔ0ت 0= p r   جʱʻʱ2فقط و اس 2 2r q   و     ،  p  لʽʳة للʰʶʻالǼ بʶʻنفس ال )
  علȘʽ ؟) . الʱ ثالʲال

  تʦضʲʻات :
 ʧالدیʨة للʽراثʨال ȋت الأنʺاʻؗ إذاAA وAa ʨلد هʨراثي للʨط الʺʻن الʨفإن قان  

  
 ʧالدیʨة للʽراثʨال ȋت الأنʺاʻؗ إذاAa  وAa ʨلد هʨراثي للʨط الʺʻن الʨفإن قان    

  
 ــحʻفاتʸال  USB 

مʧ الʺفاتʽح غʽر  % 4حʽث  USBلʨʴاسʽب ( الإعلام الآلي ) یʱʻج مفاتʽح . مʻʸع أجهزة ا 310إلىتعʢى الʱʻائج مدورة 
  ثلاث مʨʺʳعات إلىصالʴة . تʻʸف الʺفاتʽح Ǽعد فرزها 

   عʻʸʺال ʦʱل خʺʴح تʽمفات 
   عʻʸʺال ʦʱل خʺʴح لا تʽمفات 
   ح للإتلافʽمفات  
 الʺفاتʽح غʽر الʸالʴة .مʧ  % 95مʧ الʺفاتʽح الʸالʴة Ǽالʢʵأ و ترفض  % 3لفرز ترفض ) وحدة ا1

 حʱى تقʰل وحدة الفرز مفʱاحا غʽر صالح . 1pأ) ماهʨ الاحʱʺال 
  ʨاماهʺʱ2 لالاحp  . اʴاحا صالʱوحدة الفرز مف Șى ترفʱح 
  ʨاماهʺʱ3 لالاحp .أ في الفرزʢدث خʴǽ ىʱح 

  ʴأن ب) ت Ș4قp  احʱل مفʨʰال قʺʱاحUSB  ȑاوʶǽ0,933  
2ʱة ؗلها و یʶʺʵله في الʺراحل الʨʰق ʦاح إذا تʱع على الʺفʻʸʺال ʦʱضع خʨعة . یǼاʱʱالفرز في خʺس مراحل م ʦʱا لف إذ) ی

ʱالات الʺʱب الإحʶأح . ʦʱدون خ ʧؔاح لʱل الʺفʰقǽ و إلا ʧʽʱة :رفض على الأقل في مرحلʽال 
  5p ʦʱاح دون خʱل الʺفʨʰال قʺʱإح  
  6p هʺʱاح و خʱل الʺفʨʰال قʺʱإح  
  7p  الʺʱاح  إتلافإحʱالʺف  

  
  [ ǻعʮʯر الفرع الʰاني مقدمة للفʶل الʦʸالي و تʸهʻدا لقانʦن برنʦلي ]

  

Aa AA النمط الوراثي  
  الإحتمال 0,5 0,5

aa Aa AA 
0,25 0,5 0,25 



 216

  .لولموضوع مح

ة عǼ ʧعد خلال فʸل الʽʸف الأجهزة .   لʽʸانة أجهزة الʱدفئة تراقب شرؗ
مʧ الأجهزة هي تʴت الʹʺان . مʧ بʧʽ الأجهزة الʱي تʴت الʹʺان ʨȞǽن احʱʺال عدم صلاحʽة أحداها  %20نعلʦ أن  

1

100
1حʽة أحدها ، و مʧ بʧʽ الأجهزة الʱي لʶʽت تʴت الʹʺان ʨȞǽن احʱʺال عدم صلا 

10
 .  

  الʴادثة " الʺدفئة تʴت الʹʺان " Gنʶʺي 
  ) أحʶب احʱʺال الʨʴادث الʱالʽة :1

   A    ،    " ةʴر صالʽت الʹʺان و هي غʴالʺدفئة ت "B " ةʴر صالʽالʺدفئة غ "  
2 ʨت الʹʺان هʴال أنها تʺʱأن اح ʧʽة . بʴر صالʽما الʺدفئة غ ʧȞ1) في س

41
  

ت الʹʺان إذا ؗانت الʺدفئة لʶʽت تDA ʴ 800) الʺراقʰة مʳانʽة إذا ؗانت الʺدفئة تʴت الʹʺان ، و ǽقدر ثʺʧ الʺراقʰة بـ 3
  إذا ؗانت الʺدفئة لʶʽت تʴت الʹʺان و هي صالʴة . DA 2800و هي صالʴة بʻʽʺا ǽقدر بـ 

 ʧȞʽلX ة ثʺʽأخذ ؗقǽ ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺال الʺʱن احʨقان ʧʽة مدفئة . عʰتؔلفة مراق ʧʺX . اتيʽاضȄو أمله الر  
                              

  .عـاليـقت .ل مختصرح
 
  
  
  
  
  
  
  

1 (1 1 1
( )

5 100 500
P A          

  1 1 4 1 41
( )

5 100 5 10 500
P B       

2 (( ) ( ) 1
( )

( ) ( ) 41B

P G B P A
P G

P B P B


    

3  (  
  
  
  

      18 2
( ) 800 2800 800

25 25
E X DA      

  

  ادرʰعات نȄإلىؗلʺا وجدت تفر  ʧȄʨؔت
  الʳʷرة الʺʻاسʰة .

  
  
  
  
  
  ال حادثة ماʺʱاب احʶʴل  
  * نʰʱʱع الʺʶارات الʺؤدǽة إلʽها عʰر    

  فروع الʳʷرة .    
* احʱʺال الʴادثة هʨ جداء الاحʱʺالات   

  الʺʨجʨدة على أسهʦ الʺʶارات الʺʻاسʰة   
  
  
 الات هʺʱع الاحʨʺʳلاحظ أن م ʨ1  

  

 
 
 
 

4
5 1

 
1 0

9 9
 

1 0 0

9
 

1 0

G

G

B

B

B

B

1
5

1
 

1 0 0
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  موجه موضوع
     

      Iةǽة العددʽالʱʱʺر الʰʱنع (  nU 1یلي :  الʺعرفة ؗʺا

1

2
U   ةʽراجعʱ1و العلاقة ال

1 1

6 3n nU U   .  

  ʥؒʯل nV  أجل ʧة الʺعرفة مǽة العددʽالʱʱʺ1الn  2یلي  ؗʺا

5n nV U   

تʴقȘ أن الʺʱʱالʽة  -  nV  بʱدید أساسها . أكʴلب تʢǽ ةʽدسʻهي هnU  بدلالةn 

      II ر نردʳر حʰʱنع (A  وB  ثʽحA  ȑʨʴǽ3 3 أوجه حʺراء و  ȑʨʴǽ اʺʻʽاء بʹʽأوجه بB  ،4   أوجه حʺراء و  
    وجهʧʽ أبʧʽʹʽ . نأخذ عʨʷائʽا أحد الʳʴرʧȄ و نرمʽه ، إذا حʸلʻا على وجه أحʺر نʱʴفظ بʻفس الʳʴر و إذا تʸʴلʻا  
  على وجه أبʽض نغʽر الʳʴر و نرمي مرّة ثانʽة و هȞذا ... 
  الʴادثة " نʱʶعʺل   nRالʴادثة العʽʶȞة لها ؗʺا نʶʺي  nA" و  nفي الرمʽة  Aل الʳʴر الʴادثة " نʱʶعʺ nAنʶʺي  
  على    nRو  nAلاحʱʺالي الʴادثna  ،nr  ʧʽʱالʴادثة العʽʶȞة لها و نرمز ǼالرمزnR  ʧȄو  "  nفي الرمʽة  Rالʳʴر  
  الʱرتʽب . 
  1 ʧʽ1) عa  
  2(  ʧʽ1عr ( الاتʺʱرة الإحʳعʺال شʱاس ʧȞʺǽ )  

Ǽ1nʺلاحʤة أنه مʧ أجل ؗل  )3     نʨȞǽ( ) ( )n n n n nR A R R A      أن ʧʽ1و ب 2

6 3na  nr   

1nتʴقȘ أنه مʧ أجل ؗل  )4     نʨȞǽ1 ( ) ( )n n n n nA A R A R        

1nاسʱʻʱج أجل ؗل  )5     نʨȞǽ   1 1

6 3na n+1a  بʱأك ʦثna  بدلالةn   

limثʦ أحʶب  nبدلالة  nrاسʱʻʱج عʰارة  )6  
n nr  

  
  .توجيهات

I ة ؟ʽدسʻة أنها هʽالʱʱم ʧل عʨى نقʱم ( .  

II (2ʺǽ (الاتʺʱرة الاحʳعʺال شʱاس ʧȞ  

)Ǽʺلاحʤة أن :  )3     و ( ( )
nn n nR A R A  ʧʽʱʺلائʱر مʽغ  

)و أن                  ) ( ) ( )
nn n n A np R A p A p R    

)و أن                  ) ( ) ( )
n

n n n nA
p R A p A p R      

1n في الرمʽة) 5        نرميA ي أن الرمʻعǽ . ةʽn  اʻʽرم ،A  

  و حʸلʻا على وجه أبʽض Bو حʸلʻا على وجه أحʺر أو رمʻʽا         
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    تطبيقات مباشرة للدرس 

ؗرȄة ( لا نفرق بʻʽها عʻد اللʺس)   ȑʨʴǽ32 صʻدوق      
  ؗرȄات عʨʷائʽا. 8نʴʶب 

  ة ؟في آن واحد . ما عدد الʴالات الʺʺʻȞ ) إذا تʦ الʴʶب1
على الʨʱالي دون إرجاع . ما عدد  ا) إذا تʦ الʴʶب) 2

  الʴالات الʺʺʻȞة ؟
. ما عدد ب) إذا تʦ الʴʶب على الʨʱالي مع الإرجاع  )2

  الʴالات الʺʺʻȞة ؟
  أحʶب الʺʳامʽع الʱالʽة        

 
0

1

2

n

k
k

n
A

k

 
  

 
           

0

3

4

n kn

k
k

n
B

k





 
  

 
  

      ʻʸر الʰʱنع ʧʽدوقA  وB .  
 5ؗرات سʨداء و  3ؗرات حʺراء ،  A  ʦʹǽ3 * الʻʸدوق  

  كرات خʹراء .
 4ؗرات حʺراء ، ؗرتʧʽ خʹراوʧȄ و  B  ʦʹǽ7* الʻʸدوق 

  كرات سʨداء .
  جʺʽع الؔرات مʷʱابهة و لا نʽʢʱʶع الʱفرȘȄ بʻʽها Ǽاللʺس

  . Bثʦ ؗرة مʧ الʻʸدوق  Aنʴʶب ؗرة مʧ الʻʸدوق 
1-  ʧؔʱل Vʴدحادثة " سʻʸال ʧوق ب ؗرة خʹراء مA "  
)أحʶب  -    )p V 

2- ʰʱة :نعʽالʱادث الʨʴر ال  
   N  دوقʻʸال ʧداء مʨب ؗرة سʴس "B  "  
   R  دوقʻʸال ʧب ؗرة حʺراء مʴس "B "  
   V'  دوقʻʸال ʧب ؗرة خʹراء مʴس "B "  

)أحʶب  -  )p N  ،( )p R  ،( )p V   
ها جانʰا ثʦ نʴʶب  ʧA الʻʸدوق نʴʶب ؗرة م -3 و نʱرؗ

  . Bكرة مʧ الʻʸدوق 
أحʶب إحʱʺال الʴادثة " سʴب ؗرة خʹراء مʧ الʻʸدوق  - 

A  دوقʻʸال ʧو مB  "  
ʷǽارك رشʽد في لعʰة حظ حʽث إحʱʺال الفʷل فʽها       

  مرات مʱʱاǼعة ( نعʰʱر أن  5. قرر رشʽد الʺʴاولة  0,6
الʺʱغʽر   Xالʺʴاولات مʱʶقلة عǼ ʧعʹها الʰعض ) . نعʰʱر 

  مʴاولات Ǽعدد مرات الفʨز . 5العʨʷائي الذȑ یرفȘ ؗل 
 X. عرف قانʨن الإحʱʺال للʺʱغʽر 1

  X. أوجد الأمل الرȄاضي و الانʴراف الʺعʽارȑ لـ 2
3 ʧʽʱادثʴال الʺʱإح ʨما ه .:  
A " ةʶʺʵاولات الʴʺل في الʷفǽ دوما "  
B اولاʴʺز مرة واحدة على الأقل في الʨفǽ "ة " تʶʺʵال  
ؗرات خʹراء لا  3ؗرات حʺراء و  ʦʹǽ6 صʻدوق      

  نفرق بʻʽها عʻد اللʺس . 
  نʴʶب ؗرتʧʽ على الʨʱالي دون إرجاع 

 " الؔرةB " الؔرة الأولى حʺراء " و الʴادثة   Aلʧؔʱ الʴادثة
  نʽة خʹراء " الʲا
أحʶب  - P A  ، AP B  جʱʻʱاس ʦث P A B  

 3ؗرات بʽʹاء و  4نعʰʱر صʻدوقʦʹǽ ، ʧʽ الأول       
ؗرات  5كرات سʨداء و ʦʹǽ الʲاني ؗرتʧʽ بʽʹاوʧȄ و 
  ʻد اللʺس .سʨداء . الؔرات ؗلها مʱʺاثلة لا نفرق بʻʽها ع

نرمي قʢعة نقʨد مرة واحدة ، فإذا ʣهر الʨجه نʴʶب عʨʷائʽا 
كرة مʧ الʻʸدوق الأول ، أما إذا ʣهر الʤهر على قʢعة 

  الʻقʨد نʴʶب ؗرة مʧ الʻʸدوق الʲاني .
 ʧؔʱلF  جه " وʨر الʨهʣ " ادثةʴالB  ادثة " الؔرةʴال

  الʺȃʨʴʶة بʽʹاء " 
أحʶب  -1 P F  و P F  
أحʶب  -2 FP B  جʱʻʱو اس FP B  
أحʶب  -3 F

P B  جʱʻʱو اس F
P B  

  كʺل الʳʷرة ( العʨʰؔʻتʽة ) Ǽالʱʻائج الʺʸʴل علʽها أ -4
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B

B

B

F

F

 P F

 P F
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و أخذ حʳرȑ نرد عادیʧʽ و  x DAفع لاعب د      

 ʨه ʧȄاهرʤال ʧʽʺع الرقʨʺʳح  7رماهʺا.إذا ؗان مȃیر ،
20DA . ئʽش ȑح أȃو إلا لا یر  

الʰداǽة حʱى ʨȞǽن الأمل  كʳǽ ʦب على اللاعب أن یدفع في
  الرȄاضʽاتي معدوما؟

 3 ،1،2قرʸȄات بʽʹاء تʴʺل الأرقام  ʦʹǽ3 صʻدوق      
  . 3،  2،  1و ثلاث قرʸȄات صفراء تʴʺل الأرقام 

 ʧȞʽدوق ، لʻʸال ʧة واحدة مʸȄا قرʽائʨʷب عʴʶنX 
 ȑاوʶǽ ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺة  1الȃʨʴʶʺة الʸȄإذا ؗانت القر

 ȑاوʶǽ اء و إلاʹʽ0ب  ʧȞʽول .Y  ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺال
  یرفȘ ؗل سʰʴة برقʦ القرʸȄة الʺȃʨʴʶة

1ʺʱني الإحʨعرف قان ( ʧال لؔل مX  وY  
2 ʧاضي لؔل مȄب الامل الرʶأح (X  وY  
3 ʧʽʽائʨʷالع ʧȄرʽغʱʺأن ال ʧبره (X  وY قلانʱʶم  
و أحʶب  X×Y) عرف قانʨن الإحʱʺال للʺʱغʽر العʨʷائي 4

  أمله الرȄاضي.
       ʧؔʱة واحدة  و لʽنرمي زهرة نرد رمX  يʱالعلامة ال

  تʴدد ؗʺایلي :
a.  ) 10-العلامة  ʦهر الرقʣ 1) إذا  
b.  ) هرت الأرقام  10العلامةʣ 6) إذا 

             c ) 0. العلامة  Ȑالات الأخرʴفي ال (  
نفرض أن زهرة الʻرد غʽر مʨʱازنة ʽʴǼث احʱʺال ʣهʨر 

  .   0,12هʨ  5،  4،  3،  2،  1وجه الأ
  ي هذه الʴالةف Xعرّف قانʨن الاحʱʺال للعدد  -
  الـــعـــد 

  ʶǼط الأعداد الʱالʽة دون اسʱعʺال الآلة الʴاسʰة      
8!

6!
a                     11!

9! 2!
b 


  

 13! 12!

12!
c


          4 4 4

12! 11! 10!
d     

  أكʱب على أʶǼط شȞل مʺʧȞ العʰارات الʱالʽة                   
        )  n  ʧر مʰعي أكʽʰʡ 1عدد (  

            !

( 1)!

n
a

n



             (2 1)!

(2 1)!

n
b

n





  

1 1

( 1)! ( 1)!
c

n n
 

 
         !

( 1)!
n

d n
n

   

     ʱاسǼ بʱعʺال العاملي ( أك! ʧؗلا م (  
     5 6 7 8 9a                  

  ....1 2 , , 2b n n n n n   �   
1 3 4 7 9 11

2 4 6 8 10
d

    


   
       9 10 11 12

5 6 7
c

  


 
  

     1 ʧم ʧذیʽʺار تلʽʱاخ ʧȞʺǽ قةȄرʡ ʦȞǼ (26 ذا ؟ʽʺتل  
  ائب له  ؟) ʡ ʦȞǼرȄقة ʧȞʺǽ اخʽʱار مʶؤول عʻهʦ ثʦ ن2

       " + ʨʡʨى " لʺʶʺاضي الȄار  في الرهان الرʱʵǽ
إلى  1رقʺا ( ؗرات مرقʺة مʧ  49أرقام مʧ بʧʽ  6الʺʷارك 

49  . (  
  ) ما عدد الاخʽʱارات الʺʺʻȞة ؟1
) علʺا أن هʻاك حالة واحدة فقط للفʨز ʱʶǼة أرقام صʴʽʴة 2

  ما عدد الʴالات الʺʺʻȞة للفʨز Ǽأرȃع أرقام مʺʻȞة ؟
مʻها سʨداء و  4ؗرات مʱʺاثلة .  ʦʹǽ10 صʻدوق       

 .ؗرات في آن واحد 3ب مʧ الʻʸدوق نʴʶ الʰاقي بʽʹاء .
  ما عدد الʴالات مʺʻȞة للʨʸʴل على :

ؗرة بʽʹاء على الأقل ؟        )ؗرة بʽʹاء ؟        ب )أ
  ؗرات لʶʽت مʧ نفس اللʨن ؟ 3 )جـ
و    بʽʹاء  ؗرة nؗرة سʨداء و  nالʻʸدوق  إلىنʹʽف  )2

عدد الʴالات الʺʺʻȞة لʴʶب ؗرتʧʽ مʧ نفس  nXنعʰʱر 
  . اللʨن 

n  أثʰت أن  )أ  �   2 9 21nX n n    
ʦؗ10713nX نʹʽف مʧ ؗرة حʱى ʨȞǽن  )ب   

    ʺل الأرقام ʴتبʽʹاء  6 مʻهاة ؗر  ʦʹǽ15 صʻدوق      
   خʹراء تʴʺل الأرقام  5) و  3،  3،  2،  2،  1،  1( 
 3، 3، 1حʺراء تʴʺل الأرقام ( 4) و  2،  2،  1،  1،  1( 
هʨ عدد الʴالات  ؗرا ت في آن واحد . ما 3) . نʴʶب  3، 

  الʺʺʻȞة لʴʶب :

7 

9 

8 

11

12

16

13

14

10

15
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الرقʦ؟   ؗرات تʴʺل نفس 3 )2ؗرات مʧ نفس اللʨن؟   3 )1
ؗرات واحدة على  3 )4؟  6أرقامها ؗرات مʨʺʳع  3 )3

  الأقل مʻها تʴʺل رقʺا فردǽا ؟
في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة ، ما عدد الؔلʺات             

حرف الʺȞʷلة  n( سʨاء لها معʻى أو لʽس لها معʻى ) ذات 
  مʧ حروف الؔلʺات الʺعʢاة ؟

3nأ)    " و الؔلʺة هيʤعل "  
5nب)    " رو الؔلʺة هيȜʴمع "  
5nج)    " و الؔلʺة هيʥʸʻمه "  
6nد)    " انو الؔلʺة هيʴʸتل "  
6nهـ)    " لو الؔلʺة هيʻʮʴسل "  

  لاعʧʽʰ في دورة لʻʱس الʢاولة . 10یʻʱافس 
  ʡ ʦȞǼرȄقة ʧȞʺǽ تʦʽʤʻ الدور الأول ؟ -      
       ʧن مʨؔʱات ) 5( الدور الأول یȄارʰم  
       ʧʽب ʧو  5م ʧʽȄو  10جزائر ʧʽدیʨ10سع   ʧʽʽʻʢʶفل  

نʱʵار ثلاث شʽʸʵات مʧ جʽʶʻات عرʽȃة مʱʵلفة ،  )1
  ما عدد الʲلاثʽات الʺʺʻȞة ؟

  شʽʸʵات 3نفس الئؤال مʧ أجل شʧʽʱʽʸʵ بدل  )2
     ʨفي أحد رف ʦʽʤʻد تȄة نرʰʱȞʺة و  4ف الʽب إسلامʱؗ3 

  ) . !ʱؗب رȄاضʽات ( شȞرا  5كʱب ثقافʽة و 
ما عدد الʽؔفʽات الʺʺʻȞة إذا أردنا أن تʨؔن ʱؗب  )1

  نفس الʺʨضʨع مʳʱاورة ؟
  ) إذا ؗان في آن واحد . ما عدد الʴالات الʺʺʻȞة ؟1
) إذا ؗان على الʨʱالي دون إرجاع . ما عدد الʴالات 1) 2

  ؟ الʺʺʻȞة
) إذا ؗان على الʨʱالي مع الإرجاع آن واحد . ما عدد 1 )3

  الʴالات الʺʺʻȞة ؟
 ʧم ʧʽلفʱʵم ʦʽعʨضʨان مʳعالǽ ʧʽابʱؗ في رحلة ما قررنا أخذ

 هذه الʱؔب للʺʢالعة . ما عدد الإخʽʱارات الʺʺʻʺȞة ؟

 ȑʨʴǽ دوقʻص ʧ49م  ʧة مرقʺة مȄها  49الى  1ؗرʻ6، م 
 6. نʴʶب في آن واحد كرȄات حʺراء و الʰاقي بʽʹاء 
  كرȄات ما عدد الʢرق الؔلʽة ؟

ؗرȄات  3ما عدد الʢرق الʺʺʻȞة للʨʸʴل على  )1
 ؗرȄا حʺراء ؟ 3بʽʹاء و 

هل عدد الʢرق الʱي لا تʷʺل الؔرȄات ذات اللʨن  )2
الأحʺر أكʰر مʧ عدد الʢرق الʱي تʷʺل اللʨن 

  .الاحʺر

       ) ȑقة براȄرʢǼ رفʴب الʱȞǽ BRAILLE(  
  قة في نقʢة واحدة على الأقل بʲقب ور  

  مʧ الʻقط الʱʶة الʺʻʽʰة في الȞʷل
  ما عدد الʴروف الʺȞʷلة بʲلاث ثقʨب ؟ )1
 ما عدد الʴروف الʺȞʷلة ʶʺʵǼة ثقʨب )2

ما عدد الʴروف الʱي ʧȞʺǽ الʨʸʴل علʽها سʨاء  )3
 لها معʻة ʵǼط براȑ أو لʽس لها معʻى ؟

       ʧالهاتف م ʦن رقʨؔʱالاول  9ی ʦأرقام . الرق ʨ0ه       
  و الأرقام الʲʺانʽة الاخرʽؗ Ȑفʽة .

  .ماعدد أرقام الهʨاتف الؔلʽة ؟1
2: ʦʹي تʱاتف الʨماعدد أرقام اله. 

 ؟ 1مرات الرقʦ  3 )أ

 ؟ 1على الأقل ثلاث مرات الرقʦ  ) ب

 ؟ 2ومرة واحدة الرقʦ  5مرتʧʽ الرقʦ  ) ج

 أرقام زوجʽة فقط ؟ 5 )د

3 ʧʽʺالرق ʦʹي لا تʱاتف الʨ؟ 9و 6.ما عدد أرقام اله  
نʹع بʧʽ یدʡ ȑفل ثلاثة أقلام ملʨنة أخʹر ، أحʺر        

و أصفر و نʢلب مʻه تلʧȄʨ الأوجه الʱʶة لعلʰة مȞعʰة الȞʷل 
  . ما عدد الʽؔفʽات الʺʺʻȞة للʱلʧȄʨ ؟

 ʧلط مʱʵم ʧم ʦʶن قʨؔʱذا و  18یʽʺذة .    12تلʽʺتل  
  یراد تʽȞʷل لʻʳة للقʦʶ تʹʦ رئʶʽا و نائʰا و أمʻʽا     
  ʨ عدد اللʳان الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها ؟ماه )1
  ماهʨ عدد اللʳان الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها ʽʴǼث ؟ )2

17

24

23

22

18

19

20

21
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  أ) ʨȞǽن الأمʧʽ تلʺʽذة ؟
  مʨجʨدا في اللʻʳة ؟ Xب) الʱلʺʽذ 

  ج) ʨȞǽن الرئʽس تلʺʽذا و الأمʧʽ تلʺʽذة ؟
  د) الرئʽس و نائʰه مʧ جʧʽʶʻ مʱʵلفʧʽ ؟

  ʱXلʺʽذ ) نفرض أن الرئʽس تلʺʽذا والأمʧʽ تلʺʽذة وأن ال3   
  . Yلا یرȄد الإنʹʺام الى لʻʳة تʹʦ الʱلʺʽذة 

  ماهʨ عدد اللʳان الʱي ʧȞʺǽ تʽȞʷلها في هذه الʤروف ؟ -
  شʮاك العʹʦʮؒت 2

  الȞʷل الʱالي ʲʺǽل شʰاك 
  عʨʰؔʻت لʸقت Ǽه ثلاث

  حʷرات و العʨʰؔʻت  
 Oفي الʻقʢة 

  ) ما عدد الʺʶارات الʱي ʧȞʺǽ أن تʶلؔها العʨʰؔʻت 1
ʴل للʨصʨرة للʷA ؟  

) ما عدد الʺʶارات إذا أرادت العʨʰؔʻت بداǽة وجʱʰها 2
  ؟ ǼBالʷʴرة 

) ما عدد الʺʶارات إذا أرادت العʨʰؔʻت بداǽة وجʱʰها 3
  ؟ ǼCالʷʴرة 

) ما عدد الʺʶارات إذا أرادت العʨʰؔʻت الإنʱقال الى 4
  فقط ؟ ǼAعد إلʱهامها للʷʴرة  Cالʷʴرة 

5ؔʻارات إذا أرادت العʶʺل الى ) ما عدد الʨصʨت الʨʰ
  على الʱرتʽب ؟ Bو  ǼAعد إلʱهامها لؔل مC  ʧالʷʴر 

  في ؗل حالة مʧ الʴالات الʱالʽة: nأوجد العدد الʽʰʢعي      
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  ) أحʶب الʺʳامʽع الʱالʽة2

1 1 2 3 ...S n      
 2 1 2 2 3 3 4 ... 1S n n          

 2 2 2 2
3 1 2 3 ...S n     

لʧȞʽ الʺʨʷʻر الʱالي    
15

3
2

2
x

x
  
 

  

  . 10أكʱب الʴد الذȑ درجʱه  )1
 أوحد معامل الʴد الʱاسع )2

  أوجد الʴد الʲابت )3
  n اليʱر الʨʷʻʺال ʧȞʽعي ، لʽʰʡ عدد  1

n
x  

 228xالʲالث في الʺʨʷʻر هʨ ) إذا علʺت أن الʴد1
  . nفأوجد 

حʱى  xالʺʸʴل علʽها ، أوجد قʽʺة  n) مʧ أجل قʽʺة 2
 ʨامس هʵد الʴن الʨȞǽ1120 .  

15n) مʧ أجل 3  ،  
حʱى ʨȞǽن الʴدان  mأحʶب قʽʺة العدد الʽʰʢعي  

  )  2m+3) و(  m-1اللذان رتʱʰاهʺا( 
  مʶʱاوȄي الʺعامل .     

  مال و المتغير العشوائيالإحت 

        ʧȞʽلX : ائي الʺعرف ؗʺایليʨʷر العʽغʱʺال  

4  3  2  -1   

a  
1

5
  1

4
  1

3
  ( )P X   

1( ʽقي حدد قʽقʴة العدد الʺa 

5أحʶب  )2
( )

2
P X   و( 1)P X  

)2أحʶب )3 2)P X  

)2 أحʶب )4 6 8 0)P X X    
ؗرȄات  3و  10ؗرȄات تʴʺل الرقʽؗ ȑʨʴǽ5  ʦس         

 ʦل الرقʺʴ15ت .  

الʺʱغʽر  Xآن واحد ؗرʧʽʱȄ و لʧȞʽ  نʴʶب عʨʷائʽا و في
  العʨʷائي الذʲʺǽ ȑل مʨʺʳع الرقʺʧʽ الʺʸʴل علʽهʺا .

  .  Xحدد مʨʺʳعة القʦʽ الʺʺʻȞة للʺʱغʽر  )1
 Xعرف قانʨن الإحʱʺال للʺʱغʽر العʨʷائي  )2

)أحʶب الامل الرȄاضʽاتي  )3 )E X 

4(  ʧایʰʱب الʶأح( )V X 

)أوجد  )5 25)P X  

،  1قرʸȄات بʽʹاء تʴʺل الأرقام  ȑʨʴǽ3 صʻدوق   
،  2،  1و ثلاث قرʸȄات سʨداء تʴʺل الأرقام  3،  2
أǽʹا . نʴʶب عʨʷائʽا قرʸȄة واحدة مʧ الʻʸدوق و  3

الذȑ یرفȘ القرʸȄة الʰʹاء  Xنعʰʱر الʺʱغʽر العʨʷائي 
) ʦالرقǼ1فر ، وʸالǼ داءʨʶة الʸȄر  +) و القرʰʱنع

الذȑ یرفȞǼ Șل قرʸȄة الرقY  ʦأǽʹا الʺʱغʽر العʨʷائي 
  الذȑ تʴʺله .

2(  ʧال لؔل مʺʱن الإحʨعرّف قانX  وY  
)أحʶب الأمل الرȄاضʽاتي  )3 )E X  و( )E Y 

4(  ʧʽʽائʨʷالع ʧȄرʽغʱʺت أن الʰأثX  وY قلانʱʶم 

ʨʷXائي عرف قانʨن الاحʱʺال للʺʱغʽر الع )5 Y 
. ʧایʰʱال ʦاتي ثʽاضȄب أمله الرʶو أح 

 ʽؗ ȑʨʴǽ1 ،2 ،3 ،aس أرȃع قرʸȄات تʴʺل الأرقام   
 )a� رʰʱة واحدة و نعʸȄب قرʴʶن . (kP  ʨه

 ʦة ذات الرقʸȄب القرʴال سʺʱاحk   
 ʴ1P  ،2P   ،3P  ،aPقʽقʽة .أحʶب الأعداد ال1

إذا علʺت أنها بهذا الʱرتʽب تȞʷل حدود مʱʱاǼعة مʧ مʱʱالʽة 

1حʶابʽة أساسها 

18
 )( تعʢى ʨʶؗرا غʽر قابلة للإخʱزال  

2 ʧȞʽل .F  ةȃʨʴʶة مʸȄؗل قر Șیرف ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺال
إذا علʺت أن الامل  Ǽaالرقʦ الذȑ تʴʺله . أوجد قʽʺة العدد 

 ʨاتي هʽاضȄ43الر
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لا  20الى  1ؗرة مرقʺة مʽؗ ȑʨʱʴǽ20  ʧس على       
  نفرق بʻʽها عʻد اللʺس .

  حʱʺال الʨʸʴل على :ʴʶب ؗرة مʧ الʽؔس ، ما هʨ إن -1
         ؟ 4ؗرة تʴʺل عددا مʹاعفا للعدد  -أ  
  ؟ 5ؗرة تʴʺل عددا لʽس مʧ مʹاعفات  -ب  

الʺرة ؗرتʧʽ في آن واحد ، ما هʨ إحʱʺال  نʴʶب في هذه -2
  الʨʸʴل على :

  ؟ 4ؗرتʧʽ تʴʺلان عددیʧ مʹاعفʧʽ للعدد  -أ  
  3ؗرتʧʽ إحداهʺا تʴʺل عددا مʹاعفا للعدد  -ب  

  ؟ 4نʽة تʴʺل عددا مʹاعفا للعدد و الʲا
ؗرات في آن واحد ، ما هʨ إحʱʺال  3نʴʶب الآن  -3

  الʨʸʴل على :
؟   4ثلاث ؗرات تʴʺل أعددا مʹاعفة للعدد  -أ  
  ثلاث ؗرات مʨʺʳع أرقامها زوجي ؟ -ب  

ؗرات مʱʺاثلة . خʺس مʻها بʽʹاء  ʽؗ ȑʨʴǽ10س       
ث ؗرات خʹراء ) و ثلا 3 ، 2،  2،  1،  1تʴʺل الأرقام ( 
) و ؗرتان حʺراوان تʴʺلان  3،  2،  1(  تʴʺل الأرقام

 ) ʧʽʺا ثلاث ؗرات في آن  3،  3الرقʽائʨʷب عʴʶن . (
  واحد

  حʱʺال الʨʸʴل على :اما   -1
     أ) ؗرة بʽʹاء و ؗرتʧʽ حʺراوʧȄ ؟  

    ب) ؗرة حʺراء على الأقل ؟        
  ؟ 7دد جـ) ثلاث ؗرات مʨʺʳع أرقامها ǽفʨق الع       

،  3،  1،2زهرة نرد غʽر مʨʱازنة أوجهها تʴʺل الأرقام       
 1Pإحʱʺالات ʣهʨرها في رمʽة واحدة هي       6،  5،  4
 ،2P   ،3P  ،4P  ،5P  ،6P بʽرتʱعلى ال  
بهذا الʱرتʽب هي حدود  3P  ،5P  ،6P.علʺا أن الأعداد 1

 1P  ،2P   ،3PمʱʱاǼعة مʧ مʱʱالʽة هʻدسʽة ، أوجد الأعداد 
 ،4P  ،5P  ،6P . 

 .نرمي زهرة الʻرد هذه مرة واحدة .2

  ا احʱʺال ʣهʨر رقʦ زوجي ؟م -أ
  ؟ 3ا احʱʺال ʣهʨر رقʦ مʹاعف لـ م -ب
3 ʧȞʽل.X  رʽغʱʺة العدد الʽل رمȞǼ Șیرف ȑائي الذʨʷالع

  الʺʸʴل علʽه .
-  ʧایʰʱال ʦاتي ثʽاضȄب أمله الرʶال و احʺʱن الإحʨعرف قان

. ȑارʽراف الʺعʴو الإن  
 4مʱر تʱاǼع ، ؗل فرȘȄ یȞʷʱل مʧ  400في سʰاق        

 ʧقة مǼاʶة في م عداءیʧ . یرȄد الʺدرب تʽȞʷل فرȘȄ للʺʷارؗ
 ʧʽدید تر  10بʴمع ت ʧعة عداءیȃالأر ʧلاق للعداءیʢب الإنʽت

ʧȄارʱʵʺال  
  ʦ مʧ فرʧȞʺǽ ȘȄ للʺدرب أن Ȟʷǽله ؟ؗ -1

تʽʰʻه " فرȄقʧʽ مȞʷلʧʽ بʻفس العʻاصر مع اخʱلاف في ترتʽب 
  انʢلاق ؗل عʸʻر هʺا فرȄقان مʱʵلفان "

  ا إحʱʺال أن ʨȞǽن عداء ما ضʺʧ الفرȘȄ الʺʱʵار ؟م -2
ʧ فʳأة أصʽب    ʦ الآن اخʽʱار العداءیʧ الأرȃعة . لؔت -3

ثلاثة عداءیʧ مʧ العʷرة بʨعȞة صʽʴة . ما احʱʺال اضʢرار 
  الʺدرب الى تغʽʽر الفرȘȄ الʺʱʵار ؟

      A    ،B ،C  ʦʱة یʽانʲالدرجة ال ʧمعاملات لʺعادلة م
تʴدیدها مʧ خلال رمي حʳر نرد ثلاث مرات مʱʱاǼعة أحʶب 

  احʱʺال الʨʴادث الʱالʽة :
 X  ةʳاتʻالʺعادلة ال "" ʧʽʽقʽحق ʧʽل حلʰتق  
 Y " ʧʽʰ   " الʺعادلة الʻاتʳة تقʰل حلʧʽ مرؗ
 Z  ) ة " 1- " العددʳاتʻحل للʺعادلة ال (  

نرȄد تقدیر ʲؗافة الʥʺʶ في إحدȐ الʽʴʰرات . مʧ أجل        
سʺȞة و وضعʻا علʽها علامات  1000ذلʥ قʺʻا Ǽاصʽʢاد 

 1000مʺʽزة و أعدناها حʽة الى الʽʴʰرة ثʦ قʺʻا Ǽاصʽʢاد 
سʺȞة Ǽعد ذلǼ ) ʥفرض أن شروȋ و ʣروف الإصʽʢاد 

  .مʷʱابهة ) 
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)أحʶب  -1 )p n  اني علىʲد الʽʸل في الʨʸʴال الʺʱاح
سʺȞة تʴʺل العلامة الʺʺʽزة مʻʽʰا أن الʶʴاب ʢʹǽرنا  100

1900nلفرض    
2- Ǽʽاه تغʳققة ، أدرس اتʴة مʽار الفرضʰʱر اع( )p n  و

)Ǽالʰʶʻة  1قارن العدد  )

( 1)

p n

p n 
الʱي مn  ʧثʦ اسʱʻʱج قʽʺة  

)أجلها ʨȞǽن  )p n . اʽʺʤأع  
علʺا أن في الʽʸد الʲاني وّجدت  nد إعط تقدیرا للعد -3

 سʺȞة تʴʺل العلامة الʺʺʽزة 100

  الحوادث المستقلةالإحتمال الشرطي و  

مʧ الʱلامʽذ مʨʱʶاهʦ ضعʽف   25في ثانȄʨة ما ،        
مʻهʦ مʨʱʶاهʦ ضعʽف في مادة   15في مادة الرȄاضʽات و 

مʨʱʶاهʦ ضعʽف في الʺادتʧʽ معا . نʱʵار   10الفʽزȄاء و 
  عʨʷائʽا تلʺʽذا واحدا مʧ هذه الʲانȄʨة :

ا الفʽزȄاء ، مإذا ؗان هذا الʱلʺʽذ مʨʱʶاه ضعʽفا في مادة ) 1
  إحʱʺال أن ʨȞǽن مʨʱʶاه ضعʽفا في مادة الرȄاضʽات أǽʹا ؟

إذا ؗان هذا الʱلʺʽذ مʨʱʶاه ضعʽفا في مادة الرȄاضʽات ، ) 2
  ما إحʱʺال أن ʨȞǽن مʨʱʶاه ضعʽفا في مادة الفʽزȄاء أǽʹا ؟

ما إحʱʺال أن ʨȞǽن مȐʨʱʶ هذا الʱلʺʽذ ضعʽفا في مادة ) 3
ʽات أو في مادة الفʽاضȄاء ؟الرȄز  

ʦʹǽ صʻدوق ثلاث قʢع نقدǽة . قʢعة عادǽة ( تʴʺل      
وجه وʣهر ) و قʢعة تʴʺل وجهʧʽ و القʢعة الʲالʲة 

  ʨجه هʨر الʨهʣ الʺʱث إحʽʴǼ شةʨʷار  1/3مغʱʵن .
عʨʷائʽا قʢعة واحدة مʧ الʻʸدوق و نرمʽها مرة واحدة . 

  أحʶب ل إحʱʺال الʨʸʴل على وجه .
        A  ، B ،C  ث :ثلاثʽح Șادیʻة ص  

  ؗرȄات سʨداء 5ؗرȄات حʺراء و  A  ʦʹǽ (3الʻʸدوق ( 
  ) ʦʹǽ ؗرʧʽʱȄ حʺراوʧȄ و ؗرȄة سʨداء Bالʻʸدوق ( 
  ؗرȄات سʨداء ʦʹǽ (3 ؗرʧʽʱȄ حʺراوʧȄ و  Cالʻʸدوق ( 

نأخذ عʨʷائʽا أحد الʻʸادیȘ و نʴʶب مʻه عʨʷائʽا ؗرȄة 
ل أن واحدة . إذا ؗانت الؔرȄة الʺȃʨʴʶة حʺراء فʺا إحʱʺا

  ) ؟Aتʨؔن قد سʰʴت مʧ الʻʸدوق مʧ الʻʸدوق (
.  ؗرات بʽʹاء و ؗرتʧʽ سʨداوʽؗ ʦʹǽ10 ʧȄس        

  نʴʶب ؗرتʧʽ على الʨʱالي دون إرجاع .
  بʽʹاء " iللʴادثة " الؔرة الʺȃʨʴʶة في الʺرّة  iBنرمز بـ

)1أحʶب الإحʱʺال  - )p B ʦاشرة  ثʰ2م 1( / )p B B  
2و اسʱʻʱج     1( )p B B  

  ؗرات سʨداء. 4ؗرات بʽʹاء و  6نʹع داخل ʽؗس       
  ؗرات في آن واحد 3) نʴʶب عʨʷائʽا 1

  ؗرات بʽʹاء ؟    3أ) ما احʱʺال الʨʸʴل على    
  ؗرات سʨداء ؟ 3ب) ما احʱʺال الʨʸʴل على    
  ؗرات عʨʷئʽا و في آن واحد  4) نʴʶب 2
  ؗرات بʽʹاء و ؗرة سʨداء؟ 3أ)ما احʱʺال الʨʸʴل على  

  ؗرات سʨداء و ؗرة بʽʹاء ؟ 3ب)مااحʱʺال الʨʸʴل على 
  ؗرا ت عʨʷائʽا و في آن واحد 3) نʴʶب الآن 3

  ا احʱʺال الʨʸʴل على ؗرة بʽʹاء على الأقل ؟م -   
  ا للʽؔس ثʦ ؗرات في آن واحد و لا نعʽده 3) نʴʶب الآن 4

  ؗرات في آن واحد . 4نʴʶب مʧ الʰاقي    
  ا احʱʺال أن تʨؔن الؔرا تالʲلاثة الأولى بʽʹاء و مʧ  م - 
   بʧʽ الؔرات الأرȃعة الʺȃʨʴʶة Ǽعد ذلʥ ؗرة واحدة بʽʹاء فقط 

     A  ،B  ʦʹǽ . انʶʽؗA  .ؗرة حʺراء و ؗرة خʹراء
  . ؗرات حʺراء و ؗرة واحدة خʹراء  B  ʦʹǽ3الʽؔس 

ثB  ʦو نʹعها داخل الʽؔس  Aنʴʶب ؗرة مʧ الʽؔس 
  . Bنʴʶب ؗرة مʧ الʽؔس 

  ما احʱʺال الʨʸʴل على : -
  ) ؗرتʧʽ مʧ نفس اللʨن .1 
  ) ؗرة حʺراء في الʰʴʶة الأولى ʷǼرȋ أن تʨؔن الؔرة 2 

  الʲانʽة سʨداء .    
  . 10الى  1قرʸȄات مرقʺة مʦʹǽ10  ʧ صʻدوق        
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  لʨʱالي مع الإرجاع .نʴʶب قرʧʽʱʸȄ على ا
  . 4) أحʶب احʱʺال الʨʸʴل على رقʺʧʽ فرقهʺا 1
  علʺا أن   4) أحʶب احʱʺال الʨʸʴل على رقʺʧʽ فرقهʺا 2

  . 10مʨʺʳعهʺا     
ʦʹǽ صʻدوق ؗرتʧʽ سʨداوʧȄ و ثلاث ؗرات بʽʹاء       

. نʴʶب عʨʷائʽا ؗرة واحدة . إذا ؗانت بʽʹاء ، نعʽدها الى 
  ʽʹاء أخرȐ و إذا ؗانت سʨداء الʻʸدوق و نʹʽف ؗرة ب

نعʽدها الى الʻʸدوق مع إضافة ؗرة سʨداء أخرȐ ثʦ نعʽد 
  عʺلʽة الʴʶب مرة ثانʽة .

  أحʶب إحʱʺال الʨʴادث الʱالʽة :
A  جدʨة " 3"یʲالʲة الʰʴʶل الʰدوق قʻʸداء في الʨؗرات س  
B  جدʨة 5"یʲالʲة الʰʴʶل الʰدوق قʻʸاء في الʹʽؗرات ب"  
% مʧ الأولاد  75% مʧ الʻʰات و  ʧ25 یʨؔʱن قʦʶ م      
.  

% مʧ الأولاد هʦ تلامʽذ  30% مʧ الʻʰات و  60نفʱرض أن 
. ʦʶالق ʧذا مʽʺا تلʽائʨʷدون . نأخذ عʽج  

دا ؟          ول -ب     بʱʻا ؟      - ا احʱʺال أن ʨȞǽن :  أم -1
  جʽدا ؟ -جـ
 اهʨ احʱʺال أن ʨȞǽن ذلʥ الʱلʺʽذ بʱʻا علʺا أنها عʸʻرام -2

  جʽدا ؟
       ʧاء مرقʺة مʹʽس خʺس ؗرات بʽؗ ʦʹǽ1  5الى 

 ʧ8إلى  6و ثلاث ؗرات حʺراء مرقʺة م  ʧȄخʹراو ʧʽو ؗرت
 ʧʽʺلان الرقʺʴǽ9   10و .  

  ن واحد .آنʴʶب عʨʷائʽا ؗرتʧʽ في  -
  حʶب إحʱʺال الʨʴادث الʱالʽة :أ -1
A " ʧʽفردی ʧʽʺلان رقʺʴالؔرتان ت "  
B  نʨنفس الل ʧالؔرتان م " "  
 C " نʨنفس الل ʧو م ʧʽفردی ʧʽʽʺلان رقʺʴالؔرتان ت "  

  مʱʶقلʱان ؟ Bو  Aهل الʴادثʱان  -     
  ا إحʱʺال الʨʴادث الʱالʽة :م -2

D        " ʧʽلفʱʵم ʧʽنʨل ʧالؔرتان م "  
 E " ʧʽفردی ʧʽʺلان رقʺʴو ت ʧʽلفʱʵم ʧʽنʨل ʧالؔرتان م "  
. ما إحʱʺال لʺا أنʻا سʻʰʴا ؗرتʧʽ مʧ لʨنʧʽ مʱʵلفʧʽ ع -3

  أن ʨȞǽن رقʺاهʺا فردیʧʽ ؟
      A  ،B  ،C  لȞʷالǼ ؗرات ȑʨʴت Șادیʻثلا ث ص
ؗرات بʽʹاء و  3(  Bؗرات بʽʹاء ) ،  A  )5الʱالي 

 ، ( ʧȄداوʨس ʧʽكرتC  اء وʹʽؗرة ب )داء ) . 4ʨؗرات س  
یرمي اللاعب زهرة نرد عادǽة و حʶب الرقʦ الʺʸʴل علʽه 

  ʻʸادیǼ Șالʢرقة الʱالʽة .ʴʶǽب  عʨʷائʽا مʧ أحد ال
 ʨه ʦدوق (  1* إذا ؗان الرقʻʸال ʧب  مʴʶǽA  . (  

*  ʨه ʦدوق (  3أو  2إذا ؗان الرقʻʸال ʧب  مʴʶǽB . (  
  *ʨه ʦدوق ( 6أو 5أو 4إذا ؗان الرقʻʸال ʧب مʴʶǽC(.   

سʴب ؗرة واحدة فقط . ما احʱʺال أن  إذا ʡلب مʻه -1
  ʴʶǽب ؗرة بʽʹاء ؟

  ʴب ؗرتʧʽ في آن واحد .)  إذا ʡلب مʻه س2
    ا احʱʺال أن ʴʶǽب ؗرتʧʽ بʽʹاوʧȄ ؟   م -أ   
  ) ؟ Bا احʱʺال أن ʴʶǽب ؗرتʧʽ سʨداوʧȄ مʧ ( م -ب  
عʧ الأسئلة الʶاǼقة مʧ أجل الʻʸادیȘ  أعد الإجاǼة -3

 :الʱالʽة 

A )5  ، ( داءʨاء و ؗرة سʹʽؗرات بB)3  اء وʹʽؗرات ب
  ؗرات سʨداء ) ؟ 3 ؗرات بʽʹاء و 3(Cؗرات سʨداء ) ،  3

        )X  ) ، (Y  دد سهʺاʶǽ هʺاʻس ، ؗل مʨا قʽرام (
 ) Șʡاʻالى ثلاث م ʦʶهدف مق ʨʴنIII – II – I    . (

  نفرض أن ؗل رامي ʽʸǽب في ؗل رمʽة مʢʻقة واحدة 
  و واحدة فقط .
   إذا علʺت أن :

   III – II – IلʺʻاȘʡ ) ا Xإحʱʺالات إصاǼة الرامي (  -

ʽ1ب هʨعلى الʱرت
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3
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   III – II – IلʺʻاȘʡ ) ا Yإحʱʺالات إصاǼة الرامي (  -
  مʶʱاوȄة .

  :مʱʱاǼعة رات ) ʶǽدد سهʺه ثلاث م Xالرامي (  -1
  ؟   IIIا احʱʺال أن ʽʸǽب في ؗل رمʽة الʺʢʻقة م -أ  
  بهذا    III – II – Iما احʱʺال أن ʽʸǽب الʺʻاȘʡ  -ب 

  الʱرتʽب ؟        
  ؟  III – II – Iا احʱʺال أن ʽʸǽب الʺʻاȘʡ  م -جـ 
      ʱʵار أحد الرامʧʽʽ مع العلʦ أن احʱʺال اخʽʱار الرامي ن -2

     )X  ) ارالراميʽʱال اخʺʱضعف اح (Y . (  
أن تʽʸب هذه  ي حالة تʶدید رمʽة واحدة . ما احʱʺالف -أ  

  ؟ IIIالر مʽة الʺʢʻقة 
       IIIن رمʽة واحدة قد سُدٌدت و أصابت الʺʢʻقة علʺا أ -ب  

  ) ؟ Xأن تʨؔن هذه الرمʽة للرامي (  احʱʺالما         
عʺر و یʨسف صدǽقان حʺʽʺان . تعاهدا على أن لا         

لʧؔ یʨسف الʺǽ ʧʽȞʶعاني مǽ .  ʧفʱرقا أبدا ، حʱى الʺʨت
 ʽʢر قال ʷǼأنه الأʰʡاء أن إحʱʺال أن ǽعʽش یʨسفمرض خ

 ʨات قادمة هʨʻر سʷ0.5ع  .  
ʱʺال أن ǽعʽش عʺر هذه إذا ؗان إح  -لؔل أجل ʱؗاب "  " -

 ʨب  0.7الʺدة هʶفأح  : 

1- - ʷʽعǽ ال أنʺʱا معا هذه الʺدةإح . 

2- - ǽ ال انʺʱش عʺر وحده هذه الʺدةإحʽع . 

 . لʺدةفقط هذه اإحʱʺال أن ǽعʽش واحد مʻهʺا  -3 -

  . عʽش یʨسف وحده هذه الʺدةǽإحʱʺال ان  - -4
 . إحʱʺال ان لا ǽعʷʽا معا هذه الʺدة  -5-

  . ʷʽا هذه الʺدةإحʱʺال أن لا ǽع - -6
  . مʨʺʳع الاحʱʺالات الʱي حʸلت علʽهاأحʶب  - -7

         ماذا تʱʻʱʶج ؟      
3:نعʰʱر في م الʺعادلة الʱالʽة       24 4 0z z z     

3أوجد  -1 2 1    z ، z ، z  لȞʷب الʱل  الʺعادلة و اكʨحل
  الʺʲلʲي لؔل واحد مʻها .

  أحʶب الʳذور الʱرʽȃعʽة لؔل حل مʧ حلʨل الʺعادلة . -2
3- ʱل جذرا زهرة نرد مʺʴǽ هاʽة الأوجه ، ؗل وجه فʶانʳ

) . نرمي 2ترʽȃعʽا مʧ الʳذور الʺʸʴل علʽها في الʶؤال (
ʧʽرد هذه مرتʻزهرة ال . ʧʽʱعǼاʱʱم  

 ȑاوʶǽ هʺاʻع ؗل مȃمر ʧȄل على جذرʨʸʴال الʺʱأ) ما اح
  الآخر ؟

 ʧȞʽب) لX  ي رميʱʽؗل عʺل Șیرف ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺال
ʧʽʰ الʺʸʴل علʽهʺا .    ȄʨʢǼلة جداء العددیʧ الʺرؗ

  Xللʺʱغʽر عرف قانʨن الإحʱʺال  -1
2- ʽاضȄب أمله الرʶاتياح .  

        )A  ) ،  (B  ) دوقʻʸدوقان . الʻص (A  ȑʨʴǽ (
)  Bؗرات سʨداء أما الʻʸدوق (  5ؗرات بʽʹاء و  5

 ȑʨʴʽاء و  7فʹʽداء و ؗل الؔرات  3ؗرات بʨؗرات س
  مʱʺاثلة .

) و نʳʶل  Bنʴʶب عʨʷائʽا ؗرة واحدة مʧ الʻʸدوق ( 
) الذȑ  نʴʶب مʻه ؗرة  Bلʨنها و نعʽدها الى الʻʸدوق ( 

  ʨنها أǽʹا .أخرȐ و نʳʶل ل
  ا إحʱʺال الʨʸʴل على ؗرتʧʽ بʽʹاوʧȄ ؟م -1
  ا إحʱʺال الʨʸʴل على ؗرتʧʽ مʧ نفس اللʨن ؟م -2
3- X  العلامةǼ اءʹʽؗل ؗرة ب Șائي یرفʨʷر عʽغʱم  

+)  ) العلامةǼ داءʨو ؗل ؗرة س (-  . (  
ثX  ʦرف قانʨن الإحʱʺال للʺʱغʽر العʨʷائي ع  - أ    

)أحʶب أمله الرȄاضي )E X.  
)حʱى ʨȞǽن  ʧʽ قʽʺة العدد الʴقʽقي ع - ب    ) 1E X   
  ؗرة سʨداء   ʻʸB  ،  (n-3دوق ( نʹʽف الى ال -4

  و نعʽد عʺلʽة الʴʶب الʺʻʽʰة أعلاه .
  ا إحʱʺال الʨʸʴل على ؗرتʧʽ بʽʹاوʧȄ ؟م -أ  
)  ʦ  )B مʧ ؗرة سʨداء یʰʻغي إضافʱها الى الʻʸدوق ؗ -ب

 ʨه ʧȄاوʹʽب ʧʽب ؗرتʴال سʺʱن إحʨȞǽ ىʱ؟  0,25ح  
  ʶǽدد رامي ثلاث رمʽات مʱʱالʽة نʨʴ هدف       
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  ( أنʤر الى الȞʷل ) .              
 ʨة هذا الرامي للهدف هǼال إصاʺʱ0,7إذا علʺت أن إح       .                                  

   أن ʽʸǽب أحʶب إحʱʺال -1
     دف ثلاث مرات ؟                               الرامي اله 
  حʶب إحʱʺال أن ʽʸǽب الرامي الهدف مرتʧʽ فقط ؟أ -2
أن ʽʸǽب الرامي الهدف مرة واحدة على  أحʶب إحʱʺال -3

  الأقل ؟
الهدف مقʦʶ الى ثلاث مʻاȘʡ (الȞʷل )  إذا علʺت أن -4

       0,1) هʽʴǼ1 ʨث إحʱʺال أن ʽʸǽب هذا الرامي الʺʢʻقة (
 أن احʱʺالو   0,2) هʨ 2أن ʽʸǽب الʺʢʻقة ( احʱʺالو 

  . احʱʺالفأحʶب  0,4) هʽʸǽ3 ʨب الʺʢʻقة (
  ) ثلاث مرات ؟1ن ʽʸǽب الʺʢʻقة (أ -أ  
  ن تʽʸب ؗل رمʽة مʢʻقة واحدة فقط ؟أ -ب
) ʱ1غʽر العʨʷائي الذȑ یرفȘ إصاǼة الʺʢʻقة (لʧȞʽ تا الʺ -5

) 3و الʺʢʻقة Ǽ ( 7 )العلامة2و الʺʢʻقة ( Ǽ10العلامة 
  الهدف ؗلʽة ؗانت العلامة صفر .أ و إذا أخǼ5 ʢالعلامة 

رف قانʨن الإحʱʺال للʺʱغʽر العʨʷائي تا ثʦ أحʶب ع -   
ʽاضȄأمله الر ȑارʽرافه الʺعʴاتي و ان .  

في لعʰة یرمي اللاعب زهرة نرد مʳʱانʶة مرة واحدة و        
هȞذا و تʱʻهي  كلʺا  ؗان الرقʦ زوجʽا سʺح له برمʽة أخرȐ و

رمʽات إجʰارȄا  أو بʨʱقف اللاعب عʧ الرمي  10اللعʰة Ǽعد 
  تلقائʽا .

1-  ʨʸʴال الʺʱة الاولىل عما إحʽفي الرم ȑفرد ʦ؟لى رق  
  ا إحʱʺال الʨʸʴل على رقʦ فردȑ في الرمʽة الʲانʽة ؟م -2
لاعب أن ʨȞǽن إحʱʺال حʨʸله على رقʦ فردȑ إذا أراد ال -3

 ʧر مʰع 0,03أك ʨاوزه ؟فʺا هʳغي تʰʻلا ی ȑات الذʽدد الرم  
مقابل ؗل  1DAقʱʹي هذه اللعʰة أن یدفع اللاعب ت -4

مʴاولة ( و لا یدفع مادام ʸʴǽل على رقʦ زوجي ) على أن 
  إذا حʸل على رقʦ زوجي . 5DA  یرȃح
  ؟  DA 20 ما إحʱʺال أن یرȃح اللاعب - أ    

  ا إحʱʺال أن لا ʶʵǽر و لا یرȃح ؟م -ب  
ح للعʰة Ǽالʽؔفʽة الʱالʽة :  صاحب الرقʦ الزوجي یرȃتعدل ا )5

5 DA رʶʵǽ ȑالفرد ʦ2و صاحب الرق DA  و على ؗل
  مرات فقط إلزامʽا . 3لاعب أن ʴǽاول 

   ʧȞʽلX  لغʰʺالǼ اولةʴؗل م Șیرف ȑائي الذʨʷر العʽغʱʺال
  الʺʸʴل علʽه .

  اتي             حʱʺال ثʦ أحʶب امله الرȄاضʽعرف قانʨن الإ - 
    ȑارʽرافه الʺعʴو ان .  

لʨʶء حʤه  - یرȄد أحʺد أن یʸʱل ʶǼعʽد هاتفʽا لʻؔه        
نʶي الرقʦ تʺاما ، فقرر عʲʰا القʽام بʰعض الʺʴاولات و  -

 ʧل أعداد مʽȞʷʱب ʥأرقام . إذا ؗان  6ذلP  ال أنʺʱإح ʨه
  .    الأولىʽʸǽب مʱʰغاه في الʺʴاولة 

610n تعʢى الʱʻائج على الȞʷل  (    (  
  .  Pأحʶب  -1
مرا هاما ، الرقʦ الʽʴʸح ʦʹǽ رقʺʧʽ تذؗر أحʺد أ -2

  إن اسʢʱعت . Pزوجʧʽʽ مʱʺایزʧȄ فقط . أحʶب أنت 
ؗر أحʺد شʽئا آخر . مʧ بʧʽ الأرقام الفردǽة Ǽعد قلʽل تذ -3

  .P."إن ʻؗت ذʽؗا" أحʶب 3یʨجد رقʺان فقط مʧ مʹاعفات 
د لʥ أن الرقʺʧʽ الزوجʧʽʽ د بʻفʶه و ها هʨ أحʺ -4 یؤؗ

 ȑاوʶǽ عهʺاʨʺʳاب  10مʶالآن ح ʥانȞإمǼ فهل .P ؟  
اه علي . هل تعرف رقʦ هاتف سعʽد ؟ قال سأل أحʺد أخ -5

علي : لا ، لʻؔي أعرف أنه ʦʹǽ أرȃعة أرقام فردǽة مʻها 
  .Pإثʻان مʶʱاوȄان و مʱʱاǼعان . ساعدهʺا أنت ʶʴǼاب 

أحد الرقʺʧʽ الزوجʸǽ ʧʽʽرخ أحʺد لقد تذؗرت . إن  و -6
 ʨ8ه  ʨر هʽالأخ ʦه الاول و الرقʰʽؔرم أنت  7و ترتʱهل ت .

  ؟ ʶʴǼPاب 
ʴاولات إسʢʱاع أحʺد الإتʸال ʶǼعʽد الذȑ و Ǽعد عدة م -7

  ضʽʲؗ ʥʴرا لʶʺاعه القʸة و قال له ǽا أحʺد تذؗر دائʺا أن
و هʨ مʨȞن مʧ أرȃعة أرقام  30هاتفي ʶǽاوȑ   مʨʺʳع أرقام
ʻʲة مȄاوʶʱعةمǼاʱʱى و مʻʲفإلى اللقاء .  ى م  
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   إن فهʺت القʸة فʺا رقʦ هاتف سعʽد ؟ - 
  تʧʽʰ أن :سة خاصة ʴǼالة سʽارات مدیʻة ما .في درا      

  مʧ الʽʶارات ذات مȞاǼح ضعʽفة %12 
- ʶال ʧʽب ʧاك  % مʻفة هʽح الʹعǼاȞʺارات ذات الʽ20  لها

  إضاءة ضعʽفة
ها ل Ȅ  %8ة هʻاكʽʶارات ذات الʺȞاǼح القʨ مʧ بʧʽ ال -

  .إضاءة ضعʽفة
و قʸد سلامة الʢرقات ʡُلِب مʧ شرʡة الʺرور تʽʲؔف 

: ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱادثʴر الʰʱة . نعʰالʺراق  
L " ةȄʨة الʺرور لها إضاءة قʡل شرʰق ʧفة مʨقʨʺارة الʽʶال "  
  الʴادثة العʽʶȞة لها .  Lو
F ʧفة مʨقʨʺارة الʽʶال " ʡل شرʰحقǼاȞة الʺرور لها م  
  الʴادثة العʽʶȞة لها .  Fوَ  "  قȄʨة  
             مʴققة Fعلʺا أن  L، احʱʺال Fأحʶب احʱʺال  -1

  مʴققة Fعلʺا أن  Lثʦ احʱʺال     
أن تʨؔن الʽʶارة الʺʨقʨفة مʧ قʰل  احʱʺال أحʶب - أ -2

  الʺرور لها مȞاǼح ضعʽفة و إضاءة ضعʽفة أǽʹا . شرʡة
  حʶب احʱʺال أن تʨؔن الʽʶارة الʺʨقʨفة مʧ قʰل أ -ب    

  شرʡة الʺرور لها مȞاǼح قȄʨة و إضاءة ضعʽفة .          
  سʱʻʱج احʱʺال ان تʨؔن الʽʶارة الʺʨقʨفة مʧ قʰل ا - جـ    

  الʷرʡة لها إضاءة ضعʽفة .         
  لʺا أن سʽارة ما روقʰت و ؗانت لها إضاءة ضعʽفة . ع -3

  ما احʱʺال أن تʨؔن لها مȞاǼح ضعʽفة أǽʹا ؟   
  ل تʨقʽف سʽارة في حالة جʽدة برهʧ أن احʱʺا - أ -4

  0,8096قȄʨة و إضاءة قȄʨة ) هʨ  ( مȞاǼح   
  .سʽارة  20ذا ؗانت شرʡة الʺرور قد أوقفت إ - ب   
ما إحʱʺال وجʨد سʽارة واحدة لʶʽت في حالة جʽدة على  

  الأقل؟

نعʰʱر الʺʱʱالʽة العددǽة         nU   دها الأولʴǼ الʺعرفة   

  n 1 1

2 1 1
n - 0;1     U   و   

5 5 2nU U    �  

  برهʧ أن :  -1

                  nn - 0;1     U 0;1  �  
ʽʴǼث تʨؔن الʺʱʱالʽة لʴقʽقي اأوجد العدد  - أ -2 nV 

    :ـالʺعرفة ب
   n. n - 0;1     U nV    � . ةʽدسʻة هʽالʱʱم  

nUأحʶب  -ب  .ثم استنتج   nبدلالة  . nV  بدلالةn  
استنتج أن -جـ     nU  ، أحسب نهايتها .متقاربة  

3- A  وB  الأول ʦʹǽ ، انʶʽؗ6  اء وʹʽ4ؗرات ب 
  ؗرات بʽʹاء و ؗرتʧʽ سʨداوʧȄ 8و ʦʹǽ الʲاني  سʨداء

نأخذ عʨʷائʽا ʶʽؗا و نʴʶب مʻه ؗرة واحدة ثʦ نعʽدها الى 
  نفس الʽؔس Ǽالʽؔفʽة الʱالʽة :.

 Ȑب مرة أخرʴʶس الʽؔنفس ال ʧد مʽاء نعʹʽو   إذا ؗانت ب
نعʽد الʴʶب مʧ الʽؔس الآخر و هȞذا نؔرر  إذا ؗانت سʨداء
  العʺلʽة ن مرة .

  " Aمʧ الʽؔس  nإحʱʺال أن تʨؔن الʰʴʶة رقnU ʦ"  نʶʺي
3أحʶب  –أ  2 1.U  ، U  ، U  

nبرهʧ أن  -ب 1

2 1
. n     U

5 5nU    �  

.nأحʶب   –جـ  lim U
n

  

     )A (  ) ،B : ةʽالʱة الʰان في اللعȄارʰʱان یʰلاع (  
-  ʧʽʰاللاع ʧة یدفع ؗل مǽداʰ1في الDA  ّلغا لʰʺؗ لعب  

  و یرمي ؗل مʻهʺا قʢعة نقدǽة عادǽة .
) على ʣهر تʨʱقف  Bو (  ) على وجه Aإذا حʸل (  -

 ) ʧعلǽُ ة وʰاللعA . عʨلغ الʺدفʰʺأخذ الǽ فائزا و ( 

) على وجه تʨʱقف  B ) على ʣهر و ( Aإذا حʸل (  - 
 ) ʧعلǽُ ة وʰاللعB . عʨلغ الʺدفʰʺأخذ الǽ فائزا و ( 
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الʴالات الأخرȐ تعʰʱر تعادلا، ǽʹاعف اللاعʰان مʰلغ  -
  اللعب و یʰدءان في الʺʴاولة مʧ جدید .و هȞذا تʱʶʺر اللعʰة 
و لا تʨʱقف إلا Ǽفʨز أحدهʺا أو Ǽعد حʨʸل الʱعادل في الʺرة 

ʽعʱʶǽ هاʻʽو ح ʧȄرʷع العʨلغه الʺدفʰد ؗل لاعب م  
   نعʰʱر  20و  1مʨʸʴر بn   ʧʽمʧ أحل ؗل عدد ʽʰʡعي 

  الʨʴادث الʱالʽة :
. nA ) زʨفǼ ةʽنʨʻاولة الʴʺهي في الʱʻة تʰاللع "A " (  
. nB  ) زʨفǼ ةʽنʨʻاولة الʴʺهي في الʱʻة تʰاللع "B " (    
. nI " ة هي تعادلʽنʨʻاولة الʴʺال "  

.نʹع :  ( )n nX p A   ،. ( )n nY p B  ،
( )n nZ p I      "p " الʺʱرمز للاح ʨه  

1أحʶب  - أ -1 1 1 ،  ، X .Z Y  
  ؗل عدد ʽʰʡعي ن مʨʸʴر بʧ ʧʽ أجل برهʧ أنه م -ب    

1 لدیʻا : 19و  1 

1
.

4n nX Z     1و

1
.

4n nY Z   

1و   

1
.

2n nZ Z        

  سʱʻʻʱج أنه مʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي مʨʸʴر بʧʽا -جـ   

 لدیʻا : 20و  1
1

1
.

2

n

nX


   
 

وَ   
1

1

2

n

ny


   
 

   

1 وَ   
.

2

n

nZ
   
 

                    

2- ʰʱائي نعʨʷر العʽغʱʺر الT  اولةʴʺاء الʻلغ اللعب أثʰم " =
الʱي تʻهي اللعʰة " ( أȑ الʺʰلغ الذʸʴǽ ȑل علʽه الفائز أو 

ادل الʺʰلغ الذȑ یʱقاسʺه اللاعʰان في حالة انʱهاء اللعʰة Ǽالʱع
 . (  

  . ʨȞǽT = 2kن حʻʽها   kلʺʴاولة إذا تʨقفت اللعʰة في ا
  . Tـ حدد أكʰر قʽʺة ل -أ
ʺʴاولة .  ( ʥʻȞʺǽ ملاحʤة أن الp(T=202)أحʶب  -ب

  الʱاسعة عʷر ؗانت تعادلا )

ʁّ 19و  1مʨʸʴر بk  ʧʽمʧ أجل ؗل عدد ʽʰʡعي  -جـ ر .ف
k و  " بدلالة  T = 2kالʴادثة "  kB A  جʱʻʱو اس

p(T=2k) 

افه و انʴر  Tللʺʱغʽر العʨʷائي  اتيالأمل الرȄاضʽأحʶب  -د
 . ȑارʽالʺع  

 ȑʨʱʴǽ صʻدوق على قرʸȄات خʹراء و قرʸȄات       
  بʽʹاء و أخرȐ حʺراء ( لا نʺʽر بʻʽها Ǽاللʺس )

 3مʧ القرʸȄات خʹراء و عدد القرʸȄات الʽʰʹاء  % 10
  مرّات عدد القرʸȄات الʵʹراء .

انت حʺراء ǽأخذ رʴȃا ʴʶǽب لاعب قرʸȄة عʨʷائʽا ، إذا ؗ
قاعدǽا ، إذا ؗانت بʽʹاء ǽأخذ مرȃع الرȃح القاعدȑ و إذا 

. ȑح القاعدȃعب الرȞر مʶʵǽ كانت خʹراء  
1 ʨه ȑح القاعدȃارا 20) نفرض أن الرʻدی  

    a. ةʻȞʺʺائج الʱʻال للʺʱن الاحʨب قانʱأك (  
   b  ʧر مʽʰؗ عد عددǼ لʨسط الʺأمʨʱʺح الȃب الرʶأح (

  الʰʴʶات .
2(  ʧʽʽد تعȄ0نرg  حȃن أمل الرʨȞǽ ىʱح ȑح القاعدȃة الرʺʽق

. ʧȞʺǽ ر ماʰأك  
  تعʢى الʳʽʱʻة Ǽالدیʻار    

 ʧȞʽلX . ارʻالدیǼ ȑح القاعدȃالر  
   a ةǽات الدǽهاʻل الى دراسة الʨألة تئʶʺأن ال ʧʽب (

على الʺʳال  fللدالة 0;                              ثʽح
3 2( ) 0,1 0,3 0,6f x x x x     

 b راتʽاه تغʳأدرس ات (f  الʳʺعلى ال 0;  ،
  اسʱʻʱج حلا للʺʶألة الʶاǼقة .
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  اخʻʯار مʥ مʯعدداخʻʯار مʥ مʯعدد
       ʧات مرقʺة مʸȄرة قرʷا  10إلى  1عʽائʨʷار عʱʵن ،
مʻها . ما عدد الʴالات الʺʺʻȞة للʨʸʴل على رقʦ زوجي  3

  واحد على الأقل ؟
 a (180               b (330              c (110  
  
        A   وB  ثʽالي حʺʱفʹاء اح ʧان مʱحادث  

P(A) = 0,4   ،p(B) = 0,5 و( ) 0,35p A B   
)قʽʺة الاحʱʺال  )p A B  :هي  

a (0,1    b (,250    cابʨʳة للʽر ؗافʽات غʽʢالʺع (  
 

         A  ،B ثʽالي حʺʱفʹاء اح ʧان مʱحادث  
1

( )
6

p A B    1و
( )

4Ap B  

  مʶاوȄا : ʨȞǽp(A)ن 
a (2

3
               b (1

24
              c (1

12
  

  
          X :ʨاله هʺʱن احʨائي قانʨʷر عʽغʱم  

4 2 1 ix 
1

4
  1

4
  1

2
  ip  

  
  هX : ʨالإنʴراف الʺعʽارȑ لـ 

a (3

2
               b (3

2
              c (2  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  صʻʲح أم خاʟئصʻʲح أم خاʟئ
اذؗر إن ؗانت العʰارات الʱالʽة صʴʽʴة أو خاʡئة مع     

  تʰرȄر الʨʳاب
  صفر ʱʻ500هي بـ ی ! 2006       

       ʧʽʱʺلائʱر مʽان غʱان هʺا حادثʱقلʱʶم ʧʽʱؗل حادث  
  ؗل حادثʧʽʱ غʽر مʱلائʺʧʽʱ هʺا حادثʱان مʱʶقلʱان       

     علب ( دون ترك  4ؗرȄات في  10عدد ʡرق وضع        
          ʨة فارغة ) هʰ3عل

9C  
     A  ،b  وC  ث ثلاث أعدادʽة حʽعʽʰʡa b c   

a b b a
c c a c c bC C C C     

ؗرات مʻها الʨʶداء و مʻها الʽʰʹاء  ʽؗ ʦʹǽ10س        
  مʧ جهة و مʧ جهة أخرȐ مʻها الʲقʽلة 

و مʻها الʵفʽفة . سʴب ʡفل ثلاثة ؗرات مʧ الʽؔس و راح 
  یلعب بها .
علʺت أن  الʺȃʨʴʶة مʧ قʰل الʢفل فإذا  تنهǼ ʦʱالؔرا
 ʧʽʡرʷالʧʽʽالʱال : ʧʽʴʽʴص  

  * سʴب الʢفل على الأقل ؗرة بʽʹاء خفʽفة .
  * إذا سʴب الʢفل ؗرة ثقʽلة فهي إذن سʨداء

  حدّد الʳʺلة الʴʽʴʸة مʧ الآتي :
  )  ʧȞʺǽ إʳǽاد ؗرة سʨداء خفʽفة .1
  ) ؗل ؗرة خفʽفة هي بʽʹاء.2
  ) لا یʨجد أǽة ؗرة بʽʹاء خفʽفة.3
  ثقʽلة.) ؗل ؗرة سʨداء هي 4
  ) ؗل الؔرات ʧȞʺǽ أن تʨؔن بʽʹاء.5

        ) ȑقة براȄرʢǼ رفʴب الʱȞǽ BRAILLE(  
  ( الʱؔاǼة الʵاصة Ǽالؔفʽف ) بʲقب ورقة في 

  نقʢة واحدة على الأقل مʧ الʻقط الʱʶة 
  الʺʻʽʰة في الȞʷل ، إذن یʨجد 
  ثقʨب 5حروف فقط ذات  6) 1
  ثقʨب 4حرفا ذو  15) 2
  بثقʨ  3حروف ذات  6) 3
4 (62 1 ȑة براǼاʱؗ حرفا في  
5 (6! ȑة براǼاʱؗ حرفا في.  
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  الؒفاءات الʯʴʸهدفة
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                              تصعد على هذا السلم ...                       أنك نفسك  تخيلجيدا و  أنظر            
  ؟ !لا تصعد هل أنت فع                                                                           

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ʴة لʽʢʽسʨلات الʽʲʺʱعʺال الʱلاقي ، اسʱة ، الʽقامʱائل الاسʶع ال مȃاء أرʺʱن
  لى نفس مʨʱʶ.إنقط 

  ȑʨʱʶʺة لʽارتȞǽأو معادلة د ʦʽقʱʶʺل ʧʽʱʽارتȞǽد ʧʽʱجʺلة معادل ʧقال مʱلى إالان
 تʺʽʲل وسʢʽي و العȞس  .

 مȑʨʱʶ ، لʺʱʶقʨ. ʧʽʺʽضع الʰʶʻي لʺʧʽȄʨʱʶ ، لʺʱʶقʦʽ و تʴدید ال 

 مȑʨʱʶ ، لʺʱʶقʧʽʺʽ .تعʧʽʽ تقاʡع مʧʽȄʨʱʶ ، لʺʱʶقʦʽ و  
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     نشاط أول       
  

  )  لʴل جʺلة معادلات خʽʢة مʧ خلال هذا الʺʲال . GAUSSنʷرح في هذه الʺرحلة ʡرȄقة غʨص ( 
  )  حʽث  Sنعʰʱر الʳʺلة ( 

1

2

3

.......

....

2 2 2 1 ( )

( ) : 2 2 .......

..

( )

2 4 ..........( )

a b c d e L

S a b c d e L

a b c d e L

    
     
     

  

  الʸرحلة الأولى :
                 2 2 12L L L          : 3 3 1L L L   

)1نحصل على                           )S:  

1

2 2 2 1

( ) :      3 3 3 3 0

                     3

a b c d e

S b c d e

b d

    
    
  

  

  الʸرحلة الʰانʻة :          
2ل و نقʨم Ǽالعʺلʽة نغʽر ترتʽب الʺʳاه                           2

1

3
L L  

)2نحصل على                           )S :  

2

2 2 2 1

( ) :        c    0

                    3

a c b d e

S b d e

b d

    
    
  

  

هذه الʳʺلة مʲلʽʲة                         

a + 2c - 2b - 2d + e = 1

      c -  b - d + e = 0

             b  + d + 0e = 3

                  0d  + 0e = 0

                         0e = 0









  

      ʦʽأجل ؗل ق ʧان مʱققʴرتان مʽان الأخʱالʺعادلd  وe .  
  )  حʽث  a ; b ; c ; d ; eمʲلا فʸʴʻل على حلʨل الʳʺلة و هي الʵʺاسʽات (   'e = kو    d = kنʱʵار     

      e = k'  ،d = k    ،c = 3 – k'    ،b = 3 – k    ،a = 1 + k'  
  Ȗʻʮʠقة (  تȄرʡ عʺالʱاسǼ :GAUSS : ةʽالʱلة الʺʳحل ال (  

2x + 3y - 2z = a

(S) : x - 2y + 3z = b

4x - y +4z = c







  

  أعداد حقʽقʽة معʢاة . a  ،b  ،cحʽث        
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 نشاط رابع

  
  
                      

   ثاننشاط     
  

  ت السحريةالمربعا                
  

  خانة 16مرȃع سʴرȑ ذو      
  ʨع هʨʺʳʺر الʢد على ؗل قʨʺر ، على ؗل عʢ34على ؗل س  
  عة 20في القرنʨʻʱقات عدیدة مʽʰʢة تȄرʴʶعات الȃوجدت الʺر  

  حʸاء ، نʤرȄة الإعلام ، اسʱعʺالات الزمʧ ... )في مʳالات مʱʵلفة ( الإ    
  الأرقامǼ ع خاناتʶʱة بȄرʴʶعات الȃالʺر ʧʽʽد تعȄنر ʧعʺل مرة واحدة و واحدة فقط . 9لى إ 1مʱʶǽ ʦؗل رق .  
  a ʧع الأرقام مʨʺʳ9لى إ 1) م  ʨ45ه  

ل قʢر هʨ لʺاذا ʨȞǽن مʨʺʳع ؗل سʢر و         ؟ 15ؗل عʺʨد وؗ
 b ا وʻا ذا ) نفرض أنȄرʴعا سȃها  خانات ، ما 9جدنا مرʽل علʸʴي نʱال Ȑعة الأخرʰʶعات الȃهي الʺر  

  ؟Ǽالدوران و الʻʱاʣر      
 c ʦالرق (ʧȄرʢع القʡتقا ) ةȄز   رȃعات ؟ʺفي ؗل هذه ال 5) لʺاذا تȑʨʴ الʵانة الʺرؗ
 d. عاتȃؗل هذه الʺر ʧʽع (  
  

  ثالثنʵاط     
  
)في الʺعلʦ  اهʽاتʻالذȑ مʴʻ 4عʽʲؗ ʧʽرات الʴدود مʧ الدرجة                   ; ; )o i j

 
 ، ʷǽʺل الʻقط  

(0;0)O     ،13
1;

2
A
  
 

    ،(2; 4)B   تو ʧʽʱʢقʻل في الʰقA  وB  ههʽجʨمʺاسا شعاع تi


 

                  
  

  نعʰʱر الʳʺلة الʱالʽة                       
1

2 2 0

4 4 3 0

x y

x y z

x y z

  
   
    

  

ʱʻر ال ّʁ   ʳʽة هʻدسʽاحل الʳʺلة ثʦ ف
  

13 2  3  16  

8  11  10  5  

12  7  6  9  

1  14  15  4  
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 اءʷات في الفʸʻقʯʴʸال 
)) مʯʴقʤʻ مʥ الفʷاء ʸʵǻل الʹقʠة  Dلى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس . ( إالفʷاء مʹʦʴب         ; ; )A A AA x y z  

)و          ; ; )u a b c


  شعاع ناʸʡي له . 
      M( x; y ; z )  ) ʥة مʠنقD  قي )  إذا و فقط إذا وجد عʻدد حقt  ثʻحAM t u

 
  

حداثʻات الدȜǻارتʻة وهذا ǻعʹي Ǻاسʯعʸال الإ       
A

A

A

x x at

y y bt

z z ct

 
  
  

tمع      أو     �
A

A

A

x x at

y y bt

z z ct

 
  
  

tمع     �     

  ) . Dوسʻʠʻا للʯʴʸقʤʻ ( نʸʴي الʸʱلة الʴاǺقة تʻʰʸلا         

 اتȂʦʯʴʸات و الʸʻقʯʴʸع الʟتقا  
 )P  ) و ('P  ، انȄʨʱʶم (n


n'و 


) مʱʶقʽʺان مʨجهان ǼالʷعاعD  ʧʽ') و (  Dناʽʺʣان لهʺا على الʱرتʽب . (  

و  '   uu
 

  على الʱرتʽب 
      ʟتقا : ʥʻʸʻقʯʴع م ) ʧʽʺʽقʱʶʺلل ʧȞʺǽD  ) و (D' ناʨȞǽ أن (  

ȏʦʯʴʸنقس ال ʥم ʥʻلفʯʳم ʥʻȂʦʯʴم ʥم  
ʥʻعʟقاʯم  ʥʻȂازʦʯم   

 ʥʻلفʯʳو م ʥʻȂازʦʯم ʥʻقʮʠʹم  
 
  
  

 

  خالالʯقاʟع   الʯقاʟع مʯʴقʤʻ الʯقاʟع خال  الʯقاʟع نقʠة
  
 ʤʻقʯʴع مʟتقا ʦʯʴا یلي: و مʺʽات فʽضعʨص الʵنل  

  
)D() ȏازʦیP( )D  ) عʠقǻ (P (  

)D ) ȏازʦی (P  (" ع خالʟتقا " )D) ا فيʦʯʲم (P(   
 
  
  

 

  

( )D

( )P

( )D

( )P

( )D
( )P

( )D

( ')D

( )D
( ')D

( )D
( ')D

( )D
( ')D
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  :1تʸرʥȂ مʲلʦل   
)لى معلʤ مʯعامد و مʱʯانس إالفʷاء مʹʦʴب     ; ; ; )O i j k

  
 .  

 B( 1 ; - 1 ; 0 ) و A( +2 ; 2 ; - 3 )) حʻث  ABتʻʰʸلا وسʻʠʻا للʯʴʸقʤʻ (  أعطـ    

  ) ؟ ABلى الʯʴʸقʤʻ ( إتʹʸʯي  C( 1 ; 3 ; 2 )هل الʹقʠة  ـ   

) هAB ʨشعاع تʨجʽه لـ (  :الʲل
1

3

3

AB

 
  
  


و Ǽالʱالي  

2

2 3

3 3

x t

y t

z t

 
  
   

tمع   �  يʢʽسʨل الʽʲʺʱلة هي الʺʳهذه ال  

ʴǽقt   Ș) إذا وفقط وجد  ABلى ( إ Cتʱʻʺي        
2 1

2 3 3

3 3 2

t

t

t

 
  
  

   ȑأ

1

1

3
5

3

t

t

t


 

  

 

  ) ABلا تʱʻʺي الى (  Cومʻه   

  
  :2تʸرʥȂ مʲلʦل

3نعʮʯر الʯʴʸقʸʻات  2 1.. .. .. ..d ، d ، d بʻرتʯا على الʻʠʻلة وسʰʸم  

1

2 5

.....: 1

3 4

x t

d y t t

z t

  
    
  

�  ،  2

1 '

: 4 3 '.... '

5 '

x t

d y t t

z t

 
   
  

�  ،  3

7 7 ''

: 3 '' ''

2 '

.....

'

x t

d y t t

z t

  
   
 

�  

  3dو  1dث2d  ʤو  1dأدرس تقاʟع  -

1 : الʲل

5

1

4

u

 
  
 
 

    ،2

1

3

1

u

 
 
 
  

  ،  3

7

3

2

u

 
  
 
 


3أشعة تʨجʽه لـ    2 1.. .. .. ..d ، d ، d  بʽرتʱعلى ال  

  1نلاحظ أنu


2uو  


 ʽالي غʱالǼ ا وʽʢخ ʧʽʢʰ1ر مرتd  2وd عان أʡقاʱفهʺا إما م ، ʧʽȄازʨʱر مʽفس غʻان لʽʺʱʻو لا ی

2الʺȑʨʱʶ . و علʽه نʴل الʳʺلة   5 1 '

1 4 3 '

t t

t t

   
   

1نʳد   

' 2

t

t


  

  

 ʧة مʢقʻ1الd  أجل ʧمt = 1  ) 3  ;-2 ;7هي ʧة مʢقʻو ال (2d  أجل ʧ2م-t' =    ) 3  ;-2  ;7هي (  
  ) . 3  ;-2  ;7یʱقاʡعان في (  2dو  1dو Ǽالʱالي فالʺʱʶقʽʺان 

 1u


3uو  


  لʺلاحʤةغʽر مرتʧʽʢʰ خʽʢا نʵʱʶلص نفس ا 

2لʴل الʳʺلة  5 7 7 ''

1 3 ''

t t

t t

    
   

1نʳد     

'' 0

t

t

 
 

  ʧة مʢقʻ1الd  أجل ʧ1م-t =   ) ة  -7  ;0  ;-1هيʢقʻو ال (

ʧ2مd  أجل ʧمt'' = 0   ) ان   -7  ;0  ;0هيʺʽقʱʶʺ1) إذن الd  2وd  ȑʨʱʶʺنفس ال ʧا مʶʽل .  
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 عʟتقا  : ʥʻȂʦʯʴة هي :مʻȞʺʺات الʽضعʨال  
    

  مʦʯازȂان  مʯقاʟعان
  تقاʟع خالي مʹʮʠقان  

 
  
  

  

ʤʻقʯʴع مʟقاʯال ʦʯʴع مʟقاʯع خال الʟقاʯال  
  

  ʥʻʯ دȜǻارتʥʻʯʻ لʥʻȂʦʯʴʸ مʯقاʟعʥʻمʯʴقʤʻ في الفʷاء معرّف ʸʱǺلة معادل   خاصʻة :     
  

   عʟات : تقاȂʦʯʴثلاث م 

     1( )P  ،2( )P  ،3( )P  اتȄʨʱʶ1ثلاث مn


  ،2n


  ،3n


   ة ناʽʺʣة لها .أشع 
        ةʽʰʶʻات الʽضعʨ1) 1ال( )P  ،2( )P انȄازʨʱم  

1( )P  ،3( )PانȂازʦʯ1 م( )P  ،3( )P عانʟقاʯم  
 
  
  
  
  

 

1 2 3( ) ( ) ( )P P P   1 2 3( ) ( ) ( )P P P    
            ةʽʰʶʻات الʽضعʨ1) 1ال( )P  ،2( )P  ) ʦʽقʱʶʺعهʺا الʡعان و تقاʡقاʱیD (     

 )D  عʠقǻ 3) لا( )P )D  ȏازʦ3) ی( )P  
  )Dȏازʦ3) ی( )Pع خالʟقاʯب  )D ʦʯʲ3في  ) م( )P  

 
  
  
  
  

  

 1 2 3( ) ( ) ( )P P P I   
1 2 3( ) ( ) ( )P P P    1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P P P D    

                                           

1( )P

2( )P

3( )P

( )D

1( )P
2( )P

2( )P
3( )P

1( )P

2( )P

3( )P

( )D

1( )P

2( )P

3( )P

3( )P

1( )P

2( )P

( )D

I
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  : ʥȂ 4 مʲلʦلتʸر    
     1( )P  ،2( )P  ،3( )P اتȂʦʯʴب ثلاث مʻرتʯة لها على الʻارتȜǻي معادلات دʯال  

2 2 1 0x y z       ،4 3 0x y z        ،4 2 4 5 0x y z     
  ʦضعʻة الʹʻʮʴة لـ أدرس ال

a (1( )P  ،2( )P      b (1( )P  ،3( )P  
  

1   :الʲل   

2

1

2

n

 
  
  

   ،2

1

4

1

n

 
 
 
 
 

    ،3

4

2

4

n

 
  
  


)ʽʺʣ1ة لـ أشعة نا   )P  ،2( )P  ،3( )P بʽرتʱعلى ال  

a (1n


2nو 


)1غʽر مرتʧʽʢʰ خʽʢا ، إذن   )P  2و( )P ʱا مʶʽل ) ʦʽقʱʶʺعان على الʡقاʱفهʺا ی ʧʽȄازʨD . (  
  وسʽط ) z  )zلالة بد yو  xللʨʸʴل على تʺʽʲله الʨسʢʽي نʱؔب مʲلا 

  2 2 1 0

4 3 0

x y z

x y z

   
    

Ǽعد الʶʴاب نʳد    
1

; 1

x t

t y

z t

 
 
 

�  

b (3 12n n
 

  ȑ1أn


3nو 


)1، إذن  مرتʢʰان خʽʢا  )P  ،3( )P  ʧة مʢار نقʱʵان . نȄازʨʱ1م( )P  ʧؔʱو ل 

    ) 0;  1 -;  0( A   )0   3 -=  5 - 0 - 2+  0   ، (A ʧة مʢت نقʶʽ3ل( )P الʱالǼ ع وʡ1ي تقا( )P  ،3( )P خال  
  

  : 5 تʸرʥȂ مʲلʦل   
)1نعʰʱر الʺȄʨʱʶات       )P  ،2( )P  ،3( )P الʺعادلاتǼ بʻرتʯة على الʻارتȜǻد  

4 10 0x y z       ،2 3 0x y      ،2 2 1 0x y z     
)1أدرس تقاʟع  )P  ،2( )P  3و( )P  

1 :الʲل   

4

1

1

n

 
 
 
 
 

   ،2

2

1

0

n

 
 
 
 
 

    ،3

2

1

2

n

 
  
 
 


)1ناʽʺʣة لـ  أشعة   )P  ،2( )P  ،3( )P بʽرتʱعلى ال    

ʦʽقʱʶم Șى وفʻʲى مʻʲعة مʡقاʱات مȄʨʱʶʺالي فالʱالǼ ى وʻʲى مʻʲا مʽʢة خʢʰت مرتʶʽل   

)1تقاʡع  )P  ،2( )P  ) ʧȞʽل ،D  عهʺاʡتقا ʦʽقʱʶ4) م 10 0

2 3 0

x y z

x y

   
   

   

;) و هD  ʨلʸʴʻل على تʺʽʲلا وسʽʢʽا لـ (  z = tنʹع  3 2

7 2

x t

t y t

z t


   
   

�  

1

2

2

u

 
  
  


.D )  (3شعاع تʨجʽه لـ (   0u n 

 
)3یʨازD(   ȑ () إذن   )P  .) 7-3 ; -A( 0 ;   ) ʧة مʢنقD (  

 3( )A P  اليʱالǼ 1و 2 3( ) ( ) ( )P P P    
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 1أعمال موجهة رقم 

  

  

)لى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس إالفʹاء مʨʶʻب      ; ; ; )O i j k
  

 .  

 C( 1 ; 3 ; 3 ) و   A( 1 ; 2 ; 3 )  ،B( 3 ; 2 ; 1 ) نعʰʱر الʻقط الʱالʽة        

  . مȄʨʱʶا ، أكʱب معادلة دȞǽارتʽة له ʧتعّ̔  Cو  A  ،B) بʧʽ أن الʻقط 1

     2 ʧʽȄʨʱʶʺر الʰʱ1) نع( )P  ،2( )P ثʽح  

                         1( ) : 2 2 1 0P x y z           

                         2( ) : 3 2 2 0P x y z     

          a أن ʧʽ1) ب( )P  ،2( )P  عانʡقاʱی  

                 ) ʧȞʽو ل عهʺاʡتقا (  

         b(  ةʢقʻأن ال ȘقʴتC ʱʻيتʺ  

  ) ( لى الʺʱʶقʦʽ إ              

         c عاعʷت أن الʰ0;2)) أث; 1)u 


  

                ) ʦʽقʱʶʺه للʽجʨشعاع ت (  

        d ) ا لـʽʢʽلا وسʽʲʺج تʱʻʱاس ( (  

  الʺʺʲلة وسʽʢʽا Ǽالʳʺلة)  ( عʧ الʺʱʶقA  ʦʽ) لʶʴاب Ǽعد الʻقʢة 2   

2 1

3

3

x k

y

z k

 
 
   

tمع       �  

  ) ( مʧ الʺʱʶقk  ʦʽذات الʨسʽط  Mلʻقʢة نعʰʱر ا                  

       a ةʺʽق ʧʽع (k  عاعانʷن الʨȞǽ ىʱو  ح   AMu
 

  ʧعامدیʱم  

       b ةʢقʻعد الǼ جʱʻʱاس (A  ʦʽقʱʶʺال ʧع ) (  
  

  

  

x

y

z

i
k



j


M( x;y; z)

M'( x; z)

M ( y;z)

M ( x;y)
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2أعمال موجهة رقم
  

  

)لى معلʦ مʱعامد و مʳʱانس إالفʹاء مʨʶʻب      ; ; ; )O i j k
  

 .  

  C( 0 ; 20 ; 0 )و    A( 3 ; 0 ; 10)  ،B( 0 ; 0 ; 15 ) الʻقط الʱالʽة نعʰʱر        

1  (a ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺت ʧʽع (AB (  

    b ) أن ʧʽب (AB  ) ةʢاصل في نقʨر الفʨʴع حال مل مʢقǽ (9 ; 0 ; 0  (  

    c علّل لʺاذا (A  ،B  وC . قامة واحدةʱت على اسʶʽل  

2 (H  ع الارتفاعʡة تقاʢنق ʧم مʨالʺرسO  لثʲʺفي الOBC  ʦʽقʱʶʺمع ال( BC ) 

   a ) ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (BC  ) ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع (OEH . (  

  . EBCفي الʺʲلث  E) هʨ الارتفاع الʺرسʨم مEH ʧاسʱʻʱج أن (  -      

   b ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأك (OEH (  

   c ( ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكABC (  

     d لةʺʳأن ال ʧʽب (:   
0

4 3 0

20 9 12 180 0

x

y z

x y z


  
    

tمع       �  

  تقʰل حلا وحʽدا . ماذا ʲʺǽل هذا الʴل ؟         

   e عدʰب الʶأح (OH  ج أنʱʻʱاس .EH = 15   لثʲʺاحة الʶو مEBC .  

  ) ABCعʧ الʺȑʨʱʶ (  ʢǼOرȄقʧʽʱ ، اسʱʻʱج Ǽعد الʻقʢة  OEBC) ʶʴǼاب حʦʳ رȃاعي الʨجʨه 3

   -  ) ʧة مʳʽʱʻقع هذه الʨت ʧȞʺǽ 2هل , c (  
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  .موضوع محلول 

  
 ʥȂرʸʯال  

)لى معلʦ مʱعامد و مʳʱانسإالفʹاء مʨʶʻب   ; ; ; )O i j k
  

.  
   ،  A( 4 ; 0 ; -3) ، B( 2 ; 2 ; 2 ) نعʰʱر الʻقط الʱالʽة 
 C( 3 ;-3 ;-1 )     وD( 0 ; 0 ; -3 ) . 

 1ʧʽع (  ] رʨʴم ȑʨʱʶʺة لʽارتȞǽمعادلة دAB  ʧȞʽل )  [
)P ( ȑʨʱʶʺهذا ال ( .  
  القʢعʧʽʱ ) نقʰل فʽʺا یلي أن الʺʧʽȄʨʱʶ مʨʴرȑ أ) 2 

 ]BC  ] و [DC  ʧʽʱالʺعادلǼ 2] معرفانx-10y-6z-7=0 

 على الʱرتʽب . 3x-3y+2z-5=0 و        

ʢلب E ǽاʡع هذه الʺȄʨʱʶات الʲلاثة هʨ نقʢة بʧʽ أن تق -   
 ʧʽʽاتها .إتعʽحداث  

تقع على سʢح ؗرة  A  ،B  ،C  ،D) بʧʽ أن الʻقط ب   
زها    ʢǽلب تعʧʽʽ نʸف قʢرها . Eمرؗ

  
  

  تعاليق  .ل مختصرح

 1  ʧȞʽل (J  ] فʸʱʻمAB )  1] إذن

2
;  J( 3 ; 1  ،  

 
2

2

5

AB

 
 
 
 
 


  ) Pشعاع ناʣʺي لـ (   

    4x-4y-10z-13=0) هي  Pلـ ( ي معادلة دȞǽارتʽة و Ǽالʱال
2) أ) 2 1( P)   يقطѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧع  ( )P   ) ʦʽقʱʶم ȘوفD (  لʽʲʺال هت    ʨي هʢʽسʨ

19
2

11( )         
12 1

11 2

x t
t مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧع

z t

   
   


�  

 ) D(    عʢقǽ) P(   ةʢفي نقE  اتهاʽ1إحداث
2 ;  0 ;  

2
E
 
 
 

  

  
    ED = EC = EB = EA)) ب2

زها  Dو  ǼA  ،B  ،Cالʱالي  و    Eتقع على سʢح الؔرة الʱي مرؗ

          ʧؔ2ل 2 2 21 41
(4 2) 0 ( 3 )

2 4
EA         

زها  Dو  A  ،B  ،Cالʻقط      و نʸف  Eتقع على سʢح الؔرة الʱي مرؗ

41قʢرها 

2
  

  

 ʣاʻعاع الʷالʺʨʱʶʺمعادلة علʺت  ي ل
هʨ له  دȞǽارتʽة ; ;u a b c


      

  لʸʴعلى نd  ار أنʰʱاعǼJ  ʧة مʢنق
 )P (  
 Ȑقة أخرȄرʡ اكʻ2ه 2MA MB  
  ان لأنʽʺʣاʻعاعان الʷلـ ال

2 1( P)   و  ( )P    اʽʢخ ʧʽʢʰر مرتʽغ  
 ʧʽȄʨʱʶʺي الʱعادلʺǼ لةȞʷلة مʺʳحل ال  
 ات إʽحداثE  لةʺʳحل ال Șقʴت

19
2

11

12 1

11 2
4 4 10 13 0

x t

y t

z t

x y z

  



   

    

  

 E  يʺʱʻاور إتʴات هي مȄʨʱʶلى م
  لقʢع مʱʶقʽʺة
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  .وجّهموضوع م 

  
  

                                  
         Ȃʦʯʴʸر الʮʯنع ʥʻعرفʸعادلالʸǺ ʥʻʯʥʻ ʻارتȜǻدʥ اʸؕ یلي :  

    ( ) : -1P x y               ،  ( ) : 2 2 0R x y z            

  و مʦجه Ǻالʵعاع ʸʵǻ (A( 1 ; -2 ; 0 )ل الʹقʠة  DالʥʻȂʦʯʴʸ یʯقاʟعان وفȖ مʯʴقʤʻ ( ) تʲقȖ أن 1

   ( 2;2;1)u 


    

2 ) ʤʻقʯʴʸأن ال ʥʻب (D  ) ȏʦʯʴʸو ال (P'   هʯمعادل ȏ4) الذ x + 4 y + z + 3 = 0 عانʟقاʯی  

  ) اسʯʹʯج حل الʸʱلة3

                            
1

2 2 0

4 4 3 0

x y

x y z

x y z

  
   
    

  

    
  
  

  .توجيهات 
) (مʲلا yو  xعz  ʧعhّر بدلالة  zو  Ǽx  ،yعد ʱؗاǼة جʺلة الʺعادلʧʽʱ بʲلاثة مʳاهل  .1

) الذȑ تʤهر فʽه  ʨؗDسʽط لʸʴʱل على الʽʲʺʱل الʨسʢʽي لـ (  z = tثʦ ضع 
ʰات  uمرؗ


  . Aو إحداثʽات  

) لʸʴʱل على معادلة مʧ الدرجة الأولى مʳهʨلها  'Pعادلة ( في م zو  x  ،yعʨّض  .2
t  ) عʡة تقاʢل على نقʨʸʴالي الʱالǼ وD  ) مع (P' (  

3. ) ʧʽع بʡقاʱة الʢنق ʨلة هʺʳحل الD  ) و (P'  يʺʱʻي تʱدة الʽحʨة الʢقʻلى إ) و هي ال
  الʺȄʨʱʶات الʲلاثة .
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4 

5 

1 

2 

3 

8 

7 

6 

10

11

12

13

9 

  المستقيمات  في الفضاء
الذʷǽ ȑʺل      ) Dللʺʱʶقʦʽ (  عط تʺʽʲلا وسʽʢʽاأ ) 1

) 1;  0;  0( A  (1;1;1)وu


  شعاع تʨجʽه له 
1 ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺاعط ت (D'  لʺʷǽ ȑالذ (  
 ) 1 -;  0;  1 -( B  و( 1;0;2)v 


  شعاع تʨجʽه له 

 ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺت ʧʽعAB   ثʽح (  
 A( - 2 ; 7 ; 1 )  وB( 3 ; 5 ; 2 ) .  
  D( - 12 ; 11 ; 1 )و   C( 13 ; 1 ; 4 )ـ هل الʻقʱʢان  

  ) ؟          ABتʽʺʱʻان الى (    
  A( 1 ; - 3 ; - 2 )  ،B(  - 5 ; 1 ; 3 )نعʰʱر الʻقط 

  . C( - 1 ; 1 ; 1 )و 
  أكʱب تʺʽʲلا وسʽʢʽا  
  a  ) ʦʽقʱʶʺلل (AB (  
  b ] عةʢالق (BC [  
  cʺف الʸن ( ) ʦʽقʱʶAC [  

 ) ʦʽقʱʶʺر الʰʱنعD  يʢʽسʨله الʽʲʺت ȑالذ (  

       
2 3

3 2

x t

y t

z t

  
  
   

  عدد حقʽقي tمع   

  ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺب تʱأكD'  ) ȑازʨی ȑالذ (D  و (
  . ʷǽA( -1 ; 2 ; -4 )ʺل الʻقʢة 

  عʽʰʡ ʧʽعة الʺʨʺʳعات الʱالʽة حʽث تʺʽʲلاتها الʨسʽʢʽة

.....

3

2

0

x t

y t t

z


   
 

�     ، ....

1 3

2 3 0;1.

2

x t

y t t

z t

 
   
 

  

....

1

.

2

x t

y t t

z t




  
  

�  

 ʧʽʱ2هل جʺلة الʺعادل 3

2 3 2 4

x y z

x y z

  
   

   

...و الʽʲʺʱل الʨسʢʽي   

1 9

2 ..4

x t

y t t

z t

  
    
 

�  

  ǽعرفان نفس الʺʱʶقʦʽ ؟    

2نفس الʶؤال الʶابȘ مع        

2 3 5 0

x y z

x y z

  
    

   

.....و   

3 4

4 5

1

x t

y t t

z t

  
   
  

�  

       ) ȑʨʱʶʺر الʰʱنعP  : ( x – y + 2 z = 2  ةʢقʻو ال  
  A( 4 ; - 2 ; 1 )   
 1 ʧʽع (n


  ) Pشعاعا ناʽʺʣا لـ (  

 2 ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا و سʽʲʺب تʱأك (D  لʺʷǽ ȑالذ (A   و  
nشعاع تʨجʽهه      


  

  )   Pعلى (  A لـ الʺʶقط العʺʨدH ȑ) اسʱʻʱج احداثʽات 3 
 ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺب تʱأكD  لʺʷǽ ȑالذ (  

A( - 3 ; 5 ; - 1 )  ʺو الع ) ȑʨʱʶʺعلى ال ȑدʨP  ȑالذ (
 x – 2y + 3 z = 0معادلʱه : 

.....)   Dعʧʽʽ تقاʡع ( 

4

2

1 2

x t

y t t

z t

  
   
  

�  

 ومع الʺȄʨʱʶات   ; ;O i j
 

  ، ; ;O j k
 

و  ; ;O i k
 

  
     1Șقʴي تʱالفʹاء ال ʧقط مʻعة الʨʺʳم ʧʽع (  

2

2

2

....

1

2 3

2 2

.

x

t

t

y t

z t

  


  
  

�  

) نفʶا الʶؤال مʧ أجل 2  1;3t    
       ʧʽʺʽقʱʶʺر الʰʱنعd  وd' ا ʧʽلʽʲʺʱالǼʧʽʽʢʽسʨل  

.....

1

x t

y t t

z t


  
  

.....و �

1

1

2

x t

y t t

z t

 
   
  

  علʼالʱرتʽب �

1 ȑʨʱʶʺنفس ال ʧم ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  
  )  عʧʽ نقʢة تقاʡعهʺا2

  هل الʺʱʶقʽʺان     

 ....

3 2

: 3 .

x t

d y t t

z t

 
   
 

..و  �

3

' : 1 2

3

x t

d y t t

z t

 
   
  

�  

  مʨʱلزȄان ؟ مʱقاʡعان ؟ لʶʽا مʧ نفس الʺȑʨʱʶ ؟ برّر
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) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺب تʱأكD            لʺʷǽ ȑالذ (
)A( 0 ; -1 ; 2 ) ȑازʨو یd (: ثʽح  

.....

1 2

: 2

5

k

x k

d y k

z

 
  
 

�  

  :) مʰʢʻقان حʽث  'D) و (  Dبʧʽ أن ( 

....( .

1

) : 2 3

x t

D y t t

z t

 
   
 

�  

.....

2 '

( ') : 5 6 ' '

1 2 '

x t

D y t t

z t


   
  

�  

  ) مʧ نفس الʺȑʨʱʶ حʽث  'D) و (  Dبʧʽ أن ( 

...

4

( ) ..: 4 2

2

x t

D y t t

z t

  
   
  

�  

...

1 '

( ' ..) : 2 2 ' '

1 '

x t

D y t t

z t

 
   
  

�  

       ) ʧʽʺʽقʱʶʺر الʰʱنعD  ) و (D'  ثʽح (  

.....

1

( ) : 1 2

1 3

x t

D y t t

z t

 
   
  

�  

....

3 2

( ') : .

1 4

m

x m

D y m

z m

 
  
   

�  

1 ȑʨʱʶʺنفس ال ʧا مʶʽل ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال ʧʽب (  
  ) D) و ǽقʢع (  'D) یʨازD''  ) ȑ(  ) عʧʽ مʱʶقʽʺا2

 'Cو  'D'  ،Bو لABCD  ʧؔʱلʧȞʽ رȃاعي الʨجʨه 
]       ǼBC  ] ، [CDالʰʶʻة لʺʸʱʻفات القʢع [  Aنʤائر 

  ] على الʱرتʽب DBو [ 
)) تʴقȘ أن 1 ; ; ; )A AB AC AD

  
  معلʦ للفʹاء 

) ،      'BB) عʧʽ تʺʽʲلا وسʽʢʽا لؔل مʧ الʺʱʶقʽʺات ( 2
 )CC'  ) و (DD'  (  
ʢǽلب  Jهذه الʺʱʶقʽʺات تʱقاʡع في نقʢة واحدة  نّ ) بʧʽ أ3

  تʴدید احداثʽاتها

  ) مʱʶقʽʺان مʰʢʻقان 'D) و (   D بʧʽ أن (

....

1 5

.( ) : 3

4

x t

D y t t

z t

  
    
  

�  

....

9 5 '

( ') : 5 ' '

8 4 '

.

x t

D y t t

z t

 
    
   

�  

  ) مʱʶقʽʺان مʨʱازȄان 'D) و (   D بʧʽ أن (

.

4 2

( ...) : .2 4

x t

D y t t

z t

 
   
 

�  

.

2 '

( ...') : 1 4

'

.' '

x t

D y t t

z t

 
   
 

�  

  ) لا یʽʺʱʻان لʻفس الʺD'  ȑʨʱʶ) و (   D بʧʽ أن (

....

3

:

1 3

.( )

x t

D y t t

z t

  
  
  

�  

...

1 '

( ' ..) : 2 2 ' '

5 3 '

x t

D y t t

z t

  
   
  

�  

  ) مʱقاʡعان 'D) و (   D بʧʽ أن (      

...

3 2

( ) ..: 2

1

x t

D y t t

z t

  
   
  

�  

....

'

( ') : 1 ' '

1 4 '

.

x t

D y t t

z t


   
   

�  

  المستويات في الفضاء

 1ʽع ( ) ʧʽȄʨʱʶʺع الʡتقا ʧP   ) و (Q  في (
  الʴالات الʱالʽة :

a(   : 3 3 3 12 0; : 4Q x y z P x y z        
b(   : 3 3 3 12 0; : 4Q x y z P x y z        
c(   : 0; : 2 2 0Q x y z P x y z        
d(   : 2 5; : 3 2 1 0Q x y z P x y z         
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16

15
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18

23
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) ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال Șقʴت D   ) و (D' عانʡقاʱم (  

....

1

( ) : 1

1 2

.

x

D y t t

z t

 
   
  

�  

....

4 5 '

( ') : 3 2 ' '

1 2

.

'

x t
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) ʧʽʺʽقʱʶʺأن ال Șقʴت D  ) و (D'  ان وȄازʨʱب أ) مʱك
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) ȑʨʱʶʺع الʡفي ؗل مرة تقا ʧʽعP و () ʦʽقʱʶʺالD (  
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 ʧʽʱʢقʻر الʰʱنعW( 1 ; 1 ; 1 )  ،A( 3 ; 3 ; 0 )  
زه  S) أكʱب  معادلة لـ ( 1 وʷȄʺل  W) سʢح الؔرة الذȑ مرؗ
A .  
) في  S(  ◌ِ لـ) الʺȑʨʱʶ الʺʺاس  P( ِ◌ لـ) أكʱب معادلة 2
A  

   B( -1 ; 2 ; -1 )  ،C( 0 ; 0 ; -3 )) لʧؔʱ الʻقط 3
   D( 1 ; 2 ; - 3 )و     

a قطʻأن ال Șقʴت (B  ،C  وD  قامة واحدةʱت على اسʶʽل  
bب معاʱأك ( ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽدلة دBCD (  
  ) مʱعامدان P) و (  BCD) بʧʽ أن ( 4
  ) BCD) و (  P) أكʱب تʺʽʲلا وسʽʢʽا لʱقاʡع ( 5

  عʧʽ في الʴالʧʽʱ تقاʡع الʺȄʨʱʶات الʲلاثة
1 (( P ) : x + y + z = 4                  

1
( ) : 3

2
Q y z  

( ) : 3 2 6R x y   
2 (( P ) : x + y + z = 4                  

( ) : 2Q x y z     
( ) : 3 4 3 15R x y z    

  الʳʺلʧʽʱ الʱالʧʽʱʽ  عط تفʽʶرا هʻدسʽاأ ثʦ  �3حل في      

1          (
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2          (
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   
   
    

  

  ،   A( 2 ; 1 ; 1 )  ،B( 3 ; 0 ; 1)الʻقط نعʰʱر 
 C( 0 ; 1 ; 5 )  ،D( -1 ; 0 ; 1 )  وE( 6 ; 2 ; 3 )   
)  ABCتعرّف مȄʨʱʶا (  Cو  A   ،B) تʴقȘ أن الʻقط 1

  ʢǽلب إعʢاء معادلة دȞǽارتʽة له .
2 ) ʦʽقʱʶʺي للʢʽسʨل الʽʲʺʱال ʧʽع (DE (  
  ) ABC) مع (  DEتقاʡع (  I) عʧʽ احداثʽات الʻقʢة 3

      ʧʽʱʢقʻر الʰʱنعA( 1 ; 1 ; 1 )  وB( -1; 1 ; 2 )  ʧم
 C( 2 ; 4 ; 1 )) الʺȑʨʱʶ الذʷǽ ȑʺل الʻقʢة  P( الفʹاء و

)و 1; 1;5)n  


  شعاع ناʣʺي له . 
   A( 1 ; 0 ; 2 )  ،B( 3 ; 2 ; 4 )نعʰʱر الʻقط 

C( 1 ; 4 ; 2 )  وD( 5 ; 2 ; 4 )  
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ثʦ تʴقȘ أن هذه الʻقط  Kو  I  ،J) عʧʽ احداثʽات الʻقط 1
  لʶʽت على اسʱقامة واحدة .

)) تʴقȘ أن 2 2;1; 1)n  


ʱب ك) ثʦ أ IJKناʣʺي لـ (  
  ) IJKمعادلة دȞǽارتʽة لـ ( 

3ʲʺت ʧʽع ( ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽAأن Șقʴت ʦث ( )IJK (
1حʽث  L) یʱقاʡعان في نقʢة ADو(

4
AL AD
 

  

 ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكP  لʺʷǽ ȑالذ (
A uالʻقʢة 


  شعاع ناʣʺي له 

1 () 0;  2;  1 -( A  1;1) و; 1)u 


  
2 () 2;  0 ; 0( A   (0;0;1)وu


  

3 () 2;  1-;  1 -( A   و( 1;0;1)u 


  
;2;1)الʷعاع و  A )1  ;2  ;3 (نعʰʱر الʻقʢة  1)u 


  

.لʱي تʴقȘ ا Mعʧʽ معادلة لʺʨʺʳعة الʻقط  - 2u AM 
 

  
  ما ʽʰʡعة هذه الʺʨʺʳعة ؟ -

ʱʶʺال ) ȑʨP  ةʽارتȞǽالʺعادلة الدǼ معرف (
1 1

0
2 4

x y z    ) ʨʱʶʺا للʽارتȞǽمعلʺا د ʧʽع .P .(  

)Pهʱمعادل ȑالذ ȑʨʱʶʺال ʨ2) ه 3 0x y z     
u(1;1;1)الʷعاعʧʽ و  A )2  ;- 3  ;1 ( نعʰʱر الʻقʢة 


 

;3)و 3;0)v 


  .  
ʧʽv أن (ب


  ;u


;   A  ) ȑʨʱʶʺعامدا في الʱمعلʺا م (P (.  

 ) ȑʨʱʶʺالP  قطʻل الʺʷǽ (A( 1 ; - 1 ; - 1 ) ،  
 )B( 0 ; 1 ; 1  وC( -1 ; 2 ; 0 )   
  ) P) عʧʽ شعاعا ناʽʺʣا لـ ( 1
  ) P) اسʱʻʱج معادلة دȞǽارتʽة لـ ( 2

 )P  (ʱالǼ قط الʺعرفةʻعة الʨʺʳيʺمʢʽسʨل الʽʲ  
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
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
   

)) هʨ مȑʨʱʶ الʺعلP  ʦ) بʧʽ أن ( 1 ; ; )A u v
 

  
2 ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأك ( )P (  
  

 ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكP لʺʷǽ ȑالذ (  
      ) 3;  2-;  1( A و i


jو   


 سعاعا تʨجʽه له . 
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  له) مʢǽ ʨʱʶلب ʱؗاǼة معادلة دȞǽارتʽة  Pبʧʽ أن ( 
 ) ȑʨʱʶʺر الʰʱنعP هʱمعادل ȑالذ (  

                          2 x + y – 2 z + 5 = 0   
n) عʧʽ شعاعا 1


  )  Pناʽʺʣا لـ (  

u(1;0;1)الʷعاع  نّ ) بʧʽ أ2


  ) Pشعاع تʨجʽه لـ (  
)) عʧʽ أساسا مʳʱانʶا 3 ; ; )u v w

  
v  و حʽث   u

 
مرتʢʰان  

nخʽʢا مع 


uو 


  على الʱرتʽب 
     ) ȑʨʱʶʺة للʽارتȞǽب معادلة دʱأكP لʺʷǽ ȑالذ (  

 A( -3 ; 1 ; 2 ) اʨو ی ) ʧʽʺʽقʱʶʺال ȑزD  ) و (D'  (
  الذیʧ تʺʽʲلاهʺا الʨسʽʢʽان هʺا 
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  تقاطعات المستويات

 ʨʱʶʺر الʰʱنع ȑ )Pه) الʱمعادل ȑذ 
2 1 0x y z     

3 ) الذȑ معادلʱه P'الʺȑʨʱʶ ( و  2 4 0x y z      
  ) بʧʽ أن الʺʧʽȄʨʱʶ مʱقاʡعان1 
  ) عʧʽ شعاع تʨجʽه و نقʢة مʧ مʱʶقʦʽ تقاʡعهʺا 2
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  ، A( 0 ; 1 ; 1 )  ،B( 1 ; 0 ; 0 )نعʰʱر الʻقط 
 C( -1 ; 2 ; 1 )   وD( 0 ; 1 ; 2 )  

مʧ نفس الʺȑʨʱʶ ثʦ عD  ʧʽو  A  ،B  ،Cبʧʽ أن الʻقط 
 ȑʨʱʶʺة لهذا الʽارتȞǽمعادلة د  

  A( -1 ; 2 ; 1 )  ،B( 1 ; -6 ; -1 )نعʰʱر الʻقط 
تعرّف  Cو  A  ،B. بʧʽ أن الʻقط  C( 2 ; 2 ; 2 ) و 

 ) ȑʨʱʶʺعه مع الʡدید تقاʴلب تʢǽ اȄʨʱʶمP  هʱمعادل ȑالذ (
x – 3 y + z – 4 = 0  .  

1 ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺت ʧʽع (d    ʧʽȄʨʱʶʺع الʡتقا
 )P  ) و (p'  اهʺاʱمعادل ʧاللذی (x + y + z = 0  
  x –y + z – 4 = 0و  
  ) الذʷǽ ȑʺل ''PدȞǽارتʽة للʺȑʨʱʶ (  ) عʧʽ معادلة2
 A( 1 ; 1 ; 2 )  على ȑدʨʺو العd .  

  ) ''P) و (  'P، (   P )بʧʽ أن الʺȄʨʱʶات الʲلاثة ( 
  حʽدة ʢǽلب تعʻʽʽهاتʱʷرك في نقʢة و 

 )P  : (2 x + 3 y – z = - 2  
 )P'  : (5 y – 4 z = 1  
 )P''  : (z = 1  

ر الʳʺلة هʻدسʽا ثʦ حلها ّʁ   ف
4 6 12 5
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1 ʧʽȄʨʱʶا مʱهʺا معادل ʧʽʱʽالأول ʧʽʱار أن الʺعادلʰʱاعǼ (  
  )P  ) و (P'  ) ʦʽقʱʶعان في مʡقاʱی (D  ةʢقʻل الʺʷǽ (  
 ) 0;  2-;   1( A  جه بـ موʨ( 2;2;1)u 


  

ʱه الʲالʲة ) الذȑ معادل ''P) و الʺD  ) ȑʨʱʶ( ) تʴقȘ أن 2
اسʱʻʱج أن الʳʺلة تقʰل حلا وحʽدا في الʳʺلة یʱقاʡعان و 

   ʢǽلب تعʻʽʽه .
) الʺʧʽȄʨʱʶ اللذیʧ معادلʱاهʺا     'p) و (  Pنʶʺي ( 

2 x  - y + 5 = 0       3و x + y – z = 0    
ʢʽسʨله الʽʲʺت ʦʽقʱʶم Șعان وفʡقاʱی ʧʽȄʨʱʶʺأن ال ʧʽيب  
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  .لـسائـم.

ʰة ، ال �نعرف في  ʺعادلة ذات مʨʺʳعة الأعداد الʺرؗ
z : 3الʺʳهʨل 2( ) : 12 48 128 0E z z z     

  حل للʺعادلة ، اسʱʻʱج الʴلʧʽ الآخرʧȄ 8) تʴقȘ أن 1
2 ( ; ;o u v

 
  معلʦ مʱعامد و مʳʱانس في الʺȑʨʱʶ الʺʨجه  

  ذات اللʨاحC Șو  A  ،B) . نعʰʱر الʻقط  1cm( الʨحدة 
2 2 3a i     ،2 2 3b i    8وc   على

  الʱرتʽب .
a لة و عʺدة لـȄʨʡ بʶأح (a  قطʻال ʦّو علA  ،B  وC  
b ب a) أحʶب العدد الʺرؗ c

q
b c





عʺدة و عȄʨʡ ʧʽلʱه و  

  ABCله . اسʱʻʱج ʽʰʡعة الʺʲلث 
c ʧʽع (D  لة مرجحʺʳال      ; ; ; ; ;A a B b C c  

     ʦّعلD .  
d ) ʧʽع  (T  قطʻعة الʨʺʳم (M  ثʽح  

2 2MA MB MC MA MB MC    
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  . 1و الذȑ حرفه  ABCDEFGHنعʰʱر الʺȞعب 
 a  ةʢقʻر الʰʱجب تʺاما ، نعʨقي مʽعدد حقM  فʸن ʧم

 ] ʦʽقʱʶʺالAE  1] الʺعرف ؗʺا یلي
AM AE

a


 
  

  aبدلالة  ABDM) عʧʽ حʦʳ رȃاعي الʨجʨه 1
2 ʧؔʱل (K  لةʺʳمرجح ال      2; ; ;1 ; ;1M a B D  

   a ʧر عʰع (BK


BD و   بدلالة   BM
 

  
   b بʶأح (.BK AM

 
BK.و   AD

 
  أن    ثʦ اسʱʻʱج 

      . 0BK MB 
 

  
   c : أن ʧʽب (. 0DK MB 

 
  

   d : أن ʧʽب (K  لثʲʺقى ارتفاعات الʱمل ʨهBDM  
3 : ʧʽاوتʶʺت الʰأث (. 0AK MB 

 
.و   0AK MD 

 
  

  ماذا تʱʻʱʶج ؟    
4 (a لثʲʺأن ال ʧʽب (BDM  ȑاوʶʱه  مʱاحʶوأن م ʧʽاقʶال  

      
2 2

2

a

a

 احةʶوحدة م  

   b العدد ʧʽع (a  احةʶن مʨؔى تʱحBDM  ȑاوʶ1ت   
  في هذه الʴالة AKوحدة مʶاحة . أحʶب الʨʢل        

 ʦب الى معلʨʶʻالفʹاء م ; ; ;O i j k
  

   
  Ǽالرمز  نعʰʱر مʨʺʳعة الʻقط مʧ الفʹاء و الʱي نرمز لها

 )mp  ) اتهاʽو احداث (x ; y ; z Șقʴت (  
(3 ) 4 (1 2 ) 5 0m x y m z       معm  عدد

  حقʽقي .
1 ʦʽأجل ؗل ق ʧأنه م ʧʽب (m  ) ة فإنʽقʽقʴالmp ʨʱʶم (  
2 ) ʦʽقʱʶʺه للʽجʨة و شعاع تʢنق ʧʽع (D عʡتقا (  
 )0p  ) 1) وp  (  
  ) mp) مʨʱʴاة في ؗل الʺȄʨʱʶات (  D) بʧʽ أن ( 3

 ʦب الى معلʨʶʻالفʹاء م ; ; ;O i j k
  

  
  A( 3 ; -2 ; 2 ) ، B( 6 ; 1 ; 5 )نعʰʱر الʻقط  

C( 6 ; -2 ; - 1 )  
I (1لʲʺأن ال ʧʽث ) بABC ʦقائ  
2 ) ʧȞʽل (P  هʱمعادل ȑالذ ȑʨʱʶʺال (x + y + z – 3 = 0 

) و ǽʺر مAB  ʧ) عʺʨدȑ على الʺʱʶقP  ) ʦʽبʧʽ أن ( 
  . Aالʻقʢة 

3 ) ʧȞʽل (P'  ) ʦʽقʱʶʺعلى ال ȑدʨʺالع ȑʨʱʶʺال (AC    (
  ) 'P. أكʱب معادلة دȞǽارتʽة لـ (  Aو الذʷǽ ȑʺل 

4 ) ʦʽقʱʶʺا للʽʢʽلا وسʽʲʺت ʧʽع (d  ) عʡتقا ʦʽقʱʶم (P   (
  ) . 'Pو ( 

II (1  ʧؔʱل (D  ) اتʽة ذات الاحداثʢقʻ1-و  4و  0ال  ، (
 ) ʦʽقʱʶʺأن ال ʧʽبAD  ) ʦʽقʱʶʺعلى ال ȑدʨʺع (ABC (  

  ABDC) أحʶب حʦʳ رȃاعي الʨجʨه 2

�B) بʧʽ أن قʽس الزاوȄة 3 DA  ʨه
4

 انǽراد  

 BDC) أ) أحʶب مʶاحة الʺʲلث 4

  ) BDCعʧ الʺȑʨʱʶ (  Aب) اسʱʻʱج Ǽعد الʻقʢة    
 ʦب الى معلʨʶʻالفʹاء م ; ; ;O i j k

  
            

 ʦʽقʱʶʺل الʺʷي تʱات الȄʨʱʶʺال ʧʽʽد تعȄنرd  لةʺʳالǼ الʺعرف

2الʱالʽة  1 0

2 3 0

x y

x z

  
   

 ʽʴǼث تʨؔن هذه الʺȄʨʱʶات تʺس 

زها Sسʢح الؔرة    A( 0 ; 4 ;0 )الʱي مرؗ
  5و نʸف قʢرها 

1 ) ȑʨʱʶʺأن ال ʧʽب (P  هʱمعادل ȑالذ (x + 2 z – 3 = 0 
  . Sلا ǽʺس 

)) نعʰʱر الʺȄʨʱʶات 2 )aP  :0) = 3-2x+y+1+a(x+2z  
)مʨʱʴاة في  dلاحظ أن  )aP  ʦʽأجل ؗل ق ʧمa ةʽقʽقʴال  

، عرّف االʺʱغʽر لعددǼ ]A  ȑاسʱعʺال برمʽʳة مʻاسʰة عرّف 
a  ʦʽقʱʶʺال  ، الʳفي مd  اتȄʨʱʶʺو ال( )aP  عرّف ʦث [

)مʱʶقʦʽ تقاʡع  )aP  ) معXOY  طʺʻر الʱاخ ʦث (
TRACE  أن ʧو عای( )aP  يʱات الȄʨʱʶʺل ؗل الʺʷǽ

 ʨʴتd ؟ ʨعدا واحدا . مله  
)انʷئ دائرة تقاʡع  )aP  معS  ʦʽق ʧّ̋خ ʦثa  يʢي تعʱال

)الʺȄʨʱʶات  )aP  ي تʺسʱالS  
)عA  ʧ) أحʶب Ǽعد 3 )aP  ʦʽق ʧʽع ʦثa  نʨȞǽ ىʱح

( )aP  ـʤمʺاسا لS  
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  اختيار من متعـدداختيار من متعـدد

  
S(1 ; -2 ; 0 )  ، ةʠنق  

 )P  معاداته ʦʯʴم (x + y – 3 z + 4 = 0  
  جʦاب واحد فقط صʻʲح 

 ) ʦʽقʱʶʺالD  لʺʷǽ ȑالذ (S  ) عامدǽ وP  ذو (
  تʺʽʲل وسʢʽي 

...

1

( ) ..: 1 2

3

x t

a y t t

z

 
   
  

�  

.....

2

( ) : 1

1 3

x t

b y t t

z t

 
    
  

�  

.....

1

( ) : 2 2

3

x t

c y t t

z t

 
    
 

�  

.....

2

( ) : 1

3 3

x t

d y t t

z t

 
    
   

�  

  ) هي D) مع (  Pنقʢة تقاʡع (  Hإحداثʽات الʻقʢة       
a ( 4;0;0    b (6 9 3

; ;
5 5 5

   
 

  

c (7 2 1
; ;

9 3 3
  
 
    d (8 25 9

; ;
11 11 11
  
 

  

  ) هP : ʨمǼُS  ) ʧعد       

1 (11

3
  2 (3

11
  

3(9

11
    4(9

11
  

زه       .  3و نʸف قʢره  Sنعʰʱر سʢح الؔرة الذȑ مرؗ
  ) هP : ʨتقاʡع الʢʶح مع ( 

a ةʢقʻال (I( 1 ; - 5 ; 0 )   

b زها 10ف قʢرها و نH ʸ) الدائرة الʱي مرؗ
3

11
  

c زها   2و نʸف قʢرها  S) الدائرة الʱي مرؗ

d زها 10ز نʸف قʢرها  H) الدائرة الʱي مرؗ
3

11
  

  أصحيح أم خطأ ؟أصحيح أم خطأ ؟
  

((    p )  ) ،Q  )و (R  . الفʹاء ʧات مȄʨʱʶثلاث م (  
 )D  ) و (D'  ) عʡث تقاʽان حʺʽقʱʶم (D  ) مع (P  (  

  مʨʺʳعة خالʽة
  )  Qتقاʡع ( ) غʽر خال و  Q( ) و P) إذا ؗان تقاʡع ( 1

  )  R) و (  Q) و (  P) غʽر خال فإن تقاʡع (  Rو (    
  غʽر خال .   
  ) غʽر خال فإن  R) و (  Q) و (  P) إذا ؗان تقاʡع ( 2

  ) R) و (  Q) هʨ تقاʡع (  Q) و (  Pتقاʡع (    
  ) فإن     R) و (  Qاʡع ( ) هʨ تق Q) و (  P) تقاʡع ( 3

    )P  ) و (Q  ) و (R . ʦʽقʱʶم (  
  ) غʽر خال فإن تقاʡع  P) و (  'D) إذا ؗان تقاʡع ( 4

    )D ) و (D'   ر خالʽغ (  
  ) غʽر خال فإن تقاʡع  D) و ( ' D) إذا ؗان تقاʡع ( 5

   ' )D ) و (P   ر خالʽغ (  
  قʢة فإن تقاʡع ) ن R) و (  Q) ، (  P) إذا ؗان تقاʡع ( 6

     )P  ) و (Qʱʶق) م. ʦʽ  
) dتʱʻʺي الى الʺʱʶقʦʽ (  A( 7 ; -2 ; 1 )) الʻقʢة 1

............الذȑ تʺʽʲله 

4 3

1 3

1 2

.

x t

y t t

z t

 
   
  

�  

2Șقʴاتها تʽي احداثʱالفʹاء ال ʧقط مʻعة الʨʺʳم (  
   2 x – y + 3 = 0  مهي. ʦʽقʱʶ  
  ) مʨʺʳعة الʻقط مʧ الفʹاء ذات الʽʲʺʱل الʨسʢʽي 3

 .............

1 3cos

1 2cos 0;

1

x t

y t t

z


 

    
  

  

الذȑ  (D)والʺʱʶقA( - 1 ; 2 ; 1 )   ʦʽ) نعʰʱر الʻقʢة 4
)و شعاع تʨجʽهه  ʷǽOʺل  5;3; 4)u  


   

 - ʦʽقʱʶجد مʨد (  یʽوح  لʺʷǽ (A ) على ȑدʨʺو ع(  
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