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 مدخل
      أعد هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالثـة مـن التعلـيم               

الثانوي العام و التكنولوجي، شعبة التسيير و الاقتصاد و الذي شرع في تطبيقه ابتـداء مـن                 

   .2008 – 2007دخول المدرسي ال
  

      بالإضافة إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيـه             

كما حرصنا على تجسيد المقاربة بالكفاءات التي بني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسـبة               

الاهتمـام بالبرهـان    ضف إلـى ذلـك      . سواء عند مقاربة مختلف المفاهيم أو عند إدماجها       

  .الرياضي و استعمال تكنولوجيات الإعلام و الاتصال

  :أبواب تمت هيكلتها بنفس الكيفية على النحو التالي) 10 ( عشرةيحتوي الكتاب على       

 .عرض للكفاءات المستهدفة إضافة إلى نبذة تاريخية •

 .أنشطة تمهيدية •

 .الدرس •

 .طرائق و تمارين محلولة •

 .أعمال موجهة •

 .تعد للبكالوريااس •

 .تمارين و مسائل •

  .اختبر معلوماتك •

  أردنا أن نجعل من هذا الكتاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحد، نتمنى أن
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  . مواصلة دراسات عليا
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  .بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا على ذلك
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  الكفاءات المستهدفة
 .تبيان أن متتالية محدودة من الأعلى، محدودة من الأسفل أو محدودة 

 .التعرف إن كانت متتالية رتيبة 

 .تبيان إن كانت متتالية متقاربة 

التعرف على متتالية معرفة بالعلاقة التراجعية 
1n n

u au b+ = +. 

  .حالات بسيطةالبرهان بالتراجع على صحة خاصية في  
  
  

  بن يحيى السموءل المغربي    

  كان والده و   كان عمه طبيبا  في بيئة علمية ، فقدو قد نشأالمغرب ب    ولد السموءل
  لإقليدس"الأصول " درس كتاب .  ومن ثم فقد شجعه على دراستهامن علماء الرياضيات  
  .لى إتمامها و تحسينهاللكرخي و كتب أخرى و عمل ع "البديع في الجبر " وكتاب    

   استطاع أن يؤلف كتابا في الرياضيات   طور السموءل  الطريقة التحليلية في علم الجبر،
  " .   التاسعة عشرة من عمره وهو في "الباهر في الجبر"  أطلق عليه   

     نذكر لك هنا مقطعا بسيطا مما ورد في هذا الكتاب في المقالة الثانية من الباب الرابع
  . الخاص بصناعة العدد  

  و سنبرهن على ما قاله الكرجي و نصلحه بعد أن نقدم على ".... قال السموءل    
  . خبره من المتقدمينذلك مقدمات من أصول صناعة العدد القديمة بما لم يهتد إليه من انتهى إلينا   

   حد متوالية على النظم الطبيعي فإن مجموع مربعاتها     لكن االله جلّ ثناؤه أظهر على أيدينا إذا كانت أعداد مبتدئة من الوا
  .حد منها في العدد الذي يليه قبلهمساو لمجموع تلك الأعداد مع ضرب كل وا    

  : المساواة التالية – رحمه االله –     و يقصد السموءل 
2

1 1 2

( 1)
n n n

i i i

i i i i
= = =

= + −∑ ∑ ∑  

   . م 1174 عام  حوالي المغربي السموءلتوفي   
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  ولا���ط ��   ا

   من سنة%2 بنسبةB كل سنة في حين يزداد عدد سكان مدينة نسمة130 بـِ A  يزداد عدد سكان مدينة      

  . نسمةB 6000 وAلغ عدد سكان كل مدينة من المدينتين  ب2005  في سنة . إلى أخرى
 نمذجة الوضعية .1

2005 خلال السنةBلى عدد سكان المدينةإ nv و بـِ A إلى عدد سكان المدينةnuنرمز بـِ  n+.  
 .1v و1u ثم أحسب 0v و0uعين •

1nuأوجد علاقة بين • )تحقق أن المتتالية. nuو + )nuمتتالية حسابية يطلب تحديد أساسها r. 

 .n بدلالةnuعبر عن •

1nvأوجد علاقة بين • )تحقق أن المتتالية. nv و+ )nvمتتالية هندسية يطلب تحديد أساسها q. 

 .n بدلالةnvعبر عن •

 .2010 في سنةB وAقارن بين عددي سكان المدينتين •

  التخمين باستعمال مجدول أو حاسبة بيانية .2

)باستعمال حاسبة بيانية أحجز المتتاليتين • )nuو ( )nvو ذلك باستعمال  ( )menu RECUR بالنسبة  

) و Casioةللحاسب    )mode Seqبالنسبة للحاسبة Ti.  
  .أنجز جدولي المتتاليتين كما في الشكل المقابل •

                       ؟Aعدد سكان المدينةBابتداء من أي سنة يفوق عدد سكان المدينة •


ا���ط ��  ا���  

)نعتبر المتتالية            )nu المعرفة من أجل كل عدد طبيعي n 1: بحدها العام

2 3n

n
u

n

+
=

+
  

  .سحابة النقط المناسبة  ثم أنشئ nu قيم 2و في السطرn قيم1بحجز في السطر أدناه  أنجز ورقة الحساب .1

  
  
  
  
  

  

  

)ضع تخمينات حول المتتالية .2 )nu. 

1أدرس إشارة كل من  .3

3nu 1و   −

2nu  ماذا تستنتج ؟. −

] المعرفة على المجالfأدرس تغيرات الدالة .4 [0;+ )  بـ∞ )
1

2 3

x
f x

x

+
=

+
 .شكل جدول تغيراتهاثم   

 هل تخميناتك صحيحة ؟  .5
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 و �
� آ
	 أ��� 
�
  ��� ا����

  

                        ����ا���ط ا��    

  :الأولى الفردية  الأعداد الطبيعيةn مجموع nS نهدف في هذا الجزء إلى حساب :الجزء الأول      
( )1 3 5 ... 2 1nS n= + + + + −   

  .3S و 1S ،2Sأحسب .1
   :أنجز ورقة الحساب المقابلة بإتباع الخطوات التالية .2

  . الأعداد الطبيعية  الفردية الأولىA أحجز في العمود ∗
)  1B أحجز في الخلية ∗ )$ $1: 1SOMME A A=و ذلك باستعمال الوظيفة    
 SOMME اكسال في مجدول.  

  .nS اسحب إلى الأسفل للحصول في كل مرة على المجموع1B بعد تحديد الخلية∗
 .ماذا تلاحظ ؟ ضع تخمينا .3

  .أثبت صحة تخمينك .4
) نهدف في هذا الجزء إلى إيجاد خاصية :     الجزء الثاني )P nمتعلقة بالعدد الطبيعي nيحققها المقداران nαو nβ 

1:    من خلال مقارنتهما حيث 2 3 ...n nα = + + + 3    و   + 3 3 31 2 3 ...n nβ = + + + +  
 .n بدلالةnαأحسب . 1

 أنجز ورقة الحساب المقابلة بحجز الأعداد الطبيعية غير المعدومة الأولى في . 2

  ، حجز مكعبات الأعداد الطبيعيةB، حجز مجموعها في العمودA العمود

  . D و حجز مجموعها في العمودCد غير المعدومة الأولى في العمو
) تلاحظ ؟ ضع تخمينا حول الخاصيةاماذ .3 )P n. 

  ؟  
 

)تحقق أن الخاصية .4 )P n1 صحيحة من أجلn = ،2n 3n و= =. 

)الخاصية بفرض .5 )P nصحيحة من أجل عدد طبيعي n1 ، أثبت صحتها من أجلn +. 

  .                          في رأيك هل أثبتت صحة التخمين ؟ ضع خلاصة .6
)صية  الخانقول عن )P nأنها وراثية .  

                                                                   رابعالشاط الن  

بالإضافة إلى ذلك فإنه يودع .  سنويا%5فائدة مركبة نسبتها ببنك يقترح 10000DA أودع نبيل2000  في أول جانفي
2000 إلى رصيد نبيل أول جانفي من السنةnuنرمز بـِ .2000DA من السنوات الموالية مبلغأول جانفي  كلفي n+.  

n ،1ل كل عدد طبيعي ثم تحقق أنه من أج0uعين  . 1 1,05 2000n nu u+ = +. 

)بين أن المتتالية . 2 )nuليست لا حسابية و لا هندسية . 

n،40000nكل عدد طبيعي نضع من أجل . 3 nv u= + 

)بين أن المتتالية • )nvأحسب. 1,05 هندسية أساسهاnu ثم nvبدلالة n. 
   ؟2010كم يكون رصيد نبيل في سنة  •

���� ��  .هِـ �
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  المتتالية الهندسية- متتالية الحسابيةال ↵

 المتتالية الحسابية  .1
) نقول أن المتتالية :تعريف   )nu0 متتالية حسابية حدها الأولuو أساسها r ) r عدد حقيقي (  
n :1nطبيعي  أجل كل عدد  إذا و فقط إذا كان من  nu u r+ = +.   

)إذا كانت :1خاصية   )nuمتتالية حسابية أساسها rفإنه من أجل كل عددين طبيعيين nو p،  
( )pn pu u n r= + −.  

0nu :  حالات خاصة u nr= )و   + )1 1nu u n r= + −.  

)إذا كانت :2خاصية   )nuمتتالية حسابية فإن :  
0

0 1 1........ ( 1)
2

n
n n

u u
S u u u u n−

+ = + + + + = +  
 

  

   :  بصفة عامة
S)عدد الحدود(×                          ــــــــــــــــــــ =  

  
   بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية حسابية إذا و فقط إذاc وa،b تكون الأعداد :3خاصية  

2a   كان  c b+   .c وa الوسط الحسابي للعددينbى العدديسم . =

 المتتالية الهندسية .2
)نقول أن المتتالية :  تعريف )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq ) q عدد حقيقي (  

n :1nطبيعي  أجل كل عدد كان أن من  إذا و فقط إذا  nu u q+ = × .  

)إذا كانت :1خاصية   )nuمتتالية هندسية أساسها qفإنه من أجل كل عددين طبيعيين nو p،  
p

p
n

nu u q −= ×.  

0 :  حالات خاصة
n

nu u q= 1و   ×
1

n
nu u q −= ×.  

)إذا كانت :2خاصية   )nuساسها متتالية هندسية أqفإن1 يختلف عن :  
1

0 1 1 0

1
........

1

n

n n

q
S u u u u u

q

+

−
 −= + + + + =  − 

  

   :  بصفة عامة
S)الحد الأول(×                          ــــــــــــــــــــ =.  

  
1q إذا كان  :  حالة خاصة )   فإن  = )0 1 1 0........ 1n nS u u u u n u−= + + + + = +  .  

   بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية هندسيةc وa،b تكون الأعداد غير المعدومة :3خاصية  
2a  إذا و فقط إذا كان  c b×   .c وa الوسط الهندسي للعددينbيسمى العدد . =

     الحد الأول+    الأخيرلحد ا

2 

 1     -   لأساس أس عدد الحدودا

 1           - ا&%$س      
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) لتكن المتتالية :1تمرين محلول    )nuالمعرفة على ℕ 3:  كما يلي 2nu n= − +.  
  .1u و0uأحسب .1

)أثبت أن المتتالية .2 )nuحسابية يطلب تعيين أساسها r. 

0، المجموعnأحسب، بدلالة .3 1 ........ nS u u u= + + +. 

) لإثبات أن:طريقة   )nuمتتالية حسابية يكفي أن نبين أنه من أجل كل عدد طبيعي n1 الفرقn nu u+   .r عدد ثابت−

           :الحل
1. 0 3(0) 2 2u = − + 1   و   = 3(1) 2 1u = − + = −. 
)، nدينا من أجل كل عدد طبيعيل .2 ) [ ]1 3 1 2 3 2 3n nu u n n+ − = − + + − − + = −  . 

) نستنتج هكذا أن المتتالية )nu3 حسابية أساسهاr = −. 

) :لدينا .3 ) ( )0 2 3 2
1 1

2 2
nu u n

S n n
+ − += + × = + ) و منه × )( )1 4 3

2

n n
S

+ −
=.  

):2 محلولتمرين    )nvمتتالية هندسية معرفة على ∗
ℕ 1 حدها الأول 3v 2q  و أساسها= =.  

  .3vٍ و  2v أحسب .1

 .nv، الحد العامnأحسب، بدلالة .2

1، المجموعnأحسب، بدلالة .3 2 ........ nS v v v= + + +.  

  :الحل

1. 2 1 3 2 6v v q= × = × =،  3 2 6 2 12v v q= × = × =  . 

2.  1 1
1 3 2n n

nv v q − −= × = ×. 

3. 1 2 1

1
........

1

n

n

q
S v v v v

q

−= + + + = ×
−

) و منه  ) ( )1 2
3 3 1 2 3 2 1

1 2

n
n nS

−= × = − − = −
−

.                                         

  . 2007 نسمة سنة3630 و2005 نسمة سنة3000بلغ عدد سكان إحدى المدن الجزائرية  :3   تمرين محلول
  . نسبة تزايد السكان سنويا بهذه المدينة ثابتةα   نفرض أن

  . نسبة تزايد سكان المدينةαعين .1

  . ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات2030كم سيكون عدد سكان هذه المدينة سنة .2

1q بمتتالية هندسية أساسهاα المقادير التي تتغير بنسبة ثابتة يتم نمذجة:طريقة   α= +.  

2005  مثلا إلى عدد سكان المدينة السنة nu لنرمز بـِ :الحل n+ 0 و منه 3000u 2  و = 3630u =.  
2005 ثابتة فإن العلاقة بين عدد السكان خلال السنةαبما أن نسبة التزايد .1 n+وعدد السكان خلال السنة الموالية  

1n:  هي n nu u uα+ = )  أي + )1 1n nu uα+ = )تاليةنستنتج أن المت. + )nu1 متتالية هندسية أساسهاq α= +.  

2 لدينا إذن 
2 0u u q= 2  و منه  × 2

0

u
q

u
2نجد هكذا . = 1,21q 1,1q و بالتالي = 0,1نستنتج أن . = 10%α = =.  

2030نلاحظ أن .2 2005 25= 25لدينا . +
25 0u u q= ) و منه × )25

25 3000 1,1u = 25 أي × 32504,12u ≈. 

  . نسمة32500 حوالي 2030  يكون عدد سكان المدينة سنة
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 اليات المحدودة و المتتاليات الرتيبةمتتال ↵

 المتتاليات المحدودة .1
) :تعاريف   )nuمتتالية معرفة على ℕ.  

)القول أن المتتالية .1 )nu محدودة من الأعلى يعني وجود عدد حقيقي A من أجل كل حيث 

n  ،nu                عدد طبيعي  A≤ .  نقول أنAعنصر حاد من الأعلى .  
)القول أن المتتالية .2 )nu محدودة من الأسفل يعني وجود عدد حقيقي Bحيث من أجل كل  

n : nB                عدد طبيعي  u≤ .  نقول أنBعنصر حاد من الأسفل .  
)القول أن المتتالية .3 )nu الأسفل محدودة  يعني أنها محدودة من الأعلى و محدودة من.  

)لتكن :  مثال )nu  المتتالية المعرفة من أجل  
  :  غير معدوم بـnِعدد طبيعي  كل

                    3
2nu

n
= +.  

∗ منnمن أجل كل
ℕ ،3

3
n

5nu و منه≥ ≤  

)نستنتج أن )nu ِ5 محدودة من الأعلى بـ.  

∗ منnمن أجل كل
ℕ ،3

0
n

2nu و منه< )نستنتج أن .< )nu ِ2 محدودة من الأسفل بـ.  

∗ منn لدينا من أجل كل
ℕ ،2 5nu<   .نستنتج أن المتتالية محدودة. ≥

) عنصر حاد من الأعلى لـ5ِالعدد:   ملاحظة )nu .كل عدد حقيقيAعنصر حاد من الأعلى  هو كذلك5 أكبر من  
) للمتتالية )nu ) ل نفس الملاحظة بالنسبة للعنصر الحاد من الأسف.(  

  المتتاليات الرتيبة .2
) :تعاريف   )nuمتتالية معرفة على ℕ.  

)القول عن .1 )nuأنها متزايدة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ ≥. 

)القول عن .2 )nuأنها متناقصة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ ≤. 

)القول عن .3 )nuأنها ثابتة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ =. 

)قول عنال .4 )nuأنها رتيبة يعني أنها إما متزايدة و إما متناقصة .  

  :  ملاحظات

متتاليةتبقى التعاريف السابقة صحيحة في حالة  ∗     
0

( )n n nu 0n حيثn معرفة من أجل كل عدد طبيعي≤ n≥.  

)نقول عنها أنها غير رتيبة و نذكر على سبيل المثال المتتالية.  توجد متتاليات ليست متزايدة و ليست متناقصة∗      )nu  

1 المعرفة بحدها العام 

2

n

nu
 = − 
 

  .  

)تكون المتتالية ∗      )nuثابتة إذا و فقط إذا و جد عدد حقيقي kعدد طبيعي  بحيث من أجل كلn،nu k=. 
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) لتكن  :1تمرين محلول    )nuمتتالية المعرفة على الℕبحدها العام  :
2

2

2 1

4n

n
u

n

+
=

+
.  

)أثبت أن المتتالية  )nu2 محدودة من الأعلى بالعدد.  

)  لإثبات أن متتالية :طريقة   )nuحقيقي محدودة  بعدد A يمكن المقارنة بين nuو Aبدراسة إشارة الفرق nu A−.  

  :الحل
2

2

2 1
2 2

4n

n
u

n

+
− = −

+
  و منه   

2 2

2

2 1 2 8
2

4n

n n
u

n

+ − −
− =

+
  أي  

2

7
2

4nu
n

−
− =

+
             

 : n كل عدد طبيعيمن أجل
2

7
0

4n

−
<

+
n: 2 كل عدد طبيعيمن أجل و بالتالي  0nu − 2nu  أي > < .  

)          إذن المتتالية  )nu2 محدودة من الأعلى بالعدد.  

) لتكن  :2   تمرين محلول )nuالمتتالية المعرفة على ∗
ℕبحدها العام  :

2 9
n

n n
u

n

+ +
=.  

)أثبت أن المتتالية  )nu7 من الأسفل بالعدد محدودة.  

): نجد بعد الحساب :الحل )2
3

7n

n
u

n

−
− ∗ منn و منه من أجل كل=

ℕ ،7 0nu − 7nu أي ≤ ≥.  

)   نستنتج أن المتتالية  )nu7 محدودة من الأسفل بالعدد.  

) أدرس اتجاه تغير المتتالية:3تمرين محلول    )nu المعرفة على  ℕبحدها العام  :
2 1

3n

n
u

n

−
=
+

.  

)غير متتاليةلدراسة اتجاه ت  :طريقة   )nu 1 يمكن أن ندرس إشارة الفرقn nu u+ 1n أو نقارن−

n

u

u
   أو ندرس1 بالعدد+

]المعرفة على f   اتجاه تغير الدالة [0,+ )في حالة متتالية حدها العام  ∞ )nu f n=.  

) الدالة المرفقة بالمتتاليةf لتكن:الحل )nuو المعرفة على [ [0,+ ):   بـِ∞ ) 2 1

3

x
f x

x

−=
+

.  

] قابلة للاشتقاق علىf          الدالة  [0,+ ):  و لدينا∞ ) 2 2

2( 3) (2 1)(1) 7
'

( 3) ( 3)

x x
f x

x x

+ − −
= =

+ +
  

] منx من أجل كل [0,+ ∞،( ) 0f x′ ] متزايدة  تماما على المجال f و منه < [0,+ ) نستنتج أن.∞ )nuمتزايدة .   

)أدرس اتجاه تغير المتتالية :4   تمرين محلول )nu المعرفة على  ∗
ℕكما يلي :

1 3 5 2 1
...

2 4 6 2n

n
u

n

−
= × × × ×  

1n بين ير معدوم من أجل كل عدد طبيعي غ  لنقارن :الحل

n

u

u
  .1  و +

  

( ) ( )( )
( )

( )
1

1 3 5 ... 2 1 2 1 1

2 4 6 ... 2 2 1

1 3 5 ... 2 1

2 4 6 ... 2

n

n

n n

n nu
nu

n

+

× × × × − × + −
× × × × × +

=
× × × × −

× × × ×

) و منه  )
( )

1
2 1 1 2 1

2 1 2 2
n

n

nu n

u n n
+ + − += =

+ +
.  

2   بما أن  1 2 2n n+ < 2 فإن + 1
1

2 2

n

n

+ <
+

1  و منه  1n

n

u

u
+ <.  

n، 0nu من أجل كل عدد طبيعي غير معدومأن      و بما  1n  فإن < nu u+ <.  

)نستنتج هكذا أن المتتالية )nuمتناقصة .  
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 نهاية متتالية ↵

 المتتاليات المتقاربة .1
)  لمتتاليةnu    لما تأخذ الحدود )nuبالقدر الذي نريد من عدد حقيقي  قيما قريبةlلما يأخذ العدد الطبيعي nقيما كبيرة   

)  بالقدر الكافي، نقول أن نهاية المتتالية )nuهي lلما يؤول nو أن المتتالية∞+ إلى ( )nuمتقاربة  و تتقارب نحو l.  
limو  نكتب     n

n
u l

→+∞
lim  أو = nu l= 

   :ات  ملاحظ
  .∞+ و غالبا ما يطلب دراسة نهاية متتالية بدون التحديد عند∞+ ندرس دائما نهاية متتالية عند•       
  .باعدة إذا لم تكن متتالية متقاربة نقول عنها أنها مت•       

)لتكن :  مثال )nu عدد طبيعي المتتالية المعرفة من أجل كلnِ1:   غير معدوم بـ
3nu

n
= −.  

)نستنتج أن المتتالية.  كبيرا بالقدر الكافيnبشرط أن يكون بالقدر الذي نريد 3 يبقى قريب منnu يمكن إثبات أن )nu  
lim و 3 تتقارب نحو العدد 3n

n
u

→+∞
=.  

)المتتاليات ذات الحد العام .2 )n
u f n=  

).∞+ أو ∞− عددا حقيقيا ، αيمثل :خاصية   )nu متتالية معرفة من أجل كل عدد طبيعي n  
)مابحدها الع                 )nu f n=حيث fدالة معرفة على المجال [ [0;+ ∞.  

limإذا كانت  ( )
x

f x α
→+∞

lim  فإن = n
n

u α
→+∞

=.  

  .العمليات على النهايات الخاصة بالدوال تبقى صحيحة بالنسبة للمتتاليات:   ملاحظة

1 :   مثال
lim 3 3

n n→+∞

  − =  
1  ن  لأ

lim 3 3
x x→+∞

  − =  
.  

 الرتابة و التقارب .3
)   :مبرهنة     . إذا كانت متتالية متزايدة و محدودة من الأعلى فإن هذه المتتالية متقاربة1(

      (   .ة متقاربةهذه المتتالي  إذا كانت متتالية متناقصة و محدودة من الأسفل فإن2(

  . هذه المبرهنة بإثبات تقارب متتالية و لكن لا تعطي النهايةتسمح:   ملاحظة

 نهاية متتالية هندسية .4
)   :مبرهنة   1 إذا كان 1( 1q− < lim   فإن > 0n

n
q

→+∞
=.  

      ( 1qن  إذا كا2( lim    فإن    = 1n

n
q

→+∞
=.  

      ( 1qإذا كان  3( lim    فإن    < n

n
q

→+∞
=+∞.  

      ( 1q إذا كان 4( ≤ )يس للمتتالية    فإنه ل− )nqنهاية .  

1  :  أمثلة
lim 0

2

n

n→+∞

 − =  
  ،lim 3n

n→+∞
=+∞.  
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)نعتبر المتتالية :1 تمرين محلول   )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n كما يلي  :
2

2

2 5 1

5n

n n
u

n

− +
=

+
.   

)             بين المتتالية )nuمتقاربة .  

     :الحل

)     نلاحظ أن )nu f n= حيث  fهي الدالة المعرفة على [ [0;+ ) بـِ  ∞ )
2

2

2 5 1

5

x x
f x

x

− +
=

+
.  

) لدينا      )
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x→+∞ →+∞
= lim   و منه = 2n

n

u
→+∞

=.  

)نستنتج أن المتتالية )nu2 متقاربة و تتقارب نحو العدد.  

)نعتبر المتتالية :2   تمرين محلول )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n كما يلي  :
1

2
2nu n

n
= +

+
.   

)             هل المتتالية )nuمتقاربة ؟   

     :الحل

)     نلاحظ أن )nu f n= حيث  fهي الدالة المعرفة على [ [0;+ ) بـِ  ∞ )
1

2
2

f x x
x

= +
+

.  

1لدينا       
lim 0

2x x→+∞
=

+
lim   و    2

x
x

→+∞
)نستنتج أن . ∞+= )lim

x

f x
→+∞

=+∞.  

lim        و بالتالي فإن  n
n

u
→+∞

=+∞.  

)نستنتج أن المتتالية )nuمتقاربة غير .  

) :3   تمرين محلول )nuمتتالية هندسية أساسها 
2

3
q 0 و حدها الأول= 2u =.  

0: ،  كما يلي n   نضع، من أجل كل عدد طبيعي 1 ...n nS u u u= + + +.   

) ثم أدرس نهاية المتتاليةn بدلالةnuعنعبر  .4 )nu.  

) ثم أدرس نهاية المتتاليةn بدلالةnSعنعبر  .5 )nS. 

     :الحل

n ،0من أجل كل عدد طبيعي .4

2
2

3

n
n

nu u q
 = × = × 
 

. 

2بما أن 
1 1

3
− < 2  فإن >

lim 0
3

n

n→+∞

  =  
limنستنتج أن .  0nn

u
→+∞

) و هكذا فإن المتتالية= )nu 0 نحومتقاربة.  

،nأجل كل عدد طبيعيمن  .5

1

1

0

2
1

1 3
2

21 1
3

n

n

n

q
S u

q

+

+
 −  −  = × = ×

− −
 ومنه 

1
2

6 1
3

n

nS
+  = −     

. 

2 بما أن 
1 1

3
− <   فإن >

1
2

lim 0
3

n

n

+

→+∞

  =  
limنستنتج أن .  6nn

S
→+∞

=.  

)و هكذا فإن المتتالية )nS 6 نحومتقاربة.  



 14

 الاستدلال بالتراجع ↵
  مبدأ الاستدلال بالتراجع .1

)  :                مسلمة )P n خاصية متعلقة بعدد طبيعي n 0وnعدد طبيعي .  
)هان على صحة الخاصية                 للبر )P nمن أجل كل عدد طبيعي n0 أكبر من أو يساويnيكفي أن :  

) أي 0nنتأكد من صحة الخاصية من أجل  .1 )0P n.  
) أي0n أكبر من أو يساويn من أجل عدد طبيعي كيفينفرض أن الخاصية صحيحة .2 )0P n 

) أي+1nو نبرهن صحة الخاصية من أجل )  فرضية التراجع  (  )1P n+ .  
    

   فإن                                                           
                ( )0P n      إذا كانت        ( )P n             ( )1P n+  
   صحيحة                        صحيحة                 صحيحة                 

 
 

                2المرحلة                                  1المرحلة                       

  بصفة عامة المرحلة الأولى تتمثل في عملية تحقق بسيطة لا تطرح أي مشكل إلا أنها تبقى ضرورية لأنه :لاحظةم  
  .أن تكون وراثية و لكن خاطئة يمكن لخاصية 

  :بالفعل. خاطئة رغم أنها وراثية " 5 مضاعف للعددn،3nمن أجل كل عدد طبيعي:" الخاصية  :ثالم  
3 بحيث k  فإنه يوجد عدد صحيح5 مضاعفا للعدد3n  إذا كان  5n k=.  
) لدينا إذن  ) ( )13 3 3 3 5 5 3n n k K+ = × = 13n و منه =   .5 هو الآخر مضاعف للعدد+

 مثال .2
) غير معدوم، nمن أجل كل عدد طبيعي:  " لنثبت صحة الخاصية التالية  )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + ="   

1n من أجل:المرحلة الأولى 1:  لدينا= 2
1

2

1n و منه الخاصية صحيحة من أجل=× =.  

  ):الوراثة ( المرحلة الثانية 

1n حيثnنفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعي •••• ):  أي≤ )1
1 2 3 ...

2

n n
n

+
+ + + + =. 

1nلنبرهن صحة الخاصية من أجل  •••• ): أي+ ) ( ) ( )1 2
1 2 3 ... 1

2

n n
n n

+ +
+ + + + + + =. 

):  لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1 1

2

n n
n n n n n

+
+ + + + + + = + + + + + + = + +  

) و منه   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2
1 2 3 ... 1

2 2

n n n n n
n n

+ + + + +
+ + + + + + = =.  

) غير معدوم، nمن أجل كل عدد طبيعي " : الخلاصة )1
1 2 3 ...

2

n n
n

+
+ + + + ="   

  :الخلاصة

  عدد طبيعيأجل كل  من 
n0 أكبر من أو يساويn  
( )P nصحيحة . 
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3n، العدد n برهن بالتراجع، أنه من أجل كل عدد طبيعي:1  تمرين محلول n− 3 مضاعف للعدد.  

   :الحل  
3n"    الخاصية  n− متعلقة بالعدد الطبيعي  " 3 مضاعف للعددn . الاستدلال بالتراجعنستعمل .  

0n=، 30من أجل : 1 المرحلة          0 0 3 0− = = 30 و منه ×   .3 مضاعف للعدد −0
  .=0n  نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل

0n حيثnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي: 2         المرحلة  ≥  
3n :أي n− 3 مضاعف للعدد.  

3          نضع  3n n k− 3و منه.  عدد طبيعي k  حيث = 3n k n= +  
) أي +1n         و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  ) ( )

3
1 1n n + − +  

  .3 مضاعف للعدد 

         
( ) ( )

( ) ( )

3 3 2 2

3 2 2

1 1 3 3 1 1 (3 ) 3 2

1 1 3 3 3 3( )

n n n n n n k n n n

n n k n n k n n

+ − + = + + + − − = + + +

+ − + = + + = + +
   

)23ما أن         و و ب )k n n+ ) نستنتج أن 3 مضاعف للعدد + ) ( )
3

1 1n n+ −    .3 مضاعف للعدد +
n،3nمن أجل كل عدد طبيعي :    الخلاصة n− 3 مضاعف للعدد  .   

) :2   تمرين محلول )nu  0 متتالية حدها الأول 4u ℕ ،1 منn  و من أجل كل=

1
1

2n nu u+ = −.  

)برهن بالتراجع أن المتتالية .1 )nuمتناقصة . 

)تتاليةبرهن بالتراجع أن الم .2 )nuما ذا تستنتج ؟.−2 محدودة من الأسفل بالعدد 

  :الحل  

)البرهان على أن .1 )nu يؤول إلى إثبات أنه من أجل كلمتناقصة  nمن ℕ،1n nu u+ ≤( )1 0n nu u+ − ≤. 

1 لدينا :1        المرحلة  

1
4 1 1

2
u = × − 1  و منه = 0u u≤ .0نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجلn=. 

0n حيثnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي: 2         المرحلة  1n أي ≤ nu u+ ≤   
2 أي +1n   و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  1n nu u+ +≤.  

1n لدينا  nu u+ 1 و منه ≥

1 1
1 1

2 2n nu u+ − ≤ 2 أي − 1n nu u+   .+1n و منه فالخاصية صحيحة من أجل≥+

n،1nمن أجل كل عدد طبيعي:            الخلاصة nu u+ )و منه المتتالية. ≥ )nu متناقصة. 

)البرهان على أن .2 )nu يؤول إلى إثبات أنه من أجل كل−2محدودة من الأسفل بالعدد  nمن ℕ،2nu ≥ −. 

0 لدينا  :1 المرحلة          4u 0  و منه = 2u ≥  .=0nنستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل. −

0n حيثnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي: 2         المرحلة  2nu أي ≤ ≥ −   
1 أي +1nن أجل    و نبرهن أن الخاصية صحيحة م 2nu + ≥ −.  

2nu لدينا  ≥ ) و منه − )1 1
1 2 1

2 2nu − ≥ − 1 أي − 2nu + ≥   .+1n و منه فالخاصية صحيحة من أجل−

n،2nuطبيعيمن أجل كل عدد :            الخلاصة ≥ ) و منه المتتالية− )nu 2محدودة من الأسفل بالعدد−.  
)نستنتج من السؤالين السابقين أن المتتالية )nu متقاربة.   
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لشكل من ا متتالياتالدراسة  ↵
n 1 n

u au b
+
= +  )0a≠(  

  ( )nu0حدها الأول  متتاليةuو من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu au b+ =   .≠0a عددان حقيقيان وb وa حيث +
)     نلاحظ أن   )1n nu f u+ x: هي الدالة التآلفيةf  حيث= ax b+֏.  

aالحالة الأولى  .1 1=  
)من الواضح أن •     )nuمتتالية حسابية أساسها bو لدينا من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u b+ − =.  

0b نستنتج أنه إذا كان ) تكون> )nu،0 إذا كان متناقصةb ) تكون< )nu0 متزايدة وإذا كانb ) تكون= )nuثابتة .  
0nuلدينا •     u bn= 0bإذا كان  و منه+ lim فإن> nn

u
→+∞

= 0bإذا كان و∞− lim فإن < nn
u

→+∞
= +∞.  

aالحالة الثانية .2 1≠    
)لدراسة اتجاه تغير المتتالية  •     )nu 1الفرق  ندرس إشارةn nu u+   .n  من أجل كل عدد طبيعي−

)، n  لدينا من أجل كل عدد طبيعي ) ( )1 1n n n nu u au b au b+ −− = + − )  أي + )1 1n n n nu u a u u+ −− = −.  
  :ت التالية نواصل بنفس الكيفية لنحصل هكذا على التوالي على المساويا

  :  نقوم بالضرب طرف في طرف و بعد عملية الاختزال نحصل على
                   ( )1 1 0

n
n nu u a u u+ − = −  

0a إذا كان ∗ ) متزايدة تماما تكون المتتاليةf أي إذا كانت الدالة< )nu  
1 رتيبة و إشارة الفرق 0u u−هي التي تحدد ما إذا كانت المتتالية ( )nu  

  .  متزايدة،  متناقصة أو ثابتة
0a إذا كان ∗    لا يحتفظna متناقصة تماما فإن f أي إذا كانت الدالة>

1n بإشارة ثابتة و منه الفرق nu u+   .  لا يحتفظ بإشارة ثابتة−
)  نستنتج في هذه الحالة أن المتتالية )nuليست رتيبة .  

)    إذا كانت متتالية:نتيجة   )nuتحقق العلاقة ( )1n nu f u+    متزايدة تكونf و كانت الدالة=
) المتتالية  )nu 1 رتيبة و إشارة 0u u−هي التي تحدد إذا كانت  ( )nuدة، متناقصة أو ثابتة متزاي .  

)لدراسة تقارب  •     )nu نعتبر المتتالية ( )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي nبحدها العام  :
1n n

b
v u

a
= −

−
  

n، 1عي   من أجل كل عدد طبي 1 1 1 1 1n n n n n n

b b ab b
v u au b au a u av

a a a a+ +
 = − = + − = − = − = − − − − 

  

)  و منه المتتالية  )nvمتتالية هندسية أساسها a0 و حدها الأولv.  

n ،0  لدينا من أجل كل عدد طبيعي
n

nv v a=    و بما أن  ×
1n n

b
u v

a
= +

−
0   فإن   1

n
n

b
u v a

a
= × +

−
.  

1  إذا كان  1a− < lim   فإن > 0n

n
a

→+∞
lim و منه =

1n
n

b
u

a→+∞
=
−

)نستنتج أن.  )nuمتقارب نحو 
1

b

a−
.  

1aإذا كان  lim فإن < n

n
a

→+∞
lim و منه ∞+= nn

u
→+∞

lim أو ∞+= nn
u

→+∞
  .0v و ذلك حسب إشارة∞−=

1aإذا كان  ≤ )تالية    فإنه  ليس للمت− )naنهاية و منه ليس للمتتالية  ( )nuنهاية .  
1a نستنتج أنه في الحالتين  1a و < ≤   .  المتتالية  ليست متقاربة−

( )1 1n n n nu u a u u+ −− = −  
( )1 1 2n n n nu u a u u− − −− = −  
( )1 2 2 3n n n nu u a u u− − − −− = −  

...  

...  

...  
( )3 2 2 1u u a u u− = −  
( )2 1 1 0u u a u u− = − 
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)لتكن المتتالية : تمرين محلول   )nu 0 المعرفة بحدها الأولu α=1: و بالعلاقة

1
2

3n nu u+ = +     

3αنفرض)    أ =  

)ضع تخمينا حول طبيعة المتتالية. 3u و1u،2uأحسب .1 )nuثم أثبت صحة تخمينك  . 

)هل المتتالية .2 )nuمتقاربة ؟   

2αنفرض)    ب ) و نعتبر المتتالية= )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n3: بالعلاقةn nv u= −.  

)أثبت أن المتتالية .1 )nvمتتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول .  

 .n بدلالة nu ثم استنتجn بدلالة nvأحسب .2

)المتتاليةبين أن  .3 )nuمتقاربة محددا نهايتها . 

)أدرس اتجاه تغير المتتالية .4 )nu. 

6αنفرض)    ج )أدرس اتجاه تغير المتتالية. = )nu.  

     :الحل

3α)  أ 0 و منه = 3u =  
1:نجد بعد الحساب .1 3u =، 2 3u 3 و= 3u )يظهر أن المتتالية. = )nuثابتة .  

n  ،3nuلنبين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي   =.  
0n الخاصية صحيحة من أجل: 1المرحلة  ∗ 0 لأن = 3u =.  
0n حيث n نفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعي:2 المرحلة ∗ 3nu أي≤ 1n و نبرهن صحتها من أجل= +.  

1       لدينا 

1 1
2 3 2 3

3 3n nu u+ = + = × + 1  و منه= 3nu + 1nإذن الخاصية صحيحة من أجل. = +.  

)إذن. n نستنتج، حسب مبدأ البرهان بالتراجع، أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي:الخلاصة ∗ )nuثابتة .  
)نعم المتتالية .2 )nu3 متقاربة و تتقارب نحو العدد.  

2α) ب 0 و منه = 2u =  

1. ( )1 1

1 1 1
3 2 3 1 3

3 3 3n n n n nv u u u u+ += − = + − = − = 1  و منه   −

1

3n nv v+ =. 

)المتتالية إذن  )nv 1متتالية هندسية أساسها

3
q=0  و حدها الأول 1v =−( )0 0 3v u= −   .  

ℕ،0منnلدينا من أجل كل .2

1

3

n

n
nv v q

 = × =−   
3n و بما أن  nu v= 1فإن  +

3
3

n

nu
 =− +  

.  

1بما أن .3
1 1

3
− < 1 فإن >

lim 0
3

n

n→+∞

  =  
lim و منه 3nn

u
→+∞

)نستنتج أن. = )nu3 متقاربة و تتقارب نحو.  

)نلاحظ أن  .4 )1n nu f u+    حيث=
1

: 2
3

f x x 1بما أن. ֏+
0

3
1و  < 0 0u u− >1 0

2

3
u u
 − = 
 

 

)فإن المتتالية )nuمتزايدة .  
6α)    ج 0 و منه = 6u =.  

1بما أن    
0

3
1و  < 0 0u u− <( )1 0 2u u− = )الية  فإن المتت− )nuمتناقصة .  
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      النمو الديموغرافي   
100،  بلغ عدد سكان إحدى المدن 2005             في أول جانفي    . نسمة000

  )  مستقلان 2 و1الفرعان ( :  ملاحظة  
  إلى عدد سكانها في أول جانفيnu و نرمز بـِ %3 ا بنسبة قدرهانفرض أن عدد سكان هذه المدينة يرتفع سنوي .1

2005  من السنة  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2u و1u ؟  أحسب 0uما هي قيمة •
n ،1برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي • 1,03n nu u+ = )استنتج طبيعة المتتالية. × )nu. 
 .nu عن nعبر بدلالة •
 ).تدور النتائج( ؟ 2025  ؟ في أول جانفي2010دد سكان المدينة في أول جانفي  كم يكون ع •
200باستعمال حاسبة بيانية عين ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة •    نسمة ؟000

  لولادات بهذه المدينة إلا أنه و نظرا لنشاطها الاقتصادي المتميز فإن نفرض أن عدد الوفيات هو نفسه عدد ا .2
  . شخص إضافي يستقرون بها سنويا5000 

2005 إلى عدد سكانها في أول جانفي من السنة nv  نرمز بـِ  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2v و1v ؟  أحسب 0vما هي قيمة •
1nvعبر عن  • )استنتج طبيعة المتتالية. nv بدلالة + )nv. 
 .nu عن nعبر بدلالة •
 ).تدور النتائج( ؟ 2025  ؟ في أول جانفي2010كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي  •
200ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة •  سمة ؟ ن000

        تطور نسبة الزبائن 
  لاحظ المستورد في السنة الموالية. 1999 زبون خلال سنة 1000 أحد مستوردي السيارات بلغ عدد زبائن

  . زبون جديد630 من زبنائه و أضيف إليهم، بفضل الإشهار، %40 أنه احتفظ بنسبة 
  . يتواصل بنفس الكيفية السابقة خلال السنوات العشر الموالية نفرض أن تطور زبائن

1999 خلال السنة  إلى عدد زبائنnu نرمز بـِ  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2u و1uأحسب .1
1nuعبر عن  .2  .nu بدلالة +
)نعتبر المتتالية .3 )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n ِ1050 بـn nv u= −. 

)خمن طبيعة المتتالية. 2v و0v ،1v أحسب • )nv. 
)بين أن المتتالية  • )nvمتتالية هندسية يطلب تحديد أساسها . 
 .nu  ثم nv عن nعبر بدلالة •

 . ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات2008 المتوقع خلال سنةما هو عدد الزبائن .4
  زبون إذا تواصل تطور1100باستعمال حاسبة بيانية، هل يظهر ممكنا بلوغ عدد زبناء هذا المستورد في سنة ما  .5

   الزبناء على نفس المنوال ؟ 
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  تخمين عبارة الحد العام ثم إثباتها   

  :   دراسة مثال

) المتتاليةنعتبر          )nuعلى المعرفة ℕ ' 0: ِـ 0u n ،1 من أجل كل عدد طبيعيو  = 2 1n nu u+ = +.   

 nuتخمين عبارة •

 :أنجز و أتمم  ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع الخطوات التالية .1
 .0 الأعداد الطبيعية ابتداء من1أحجز في السطر •
 . و هو يمثل قيمة الحد الأول0 العدد2Bز في الخليةأحج •
*2C :2أحجز في الخلية • 2 1B=  . و هو يمثل قيمة الحد الثاني+
 . ثم اسحب إلى اليمين2Cحدد الخلية •
3B :2أحجز في الخلية • 1B 1nu  للحصول على + 1nu و ليس + +. 
  . ثم اسحب إلى اليمين3Bحدد الخلية •

 

    

  

 . يمكنك استعمال حاسبة بيانية عوض مجدول:    ملاحظة
1nuخمن عبارة  .2  .n بدلالةnu ثم استنتج عبارةn  بدلالة+

 إثبات صحة التخمين •

    استعمال الاستدلال بالتراجع:  الطريقة الأولى∗     

  .n بدلالةnu باستعمال البرهان بالتراجع تخمينك الخاص بعبارة     أثبت
  استعمال متتالية مساعدة:  الطريقة الثانية∗     

)     نعتبر المتتالية )nvمن أجل كل عدد طبيعي المعرفة n  1: 'ِـn nv u= +.  
)بين أن المتتالية .3 )nv  يطلب تعيين أساسها و حدها الأولمتتالية هندسية. 

 .n  بدلالة nuة   ثم استنتج عبارn بدلالة nvأحسب .4

 .قارن مع تخمينك .5

    :تطبيق      

) المتتاليةنعتبر          )nuعلى المعرفة ℕ ' 0: ِـ 6u n ،1 من أجل كل عدد طبيعيو  = 3 10n nu u+ = −.   
 :أنجز و أتمم  ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع نفس الخطوات السابقة .1111

 

  
  

5nuخمن عبارة  .2222  .n بدلالةnu ثم استنتج عبارةn  بدلالة−
 .اثبت صحة تخمينك بإتباع طريقتين مختلفتين .3333
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  موضوع محلول

  إلا أن سنويا %5 ببنك يقدم فوائد مركبة نسبتها 10000DA أودع  زكرياء  رصيد 2001 جانفي 1           في 
  ).بعد حساب الفوائد (  في نهاية كل سنة 1500DA    مصاريف تنقله إلى الجامعة تفرض عليه سحب مبلغ

2001  إلى رصيد زكرياء  في أول جانفي من السنة nuنرمز بـِ      n+.  
  ؟2003في أول جانفيكم كان رصيد زكرياء . 1u  ثم احسب 0uعين  . 1

n ،n من أجل كلّ عدد طبيعي هبين أنّ .2 1 nu 1 ,05 u 1500+ = −. 

)أدرس اتجاه تغير المتتالية .3 )nu. 

n، 30000nجل كلّ عدد طبيعي  من أنضع .4 nv u= −.  

)بين أن المتتالية • )nvمتتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول  . 

)ما هي نهاية المتتالية • )nu؟  

  ؟ نا دائابتداء من أي سنة يكون رصيد زكرياء .5
  حل مختصر                                           تعاليق                            

     1 (0 10000u = ،  1 9000u =  

2u2003في أول جانفيرصيد زكرياء   هو.  

2 1 1

5
1500

100
u u u= + × 2  و منه − 7950u =  

     2( 1

5
1500

100n n nu u u+ = + × −     

n   و +*(    1 nu 1 ,05 u 1500+ = −  
)نلاحظ أن) 3      )1n nu f u+ =، ( )f x 1 ,05 x 1500= −  

 fمتزايدة و منه المتتالية ( )nu1و بما أن.  رتيبة 0 0u u− <  
) فإن المتتالية )nuمتناقصة .  

     4 (  
• 1 1 30000 1,05 31500n n nv u u+ += − = −  

)  و منه  )1 1,05 30000n nv u+ = 1 أي − 1,05n nv v+ =  
)        إذن  )nv 1,05 متتالية هندسية أساسهاq =   

0 و حدها الأول  20000v = −.  
)لدينا • )4

0 2 10 1,05
nn

nv v q= = − × ×. 

30000n بما أن nu v= +   
) فإن )4 42 10 1,05 3 10

n

nu = − × × + lim و منه × nu = −∞  
8لدينا) 5      540,89u 9 و = 1027u = −  

2010زآ/.$ء �,  هو رصيد9u و بما أن / 01/    فإن رصيده01
  .2010 يكون دائنا ابتداء من سنة

 

- 0uهو رصيد ,�/2001 زآ/.$ء  01/ 01.  

- 1 0 0

5
1500

100
u u u= + × −.  

  
  
  
- 1 0 1000u u− = −  

-�
�را%� ا����$�' ��   أ76/ �6
�5 ا��رس ا���34
   1n nu au b+ = +.  

  
  
  
  
  
  
  
-0 0 30000v u= −.  

  
  
  

� ��9$ب �6$.� ا��-�$��( )nuم ه*$ '�9$ب;�6   

  nu ��<�'  nو ه=ا +/ورا '�9$ب nv.  

- ( )lim 1,05
n

n →+∞
= 1,05&ن ∞+ 1>.  

-�
6$

� ا>�6$4�% '�$%�� '�. . 
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   مع إرشاداتموضوع

  أثبتت دراسة أنه خلال كل سنة من السنوات . عاملا1500 بلغ عدد عمال إحدى المؤسسات2005       في أول جانفي 
   من العمال على التقاعد و بهدف تعديل عدد عمالها مع احتياجاتها، توظف المؤسسة خلال السنة%10   القادمة سيحال 

  . شاب100    
2005  إلى عدد عمال المؤسسة  في أول جانفي من السنة nuنرمز بـِ ، n  من أجل كل عدد طبيعي   n+.  
  .رك في الخانة المناسبة مع تبرير اختيا×وضع العلامة   أجب بصحيح أو خاطئ ب 

    صحيح  . عاملا1450 بلغ عدد عمال المؤسسة 2006في أول جانفي  .1
  خاطئ

)المتتالية  .2 )nuصحيح  . متتالية هندسية  
  خاطئ

 

n، 1من أجل كل عدد طبيعي .3 0,9 100n nu u+ = +.  
  صحيح
  خاطئ

)، المتتاليةnمن أجل كل عدد طبيعي .4 )nv 1000 حيثn nv u= − 
  .متتالية هندسية

  صحيح
  خاطئ

 

) ،nمن أجل كل عدد طبيعي .5 )500 0,9
n

nv = ×.  
  صحيح
  خاطئ

 

) ،nن أجل كل عدد طبيعيم .6 )500 0,9 1000
n

nu = × −.  
  صحيح
  خاطئ

 

  .يرتفع عدد عمال المؤسسة من سنة إلى أخرى .7
  صحيح
  خاطئ

 

  .500لن يقل أبدا عدد عمال المؤسسة عن  .8
  صحيح
  خاطئ

  

 إرشادات

 .0u انطلاقا من 1uيتم حساب  .1

 .استعمل تعريف أو خواص المتتالية الهندسية .2

 هل اختياراتك في هاتين الحالتين متجانستين ؟. 3 و2لاحظ العلاقة بين الأجوبة المقترحة في السؤالين .3

1nvعبر عن .4  .nv بدلالة+

 .تالية هندسيةاستعمل عبارة الحد العام لمت .5

1000n باستعمال العلاقةnv انطلاقا من عبارةnuاستنتج عبارة .6 nv u= −. 

)اربط الجواب المقترح باتجاه تغير المتتالية .7 )nu. 

)استعمل اتجاه تغير المتتالية .8 )nuو نهايتها . 
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�
  .����ر�� ����

���ت ا���د��  ـ 1�����  .�%آ�# "!ل ا

جد الأعداد الناقصة في كل من المتتاليات المنتهية 
  .التالية ؛ ثم أكتب علاقة تربط بين الحدود 

   .12 ؛ 14 ؛ ؟ ؛ 11 ؛ 6 ؛ 8 ؛ 3 ؛ 5 ؛ 0     أ ـ
   .؟ ؛ 91 ؛ 43 ؛ 19 ؛ 7 ؛ 1 ؛ −2    ب ـ

7 ؛ 5 ؛ B   2ـ ـ

2
17 ؛ 

4
31 ؛ 

8
65 ؛ 

16
127 ؛ 

32
   .؟ ؛ 

( )nu0 متتالية حسابية حدها الأول 70=u وأساسها 
0أحسب . −5 1 13...= + + +S u u u.  

( )nu1 متتالية حسابية حدها الأول

3

2
= −u وأساسها 

3

2
0أحسب .  1 13...= + + +S u u u.   

( )nuمتتالية حسابية أساسها r . ( )nvو ( )nw 
 على الترتيبnمتتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي

3  :ِ'ـ 1n nv u= 2 و − 3n nw u= +.   
)بين أن المتتاليتين  )nvو ( )nw حسابيتان مطلوب تعيين 

  .الأساس لكل منهما 
0المجموع أحسب  1 10...S u u u= + +  علما أنّه +

n ، 2من أجل كل عدد طبيعي 

3

n

nu =.   

: المجموعين التاليين أحسب 
1 1 1 1

1 ...
3 9 27 59049

S = + + + +  ؛ +

1 2 4 ... 16384S = + + + +.  
 nuأدرس اتجاه التغير المتتاليات المعرفة بالحد العام 

  :في كل من الحالات المقترحة أدناه 

1 أ ـ
3,5

2nu n= ب ـ  ؛         +
1

5
3nu n= −    ؛+

B4ـ ـ  3nu n= 2 د ـ ؛            −
5n

n
u = −.  

)أدرس اتجاه تغير المتتالية  )nv المعرفة على 
   .nv بحدها العام ℕمجموعة الأعداد الطبيعية 

2 أ ـ     3n
nv = 2 ب ـ ؛           ×

3

n

nv    ؛   =

B 4ـ ـ    

5n n
v = د ـ  ؛            −

22

3

n

n n
v

+

= −.   

���ت ا��)�ودة  ـ2�����  . ا

] المعرفة على fنعتبر الدالة [0; +  حيث جدول ∞
  :تغيراتها هو كالتالي 

0             3            +∞  
x  

               3 
1−                               0  

( )f x

)لتكن المتتالية  )nu حيث ( )nu f n=.   
   .0u عين الحد الأول أ ـ

) برر أن المتتاليةب ـ )nu محدودة .  
]معرفة على   دالة fلتكن [0; +  تمثيلها fCو ∞

  .البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 
  
  
  
  
  
  

)لتكن المتتالية  )nu حيث ( )nu f n=.   
  :باستعمال التمثيل البياني 

   .0u عين الحد الأول أ ـ
) برر أن المتتاليةب ـ )nu محدودة .  

] المعرفة على fنعتبر الدالة [0; + : 'ـ  ∞
( ) 2 2f x x x= −.   

)لتكن المتتالية  )nu حيث ( )nu f n=.   
   .f شكل جدول تغيرات الدالةأ ـ

) بين أن المتتالية ب ـ )nu محدودة من الأسفل .  
) هل المتتالية  ـBـ )nuمحدودة من الأعلى ؟   

)نعتبر المتتالية  )nuفة من أجل كل عدد  المعر

) : 'ـ nطبيعي غير معدوم  )1
2

n

nu
n

−
= +.   

  .بين أن هذه المتتالية محدودة 

1 

3 

2 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

0 1

1

x

y

fC

12  

11  
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)بين أن المتتالية  )nu فة من أجل كل عددالمعر 

1 : 'ـ nطبيعي غير معدوم 
3,5

2nu n=  هي +

  هل هي محدودة من الأعلى ؟. محدودة من الأسفل 
)بين أن المتتالية  )nu فة من أجل كل عددالمعر 

4 : 'ـ nطبيعي غير معدوم  3nu n= هي محدودة −
  الأسفل ؟هل هي محدودة من . من الأعلى 

  . ا�.�- �ّ,�# ور��*� (������  ـ3

)نعتبر المتتالية  )nu المعرفة على ∗
ℕ ِـ' :  

21
n

n
u

n

−=.   

1nأدرس إشارة العبارة) 1 nu u+ استنتج اتجاه تغير  ، −
)المتتالية )nu.   

) تحققfأعط دالة) 2 )nu f n= .  باستعمال اتجاه تغير
 تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال fالدالة

  .السابق 
)نعتبر المتتالية  )nu المعرفة على ∗

ℕ  ِـ':  
22 3 1

n

n n
u

n

− + +=.   

1nأدرس إشارة العبارة) 1 nu u+ استنتج اتجاه تغير  ، −
)اليةالمتت )nu.   

) تحققfأعط دالة) 2 )nu f n= .  باستعمال اتجاه تغير
 تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال fالدالة

  .السابق 
)لتكن المتتالية  )nuعرفة على  المℕ ِـ' :  

2 5
3 3

4nu n n= − − +  

)أدرس اتجاه تغير المتتالية )nu باستعمال التعريف ثم 
  .باستعمال الدالة المرفقة لها 

)نعتبر المتتالية )nuالمعرفة على ∗
ℕ  ِـ'

2

4n

nu
n

=.   

1nأحسب العبارة) 1

n

u

u
+.   

)برهن أن المتتالية) 2 )nu متزايدة .  

)نعتبر المتتالية )nuالمعرفة على ∗
ℕ ِـ' 

2

2n

nu
n

=  

 ، n برر أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم)1
0nu >  
3nأثبت أنه إذا كان) 2 2فإن ≤ 2 1 0n n− − >،   

1nاحسب العبارة ) 3

n

u

u
استنتج أنه ابتداء من الحد الثالث  . +

)كون المتتاليةت )nu متزايدة تماما .  
أدرس اتجاه ، في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه 

)تغير المتتالية )nu.  

1 أ ـ

2 1n

n
u

n

−=
+

   ؛ 

ب ـ 
3

0,75n

nu
n

1n حيث=    ؛≤

2 ج ـ 2 5nu n n= +     ؛  +

  .نفس المطلوب للتمرين السابق 

 ـ أ
2

2

2 5nu
n n

=
+ +

)  ـب     ؛ )3
n

nu =    ؛ −

2 ـ ج 4n
nu = −.   


�رب (������  ـ4� .  

المطلوب تعيين نهاية  26 إلى 22في التمارين من 

))))المتتالية  ))))nu.  

2 أ ـ
3

2 5nu
n

= −
+

   ؛

ب ـ 
2

3
1 2

1nu n
n

= − +
+

   ؛ 

 Bـ ـ
2 3 2

5n

n n
u

n

− +=
+

د ـ  ؛         
2

2

2

2 3n

n
u

n

−=
+

.  

) أ ـ )3 1,2 1n
nu =    ؛ −

ب ـ 
4

3

n

nu n
 = −  
 

   ؛ 

) Bـ ـ )2 5 0,75
n

nu = د ـ ؛  −
1

2 3
2

n

nu n
 = + +  
 

.  

1  أ ـ 3
5 100

4 4

n n

nu
   = + −   
   

  ؛

)ب ـ ) 2
2

3

n
n

nu
 = − −  
 

  ؛  

13  

14  

15  

16  

17  

18  

19  

20  
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1 ـج  98

2 100

n n

nu    = +   
   

.  

2 أ ـ 3n
nu = ب ـ  ؛         ×

1

1n

n
u

n

+=
+

   ؛ 

B 3ـ ـ

5

n

n n
u  د ـ ؛     =

2

1

1n

n
u

n

+=
+

.  

11 أ ـ
2

2 1
n

nu
n

−= +
+

ب ـ  ؛    
0,5 3

2

3

4

n

nu
n

+

=
+

   ؛ 

B 3ـ ـ

2 3 1

n

n n
u =

× +
0,13د ـ  ؛     1 2 n

nu n −= + −.  

)نعتبر المتتالية )nu فة3 : 'ـ المعر 2n n
nu =.   

n، 2نّه من أجل كل عدد طبيعي برهن أ) 1

3

n

nu
 =  
 

.  

)استنتج أن المتتالية ) 2 )nu متقاربة .  
)نعتبر المتتالية )nuفة علىالمعر ∗

ℕ ـ' :   
1 1

1nu
n n

= −
+

.   

) عين اتّجاه تغير المتتاليةأ ـ) 1 )nu.   
   .nuعين إشارة ب ـ 
) هل المتتالية Bـ ـ )nuمتقاربة ؟   

1نضع ) 2 2 ...n nS u u u= + + +.   
lim ، ثم أحسب n بدلالةnSأحسب nn

S
→+∞

.   

  . ا32��2ل *���#ا01  ـ5

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =.  

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي
( ) ( )2 2 2 2 1 2 1

1 2 3 ...
6

n n n
n

+ +
+ + + + =.   

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي

( )22
3 3 3 1

1 2 3 ...
4

n n
n

+
+ + + + =.   

)لتكن المتتالية )nu 0:  ِ'ـ المعرفة 4u = 
1nو nu u+ =.   

  : لدينا nبيعي غير معدومأثبت أنه من أجل كل عدد ط

1nu) أ 1)    ب            .     <

3

2nu + ≤.   

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ'ـ 3u  و من أجل =
n،  1 طبيعيكل عدد 2 3n nu u+ = −.   

)أثبت أن المتتالية  )nu ثابتة .  

)لتكن المتتالية )nu 0ِ'ـ  المعرفة 0,5u = 
)و )2

1n nu u+ =.   

n ،0عدد طبيعيبرهن أنه من أجل كل ) 1 1nu< < ،  

)استنتج تغيرات المتتالية) 2 )nu.   

 ، nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
32 1n    .7 مضاعف للعدد −

 ، nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
23 1n    .8 مضاعف للعدد −

،  nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
2 1 2 23 2n n+    .7 مضاعف للعدد −+

   .ـ�5ـّ�ّ�����4ر��  

���ت ا���د��  ـ 1�����  .�%آ�# "!ل ا

 في بنك 500DA وضع أحمد 2000في أول يناير       
 50DA أضاف،بدون فوائد ، ثم في أول كل شهر بانتظام 

  .شهر السابق زيادة على المبلغ المدفوع في ال
 المبلغ nu المبلغ مقدرا بالدينار لأول دفع و1uنسمي

  .nالمدفوع في الشهر رقم
  .n بدلالة nuأكتب) 1
   ؟ 2007ه أحمد في أول ديسمبرلغ الذي يضعما هو المب) 2
 31ما هو المبلغ الذي جمعه أحمد في رصيده إلى غاية ) 3

   ؟2007ديسمبر 
 من البنزين 32000Lيوجد بمحطة توزيع البنزين 

  . أيام 10يريد صاحب المحطة توزيع هذه الكمية خلال
 ثم قرر أن ينقص من البيع في 5000Lباع في اليوم الأول

  .كل يوم نفس الكمية 
ما هي الكمية التي يجب تخفيضها يوميا حتى لا يوجد بنزين 

   أيام ؟10بعد 

38 
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 مليون 45,4 هو 1990عدد السكان لبلد في سنة 
  2002 مليون نسمة في سنة 52,6نسمة ؛ انتقل إلى 

 عدد السكان بعد nv و1990 عدد السكان في 0vنسمي 
n نفرض أن عدد السكان يتزايد كل سنة بتزايد .  سنة

   . rثابت 
  .rأحسب التزايد ) 1
   ؟2020د السكان هذا البلد في عام ما هو عد) 2

 10تعاقد أحمد مع بنك لقرض مبالغ مالية لمدة 
 شهريا ثم 9000DA في السنة الأولى يقرض،سنوات 

لمبلغ الذي  اnuنسمي  . %3يزيد القرض فكل سنة بنسبة 
   .nيقرضه أحمد شهريا في السنة

  ما هو المبلغ المقترض شهريا في السنة الثانية ؟) 1
)بين أن المتتالية ) 2 )nu هندسية يطلب أساسها .  
  كم يصبح المبلغ المقترض شهريا في السنة العاشرة ؟) 3
 الذي اقترضه أحمد خلال العشر ما هو المبلغ الكلي) 4

  سنوات ؟
  . سنويا %5 لبضاعة في تزايد بنسبة 0pالسعر

 سعرها 2pسعر البضاعة خلال سنة ، و1pأحسب ) 1
   .0p سنة ، بدلالةn سعرها خلالnpخلال سنتين ، و

  خلال كم سنة يصبح سعر البضاعة أكثر من الضعف ؟) 2
،  نسمة 526 كان عدد سكان قرية 2000في سنة 

  . في كل سنة %2ولأسباب معينة بدأ يتقلص بنسبة
0: نضع  526u =، 1uو2001 عدد السكان لسنة nu 

  . سنةnعدد السكان هذه القرية بعد 
   .2u و1uأحسب) 1
1nuعبر عن ) 2 .  عدد طبيعي n من أجل nu بدلالة+

   .n بدلالةnuاستنتج عبارة
  ؟2009ذه القرية في سنة ما هو عدد سكان ه) 3
ما هي السنة التي يصبح فيها عدد السكان أقل من ) 4

  النصف ؟
 . أعط تفسيرا للنتيجتين 310u ، 311uأحسب) 5

   ابتداء من أي سنة تصبح القرية فارغة من السكان ؟
  . إلى عدد طبيعيتعطى النتائج مقربة

 8يقترح أحمد على عمر عقدين لكراء مسكن لمدة 
   في السنة الأولى5000DAيدفع عمر . سنوات 

ثمن الكراء يزداد كل سنة بقيمة ثابتة ، في العقد الأول ) 1
150DA.   

   .n ثمن الكراء للسنةnuنضع 
   .2uأحسب الثمن  ) أ

  .8u ثم أحسب n بدلالة nuأكتب  ) ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات  ) ت

   .%3كراء يزداد كل سنة بنسبة في العقد الثاني ثمن ال) 2
   .n ثمن الكراء للسنةnvنضع 
   .2vأحسب الثمن  ) أ

 .8v ثم أحسب n بدلالة nvأكتب  ) ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات   ) ت

  .ما هو العقد الذي يختاره عمر ) 3
  : تلميذ موزعين كالتالي 1500تحتوي ثانوية على 

 تلميذ في السنة 500 تلميذ في السنة الأولى ، 500
  . تلميذ في النهائي 500الثانية و

نفرض أن كل تلميذ يبقى عاما واحدا في كل مستوى 
  .قضى ثلاث سنوات في الثانوية فقطوي

 تلميذ 20إذا كانت هذه الثانوية تستقبل في كل سنة 
جديد في السنة الأولى ، بعد كم سنة يكون عدد التلاميذ 

  . تلميذ 2000في هذه الثانوية ، 

���ت ا��)�ودة  ـ2�����  . ا

)أذكر إن كانت المتتالية  )nuمن  تقبل عنصرا حادا 
  هل هي محدودة ؟. عنصرا حادا من الأعلى ،الأسفل 

1 أ ـ
1

2nu
n

= +
+

ـب      .
2

1
1nu

n
= +.   

B 2ـ ـ 1

1n

n
u

n

+=
+

 د ـ  .  
2

1

1nu
n

=
+

  

   : ِ'ـ ℝ المعرفة علىfأنجز جدول تغيرات الدالة) 1
( ) 2 5 6f x x x= − +.   

1أثبت أن العدد ) 2

2
 هو عنصر حاد من الأعلى للمتتالية 

( )nu المعرفة من أجل كل عدد طبيعي n أكبر من أو 

 : ِ'ـ 4يساوي 
2

1

5 6nu
n n

=
− +

.   
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)نعتبر المتتالية  )nu 1 ذات الحد العام

2 5n

n
u

n

−=
−

 

1nمع  ] المعرفة على fولتكن الدالة . ≤ [3;+    :'ـ ∞

( ) 1

2 5

x
f x

x

−=
−

.   

 واستنتج أنّه من أجل كل عدد f أدرس تغيرات الدالةأ ـ) 1
] من المجالxحقيقي [3;+ ∞ ، ( ) 2f x ≤.   

)نضع ب ـ  )lim
x

f x l
→+∞

)عبر عن  . = )f x l− 

 من x استنتج أنّه من أجل كل عدد حقيقيxبدلالة
]المجال [3;+ ∞ ، ( )f x l≥.   

 في معلم متعامد حيث تؤخذ f للدالةC أنشئ المنحنيBـ ـ
  . على التراتيب 4cm على الفواصل و1cmوحدة الرسم 

) مثل المتتالية أ ـ)2 )nu في المعلم السابق .  
) المتتالية أنf استنتج من دراسة الدالةب ـ )nuمحدودة .  

)لتكن )nu فة علىالمتتالية المعرℕ ِـ' 
2

8

4n

n
u

n
=

+
  

)برهن أن المتتالية) 1 )nu2 و0 محدودة بالعددين.   

)نعتبر ) 2 )nv فة علىالمتتالية المعرℕ ِـ' 
3

n
n

n

u
v

u
=

−
  

3 تحقق من أن أ ـ
1

3n
n

v
u

= +
−

.   

 باستعمال الدوال المرجعية برهن أنّه من أجل كل عدد ب ـ
n ، 2طبيعي 0nv− ≤ ≤ علما أن [ ]0;2nu ∈.   

)نعتبر المتتالية )nu 0 حيث 2u 1 و= 2
0

n
n

u
u

u+ =.   

) برر أنأ ـ) 1 )nuمتتالية هندسية .   
   . n بدلالةnu استنتج عبارة الحد العامب ـ

) ما هو اتّجاه تغير المتتالية ـBـ )nu؟   
)برهن أن المتتالية) 2 )nu ِـ محدودة	2 و0 : .   

  . ا�.�- �ّ,�# ور��*� (������  ـ3

 أدرس اتجاه ،في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه 
)تغير المتتالية )nu.  

2 أ ـ 1,1n
nu = 12 ب ـ             ؛  − n

nu    ؛ =−

ج ـ
1

3nu
n

= 1n حيث− ≥ .  

  .نفس المطلوب للتمرين السابق 

2 ـ  أ 1nu n n= + 1 ب ـ      ؛+

2nu
n

=
+

   ؛ 

)  ـBـ ) 23
2 4

5
n

nu
+= −.   

) للمتتالية3u و1u ، 2uأحسب الحدود ) 1 )nu 
0 'ِـالمعرفة  2u 1 و= 0,9 13n nu u+ = −.   

)أدرس اتجاه تغير المتتالية) 2 )nu.  
0أجب على نفس الأسئلة للتمرين السابق مع  2u = 

1و 3 1n nu u+ = −.   
a نعتبر المتتالية.  عدد حقيقي كيفي( )nu المعرفة 

0u'ِـ  a=1 و 2,5 1,5n nu u+ =   :بين أنه  .−
0aأ ـ إذا كان  ) فإن المتتالية= )nuتكون متناقصة .  

1aب ـ إذا كان  ) فإن المتتالية= )nuتكون ثابتة .  
2aج ـ إذا كان  ) فإن المتتالية= )nuتكون متزايدة .  

( )nu,4
�G د�H Iآ IBأ �+ ��/4+ �
�$��+ n 

 �JK4�$'
3

2

n

nu
n

=
+

.   

1(  Lود ا����9 ا&و��
M ا��J N9Oأ.  
2( ,4
�G د�H Iآ IBأ��� أ6( +� أnن;
. 0nu >.   

1أدرس إQ$رة  )3 1n

n

u

u
+ −.   

4( �

/ ا����$�ST U$5Tا V�*�%ا( )nu.  


�رب (������  ـ4� .  

المطلوب تعيين نهاية  58 و 57ين  في التمرين

))))المتتالية  ))))nv.  

2 أ ـ 1

1
n

n
n

u
v

u

−=
−

lim مع  nn
u

→+∞
= 1nu و∞+ ≠.   

 ب ـ
2

2

1
n

n
n

u
v

u

−=
+

lim مع  n
n

u
→+∞

= +∞.  

 أ ـ
2

1

2 1n
n

v
u

=
+

lim مع  nn
u

→+∞
= +∞.   

2 ب ـ 2 5n n nv u u= + lim مع + 0nn
u

→+∞
=.  

1  ـBـ

2n
n

v
u

=
+

lim مع  2nn
u

→+∞
= 2nu و− >.  
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   .0,7احتمال التوفيق في لعبة هو 
 لعبة nبين أن احتمال التوفيق على الأقل مرة من خلال) 1

1هو  0,3n
np = 1n مع − ≥.  

) تغير المتتاليةعين اتّجاه) 2 )np ونهايتها .    
 يتجاوز np بحيث الاحتمالnعين أصغر عدد طبيعي) 3

0,999.   
 قطعة في أول سنة والإنتاج 2000كان إنتاج مؤسسة 

  .  سنويا %4  'ـتزايدي
  . أحسب الإنتاج للسنة الرابعة أ ـ) 1

  .n بدلالة nuعبر عن . n الإنتاج للسنة nu بفرضب ـ
limأحسب   ـBـ nn

u
→+∞

.  

  للسنوات الأربع الأخيرة ) المجمع( عين الإنتاج الكلّي أ ـ) 2
  .n سنة بدلالةn من خلالnp عبر عن الإنتاج الكلّيب ـ

   ؟npما هي نهاية   ـBـ
   .40000 التي من أجلها يتجاوز nعين السنة   ـد

  . ا32��2ل *���#ا01  ـ5

�6�!ر� *�.  

2نضع  2 2 21 2 3 ...ns n= + + +  عدد طبيعي n حيث +
  .غير معدوم 

   .4s و1s ، 2s ، 3s أحسب أ ـ) 1
1ns عبر عن ب ـ    .ns بدلالة +

  ه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومبرهن بالتراجع أن) 2
( ) ( )1 2 1

6n

n n n
s

+ +
=.   

 ، 2 أكبر من أو يساوي nعدد طبيعيمن أجل كل 
: نضع 

( )2 3 21 2 2 3 2 4 2 ... 1 2nns n −= + × + × + × + + −  

2nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي  ≥ ،   

( ) 1 1
1 2 2 1 1 1 2

2
n n n

ns n n n−  = − − × + = + − 
 

  

أكبر من أو  nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي
22n:  لدينا 4يساوي n≥.   

 أكبر n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي
5 ، 2من أو يساوي  4 3n n n≥ +.   

أكبر من أو n عدد طبيعيأثبت أنه من أجل كل) 1
) ، 2يساوي  )223 1n n≥ +.   

23: "  الخاصية nPنسمي ) 2 2 5n n n≥ +. "   
 الذي من nأ ـ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم 

   صحيحة ؟nPة أجله تكون الخاصي
ب ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 

  . صحيحة nP تكون الخاصية ، 5يساوي 

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ'ـ 1u  و من أجل =

n، 1كل عدد طبيعي 2 1
n

n

n

u
u

u
+ =

+
.   

 ؛ أعط تخمينا لعبارة 1u ، 2u ، 3uأحسب الحدود ) 1

nuبدلالة n .  

n ،1أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

1
nu

n
=

+
.   

   .n بدلالة nuالهدف التعبير عن 
)المتتالية )nu 0 ِ'ـ معرفة 7u  ل كل عدد طبيعي ومن أج=

n ، 1 10 18n nu u+ = −.   
  . 5u و1u ، 2u ، 3u ، 4uأحسب ) 1

  ؛كون من أرقام وسطها أسفار لاحظ النتائج هي أعداد تت
   .n أعط العلاقة بين عدد الأسفار و

ثم برهن بالتراجع  ، n بدلالة nuأعط تخمينا لعبارة ) 2
  .هذا التخمين 

( )nu 0 ِ'ـ متتالية معرفة 3u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1طبيعي 4n nu u+ = −.   

أعط تخمينا لعبارة . 5u و1u ، 2u ، 3u ، 4uأحسب ) 1

nu بدلالة n.  
 ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

2 3nu 2 و = 1 1nu + =.   
 ، نضع nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

( )1 3 5 ... 2 1ns n= + + + + −.   
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 nsأعط تخمينا لعبارة  . 4s و1s ، 2s ، 3sأحسب ) 1
  .nبدلالة 

  .برهن هذا التخمين بالتراجع ) 2
  . وأعط برهانا آخرا للتخمين nsلاحظ المجموع ) 3

( )nu 0 المتتالية المعرفة بِـ 1u  ومن أجل كل =
n ، 1عدد طبيعي 2n nu u+ = +.   

( )nv 0 ِ'ـ المتتالية المعرفة 1v  ومن أجل كل عدد =
n ، 1nطبيعي n nv v u+ = +.   

   .n بدلالة nuعبر عن ) 1
 ، nتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعيبرهن بال) 2
21nv n= +.   

)المتتالية  )nu ـ معرفة	0 ِ 1u  ومن أجل كل عدد =
n، 1طبيعي 2 3n nu u n+ = + +.   

)بة المتتالية أدرس رتا) 1 )nu.   
n ،2برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

nu n>.   
)المتتالية  )nu ـ  معرفة'ِ] [0 0 ;1u  ومن أجل كل ∋

n،  1عدد طبيعي 2 3n nu u n+ = + +.   
n،0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 1nu< <.    

)المتتالية  )nu 0 ِ'ـ معرفة 1u  ومن أجل كل عدد =
n، 1طبيعي 2n nu u+ = +.   

  ،nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي
0 2nu≤ ≤.   

)أثبت أن المتتالية  )nu متزايدة ماما .  

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0 ِ'ـ 0u  و من أجل =
n، 1كل عدد طبيعي 12n nu u+ = +.   

 تنتمي إلى 3u و 1u ، 2uتحقق من أن الحدود ) 1
]المجال [0;4.   

n ،0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2 4nu≤ <.   
)أدرس اتجاه تغير المتتالية) 3 )nu.   

) نعتبر المتتالية )nu 0 ِ'ـ المعرفة 2u = 
1و 0,6 1,2n nu u+ = −.   

)برهن بالتراجع أن المتتالية) 1 )nu متناقصة تماما .  
n ،3nuبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2 > −.   

( )nu 0 ِ'ـ المتتالية المعرفة 1u  ومن أجل كل عدد =

n ، 1طبيعي

1

3
n

n
n

u
u

u+
+=
+

.   

n ، 0أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1 1nu≤ ≤.   
)برهن أن المتتالية ) 2 )nu متناقصة تماما .  

  :عي غير معدوم نضع من أجل كل عدد طبي
12n

nu n −= ×.   
، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم

( )1 2 ... 1 1 2n
nu u u n+ + + = + −.   

)نعتبر المتتالية )nu المعرفة على ∗
ℕ ـ'ِ :  

( )
1

1nu
n n

=
+

.   

  :  أثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم لدينا

1 2 ...
1n

n
u u u

n
+ + + =

+
.   

)المتتالية  )nu 0 ِ'ـ معرفة 2u  و من أجل كل =
n ، 1عدد طبيعي 1n nu u+ =   :برهن أن    .+

n ، 1nu من أجل كل عدد طبيعيأ ـ > −.   
) المتتالية ب ـ )nu رتيبة .  

n ، 1 من أجل كل عدد طبيعيBـ ـ 5

2nu
+≥.   

)ةأدرس اتجاه تغير المتتالي )nuبـِ  ة المعرف:  

0
2

1

0,9

n n

u

u u+

=
 =

  

1nا��������ت ا���ا���� �� ا����   ـ5 nu au b++++ = += += += +.   

)لتكن المتتالية )nuفةـ المعر'  ( )1

1
1

3n nu u+ = −.   

)المتتالية  حتى تكون 0uعين الحد الأول) 1 )nu ثابتة .  

0نضع) 2 4u 2 و= 1n nv u= + .   

) برهن أن المتتاليةأ ـ )nv هندسية يطلب تحديد أساسها 
  .0vحدها الأول
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   .nu ، ثمn بدلالةnv استنتجب ـ
) عين نهاية المتتاليةBـ ـ )nu.  

)المتتالية نعتبر  )nuفةـ المعر'  :   

0 1u 1 و=

3
2

4
n

n

u
u + = +.   

3 ذي المعادلةDمين أرسم المستقي) 1
2

4
y x=  ∆ و+

yذي المعادلة x= ن .  في معلم متعامد ومتجانسعيA 
  .A فاصلة النقطةαنقطة تقاطعهما ولتكن

 ثم مثّل هذه الحدود على 3u و1u ، 2u أحسب أ ـ) 2
  .محور الفواصل 

   .5u و4u أنشئ هندسيا الحدينب ـ
nنضع ) 3 nv u α= −.   
   .2v و1v ثم0v  أحسب أ ـ 

) برهن أن المتتاليةب ـ )nvهندسية يطلب تحديد أساسها .  

  .n بدلالةnu ، ثمn بدلالةnv استنتج ـBـ
)المتتالية نعتبر  )nuفة1  'ـ المعرn nu au b+ = + ، 

0aمع  1a و≠    .0u والحد الأول≠
 نقطة تقاطع المستقيمين الذين A فاصلةαنسمي 

yمعادلتيهما x=و y ax b= +.    
0uبين أنّه إذا كان) 1 α= المتتالية فإن( )nuتكون ثابتة .  

2 (0في ما يلي نفرض أنu α≠ .   
)برهن أن المتتالية )nvفةـ المعر'  n nv u α=  هي −

  .متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها
   .0u وn بدلالةnu ، ثم0v وn بدلالةnvعبر عن ) 3

  . (9ـ�78

( )nuمتتالية معرفة على ℕ 0:  حيث 1u  ومن =

1nأجل ≥،  1

1

2
n

n

u
u +

−
=.   

  .1u ، 2u،  3uأحسب )1

2( α من أجل كل عدد .  عدد حقيقي غير معدوم
n : نضع nطبيعي nv u α= +.  

) التي تكون من أجلها المتتاليةαعين قيمة العدد • )nv 
  .هندسية 

  .n بدلالةnuاستنتج عبارة ؛ n بدلالةnvعبر عن •

)أدرس اتجاه تغير المتتالية )3 )nu.  

)عين نهاية المتتالية  )4 )nu.  

 : المجموعn بدلالةأحسب )5

0 1 2 . . .n nS u u u u= + + + limاستنتج   .+ n

n

S

n→+∞
 

 من %80قرر شخص أن يستهلك لتدابير المنزلية 
  .مداخله

 سنويا وينقص من استهلاك لتدابير %3يزداد مدخله 
  . سنويا%2,5المنزلية 

0في البداية المدخل السنوي هو  400000y =.   
  . التي يستهلكها في البداية 0C أحسب القيمةأ ـ) 1

 للسنة الموالية 1C والاستهلاك1y أحسب المداخل  ـب
)1n =.(  

2C) 2n و2y أحسب  ـBـ =.(  
0,8 برهن أن أ ـ) 2 0,975nn nC y= ×  nCمع  .   ×
   .n هما على الترتيب الاستهلاك والمداخل للسنة nyو

   .n بدلالة nC استنتج الاستهلاك ـب
) أدرس تغيرات المتتاليةأ ـ) 3 )nC.  

   .∞+ إلىn عندما يؤولnC عين نهاية ـب
)أدرس تغيرات المتتالية) 4 )nC في الحالة التي يرتفع فيها 

  . سنويا%3  'ـ وينقص استهلاك%3 'ـالدخل 

 une épidémie de(في بداية ظهور وباء الإفوانزة 

grippe ( لاحظ عمال المصالح الطبية أن عدد المصابين
  .عدد المرضى في اليوم السابق الجدد في يوم متناسب مع 

 و في اليوم 100إذا كان عدد المرضى في اليوم الأول
  : ، فما هو 120الثاني 

  عدد المرضى الجدد في اليوم الرابع ؟ )1
   أيام ؟7عدد كل المرضى بعد  )2
   اليوم ؟15عدد كل المرضى بعد  )3
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد  
  

  .في كل سؤال اختر الاقتراح الصحيح 
)  المتتالية)1 )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n هي 

  .متتالية متناقصة 

0 1u = 1 و− 0,1n nu u+ = +.  
2

3

n

nu
 =  
 

.  

 1

1nu
n

=
+

.  

0 4u 1 و= 2
n

n

u
u + =.  

) المتتالية )2 )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n هي 
  متتالية هندسية 
3 1nu n= − 0؛         + 4u 1 و= 3n nu u+ = −.  

1

2nu n= 0     ؛      + 1u 1 و= 1n nu u+ = +.  

  .في كل سؤال اقتراح من بين الأربعة صحيح عينه

1( ( )nu ها العامفة بحد1 المتتالية المعر
nu

n
=  

( )nuهندسية ؛  متتالية   
( )nu 0'ـ  متتالية محدودة من الأسفلu ؛   
( )nu؛ متتالية محدودة   
( )nuمتزايدة  متتالية .  

  :  تمتاز بالخواص التالية w وu ، v المتتاليات )2

n n nu v w< < ، lim 1nn
u

→+∞
= lim و− 1nn

w
→+∞

= .  

 lim 0nn
v

→+∞
  . ليست محدودةvالمتتالية.         =

n ، 1طبيعيمن أجل كل عدد  1nv− < <.   
  . تقبل نهاية أم لاvلا يمكن معرفة إن كانت المتتالية

0 :  'ـ متتاليتان معرفتان)3 14u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1طبيعي  4 3n nu u+ = 1n  و+ nv u= +  

( )nvمتتالية متقاربة        .( )nuمتتالية متقاربة .  
( )nv 4 متتالية هندسية أساسها.   
( )nu 4 متتالية هندسية أساسها .  

    صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
  

  .ميز بين الجمل الصيحة والجمل الخاطئة 
lim إذا كانت )1 6nn

u
→+∞

) فإن المتتالية = )nu متقاربة.  

  . إذا كانت متتالية محدودة فهي متقاربة )2
limت إذا كان )3 nn

u
→+∞

= فإن المتتالية ذات الحد العام  ∞+

3
nu− هي متباعدة .  

  . إذا كانت متتالية متناقصة ومتقاربة فهي محدودة )4
  . كل متتالية متزايدة فهي محدودة أو متقاربة )5

أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترحة 
  .صحيحة أم خاطئة 

( )nu 2هي المتتالية المعرفة بحدها العام 3

1

n

n

−
+

.  

1( ( )nu متتالية متناقصة .  

) المتتالية)2 )nu ليست متقاربة .  

)المتتالية )3 )nu محدودة .  

) المتتالية)4 )nu 2 هندسية أساسها.  

1 المتتالية )5

nu

 
 
 

  . متناقصة ومتقاربة 

  ما قولك عن العبارات التالية ؟
1( ( )p n0 محققة من أجل عدد طبيعي  خاصيةn وإذا 

)كانت )'p nصحيحة فإن ( )' 1p n  صحيحة ؛ الخاصية +
( )p nصحيحة من أجل كل عدد طبيعي n.   

n ،2 من أجل كل عدد طبيعي)2 2 1n n≥ +.  
n ،2 من أجل كل عدد طبيعي)3 1 13 2n n+  مضاعف ++

  .7للعدد 
n، 0 من أجل كل عدد طبيعي )4

n
nu u q= فإن ( )nu 

  .متتالية هندسية  
) تكون)5 )nu متتالية هندسية حيث حدودها غير معدومة 

 إذا وفقط إذا ، تحقق من أجل كل عددين qوأساسها 

n ، m وmطبيعيين  nm

n

u
q

u
−=  

  ـأ

  ـ1ـ

  ـد

  ـب  ـأ

  ـ1ـ

  ـد

  ـأ

  ـ1ـ

  ـب

  ـد

  ـأ

  ـب

  ـ1ـ

  ـد

  ـب

  ـب  ـأ

  ـ1ـ

  ـد
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  الكفاءات المستهدفة
 .فهم معنى دالة مستمرة على مجال 

فهم خاصية القيم المتوسطة و تطبيقها في البحث عن الحلول المقربة لمعادلات من  
)الشكل )f x λ=. 

 . الموازية للمحورينتعيين نهاية دالة و تعيين المستقيمات المقاربة 

  .ئل و تحديد الوضع النسبي  للمنحني بالنسبة إليهإثبات وجود مستقيم مقارب ما 
  
  

   إلىم1789من   عاش في الفترةةفرنسي من جنسية عالم رياضيات و فيزياء: ���
أو
	��� شيآ�    
  صفة خاصة، و بالرياضيات عظيم على معظم فروع بالدقة تأثير  كان لأعماله التي تميزت.م1857  
   . متغيرات عقدية ذات نظرية الدوالطور ، والاستمرارالنهايات و   وضع أسس التحليل الحديث بدلالة 

  للرياضيات   و أصبح أستاذا  العالم لابلاس و العالم لاغرانج نشاطه في الرياضيات على متابعة  شجعه  
   السياسية و الدينية رفض أن و بسبب آرائه و كلية فرنسا  السوربون جامعةفي مدرسة البوليتكنيك،  
  حفيد تشارلز العاشر ، و عينته جامعة تورينو في  فنفي مع1830 يمين الولاء للويس فليب سنة  يقسم  
  ، و لكنه تركه لتعليم حفيد تشارلزأجله  أنشئ منأستاذية منصب كرسي  

  .رالعاش  
  عملا ، تتضمن مقالات حول التكاملات المحدودة 789  لقد نشر ما مجموعه   

  و نظرية الأعداد  بحثية في الهندسة اأوراق نشر و انتشار الموجات ، كما  
  . الضوء و المرونة و نظرية الخطأ و الفلك و  
  


أو
	��� شيآ�                                                                                                                      ���  
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   ا
	��ط ا�ول       
  

  n العدد الصحيح x و التي ترفق بكل عدد حقيقيℝ نسمي الدالة الجزء الصحيح الدالة المعرفة على:تعريف      

1n                حيث  x n≤ < ]أو E و نرمز لها بالرمز+ ].  

      

)أحسب  .1 )2,3E − ،( )1E − ،( )2Eو ( )17,17E. 

2. fو gدالتان معرفتان على [ ): كما يلي−2;1] ) ( )f x E x=و 
( ) ( ) [ [
( ) [ [

; 1;1

1 ; 1;2

g x xE x x

g x x x

 = ∈ −


= − ∈
 

) عبارتي كل منxعين حسب قيم  ) أ )f xو ( )g x.  

)أرسم في معلم   ) ب ); ,O I Jالمنحنيين ( )fCو( )gCِالممثلين على الترتيب لـ fو g. 

)هل بإمكانك رسم المنحنيين .3 )fCو ( )gC ؟ أكتب خلاصة) اليد ( بدون رفع القلم. 

  

   ���

ا
	��ط ا      
  

)     إليك المنحنيات  )fC ،( )gCو ( )hCالممثلة على التوالي لثلاث دوال f ،gو hمعرفة على المجال [ ]1;2− 

] عددا حقيقيا من المجالkو ليكن ]2;3−.  

  
  
  
  
  
  
  
  

] مستمرة على المجالh وf ،gهل الدوال .1   ؟−2;1[

 :، عدد حلول كل معادلة من المعادلات التاليةkطة قراءة بيانية حدد، حسب قيم العدد الحقيقيبواس .2

                  ( )1 ( )f x k=          ( )2 ( )g x k=           ( )3 ( )h x k=  

] حدود المجال3 و−2ماذا تمثل القيمتان .3    ؟−3;2[

] من المجالkمن أجل كل عدد حقيقي .4 ]2;3−، 

)هل تقبل كل معادلة من المعادلات � )1 ،( )2 ، ( ] حلا على الأقل في المجال3(   ؟−2;1[

)هل تقبل كل معادلة من المعادلات � )1 ،( )2 ، ( ] حلا وحيدا في المجال3(   ؟−2;1[
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   �
��
      ا
	��ط ا

} المعرفة علىf نعتبر الدالة       }1−ℝكما يلي :   

                 ( )
2

2

4 3 1x x
f x

x

− −=  

)يكنو ل )fCتمثيلها البياني الظاهر على شاشة الحاسبة البيانية في الشكل المقابل .  

 .∞+ و∞− عند كل منfضع تخمينا خاصا بنهاية الدالة∗ .1

 . برهن صحة التخمين باستعمال المبرهنات حول النهايات المدروسة في السنة الثانية∗     

) ماذا تستنتج فيما يخص المستقيم المقارب للمنحني∗      )fC؟   

 .0 عندfة الدالةضع تخمينا خاصا بنهاي∗ .2

 . برهن صحة التخمين باستعمال المبرهنات حول النهايات المدروسة في السنة الثانية∗     

) ماذا تستنتج فيما يخص المستقيم المقارب للمنحني∗      )fC؟   

      ا
	��ط ا
�ا��   

)) ا:                        علما أن )
0

lim
x

f x
→

= ))   ب∞+ )
0

lim 1
x

g x
→

))   جـ= )
0

lim
x

h x
<→

= −∞    

)و  )
0

lim
x

h x
>→

=   : بتمثيلها البياني من بين التمثيلات التاليةh وf،g أرفق كل دالة من الدوال∞+

   
  
  
  
  
  

                         ( )1                                              ( )2                                           ( )3  

   ����
      ا
	��ط ا

  

)،Iمن x أجل كلمن بحيث I دالة معرفة على مجالu وJدالة معرفة على مجال v :تذكير )u x J∈.  

v بهذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها بالرمزvو u     الدالة المركبة من الدالتين u� و المعرفة على I ِبـ 

( ) ( ) ( )v u x v u x=   �.  

       
  .ϕ وu في الشكل المقابل هما لدالتينCϕ و uCالمنحنيان 

 . بهذا الترتيبϕ وuب الدالتين مركfلتكن .1

  :بواسطة قراءة بيانية عين
       ( ) ( ) ( )lim lim 0

x x
f x f x f

→−∞ →+∞
∗ ∗ ∗  

 . بهذا الترتيبu وϕ مركب الدالتين gلتكن .2

  .3 و0 عند كل منgبواسطة قراءة بيانية أدرس نهايتي الدالة
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 الاستمرارية ↵
  المفهوم الحدسي للاستمرارية .1

f دالة معرفة على مجالIمن ℝ و ليكن( )Cمنحنيها البياني في معلم ( ); ,O I J. 
) إذا استطعنا رسم منحنيهاI أنها مستمرة علىfنقول عن    )Cبدون رفع القلم وفق خط مستمر . 

   
  1مثال  

  المجال غير مستمرة على الممثلة في الشكل المقابل fالدالة      
 [   . لأنه لا يمكن رسم منحنيها البياني دون رفع القلم−3;2[

] مستمرة على كل من المجالينfبينما الدالة        [و −1;2[ ]1;3.  

    

  

  2مثال  
[ المعرفة على المجال f الدالة    : بـِ−2;2]

                       
( ) ] ]
( ) ] [2

; 2;0

; 0;2

f x x x

f x x x

 = − ∈ −


= ∈
    

[و الممثلة في الشكل المقابل مستمرة على المجال     لأنه −2;2]

  .باستطاعتنا رسم تمثيلها البياني بدون رفع القلم

 )تقبل دون برهان ( خواص .2
  .نقبل بأن كل الدوال المحصل عليها بالعمليات على دوال مألوفة مستمرة على كل من المجالات التي تكون معرفة عليها   

  نتائج  

  . المرجعية مستمرة على كل مجال من مجموعة تعريفها الدوال•               
  .ℝ الدوال كثيرات الحدود مستمرة على •               
  . مجموعة تعريفهامستمرة على كل مجال من) حاصل قسمة كثيري حدود (  الدوال الناطقة •               

  

  أمثلة  

o  22الدالة 3 4x x x−  .ℝ  مستمرة على ֏+

o  الدالة
2

3 2

1

x
x

x

−
−

[  مستمرة على كل من المجالات ֏ [; 1−∞ − ،] [ و −1;1] [1;+ ∞. 

o 2لة الدا 3x x x+ ] مستمرة على المجال ֏− [0;+ ∞. 

o  الدالة( )2 1
1 1x x

x
 + − 
 

[   مستمرة على كل من المجالين ֏ [  و  ∞−0;] [0;+ ∞. 
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]المعرفة على  f نعتبر الدالة:1تمرين محلول      :كما يلي −3;1[

                       
( ) [ [
( ) [ ]

2 1 ; 1;1

1 ; 1;3

f x x x

f x x x

 = − + ∈ −


= − ∈
    

)أحسب .1 )0,4f − ،( )1f ،( )1,7f. 

] مستمرة على المجالfهل الدالة . fأرسم في معلم التمثيل البياني للدالة .2  ؟−3;1[

  

  الحل

1. ( )0,4 1,8f − = ،( )1 0f = ،( )1,7 0,7f =. 

  .انظر الشكل المقابل .2
] على المجالfنلاحظ أنه عند رسم المنحني الممثل للدالة    نقوم−3;1[

   ليستf و بالتالي فالدالة1 حتميا برفع القلم عند النقطة ذات الفاصلة
]مستمرة على المجال  ]1;3−.  

       
  
  

] المعرفة على fالدالة نعتبر :2تمرين محلول    ):  بـِ −2;1] )( ) 1f x xE x= +  

)     حيث الدالة )x E x֏ أنظر النشاط الأول (  هي الدالة الجزء الصحيح(  

)عين عبارة .1 )f xلية على كل من المجالات التا :[ [1;0− ، [ ] و 1;0] [1;2. 

)أرسم في معلم .2 ); ,O I Jالمنحني الممثل للدالة f. 

] مستمرة على المجالfهل الدالة .3 ]؟ على المجال −1;1]   ؟−2;1]

  

  الحل

]من أجل  .1 [1;0x ∈ ) لدينا − ) 1E x = ) ومنه − ) 1f x x= − +  

]من أجل  [0;1x ) لدينا ∋ ) 0E x ) ومنه = ) 1f x =  

]من أجل  [1;2x ) لدينا ∋ ) 1E x ) ومنه = ) 1f x x= + 

  .انظر الشكل المقابل .2

] مستمرة على المجالfنعم الدالة .3    لأنه بإمكاننا رسم جزء المنحني−1;1]

  .دون رفع القلمفي هذا المجال 
] ليست مستمرة على المجالfالدالة   لأنه لا يمكن رسم منحنيها−2;1]

  .البياني دون رفع القلم
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  و المعادلاتالاستمرارية ↵
  )تقبل دون برهان ( مبرهنة القيم المتوسطة  .1

]على مجالو مستمرة عرفة دالة م f:مبرهنة ];a b.  

) محصور بين kمن أجل كل عدد حقيقي )f aو ( )f bيوجد على الأقل عدد حقيقي ،c محصور 

) بحيث b وaبين )f c k=. 
        

]على مجالو مستمرة دالة معرفة  fإذا كانت   :بصيغة أخرى      ];a bفإنه من أجل كل عدد حقيقي kمحصور   

)بين  )f aو ( )f bالمعادلة ،( )f x k=تقبل على الأقل حلا cمحصورا بين aو b. 

)للمعادلةمبرهنة القيم المتوسطة تؤكد فقط وجود حل على الأقل :    ملاحظة   )f x k= أما تعيين الحلول أو قيم   

  .مقربة لها فيتم بإتباع خوارزميات مختلفة
 

 التفسير البياني .2
    f  على مجالو مستمرة دالة معرفة[ ];a bو ليكن ( )C   

)ي في معلممنحنيها البيان ); ,O I J.  

) محصور بين kكل عدد حقيقي من أجل )f aو ( )f b،  

)المستقيم y ذو المعادلة∆( k=يقطع على الأقل مرة واحدة   

)نحني الم )Cفي نقطة فاصلتها cمحصورة بين aو b.  

)بالنسبة للشكل المقابل(  ) يقطع∆( )Cفي ثلاث نقط فواصلها على   

   ).3c و1c ،2cيبالترت

  

]على مجال) متزايدة تماما أو متناقصة تماما (  مستمرة و رتيبة تماما f إذا كانت الدالة:  نتيجة ];a bفإن جدول   

  :خذ أحد الشكلين التاليينتغيراتها يأ

  
) محصور بين kكل عدد حقيقي و بالتالي فإنه من أجل  )f aو ( )f bالمعادلة ،( )f x k=0 تقبل حلا وحيداx في 

]المجال ];a b.  

  .الأسهم المائلة في جدول تغيرات دالة تترجم استمرارية و رتابة الدالة على المجال المعتبر  :  تذكير

b                0x              a  x  
                                ( )f a  

                   k  
  ( )f b                             

  
( )f x  

  

b                0x              a  x  
( )f b  

                   k  
                                ( )f a  

  
( )f x  
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):  بـℝِرفة علىالمع f نعتبر الدالة :1تمرين محلول    ) 3 22 1f x x x x= + + +  

 .fبياني للدالةأظهر على شاشة حاسبة بيانية التمثيل ال .1

)بين أن المعادلة .2 ) 0f x  . تقبل على الأقل حلا في مجال يطلب تحديده=

  

  الحل

  .نحصل مثلا على الشكل المقابل .1

)يوحي الشكل بأن المعادلة .2 ) 0f x   تقبل حلا =

   دالة كثير حدود فهي fبما أن. −1 و−2محصورا بين
] و بصفة خاصة على المجالℝمستمرة على ]2; 1− −.  

)لدينا من جهة ثانية  )2 1f − = )  و − )1 1f − ) أي بين1 و−1 محصور بين0و بما أن = )2f ) و− )1f  فإن،  −

) حسب مبرهنة القيم المتوسطة، المعادلة ) 0f x ] المجالتقبل على الأقل حلا في = ]2; 1− −.   

  

]رفة علىالمع f نعتبر الدالة:2تمرين محلول    ):  بـِ−3;4[ ) 3 22 3 12 1f x x x x= + − +  

)أحسب .1 )f x′ثم شكل جدول تغيرات الدالة f. 

 . على شاشة حاسبة بيانية باختيار نافذة مناسبةfسم التمثيل البياني للدالةأر .2

) بين أن المعادلة .3 ) 8f x ] في المجال وحيداحلا تقبل = ]2;1−. 

 .−210باستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا لهذا الحل سعته .4

  

  الحل

] منxمن أجل كل .1 ]4;3− ،( ) ( ) ( )6 2 1f x x x′ = + − 

3              1              2−               4−  x  
       +       0       -       0+          ( )f x′  

46                            21  
  

                6−                              31−  

  
( )f x  

  

 .أنظر الشكل المقابل .2

)لدينا  .3 )2 21f − = ،  ( )1 6f = 6  و − 8 21− ≤ ≤.f دالة كثير حدود فهي مستمرة  

]و بصفة خاصة على المجالℝعلى )سب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلةإذن ح.−1;2[ ) 8f x =  

] في المجالcتقبل على الأقل حلا  ]ة تماما على متناقصfو بما أن.−1;2[   . وحيدc فإن−1;2[

8y يمكننا، بعد تمثيل المستقيم ذي المعادلة c للحللتعيين حصر .4   التقاطع، إظهار قيم مقربة لإحداثيي نقطة=

0,5370446c و هكذا نقرأ  ≈ 0,54:  و منه نستنتج الحصر التالي− 0,53c− < < −.  
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 تمات على النهاياتت ↵
 نهايات الدوال المرجعية .1

       lim lim lim
x x x

x x x
→+∞ →−∞ →+∞

= +∞ ∗ = −∞ ∗ = +∞ ∗  

             3 3 2 2lim lim lim lim
x x x x

x x x x
→−∞ →+∞ →−∞ →+∞

= −∞ ∗ = +∞ ∗ = +∞ ∗ = +∞ ∗  

             
0 0

1 1 1 1
lim lim lim 0 lim 0

x xx xx x x x< > →−∞ →+∞→ →
= −∞ ∗ = +∞ ∗ = ∗ = ∗  

 العمليات على النهايات .2

                 f و g دالتان .aنقبل دون برهان المبرهنات التالية. ∞−  أو ∞+ أو ا حقيقيا يمثل عدد:  

 :نهاية مجموع دالتين •

−∞  +∞  +∞  l ∈ℝ  l ∈ℝ  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  −∞  +∞  −∞  +∞  l ′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

l  ∞+  ∞−  ∞+  ح ع ت  ∞− l ′+  ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+  

  :نهاية جداء دالتين •

0  0  −∞  +∞  +∞  0l <  0l <  0l >  0l >  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  +∞  −∞  −∞  +∞  −∞  +∞  −∞  +∞  l ′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

l  ∞+  ∞−  ∞−  ∞+  ∞+  ∞−  ∞+  ح ع ت  ح ع ت l ′×  ( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

×  

  :نهاية حاصل قسمة دالتين •

−∞  −∞  +∞  +∞  0  −∞  −∞  +∞  +∞  l  l  l ∈ℝ  lim ( )
x a

f x
→

  

−∞  +∞  −∞  +∞  0  0l′<  0l′ >  0l′<  0l′>  −∞  +∞  l ∗′∈ℝ  lim ( )
x a

g x
→

  

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

  ح
  ع
  ت

+∞  −∞  −∞  +∞  0  0  
l

l ′
  ( )

lim
( )x a

f x

g x→

 
 
 

  

  ) ح ع ت (  "عدم التعيين " تسمى الحالات التي لا تسمح فيها النظريات السابقة من استنتاج النهاية بحالات :ملاحظة

  ∞−أو∞+نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند .3

 . لدالة كثير حدود هي نهاية حدها الأعلى درجة∞− و عند∞+النهاية عند  �    قواعد إجرائية     

 .ة هي نهاية حاصل قسمة الحدين الأعلى درجة لدالة ناطق∞− و عند∞+  النهاية عند�                    

} الدالة الناطقة المعرفة على fلتكن:  مثال   }1;1− −ℝ ِبـ ( )
2

2

2 3 1

1

x x
f x

x

+ +=
−

  

��
��� �����

�� ��م ا������ ��  
����  f��� +∞ ة��
�) "�*() �'& 2 إ$ أ"! �� ��� ا� )
2

2

2
lim lim 2

x x

x
f x

x→+∞ →+∞
= =  
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}المعرفة على  f نعتبر الدالة:1تمرين محلول    }0;2−ℝ كما يلي: ( )
2

2

1

2

x x
f x

x x

+ +=
−

  

2ارة إشxحدد حسب قيم .1 2x x−. 

 .2 عندfأدرس نهاية الدالة .2

 .∞− عندfأدرس نهاية الدالة .3

  

  الحل

)نلاحظ أن  .1 )2 2 2x x x x− =  :الحدود من الدرجة الثانية نحصل على و بتطبيق قاعدة إشارة ثلاثي −

+∞           2            0          −∞  x  
     +          0      -      0+           2 2x x−  

):     لدينا .2 )2

2
lim 1 7
x

x x
→

+ + ) و = )2

2
lim 2 0
x

x x
→

− =  

0 من أجل هبما أن 2x< < ،2 2 0x x− ) فإن > )
2

lim
x

f x
<→

= −∞  

2x من أجل هو بما أن > ،2 2 0x x− ) فإن < )
2

lim
x

f x
>→

= +∞ 

): لدينا .3 )2 2lim 1 lim
x x

x x x
→−∞ →−∞

+ + = = )     و    ∞+ )2 2lim 2 lim
x x

x x x
→−∞ →−∞

− = = +∞ 

  : يمكننا من إزالتها فنحصل على2من الواضح أننا بصدد حالة عدم التعيين إلا أن تطبيق القاعدة

                            ( )
2

2
lim lim 1

x x

x
f x

x→−∞ →−∞
= =  

[ المعرفة على f نعتبر الدالة:2تمرين محلول    [2;+ ):  بـِ ∞ )
2

x x
f x

x

+=
−

  

  .∞+ عندf    أدرس نهاية الدالة

  

  لحلا

):   الدين     )lim
x

x x
→+∞

+ = )   و   ∞+ )lim 2
x

x
→+∞

− = +∞   

  :جل ذلك نتبع المنهجية التاليةن و عليه فلابد من إزالتها و من أمن الواضح أننا بصدد حالة عدم التعيي

[ منxلدينا من أجل كل [2;+ ∞ :( )
11 1

22 11

x
x

x xf x
x

xx

 
+  +

 = =
  −− 
 

  

1و بما أن 
lim 1 1

x x→+∞

 + = 
 

2  و  
lim 1 1

x x→+∞

 − = 
 

)   فإن  )lim 1
x

f x
→+∞

=  

 2 القاعدة إذن تطبيق  فمن الخطأ x ليست دالة ناطقة لأن البسط ليس كثير حدود بسبب وجودfالدالة    :ملاحظة

 .لإزالة حالة عدم التعيين
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 المستقيمات المقاربة ↵
 تذكير .1

    a وbعددان حقيقيان .fدالة معرفة على مجال I و ( )Cاني في معلم  تمثيلها البي( ); ,O I J.  

  التمثيل البياني  المستقيم المقارب  النهاية

( )lim
x a

f x
→

= +∞  

  أو
( )lim

x a
f x

→
= −∞  

)المستقيم x ذو المعادلة∆( a=  

و الموازي لمحور التراتيب مستقيم مقارب 
)لمنحنيل )C  

  
( )lim

x
f x b

→+∞
=  

  أو
( )lim

x
f x b

→−∞
=  

)المستقيم )Dذو المعادلة y b=   

و الموازي لمحور الفواصل مستقيم 
)مقارب للمنحني )Cأو عند∞+عند−∞  

  

( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→+∞

− + =    

  أو

( ) ( )lim 0
x

f x ax b
→−∞

− + =    

)المستقيم )dذو المعادلة y ax b= +   

هو مستقيم مقارب مائل 
)للمنحني )Cأو عند∞+عند−∞  

 
  

): معرفة كما يليfإذا كانت الدالة :ملاحظة      ) ( )f x ax b xϕ= + ) مع+ )lim 0
x

xϕ
→+∞

) أو= )lim 0
x

xϕ
→−∞

= 

yذو المعادلةفمن الواضح أن المستقيم  ax b=   .f مستقيم مقارب مائل للمنحني الممثل للدالة+

∗ المعرفة علىf   نعتبر الدالة:مثال     
ℝكما يلي :  

       1
: 1f x

x
) و ليكن֏− )Cتمثيلها البياني .  

) لدينا  )
0

lim
x

f x
<→

= ) و ∞+ )
0

lim
x

f x
>→

= −∞   

0xو منه المستقيم ذو المعادلة  ) مستقيم مقارب للمنحني= )C.   

) لدينا  )lim 1
x

f x
→−∞

) و= )lim 1
x

f x
→+∞

  و منه المستقيم ذو المعادلة. =

 1y )مستقيم مقارب للمنحني= )Cو عند ∞+  عند −∞ .  

 الوضع النسبي لمنحن والمستقيم المقارب  .2

)   ��را/� و-��� ا�,�*�+  )Cالممثل لدالةfبالنسبة إلى مستقيم مقارب له معادلته y ax b=  نقوم بدراسة إشارة +

)الفرق  ) ( )f x ax b− +  .  

) إذا كان            ) ( ) 0f x ax b− + ) تكون وضعية  > )Cقيم المقارب المائل تحت المست.  

)   إذا كان          ) ( ) 0f x ax b− + )تكون وضعية   < )Cفوق المستقيم المقارب المائل .  
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x

y ) المنحني:1تمرين محلول     )Cالمرسوم في الشكل المقابل هو لدالة fةمعرف  

} على     }0−ℝ .رسمت المستقيمات المقاربة لهذا المنحني باللون الأزرق.  
  :بواسطة قراءة بيانية   

 .حدد معادلات المستقيمات المقاربة .1
  ∞+ و0،∞− عند كل منfعين نهايات الدالة .2

          

  الحل

)للمنحني .1 )C ثلاث مستقيمات مقاربة أولها محور التراتيب( )0x  موازي لمحور الفواصل ∞+عند ، الثاني =

1yمعادلته  y مائل معادلته ∞−د  و الثالث عن= x= −. 

2. ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

lim 1 lim lim lim
x xx x

f x f x f x f x
> <→+∞ →−∞→ →

= ∗ =−∞ ∗ =+∞ ∗ =+∞ ∗ 

  

} المعرفة على f نعتبر الدالة:2تمرين محلول      }0−ℝ ِبـ ( ) 2

3
2f x x

x
= − + +  

)    و ليكن )Cتمثيلها البياني في معلم ( ); ,O I J.  

)بين أن المستقيم .1 2y ذو المعادلة ∆( x= − ) مستقيم مقارب للمنحني+ )Cو عند∞+ عند −∞. 

)أدرس وضعية المنحني .2 )Cبالنسبة إلى المستقيم المقارب المائل ( )∆.  

  الحل

) :لدينا .1 ) ( ) 2

3
2f x x

x
− − +  و بما أن =

2

3
lim 0

x x→−∞
 و=

2

3
lim 0

x x→+∞
) فإن= )تقيم مقارب لـ مس∆( )C 

 .∞− و عند∞+عند

) :لدينا .2 ) ( ) 2

3
2f x x

x
− − +  و بما أن=

2

3
0

x
) فإن المنحني< )Cيقع فوق المستقيم المقارب ( )∆. 

)الكلفة الإجمالية.  تنتج إحدى الورشات أقلاما:3تمرين محلول      )C q ِبـ DAلصنع كمية qمن الأقلام هي :  

( ) 5 100C q q= 0q  حيث   + >  

) الكلفة المتوسطةqلالةعين بد .1 )MC q ِبـ DAلإنتاج قلم . 

  .أعط تفسيرا بيانيا و آخر اقتصاديا لهذه النتيجة. ∞+ عندMCأدرس نهاية .2

  الحل

)الكلفة المتوسطة .1 )MC qوحدة هي نسبة الكلفة الإجمالية لإنتاج ( )C qعلى الكمية qو منه : 

( ) ( ) 5 100 100
5M

C q q
C q

q q q q
= = + = +  

100: لدينا .2
lim 0

q q→+∞
) و منه = )lim 5M

q
C q

→+∞
= 

5y يقبل مستقيما مقاربا موازيا لمحور الفواصل معادلته MCالمنحني الممثل للدالة: التفسير البياني ∗ =.  

5بقدر كبير نلاحظ استقرار الكلفة المتوسطة عند  q عندما ترتفع الكمية المنتجة:قتصاديالتفسير الا ∗      DA.  
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 مفهوم دالة مركبة ـ النهاية بالمقارنة ↵
  الدالة مركب دالتين .1

  ،Iمن x أجل كلمن بحيث Iى مجال دالة معرفة علu وJدالة معرفة على مجال v:تعريف

( )u x J∈.  

vبالرمز بهذا الترتيب هي الدالة التي نرمز لها vو uالدالة المركبة من الدالتين u� و المعرفة   
) بـِ Iعلى  ) ( ) ( )v u x v u x=   � . و نقرأv دائرة u ِلـ x .  

                                            مثال  

):   كما يليℝ على المعرفقينv وuنعتبر الدالتين      ) 22 3u x x= )  و − ) 3 1v x x= − +  

v الدالة∗          uمعرفة على� ℝو لدينا  :( ) ( ) ( )2 22 3 6 10v u x v u x v x x= = − = − +  �  

u الدالة∗          vمعرفة على� ℝو لدينا  :( ) ( ) ( ) 23 1 18 12 1u v x u v x u x x x= = − + = − −  �  

 نهاية دالة مركب دالتين .2

fدوال حيث fو u، v.∞− أو ∞+ تمثل أعددا حقيقية أوc وa،b :رهنة    مب v u= �.  

)           إذا كانت  )lim
x a

u x b
→

) و إذا كانت = )lim
x b

v x c
→

) فإن = )lim
x a

f x c
→

=  

        مثال  

[ المعرفة على المجالf     نعتبر الدالة [1;+ 2 بـِ ∞ 3
( )

1

x
f x

x

+=
−

) و نريد حساب  )lim
x

f x
→+∞

  

) بهذا الترتيب حيث v وu هي مركب الدالتينfنلاحظ أن ) 2 3

1

x
u x

x

+=
−

)  و  )v x x=) f v u= �(   

)بما أن  ) 2
lim lim 2

x x

x
u x

x→+∞ →+∞
= )  و = )

2
lim 2
x

v x
→

)  فإن = )lim 2
x

f x
→+∞

=  

 النهايات بالمقارنة .3

  . عدد حقيقيl و دوالh وf،g:1   الخاصية

)   إذا كانت )lim
x

g x l
→+∞

) و= )lim
x

h x l
→+∞

) كبير بالقدر الكافي x و إذا كان من أجل = ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤   

)   فإن  )lim
x

f x l
→+∞

=.    

  . عدد حقيقيl  دالتان و f،g :2   الخاصية

)   إذا كانت )lim
x

g x
→+∞

= ) كبير بالقدر الكافي x و إذا كان من أجل ∞+ ) ( )f x g x≥ فإن  ( )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

  . عدد حقيقيl  دالتان و f،g :3الخاصية   

)   إذا كانت )lim
x

g x
→+∞

= ) كبير بالقدر الكافي x و إذا كان من أجل ∞− ) ( )f x g x≤ فإن  ( )lim
x

f x
→+∞

= −∞  

  

  . و عند عدد حقيقي∞−تمدد هذه الخواص إلى حالتي النهاية عند :  ملاحظة
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∗المعرفة على  f نعتبر الدالة:1تمرين محلول   
ℝ كما يلي: ( )

2
3

2 2 3f x
x

 = − − 
 

  

  .0 و عند∞+، عند∞− عندfأدرس نهاية الدالة   

  الحل

3 حيث بهذا الترتيبvو u هي الدالة المركبة من الدالتينfنلاحظ مثلا أن الدالة 
: 2u x

x
:2 و֏− 2 3v x x −֏  

∗3
lim 2 2

x x→−∞

 − = 
 

3 و
lim 2 2

x x→+∞

 − = 
 

)وبما أن )2

2
lim 2 3 5
x

x
→

− ) فإن= )lim 5
x

f x
→−∞

) و= )lim 5
x

f x
→+∞

=  

):   أي )lim 2
x

u x
→−∞

) و= )lim 2
x

u x
→+∞

) و بما أن= )
2

lim 5
x

v x
→

) فإن= )lim 5
x

f x
→−∞

) و= )lim 5
x

f x
→+∞

=  

∗
0

3
lim

x x<→

 − = +∞ 
 

) و منه )
0

lim
x

u x
<→

= )و بما أن∞+ )lim
x

v x
→+∞

= ) فإن ∞+ )
0

lim
x

f x
<→

= +∞  

∗
0

3
lim

x x>→

 − = −∞ 
 

) و منه )
0

lim
x

u x
>→

= )و بما أن∞− )lim
x

v x
→−∞

= ) فإن ∞+ )
0

lim
x

f x
>→

= +∞.  

[عرفة على المجالالم f نعتبر الدالة:2محلولتمرين     [ منx بحيث من أجل كل∞−0;]   : لدينا∞−0;]

( )
2

2

1 1x x
f x

x x

− −≤ ≤  

 .∞− عندfعين نهاية الدالة .1

باستعمال راسم منحنيات أو حاسبة بيانية مثل الدالتين    .2
1x

x
x

−
   و   ֏

2

2

1x
x

x

−
 ثم حدد وضعية ֏

)المنحني )Cالممثل للدالة f .ن هو المنحنيأرسم تمثيلا بيانيا يمكن أن يكو( )C.  

  الحل

1. 
1

lim lim 1
x x

x x

x x→−∞ →−∞

− =  و =
2 2

2 2

1
lim lim 1

x x

x x

x x→−∞ →−∞

− = = 

)   1 و منه حسب الخاصية )lim 1
x

f x
→−∞

=  

)يقع المنحني .2 )Cالممثل للدالة fن للدالتين بين المنحنيين الممثلي 

1x
x

x

−
   و   ֏

2

2

1x
x

x

−
֏  

)   المنحني الممثل باللون الأحمر يمكن أن يكون هو للمنحني )C.  

): ℝ منxيث من أجل كلبح ℝالمعرفة على  f نعتبر الدالة:3تمرين محلول   ) 2 1f x x≤ −  
  .∞−عندfعين نهاية الدالة .1

  ؟ ∞+عندfهل يمكن استنتاج نهاية الدالة .2

  الحل

1. ( )lim 2 1
x

x
→−∞

− = ): ℝ منxمن أجل كل  و بما أن∞− ) 2 1f x x≤ ) فإن − )lim
x

f x
→−∞

= −∞ 

2. ( )lim 2 1
x

x
→+∞

− = )  و بما أن∞+ ) 2 1f x x≤   .∞+عند f من استنتاج نهاية   فهذا لا يسمح−
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)تحديد حلول المعادلة    )f x k=    

  
) للإنتاجالكلفة الإجمالية.  من السكر مقدرة بالقناطرqينتج أحد المصانع كمية             )C q ِبـ DAلصنع كمية q 

  :من السكر معطاة بالعلاقة

( ) 3 25 2 160 30000C q q q q= − + 0  حيث   + 20q≤ ≤  

)أحسب .1 )C q′ثم ادرس إشارة ( )C q′. 

 .Cرات الدالةشكل جدول تغي .2

 . باختيار نافذة مناسبةCمثل على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني للدالة .3

  .50000DAنريد معرفة كمية السكر التي يجب إنتاجها حتى تكون كلفة الإنتاج هي .4
 .C للدالةطلاقا من التمثيل البيانيضع تخمينا حول هذه الكمية ان •
 .2برهن صحة التخمين باستعمال نتائج السؤال •
 لكمية السكر المنتجة قدرت كلفة إنتاجها الإجمالية 0,01باستعمال حاسبة بيانية عين المدور إلى  •

 .50000DAبـِ 
 

    على نهج عمر الخيام   

  
∗ المعرفتين على التوالي علىg وfنعتبر الدالتين            

ℝو ℝ  

) :  بـِ  ) 1
f x

x
)    و    = ) 2 2g x x x= − +.  

  التمثيلينgC وfCمثل على نفس شاشة حاسبة بيانية .1

  . على الترتيبg وf البيانيين للدالتين
 .gC وfCضع تخمينا حول عدد نقط تقاطع المنحنيين .2

 ، المعادلة0 يختلف عنxبين أنه من أجل كل عدد حقيقي .3

( ) ( )f x g x= 3 تكافئ المعادلة 2 2 1 0x x x− + − =.  

   بـِ ℝ المعرفة علىhنعتبر الدالة .4
( ) 3 2 2 1h x x x x= − + − 

 .ℝ علىh أدرس اتجاه تغير الدالة•              

) أحسب •               )0h و ( )1h. 

) برهن أن المعادلة•               ) 0h x   .ℝعلىc تقبل حلا وحيدا=

 .−210سعته cلحلد حصرا لأوجتعمال حاسبة بيانية   باس•              

  

  )م1040-1131( �� ا����م 
 و����� ه��   ���	 و���
 و��
	 ر������ت    

�� ���� ��� إ���اه�	       ��
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  وجود مستقيم مقارب مائل   
              

] المعرفة علىfنعتبر الدالة             [0;+ ) بـِ ∞ )
3 2

2

2 2 1

1

x x x
f x

x

− + +=
+

  

)و ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم .  

)تمثيل المنحني )fCعلى شاشة حاسبة بيانية أو على مجدول يوحي بوجود مستقيم   

) مقارب مائل   .∞+ عند∆(

)للمستقيمفي رأيك لماذا ؟ أعط معادلة  )∆.  

  

    التخمين بواسطة مجدول •

  :أنجز باستعمال مجدول ورقة الحساب الموالية ∗          
) عبارة2B أحجز في الخلية∗             )f x  

) عبارة2C أحجز في الخلية∗             ) /f x x ) 2 / 2B A=(   

) عبارة2D أحجز في الخلية∗             ) 2f x x−  )2 2* 2B A= −(  

   ثم اسحب نحول الأسفل إلى2D إلى غاية2B حدد الخلايا من∗            
  .26 غاية الخط

)ع تخمينا حول  ض∗             )
lim

x

f x

x→+∞
) و  )lim 2

x
f x x

→+∞
−  .  

) ضع حينئذ تخمينا حول معادلة المستقيم المقارب للمنحني∗             )fC  

  .∞+عند
 

  إثبات صحة التخمين •

  .∞+ عندfأدرس نهاية الدالة ∗            

] منx تحقق أنه من أجل كل∗             [0;+ ∞ ،( ) 2

2
2 1

1
f x x

x
= − +

+
.  

 أحسب ∗            
2

2
lim

1x x→+∞ +
) ثم استنتج   ) ( )lim 2 1

x
f x x

→+∞
− −    

  . ضع خلاصة∗            
) أدرس وضعية المنحني∗             )fCستقيم  بالنسبة إلى الم( 2 ذو المعادلة∆( 1y x= −.  

) مثل ∗              )fCو (   . معا على شاشة حاسبة بيانية مع اختيار نافذة مناسبة∆(

} المعرفة علىfنعتبر الدالة  :تطبيق }1−ℝ ِبـ ( )
2 2 1

1

x x
f x

x

+ +=
−

  

  .أنجز نفس العمل السابق بوضع تخمين ثم البرهان على صحته
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  موضوع محلول

  : بـℝِ المعرفة على f        نعتبر الدالة
( ) 5 3 23 7 2 7f x x x x x= + + + +  

10 من أجل fمثل على شاشة حاسبة بيانية الدالة .1 10x− ≤ ≤.  
 .∞+ و∞− ���fأدرس "�
��+ ا��ا�� .2

)خمن عدد حلول المعادلة .3 ) 0f x =. 

)بين أن المعادلة .4 ) 0f x  .−1 و−2محصورا بينα تقبل حلا =

 .0,001 سعتهαعين، باستعمال حاسبة بيانية، حصرا للعدد .5

 :ℝ منx بحيث من أجل كلc وa،bعين الأعداد الحقيقية .6

( ) ( )( )2 31f x x ax bx c= + + +  

) لمعادلةل الوحيد ل هو الحαبين أن .7 ) 0f x   .ℝعلى  =

  حل مختصر                                           تعاليق                            

     1 (  

:     ضبط النافذة
10 10

20 20

x

y

− ≤ ≤
− ≤ ≤

  

     2(
����  :( ) 5lim lim
x x

f x x
→−∞ →−∞

= = −∞  

)   و   ) 5lim lim
x x

f x x
→+∞ →+∞

= = +∞  

  يمكن أن نخمن انطلاقا من التمثيل البياني على شاشة) 3     
) الحاسبة أن للمعادلة ) 0f x   . حلا وحيدا=

   و منه ℝ دالة كثير حدود فهي إذن مستمرة علىfالدالة) 4     
] على ]2; 1− )لدينا. − )2 25f − = ) و − )1 8f −   و بما أن. =

( ) ( )2 1 0f f− × −    فحسب مبرهنة القيم المتوسطة المعادلة>

( ) 0f x ] تقبل على الأقل حلا في المجال= ]2; 1− −.  

     5 (  
  

1,569:      لدينا 1,568α− < < −  
  

1a:بعد النشر و المطابقة نجد) 6       =،2b 7c و= =.  
)بوضع ) 7       ) 3 2 7g x x x= + 2  و بما أن+ 1 0x + ≠  

)فإن ) 0f x ) يعني= ) 0g x   . ℝ متزايدة تماما علىgالدالة. =

) : لدينا )lim
x

g x
→−∞

= ) و ∞− )lim
x

g x
→+∞

=   إذن حسب. ∞+

)لةمبرهنة القيم المتوسطة المعاد ) 0g x   .ℝ تقبل حلا وحيدا في=

  

  
  

   ∞−نذكر أن نهاية دالة كثير حدود عند -
  . هي نهاية حدها الأعلى درجة∞+ و عند

  
) حلول المعادلة-  ) 0f x    هي فواصل نقط=

 مع محور f تقاطع المنحني الممثل للدالة
الفواصل و بالتالي عدد الحلول هو نفسه عدد نقط 

  .التقاطع
 القيم المتوسطة يجب التحقق ة قبل تطبيق مبرهن- 

  .من توفر شروطها
  
 نأخذ 0,001حصول على حصر سعتهل ل- 

  . عند ضبط النافذة0,001الخطوة
 يمكن كذلك تعيين قيمة مقربة لفاصلة نقطة - 

  .التقاطع ثم استنتاج الحصر المطلوب
  
  
  .ادلة بمعادلة مكافئة لها نستبدل مع- 
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   مع إرشاداتموضوع

  . في الخانة المقابلة له×       من بين الأجوبة المقترحة بالنسبة لكل سؤال جواب واحد فقط صحيح يطلب وضع العلامة
  .لوب    تبرير الاختيار غير مط

 . نقطة لكل جواب صحيح0,5تمنح  •

 . نقطة بالنسبة لكل جواب خاطئ0,25تنقص •

 . لا تضاف و لا تنقص أي نقطة في حالة عدم الإجابة •

  . للمترشح في التمرين0إذا كان مجموع العلامات سالبا تمنح العلامة •

[ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة      [2;+ ):  بـِ∞ ) 5
2 3

2
f x x

x
= − + −

−
)  و ليكن )C تمثيلها البياني في   

)     معلم متعامد و متجانس  ); ;O i j
� ��

.  

)عبارة أخرى لـِ .1 )f xهي   :( )
22 7 11

2

x x
f x

x

− +=
−

    صحيح  .
  خاطئ

)يقبل المنحني .2 )Cمستقيما مقاربا موازيا لمحور التراتيب معادلته : 

2x =.  

  صحيح
  خاطئ

 

3. ( )lim
x

f x
→+∞

= −∞.  
  صحيح
  خاطئ

2لةالمستقيم ذو المعاد .4 3y x= − ) مستقيم مقارب مائل للمنحني+ )C  

  .∞+عند

  صحيح
  خاطئ

 

)تقبل المعادلة .5 ) 6f x   . حلين من إشارتين مختلفتين=
  صحيح
  خاطئ

 

 إرشادات

)لـِقم بتوحيد المقامات في العبارة الأولى  .1 )f x. 

 في حالة قراءة النهاية على شاشة حاسبة بيانية يجب التفكير في اختيار. 2 عندfلابد من دراسة نهاية الدالة .2

  . نافذة مناسبة

  .∞−عند fأدرس نهاية الدالة .3

)عين في البداية عبارة  .4 ) ( )2 3f x x− −  .∞+عند ثم أدرس نهايتها +

[ معرفة فقط على المجال fيمكنك استعمال حاسبة بيانية و لكن لا تنسى أن الدالة .5 [2;+ ∞.  
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2 3 4 5-1-2

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

������ر�� ����  

   ـ ا"! ��ار��1

       f و  gمعرفتان على    دالتان[ ] و−2;5[ ]4;3− 

هو التمثيل البياني لهما في ي على الترتيب ، الشكل التال

 .  معلم 

 
 

 
 
 
 

  

  

  

  

  

  

  

] مستمرة على fهل الدالة  )   1    ؟−2;5[

] مستمرة على  gل الدالة  ه) 2   ؟−3;4[

  .  مستمرةfيها الدالة  ون علاذكر مجالات تك) 3

  . مستمرةgيها الدالة  اذكر مجالات تكون عل) 4

معرفة على   f هو التمثيل البياني لدالة ي       الشكل التال

[   .في معلم متعامد و متجانس−5;2[

  

  

  

  

  

  

  

  : مستمرة على المجالات التالية f هل الدالة  

[ ]2;0− ، [ ]2;1−، [ ]1;5، [    ؟−5;2[

      

  : كما يليℝ  المعرفة علىf   نعتبر الدالة      

           ( ) ] ]
( ) ] [

2 5 ; ;2

7 ; 2;

f x x x

f x x x

 = + ∈ −∞
 = − + ∈ + ∞

   

 في معلم متعامد و متجانس fارسم المنحني الممثل للدالة ) 1
  .من المستوي

   ؟ لماذا ؟ℝمستمرة على fهل الدالة ) 2
  : كما يليℝ  المعرفة علىf       نعتبر الدالة  

     
( ) ] ]
( ) ] [

2 ; ;1

; 1;

f x x x

f x x x

 = − + ∈ −∞


= ∈ + ∞
        

 في معلم متعامد و متجانس fارسم المنحني الممثل للدالة ) 1
  .من المستوي

  ؟ لماذا ؟ℝمستمرة على fهل الدالة ) 2
]  المعرفة علىf        نعتبر الدالة    : كما يلي2;0]

        ( ) ( )1f x x E x= + +  

) ،x، حسب قيمكتبأ) 1 )f x عبارةال بدون( )E x.  

 في معلم متعامد و متجانس fرسم المنحني الممثل للدالة أ )2
  .من المستوي

]مستمرة على fهل ) 3   ؟2;0]

  .مستمرة fيها عين المجالات التي تكون ف) 4
  : كما يليℝ  المعرفة علىf       نعتبر الدالة

     
( ) ] [
( ) [ [2

3 ; ;1

1 ; 1;

f x x m x

f x x x

 = + ∈ −∞


= + ∈ +∞

 ( )m ∈ℝ             

]مستمرة على fهل الدالة ) 1  [؟ على∞+;1]   ؟∞−1;]

 مستمرة f بحيث تكون الدالة  m العددكيف تختار) 2
  .ℝعلى
   .fارسم المنحني الممثل للدالة ) 3

 بحيث يكون جزئي المنحني في  mنختار العدد: مساعدة
]المجالين [ و∞+;1]   .متصلين∞−1;]

     fالدالة المعرفة على هي ℝبـ:  

       ( ) [ [
( ) ] [

2 3 ; 1;

..... ; ;1

f x x x x

f x x

 = + − ∈ +∞
 = ∈ −∞

  

1 

5 

2 

3 

7 

4 

0 1

1

x

y

fC 

0 1

1

x

y

gC 

6 
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2 3 4

2

-1

-2

0 1

1

x

y

) اقترح عبارة لـ• )f x على المجال ]  حتى ∞−1;]

  .ℝمستمرة على  fتكون الدالة 
     ا"! ��ار��  و ا
�'�د"ت ـ2

  : كما يليℝالمعرفة على   fنعتبر الدالة        

( )

] [

[ ]
] [

2

1 ; ;0

2 1 ; 0;6
3

2 13 ; 6;

x x

x
f x x x

x x

 − + ∈ −∞

= − + + ∈


− + ∈ + ∞


  

    .fمثل في معلم متعامد و متجانس منحني الدالة ) 1
   ؟ℝمستمرة على   fهل الدالة ) 2
)معادلة عين بيانيا حلول ال) 3 ) 0f x =.  

 معرفة على fدالة المنحني البياني ل يمثل الشكل التالي      
[ ]0;4 

 
 
 

   
  
  
  
  . f  الدالةشكل جدول تغيرات) أ) 1
]  مستمرة على المجال fهل الدالة  ) ب    ؟4;0[

]على المجال ) أ) 2 المعادلة ما هو عدد حلول  4;2[

( ) 3

2
f x   ؟=

  ).أو الحل( لهذه الحلولبقراءة بيانية أعط قيمة مقربة) ب
  :         بـℝالمعرفة على  f       نعتبر الدالة 

      3( ) 2 2 3 0f x x x= + + =   
)'احسب ) 1 )f x و شكل جدول تغيرات الدالة f.   
)بين أن المعادلة ) 2 ) 0f x   ،αدا يح تقبل حلا و=

1   حيث  0α− < <.  
 سعته αباستعمال حاسبة بيانية أوجد حصرا للعدد ) 2
25 10−×   

]المعرفة على fنعتبر الدالة            :  بـ3;1[

       ( ) 3 25 3 4f x x x x= − + +  

)'احسب  )1 )f x و شكل جدول تغيرات الدالة f.   
)بين أن المعادلة ) أ ) 2 ) 0f x  في αدا يحتقبل حلا و=

]المجال  ]1;2.  

  .−310 سعته αباستعمال حاسبة عين حصرا للعدد )  ب
       f هي الدالة المعرفة على [ [0;+   :  بـ∞

               ( )f x x x= +  

]مستمرة على   fبرر لماذا الدالة ) 1 [0;+    ؟∞

  . و شكل جدول تغيراتها f الدالة  تغيردرس اتجاهأ) 2
)احسب ) 3 )3fو ( )4f.استنتج أن المعادلة   

( ) 5f x   .αدا يح تقبل حلا و=

1 سعتهαعط حصراً  لـ أباستعمال حاسبة ،) 4

10
 .   

  : دالة كثير الحدود المعرفة كما يلي ال  f       لتكن 
    ( ) 4 3 23 4 6 12 5f x x x x x= − − + −  

)احسب ) 1 )'f x مشتقة الدالة f أنه من أجل  ثم تحقق 

)  :ℝ منxكل ) ( ) ( )2
' 12 1 1f x x x= − +.  

   .هاتغيراتو شكل جدول   fاستنتج تغيرات الدالة ) 3
)استنتج عدد حلول المعادلة ) 4 ) 0f x =.  

ال الآلة الحاسبة اعط قيمة مقربة لحل المعادلة باستعم) 5

( ) 0f x [ الذي ينتمي إلى= [2; 1− −.  

   :  كما يليf       يعطى جدول تغيرات دالة 
+∞         0          1 -       −∞  x  
5                        0  

            2-                     −∞  ( )f x  

 أعط في كل حالة من الحالات التالية عدد حلول المعادلة 
  :ℝالمقترحة في

   1 (( ) 7f x =   

   2(  ( ) 5f x = −  

   3 (( ) 0,5f x = −  

   :  كما يليfيعطى جدول تغيرات الدالة         
+∞           2          −∞  x  
0                          +∞  

              3-  ( )f x  

) ما هو عدد حلول المعادلة  ) 1f x   .برر الجواب. ؟ =

8 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

9 
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  :  كما يليf       يعطى جدول تغيرات الدالة 

+∞          1          1-      −∞  x  
 +∞                     2  

             1-                    −∞  ( )f x  

)ما هو عدد حلول المعادلة ) 1 ) 0f x   . ؟ برر=

)ما هو عدد حلول المعادلة  )2 ) 5f x =    .برر  ؟−

 المعرفة بجدول h و f  ،g      من أجل كل من الدوال  
تغيراتها ، اذكر عدد حلول المعادلة المعطاة محددا لكل منها 

  : المجال الذي  ينتمي إليه الحل
) ) أ ) 2f x = −   

+∞         3-           4 -      −∞  x  

         +∞                         +∞                                                        
−∞           −∞                                

( )f x

  

)) ب ) 0g x =  

+∞      5        2         4 -     −∞  x  
            4                 2 -                                                                                   

−∞                3-               −∞              
( )g x

  

))  ج ) 3h x =  

+∞      5         3         4-    −∞  x  
          5 -           +∞             3        

−∞             −∞          9 -                                   
( )h x

  

  : كالتالي   f  يعطى جدول تغيرات الدالة      

  5                    1               3 -       x  
   4                                     2                                                                                                                           

       6 -                                 
( )f x

  

) عين عدد حلول المعادلة  )f x m= في المجال 

[   .عدد حقيقي معطى m حيث −5;3[

        f   هي الدالة المعرفة على∗
ℝكما يلي   :  

              ( ) 31
f x x

x
= −  

على شاشة  fالشكل التالي هو التميثل البياني للدالة ) 1

1yذي معادلته  المالحاسبة و المستقي =  

  

  

  

  

  

)خمن عدد حلول المعادلة ) أ ) 1f x =.  

باستعمال ) أو الحلول ( للحل −210اعط المدور إلى ) ب

  .الحاسبة

  .ثم شكل جدول تغيراتها fادرس تغيرات الدالة ) أ) 2

  ) .2ه في السؤال برهن التخمين الذي أجريت) ب

      f   هي الدالة المعرفة علىℝ بـ :  

          ( ) 3 22 3 12f x x x x= − −  

  . و مثل جدول تغيراتها fادرس تغيرات الدالة ) 1

2 (k عدد حقيقي ، ادرس عدد الحلول في ℝ للمعادلة 

( )f x k=.  

)بين أن المعادلة ) 3 ) 8f x اعط .α تقبل حلا واحدا =

  .مستعملا الحاسبة البيانية−210 بتقريب αحصرا لـ

       f   هي الدالة المعرفة علىℝ بـ  :  

         ( ) 3 22 3 5f x x x x= − + − +  

)'احسب) 1 )f x  و شكل جدول تغيرات f .  

3استنتج أن المعادلة) 2 22 3 5x x x− + − =   تقبل حلا −

  −210 بتقريب αاعط حصرا لـ.αواحدا 

3بين أن المعادلة ) 1       2 1 0x x+ −  تقبل على =

]الأقل حلا في المجال ]0;1.  

 0,04باستعمال حاسبة أوجد حصرا لهذا الحل سعته ) 2

  بين أن كل دالة كثير حدود درجته فردية تقبل على      

  .الأقل جذرا حقيقيا

] دالة مستمرة على f لتكن         و تأخذ قيمها في 1;0[

[ )بين أن المعادلة  . 1;0[ )f x x= تقبل على الأقل حلا 

  .واحدا
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0 1

1

x

y

(C f)
(C g)

(C h)

  ـ � ��ت ,+* ا
	(���ت3

  تعيين النهايات بيانيا

   نعرف ثلاث دوال28إلى  25في التمارين من   
 f ، g  وhانظر الشكل التالي(ها  البيانية  بتمثيلات (  
  
  
  
  
  
  
  
  

 .h وf، g شكل جدول تغيرات كل من الدوال       
  موضحا النهايات عند حدود مجموعة التعريف

لكل ) إذا كان ذلك ممكنا (∞+ عين النهايات عند )1      
  :من الدوال التالية 

f   ) أ    g+ ، f h+ ، g h+     
f   )  ب g× ، f h×،  g h×  

  . لنفس الدوال السابقة∞−عين النهايات عند ) 2 
إذا كان ذلك  (∞− و عند ∞+عين النهايات عند       
  :لكل من الدوال التالية ) ممكنا

)  أ     
f

g
 ، 

h

g
 ، 

f

h
      

)       ب
1

f
g

+ ،  
1

2h
f

−  

  :احسب النهايات التالية في حالة وجودها      

)   )أ    ) ( )
2

lim
x

f x g x
>→

+    

)  ) ب   ) ( )
2

lim
x

f x g x
<→

×    

  )  ج 
( )
( )2

lim
x

g x

f x→
   

  )  د 
( )
( )

lim
x

h x

f x→+∞
  

  

  العمليات على النهايات
  : عين النهايات التالية       

 
1

lim 3 2
x

x
x→+∞

 + − • 
 

            ( )2 2
lim

x
x

x→−∞
+ •   

  ( )
0

3
lim 2 1

x
x

x<→
− + + • ( )

1

1
lim 1

1x
x

x>→ −
− −

+
•  

  عند حدود مجوعة التعريف f       عين النهايات للدالة 
     fD.  

 ( ) 2
1

f x x
x

= + •
+

  ، ] [; 1fD = −∞ −   

 ( ) 3
1 2

2
f x x

x
= − + •

−
  ، ] [2;fD = + ∞  

( ) 2

1 1
2

1 1
f x

x x
= − + •

− −
] [;1fD = −∞  

عند حدود مجوعة  f       عين النهايات للدالة 
  fDالتعريف

 ( ) ( )2 1f x x x= − + •  ، [ [1;fD = − +∞   

 ( ) 1 2

1

x
f x

x x

−= + •
−

  ، ] [0;1fD =  

( )
2

2
1

x
f x

x
= + •

−
،] [ ] [; 1 1;fD = −∞ − ∪ +∞  

  نهايات الدوال كثيرات الحدود و الدوال الناطقة
 في كل ∞+ و عند∞−عند   fعين النهايات للدالة      

  :حالة من الحالات التالية
    1   (( ) 3 5 1f x x x= + −    

    2   (( ) 3 23 2f x x x= − +   

    3   (( ) ( ) ( )3 1 1f x x x x= − + − −  

    4  (( ) ( ) ( )3 22 31 2f x x x= − −   

    5  (( ) 4 22 6f x x x= − + −   

    6   (( ) ( )( )2 22 3 1f x x x= − + −  

 محددا ∞+ و عند∞−عند   fين النهايات للدالة      ع
  :تعريف في كل حالة من الحالات التاليةمجموعة ال

1 (( ) 5

2 1

x
f x

x

−=
+

    ، 2 (( )
22 4 3

1

x x
f x

x

− +=
− +

 ،  

25 

26 

27 
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3 (( )
( )2

2

2

x
f x

x
=

−
   ، 4 (( )

2

2

2 1

2

x x
f x

x x

+ +=
+ −

   

5 (( )
3

2

1

1

x
f x

x

−=
+

      ، 6(( )
3

2

1

1

x
f x

x x

+=
− −

،   

7 (( )
2

2

1

1 4

x x
f x

x

− +=
−

  ، 8 (( ) 2

5 2

3

x
f x

x

−=
+

  

  :احسب  النهايات التالية      

1

5 3
lim

2 2x

x

x→

+
−

  ، 
3

2 1
lim

3x

x

x→

− +
−

   ، 
2

2

3
lim

2x

x

x→−

−
+

،    

( )
2

21
2

1
lim

2 1x

x

x→

+
−

 ، 
2

22

5 2
lim

4x

x

x→

−
−

، 
2

21

5 6
lim

1x

x x

x→

+ −
−

  

   
2

21

2 3 4
lim

2x

x x

x x→−

− −
− −

 ، 
2

22

2 3 4
lim

2x

x x

x x→

− −
− −

   

   
2

23
lim

4 3x

x

x x→ − +
     ، 

22

3 6
lim

2x

x

x x→−

+
+ −

  

��ر��4�
����ت ا 0�
    ـ ا

[ المعرفة على fلتكن الدالة         [2;+   :   بـ ∞

   ( ) 2

2
1

4
f x

x
= +

−
)   و  )fCتمثيلها البياني .  

عين المستقيم المقارب الأفقي و المستقيم المقارب •

)العمودي للمنحني )fC.  

) حدد وضعية المنحني• )fCى مستقيمه  بالنسبة إل

  .المقارب الأفقي
[ المعرفة على fلتكن الدالة         [1;+   : بـ ∞

 ( )
2 4 1

1

x x
f x

x

− + −=
−

)  و )fC تمثيلها البياني   

)عين ) 1 )lim
x

f x
→+∞

  

بحيث من أجل كل  a  ،b ، cعين الأعداد الحقيقية )أ) 2

] [1;x∈ + ∞ :( )
1

c
f x ax b

x
= + +

−
  

)استنتج أن المنحني ) ب )fC يقبل المستقيم D  الذي

3yمعادلته  x= −   ∞+ مقارب عند م كمستقي+

  . ثم فسر النتيجة هندسيا  ،1 عند fعين نهاية ) 3
  

) بين أن المنحني)1        )C الذي معادلته   
22 5 11

2 3

x x
y

x

+ +=
+

3 حيث

2
x ≠ الذي  Dيقبل المستقيم −

1yمعادلته  x=   .∞− مقارب عند م كمستقي+
) ادرس الوضعية النسبة للمنحني )2 )C و المستقيم D .  

1yالذي معادلته  Dبين أن المستقيم  )1       x= − 
) للمنحني∞− و عند ∞+مقارب عند  ممستقي )C  الذي

معادلته   
( )

3 2

2

3 3 3

2

x x x
y

x

+ + +=
+

.  

) ادرس الوضعية النسبة للمنحني )2 )C و المستقيم D  

)ارسم تمثيلا بيانيا ممكنا       )C لدالة f  معرفة على   

     { }1−ℝحيث:  

 ( )C 1x يقبل مستقيما مقاربا معادلته • =.  

 ( )C 1yمعادلته ∞+ يقبل مستقيما مقاربا عند • =  

 ( )C 2yمعادلته ∞− يقبل مستقيما مقاربا عند • = −  

 f [ متزايدة على • [ و على ∞−1;] [1;+∞  

)المعادلة •  ) 0f x    .3 و -1تقبل حلين هما =

[علىالمعرفة  f x  لتكن الدالة العددية        [3;+∞  

كما يلي        
( )
2

2

6
( )

3

x x
f x

x

− −
=

−
  

)  احسب)1 )
3

lim
x

f x
>→

ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني  .

   ؟ fالممثل للدالة 
)احسب ) 2 )lim

x
f x

→+∞
  يقبل fاستنتج أن منحني الدالة . 

 يطلب تعيين معادلة له ، ثم ادرس Dر مستقيما مقاربا آخ
  . Dوضعية المنحني بالنسبة إلى 

21ادرس إشارة ) 1       x−   
[على  المعرفة f  لتكن الدالة العددية) 2   :كما يلي ∞+;1]

            
3 2

2

2 1
( )

1

x x x
f x

x

− − +
=

−
  

  ∞+ و عند1د عن fاحسب نهاية الدالة ) أ
[من xتحقق أن من أجل كل عدد حقيقي ) ب [1;+∞:  

              2

1
( ) 2

1
f x x

x
= − −

−
  

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 



 53

يقبل مستقيمين مقاربين   fبين أن المنحني الممثل للدالة ) ج
  .يطلب تعيين معادلة لكل منهما

[على المعرفة f  لتكن الدالة العددية        [; 1−∞ −  

  :كما يلي 
22

( )
1

x x
f x

x

− −
=

+
  

  بحيث من أجل كل a  ،b ، cعين الأعداد الحقيقية ) 1

 xمن ] [; 1−∞ − :( )
1

c
f x ax b

x
= + +

+
  

) احسب) 2 )
1

lim
x

f x
<→−

 ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني .

   ؟ fالممثل للدالة 
الذي  D يقبل المستقيم   fبين أن المنحني الممثل للدالة ) 3

1معادلته  2y x=  مقارب، ثم ادرس وضعية م كمستقي−
  . Dالمنحني بالنسبة إلى 

�2
1ر��  �          

 هي f'المعرفة بجدول تغيراتها التالي،   f لتكن الدالة 
   fمشتقة الدالة 

+∞        1         1-      3-  −∞  x  
     +      0    -         -   0+      ( )'f x  

 ...              +∞          6 -  
          2                ...        −∞  

( )f x  

[معرفة على  f نقبل أن الدالة  [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ − + ∞  

):  بـ )
1

c
f x ax b

x
= + +

+
   

   أعداد حقيقيةcو  a ، b  حيث 

)احسب ) 1 )'f x بدلالة a ، b  وc .  

  : بالاستعانة بجدول التغيرات بين أن) 2

      1 , 1 , 4a b c= = − =  

  .أتمم جدول التغيرات بتعيين النهايات المنقوصة) 3

يقبل المستقيم             f الممثل للدالة fCبين أن المنحني ) 4

D  1الذي معادلتهy x=  ∞− كمستقيم مقارب عند−

  ∞+وعند

  .Dبالنسبة للمستقيم fCادرس وضعية المنحني•

  

  المعرفة x للمتغير الحقيقي f  العدديةلتكن الدالة       

} على  }1− −ℝكما يلي : ( )
( )

3

2
1

x
f x

x
=

+
      

)نسمي  )C المنحني الممثل للدالةf في المستوي المنسوب 

  .إلى معلم متعامد و متجانس 
  .- 1عند و∞−عند  و∞+احسب نهايات الدالة عند )  1
2yالذي معادلته  Dبين أن المستقيم ) 2 x=  م مستقي−

) للمنحني∞− و عند ∞+مقارب عند  )C.  

) لمنحنيادرس وضعية ا) 3 )C بالنسبة إلى المستقيم D .  
x حيث من اجل كل nعين أصغر عدد طبيعي ) 4 n≥ 

): يكون لدينا ) ( ) 1
2

10
f x x− − ≤  

}على المعرفة f  لتكن الدالة العددية       }1−ℝكما يلي:  

             
( )2

2
( )

1
f x x

x
= −

−
  

)بين أن المنحني) 1 )C الممثل للدالة f يقبل مستقيما 
  . يطلب تعيين معادلته∞+ و عند ∞− عند∆مقاربا مائلا

)ادرس الوضعية النسبية لـ) 2 )Cو∆.  

5��   ـ ا
4ا
� ا
��آ

      f و g دالتان معرفتان على ℝبـ :  
         2( )f x x= و ( ) 3 2g x x= −  

لتعيين    .g متبوعة بالدالة f الدالة هي مركبhالدالة ) 1
( )h xانقل ثم أتمم   

                     
g

֏         
f

x֏  
)عين عبارة )h x.  

  .f متبوعة بالدالة g لدالة مركب ϕعين الدالة ) 2
∗ وℝ المعرفتين على g و f      نعتبر الدالتين 

ℝ 

)2على الترتيب بـ ) 1f x x= 1  و+
( )

x
g x

x

−=  

fعين مجموعة تعريف كل من ) 1 gو� g f�.  
) احسب)2 ) ( )f g x�  و  ( ) ( )g f x�.  

على شكل مركب دالة تآلفية ودالة  f      اكتب الدالة 
  : في كل حالة من الحالتين التاليتينمرجعية

) ) أ ) 3 2f x x= 3)      ب−
( ) 2f x

x
= −  
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 v متبوعة بـu على شكل مركب دالتين f        اكتب 
  : في كل حالة من الحالتين التاليتين

)2)  أ ) 1f x x x= + 1)        ب+
( )

1

x
f x

x

+=
−

        

[المعرفة على f        نعتبر الدالة    : كما يلي 2;0[

              2
( )

4

x
f x

x

−=  

   .v متبوعة بـu على شكل مركب دالتين fاكتب 
معرفة   f        الشكل التالي يمثل المنحني البياني لدالة 

[على [0;+ في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه  .∞

u حيث uعين مجموعة تعريف الدالة المركبة  f g= �   
  . و النهايات عند حدود المجموعة

  
  
  
  
  
  
1 (( ) 2 1g x x= −   .ℝ المعرفة على +

2( ( ) 2 1g x x= [ المعرفةعلى− [1;+ ∞  

  :  مع 51 التمرين ة      نفس أسئل

1 (( ) 2
g x

x
∗  المعرفة على =

ℝ  

2( ( )
1

x
g x

x
=

+
[ المعرفة على [; 1−∞ −  

  :  بـ ℝ  المعرفة على f لتكن الدالة       
            ( ) 21f x x= −   

  :هي الدالة الممثلة بمنحنيها البياني في الشكل التالي gو 
  
  
  
  
  
  

1حدد النهايات عند حدود مجموعة التعريف للدالة ) 1

f
  

h  حيث hلتكن الدالة ) 2 g f= �  
  .ℝ معرفة على hبين أن الدالة )    أ
  .∞+ و عند ∞−عند hعين نهايات الدالة  )  ب
  : بجدول تغيراتها التالي   f نعرف الدالة       

+∞         1             2-        −∞  x 

               2  
  
1                                       −∞  

( )f x

  

1 حيث g حدد مجموعة تعريف الدالة )1 
g

f
=   

  .عند حدود مجموعة تعريفها gيات للدالة  عين النها)2
      f   وg دالتان معلومتان بجدولي تغيراتهما التاليين: 

+∞       1             0        1  -  −∞  x 

       +∞                               1    
  
1            −∞  

( )f x

  

 

+∞        1        0       1 -      −∞  x 

+∞                                   +∞  
                     

                     0                  

( )g x

  

��h  7 نعتبر الدالة )1h f g= �  

} هيhاشرح لماذا مجموعة تعريف الدالة  }1,1− −ℝ.      

  .عة تعريفهاوعند حدود مجم h الدالة نهايات  عين)2

      ( )fCو ( )gCيلان البيانيان للدالتين ث  هما التمf   

  :هو مبين في الشكل المقابلكما   gو 
  
  
  
  
  
  
  

1 1 
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2 1

0 1

1
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( )fC 
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y
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hحيث  hبين أن الدالة ) 1  f g= عرفة على م �
[المجموعة [ ] [; 1 0;−∞ − ∪ + ∞  

   عند حدود مجموعة تعريفهاhعين النهايات للدالة ) 2
المعرفتين على الترتيب g وfنعتبر الدالتين       

]على ∗ و ∞+;0]
ℝيث الدالة  حf معلومة بجدول   

  :تغيراتها التالي
+∞                        0  x  

+∞  
    0  

( )f x  

)بتمثيلها البيانيمعلومة  gو الدالة  )gC المبين في الشكل 

  :التالي
  
  

      

   
  
h  حيثh  مجموعة تعريف الدالةبين أن) 1 f g=  هي �

[ [ [ [1;0 1;hD = − ∪ + ∞  

  . عند حدود مجموعة تعريفهاhاحسب نهايات الدالة ) 2
   :   علما أن      

       ( )lim
x

f x
→−∞

= )و∞+ )lim
x

f x
→+∞

= −∞  ،  

) عين  )( )lim
x

f f x
→−∞

) و � )( )lim
x

f f x
→+∞

�  

  :علما أن        

( )lim
x

f x
→−∞

= +∞  ،( )lim
x

f x
→+∞

= −∞  ، 

( )lim 0
x

g x
→−∞

)  و = )lim
x

g x
→+∞

= +∞  

) عين  )( )lim
x

g f x
→+∞

) و � )( )lim
x

g f x
→−∞

�   

)  و  )( )lim
x

f g x
→+∞

�  

  :  بـℝ المعرفة على hنعتبر الدالة        

           ( ) 22 5 1972h x x x= − +  

يطلب ) g متبوعة بـ f(كمركب دالتين hعبر عن ) 1
  .تعيينهما

)عين ) 2 )lim
x

f x
→−∞

  

)استنتج) 3 )lim
x

h x
→−∞

  

[  المعرفة على f لتكن الدالة          : بـ ∞+;0]

            ( )
3

2

2
1f x

x

 = − 
 

   

  .كمركب دالتين   f اكتب )1
  .∞+ و عند0 عند fالة استنتج نهاية الد) 2
 البيانية التي تستنتجها بالنسبة للمنحني تما هي التفسيرا) 3

  . fالممثل للدالة 
:       باستعمال نهاية مركب دالتين،عين النهايات التالية 

lim 2 1
x

x
→+∞

+،2lim 1
x

x x
→−∞

+ +،1
lim

2x

x

x→+∞

+
−

 ، 

1

2
lim

1x

x

x<→ −
،2lim 2 1 5

x
x

→−∞
− +،2

2
lim 1 4

x
x

<→
− −  

[     علما أنه من اجل كل     [0;x∈ + ∞:   

     ( ) 1
0 f x

x
≤ ) ، ما هي ≥ )lim

x
f x

→+∞
   ؟    

]      علما أنه من اجل كل  [0;x∈ + ∞ :   

    ( ) 1

2

x x
f x

x x

+≤ ≤
+

) ، ما هي  )lim
x

f x
→+∞

   ؟

   :x∈ℝ       علما أنه من اجل كل 
      ( ) 32f x x≤ ) ، ما هي − )lim

x
f x

→+∞
  

   h لدالة hCل البياني        الشكل الموالي هو التمثي

  :هو المنحني الذي معادلتهgC والمنحنيℝمعرفة على 
2

y
x

=  

  
  
  
  

∗ المعرفة علىfنعتبر الدالة 
ℝحيث :  

1x من أجل  ≥      ، ( ) ( ) 2
h x f x

x
≤ ≤  

0 و من أجل  1x< ≤   ، ( ) 2
f x

x
≥  

1x و من أجل  ≤ −  ،  ( ) ( )f x h x≥  
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تعريفها إذا كان عند حدود مجموعة  fالدالة   عين نهايات•
  .     ذلك ممكنا

[       بين أنه من أجل  [0;x∈ + ∞:
2

2

1

x

x x
≥

+
  

  استنتج نهاية
21

x

x+
  . ∞+ إلىxعندما يؤول 

  : حيثk و f ، g ، hثل الدوال م       في الشكل التالي ن

     ( ) 1
g x

x
[ على المجال= [0;+ ∞   

    ( ) 2h x x= )    و      − )k x x=   

  

  

  

  

  

  

  

  

  بالمقارنة fأتمم الجمل التالية و استنتج نهايات الدالة 

3,5xمن أجل) 1 ≥:( ) ....f x )إذن≤ )lim ....
x

f x
→+∞

=  

0من أجل) 2 1x< ≤:  

            ( ) ....f x ) إذن≤ )
0

lim ....
x

f x
→>

=  

2xمن أجل) 3 ≤ −: ( ) ....f x   ...... إذن ≥

[رفة على  المعf  نعتبر الدالة       ] [ [; 2 2;−∞ − ∪ +∞  

):     كما يلي ) 2 4f x x= −  

  . fبرر مجموعة تعريف الدالة ) 1

   h  �ـمتبوعة gمركب   fبحيث تكون  h و gجد دالتين ) 2

)ادرس إذن ) 3 )lim
x

f x
→−∞

) و  )lim
x

f x
→+∞

.  

2xمن أجل ) 4 2 قارن بين < 4x    .x و −

2lim استنتج •   4 2
x

x x
→+∞

− − .  

   المعرفة من أجل كل عدد  حقيقي f        نعتبر الدالة 

       1x ): بـ< ) 2

1

x
f x

x
=

+
  

1x كان بين أنه إذا) 1 1: فإن< 1

1 2x x
>

+
  

)استنتج ) 2 )lim
x

f x
→+∞

  

 5�' +
  ���ر�� 

      f  دالة معرفة علىℝعلى المجال، [ [1;+∞ 

قطع  وي1منحنيها البياني هو نصف مستقيم معامل توجيهه 
   .2محور التراتيب في النقطة التي ترتيبها 

[على المجال [;1−∞  fمعرفة بـ ( ) 2f x x m= − + 

  ؟ℝمستمرة على  f حتى تكون الدالة  mكيف تختار. 1
  . في معلم fمثل بيانيا الدالة . 2

       f  علىهي الدالة المعرفة] [0;+∞  

   و تمثيلها البياني في الشكل المقابل
  بقراءة بيانية احسب.1
))  أ )

0
lim
x

f x
→

) )   ،  ب )1f  

)) ج )2fد  ،     (( )lim
x

f x
→+∞

  

  نقبل أن من اجل كل عدد حقيقي . 2
  :xموجب تماما 

    ( ) 2 2
f x ax b

x
= + −  

   عددان حقيقيانb و aحيث 
  .باستعمال المعلومات السابقة b و aعين •
)بين ان المعادلة. 3 ) 0f x  α تقبل حلا واحدا =

   .1 و 0محصورا بين 
  −210سعته α عين حصرا لـ•

) استنتج إشارة• )f x.  

       f هي الدالة المعرفة على ∗
ℝبـ ( ) 1

f x
x

= −   

 وg لدالة المعرفة علىهي اℝبـ ( ) 21
3

3
g x x x= + +  

70 

69 

67 

0 1

1

x

y

gC 

hC

fC
kC

68
9 

71 

73 

72 



 57

2 3 4 5-1-2-3-4

2

3

4

5

6

-1
0 1

1

x

y

باستعمال الحاسبة البيانية خمن عدد نقط نقاطع ) أ.1
  . gو  fالمنحنيين لممثلين للدالتين 

   :xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم ) ب

( ) ( )f x g x= 3 معناه 21
3 1 0

3
x x x+ + + =  

   بـℝالمعرفة على hنعتبر الدالة .2

          ( ) 3 21
3 1

3
h x x x x= + + +  

  .ℝعلى hادرس تغيرات ) أ
)احسب) ب )1h ) و − )0h   

)ن المعادلة بين أ) ج ) 0h x    تقبل حلا واحدا=

باستعمال لحاسبة البيانية ، أعط حصرا لهذا لحل .ℝفي
  −210سعته 

   k و f ، g ، h       إليك جداول التغيرات لأربع دوال 
+∞                  3               −∞  x 

                  +∞                   1  
  1                       −∞                    

( )f x

  

  

+∞         1              1 -       −∞  x 

            ( )1g                       0  

                 
 0                       ( )1g −             

( )g x

  

  

+∞        2        0        2-     −∞  x 

       +∞        ( )0h       +∞  

                 
1            −∞        −∞            1   

( )h x

  

  

+∞        β        1 -      α    −∞  x 

 +∞           +∞         ( )k α          

                 
        ( )k β          −∞         −∞   

( )k x

  

  :أرفق بكل جدول دالة من الدوال التالية

� 
2

2

2
:

4

x
x

x

+
−

֏   ،     �  2
: 1

3
x

x
+

−
֏  

�  2
:

1
x x

x
+

+
֏   ،  �  

2
:

1

x
x

x +
֏  

عند رسم الحاسبة البيانية أظهرت الشاشتين التاليتين        
   :�ـ ℝالة المعرفة على منحني الد
          ( ) 3 22 3 1f x x x x= + + −  

  
  

      
  
  
)بقراءة بيانية اشرح لماذا المعادلة. 1 ) 0f x  تقبل حلا =

  ؟ αواحدا
  ؟α ما هو الحصر الذي يمكن إعطاؤه لـ. 2
3 .g  هي الدالة المعرفة علىℝ ـ�:   

       ( ) 4 3 21 1 3

2 3 2
g x x x x x= + + −  

)احسب) أ )'g x.  

  . gاستنتج تغيرات ) ب

      fهي دالة من الشكل  ( ) ax b
f x

cx d

+=
+

 ،  تمثيلها 

  :لحاسبة هو التاليالبياني على شاشة الآلة  ا

  
  
  
  

) عين عبارة   • )f x  

 هو fC وℝالمعرفة و المستمرة على fلتكن الدالة        

  تمثيلها البياني في الشكل التالي
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 مبينا فيه النهايات و القيمة  fلة شكل جدول تغيرات الدا. 1
  . مع محور الفواصلfCو نقط تقاطع fالحدية للدالة 

2 .g  هي الدالة المعرفة بـ( ) ( ) 2g x f x=      

  ؟ℝمعرفة على gبين لماذا ) أ
  .uوعة بـ متب f مركب الدالة g حيث تكون uجد دالة ) ب
  ∞− عندgباستعمال السؤال السابق ، ادرس نهايات ) ج

، ثم حدد معادلات المستقيمات المقاربة ∞+  و عند
  .المحتملة

2 .h و kدالتان معرفتان بـ  :  

 ( ) ( )h x f x= و    ( ) ( )
1

k x
f x

=  

   .k و hحدد مجموعة تعريف كل من ) أ
  عند حدود مجموعة k و hادرس النهايات للدالتين  ) ب

تعريفهما ثم عين معادلات المستقيمات المقاربة المحتملة 
  . لتمثيليهما البيانيين

[ المعرفة علىf       نعتبر الدالة   هو fCو ∞−2;]

 الذي ∆يلها البياني في الشكل المقابل، نقبل أن المستقيم تمث
1yمعادلته  2x الذي معادلته∆' و المستقيم= =  

  .fCمستقيمان مقاربان للمنحني

  
  
  
  
  
  
  :انطلاقا من هذا التمثيل البياني عين 
)نهاية ) أ )f x عندما يؤول x  2إلى.  

)نهاية  )f x عندما يؤول x إلى−∞.  

[على المجال fشكل جدول تغيرات . 2 [;2−∞.  

)نقبل أن . 3 )
( )
2

2
2

ax bx c
f x

x

+ +=
−

  c وa ، bحيث   

  .أعداد حقيقية 

بحساب نهاية
( )
2

2
2

ax bx c

x

+ +
−

، بين ∞−إلى xعندما يؤول  

1aأن  =   
)بقراءة بيانية للمنحني احسب . 4 )2f ) و− )1f  

  .c و b استنتج جملة لمعادتين ذات  المجهولين •
) حل هذه الجملة و عبر عن • )f x بدلالة x.   

      .�0ــ�7ــ6 

} المعرفة على fنعتبر الدالة         }2; 1− − −ℝبـ :  

          ( )
2

2

3 9 7

3 2

x x
f x

x x

+ +=
+ +

  

( )C  المنحني الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى 

) و متجانسمعلم متعامد ); ,O i j
� �

  1cmالوحدة .

بحيث من أجل كل   c وa  ،bعين الأعداد الحقيقية ) 1

{ }1;3x∈ − −ℝ :( )
1 2

b c
f x a

x x
= + +

+ +
  

  .  عند حدود مجموعة التعريف  fاحسب نهايات الدالة  ) 2
)استنتج معادلات للمستقيمات المقاربة للمنحني) 3 )C.  

4 (D 3مستقيم معادلتهy )ادرس وضعية.= )C بالنسبة   

  .Dإلى 
)احسب  )4 )'f x و استنتج  تغيرات الدالةf.    

  . f شكل جدول تغيرات -   
}بين أنه من أجل كل) 5 }2; 1− − −ℝ:  

  ( ) ( )3f x f x− − ماذا يمكن أن تستنتج؟                            .=

)عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني) 6 )C مع محور 

  .الفواصل
)أنشئ المنحني)7 )Cو المستقيمات المقاربة .  

8 (U 0 معرفة من اجل كل عدد طبيعيةمتتاليn    :�ـ ≤
             ( )3nu f n= −  

   .3u و 1u، 2uمثل الحدود) أ
1احسب المجموع) ب 2 .....n nS u u u= + + +.  

limج احسب  nn
S

→+∞
.  
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}على المعرفة f  لتكن الدالة العددية        }1−ℝ  

)  : كما يلي    )
( )

3 2

2

- 4 8 - 4

1

x x x
f x

x

+
=

−
     

fC  المنحني الممثل للدالةf في المستوي المنسوب إلى 

)معلم متعامد ); ,O i j
� �

.  

  عند حدود مجموعة   fاحسب نهايات الدالة  ) أ) 1
  .التعريف

  .  و شكل جدول التغيراتfادرس تغيرات الدالة  )ب
بحيث من أجل  d و  a  ،b ، cعين الأعداد الحقيقية ) أ )2

}كل  }1x∈ −ℝ:  

             ( )
( )2

1

cx d
f x ax b

x

+= + +
−

  

 الذي معادلته Dيقبل المستقيم fCاستنتج أن ) ب

2y x=   . كمستقيم مقارب−
  . Dبة إلى  بالنسfCحدد وضعية ) ج

)بين أن المعادلة ) 3 ) 0f x  في α تقبل حلا واحدا =

[المجال     .−210 بتقريبαاستنتج حصرا لـ.∞−1;]

) في المعلمfCو  Dأنشئ ) 4 ); ,O i j
� �

 2cmالوحدة.(

  ) على محور التراتيب 1cmعلى محور الفواصل و
  عدد mاستنتج بيانيا و حسب قيم الوسيط الحقيقي )  5

) حلول المعادلة )f x m=         

   : 1الجزء       
]المعرفة على  fعبر الدالة ن [0:+   : بـ∞

       ( )
( )

3 2

2

32 61 10

1

x x x
f x

x

+ + +=
+

   

) و  )Cتمثيلها البياني في معلم مختار   

)تحصلنا على المنحني  )C بحاسبة بيانية باستعمال النافذة 

[ ]0;10x∈ و [ ]5;50y∈ −  

  
  
  
  
  

)تحقق أنه يمكن كتابة ) 1 )f xعلى الشكل  :  

         ( )
( )2

20
30

1
f x x

x
= + −

+
  

] على المجال fاستنتج تغيرات الدالة  [0:+ ∞  

30y المستقيم الذي معادلته Dليكن ) 2 x= +  

) ادرس وضعية المنحني  )C بالنسبة للمستقيم D .  

)ارسم ) 3 )C و D  في معلم متعامد من اجل

[ ]0;10x∈   

)حل بيانيا المعادلة ) 3 ) 26f x x= ثم تحقق من ذلك ، 

  .بالحساب 

  :2الجزء

، تصنع ) câbles(ة تنتج و تبيع أسلاك كهربائية مؤسس

 من الأسلاك شهريا ، الكلفة الإجمالية 10kmعلى الأكثر 

qللإنتاج مقدرة بمئات الآلاف من الدنانير لصنع  km من 

  :الأسلاك معطاة بالعلاقة

        ( )
( )2

20
30

1
C q q

q
= + −

+
  

  26000DAل كيلومتر من الأسلاك يباع بـ ك

  .حدد الكلفة الثابتة ، أعط اتجاه تغير الكلفة الإجمالية) 1

  .عين دالة الدخل لهذه المؤسسة إذا باعت إنتاجها)2

، )2-1باستعمال التمثيل البياني المحصل عليه في الجزء) 3

ائدة موجبة أو اقرأ كمية الأسلاك التي تنتج حتى تكون الف

  .معدومة

بين أن دالة الفائدة المحققة من أجل الإنتاج و البيع ) 4

qلـ kmمعطاة بالعلاقة  :  

      ( ) ( )( )
( )

2

2

5 1 5 9 2

1

q q q
B q

q

− + +
=

+
   

  .  جد جبريا عدد الوحدات المنتجة حتى تكون الفائدة محققة
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x
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  ا*'��ر )� )'&%دا*'��ر )� )'&%د              
 f تتعلق بجدول تغيرات دالة 5 إلى 1ئلة من       الأس

}معرفة على ) الجدول الموالي ( }5−ℝو C  هو التمثيل

        fالبياني لها في معلم متعامد للدالة 
+∞      11          5       1   −∞  x  
     -     0  +         +     0    -   '( )f x  

          7               +∞        3   
−∞            −∞           1 -   ( )f x  

  :      من ملاحظتك للجدول) 1

lim)أ ( ) 5
x

f x
→+∞

 )       ب=
3

lim ( )
x

f x
→

= −∞  

 )ج
5

lim ( )
x

f x
→>

= lim )   د∞− ( )
x

f x
→−∞

= +∞  

  :Cالمنحني ) 2

  .يقبل مستقيما مقاربا مائلا )يقبل مستقيما مقاربا أفقيا ب) أ

  عموديلا يقبل أي مستقيم مقارب ) ج

  يقبل مستقيمين مقاربين عموديين مختلفين) د

   :C المنحني 1في النقطة التي فاصلتها)  3

1xيقبل مماسا معادلته ) أ = −  

1yيقبل مماسا معادلته  )ب = −  

  .لا يقبل مماسا أفقيا) ج

1yيقبل مماسا معادلته   )د x= −  

}على المجموعة) 4 }5−ℝ المعادلة :  

))    أ ) 2f x   . تقبل على الأكثر ثلاثة حلول=

) )ب ) 1f x =   . تقبل بالضبط حلا واحدا−

) )ج ) 5f x =   . لا تقبل أي حل−

) )د ) 7f x   .ل بالضبط حلين تقب=

  :انطلاقا من مركب دالتين)  5

1) أ
lim 3

( )x f x→−∞
=  

1 )ب
lim 3

( )x f x→+∞
=  

)الدالة ) ج ) 2
:x f x  ֏ معرفة على ℝ  

) د
5

lim ( )
x

f x
→<

= +∞  

  /.�- أم *�,+/.�- أم *�,+
       f  دالة حيث تمثيلها   

   الشكل المقابل مبين في لبيانيا

uحيث uالدالة نعتبر f g= �   

  هي الدالة المعرفة في  gو  

   كل حالة من الحالات 

  المطلوب الإجابة بصحيح أو خاطئ على ،  المقترحة أدناه

  ما يلي دون تبرير

)من أجل )  1 ) 2 3g x x= +،( ) ( )lim 1
x

f g x
→+∞

= −�  

)من أجل )  2 ) 2g x x= − ، ( ) ( )lim 1
x

f g x
→+∞

= −�  

)من أجل)  3 )
( )2

1

1
g x

x
=

−
 ، ( )( )

1
lim 1
x

f g x
→

=�  

)من أجل   )4 ) 1

1

x
g x

x

+=
−

، ( )( )lim 1
x

f g x
→−∞

= −�  

)من أجل)5 ) 2

1
2

1
g x

x
= − +

−
،( )( )lim 4

x
f g x

→−∞
= −�  

  ن بجدولي تغيراتهماالمعرفتي gو   fنعتبر الدالتين         

  : كما يلي     
+∞         2           0         −∞  x  

 +∞                                +∞  
               4 -   

( )f x

  

  
+∞    3        1        0       −∞  x  
0                  2                 

       2 -                            −∞  
( )g x

  

  :أكد صحة أو خطأ العبارات التالية  

 1      (( ) ( )0 1g f =�   

 2    (  ( ) ( )1 0f g =�  

 3     (( )( )lim 0
x

g f x
→+∞

=�    

 4      (( )( )lim
x

f g x
→−∞

= +∞�   

 5      (( )( )lim
x

f g x
→−∞

× = +∞  
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  الكفاءات المستهدفة
 .دراسة اتجاه تغير دالة 

 .حساب مشتقة دالة مركبة 
  
  

  . لدراسة المعطيات العددية وبناء نماذجمنذ القرن التاسع عشر استعان الاقتصاد بالرياضيات       
)الاقتصاديات الصغرى    )Micro économie−فهي تعتبر الاقتصاد.  هي فرع الاقتصاد أكثر استعمالا للرياضيات  

  .  المنتج بهدف الموازنة بين طلب الأول و عرض الثاني   كموعد، في سوق، يلتقي فيه المستهلك و
  ...   في هذه النظرية تندرج دوال الكلفة الإجمالية، المتوسطة و الهامشية إضافة إلى دوال العرض و الطلب 

   أصلاً مِن قِبل ""العرض والطلب""  للنموذج الاقتصادي الجزئي توازنال ،تم تطوير الاقتصاديات الصغرى نظريةفي      
  . التنافسية الأسواق المباعة في السلع وكمية سعر تغير و توقع توضيح وهو نموذج يحاولُ وصف، ألفريد مارشال   

  .تنافسيةَ بشكل غير كاملالسوقَ ال إن النموذج يقوم فقط أولاً بتقريب وصف   
   و يشكل أحد أكثر  مارشال قبليضم هذا النموذج الكثير من النظرياتَ المستعملة من قبل بعض الاقتصاديين      

  من  فهو كثير الاستعمال في بناء أساس تشكيلة واسعة النماذجِ الأساسيةِ أهمية في بعض المدارِسِ الاقتصادية الحديثةِ،    
   مهمة لفَهم الكثير من المدارِسِ الاقتصادية لآليةوالطلب لعرضاإن نظريةَ .  أكثرِ تفصيلاقتصاديةالااذج والنظريات  النم ً 
  . و اتخاذ القرارات خصيص المصادرت التي يتم بها  و تفسير الآلياتسوقالاقتصاد    
  

   ا��
�  ا��
	        ا���ض                                                                                           
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                              
                           ��
            ا���ازن                               ا��
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   ا
	��ط ا�ول       
)    رسمنا في الشكل الموالي المنحنيين  )fCو ( )gCالممثلين لدالتين  fو g معرفتين و قابلتين للاشتقاق على  

]المجال   . و بعض مماساتهما−3;2[
  
  
  

      
  
  
  

    

  
 :أحسب الأعداد المشتقة التالية .1

• ∗( ) ( )1f ′ −            ∗( ) ( )1g ′ −      ∗( ) ( )2f ′             ∗( ) ( )2g ′    

• ∗( ) ( )1f g ′+ −       ∗( ) ( )2fg ′       ∗( )3
1

f

′  − 
 

          ∗( )2
f

g

′ 
 
 

 

] من المجالxمن أجل كل  .2 ):  نضع2;0[ ) ( )2 1h x f x= − 

)  أحسب  )0h′3 و

2
h
 ′ 
 

.  

  
   ���

      ا
	��ط ا

  

  منتوج ال  هذا منqكمية الكلفة الإجمالية لصنع.تنتج إحدى المصانع منتوجا     
  : معطاة بـDAِو المقدرة بـِ

           ( ) 3 214 80C q q q q= − 0  مع + 10q≤ ≤   

  .)الشكل المقابل  ( و قد مثلنا على شاشة حاسبة بيانية منحنيها البياني        

):  هيqة لإنتاج وحدةالكلفة المتوسط .1 ) ( )
M

C q
C q

q
= 

)عين عبارة • )MC qبدلالة q  0 من أجل 10q< ≤. 

 .MCفي معلم متعامد التمثيل البياني للدالةأرسم . ثم استنتج اتجاه تغيراتهاMCأحسب مشتقة الدالة •

 .32DA هوqنفرض أن ثمن بيع وحدة .2

 . التي يكون من أجلها المصنع مستفيداqعين قيم  •

 .  يكون من أجلها الربح الإجمالي أكبر ما يمكن التيqعين قيمة •
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   �
�

      ا
	��ط ا

       uو vدالتان معرفتان على ℝ ِبـ ( ) 2 1u x x x= + ) و + ) 3 2v x x= +        
vلة المركبة تعيين الدا )1 u� 

):    لدينا المخطط التالي ) ( )v b v u a= � v→( )b u a=   u→  a    
vبين أن الدالة • uلى معرفة ع�ℝ.  
) عن a، عبر بدلالةaمن أجل كل عدد حقيقي • )v u a�.  

)حساب    )2 )u a′ و ( )v b′ 

v و′uعين الدالتين. ℝ قابلة للاشتقاق علىv و الدالةℝشتقاق على قابلة للاuالدالة • ′. 

 .يمكننك استعمال مجدول أو حاسبة بيانية ). −310تدور النتائج إلى ( و أتمم الجدول الموالي  ارسم •

  
  
  
  
  
  
  
  
  

)حساب    )3 ) ( )v u a′� 

  :أنقل ثم باستعمال حاسبة بيانية أتمم الجدول الموالي •

    )−310تدور النتائج إلى            ( 

( ) ( )v u a′�  a  

  2-  
  1,5−  
  1-  
  0,5−  
  0  
  0,5  
  1  
  1,5  
  2  

  

)خمن علاقة بين • )u a′ ، ( )v b′من جهة و ( ) ( )v u a′من جهة ثانية� .  
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 )تذكير ( الاشتقاقية  ↵
  العدد المشتق ـ الدالة المشتقة .1

a وℝ .a منIدالة معرفة على مجال f:تعريف h+ من عددان حقيقيانI 0 معh ≠.  

) النسبة0إلىh يعني أنه لما يؤولaتقبل الاشتقاق عند fالقول أن ) ( )f a h f a

h

+    تؤول −

)لرمزإلى عدد حقيقي نرمز له با )f a′و يسمى العدد المشتق للدالة f عندa . 
 و تسمى الدالة Iقول أنها تقبل الاشتقاق على نI منx الاشتقاق عند كل عدد حقيقيfإذا قبلت الدالة: ملاحظة  

( ):f x f x′  .f  الدالة المشتقة للدالة֏′

 التفسير البياني ـ التفسير الاقتصادي .2

 نيبياالتفسير ال •

) فإن تمثيلها البيانيa الاشتقاق عندf    إذا قبلت )fCيقبل عند النقطة ( )( );A a f a مماسا معامل توجيهه ( )f a′ 
): و معادلته ) ( ) ( )y f a x a f a′= − +  

 قتصاديالتفسير الا •

  :تعطى الكلفة الهامشية بالعلاقة.  الناتج عن صنع وحدة إضافيةالكلفة الهامشية للإنتاج هي تزايد الكلفة
( ) ( ) ( )1mC q C q C q= + )نلاحظ أن" الكلفة الإجمالية "  هي الدالة C حيث− )C q′ ِهو تقريب جيد لـ ( )mC q .

)في الاقتصاد نضع  ) ( )mC q C q′=حيث C   .C هي الدالة المشتقة للدالة الكلفة الإجمالية′

 قواعد الاشتقاق ـ العمليات على المشتقات .3

 قواعد الاشتقاق •

 

x  1
nx( )n ∗∈ℕ  1

x   nx) n ∈ℕ2 وn ≥(    x  a  ( )f x  
1

2 x
  

1n

n

x +−  
2

1

x
−  1nnx −  1  0  ( )f x′  

] [0;+ ∞  ]  و ∞−0;]
] [0;+ ∞  

]  و ∞−0;]
] [0;+ ∞  ℝ  ℝ  ℝ  

مجالات قابلية 
  الاشتقاق

  لعمليات على المشتقاتا •
 uو vدالتان قابلتان للاشتقاق على مجال I منℝو kعدد حقيقي .  
  

u

v
I(   1 لا تنعدم علىvالدالة       ( 

v
  uv  ku  u v+  الدالة  

2
''

v

uvvu −  
2

v

v

′
− u’ v + v’ u  k u’  u’ + v’  المشتقة  
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) بـِ ℝالمعرفة على f نعتبر الدالة:1تمرين محلول    ) 2f x x x= ) و ليكن + )fCتمثيلها البياني .  

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني .1 )fCو ( ) مماس∆( )fCعند النقطة Aذات الفاصلة ( )2−. 

)عين معادلة لـِ  .2 )∆. 

)لإيجاد معادلة:طريقة ) مماس∆( )fCعند النقطة( )( );A a f a يمكن تطبيق دستور المماس في الحالة العامة كما 
)يمكن تعيين معامل التوجيه )f a′  الإحداثيات ثم حساب الترتيب عند المبدأ باستعمال( )( );a f a.  

  الحل

  .أنظر الشكل المقابل .1

):  و لديناℝ قابلة للاشتقاق علىfالدالة .2 ) 2 1f x x′ = + 

) و منه  )2 3f ′ − = ) و بالتالي فإن معادلة− 3y من الشكلهي  ∆( x b= − +  
)و بما أن النقطة  )2;2A ) تنتمي إلى− ) فإن ∆( )2 3 2 b= − − +   

4bو منه = )معادلة . − 3:  هي إذن∆( 4y x= − −.  
):  كان بالإمكان تطبيق الدستور ) ( ) ( )y f a x a f a′= − 2a مع + = −.  

  

  : معطاة بـDAِ من منتوج و المقدرة بـqِكمية  الكلفة الإجمالية لصنع:2تمرين محلول   

( ) 3 21
5 30 10

3
C q q q q= − + 0  مع + 30q≤ ≤  

  .105DA هو q   كما أن ثمن بيع وحدة

 " .الكلفة الهامشية "  الدالة mCعين .1

 .105DA التي تكون من أجلها الكلفة الهامشية مساوية لـqِما هي الكمية المنتجة .2

 "المدخول الإجمالي " و " الكلفة الإجمالية " مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين الممثلين للدالتين  .3

  .2أعط تفسيرا بيانيا لنتيجة السؤال  .4

  الحل

] منqمن اجل كل .1 ):  لدينا30;0[ ) ( ) 2 10 30mC q C q q q′= = − + 

2. ( ) 105mC q 2 تعني = 10 30 105q q− + 2 أي = 10 75 0q q− − = 

]ر من عنصq و بما أن15 و- 5تقبل هذه المعادلة حلين هما على التوالي 15q فإن 30;0[ =.  
  . وحدة15 من أجل إنتاج qتكون إذن الكلفة الهامشية مساوية لثمن بيع وحدة

] المعرفة علىRالدالة المدخول الإجمالي هي الدالة .3 )بـِ 30;0[ ) 105R q q= 

) تعني أن 2نتيجة السؤال .4 ) 15C q′   و يفسر ذلك بيانيا بأن مماس=

   يكون15عند النقطة التي فاصلتها " الكلفة الإجمالية " المنحني الممثل للدالة 
  .Rموازيا للمستقيم الممثل للدالة 
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  دالةدراسة ↵
  المشتقة و اتجاه التغيرات .1

 .ℝ منI مجال دالة قابلة للاشتقاق علىf ):دون برهان ( مبرهنة 
)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′    ما عدا ممكن من أجل عدد محدود من القيم التي<

  .I متزايدة تماما علىf من أجلها، فإن الدالة fالدالة                  تنعدم
)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′    ما عدا ممكن من أجل عدد محدود من القيم التي>

  .I متناقصة تماما علىfن الدالة  من أجلها، فإfالدالة                  تنعدم
)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′  .I ثابتة علىf فإن الدالة =

) بـِ ℝ المعرفة علىf  نعتبر الدالة:مثال   ) 4 3 23 8 6 3f x x x x= − + −     
fدالة كثير حدود فهي إذن قابلة للاشتقاق على ℝو لدينا  :( ) 3 212 24 12f x x x x′ = − +  

): بعد التحليل نجد أن ) ( )2
12 1f x x x′ = −  

[من أجل ];0x ∈ −∞ ،( ) 0f x′ ] و من أجل> [0;x ∈ + ∞ ،( ) 0f x′ >  
): بالإضافة إلى ما سبق لدينا )lim

x
f x

→−∞
= ) و∞+ )lim

x
f x

→+∞
=   f و منه جدول تغيرات الدالة∞+

+∞              1                   0                  −∞  x  
+                  0         +        0          -  ( )f x′  

 +∞                                                       +∞ 
                   2-  

                3-   
( )f x  

  

   لقيم الحدية المحليةا .2

 .I عدد حقيقي من0x وℝ منI مجال دالة معرفة علىf :تعاريف

)القول أن∗                )0f xمحلية عظمى للدالة  قيمة حديةfيعني أنه يوجد مجال مفتوح J محتوى فيI  
)، J منx بحيث من أجل كل0x                و يشمل ) ( )0f x f x≤.  

)القول أن∗                )0f xمحلية صغرى للدالة  قيمة حديةfيعني أنه يوجد مجال مفتوح J  فيمحتوىI  
)، J منx بحيث من أجل كل0x                و يشمل ) ( )0f x f x≥.  

)القول أن∗                )0f xِقيمة حدية محلية لـ fيعني أن ( )0f xقيمة حدية  محلية عظمى أو صغرى  .  

  .نعتبر نفس معطيات المثال السابق :مثال  
) أن f نلاحظ من جدول تغيرات الدالة∗  )0 3f = لأنه يوجد على الأقل مجال   f هي قيمة حدية محلية صغرى لـِ−

[مثلا ( مفتوح [1; 1− [ منx بحيث من أجل كل0 و يشملℝمحتوى في) + [1; 1− +،( ) ( )0f x f≥.  
 ∗ ( )1 2f =   .f ليس قيمة حدية للدالة−
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) :كما يلي ℝالمعرفة على  f نعتبر الدالة:1تمرين محلول    ) 2

1

3

x
f x

x

+=
+

  

  . ثم شكل جدول تغيراتهاf   أدرس تغيرات الدالة

  الحل

)،xلدينا من أجل كل عدد حقيقي. ℝ على معرفة و قابلة للاشتقاقf  الدالة )
( )

2

22

2 3

3

x x
f x

x

− − +′ =
+

  

)  بما أن )22 1 0x + ) فإن إشارة< )f x′   2 هي من نفس إشارة 2 3x x− −   .- 3  و 1 الذي يقبل جذرين هما +

[ متناقصة تماما على كل منfإذن ]; 3−∞ ] و− [1;+ ] و متزايدة تماما على المجال∞ ]3;1−.  
)لدينا  )lim 0

x
f x

→+∞
) و  = )lim 0

x
f x

→−∞
) كما أن  = ) 11 2f ) و = ) 13 6f − =   fو منه جدول تغيرات الدالة −

+∞              1             3 -           −∞  x  
           -        0       +     0       -  ( )f x′  

                    1

2
                            0  

  

0                                  1

6
−  

  
( )f x  
  

  

  :  من منتوج بالعلاقةq المحقق من قبل أحد المصانع بعد بيع كميةDA يعطى الربح بـِ:2تمرين محلول   

                      ( ) 20,1 200 25000B q q q= − + 0 حيث − 1500q≤ ≤  

] على المجالBأدرس تغيرات الدالة .1  أكبر ربح يمكن تحقيقه من طرف المصنع محددا ج  ثم استنت1500;0[

 . المباعةqفي هذه الحالة الكمية

  .Bمثل على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني للدالة .2

  الحل

]من qكللدينا من أجل  .1 ]0;1500،( ) 0,2 200B q q′ = −  : و لدينا+

( ) 0B q′ 1000q من أجل = ) و منه جدول إشارة= )B q′  
1500                1000                    0      q  

                -          0+               ( )B q′  
] متزايدة تماما علىBنستنتج أن الدالة ] و متناقصة تماما على1000;0[ ]1000;1500  

1000q قيمة حدية عظمى من أجلو بالتالي فهي تقبل )لدينا. = )1000 75000B =  
  بعد بيع75000DAإذن أكبر ربح يمكن تحقيقه هو 

  . وحدة1000 
   .انظر الشكل المقابل .2



 68

  

 اشتقاق دالة مركبة دالتين ↵
vمشتقة الدالة  .1 u�  

  v و قبلت الدالةℝ منI مجال الاشتقاق علىuإذا قبلت الدالة ):دون برهان ( مبرهنة 
)الاشتقاق على )u I فإن الدالة v uبل الاشتقاق على  تق�Iو لدينا :  

                      ( ) ( ) ( ) ( )v u x v u x u x′ ′ ′= ×  �   
) بـِ ℝ الدالة المعرفة علىfلتكن: مثال   ) ( )322 1 3f x x= + −  

fنلاحظ أن  v u= :2 حيث � 1u x x :3   و  ֏+ 2 3v x x ) و منه ֏− ) ( ) ( )2 1f x v x u x′ ′ ′= + ×  

): بعد الحساب نجد ) ( ) ( )2 22 26 1 2 12 1f x x x x x′ = + × = + 

 نتائج .2

)مشتقة الدالة  • )x u x֏ 

   تقبلu فإن الدالةI و كانت موجبة تماما علىℝ منI مجالقاق على قابلة للاشتuكانت الدالة        إذا 

):  و لديناI  الاشتقاق على )
2

u
u

u

′′ =.  

) بـِ ℝ الدالة المعرفة علىf لتكن:مثال   ) 2 2f x x= +  
fنلاحظ أن u= مع ( ) 2 2u x x= )، ℝ منx من أجل كل وℝ قابلة للاشتقاق علىuو بما أن. + ) 0u x >  

):  و لديناℝ قابلة للاشتقاق علىfفإن الدالة )
2 2

2

2 2 2

x x
f x

x x
′ = =

+ +
 

)مشتقة الدالة  • ) n
x u x  ֏ ) n 2 عدد طبيعي يحققn ≥(  

  :  و لديناIلاشتقاق على تقبل اnu  فإن الدالةℝ منI مجال قابلة للاشتقاق علىuكانت الدالة        إذا 

          ( ) 1n nu n u u −′ ′=.  

) بـِ ℝ الدالة المعرفة علىf لتكن:مثال   ) ( )322 3 3f x x x= − +  
3fنلاحظ أن u= مع ( ) 22 3 3u x x x= −   ℝ قابلة للاشتقاق علىf فإن الدالةℝ قابلة للاشتقاق علىuو بما أن .+

): و لدينا ) ( ) ( )223 4 3 2 3 3f x x x x′ = − − +  

مشتقة الدالة  •
( )
1

n
x

u x 
 

֏ ) n 1 عدد طبيعي يحققn ≥(   

1  الدالة فإنI ولا تنعدم علىℝ منI مجال قابلة للاشتقاق علىuكانت الدالة     إذا 
nu

  I تقبل الاشتقاق على

:  و لدينا
1

1
n n

nu

u u +

′ ′  = − 
 

.  

  . 56 أنظر التمرين رقم :البرهان  
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2 3-1

2

3

-1

0 1

1

x

y
]ىمعرفة و قابلة للاشتقاق علgالتمثيل البياني المقابل هو لدالة:1تمرين محلول    ]1;3−  

)عين بيانيا إشارة .1 )g xثم إشارة ( )g x′. 

]على  المعرفةfنعتبر الدالة .2 ) بـِ −3;1[ ) ( ) 2
f x g x=    . 

)أحسب )f x′دلالة  ب( )g xو ( )g x′ثم استنتج إشارة ( )f x′.  

  

  الحل

] يقع فوق محور الفواصل من أجلgنلاحظ أن منحنى الدالة .1 ] [ ]1;0 2;3x ∈ − ] و تحته من أجل∪ ]0;2x ∈ 

) و منه  ) 0g x ] من أجل≤ ] [ ]1;0 2;3x ∈ − ) و ∪ ) 0g x ]من أجل ≥ ]0;2x ∈.  
] متناقصة تماما علىgبما أن الدالة ] و متزايدة تماما على−1;1[  و تقبل مماسا موازيا لمحور الفواصل عند النقطة 3;1[
) فإن1ذات الفاصلة ) 0g x′ ] من أجل> ) و −1;1] ) 0g x′ [ من أجل< ]1;3x ) و∋ )1 0g ′ =. 

]معرفة و قابلة للاشتقاق علىgالدالة .2 2f و منه فالدالة −3;1[ g=  معرفة و قابلة للاشتقاق على[ ]1;3− 

): و لدينا ) ( ) ( )2f x g x g x′ )باستعمال الجدول الموالي نحصل على إشارة. =′ )f x′  
3           2             1                0             1 -  x  

     +        0      -                -       0+         ( )g x  
      +            +        0        -                -  ( )g x′  

     +        0      -      0        +       0        -   ( )f x′  

  : عين مشتقات الدوال الآتية:2تمرين محلول    

1 .( )42: 2 3f x x x− .  ℝ           .2 على֏+
( )32

1
:

1
g x

x −
[ على ֏ [1;+ ∞. 

3 .: ² 4h x x [ على ֏− [2;+ ∞.  

  الحل

4fنلاحظ أن .1 u= مع ( ) 22 3u x x x= − ) و لدينا ℝ قابلة للاشتقاق علىuالدالة. + ) 4 1u x x′ = − 

34fينا و لدℝ قابلة للاشتقاق علىfإذن u u′ )،ℝمنx و منه من أجل كل=′ ) ( ) ( )324 4 1 2 3f x x x x′ = − − +  

نلاحظ أن .2
3

1
g

u
) مع = ) 2 1u x x= ) كما أن− ) 0u x [ منx من أجل≠ [1;+   قابلة للاشتقاقuالدالة. ∞

[ على [1;+ ) و لدينا∞ ) 2u x x′ [ قابلة للاشتقاق علىgإذن. = [1;+  و لدينا ∞
4

3u
g

u

′′ =  و منه من أجل −

)، ℝمنxكل ) ( )
( ) ( )4 42 2

3 2 6

1 1

x x
g x

x x
′ = − = −

− −
  

hنلاحظ أن .3 u= مع ( ) 2 4u x x= [ قابلة للاشتقاق علىuالدالة. − [2;+ ) مع ∞ ) 0u x   hإذن. <

[قابلة للاشتقاق على [2;+  و لدينا ∞
2

u
h

u

′′ [ منx ومنه من أجل كل= [2;+ ∞ ،( )
2 4

x
h x

x
′ =

−
.  
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    استعمال دالة مساعدة   

  
[ المعرفة على المجالgنعتبر الدالة  - أ [1;− + ) بـِ ∞ ) 3 22 3 1g x x x= − −   

)    و ليكن  )gCتمثيلها البياني في معلم .  

)مثل .1 )gC بيانية ثم ضع تخمينا حول عدد جذورها و حول إشارتها على شاشة حاسبة. 

 

  
                                                     

  
  
  
  

 . ثم شكل جدول تغيراتهاgأدرس تغيرات الدالة .2

)بين أن المعادلة  .3 ) 0g x  .1,7 و1,6 محصورا بينα تقبل حلا وحيدا=

)، إشارةxاستنتج، حسب قيم .4 )g xعلى المجال ] [1;− + ∞.  

[ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة -  ب [1;− + ) بـِ ∞ ) 3

1

1

x
f x

x

−=
+

   

)    و ليكن  )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O I J ) 4: الوحدةcm.(   
)بين أن  .1 )

1
lim

x
f x

>→−
= ) ثم أحسب ∞+ )lim

x
f x

→+∞
 .أعط تفسيرا بيانيا للنتيجتين. 

[ منxبين أنه من كل .2 [1;− + ∞ ،( ) ( )
( )23 1

g x
f x

x
′ =

+
 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfاستنتج اتجاه تغير الدالة .3

)عين معادلة لـِ  .4 ) مماس المنحني∆( )fC0 عند النقطة ذات الفاصلة. 

[ منxتحقق أنه من أجل كل .5 [1; 1− + ،( ) ( ) ( )3

3

1
1

1

x x
f x x

x

−
− − + =

+
. 

)بعد دراسة إشارة .6 ) ( )1f x x− − ) استنتج وضعية المنحني + )fCبالنسبة للمماس ( ماذا . ∆(
 تلاحظ ؟

)ارسم المستقيم .7 ) و المنحني∆( )fC. 

  

) المنحني :تعريف         )fCيقع فوق مماسه ( ) عند النقطة∆( [ من x من أجل 1;0(    و يقع تحت هذا−0;1]
[ من x        المماس من أجل  )تسمى النقطة. 1;0] ) نقطة انعطاف للمنحني1;0( )fC 
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  دراسة دالة ناطقة   

[ المعرفة علىfنعتبر الدالة             [ ] [ ] [; 1 1;1 1;fD = −∞ − − + ∞∪ ) بـِ ∪ )
3 2

2

1

1

x x
f x

x

+ −=
−

  

)و ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O I J.  

 .استنتج المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيب. عند أطراف مجموعة تعريفهاfأحسب نهايات الدالة .1

)أكتب معادلة للمماس. ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2 )fC0د النقطة ذات الفاصلة  عن.  

)، fD منxبين أنه من أجل كل .3 ) 2
1

1

x
f x x

x
= + +

−
 

)بين أن المستقيم .4 1y ذو المعادلة∆( x= ) مستقيما مقاربا مائلا للمنحني+ )fCو عند∞− عند +∞. 

)أدرس وضعية المنحني .5 )fCبالنسبة للمستقيم المقارب المائل ( )∆. 

)بين أن المعادلة  .6 ) 0f x [ في المجالα  تقبل حلا وحيدا=  يطلب إيجاد، باستعمال حاسبة بيانية، حصر −1;1]
 .0,1له سعته

)أرسم المستقيمات المقاربة و المنحني .7 )fC. 

)من ملاحظة .8 )fCخمن وجود مركز تناظر للمنحني ( )fCثم أثبت صحة أو عدم صحة تخمينك .  
 

  مربع، مكعب، مقلوب و الجذر التربيعي لدالة   
] معرفة على uلدالةجدول التغيرات الموالي هو              ]2;3uD = −   

  
3         2          1          0          1 -          2-  x  

           +            0           -          0+         ( )u x′  
  2                                              3  
  

              0                      0  
  

                        1-                                    2    

  
( )u x  
  

 

) ،إشارةfعين، باستعمال جدول تغيرات الدالة .1 )u x. 

 : المعرفة كما يليk وf،g،hنعتبر الدوال .2

2f u=      ،      3g u=       ،      1
h

u
=      ،      k u=  

 .k وf،g،hعين مجموعة تعريف كل دالة من الدوال •

)عبر عن كل من • )f x′ ،( )g x′ ،( )h x′ و ( )k x′ بدلالة ( )u x′ و ( )u x. 

 .k وf،g،hاستنتج جدول تغيرات كل دالة من الدوال •
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  موضوع محلول

)         التمثيل البياني )fCالمقابل و المرسوم في معلم متعامد و متجانس   

   ( ); ,O i j
� ��

] معرفة و قابلة للاشتقاق على fالة هو لد ]0;4                                .( )∆  

) هي نقط منC وA،B    النقط )fCبحيث أن مماسي ( )fCعند كل من   
   Aو Bيوازيان محور الفواصل بينما مماس ( )fCعند النقط Cهو ( )∆.  

):         لدينا )1;5A ،( )3;1Bو ( )2;3C.  
)أحسب .1 )1f ′،( )2f ) و′ )3f )أآ�� ��
د�� ����
س. ′ )∆. 

) حلول المعادلة   عين بيانيا عدد .2 ) 4f x ]   على المجال= ]0;4. 

  g  ثم استنتج جدول تغيرات الدالة fشكل جدول تغيرات الدالة .3

]المعرفة على المجال ) بـِ 4;0[ ) ( )
5

g x
f x

= 

  حل مختصر                                           تعاليق                            

)الأعداد) 1      )1f ′،( )2f ) و′ )3f    هي معاملات التوجيه′
) لمماسات )fCعند النقطA،Cو Bعلى الترتيب .  

) بما أن مماسي )fCعند Aو Bموازيان لمحور الفواصل فإن   
 ( )1 0f ′ ) و= )3 0f ′ =.  

) نلاحظ من الشكل مثلا أن ) ( )CD∆ ) حيث= )3;0Dو منه :  

               ( ) 0 3
2 3

3 2
f

−′ = = −
−

.  

) معادلة ):هي∆( ) ( ) ( )2 2 2y f x f′= −   نجد بعد الحساب. +
                 ( ) : 3 9y x∆ = − +  

)للمعادلة )2      ) 4f x    ثلاث حلول هي فواصل نقط تقاطع=
 ( )fC4 مع المستقيم ذو المعادلةy =.  

     3 (  
4                3                     1                       0  x  
5                 5  
  

  1  1  
( )f x  

)لدينا  ) ( )
( )

5
f x

g x
f x

′
′ = −   g وf و منه اتجاها تغيرات الدالتين×

).  متعاكسين ) ( )
1

0 5 5
0

g
f

= × = ،...  

4                3                     1                       0  x  
                  5                                             5  

  
1                        1  

( )g x  

  

  

)لا تكتفي بتقديم النتائج  - )1 0f ′ =، 

( )3 0f ′ ) و= )2 3f ′ =  بل يجب −
  .الشرح كيف تم التوصل إليها

  
  
  
  
)حلول المعادلة -  )f x k= هي فواصل 

 مع fثل للدالةنقط تقاطع المنحني المم
yالمستقيم ذو المعادلة k=.  

  
 هي g يمكنك كذلك ملاحظة أن الدالة- 

):مركب مثلا الدالتين )x f x֏  

5 و 
x

x
֏.  
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   مع إرشاداتموضوع

):  بـℝِ المعرفة على gنعتبر الدالة:    الأولالجزء        ) 3 22 1g x x x= + −   

 .ℝ على gأدرس تغيرات الدالة .1

)بين أن المعادلة .2 ) 0g x  .0,1 يطلب تعيين حصر له سعتهαحيدا تقبل حلا و=

)، إشارةxحدد، حسب قيم .3 )g x.  

∗ المعرفة على f   نعتبر الدالة:ثانيالجزء ال      
ℝِبـ  :( )

3 2 1

3

x x
f x

x

+ +=   

)    و ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O i j
� ��

  .3cm حيث وحدة الأطوال هي

 .ريفها عند أطراف مجموعة تعfأدرس نهايات الدالة .1

∗ منxبين أنه من أجل كل .2
ℝ إشارة ،( )f x′هي من نفس إشارة ( )g x. 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .3

)بين أن .4 ) 1

6 2
f

αα
α

= )، حصرا للعددα ثم استنتج ، باستعمال حصر العدد+ )f α. 

)أرسم المنحني .5 )fC )  2نأخذ

3
α ≈.(  

  

  إرشادات

 :الجزء الأول      

 يراتها بحيث أنه عند دراسة تغيرات دالة، إضافة إلى دراسة اتجاه لابد من التمييز بين اتجاه تغير دالة و تغ .1

  .     التغير،  نقوم بدراسة النهايات عند أطراف مجموعة التعريف ثم تشكيل جدول التغيرات
 لتبرير و جود الحل نطبق مبرهنة القيم المتوسط بعد التحقق من توفر شروطها أما إثبات الوحدانية فيتم  .2

  .رتابة الدالة على مجال     باستعمال 
  .     لتعيين الحصر فكر في استعمال حاسبة بيانية

  . في جدول التغيراتαفكر في تحديد وضعية .3
  :ثانيالجزء ال     

 .∞+ و عند∞−لا تنسى استعمال النتيجة المتعلقة بنهاية دالة ناطقة عند .1

)نبدأ أولا بحساب .2 )f x′. 

 .استعمل النتيجة المحصل عليها في السؤال السابق .3

) هو الحل الوحيد للمعادلةαلا تنسى أن العدد .4 ) 0g x =. 

 .لى     فكر في استعمال قواعد الحصر التي درستها في السنة الأو

)أحسب .5 )f α2 من أجل

3
α )  ثم حدد وضعية النقطة ≈ )( ); fα αفي المعلم ( ); ,O i j

� ��
.   
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  ���ر�� �������

1��������   ـ ا

       f دالة عددية معرفة على  ℝبـ :( ) 2f x x=  

0hمن أجل) 1 ) احسب ≠ ) ( )
0

2 2
lim
h

f h f

h→

+ −  

؟ إذا كان الجواب نعم 2 تقبل الاشتقاق عند fهل الدالة ) 2
   .2عين العدد المشتق للدالة عند

0hمن أجل) 3 ) احسب ≠ ) ( )f x h f x

h

+ −   

) استنتج• )'f x.  
  :   بـℝِ المعرفة علىf        نعتبر الدالة

     ( ) 22 1f x x x= − + ) و ليكن − )fC تمثيلها 
  .البياني
)حاسبة بيانية المنحنيمثل على شاشة . 1 )fCو ( )∆ 

)مماس   )fCعند النقطة Aذات الفاصلة ( )2−. 

)عين معادلة لـِ .2 )∆. 

  قابلة للاشتقاق على fي التالي هو لدالة       المنحني البيان
  مجموعة تعريفها 

  
  
  
  
  
  
  
  
   .fعين مجموعة تعريف الدالة . 1
   .fشكل جدول تغيرات الدالة . 2

1عند كل من fعين بقراءة بيانية العدد المشتق للدالة .3

2
− ،

9  هوB علما أن ترتيب النقطة - 2 و - 3

4
−.  

)استنتج معادلات المماسات للمنحني .4 )fC عندA  ،B   

  . Cو
  ؟C هل توجد مماسات أخرى موازية للمماس عند النقطة.5

       fدالة عددية متزايدة تماما على  [ ، منحنيها −4;5[
)البياني يشمل النقط )5; 4A − −،( )1; 2B − )و− )4;3C.  

) و B 0عند C معامل توجيه المماس لـ  )3 0f =.  
  . في معلم متعامد Cارسم تمثيلا بيانيا ممكنا للمنحني 

  عين الدالة المشتقة لكل من الدوال التالية المعرفة      
  :ℝ على   
1 (( ) 20.5 15f t t t= +  

2 (( ) 21 1
5

2 4
g x x x= + −  

3 (( ) 3 23 6 4 1h x x x x= − − + −  
   :     عين الدالة المشتقة لكل من الدوال التالية

    :  ∋qمن أجل) 1
  ( ) 3 20.1 0.5 20 300C q q q q= − + +  

qمن أجل) 2 ∗∈ℝ  :( ) 2 20
2B q q q

q
= + −  

]من أجل) 3 [0;x∈ +∞ :( ) 1 2f x x x= − +  
       fدالة  معرفة على [   :    بـِ ∞+;0]

           ( ) 2 3f x x x x= + +   
)اكتب ) 1 )f xعلى الشكل ( ) ( ) ( )f x u x v x= +  
)بتطبيق عملية مشتق مجموع دالتين احسب) 2 )'f x  
)استنتج إشارة ) 3 )'f x.  

     fدالة  معرفة على ℝِبـ     :  
           ( ) ( )( )21 2f x x x x= − + −   

)اكتب ) 1 )f xعلى الشكل ( ) ( ) ( )f x u x v x= ×  
) عين •    )u x، ( )v x ، ( )'u x و ( )'v x  
)بتطبيق عملية مشتق جداء دالتين احسب) 2 )'f x  
تحقق من أنه من أجل كل عدد )3

):xحقيقي ) 2' 3 3f x x= − +  
)استنتج إشارة ) 4 )'f x.  

      fدالة  معرفة على { }1−ℝ  يليكما:   

             ( )
( )2

1

1
f x

x
=

−
    

)اكتب ) 1 )f xعلى الشكل ( ) ( )
1

f x
v x

=  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

9 

7 

8 
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1بتطبيق عملية مشتق) 2

v
) احسب )'f x.  

)عين إشارة)3 )f x.  
      fدالة  معرفة على { }1−ℝِبـ   :  

           ( ) 2 3

1

x
f x

x

− +=
−

  

)اكتب ) 1 )f xعلى الشكل ( ) ( )
( )

u x
f x

v x
=  

uبتطبيق عملية مشتق) 2

v
) احسب )'f x  

)عين إشارة)3 )f x  
)احسب، 14  إلى 11 في التمارين من• )'f xحيث 'f 

باستعمال العمليات على fهي الدالة المشتقة للدالة 
  .المشتقات

         1 (( ) 22 5 3f x x x= − +   

         2( ( )
33 2 1

3

x x
f x

− + +=  

         3 (( ) 41 1

2
f x x

x
= −2  

        4( ( ) 2 1
f x x x

x
= − +  

        1 (( ) ( ) ( )21 2f x x x x= − + −  

        2( ( ) ( ) ( )2 35 3 1 1f x x x x= − + −  

        3( ( ) ( )
4

21
2

x
f x x= −  

        4( ( ) ( )1
1

1
f x x

x
= +

−
  

        1 (( ) 1

2

x
f x

x

−=  

        2( ( )
2 1

2

x x
f x

x

+ +=
−

  

        3( ( )
2

2

3 2

1

x x
f x

x

− + −=
+

  

        4( ( ) 1
2 1

1
f x x

x
= − + −

−
  

         1 (( ) 2 1

1
f x x

x x
= + −

−
  

        2( ( ) ( ) 3
3f x x

x
 = − − 
 

   

        3( ( )
21 x

f x
x

−=  

        4( ( ) 1
1

1
f x x x

x
 = − −  − 

  

    تقبل f  ، بين أن الدالة17 إلى 15  في التمارين من•
  و احسب دالتها المشتقة Iالاشتقاق على المجال   

      1 .( ) 3 220 150f x x x x= − + ، I = ℝ  

2 .( ) 2

2

4

x
f x

x
=

−
 ، ] [2;I = +∞  

3. ( ) ( )22 3 4f x x x= − − ، I = ℝ  

4. ( ) 1
2 7

2 6
f x x

x
= + −

+
 ، ] [; 3I = −∞ −  

     1. ( ) 275 50 0.4f x x x= − +  ،I = ℝ  

2. ( )
2 1

1

x
f x

x

+=
+

 ،  ] [1;I = − +∞  

3 .( ) 2

10

50

x
f x

x
=

+
 ، I = ℝ  

4 .( ) 1 1
100

1
f q

q q
= + −

+
 ، ] [0;I = +∞  

     1. ( ) 2 1

5

x
f x

x

−=
−

 ، ] [5;I = +∞  

2 .( )
22 3 5

1

x x
f x

x

+ −=
−

 ،] [1;I = +∞  

3. ( )
2

2

1

1

x x
f x

x x

− +=
+ +

 ،I = ℝ  

4. ( )
3

2 4 5

x
f x

x x
=

+ +
 ، I = ℝ  

  المماس

 ، اكتب معادلة للمنحني  20 من إلى 18  في التمارين • 
   a عند النقطة التي فاصلتها fالممثل للدالة 

      ( ) 33 4f x x x= − + − ،  0a =  

       ( ) 4 3

1

x
f x

x

−=
+

 ،  2a = −  

      ( ) 1 1
2

2 1
f x x

x
= + −

−
 ،  3a =  

        f هي الدالة المعرفة على ℝبـ     :  
        ( ) 3 23 3 3f x x x x= + + +   

)على شاشة الحاسبة البيانية نرسم المنحني )C الممثل للدالة  

10 

11 

12 

13 

14 

16 

15 

17 

18 

19 

21 
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 f  و المماسT عند النقطة A 0فاصلتها التي  
  
  
  
  
  .Tعين معادلة للمماس . 1
)خمن على الشاشة وضعية المنحني .2 )Cبالنسبة للمماس 

T.  
  :xتحقق أن من أجل كل عدد حقيقي .3

         ( ) ( ) ( )23 3 3f x x x x− + = +  
)ادرس إشارة. 4 ) ( )3 3f x x−  ثم استنتج وضعية +

)المنحني  )Cبالنسبة للمماس  T.  
[  المعرفة على f      لتكن الدالة   [1;−   :     بـ∞+

              ( ) ( )2
1

1

x
f x

x

−
=

+
   

  . f مشتقة الدالة f'عين . 1
)نحني  المماسان للمT' وTليكن . 2 )C الممثل للدالةf 

   على الترتيب 5 و 0تين فاصلتهما  اللB و Aعند النقطتين 
  .T' وTعين معادلة لكل من 

  .T' وTعين نقطة تقاطع . 3
 Cلية         المنحني البياني التالي هو لدالة الكلفة الإجما

 مماسان T' وTلمصنع ينتج مواد أولية للبناء،المستقيمان 
الوحدات .  على الترتيبB و Aللمنحني في النقطتين 

] مقدرة بآلاف الأطنان حيث qالمنتجة  ]0;50q∈   
  و الكلفة مقدرة بمئات الدنانير

  
  
  
  
   
  
 
 
 

)ن بقراءة بيانية عي) أ.1 )' 40C  
  .q ألف طن من المنتوج 40كلفة إنتاج )  ب

] الممثلة بيانيا أعلاه معرفة على Cالدالة    :  بـ50;0[
     ( ) 3 260 1300 3600C q q q q= − + +  

   .mCعين دالة الكلفة الهامشية) أ
   .1 السؤالتحقق بالحساب من نتائج) ب

  :      بـℝ  المعرفة على f        لتكن الدالة  
              ( ) 3 22 5 6 9f x x x x= + + +   

)المنحني )C الممثل للدالةf .  
  . f مشتقة الدالة f'عين . 1
)هل توجد مماسات للمنحني.2 )C موازية للمستقيم الذي 

6yمعادلته x=؟ عين معادلات لها في حالة الوجود.  
  :      بـℝ        نعتبر الدالة المعرفة على 

              ( ) 3f x ax bx c= + +   
). أعداد حقيقيةa،b،cحيث  )C هو المنحني الممثل للدالة f   

  .في معلم
) بحيث المنحنيc و a ،bعين الأعداد  )Cيشمل النقطة   

( )1; 3A )يقبل في النقطةو  − )0;1B مماسا موازيا
6yالذي معادلته Dللمستقيم x= −  

  المستوي منسوب إلى      
   معلم متعامد و متجانس 

( ); ,O I J.  
  ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة 

) بـ  ) 2f x ax bx c= + +   
   أعداد حقيقية،c وa، bحيث 

  شكل  تمثيلها البياني في الΓو
  .المقابل

A و B نقطتان منΓالمماس للمنحني ، Γ عند A يشمل 
)النقطة  )0;3D  

  بقراءة بيانية احسب كلا من. 1
( )1f ، ( )2fو ( )' 1f  
  .  c وa ، b باستعمال النتائج السابقة عين .2
  

22 

23 

25 

20 30 40 500 10 x

y
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B

10 20 30 40 50 
q 

11600 

23600 

( )C q  

25 

26 
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}نعتبر الدالة المعرفة على        }1;1−ℝبـ     :  

              ( ) 2
1

1

ax
f x x

x
= + +

−
  

) عدد حقيقي موجب تماما ، aحيث  )C هو المنحني 
  . في معلمfالممثل للدالة 

)حتى يكون المماس  للمنحني aعين  )C عند النقطة التي
  . موازيا لحامل محور الفواصل0فاصلتها 

2�
   ـ درا&� دا

]المعرفة على f   نعتبر الدالة     ) حيث ∞+;0] )C هو 
   :تمثيلها البياني التالي

  
  
  
  

  ، f' الممثل للدالة Γأحد المنحنيات التالية هو المنحني
  ما هو؟

     
  
  
  
  
  
  
  

      
) حيثℝالمعرفة على fنعتبر الدالة         )C هو تمثيلها 

  :البياني التالي
  
  
  
  

  ، f' الممثل للدالة Γأحد المنحنيين التاليين هو المنحني
  .ربر؟ هو ما
  

  
  
  
  
  

): بـℝالمعرفة على f الدالة       نعتبر ) 2f x x=    
بدون ( ℝادرس تغيرات الدالتين التالييتن المعرفتين على

  )f'دراسة إشارة المشتقة
  2

1 : 1f x x +֏     ،       ( )2

2 : 1f x x−֏  

∗المعرفة على f       نعتبر الدالة 
ℝبـ :( ) 1

f x
x

=  

∗ادرس تغيرات الدالتين التاليتين المعرفتين على
ℝ )  بدون

  )f'دراسة إشارة المشتقة

          1

2
:f x

x

−
֏      ،  2

3
:f x

x
֏  

∗المعرفة على f      نعتبر الدالة 
ℝ بـ :    

                ( )
( )2

1

1
f x

x
=

+
   

( )Cهو تمثيلها البياني التالي على شاشة آلة حاسبة بيانية   
  
  
  
  
  . fشكل جدول تغيرات الدالة .1
  )مع الشرح(استنتج تغيرا ت الدالتيتن التاليتين . 2

   
( )1 2

2
:

1
f x

x

−
+

֏   ،  
( )1 2

1
: 2

1
f x

x
−

+
֏  

] المعرفة علىfادرس تغيرات الدالة . 1        :  بـ∞+;0]
      ( ) 2f x x= x:عمل الدالةاست (− x֏(  
) في معلم متعامدfارسم المنحني الممثل للدالة . 2 ); ,O I J  

∗المعرفة على f      نعتبر الدالة 
ℝبـ  :    

            ( ) 1
1f x x

x
= − +  

   : بـ ℝعلىالمعرفة  gشكل جدول تغيرات الدالة. 1
             ( ) 1g x x= −  
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∗ المعرفة علىhو جدول تغيرات الدالة 
ℝ ـ� :( ) 1

h x
x

=  

   .fاستنتج جدول تغيرات الدالة .2
       f الدالة المعرفة علىℝ بـ 

( ) 3 2 1f x x x= − − +  
بملاحظة أن هي مجموع دالتين رتيبتين تماما 

  .وشكل جدول تغيراتها f،استنتج تغيرات الدالة ℝعلى
 ادرس اتجاه تغير الدالة ، 45 إلى  36  في التمارين من•
fبعد حساب دالتها المشتقة   'f و دراسة إشارتها.  

       f معرفة على  ℝبـ :  ( ) 2 4 5f x x x= − −  

      f معرفة على  ℝبـ : ( ) 3 21 3
4

4 2
f x x x= − +  

       f معرفة على  ℝبـ :  ( ) 4 23 2f x x x= − +  

       f معرفة على  { }2− −ℝ بـ :( ) 2 1

2

x
f x

x

+=
+

  

       f معرفة على  { }2−ℝبـ :    

              ( ) 3
1

2
f x x

x
= − +

−
  

       f معرفة على  { }1;2− −ℝ بـ  :  

                 ( )
2

2

5 14

2

x x
f x

x x

+=
− −

  

       f معرفة على  ℝبـ :  ( ) 2

1

3

x
f x

x

+=
+

  

       f معرفة على  [   : بـ ∞+;0]
                 ( ) ( )2 3f x x x= −  

      fمعرفة على  { }0;1−ℝـ ب    :  

          ( ) 1 1

1
f x

x x
= −

−
  

        f معرفة على  { }1−ℝ بـ :  

              ( ) ( )
( )

2 2

2

2 9

1

x x x
f x

x

− +
=

−
  

 وحدة من منتوج معين  q لإنتاج Cالكلفة الإجمالية       
  :ة بالعلاقة مقدرة بمئات آلاف الدنانير معطا

        ( ) 3 290 10000 7500C q q q q= − + +  
0  حيث  80q≤ ≤.  

  10000DAكل وحدة إنتاجية تباع بـ
  .عين دالة الكلفة الهامشية و شكل جدول تغيراتها. 1
)حل المعادلة .2 )' 10000C q ] على المجال= ]0;80  

) استنتج إشارة • )10000 'C q−  
  :وحدة معطى بالعلاقة qالربح المحقق من أجل إنتاج .3

     ( ) ( )10000B q q C q= −  
 استنتج من أجل أي عدد للوحدات المنتجة يكون الربح •

         .ربحأعظميا و احسب هذا ال
، الكلفة ) مقدر بالآلافq  )q مؤسسة تصنع منتجا      

   :وحدة من هذا المنتج معطاة بالدالة  qالإجمالية  لصنع 
     ( ) 3 20,75 7,5 11 400C q q q q= − − + 
]حيث ]1;12q∈ و ( )C qمقدر بمئات الدنانير   
)احسب) 1 )'C q و ادرس إشارتها ثم شكل جدول تغيرات 

] على المجالCالدالة  ]1;12.  
الذي يعطي ) 0,1مقربة إلى(عين عدد الوحدات المنتجة ) 2

  .كلفة صغرى، و أعط قيمة هذه الكلفة
       حرفي ينتج وحدات من الخشب، كل أسبوع يقدر أن 

   : وحدة معطاة بالعلاقةx  لـDAلفة الإنتاج بـ ك
  ( ) 2 60 121C x x x= + ]لمن أج + ]1;30x∈.  

)الكلفة المتوسطة معطاة بالعلاقة ) ( )
m

C x
C x

x
=  

 و شكل جدول تغيرات mCمشتقة  mC'احسب )1
  .mCلدالةا
 استنتج عدد الوحدات المنتجة للحصول على كلفة   )2

 .متوسطة صغرى

بين أن الفائدة المحققة من .1100DA كل وحدة تباع بـ )3
  :وحدة معطاة بالعلاقة xبيع 
      ( ) 2 1040 121B x x x= − + −  

)ادرس إشارة  )'B xجدول تغيرات الدالة  و شكل B.  
  .استنتج عدد الوحدات التي تباع حتى تكون الفائدة قصوى

 qألعابا للأطفال ، كلفة إنتاج  مؤسسة صناعية تنتج       
]وحدة  ]( )0;100q∈ هي( )C q حيث 

( ) 20,05 80C q q q= + +،   q مقدر بالآلاف   
)و  )C qمقدر بعشرة الآلاف من الدنانير  

   .Cادرس تغيرات .عين الكلفة الثابتة) 1
)حل المعادلة  ) 480C q   . ثم أعط تفسيرا=
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0 1 x

y الذي هو دالة  R آلاف من اللعب يعطي دخلا qبيع ) 2
)تآلفية حيث  )50 300R ) و = )60 360R مقدرا (=

  )بعشرة الآلاف من الدنانير
) عين عبارة • )R q.  
 من طرف المؤسسة Bبين أن الفائدة المحصل عليها ) 3

)معرفة بالعلاقة  ) 20,05 5 80B q q q= − + −  
تي يجب على المؤسسة إنتاجها حتى ما هو عدد الوحدات ال

  تكون الفائدة موجبة؟
ما هو عدد الوحدات المنتجة  .Bادرس تغيرات الدالة ) 4

  حتى تكون الفائدة قصوى؟ما هي قيمة هذه الفائدة؟
 وحدة على محور 20 من أجل 1cm(في معلم متعامد ) 5

)  وحدة على محور التراتيب 50من أجل  1cmالفواصل و
  . B و C ،R، ارسم التمثيلات البيانية للدوال 

3���
        ـ ا����ق دا
� ,+آ( دا

       f و  g  دالتان معرفتان علىℝكما يلي:  
     ( ) 2f x x=  و  ( ) 2 1g x x= −  
  . g  و fولي تغيرات كل من شكل جد. 1
2 .hهي الدالة المعرفة بـ h f g=  أي هي الدالة �

) بـℝالمعرفة على  ) ( )2
2 1h x x= −.  

1 متزايد تماما علىh بين لماذا الدالة -أ
;

2
 +∞  

  ؟

1ى علh ادرس تغيرات الدالة - ب
;
2

 −∞  
  

  .h شكل جدول تغيرات الدالة - ج
+ المعرفتين على gو   f      نعتبر الدالتين 

ℝبـ  :  
  ( ) 3 5f x x= )     و     + )g x x=.   
   .gو   fأعط تغيرات الدالتين ) 1
   .g متبوعة بـ  fكب الدالة مر hنعتبر الدالة ) 2

) عين عبارة )h x ثم ادرس تغيرات الدالة h .  
uنضع ) 3 f g= )أعط عبارة  . � )u x و ادرس 

  . uتغيرات الدالة 
): بـℝ  المعرفة علىf لتكن الدالة       ) 2 3f x x= −   

[هي الدالة المعرفة على gو     ابمنحنييهو الممثلة ∞−1;]

   :البياني في الشكل المقابل
h  حيثhلتكن الدالة   g f= �  
   معرفة علىhبين أن الدالة ) 1

] [2;2−.  
  . hالة عين اتجاه تغير الد) 2

على  f      في كل حالة من الحالات التالية أكتب الدالة 
)(شكل مركب دالتين  )f g u= (و ادرس اتجاه تغيراتها  

1  (f   معرفة علىℝبـ ( ) ( )2
1f x x= −  

2  ( f  معرفة على{ }3−ℝبـ ( ) 1

3
f x

x
=

−
  

3  ( f  معرفة على] ) بـ∞−2;[ ) 4 2f x x= −  

      f معرفة على  ℝ بـ ( ) 2 2 3f x x x= + +  
    fمشتقة الدالة f'  عين 

       f معرفة على  ℝ بـ ( ) ( )323 1f x x= +  
      fعين مشتقة الدالة 

 قابلة للاشتقاق على uبرهن أنه إدا كانت الدالة. 1      
) ،I من x بحيث من أجل كل Iمجال  ) 0u x فإن  ≠

1الدالة
nu

) n قابلة للاشتقاق ) 1عدد طبيعي أكبر أو يساوي

  و Iعلى 
1

1
'

n n

nu

u u +
  = − 
 

  

1 الدالة:مساعدة
nu

: هي مركب الدالة   ng u u֏ متبوعة

1بالدالة 
:f u

u
֏   

):�ـℝ دالة معرفة على h:  تطبيق.2 )
( )32

1

3 1
f x

x
=

+
   

1لاحظ أن    (fعين مشتقة الدالة 
n

f
u

=    (  

معرفة و قابلة  u      المنحني البياني التالي هو لدالة 
]للاشتقاق على  ]2;2−.  

)اقرأ بيانيا إشارة . 1 )u xثم   
)  إشارة )'u x  

2fحيث  fلتكن الدالة . 2 u=  
  u'وu بدلالة f'عبر عن •
  .f و جدول تغيرات f'استنتج إشارة•
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      fدالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال [ ]2;3− 
  :حيث جدول تغيراتها هو التالي

3       2          1      0     1 -    2-  x  
     +             0    -      -  0+       ( )'f x  

 3                                 2  
      

                 2-                       1  
( )f x  

،عبر  gفي كل حالة عين مجموعة تعريف الدالة 
)عن )'g x بدلالة ( )f xو ( )'f x ثم استنتج جدول 

  .gتغيرات الدالة 

1 (g f=            2 (2g f=       3 (1
g

f
=  

      f هي الدالة المعرفة علىℝبـ ( ) ( )32 1f x x= −  
   :f ادرس تغيرات

   .f بدون حساب مشتقة -    أ
   .f بحساب مشتقة -  ب

       f  هي الدالة قابلة للاشتقاق على[  حيث −3;2[
  جدول تغيراتها هو التالي

3             0          2 -   x  
        -      0                 +     ( )'f x  

              1  
2                         3-  ( )f x  

)نضع  )g f x=  
] هي gبين أن مجموعة تعريف الدالة . 1 ]0;9  
 على gادرس بطريقتين مختلفتين اتجاه تغير الدالة . 2

[ ]0;9.  
.�/�0
         ���ر�� 

معرفة و  f        الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة 
[قابلة للاشتقاق على المجال ]0;5  

  
  
  
   
  
  
  

  

لمستقيمان المرسومان في الشكل هما المماسان للمنحني عند 

16 و 1النقطتين اللتين فاصلتاهما

9
.  

)بقراءة بيانية عين .1 )1fو ( )' 1f.   
[حل بيانيا في المجال.2 القيم في (المتراجحات التالية 5;0[

  )−110المقروءة في التمثيل تعطى بالتقريب إلى
)  )أ ) 0f x ))  ، ب≤ )' 0f x ))   ، ج≤ ) 1f x ≤   
[ منxنقبل أنه من اجل كل عدد حقيقي . 3 ]0;5:  

       ( ) ( )2f x a bx x= + −  

  .عددان حقيقيان نريد حسابهما
[ منx بين أنه من اجل كل عدد حقيقي -أ ]0;5                :  

         ( ) 3
' 2

2
f x b x

 = − 
 

  

) باستعمال قيم - ب )1fو( )' 1fالمحصل عليها في   
   .b و a عين 1  السؤال

�3
2ر�� 1      .  

  معرفة  fة  لدالfCالشكل الموالي هو التمثيل البياني 
] و قابلة للاشتقاق على المجال  في معلم متعامد−3;3[

( ); ,O I J   
  
  
  
  
  
  
  

  : يحقق الشروط التاليةfCالمنحني
)، و يشمل النقطة  Oيمر بمبدأ المعلم  )3;9A  ، يقبل −

 مماسا أفقيا و يقبل المستقيم 1التي فاصلتها  Bفي النقطة 
( )OA كمماس عند النقطة O.   

)ما هو معامل توجيه المستقيم. 1 )OA؟  
] معرفة علىfنفرض أن .2   :   بـ−3;3[

              ( ) 3 2f x ax bx cx d= + + +   
   أعداد حقيقيةdو  a،  b ، cحيث 
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  : بين باستعمال الشروط السابقة أن-أ

     1

3
a =، 1b =، 3c = 0d و− =   

)حلل - ب )'f x و استنتج اتجاه تغير الدالة f     .  
  دراسة دالة ناطقة       

} المعرفة على fنعتبر الدالة  }2−ℝبـ    :  

               ( )
2 5 15

2 4

x x
f x

x

− + −=
−

   

 C هو التمثيل البياني لها في معلم متعامد
)ومتجانس ); ,O I J  

)بين أن. 1 ) ( )
( )

2

2

2 4 5
'

2 4

x x
f x

x

− + +
=

−
هي f'حيث 

   fمشتقة 
  f' ادرس إشارة -أ.2
عند حدود مجموعة التعريف،  fادرس نهايات الدالة - ب

  . D يقبل مستقيما مقاربا عموديا Cاستنتج أن المنحني 
  . f شكل جدول تغيرات - ج
 أجل كل بحيث من a،  b ، cعين الأعداد الحقيقية - ا. 3

2xعدد حقيقي  ≠:( )
2 4

c
f x ax b

x
= + +

−
   

3 بين أن المستقيم الذي معادلته   - ب

2 2

x
y = −   مقارب+

   .Cللمنحني 
مع  C للمنحني B و A  عين إحداثيات نقط التقاطع-أ.4

  .حامل محور الفواصل
]  المعرفة علىf       نعتبر الدالة    :    بـ∞+;0]

               ( ) 2 3

6 9 1

2
f x

x x x
= − +   

 C هو التمثيل البياني لها في معلم متعامد و متجانس
( ); ,O I J3الوحدةcm.  

  . ، شكل جدول التغيرات fدرس تغيرات .1
) حل المعادلة -  أ.2 ) 0f x لا C، استنتج أن للمنحني=

  .يقطع محور الفواصل
   حسب جدول التغيرات ناقش حسب قيم اعدد الحقيقي - ب
m عدد حلول المعادلة ( )f x m=.  

 C  للمنحني2T و 1T عين معادلة لكل من  المماسين- ج

1عند النقطتين اللتين فاصلتاهما 

2
   .1 و 

  .C  و المنحني1T ، 2Tأنشئ المماسين. 3
∗ المعرفة على f      نعتبر الدالة  

ℝبـ    :  

               ( )
( )

3

2

1

1

x
f x

x

+=
−

  

  :هو الجدول التالي f بين أن جدول تغيرات الدالة 
+∞           3           1         −∞  x 
            +  0     -+                 ( )'f x  

+∞                  +∞  +∞  
             7                           −∞  

( )f x  

       f دالة معرفة على [     : بـ3;1[
                ( ) 2 4 3f x x x= − + −     

   1تقبل قيمة حدية عظمى عند fبين أن 

):       لتكن المعادلة ) 1
: 2E x

x
=  x حيث المجهول −

[عدد حقيقي من المجال  [0;+∞  
  تلميذ رسم على شاشة .1

  آلته الحاسبة المنحني الذي

1 معادلته
y

x
   و المستقيم=

2y الذي معادلته x= −.  
) بملاحظة الرسم البياني ، كم تقبل المعادلة • )E من حل

[لعلى المجا   ؟∞+;0]
[ المعرفة على gتلميذ ثان اعتبر الدالة . 2   بـ ∞+;0]

         ( ) 1
2g x x

x
= − −  

  . عند حدود مجموعة التعريفgعين نهايات الدالة ) أ
)احسب) ب )'g x حيث'gلدالة المشتقة لـ  هي اg.  بين

[ متزايدة تماما على المجالgأن  [0;+∞.  
)استنتج عدد حلول المعادلة ) ج )E و أعط باستعمال

  .−210الحاسبة حصرا سعته 
)يمكنني حل المعادلة : " تلميذ ثالث قال. 3 )E جبريا"  
  . بين ، بحل المعادلة أن هذا التلميذ على صواب•
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دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال  f      لتكن 
[  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس C و4;0[

( ); ,O i j
� �

  

  
  
  
  
  
  
  
 يقبل Cالمنحنيِ .C تنتمي إلى R و M ، N ، P  ،Qقط الن

مماس موازيا لحامل محور  Q و Nفي كل من النقطتين 
  في النقطة   C هو المماس للمنحني ∆المستقيم .الفواصل

5
2;

2
P
 
 
 

)و يشمل النقطة .  )3;1S.  

)عين) أ.1 )' 1f، ( )' 2fو ( )' 3f  
  .∆عين معادلة للمستقيم ) ب
عين باستعمال التمثيل البياني عدد حلول المعادلة ) أ. 2

( ) 3f x ] على المجال = ]0;4  

3ارسم المستقيم الذي معادلته ) ب

2 2

x
y =  ثم حل +

)المتراجحة  ) 3

2 2

x
f x < +  

]معرفة على Fهي مشتقة دالة  fالدالة . 3 أعط .4;0[
  . مبررا الجواب f تغيرات الدالة 

] المعرفة على gلتكن الدالة. 4 ) بـ 4;0[ ) ( )
1

g x
f x

=  

  . fأعط جدول تغيرات ) أ
   .gاستنتج جدول تغيرات ) ب

 معرفة و f لدالة fC      الشكل التالي هو التمثيل البياني
]قابلة للاشتقاق على    :علم أنن. دالتها المشتقةf' و∞+;0]

   .∞+ عند fCمحور الفواصل مقارب لـ- 
يقبل مماسا موازيا لمحور الفواصل عند fCالمنحني- 

 .Aالنقطة 

  يشمل النقطة التي    B عند النقطة fCالمماس لـ- 

11 إحداثياتها  1
;

2 2
 
 
 

.  

  
  
  
  
  
  :fCانطلاقا من المنحني. 1
) عين) أ )lim

x
f x

→+∞
  

) عين) ب )' 1fو ( )' 3f  
)حل المعادلة ) ج )' 0f x ≥  

):المعرفة بـ  gتعتبر الدالة . 2 ) ( )
1

g x
f x

=  

   .gحدد مجموعة تعريف الدالة ) ا
)احسب) ب )

0
lim
x

g x
→

) و  )lim
x

g x
→+∞

.  

)احسب ) ج )' 1gو ( )' 3g.  
  .على مجموعة تعريفها gادرس تغيرات الدالة ) د
تي ترفق بكل عدد حقيقي موجب تماما ال hتعتبر الدالة . 3

x  ، ( ) 1
h x f

x
 =  
 

  

)احسب) أ )
0

lim
x

h x
→

) و  )lim
x

h x
→+∞

ماذا تستنتج بالنسبة .

   ؟hللمنحني الممثل للدالة 

1احسب ) ب
'

3
h
 
 
 

  

  ,7ـ�6ـ5

  :1الجزء      

 fدالة معرفة على ] [2;−   الشكل المقابل هو تمثيلها ∞+
]البياني على المجال ]1,5;8−  
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]على المجالfأعط جدول تغيرات الدالة .1  محددا −8;1,5[
)إشارة  )'f x 8 و −1,5 و صورتي.   

] بيانيا على المجال حل. 2   : المعادلتين−8;1,5[
)) أ ) 10f x ))      ب= ) 55f x =  

  :2الجزء

[السابقة معرفة على  fالدالة  [2;− )بـ∞+ )
210

2

x
f x

x
=

+
  

( )C البياني لـ  هو التمثيل f في معلم.  
استنتج مستقيما مقاربا . -2عند  fادرس نهاية ) أ.1

)لـ )C.  
  .∞+عند fنهاية ادرس ) ب
2xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي) ج > −  :  

            ( ) 40
10 20

2
f x x

x
= − +

+
  

)تج مستقيما مقاربا مائلا لـاستن )C.  
)ادرس إشارة ) أ. 2 )'f x.  
[على  fشكل جدول تغيرات الدالة ) ب [2;− +∞.  

  :3الجزء

) بمئات الدنانير(مؤسسة تنتج و تبيع مواد مصنوعة ، الربح 
) المحقق من طرف هذه المؤسسة يساوي )f x حيث x هو 

](كمية الوحدات المباعة [0;x∈ هي الدالة  fو ) ∞+
   .2المدروسة  في الجزء

  .بين أن هذا الربح موجب. 1
   مادة 100قررت المؤسسة تحديد الفائدة المناسبة لبيع .2

0 و المقدرة بـ 
  . سنويا06

 إلى هذا الربح مقدرا بمئات الدنانير ومدورا 0C بـنرمز
  . سنةn إلى القيمة خلال nCإلى الوحدة و بـ

0تحقق أن ) أ 980C   .2C و1C ثم احسب =
1nCعبر عن )  ب )حدد طبيعة المتتالية.nC بدلالة+ )nC.  
 10عين القيمة المكتسبة المحصل عليها خلال ) ج

  )مدورة إلى الوحدة(سنوات
:  من منتوج معطاة بـq       الكلفة الإجمالية لصنع كمية 

( ) 3 21
6 40

3
C q q q q= − ] من أجل + ]0;12q∈ 

) يمثل عدد  آلاف الوحدات المصنوعة و qحيث  )C q 

)المنحني .كلفة الصنع مقدرة بـآلاف الدنانير  )Γ الممثل 
  :لدالة الكلفة الإجمالية معطى كالآتي

  
  
  
  
 
 
 
  
  
)طة للإنتاج نذكر أن الكلفة المتوس) 1 )MC q معطاة 

)بالعلاقة  ) ( )
M

C q
C q

q
0q مع = ≠   

  .للإنتاج عن الكلفة المتوسطة qعبر بدلالة )  أ
 للوحدات التي تصنع حتى تكون الكلفة 0qاحسب العدد) ب

  .المتوسطة للإنتاج صغرى
)نسمي الكلفة الهامشية للإنتاج ) 2 )mC q  حيث 

( ) ( )'mC q C q= حيث'C هي مشتقة الدالة C  
  . الهامشية للإنتاجعن الكلفة qعبر  بدلالة ) أ

 الهامشية تساوي الكلفة  الكلفة 0qتحقق أنه من اجل ) ب
  .المتوسطة

)للمنحني  Tعين معادلة للمماس ) 3 )Γ عند النقطة A   
  . ثم ارسمه في الشكل9التي فاصلتها 

  من أجل. نفرض أن المؤسسة تبيع كل الإنتاج ) 4
[ ]0;12q∈ الإنتاج و ، الفائدة بـآلاف الدنانير من أجل

  : آلاف وحدة معطاة بالعلاقةqالبيع  لـ 

          ( ) 3 21
2 21

3
B q q q q= − + +  

  .احسب عدد الوحدات المنتجة حتى تكون المؤسسة رابحة) أ
  عين عدد الوحدات التي تنتج حتى تكون الفائدة قصوى؟ ) ب

�3
2ر�� 1     .   
]المعرفة على  C لتكن الدالة العددية  :1الجزء ]0;300 

)    :بـ ) 3 21
15 2500

30
C x x x x= − +  

)احسب ) 1 )'C x ، 'C  هي الدالة المشتقة للدالةC  
  .و ادرس إشارتها C'شكل جدول تغيرات الدالة •

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12-1
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)المستوي إلى معلم متعامد ينسب ) 2  ); ,O i j
� �

   

 وحدات على محور الفواصل 10 لكل0,5cm:الوحدة(
  ) وحدة على محور التراتيب 10000 لكل0,5cmو

)نسمي )Γ التمثيل البياني للدالة C في المعلم ( ); ,O i j
� �

،  

) النقطة من Aو نرمز بـ  )Γ 150 التي فاصلتها   
   .A للمنحني عند النقطة T عين معادلة المماس •
)، ادرس وضعية C' باستعمال تغيرات الدالة• )Γ 

  .Tبالنسبة إلى 
) و Tأنشئ ) 3 )Γ.  

   تطبيق في مجال الاقتصاد:2الجزء
 وحدة ، 300 إلى 0 أين الإنتاج يتغير من Eفي مؤسسة 

   :وحدة معطاة بالدالة  xالكلفة الإجمالية  لصنع 

     ( ) 3 21
15 2500

30
C x x x x= − +  

)ية للإنتاجنسمي الكلفة الهامش )mC xحيث:  
        ( ) ( )'mC x C x=   

نفرض أن المؤسسة رائدة في السوق حيث أن العلاقة بين 
) بالوحدات(x و الطلب p سعر البيع

)هي ) 45
2750

8
p x x= − +  

)تباع بسعر  xأي كل وحدة  ( )p x(  
)خل الإجمالياحسب الد) 1 )R x من اجل بيع x وحدة .  
نسمي دخل هامشي الزيادة في المدخول الناتج عن بيع ) 2

  .منتوج إضافي
):ننمذج هذا الدخل بالعلاقة التالية ) '( )mr x R x= حيث 

'R هي الدالة المشتقة للدالة R .  
 الدخل الهامشي يكون مساويا xة قيمة لـ   من أجل أي

  للكلفة الهامشية؟
وحدة معطاة  xبين أن الفائدة من أجل الإنتاج و البيع لـ ) 3

3:بـ 31 75
( ) 250

30 8
B x x x x= − + +  

)' احسب  )B x حيث 'B هي مشتقة الدالة B .  
  ى عندما يكون الدخل   استنتج أن الفائدة تكون قصو

   ما قيمة الفائدة القصوى؟                                        .الإجمالي مساويا للكلفة الإجمالية

  :1الجزء      

]المعرفة على  gلتكن الدالة     بـ ∞+;0]

         ( ) 35 1500 200g x x x= − −  

]على gادرس تغيرات الدالة .1  و شكل جدول ∞+;0]

  .تغيراتها

)بين أن المعادلة. 2 ) 0g x  في αتقبل حلا وحدا =

]المجال     .α لـ0,1أعط قيمة مقربة إلى.20;10[

) إشارةxنتج حسب قيم است.3 )g xعلى [ [0;+∞.  

 عند إنتاج الكلفة المتوسطة للإنتاج بمئات الدنانير :2الجزء

x  وحدة)x معرفة على)مقدر بالمئات[    بـ∞+;0]

      ( ) 2

1500 100
5 31M

x
C x x

x

+= + +  

( )Cهو التمثيل البياني لها في معلم متعامد( ); ,O I J  

  .أعط تفسيرا بيانيا لهذه النهاية .0 عند MCعين نهاية .1

  .∞+ عندMCعين نهاية) أ.2

5 الذي معادلتهDبين أن المستقيم ) ب 31y x=  مقارب +

)للمنحني  )C عند+∞.  

و بين أنه من أجل كل عدد MCاحسب مشتقة الدالة ) ج

] منxحقيقي  ):  لدينا∞+;0] ) ( )
3

'M

g x
C x

x
=  

  1لدالة المعرفة في الجزء هي اgحيث 

) لدراسة إشارة1استعمل الجزء) أ.4 )'MC x. استنتج

  .MCتغيرات 

  .MCشكل جدول تغيرات) ب

المنتجة للحصول ) 0,1مدورة إلى(عين كمية الوحدات .5

  ما هي هذه الكلفة ؟  .توسطة صغرىعلى كلفة م

)أنشئ .6 )CوD). 2الوحدةcm وحدات على 5 من أجل 

 وحدة على محور 50 من أجل 1cmمحور الفواصل و 

  ).التراتيب
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  : 1      الجزء
[ المعرفة على g لتكن الدالة  [5;−   :بـ∞+

          
9

( ) 0, 05 4
5

g x x
x

= − +
+

  

   إلى تمثيلها البيانيgCنرمز بـ
  . ثم فسر النتيجة بيانيا-5 عند g ادرس نهاية.1
 الذي Dبين أن المستقيم .∞+ عندg ادرس نهاية .2

,0معادلته 05 4xy −   .∞+عندgCمقارب للمنحني =+
  . D بالنسبة إلى gCادرس وضعية

)احسب. 3 )'g xو ادرس إشارتها .  
[ علىgشكل جدول تغيرات الدالة . 4 [5;− +∞.  

) معلم متعامد المستوي منسوب إلى.5 ); ,O i j
� �

 حيث 

0,5i cm=
�

2j و  cm=
�

.  

  .gC ارسم المستقيمات المقاربة و المنحني•
  : 2الجزء 

  :    بـℝ المعرفة على fلتكن الدالة 

        
( )

3 2

22

6 24 36 18
( ) 4, 5

2 2

x x x
f x

x x

+ + +
= −

+ +
   

  . إلى تمثيلها البيانيfCنرمز بـ
، ثم فسر ∞+ و عند∞− عندfادرس نهايات الدالة .1

  .النتيجة بيانيا
)احسب . 2 )'f x ثم تحقق أن:  

          ( )
( )

3

32

6 2
'( )

2 2

x x
f x

x x

+
=

+ +
  

) ادرس إشارة. 3 )'f x و شكل جدول تغيرات الدالة f.   
  . في نفس المعلم السابقfCأنشئ . 4

 :3الجزء

xمقدر بمئات ( يمثل ثمن وحدة من منتوج معين
ية الطلب ،نقبل أن كمية العرض في السوق و كم)الدنانير

]مقدرتان بالآلاف منمذجتان  على المجال ]0;20   
  : بالنسبة لدالة العرض بـ - 

       
( )

3 2

22

6 24 36 18
( ) 4, 5

2 2

x x x
f x

x x

+ + +
= −

+ +
  

9بالنسبة لدالة الطلب بـ  
( ) 0, 05 4

5
g x x

x
= − +

+
  

]المعرفة على  h لتكن الدالة . 1   : بـ 20;0[
           ( ) ( ) ( )h x f x g x= −  

   :2 و 1 نباستعمال النتائج المحصل عليها في الجزء ي
  . hادرس تغيرات الدالة ) أ

)بين أن المعادلة ) ب ) 0h x   α تقبل حلا واحدا =
استنتج مما سبق ثمن الموازنة و كذا عدد الوحدات . 2

  .سوق لهذا الثمنالمقترحة في ال
  :   بـℝالمعرفة على  p      نعتبر دالة كثير الحدود 

        ( ) 3 23 3 5p x x x x= + + −   
  . pادرس تغيرات ) أ) 1
)بين أن المعادلة ) ب ) 0p x  α تقبل حلا واحدا في=

]المجالالمجال  في  ]0;1 .   
   .−110 سعتهα أعط حصرا لـ •
)عين إشارة ) ج )p x حسب قيم x .  
[المعرفة على   fنعتبر الدالة ) 2 [1;−   :  بـ∞+

             ( )
( )
3

2

3 1

1

x x
f x

x

− +=
+

   

( )C المنحني الممثل للدالةfفي معلم متعامد و متجانس   

( ); ,O i j
� �

  2cmالوحدة .
  .فسر بيانيا النتيجة . -1 عند fعين نهاية الدالة )  أ
)احسب) ب )lim

x
f x

→+∞
  

)احسب ) أ. 2 )'f x . بين انه من أجل كلx 

[من [1;− +∞  :( ) ( )
( )3

'
1

P x
f x

x
=

+
   

  f شكل جدول تغيرات   )ب
2y الذي معادلته ∆بين أن المستقيم )  أ3 x=  مقارب −

)ني للمنح )C عند +∞.  
)ادرس وضعية ) ب )Cبالنسبة إلى ∆.  
)للمنحني  Tعين معادلة للماس .4 )C الممثل للدالة f  عند

  .0النقطة التي فاصلتها 
)أنشئ . 5 )C ،Tو المستقيمات المقاربة .  
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0 1
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0 1

1

x

y

  اختيار من متعدداختيار من متعدد
+معرفة و موجبة تماما على Kالدالة      

ℝ و جدول 
  تغيراتها هو التالي 

+∞           3            1         0   x  
 +∞              

                      
( )K x  

+المعرفة على  gما هو جدول تغيرات الدالة 
ℝ 

)بـ ) ( )
1

g x
k x

   ؟=

  x  0        1         3         ∞+  )أ
    

0 
( )g x  

 
  x  0        1         3         ∞+  )ب
    

−∞ 
( )g x  

  
  x  0        1         3         ∞+  )ج
    

−∞ 
( )g x  

في مؤسسة، دراسة بينت أن الكلفة الهامشية        
( )mC q مقدرة بمئات الدنانير بدلالة عدد qمن الوحدات 

) :المصنوعة معطاة بالعلاقة ) 23 10 20mC q q q= − +  
  DA99300 علما أن قيمتهاTCما هي الكلفة الإجمالية 

10qمن أجل =   
)) أ ) 3 25 20 100000TC q q q q= − + +  

)) ب ) 3 25 20 6TC q q q q= − + +  
) )ج ) 6 10TC q q= −  
 معرفة f الممثل لدالة Cالشكل المقابل يمثل المنحني    

[على [1;−   f' الممثل لدالتها المشتقةΓو المنحني ∞+
  
  
  
  
  

   عند النقطة التي Cما هو معامل توجيه المماس للمنحني
   ؟0فاصلتها 

  1)    ج            - 2)  ب              0)  ا

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
و جدول ℝ معرفة و قابلة للاشتقاق علىf  الدالة     

أكد صحة أو خطأ العبارات التالية مع .تغيراتها هو التالي
  التبرير

+∞          1        2 -     −∞  x 

2                       0  
             3  -                  1 -          

( )f x  

):ℝ منxمن أجل كل . 1 ) 3f x ≥ −   
[ على. 2 ]; 2−∞ −:( )' 0f x ≤  
3 .( ) ( )0 1f f≤  
في النقطة التي فاصلتها   fالمماس للمنحني الممثل للدالة . 4
y موازي للمستقيم الذي معادلته2 x=  
5.( )' 3 0f >  

   تقاقوقابلة للاش  معرفةfالدالة       
[ على [1;−   المنحني المقابل.∞+

C يمثل الدالة المشتقة 'f و هو  
)يشمل النقطتين )1;0Aو( )0; 3B −  

   .f المنحني الممثل للدالة Γنسمي
ت التالية صحيحة أو خاطئة أو لا اذكر إن كانت العبارا

  يمكن الحكم عليها مع التبرير
3yالمستقيم الذي معادلته.1  عند النقطة Γ مماس لـ=

  .1التي فاصلتها
[متزايدة على المجال fالدالة .2 [0;+∞.  
 يوازي 0 في النقطة التي فاصلتها Γالمماس للمنحني . 3

3yللمستقيم الذي معادلته x= −  
) المعادلة 4 ) 0f x [ لا تقبل حلولا في= [0;+∞.  
5.( ) ( )' 0 ' 1f f≤  
 معادلته 0 في النقطة التي فاصلتها Γالمماس للمنحني . 6

yمن الشكل   a=  
   Γ هو تمثيل بياني ممكن  للمنحنيالتاليالشكل . 7
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  الكفاءات المستهدفة
 . على مجالتعريف دالة أصلية لدالة 

 . على مجالتعيين مجموعة الدوال الأصلية لدالة 

 .تعيين دالة أصلية لدالة تحقق شرطا معينا و تفسير ذلك بيانيا 
  
  

)يستعمل مفهوم الدوال الأصلية كذلك في المجال الاقتصادي بحيث يتم تعيين الكلفة الإجمالية      )C qلإنتاج معين   

)   باستعمال دالة أصلية للدالة الكلفة الهامشية )mC qمما يسمح من تعيين الكلفة المتوسطة ( )MC qللإنتاج .  

  . ""ن ثمن بيعهلكي يكون منتوج مؤسسة مربحا يجب أن لا تكون الكلفة المتوسطة لإنتاجه أكبر م"" 
    

  . الحساب التفاضلي و التكاملي مكتشفي    يعتبر الانجليزي إسحاق نيوتن و الألماني قوتفريد ولالم ليبنز

  .عن طريق علم الحركة) العملية العكسية لحساب المشتقة (  إلى مفهومي المشتقة و الدالة الأصلية    توصل نيوتن

  "".مسافة ""  دالة أصلية و"" سرعة  ""     فهو يعتبر المشتقة 
� �	��� إ�� اآ
������ ��ا��� ا������  و ا�
	�ر �
�	�ا �������  .    ���%$# �" ذ�  ��� ��

  
  

                                                    
  
  

  خلق بين الرجلينإن هذا الاكتشاف المزدوج 
  


ا+� *�ل ا)و��'�� �,�	
  .و �	" ��ر�
  
  
  
  
  

	���و�                �  ��
�
                                                                                                إ���ق �

   م1727 – م 1642                                                                                   م1716 – م 1646             
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      ا
	��ط ا�ول   

      

[ المعرفتين علىF وfنعتبر الدالتين )1 [3;− +  : كما يلي∞

 ( )
( )

2

2

6

3

x x
f x

x

− −=
+

)      و      ) 2 3

3

x
F x x

x

−= −
+

 

[ منxتحقق أنه من أجل كل • [3;− + ∞ ،( ) ( )F x f x′ =  

[ منx بحيث من أجل كلGاقترح دالة أخرى • [3;− + ∞ ،( ) ( )G x f x′ = 

[ علىf دالتان أصليتان للدالةG وFنقول أن  [3;− + ∞.  

  .I للاشتقاق على قابلةf وI دالتان معرفتان على مجالF وf :تعريف      

)، I منx      إذا كان من أجل كل ) ( )F x f x′   : نقول أن=

o fهي الدالة المشتقة للدالة F. 

o Fدالة أصلية للدالة fعلى I.  

 : كما يليℝ المعرفتين علىH وhنعتبر الدالتين )2

 ( ) 2 3h x x= )      و     − ) 2 3 2H x x x= − + 

 .ℝ علىh دالة أصلية للدالةHبين أن الدالة •

  .ℝ علىhعين دالة أصلية أخرى للدالة •

 :I الدوال التالية على المجال المعطىعين دالة أصلية لكل دالة من   )3

           ∗( )1f x x=و I = ℝ    .( ) 2
2f x x=و I = ℝ         .( )3 2

1
f x

x
= [ و− [0;I = + ∞.  

           ∗( )1 3g x x=و I = ℝ    .( ) 2
2 2 1g x x x= + I و− = ℝ    .( )3 2

2
g x

x
[ و= [0;I = + ∞.  

  

 ي الشكل المقابل على شاشة حاسبة بيانيةرسمنا ف )4

  .ℝ معرفة علىf التمثيل البياني لدالة

  من بين التمثيلات البيانية التالية يوجد التمثيل البياني لدالة

  .عينه مع التبرير.ℝ علىf      أصلية للدالة

  

                  ( )1                                                                            ( )2  
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-1-2-3

2

3

4

5

6

-1

-2

0 1

1

x

y

  
  

   ���

       ا
	��ط ا

  

)        رسمنا في معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� ��

) المنحنيات البيانية  )fC، ( )gC ،( )hCو ( )kC الممثلة  على 

  : و من الشكلℝ  معرفة علىk وf، g، hالترتيب لدوال

                     2: x x bx cϕ + +֏  

  

  عينϕمن خلال ملاحظة الشكل و بدراسة اتجاه تغير الدالة .1

  . نفس المشتقةk وf، g، h بين أن للدوال الأربعة ثمb المعامل

)باستعمال نقطة تقاطع كل من المنحنيات .2 )fC، ( )gC ،( )hC 

) و )kCمع حامل محور التراتيب، عين المعامل cعبارة كل منا مستنتج   

( )f x، ( )g x، ( )h xو ( )k x.  

) النقطي الذي يحول المنحنيعين التحويل .3 )fC إلى ( )gC. 

 ، يطلب تعيينها، لها نفس المشتقةqبين أنه توجد دالة وحيدة .4

):  بحيثf كالدالة )2 3q − =.  

    

  

  

  


�ا
	��ط   �

       ا
  

  .I دالة معرفة على مجالf  لتكن

 .I على المجالf دالة أصلية للدالةFلتكن  .1

):        بين أن الدالة ):G x F x k+֏ حيث kللدالة  عدد حقيقي هي كذلك دالة أصليةfعلى المجال I. 

Fبين أن الدالة. Iمجال على الf دالتين أصليتين للدالةG وFلتكن .2 G−دالة ثابتة على المجال I. 

 .I عددا حقيقيا من المجال0x و ليكنI على المجالf دالة أصلية للدالةFلتكن .3

) بحيث I على المجالfللدالة G       بين أنه توجد دالة أصلية وحيدة )0 0G x y=0 علما أنyعدد حقيقي ثابت .  

 .I عددين حقيقيين من المجالb وa و ليكنI على المجالf دالة أصلية للدالةFلتكن .4

)       بين أن العدد  ) ( )F b F a−لا يتغير إذا استبدلنا الدالة الأصلية Fبدالة أصلية أخرى Gللدالة fعلى I.      

( )fC 

( )gC 

( )kC

( )hC 
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 الدوال الأصلية ↵
  الأصلية لدالة على مجالالدالة  .1

  .I دالة معرفة على مجالf :تعريف

F مشتقتهاI قابلة للاشتقاق علىF كل دالةI على المجالfنسمي دالة أصلية للدالة   .f هي′

)، I منx                      من أجل كل ) ( )F x f x′ =   
) بـِ ℝ المعرفة علىF الدالة∗: مثال   ) 2 3 1F x x x= −   ℝعلى  المعرفةf للدالةℝ هي دالة أصلية على+

)بـِ  ) 2 3f x x= ):  لديناℝ منx لأن من أجل كل− ) ( )2 3F x x f x′ = − =.  

) بـِ ℝ المعرفة علىGالدالة∗           ) 2 3 2F x x x= −    f للدالةℝ هي كذلك دالة أصلية على−

):  لديناℝ منxلأن من أجل كل ) ( )2 3G x x f x′ = − =.  

  مجموعة الدوال الأصلية لدالة .2

 ):تقبل دون برهان ( خواص 

  .I تقبل دوالا أصلية علىf فإنI دالة مستمرة على مجالf كانتاإذ∗   

  هيI علىf فإن كل الدوال الأصلية للدالةI على المجالf دالة أصلية للدالةFإذا كانت∗    

) الدوال )x F x k+֏حيث kعدد حقيقي ثابت .  

    .س الدالة تختلفان بثابت فقط دالتان أصليتان لنف: نتيجة  

) بـِ ℝ الدالة المعرفة علىf لتكن:مثال   ) 23 4 2f x x x= +  هي ℝ علىfكل الدوال الأصلية للدالة. −

) بـِ ℝ المعرفة علىFالدوال ) 3 22 2F x x x x k= + −    . عدد حقيقي ثابتkحيث +

  الدالة الأصلية التي تحقق شرطا معينا. 3

  . عدد حقيقي كيفي0y وI عدد حقيقي منI.0x دالة مستمرة على مجالf :   خاصية

)  تحقق الشرط I على المجالf للدالةF    توجد دالة أصلية وحيدة )0 0F x y=. 
  . إحدى هذه الدوال الأصليةGو لتكنI فهي تقبل دوالا أصلية علىI مستمرة علىf بما أن الدالة:البرهان  

)، I منx فإن من أجل كلI علىf دالة أصلية أخرى للدالةFإذا كانت ) ( )F x G x k=   . عدد حقيقيk حيث+

)الشرط )0 0F x y= يعني أن ( )0 0G x k y+ ) أي أن= )0 0k y G x=   .kلقد تم هكذا تحديد العدد الحقيقي. −

)  تحقق الشرط I على المجالf للدالةFتوجد إذن دالة أصلية وحيدة )0 0F x y=و لدينا :  

                             ( ) ( ) ( )0 0F x G x y G x= + −  

  :التفسير البياني  

)التمثيلات البيانية في معلم ); ,O i j
� ��

   f للدوال الأصلية للدالة

kانسحابات شعاعهاتستنتج من أحدها بواسطة  j
��

  .  عدد حقيقيk حيث

)واحد فقط من بين هذه التمثيلات البيانية يمر من النقطة )0 0;A x y.  
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[ على المعرفتين g وf نعتبر الدالتين:1تمرين محلول   [1;− +   :كما يلي ∞

( )
( )

2

2

2 4

1

x x
f x

x

+= −
+

) و    ) 1
2

1

x
F x x

x

−= −
+

  

[ على المجالf دالة أصلية للدالةF    بين أن الدالة [1;− + ∞.  

   و أن من أجل كلI قابلة للاشتقاق علىF يكفي أن نثبت أنI على مجالf أصلية لـِ دالةFلإثبات أن:طريقة

xمن I ،( ) ( )F x f x′ =.  

[ دالة ناطقة معرفة علىF:الحل [1;− + [ فهي إذن قابلة للاشتقاق على∞ [1;− + [ منxو من أجل كل ∞ [1;− + ∞  

):   لدينا ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

1 1 1 1 2
2 2

1 1

x x
F x

x x

+ − −
′ = − = −

+ +
  

): و منه ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

22

2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 1 12 2 1 2 2

1 1 1 1

x x xx x x
F x

x x x x

 − + − − + + − + − +   ′ = = = =
+ + + +

  

):      و بالتالي )
( ) ( )

( )
2 2

2 2

2 4 2 4

1 1

x x x x
F x f x

x x

− − +′ = = − =
+ +

  

[ منxمن أجل كل و هكذا  [1;− + ∞،( ) ( )F x f x′ [ على المجالf أصلية لـِ دالةFإذن. = [1;− + ∞.  

):  بـِ ℝ المعرفة على f نعتبر الدالة:2تمرين محلول    ) 2 1f x x= −  

 .ℝلى عfعين كل الدوال الأصلية للدالة .1

) و التي تحققℝ علىf للدالةFعين الدالة الأصلية .2 )2 1F = −.  

  :الحل

2x هي الدوالℝ علىfكل الدوال الأصلية للدالة .1 x x k−  . عدد حقيقيk حيث֏+

)لدينا من جهة .2 ) 2F x x x k= − ) و لدينا من جهة ثانية+ )2 1F = −.  

( )2 1F = 22 يعني − 2 1k− + = 3k و منه − = )نجد هكذا أن . − ) 2 3F x x x= − −  

[ على  المعرفتينG وF نعتبر الدالتين:3تمرين محلول    [2;+   :كما يلي ∞

                 ( )
2 2 3

2

x x
F x

x

− +=
−

)   و    ) 2 1

2

x
G x x

x

−= +
−

  

 . دالتان أصليتان لنفس الدالةG وF   باستعمال طريقتين مختلفتين بين أن

[ منx نبين أنه من أجل كل:الطريقة الأولى:    الحل [2;+ ∞ ،( ) ( )F x G x′ ′=  

[ منxمن أجل كل [2;+ ∞،( )
( )
2

2

4 1

2

x x
F x

x

− +′ =
−

) و  )
( )
2

2

4 1

2

x x
G x

x

− +′ =
−

  

[ منxإذن من أجل كل [2;+ ∞ ،( ) ( )F x G x′   .ما إذن دالتان أصليتان لنفس الدالةالدالتان ه. =′

[ منx نبين أنه من أجل كل:الطريقة الأولى           [2;+ ∞ ،( ) ( )F x G x k−   . عدد حقيقيkحيث =

[ منxمن أجل كل [2;+ ∞،( ) ( ) ( )2 2 22 3 2 1
2

2 2 2

xx x x
F x G x x

x x x

− − − + − − = − + = = −   − − −  
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 حساب الدوال الأصلية ↵

 الدوال الأصلية لدوال مألوفة .1
  .   تم الحصول على النتائج الملخصة في الجدول الموالي انطلاقا من قراءة عكسية لمشتقات دوال مألوفة

  . عددا حقيقيا كيفياc يمثل

   هوIالمجال
   هي الدوال المعرفة بـIِ علىfالدوال الأصلية لـِ

( )F x =  

fدالة معرفة على Iِبـ  

( )f x =  

ℝ  ax c+  a) a عدد حقيقي (  

ℝ  
21

2
x c+  x  

ℝ  
11

1
nx c

n
+ +

+
  nx ) n ∗∈ℕ(   

] [ أو∞−0;] [0;+∞  
1

c
x

− +  
2

1

x
  

] [ أو∞−0;] [0;+∞  ( ) 1

1

1 n
c

n x −− +
−

   
1

nx
)n ∈ℕ2 وn ≥(  

] [0;+∞  2 x c+  
1

x
  

fالدوال الأصلية لـِ  .2 g+ و kf) k عدد حقيقي( 

  :خواص 
F فإنI على مجالg وf دالتين أصليتين على الترتيب لدالتينG وFإذا كانت∗   G+ دالة   

f  أصلية للدالة g+على المجال I.  

)I علىkf دالة أصلية للدالةkF فإنI على مجالf دالة أصلية للدالةFإذا كانت∗                  )k ∈ℝ  

 الدوال الأصلية و العمليات على الدوال .3

  u للاشتقاق على مجال دالة قابلةI.  

  fالدالة  I علىfالدوال الأصلية للدالة  uشروط على الدالة

  21

2
u c+  u u′  

  11

1
nu c

n
+ +

+
  nu u′ ) n ∗∈ℕ(   

)،I منxمن أجل كل ) 0u x ≠  
1

c
u

− +  
2

u

u

′
  

)،I منxلمن أجل ك ) 0u x ≠  ( ) 1

1

1 n
c

n u −− +
−

  
n

u

u

′
)n ∈ℕ2 وn ≥(  

)،I منxمن أجل كل ) 0u x >  2 u c+  
u

u

′
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  : المعطى لكل دالة من الدوال التاليةI عين دالة أصلية على المجال:1تمرين محلول  

  ∗( ) 3 3 5f x x x= − Iو + = ℝ ∗( ) 2

2
g x

x
[و = [;0I = −∞ ∗( ) 3

3 1
h x

x x
= [ و− [0;I = + ∞  

  :الحل

  : معرفة بـِ ℝ علىf للدالةF دالة أصلية∗

( ) 3 1 2 4 21 1 1 3
3 5 5

3 1 2 4 2
F x x x x x x x+= − × + = − +

+
  

[ علىg للدالةG دالة أصلية∗ [;0I =   :رفة بـِ  مع∞−

( ) 1 2
2G x

x x
 = − = − 
 

  

[ علىh للدالةH دالة أصلية∗ [0;I = +   : معرفة بـِ ∞

( ) ( ) 3 1 2

1 3
3 2 2

3 1 2
H x x x

x x−

 
= − − = − −  − 

  

  : المعطى لكل دالة من الدوال التاليةIعين دالة أصلية على المجال :2تمرين محلول   

∗( )( )22( ) 1 2 5f x x x x= + + Iو + = ℝ     ∗( )
2

3

1

x
g x

x
=

+
Iو  = ℝ  

  : يمكنناf لدالةIعلى مجاللتعيين دالة أصلية :طريقة

nu تكتب على أحد الأشكال fملاحظة إذا كانت .1 u′أو 
n

u

u

′
 أو

u

u

′
) مع تحديد عبارة  )u x. 

)حساب .2 )u x′ثم تحديد عددا حقيقيا k  بحيث nf k u u′=  أو×
n

u
f k

u

′
=  أو×

u
f k

u

′
= ×. 

 .تطبيق قواعد الدوال الأصلية .3

  :الحل

nu من الشكلf الدالةيظهر و أن •••• u′ مع ( ) 2 2 5u x x x= + +.  

)لدينا  ) 2 2u x x′ = ) أي أن + ) ( )2 1u x x′ = ) و منه + )1
1

2
x u x′+ =  

): نجد هكذا أن ) ( ) ( ) 21

2
f x u x u x′= ×    21 أي أن

2
f u u′= ×.  

)، ℝ منxو بالتالي فإن من أجل كل ) ( ) 31 1

2 3
F x u x= ×    أي ( ) ( )321

2 5
6

F x x x= + +.  

 من الشكلg الدالةيظهر و أن ••••
u

u

′
) مع  ) 2 1u x x= +.  

)لدينا  ) 2u x x′ ) أي أن  و منه= )3
3

2
x u x′=نجد هكذا أن  :( ) ( )

( )
3

2

u x
g x

u x

′
=  أي أن ×

3

2

u
g

u

′
= ×.  

)، ℝ منxو بالتالي فإن من أجل كل ) ( ) ( )3
2 3

2
G x u x u x= × ) أي = ) 23 1G x x= +.  
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  من الكلفة الهامشية إلى الكلفة الإجمالية   
0 حيث q           تنتج إحدى الوحدات منتوجا بكمية 100q≤ ≤.  

  :نتاج وحدة إضافية هي لإDA    نلاحظ أن الكلفة الهامشية المقدرة بـِ 

( ) 29 46
65

100 10mC q q q= − 0 حيث+ 100q≤ ≤  

  .250DA    تقدر المصاريف الثابتة للوحدة من أجل إنتاج هذه الكمية بـِ 

] على المجالmC" الكلفة الهامشية " ة  هي دالة أصلية للدالC"الكلفة الإجمالية "    نقبل أن الدالة  ]0;100.  

)   عين عبارة )C qبدلالة qعلى المجال [ ]0;100.  

  

    من الكلفة الهامشية إلى الكلفة المتوسطة   

0 حيث qتنتج إحدى الوحدات منتوجا بكمية            15q≤ ≤.  

] معرفة على المجال لإنتاج وحدة إضافيةDAالكلفة الهامشية المقدرة بـِ           : بـ15ِ;0[

( ) 23 36 750mC q q q= − +  

  الإجماليةالكلفة .1

] دالة أصلية على المجالCنذكر أن الكلفة الإجمالية               .mC للدالة الكلفة الهامشية15;0[

  .200DA تقدر بـِ المصاريف الثابتة         نعلم بالإضافة إلى ما سبق أن 

) عبارة q        عين بدلالة  )C qعلى المجال [ ]0;15. 

 الكلفة المتوسطة .2

[ معرفة على المجالMCنعلم أن الدالة الكلفة المتوسطة ) بـِ 15;0[ ) ( )
M

C q
C q

q
=.  

) عبارة qعين بدلالة • )MC qعلى المجال ] ]0;15. 

)أحسب • )MC q′ثم تحقق أنه من أجل كل qمن ]  : لدينا15;0[

( ) ( ) ( )2

2

2 10 10
M

q q q
C q

q

− + +
′ =  

)أدرس إشارة • )MC q′ثم شكل جدول تغيرات الدالة MCعلى المجال ] ]0;15. 

 . التي يجب إنتاجها حتى تكون الكلفة المتوسطة أصغر ما يمكنqعين الكمية •

 ما ذا تلاحظ ؟. في هذه الحالة الكلفة المتوسطة و الكلفة الهامشيةأحسب  •

  قراءة بيانية .3

  منتوجا واحدا 1cm بحيث يمثلMC وmCأرسم في نفس المعلم التمثيلين البيانيين للدالتين  •

 . على محور التراتيب1cm 100DAصل و يمثل           على محور الفوا

  .باستعمال الرسم السابق، قارن بين الكلفة الهامشية و الكلفة المتوسطة •
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  "الرغبة " و " الرضا " دوال    
] و تأخذ قيمها في المجالI معرفة على مجالfكل دالة" الرضا " في مجال الاقتصاد نسمي الدالة            ]0;100.  

v حيثv    و نسمي الدالة f   ".الرغبة "  بالدالة =′

  ".رفض "  موجبة و إلا فنقول أن هنالك vعندما تكون" رغبة "     نقول أنه توجد 

 من الرضا إلى الرغبة .1

] الممثلة في الشكل الموالي معرفة و قابلة للاشتقاق على المجالf "الرضا "                  دالة ]0;8.  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  

  . التي يكون من أجلها الرضا أعظمياx عين قيمة•     

  ".رفض "  و المجالات التي يوجد فيها "رغبة "  عين المجالات التي توجد فيها •     

) بواسطة قراءة بيانية عين•      )4v.  

) عبر عن•      )v xبدلالة xعلما أن الدالة vدالة تآلفية معرفة على المجال [ ) و أن 8;0[ )0 50v =.  

 رضامن الرغبة إلى ال .2

  :  من أجل راتب في إحدى المؤسسات على النحو التاليv "الرغبة "                 تم نمذجة دالة

] من المجالx  من أجل كل [0;+ ∞ ،( )
( )2

100

1
v x

x
=

+
  

  . الراتب الشهري مقدر بآلاف الدنانير لعامل من عمال المؤسسةx  بحيث يمثل

] على المجالv هي دالة أصلية للدالةf "الرضا "  نذكر أن الدالة•      [0;+ )علما أن . ∞ )0 0f   : بين أن=

( ) 100

1

x
f x

x
=

+
  

  .فسر بيانيا هذه النتيجة. ∞+ إلىx لما يؤولf عين نهاية الدالة•     

] على المجالfدرس اتجاه تغير الدالة أ•      [0;+   . ثم شكل جدول تغيراتها∞

  .f مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة•     

  .فسيرا لهذا المنحني مرتبط بالرضا أعط ت•     
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  موضوع محلول

[ المعرفة على المجالf نعتبر الدالة:دراسة دالة  - أ ) بـِ 700;0[ ) 2

1 540000
100

25
f x x

x
= + +  

  .ر بيانيا النتيجةفس. 0 عندfأحسب نهاية الدالة .1

2. �[ �"�x	" أ�3 �" أ1� آ ]0;700 ،( ) ( )( )2

3

300 300 90000

25

x x x
f x

x

− + +
′ = 

 .fاستنتج اتجاه تغير الدالة .3

توصف الكلفة الهامشية .  وحدة700الأكثر وحدة و على 100 تنتج إحدى الورشات على الأقل:تطبيق اقتصادي  - ب

mCلإنتاج وحدة إضافية على المجال [   :لدينا إذن.  المعرفة في الجزء أf بالدالة700;100[

( ) ( )mC x f x=من أجل [ ]100;700x ∈  

)نرمز بـِ  )C xإلى الكلفة الإجمالية لإنتاج xوحدة .  

) لإنتاج المائةةعلما أن الكلفة الإجمالي )، عين عبارة الكلفة الإجمالية16000DA وحدة الأولى هي100( )C x.  

  حل مختصر                                           تعاليق                            

) 1 -   أ
0

1
lim 100 100

25x
x

→

 + = 
 

  و 
20

540000
lim
x x→

= +∞   

):  و منه حسب مبرهنة نهاية مجموع لدينا )
0

lim
x

f x
→

= +∞  

     2(�[ �"x �" أ1� آ   : لدينا700;0[

( )
3

3 3

1 1080000 27000000

25 25

x
f x

x x

−′ = − =  

[ �"�x" أ1� آ� لدينا من جهة ثانية  ]0;700:  

( ) ( )2 3

3 3

300 300 90000 27000000

25 25

x x x x

x x

− + + −=  

     3(325 0x 2بما أن مميز و < 300 90000x x+    سالب+

2 فإن  300 90000 0x x+ + [ على المجال<    و منه700;0[

) إشارة )f x′300 هي من نفس إشارةx   f و بالتالي فإن−

[ى متناقصة تماما عل ] و متزايدة تماما على300;0[ ]300;700.  

mC نعلم أن-  ب C′    علىmC دالة أصلية للدالةC و من فإن=

] المجال ) لإنتاج المائةةجمالي و بما أن الكلفة الإ700;100[ )100  

  mC هي الدالة الأصلية لـCِ فإن16000DA وحدة الأولى هي

) و التي تحقق  )100 16000C   :و هكذا لدينا. =

( ) 21 540000
100

50
C x x x c

x
= + −    ثابت حقيقيcع  م+

( )100 16000C 11200c تعني =   : و بالتالي فإن=

( ) 21 540000
100 11200

50
C x x x

x
= + − + 

)لا نكتفي بكتابة - )
0

lim
x

f x
→

=  و لكن ∞+

  .لابد من تبرير هذه النتيجة

  

  

) نقوم أولا بحساب-  )f x′ باستعمال قواعد 

لا نكتفي بإعطاء النتيجة الواردة في . الاشتقاق

  . إنما يجب تبريرهاالنص و

  

  

2ax نذكر أن إشارة-  bx c+ + ( )0a ≠ 

∆0 في حالةaهي من نفس إشارة <.  

  

  

  

  

  

نستعمل هنا دوال أصلية لدوال مألوفة و كذلك 

  .العمليات على الدوال الأصلية
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   مع إرشاداتموضوع

[ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة          [0;+ ):  بـِ∞ ) 2

1
2 1f x x

x
= − )  و ليكن− )C تمثيلها البياني في   

)     معلم متعامد  ); ;O i j
� ��

  ).أنظر الشكل المقابل  ( 

  الجزء الأول    

)باستعمال المنحني .1 )Cضع تخمينا حول اتجاه تغير  

[ على المجالf الدالة [0;+ ∞.  

  .  أثبت صحة التخمين

)استنتج إشارة  .2 )f x على المجال] [0;+  كيف. ∞

   يترجم ذلك على التمثيل البياني المقابل ؟

)باستعمال المنحني .3 )C تخمينا حول نهاية ضعf0 عند.  

  .  أثبت صحة التخمين

)بين أن المنحني .4 )Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا ( )∆  

  .يطلب تعيين معادلة له

  الجزء الثاني    

[ على المجالfصلية للدالةالأ  الدالةFلتكن          [0;+ ) بحيث ∞ )1 2F = −.  

[المجال  علىFاستنتج من الجزء الأول اتجاه تغير الدالة .1 [0;+ ∞. 

)عين عبارة .2 )F xلالة بدx. 

 .∞+ و عند0 عندfأدرس نهايتي الدالة .3

 .Fشكل جدول تغيرات الدالة .4

)أرسم في معلم متعامد و متجانس  .5 )Γثيل البياني للدالة التمF.  

  إرشادات

      الجزء الأول

  : أو استعمال اتجاه تغير الدالتينfلإثبات صحة التخمين يمكنك استعمال مشتقة الدالة .1

    2 1x x  و ֏−
2

1
x

x
[المجال  على֏− [0;+ ∞.  

 .1 المعين في السؤالfتعني هنا أنه للإجابة على السؤال لابد من استعمال اتجاه تغير الدالة" استنتج "  .2

)لا تنسى التحقق من أن  )1 0f =.  

  الجزء الثاني

ثم البحث عن ) تعريف دالة أصلية  ( F وfبين الدالتينتعني أن لابد من الربط " استنتج من الجزء الأول "  .1

)النتائج المحصل عليها في هذا الجزء و التي تسمح من تحديد إشارة )F x′. 

[المجال  معرفة دوال أصلية لها على عبارة عن مجموع دوال مألوفة عليكfالدالة [0;+   لا تنسى استغلال .∞

) الشرط )1 2F = − .  
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  ���ر�� �������

�وال ا�����1
   ـ ا

      f دالة معرفة على ℝبـ ( ) 2

5

2 3

x
f x

x

+=
+

  

  . f للدالة f'احسب الدالة المشتقة. 1

   المعرفة بـg  للدالةℝاستنتج دالة أصلية على.2

      ( ) ( )
2

2

2 20 3

2 3 2

x x
g x

x

+ −=
+

  

      f و  Fدالتان معرفتان على  
1

;
2
 +∞  
 

)بـ ) ( )
( )

2

2

16 1

2 1

x
f x

x

−
=

−
)   و  ) 2 1

4
2 1

x
F x x

x

+= +
−

  

 علىf أصلية للدالة Fبين أن الدالة 
1

;
2
 +∞  
.  

أصلية للدالة  F بين أن الدالة   12إلى  3في التمارين من 

fعلى المجال D    

      2: 3 1F x x x− +֏   ،   : 2 3f x x −֏ ،   

       D = ℝ   
        3 2: 6 9F x x x x− +֏،       

        2: 3 12 9f x x x− +֏،  

       D = ℝ   

        
1

: 2
1

x
F x

x

++
−

֏      ، 
( )2

2
:

1
f x

x

−
−

֏   

    ] [1;D = +∞  

        
2

1
:

1

x
F x

x

+
−

֏ ، 
( )

2

22

2 1
:

1

x x
f x

x

− − −

−
֏ ،   

      ] [1;D = +∞  

         
2 2 3

:
x x

F x
x

+ −
֏ ، 

2

3
: 1f x

x
+֏،   

       ] [0;D = +∞  

        
2

:
3

F x x x֏    ،    :f x x֏ ،    

      ] [0;D = +∞      

     : 5 3 12F x x− + −֏،
3

:
2 3 12

f x
x −

֏  

    ] [4;D = +∞  

       
2 5 7

:
2

x x
F x

x

− +
−

֏، 
( )
2

2

4 3
:

2

x x
f x

x

− +
−

֏   

   ] [2;D = +∞.  

     
3

:
1

x
F x

x −
֏     ، 

( )
3 2

2

2 3
:

1

x x
f x

x

−
−

֏  

    ] [1;D = +∞  

       
2

2 3
:

3 2

x
F x

x x

−
− +

֏ ،        

      
( )

2

22

2 6 5
:

3 2

x x
f x

x x

− + −

− +
֏  

      ] [2;D = +∞  

      F  وG دالتان معرفتان على [   : بـ∞+;0]

   ( )
( )
2

2

2 4

1

x x
F x

x

+ −=
+

) و  )
( )2

5
1

1
F x

x
= −

+
  

  أصليتان لنفس الدالة  Gو  Fتحقق أن الدالتين 

  باستعمال المشتقة) 2جبريا          ) 1

 G و Fاذكر إن كانت الدالتان  20 إلى 14في التمارين من 

  : على المجال المعطىf أصليتان لنفس الدالة

       ( ) 2 2 3F x x x= + + ، ( ) 2 2 3G x x x= − +  ،  

    I = ℝ  
        ( ) 3 3F x x x= + +  ، ( ) 3 15G x x x= + − ،  

      I = ℝ  

      ( ) 400

100
F x

x
=

−
 ،        ( ) 4

100

x
G x

x
=

−
 ،  

    ] [100;I = +∞   

         ( ) 1

2

x
F x

x

+=
−

     ،    ( ) 3 3

2

x
G x

x

−=
−

،   

    ] [2;I = +∞  

        ( )
2

2

5 3

1

x x
F x

x x

− +=
+ +

، ( ) 2

6 2

1

x
G x

x x

− −=
+ +

  ،   

      I = ℝ  

        ( )
2 3

1

x x
F x

x

+ −=
−

 ، ( )
2 2

1

x x
G x

x

−=
−

  ،   

        ] [;1I = −∞  

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

11 

12 

1 

2 

10 

15 

16 

14 

13 

18 

19 

17 
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0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y

0 1

1

x

y         ( ) 1
F x x

x
= ) و  + )

2 1
2

x
G x

x

+= − +  

      ] [0;D = +∞.  

      fدالة معرفة على ℝبـ      :  

                ( ) 1 1

10 100
f x x= +  

  .ℝ على fأعط دالة أصلية للدالة . 1

  .ℝ على fأعط كل الدوال الأصلية للدالة . 2

)  و التي تحقق fللدالة  Fجد الدالة الأصلية .3 )1 1F =    

       fفة على دالة معر]   :      بـ∞−0;]

                ( ) 2

1
3 4f x x

x
= − + −  

[ علىfاعط دالة أصلية للدالة . 1 [;0−∞.  

[ علىfاعط كل الدوال الأصلية للدالة . 2 [;0−∞.  

) و التي تحقق fللدالة  Fجد الدالة الأصلية . 3 )1 5F − =       

       fدالة معرفة على ]   :      بـ∞+;0]

                ( ) 2
2 1f x x

x
= − −  

[ علىfأعط كل الدوال الأصلية للدالة . 1 [0;+∞.  

) و التي تحقق fللدالة  Fجد الدالة الأصلية . 2 )4 0F =.  

        f و  F دالتان معرفتان على ]   بـ∞+;1]

( )
( )
2

2

2 2

1

x x
f x

x

− + +=
−

) و  )
2

1

ax bx c
F x

x

+ +=
−

  

 أصلية F حتى تكون الدالة c وa ،bعين الأعداد الحقيقية 

[ علىfللدالة  )حيث ∞+;1] )0 3F =.  

       f دالة تآلفية متزايدة تماما على ℝ و F دالة 

ما  Fأحد المنحنيات التالية هو للدالة .ℝ على fأصلية لـ  

  هو؟برر

   
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

       f و  Fدالتان معرفتان على ]   بـ∞+;1]

  ( )
( )2

3

1
f x

x
=

−
)     و  ) 2 1

1

x
F x

x

+=
−

  

[ على fأصلية للدالة  Fبين أن الدالة . 1 [1;+∞.  

 التي تأخذ القيمة f للدالة G ةاستنتج الدالة الأصلي.2
1

2
   

  .3عند  

 ـ هي التمثيلات البيانية ل9C إلى 1C        المنحنيات من 

،كل دالة من هذه ) على الترتيب9F إلى1Fمن( دوال 9

 المعرفة h و f ، gالدوال  أصلية لإحدى  دالةالدوال هي

     : بـℝعلى 

( ) 2f x x=    ،     ( ) 2 10g x x= −     

)                  و ) 2 10h x x= − −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

، اذكر الدوال الأصلية لكل 9F إلى1Fمن بين الدوال من 

   .h و f ، gمن الدوال 

  

  

21 

22 
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24 

25 

26 

27 
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1
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y
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�وال ا�����2
   ـ "!�ب ا

في كل حالة  I على المجال f      عين دالة أصلية للدالة 

  :من الحالات التالية

) )أ ) 2

1
2f x x

x
= +   ،   ] [0;I = +∞               

)  ) ب ) 3
2

2
3f x x

x
= −   ،    ] [0;I = +∞                          

) )ج  ) 2 1
3f x x

x
= + −     ،     ] [0;I = +∞                                                                                                                                                                           

 للدالة  F  جد دالة أصلية 31 إلى 29  في التمارين من•
f   

   و التي تحقق الشرط المعطى

) )       أ ) 2 3f x x= )                ؛ + )1 0F =  

)  )      ب ) 1 3f x x= )               ؛− )2 3F = −              

) )ج      ) 0,1 100f x x= )            ؛+ )1 0F − =              

) )       أ ) 23 2f x x x= )             ؛+ )20 0F =  

)  )     ب ) 23 6f x x= )              ؛ − )3 15F =              

) )ج      ) 230 100 40f x x x= − )     ؛+ )0 0F =        

) )       أ ) 34f q q=  ؛                 ( )1 101F =    

)  )  ب ) 3 250 60 1000f q q q q= − + )؛− )1 0F =              

) )ج      ) 3 250 150 750f t t t= + )  ؛  + )0 0F =                   

  الدوال الأصلية للدوال كثيرات الحدود

  عين دالة أصلية للدالة 36 من إلى    32 في التمارين  •

fمرة على  المعرفة و المستℝ  

))          أ ) 3f x x= ))      ،    ب− ) 24f x x=   

))                     ج ) 45f x x= −  

))         أ ) 2 1f x x= ))     ب  ؛+ ) 2 3f x x= − +   

))            ج          ) 3 20,5f x x x= +  

)) أ      ) 2 1f x x x= + ))ب؛ + ) 22 3f x x x= − +   

))                     ج ) 3 2 1f x x x= − +  

))        أ ) 3 22 4 3 1f x x x x= − − −،    

))  ب      ) 3 23 2f x x x x= + −،   

))       ج ) 3 27 5 2 3f x x x x= − + − +  

))        أ ) ( ) ( )1 4f x x x= − +،    

))    ب   ) ( ) ( )2 3 2 3f x x x= − +،   

))       ج ) ( )2 3 4f x x x= −  

 ، و بتطبيق قاعدة الدالة 42   من إلى 37 في التمارين  •

'الأصلية لدالة من الشكل  nu u عين دالة أصلية للدالة f 

  ℝعلى 

))        أ ) ( )3
1f x x= )) ب  ، + ) ( )4

3f x x= −،   

))                  ج ) ( )5
8f x x= +  

))       أ ) ( )3
2 2 1f x x= −  ،   

))      ب ) ( )3
4 4 2f x x= − − +،    

))       ج ) ( )5
10 10 7f x x= −  

))  أ       ) ( )3
2 5f x x= +،    

)) ب       ) ( )4
2 7f x x= −،   

))       ج )
5

2
4

3
f x x

 = − 
 

  

))        أ ) ( ) ( )3 3
1 2 2 5f x x x= + − +  ،   

))       ب ) ( ) ( )5 4
3 4 3 2 3f x x x= − − −،   

))       ج )
5 5

2 2 1 1
1 4

5 5 2 2
f x x x

   = − + −   
   

  

))        أ ) ( ) ( )324 1 2 1f x x x x= + + −  ،   

))       ب ) ( )( )42 36 1 2 1f x x x x= − − +،   

))       ج ) ( )( )32 3 23 2 1f x x x x x x= + − + −       

))   أ       ) ( ) ( )32 3 224 2 3 1f x x x x x= + + −  ،   

))      ب ) ( ) ( )42 4 32 8 3 2 1f x x x x x= + + +،   

))      ج ) ( ) ( )33 25 3 2f x x x x x= + +       

  الدوال الأصلية للدوال الناطقة

 ، و بتطبيق قاعدة الدالة 47  من إلى  43 في التمارين  •

الأصلية لدالة من الشكل 
'

n

u

u
  f عين دالة أصلية للدالة 

[على [0;+∞  

)) أ        ) 2

1
f x

x
= ))      ،    ب− ) 3

2
f x

x
= −   

))                     ج ) 4

3
f x

x
= −  

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

28 
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))        أ ) 3

1
f x

x
))   ،     ب= ) 4

2
f x

x
=   

))                    ج ) 5

3
f x

x
=  

))   أ     )
( )2

1

1
f x

x
=

+
))  ،  ب )

( )3

1

1
f x

x
=

+
  

))                    ج )
( )5

1

1
f x

x
=

+
  

))        أ )
( )2

2

2 1
f x

x
=

+
)) ،ب )

( )3

3

3 2
f x

x
=

+
  

))                     ج )
( )4

4

1 4
f x

x
=

+
  

))       أ )
( )2

1

2 1
f x

x
=

+
))ب،  )

( )3

1

3 2
f x

x
=

−
  

))                     ج )
( )4

1

1 6
f x

x
=

−
  

 ، و بتطبيق قاعدة الدالة 50  من إلى  48 في التمارين  •

الأصلية لدالة من الشكل 
'u

u
  f عين دالة أصلية للدالة 

[على [0;+∞  

))        أ ) 1

1
f x

x
=

+
))   ،  ب ) 2

2 1
f x

x
=

+
  

))                     ج ) 10

10 5
f x

x
=

−
  

))         أ )
2

2

1

x
f x

x
=

+
))  ب ، )

2

3

3 1x
f x

x x

+=
+

  

))  ج                 )
2

2 1

1

x
f x

x x

+=
+ +

  

))  أ       )
2 1

x
f x

x
=

−
))  ب، )

2

1

2

x
f x

x x

+=
+

  

))       ج            )
2

3 2

6 4

1

x x
f x

x x

+=
+ +

  

  إليك نص السؤال و الحل المقترح له من قبل تلميذ ،       

أعد صياغة هذا الحل آخذا ملاحظات المصحح بعين  

  .الاعتبار

[دالة معرفة على  f :السؤالنص    : بـ∞−0;]

         ( )
42 1

2

x
f x

x

−=  

[ على المجالf  للدالةFعين جميع الدوال الأصلية  [;0−∞.  

  

  :الحل المقترح

  

  

  

   
  
 
  

       fدالة معرفة على ℝبـ  :( )
3

4 1

x
f x

x
=

+
  

)  تحقق F   جد دالة   ) ( )'F x f x=  

        fدالة معرفة على ]   : بـ∞+;0]

                 ( )
3 2

2

2 3x x
f x

x

+ +=  

[على f للدالة  Fجد دالة  أصلية   حقق ت∞+;0]

( )1 1F = −  

[جد دالة أصلية على المجال. 1        لكل من ∞+;1]

  :الدالتين

    
( )3

1

1
x

x −
     و     ֏

( )4

1

1
x

x −
֏   

[المعرفة على fلتكن الدالة . 2   :  بـ ∞+;1]

             ( )
( )4

1

x
f x

x
=

−
        

 حيث من أجل كل عدد bو  a عين العددين الحقيقيين -  أ

[ منxحقيقي  [1;+∞:  

          ( )
( ) ( )3 4

1 1

a b
f x

x x
= +

− −
  

]على المجال f استنتج دالة أصلية للدالة -  ب ]2;3.  

         f على دالة معرفة]   : بـ∞+;2]

                 ( )
( )

3 2

2

6 12 4

2

x x x
f x

x

− + −=
−

  

حيث من أجل كل  c و a ،  bعين الأعداد الحقيقية . 1

2xعدد حقيقي  >:( )
( )2

2

c
f x ax b

x
= + +

−
 

[على  f للدالة  Fاستنتج دالة  أصلية . 2  تحقق∞+;2]

( )3 1F = −.  
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         fدالة معرفة على 
1

;
2
 +∞  

  : بـ

                 ( )
( )

2

2

8 8 3

2 1

x x
f x

x

− +=
−

  

 حيث من أجل كل عدد b  و a الحقيقيين نعين العددي. 1

حقيقي 
1

2
x >:( )

( )2
2 1

b
f x a

x
= +

−
 

عل f للدالة  F استنتج الدالة الأصلية .2
1

;
2
 +∞  

التي 

  .1تنعدم من أجل 

*�+,�
  ���ر�� 

          fدالة معرفة على [   :      بـ∞+;0]

                ( )
( )

3 2

2

3 3

1

x x x
f x

x

+ +=
+

  

)احسب.1 ) ( ) ( )1g x f x x= −    و تحقق أن+

        ( )
( )2

1

1
g x

x

−=
+

  

] علىg للدالة Gعين دالة أصلية . 2 [0;+∞.  

]على fللدالة  Fاستنتج دالة أصلية .3 [0;+∞.  

       fدالة معرفة على 
3

;
2

 − +∞  
    :بـ

            ( ) 2 3f x x= +  

المعرفة  F حيث تكون الدالة a ،bعددين حقيقيين عين 

)بـ ) ( ) 2 3F x ax b x= +   على  fأصلية للدالة +

المجال 
3

;
2

 − +∞  
.  

      fعلى  دالة معرفة+
ℝ بـ:  

        ( )
( )2

2 1 9

2 1

x
f x

x x

+ = × +  +
  

)بوضع .1 ) 2 1

2

x
u x

x

+=
+

) احسب، )'u x  

+على  fللدالة  Fعين دالة أصلية .2
ℝ.  

معرفة و قابلة للاشتقاق  h و f ، g دوال ث       نعتبر ثلا

]على المجال  ]2;2−.  

] تقبل دالة أصلية على المجالf علما أن الدالة.1 ]2;2−  

  .ما هي؟ برر.  h وgمن بين الدالتين 

]تقبل دالة أصلية على المجال h علما أن الدالة.2 ]2;2−  

  .ما هي؟ برر  . g و fمن بين الدالتين 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 6ي التمثيلات البيانية لـ ه6C إلى 1C      المنحنيات من 

، ثلاثة من هذه الدوال هي ) على الترتيب6f إلى1f(دوال 

  .دوال أصلية لثلاثة دوال أخرى

  ) دالتها الأصلية←الدالة(تعرف على  هذه الدوال 
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  "الكلفة الهامشية"  هو التمثيل البياني للدالة Γي       المنحن

mCلمنتوج على المجال ]  ، γ ، بالنسبة للمنحني4;0[

10y معادلته1المماس عند النقطة التي فاصلتها  =   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

الكلفة "  يمكن أن يمثل الدالة γاشرح لماذا المنحني . 1

   ؟C" الإجمالية 

  :علما أن  bو aعين العددين الحقيقيين . 2

           ( ) 2

12
mC q aq b

q
= + −  

) يقبل عند النقطةΓ و أن المنحني )2;11A مماسا معامل 

  .5توجيهه 

)استنتج عبارة . 3 )C q.  

  /!ـ�.ــ-

  :1الجزء      

]  المعرفة على المجالfنعتبر الدالة  [0;+   : كما يلي∞

         ( )
2

2

1

1

x
f x

x x

+=
+ +

    

)ن   و ليك )fCتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس    

( ); ,O I J.  

)أحسب.1 )lim
x

f x
→+∞

 ماذا تستنتج ؟. 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة.2

)عين معادلة.3 ) مماس المنحني∆( )fC عند النقطة ذات 

 .0الفاصلة 

)أرسم - أ. 4 ) و∆( )fC. 

] على المجالf الدالة الأصلية للدالةF لتكن- ب [0;+ ∞ 

)بحيث  )0 0F )تعيين عبارة. = )F xغير مطلوب .  

] على المجالFفسر وجود الدالة.5 [0;+ ∞.  
 

] على المجالFأدرس اتجاه تغير الدالة.6 [0;+ ∞. 

] المعرفتين على المجالK وHنعتبر الدالتين.7 [0;+ ∞ 

)  : بـِ ) ( )H x F x x= −     

 و    ( ) ( ) 2

3
K x F x x= −  

   على المجالK وHينأدرس اتجاه تغير الدالت •

   [ [0;+ ∞. 

] منxاستنتج أنه من أجل كل • [0;+ ∞ ،

( ) 2

3
F x x≥ .ةاستنتج نهاية الدالFعند +∞. 

)بين أن المعادلة .8 )F x π= تقبل في المجال 

[ [0;+  ثم بين أن α حلا وحيدا∞
3

2
π α π≤ ≤. 

] المعرفة على المجالf     نعتبر الدالة    [1;+   :   بـِ∞

           ( ) 2

1
1

( 1)
f x x

x
= − +

+
    

)و ليكن )C تمثيلها البياني في معلم متعامد ( ); ;O i j
� ��

   

  ).أنظر الشكل المقابل ( 

  :الجزء الأول    

)ال المنحنيباستعم.1 )C ضع تخمينا حول اتجاه تغير 

]على المجالfالدالة [1;+   .، ثم أثبت صحة التخمين∞

)استنتج إشارة.2 )f x على المجال[ [1;+ كيف يترجم . ∞

  لتمثيل البياني المقابل ؟ذلك على ا

)باستعمال المنحني.3 )Cضع تخمينا حول نهاية f0 عند.  

  .  أثبت صحة التخمين

)بين أن المنحني.4 )Cيقبل مستقيما مقاربا مائلا ( )∆ 

  .لة لهتعيين معاد يطلب

  :الجزء الثاني    

 على المجال fالأصلية للدالة  الدالةFلتكن

[ [1;+ )بحيث ∞ )0 1F = −.  

ل المجا  علىFاستنتج من الجزء الأول اتجاه تغير الدالة.1

[ [1;+ ∞. 

)عين عبارة.2 )F xبدلالة x. 

 .∞+عند F أدرس نهاية الدالة.3

 .Fشكل جدول تغيرات الدالة.4

)أرسم في معلم متعامد و متجانس .5 )Γ التمثيل البياني 

  .Fللدالة

0 1

2
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y

Γ

0 1
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y
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
   الأسئلة التالية ، إجابة واحدة صحيحة، ما هي ؟ للك      

1 .f  هي الدالة المعرفة على]   : بـ∞+;0]

       ( ) 1 3

2 1
F x

x x
= −

+
  

F  هي دالة أصلية لدالةfعلى ] [0;+∞  

[ علىf للدالة Gدالة أصلية أخرى    :معرفة بـ∞+;0]

)أ
( )

26 1
:

2 1

x x
G x x

x x

+ + −
+

)، ب֏
( )

26 1
:

2 1

x x
G x

x x

+ +
+

֏  

 )                جـ
1 3

:
2 1

G x
x x

− +
+

֏   

2  fدالة معرفة على ] [1;−   : بـ∞+

       ( )
( )2

1
2 1

1
f x x

x
= − −

+
   

[ علىf للدالة Fدالة أصلية  [1;−   :معرفة بـ∞+

)) أ )
( )
3

2

1

1

x x
F x

x

+ +=
+

) )   ،   ب )
( )2

1

1

x
F x

x

− +=
+

  

) )               جـ )
( )
3

2

1
1

1

x x
F x

x

− += −
+

  

3. fجبة على مجال  دالة موD  وF دالتها الأصلية على 

  :هذا المجال، إذن

   D متناقصة تماما على F) ب .D متزايدة تماما على F) أ

  . D ليست رتيبة تماما على F)         جـ

4 .f دالة معرفة على ℝبـ ( ) 21f x x= − −  

 هو منحني بياني لدالة 3Cو1C، 2Cأحد المنحنيات التالية

  ℝ على fأصلية للدالة 

  

  

  

  

  

  

  

)المنحني  )Cهو :  

  3C )          جـ2C)                  ب1C) أ

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة مع             

  تبرير جوابك

[  دالة أصلية على المجال.1    :�ـ المعرفة f للدالة ∞+;0]

( )
3

2

3 2

2

x
f x

x

   : �ـ المعرفةFهي الدالة  =+

  ( ) 23 1

4
F x x

x
= +  

2.  fدالة معرفة على ℝحيث إشارة ( )f xمعطاة بـ :  

+∞            α          −∞  x 

           -      0+        ( )f x  

) فإن fللدالة  ℝأصلية على دالة Fإذا كانت )F α قيمة 

  .ℝ  علىFحدية صغرى لـ

3.f دالة سالبة تماما على [  أصلية دالة Fإذا كانت .3;1[

]على ):  فإن3;1[ ) ( )2,1 2,2F F>.  

 دالتان مختلفتان يمكن أن تكونا دالتين أصليتين لنفس .4

  .الدالة

[ المعرفتان علىG وF الدالتان. 5    بـ  ∞+;0]

   ( ) 1x
F x

x

) و   =− ) 1
1G x x

x
= + −  

[ على المجالfليتان لنفس الدالة  أص [0;+∞.  

  : معرفة بـf'التي دالتها المشتقة f الدالة .6

   ( ) 2

1
'

1
f x

x
=

−
   .ℝ تقبل دالة أصلية على

7. fدالة معرفة على ] ) :بـ∞+;2] ) 1

2
f x

x
=

−
  

[ علىF  تقبل دالة أصلية fالدالة  ) تحقق∞+;0] )2 0F =.  

8.   fدالة معرفة على +
ℝبـ : ( )f x x=    

+ متزايدة علىF  تقبل دالة أصلية fالدالة  
ℝ.  

9.  F دالة أصلية لدالة fمعرفة و مستمرة على مجال  I   

]موجبة على مجال f إذا كانت ];a bفإن  ( ) ( )F a F b> 

سة أن الكلفة الهامشية بالدينار رفي مؤسسة ، بينت دا.10

  :هي  من الوحدات المصنوعةqبدلالة الكمية 

( ) 23 40 15000mC q q q= −  الكلفة الإجمالية للإنتاج.+

( )C q100000بـ  الثابتة تقدركلفعلما أن الDAهي :  

   ( ) 3 220 15000 85000C q q q q= − + +. 
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1C 
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  الكفاءات المستهدفة
 .حساب تكامل دالة 

 .حساب مساحة 

 .  القيمة المتوسطة لدالة و تفسيرهاحساب 
  

    

  إقليدس العرب.. ثابت بن قرة

  .في حران من أرض الجزيرة شمال العراق، بتركيا الآن)  م834=  هـ 221سنة (ولد ثابت بن قرة 

  إنه أعظم ": يورانت ول"هندسي عربي على الإطلاق، وقال عنه برع ثابت في علم الهندسة حتى قيل عنه إنه أعظم 

  علماء الهندسة المسلمين؛ فقد ساهم بنصيب وافر في تقدم الهندسة، وهو الذي مهد لإيجاد علم التكامل والتفاضل، كما 

  ت له بحوث  استطاع أن يحل المعادلات الجبرية بالطرق الهندسية، وتمكن من تطوير وتجديد نظرية فيثاغورث، وكان

  عظيمة وابتكارات رائدة في مجال الهندسة التحليلية؛ فقد ألف كتابا في الجبر، شرح فيه العلاقة بين الجبر والهندسة، 

  وكيفية التوفيق بينهما، واستطاع أن يعطي حلولا هندسية لبعض المعادلات التكعيبية، وهو ما أفاد علماء الغرب فيما 

  .لرياضية في القرن السادس عشربعد في تطبيقاتهم وأبحاثهم ا

  و يجدر بنا أن نذكر أن ثابت بن قرة  مهد لحساب التكامل وذلك عندما وجد حجم الجسم المتولد من دوران القطع

 . المكافئ حول محوره  و حين حل معادلة من الدرجة الثالثة بطريقة هندسية و ذلك في كتابه مدخل إلى كتاب إقليدس

  :اضية والهندسيةومن مؤلفات ثابت الري

  . كتاب في الشكل الملقب بالقطاع- 

  . كتاب في مساحة الأشكال المسطحة والمجسمة- 

  . كتاب في قطوع الأسطوانة وبسيطها- 

  . مساحة المجسمات المكافية- 

  قرة ثابت بن                                                               . قول في تصحيح مسائل الجبر بالبراهين الهندسية- 
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      ا
	��ط ا�ول   

  الجزء الأول       

) بـِ ℝ المعرفة علىgنعتبر الدالة. 1 ) 2f x =. 

)      و ليكن )gCتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O i j
� ��

.  

1iحيث        cm=
�

1j و  cm=
��

 

 .  ساحة الحيز الملون في الشكل المقابل مAنهدف إلى حساب

  .A المساحة2cmأحسب بـِ  •
) ثم أحسب ℝ علىg للدالةGعين دالة أصلية • ) ( )4 1G G−. 

)  بـِ المعرفتينkو hنفس الأسئلة بالنسبة للدالتين. 2 ) 4h x x= − + ( ) 1k x x=  . أسفلهثلتينم و الم+

  

  

  

  
 

 .ماذا تلاحظ في الحالات الثلاثة ؟ ضع تخمينا. 3

] المعرفة على المجالfالدالة نعتبر :ثانيالجزء ال        ) بـِ 1;0[ ) 2f x x=  

  
                                                                                                

  
  
  
  

                                       
                 ( )1                                      ( )2                                ( )3  

)في الشكل مساحة الحيز الملون 1Aهل يمكن، باستعمال قاعدة في الهندسة، حساب) 1   ؟1(

) مساحة الحيز الملون في الشكل2Aأحسب) 2 )مساحة الحيز الملون في الشكل 3A و2( )3. 

 :    يمكنك استعمال الجدول التالي

                0,2  0,1  x  
                    ( )f x  

  المساحة                    

 .1Aاستنتج حصرا للمساحة) 3

 . من الجزء الأول3ضعته في السؤالق ما إن كانت النتيجة المحصل عليها متلائمة مع تخمينك الذي وقتح) 4
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1
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y

0 1

1

x

y
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   ���

       ا
	��ط ا
) ملمحها ممثل بالتمثيل البيانيقطعة أرض  طريق واقعة علىيةوستلى إ نهدف           )Cالموالي :  

                                                                                      ( )m  

  
  
  
  
  
  
  
  

                         ( )m  

  

] المعرفة على المجالf   ننمذج هذا الشكل بالدالة   : كما يلي600;0[

( )
2

125
1600 4

x x
f x = − +  

) فاصلة نقطة من الطريق و يمثلx  بحيث يمثل )f xارتفاعها بالأمتار .  

  نريد تسوية هذه الطريق بحيث يكون هنالك توازن بين المحذوف و المضاف من الأتربة مع تحديد ارتفاع الطريق 
  .المستوية
] على المجالfعين دالة أصلية للدالة. 1 ]0;600. 

) مساحة الحيز الواقع تحت المنحنيAاستنتج. 2 )Cالممثل للدالة f 600 و 0 بين العددين. 

]مستطيل قاعدته " ارتفاع " عين . 3  .A حيث مساحته هي المساحة600;0[

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني. 4 )Cالممثل للدالةfو المستقيم ( 125y ذو المعادلة∆( =. 

  
  
  
  
 

)عين فواصل نقط المنحني. 5 )Cو المستقيم ( )∆. 

): تحقق أن. 6 ) ( )
400 600

0 400

125 125f x dx f x dx− = −      ∫ ∫ 

   .  أعط تفسيرا لهذه النتيجة مرتبط بالوضعية المدروسة
  

) نقول أن العدد :تعريف       )
600

0

1

600 0
f x dx

− ] على المجالfوسطة للدالة هو القيمة المت∫ ]0;600.  
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0 1

1

x

y

a b

  تكامل دالة ↵
  الدالة الأصلية و مساحة حيز تحت منحن. 1

  عددان حقيقيانb وI.a دالة مستمرة و موجبة على مجالf):دون برهان ( خاصية 
a حيثI من  b≤.( )fCمنحني fفي معلم متعامد ( ); ,O A Bو F لـِ دالة أصليةfعلى I.  

)   مساحة الحيز تحت المنحني )fCبين العددين aو b هو العدد الحقيقي ( ) ( )F b F a−.  

  :ملاحظات  

)منحني الحيز تحت ال .1 )fC بين العددينaو bهو  

) الحيز المحدد بالمنحني )fCمحور الفواصل و المستقيمين ،  

x اللذين معادلتاهما  a=و x b=.  
  OAKBوحدة المساحة هي مساحة المستطيل .2

) هي النقطة التي إحداثياها Kحيث )1;1. 

 تعريف التكامل. 2

    fدالة مستمرة على مجال I.aو bمن  عددان حقيقيانI .إذا كانتFو Gدالتين أصليتين للدالة fعلى Iفإنه   
)، I منx بحيث من أجل كلk يوجد عدد حقيقي ) ( )G x F x k= +.  

):  لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )G b G a F b k F a k F b F a− = + − + = −        

)نلاحظ هكذا أن العدد ) ( )F b F a−مستقل عن اختيار الدالة الأصلية للدالة fعلى المجال I.  

 .Iمن  عددان حقيقيانb وI.a دالة مستمرة على مجالf:  تعريف
)لعدد الحقيقي   يسمى ا  ) ( )F b F a−حيث ، Fِدالة أصلية لـ fعلى Iالتكامل من ،aإلى b  

)ز إليه بالرمز  و نرمf   لـِ )
b

a

f x dx∫.  

  :ملاحظات  

)عمليا لحساب العدد. 1 )
b

a

f x dx∫نقوم بتعيين دالة أصلية Fللدالة fعلى مجالIيشمل العددين aو b	
�� 
� : 

( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = −  ∫ 

)فيكون لدينا مثلا ... ،t،q بأحد الحروفxيمكن تبديل المتغير. 2 ) ( )
b b

a a

f x dx f t dt=∫ ∫ 

a حيثIمن  عددان حقيقيانb وI.a دالة مستمرة و موجبة على مجالf :   نتيجة b≤.( )fCمنحني f في   

)   معلم متعامد ); ,O A Bو Fِدالة أصلية لـ fعلى I .  

)مساحة الحيز تحت المنحني )fCبين العددين aو b هو العدد الحقيقي ( )
b

a

f x dx∫  
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2 3-1-2-3

2

0 1

1

x

y

2-1

2

0 1

1

x

y
Intégrale = 3,33333

  : أحسب التكاملات التالية:1تمرين محلول  

   1 (( )
1

2

0

1x dx+∫       2 (( )
1

3

1

x x dx
−

−∫     3 (
2

3

x dx
−
∫  

  :الحل

1 (( )
11

2 3

00

1 1 4
1 1 0

3 3 3
x dx x x

   + = + = + − =     
∫  

2 (( )
11

3 4 2

11

1 1 1 1 1 1
0

4 2 4 2 4 2
x x dx x x

−−

     − = − = − − − =         
∫  

3 (( ) ( )
2

2 2 22

3
3

2 2 3 4 9 5x dx x
−

−

 = = − − = − = − ∫  

   .f التمثيل البياني المقابل هو لدالة:2تمرين محلول   

)) 1:    أحسب التكاملات التالية )
2

3

f x dx
−
∫   2 (( )

3

3

f x dx
−
∫ 3 (( )

3

0

f x dx∫  

] موجبة على المجالf نلاحظ أن الدالة:الحل ]3;3−.  

1 (( )
2

3

1 2 17
3 4

2 2
f x dx

−

+= × + =∫ 2 (( )
3

3

17 1 2 19

2 2 2
f x dx

−

×= + =∫ 3( ( )
3

0

1 2
2 2 5

2
f x dx

×= × + =∫  

): بـِ ℝ على المعرفة f نعتبر الدالة:3تمرين محلول    ) 22f x x= −  

 .fمثل عل شاشة حاسبة بيانية الدالة. 1

)أحسب بوحدة المساحة. 2 ).u a1 و−1 مساحة الحيز تحت المنحني بين العددين. 

 على محور 1,5cm على محور الفواصل و2cm: متعامد حيث الوحدات كما يليfالمعلم الذي مثلت فيه الدالة. 3

  .1 و−1ني بين العددينمساحة الحيز تحت المنح 2cmأحسب بـِ.التراتيب

   :الحل

 .أنظر الشكل المقابل. 1

  موجبة علىfالدالة. 2

] المجال    و دالة أصلية−1;1[

]لها على    F هي الدالة−1;1[

):حيث ) 31
2

3
F x x x= −  

  : هي1 و−1 مساحة الحيز، بوحدة المساحة، تحت المنحني بين العددين

    ( ) ( )
11

3

11

1 1 1 10
2 2 2 .

3 3 3 3
f x dx x x u a

−−

     = − = − − − + =         
∫  

2وحدة المساحة هي . 3 1,5cm cm× 23 أيcm و بالتالي فإن مساحة  

210: هي1 و−1، تحت المنحني بين العددين2cmالحيز، بـِ 
3

3
cm×210  أيcm  
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     خواص التكامل ↵

  fو gدالتان معرفتان و مستمرتان على مجال I.  

  الخطية. 1

  : لديناk و من أجل كل عدد حقيقيI منb وaمن أجل كل عددين حقيقيين :خواص

( )1 ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx+ = +  ∫ ∫ ∫  

( )2( ) ( )
b b

a a

k f x dx k f x dx=∫ ∫ 

)العلاقة: البرهان    فإن I على المجالg وf دالتين أصليتين على الترتيب للدالتينG وFنعلم أنه إذا كانت: 1(

Fالدالة  G+ دالة أصلية للدالة  f g+على المجال I.و منه:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a
a

b b

a a

f x g x dx F x G x F b G b F a G a

F b F a G b G a f x dx g x dx

+ = + = + − +              

= − + − = +      

∫

∫ ∫

  

)العلاقة   .Iعلىkf دالة أصلية لـkFِ فإنI علىf دالة أصلية لـFِإذا كانت  نتبع منهجية مماثلة علما أنه:2(

 الترتيب. 2

a حيث I عددان حقيقيان منb وa :خواص   b≤.  
   ( ] منxجل كلا كان من أإذ 1( ];a b،( ) 0f x ) فإن ≤ ) 0

b

a

f x dx ≥∫  

   ( ] منxا كان من أجل كل إذ2( ];a b،( ) ( )f x g x≤ فإن( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx≤∫ ∫ 

)العلاقة: البرهان   )،I منx أجل كل فإن منI علىf دالة أصلية لـFِإذا كانت :1( ) ( )F x f x′ و بما . =

)أن ) 0f x ] على≤ ];a bفإن Fمتزايدة على [ ];a bو بالتالي ( ) ( )F a F b≤أي ( ) ( ) 0F b F a−  و منه ≤

( ) 0
b

a

f x dx )العلاقةبالنسبة لبرهان . ∫≤ ) يكفي أن نلاحظ أن 2( ) ( ) 0g x f x−   . و نطبق النتائج السابقة≤

 علاقة شال. 3

  : لديناI منc  وa، bمن أجل كل أعداد حقيقية  :خواص  
                         ( ) ( ) ( )

b c c

a b a

f x dx f x dx f x dx+ =∫ ∫ ∫   

  : فإنI علىf دالة أصلية لـFِإذا كانت: البرهان  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b c c

a b a

f x dx f x dx F b F a F c F b F c F a f x dx+ = − + − = − =          ∫ ∫ ∫  
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] دالتان مستمرتان على المجالg وf :1تمرين محلول   ): حيث3;1[ )
3

1

2f x dx ) و∫= )
3

1

5g x dx = −∫.  

))أ:    أحسب التكاملات التالية ) ( )
3

1

f x g x dx+  ∫ب   ،   (( )
3

1

5f x dx∫جـ  ،  (( ) ( )
3

1

2 3f x g x dx−  ∫  

  

))   ا:الحل ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 1

2 5 3f x g x dx f x dx g x dx+ = + = − = −  ∫ ∫ ∫.  

) )ب  ) ( )
3 3

1 1

5 5 5 2 10f x dx f x dx= = × =∫ ∫.  

)) جـ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3

1 1 1

2 3 2 3 2 2 3 5 19f x g x dx f x dx g x dx− = − = − − =  ∫ ∫ ∫.  

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة :2تمرين محلول    ) 2

1

1
f x

x
=

+
.  

] من x    بين أنه من أجل كل ]0;1 ، ( ) 1f x )استنتج أن .  ≥ )
1

0

1f x dx ≤∫  

] منxمن أجل كل :الحل ]0;1،21 1x+ ] منxمن أجل كل  و منه ≤ ]0;1،
2

1
1

1 x
≤

+
.  

نستنتج أن 
1 1

2
0 0

1
1

1
dx dx

x
≤

+∫ ] و بما أن ∫ ]
1

1

0
0

1 1dx x=  فإن ∫=
1

2
0

1
1

1
dx

x
≤

+∫
.  

  

] دالة معرفة علىf:3ن محلولتمري    ) بـِ −2;1[ ) [ ]
[ ]

2 , 1;1

2 1 , 1;2

x x
f x

x x

 ∈ −= 
− ∈

)أحسب .  )
2

1

f x dx
−
∫.  

) :الحل ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2

2

1 1 1 1 1

2 1f x dx f x dx f x dx x dx x dx
− − −

= + = + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

: لدينا
11

2 3

11

1 1 1 2

3 3 3 3
x dx x

−−

     = = − − =         
)  و ∫ )

2
22

1
1

2 1 2 0 2x dx x x − = − = − = ∫  

)و منه  )
2

1

2 8
2

3 3
f x dx

−

= + =∫.  

  :��� أن. I عددان حقيقيان منI. a، b على مجالدالة مستمرة f :4تمرين محلول   

( )1 ( ) 0
a

a

f x dx =∫    ،     ( )2 ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  

  .I علىf دالة أصلية للدالةFلتكن :الحل

     ( )1   :( ) ( ) ( ) ( ) 0
a

a

a
a

f x dx F x F a F a= = − =  ∫  

    ( )2   :( ) ( ) ( ) 0
b a a

a b a

f x dx f x dx f x dx+ = =∫ ∫ )و منه  ∫ ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −∫ ∫  
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  الدالة الأصلية التي تنعدم من أجل قيمة–القيمة المتوسطة   ↵
  القيمة المتوسطة لدالة على مجال.1

a حيثI عددان حقيقيان منb وI.aستمرة على مجال دالة معرفة و مf :تعريف b<.  

] على المجالfالقيمة المتوسطة للدالة ];a bهي العدد الحقيقي  : 

( )1 b

a

m f x dx
b a

=
− ∫ 

] موجبة على المجالf نفرض أن الدالة:التفسير البياني   ];a b.  

)ليكن  )Cالتمثيل البياني للدالة fمد في معلم متعا( ); ,O I J.  

      ( )1 b

a

m f x dx
b a

=
− )  يعني   ∫ ) ( )

b

a

m b a f x dx− = ∫    

)نعلم أن )
b

a

f x dx∫هو مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( )Cبين aو b.  

( )m b a− هي مساحة المستطيل الذي بعداه b a−و m ) القيمة المتوسطة.(  

] على fالقيمة المتوسطة لـِ ،mو هكذا فإن ];a b، المستطيل" ارتفاع "   هي  

b الذي قاعدته  a−و الذي له نفس مساحة الحيز الواقع تحت المنحني ( )Cبين aو b.  

  . نلاحظ أن للحيزين الملونيين بالأزرق و الأحمر نفس المساحة

) مقدارين مرتبطين بعلاقة من الشكلy وxإذا كان): القيمة المتوسطة و الوحدات ( ملاحظة    )y f x=   

) فإن التكامل )
b

a

f x dx∫مقدار متجانس مع الجداء xyلمقدارين لxو y  .و بما أن المقدار( )b a−متجانس مع x  

) فإن القيمة المتوسطة )1 b

a

f x dx
b a− 1  متجانسة مع ∫

xy
x

  .y أي مع

  الدالة الأصلية لدالة و التي تنعدم من  أجل قيمة.2

 .I عدد حقيقي منa وI دالة مستمرة على مجالf : تعريف

) هي الدالة  a و التي تنعدم من أجلI علىf للدالة الوحيدةالدالة الأصلية                 ):
x

a

F x f t dt∫֏  

 

[ الدالة المعرفة علىf لتكن: مثال   [0;+ ) بـِ ∞ ) 2
2

1
f x x

x
= +.  

) : حيثF هي الدالة1 و التي تنعدم من أجل القيمةf الدالة الأصلية للدالة ) 2
2

1

1x

F x t dt
t

 = +  
∫  

):  لدينا )
3

3

1

1 1 1 1
1

3 3 3

x
t

F x x
t x

     = − = − − −    
    

):   و بالتالي ) 31 1 2

3 3
F x x

x
= − +  
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):  بـℝِ المعرفة على f نعتبر الدالة:1تمرين محلول   ) 2 1f x x= −  

] على المجالf   أحسب القيمة المتوسطة للدالة ]1;2.  

]  على المجالfتوسطة للدالة القيمة الم:الحل   : حيثm هي العدد الحقيقي2;1[

( ) ( ) ( )
2

22

1
1

1
2 1 4 2 1 1 2

2 1
m x dx x x = − = − = − − − = − ∫  

  ةيتراوح الإنتاج اليومي للورش.  ورشة تصنع أدوات يتم تجميعها وفق مجموعات تضم مائة أداة:2تمرين محلول   

  :  هوq بآلاف الدنانير، بدلالة الكمية المنتجةنفرض أن الربح.  أداة800 و100   بين

( ) 2

1
2 1f q q

q
= − 1      حيث    + 8q≤ ≤  

] على المجالf للدالةFعين دالة أصلية. 1 ]1;8. 

 .مثل هذه الدالة على شاشة حاسبة بيانية. 2

  . أداة100 المحقق من أجل كل مجموعةmB الربح المتوسطDAأحسب بـِ . 3

  :الحل

[  مستمرة على fالدالة.1 [0;+ ] و منه على∞ ] علىf دالة أصلية للدالة.8;1[  :حيث F هي الدالة8;1[

( ) 2 1
F q q q

q
= − −  

2.  
  
  
  
  
  

3.mBهو القيمة المتوسطة للدالة fعلى المجال [  :و منه. 8;1[

( )
88

2

1 1

1 1 1
2 8,125

8 1 7mB f q dq q q
q

 
= = − − = −  

∫   

  .8125DA حوالي  أداة هو100و من فالربح  المتوسط المحقق من أجل 

): المعرفة كما يليF نعتبر الدالة:3تمرين محلول   ) 4

0

1
x

F t t dt= +∫  

  . ثم أدرس اتجاه تغيرهاF    عين مجموعة تعريف الدالة 

   :الحل

4 هي الدالة الأصلية للدالةF      الدالة 1t t    ℝفهي إذن معرفة على.  للمتغير0 و التي تنعدم من أجل القيم֏+

)، ℝ منx و لدينا من أجل كل ) 4 1F x x′ = )،  ℝ منxبما أن من أجل كل. + ) 0F x′  F  فإن الدالة<

  .ℝمتزايدة تماما على
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    مساحة حيز محدد بمنحنيين   

] مستمرتين على مجالg وfن          نعتبر دالتي ];a bو ليكن ( )fCو ( )gC تمثيليهما البيانيين في معلم 

)متعامد ); ,O I J.  

)حة الحيز          نهدف إلى حساب مسا )Dالمحدد بالمنحنيين ( )fCو ( )gC و بالمستقيمين اللذين معادلتاهما على 

xالترتيب  a=و x b= .  

 المثال الأول. 1

] المعرفتين على المجالg وfنعتبر دالتين                : كما يلي1;0[

                   ( )f x x=     و      ( ) 2g x x=  

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين • )fCو ( )gC. 

] منxبرهن أنه من أجل كل • ]0;1 ،( ) ( )f x g x≥ 

2تحقق أن الدالة  •

3
x x x֏دالة أصلية للدالة fعلى ] ]0;1. 

) مساحة الحيز تحت1Aنسمي • )fC2 وAمساحة الحيز تحت ( )gC و لتكن1 و0 بين العددين Aمساحة ( )D. 

)استنتج أن . 2A و1A بدلالةAعبر عن ) ( )
1

0

A f x g x dx= −  ∫ثم أحسب Aبوحدة المساحة .  

 المثال الثاني. 2

   : كما يليℝ المعرفتين علىg وfنعتبر الدالتين           
                   ( ) 2 1f x x= )      و     + ) 2 2 5g x x x= − + +  

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين • )fCو ( )gC. 

) المنحنيينعين نقطتي تقاطع • )fCو ( )gC. 

] منxبرهن أنه من أجل كل • ]1;2− ،( ) ( )f x g x≤ 

)أحسب مساحة الحيز • )Dالمحدد بالمنحنيين ( )fC،( )gCبالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيب  و 

1x = 2x و− = .  

 المثال الثالث. 3

]ل المعرفتين على المجاg وfنعتبر الدالتين               : كما يلي−2;1[

                   ( ) 2f x x=     و      ( ) 5 2

3 3
g x x= +  

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحنيين • )fCو ( )gC. 

)أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين • )fCو ( )gCعلى [ ]1;2− 

)أحسب مساحة الحيز • )Dالمحدد بالمنحنيين ( )fC،( )gCبالمستقيمين اللذين معادلتاهما على الترتيب  و 

1x = 2x و− = . 
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  حصر تكامل   

      نهدف إلى تعيين حصر للعدد الحقيقي 
1

2
0

1

1
dx

x+∫
   الذي لا نعرف حساب قيمته المضبوطة لأنه على مستوانا لا 

      نعرف تعيين دالة أصلية للدالة 
2

1

1
x

x+
֏.   

):  كما يليℝ المعرفة علىϕبر الدالة      نعت ) 2

1

1
x

x
ϕ =

+
  

 : كما يليℝ المعرفتين على2f و1fنعتبر الدالتين. 1

( )1

1
1

2
f x x= − )      و       + ) 2

2

1
1

2
f x x= − +  

a.  أدرس علىℝإشارة الفرق  :( ) ( )1x f xϕ − . 

] منx    استنتج أنه من أجل كل ]0;1 ،( ) ( )1f x xϕ≤ 

b.  أدرس علىℝإشارة الفرق :( ) ( )2x f xϕ − 

] منx    استنتج أنه من أجل كل ]0;1 ،( ) ( )2x f xϕ ≤  

c.  استنتج حصرا للتكامل
1

2
0

1

1
dx

x+∫
. 

 : كما يليℝ المعرفتين على2g و1gنعتبر الدالتين. 2

( ) 2
1 1g x x= )      و       − )

3
2

2 1
2

x
g x x= − +  

d.  أدرس علىℝإشارة الفرق  :( ) ( )1x g xϕ − . 

] منx أجل كل    استنتج أنه من ]0;1 ،( ) ( )1g x xϕ≤ 

e. تحقق انه من أجل كلxمن ℝ ،( ) ( ) ( )
( )

23

2 2

1

2 1

x x
g x x

x
ϕ

−
− =

+
 

] منx    استنتج أنه من أجل كل ]0;1 ،( ) ( )2x g xϕ ≤  

f.  استنتج حصرا للتكامل
1

2
0

1

1
dx

x+∫
.  

 أحسن حصر للتكامل 2 و1استنتج من السؤالين . 3
1

2
0

1

1
dx

x+∫
. 

باستعمال حاسب بيانية أحسب. 4
1

2
0

1

1
dx

x+∫
 .3 عليها مع نتيجة السؤال ثم قارن النتيجة المحصل. 
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  ����ل����ع  

  : حيثx للمتغير الحقيقي fلتكن الدالة العددية 

          ( )
3 2

2

2 3 4x x
f x

x

+ +=  

)نرمز بـ )C إلى التمثيل البياني للدالة f في المستوي 

)المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� �

  

   بحيث من أجل كل c و a  ،bعين الأعداد الحقيقية .1

):  xعدد حقيقي غير معدوم  ) 2

c
f x ax b

x
= + +  

) احسب المساحة.2 )S λللحيز المحدد بالمنحني ( )C  

  :و محور الفواصل و المستقيمين اللذين معادلتاهما

1x x و= λ=حيث λ 1 عدد حقيقي أكبر تماما من.  

  بكالوريا                                  

  .�ـ���ـ� �                                                                    . �ــــ�

 بحيث من أجل كل عدد حقيقي غير معدوم c و a  ،bلحقيقية عين الأعداد ا  .1

x : ( ) 2

c
f x ax b

x
= + +  

      ( )
3 2 3 2

2 2 2 2 2

2 3 4 2 3 4 4
2 3

x x x x
f x x

x x x x x

+ += = + + = + +  

):إذن ) ( ); ; 2;3;4a b c =  

) حساب المساحة.2 )S λ:  

              ( ) ( ) 2
1 1

4
2 3S f x dx x dx

x

λ λ

λ  = = + + 
 

∫ ∫  

                   2

1

4
3x x

x

λ
 = + −  

  

   2 24 4
3 1 3

1
λ λ

λ
   = + − − + −      

  

              2 4
3 .u aλ λ

λ
 
 
 

= + −  

) حتى يكونλتعيين• ) 2S λ λ=:  

( ) 2S λ λ= 2 معناه 24
3λ λ λ

λ
+ − =  

4                أي 
3λ

λ
=  

2                أي  4

3
λ =                       

2  و بالتالي

3
λ = − 
 

2 أو 

3
λ = 
 

  

2 : إذن

3
λ   1عدد حقيقي أكبر تماما من  λ  لأن =

  

  

)يمكن كتابة• )f x بعد توحيد 

: المقامات على الشكل 

( )
3 2

2

ax bx c
f x

x

+  ثم =+

  نساوي هذه العبارة مع العبارة
3 2

2

2 3 4x x

x

+ +  

  
طبق خواص  لحساب المساحة ن•

  .التكامل

• ( ) ( ) ( )
b

a

bf x dx F b F a= −∫  

 fدالة أصلية للدالة   Fحيث 

  
  
  

2x المعادلة • α=0 حيثα > 

  −αتقبل حلين متناظرين

  α  و

  

  



 117

  إر��دات�� ����ع 

}المعرفة على   fنعتبر الدالة }1− −ℝبـ : ( )
( )

3 2

2

2 4

1

x x x
f x

x

− − − −=
+

  

) :- 1 يختلف عنxبحيث من أجل كل عدد حقيقي  c و a  ،bعين الأعداد الحقيقية  .1 )
( )2

1

b
f x ax

x
= +

+
  

  عند حدود مجموعة التعريف fاحسب نهايات الدالة  -أ.2

}من xبين أنه من أجل كل   -ب }1− −ℝ:( ) ( )( )
( )

2

3

1 4 7
'

1

x x x
f x

x

− − + +
=

+
  

)درس إشارة  ا-ج )'f xو شكل جدول تغيرات  f  
) بين أن المعادلة.3 ) 0f x 2,5  حيثα  تقبل حلا واحدا= 2α− < < −  
y الذي معادلتهDبين أن المستقيم  .4 x= ) مقارب للمنحني− )Cو عند∞− عند +∞.  
) و المنحني D أرسم .5 )Cلدالة  الممثل لf في معلم متعامد( ); ,O i j

� �
 1cm على محور الفواصل و2cm:،الوحدة

  .على محور التراتيب
)، المساحة احسب ، بوحدة المساحات -أ. 6 )S αلحيز المستوي المحدد بالمنحني ( )C المستقيم ، D الذين 

2xمعادلتاهما = x و− α=.  
) تحقق من النقطتين-ب )3;2A ) و− )2; 2B − ) تنتميان إلى المنحني− )C.  
)لحيز المستوي المحدد بالمنحني S المساحة 2cm احسب بـ-ج )C و القطعة [ ]AB. 

  إرشادات

   .د المقامات ، ثم تطبيق تساوي كثيرات الحدود أو إجراء عملية القسمة الاقليديةتوحي يستوجب  bو aتعيين        
 .بق العمليات على النهايات ط-أ . 2     

) و لاحظ أن طبق العمليات على المشتقات  - ب       ) ( )3 3 2 2a b a b a ab b− = − + +  

)لاحظ أن إشارة  -ج       )'f xًتتعلق بإشارة البسط و المقام معا .  

  .مل مبرهنة القيم المتوسطةاستع .3     
) احسب .4      ) ( )lim

x
f x x

→−∞
 − −  و ( ) ( )lim

x
f x x

→+∞
 − −   

)لاحظ أن المنحني( الدقة ضرورية في رسم المنحني  .5      )C أسفل المستقيم D.(   

)حساب المساحة يتطلب معرفة الوضعية النسبية للمنحني  - أ .6      )C و المستقيم D.   

) جد معادلة المستقيمأولا -ج         )AB ثم لاحظ أن حدود المكاملة هما فاصلتي ،A و Bعلى الترتيب .  

iتذكر دائما أن وحدة المساحة تساوي             j×
� ��

.  
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1�
   ـ �!��  دا

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  ) 3

2
f x =. 

)و ليكن )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس 

( ); ,O i j
� ��

1iحيث  cm=
�

1j و  cm=
�

 

  لحيز لA المساحة2cmأحسب بـِ  •
   الملون في الشكل المقابل

   ℝعلى f للدالة F عين دالة أصلية•
) ثم أحسب  ) ( )2 0F F−.  

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  ) 1f x x= −. 

)و ليكن )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس 

( ); ,O i j
� ��

1iحيث  cm=
�

1j و  cm=
�

 

  لحيز لA المساحة2cmأحسب بـِ  •
   الملون في الشكل المقابل

   ℝعلى f للدالة F عين دالة أصلية•
) ثم أحسب  ) ( )2 1F F− −.  

 
)ـِ  بℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  ) 2f x x= −. 

)و ليكن )fC تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس 

( ); ,O i j
� ��

1iحيث  cm=
�

1j و  cm=
�

 

  لحيز لA المساحة2cmأحسب بـِ •
   الملون في الشكل المقابل

   ℝعلى f للدالة F عين دالة أصلية•
) ثم أحسب  ) ( )1 1F F− −  

  :أحسب التكاملات التالية       

   1( ( )
3

0

2 3x dx+∫          2 (
1

2

2

x dx
−
∫     

     3 (( )
5

5

4 x dx
−

−∫         4 (( )
2

2

0

1 x dx−∫  

  :أحسب التكاملات التالية      

   1( ( )
2

2

1

2x x dx+ −∫     2 (( )
0

2

1

3 2x x dx
−

− +∫     

     3 (
2

3

2

x dx
−

−∫          4 (( )
3

3

1

2 2x x dx+ +∫  

] معرفة علىf هو لدالةلتاليالتمثيل البياني ا       ]2;2−  
  .في معلم متعامد ومتجانس 
  
  
  
  

  : أحسب التكاملات التالية

 1 (( )
1

2

f x dx
−

−
∫       2 (( )

1

1

f x dx
−
∫    

 3 (( )
2

1

f x dx∫      4( ( )
2

2

f x dx
−
∫  

) بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة        ) 3 1f x x= +.  

)و  )Cهو تمثيلها البياني في معلم ( ); ,O i j
� ��

  في الشكل 

  المقابل
)عين إشارة. 1 )f xعلى ℝ.  
)احسب بوحدة المساحة. 2 ).u a   

  مساحة الحيز تحت المنحني بين
  .1 و- 1 العددين

  : هذه المساحة إذا علمت أن2cmاحسب بـ.3
 1i cm=

�
0,5j و  cm=

�
.  

  :التالية       احسب التكاملات 

1 (
2

2
1

1
x dx

x
 − 
 
∫         2 (

2

2
1

2

1
2 1t dt

t
 − + 
 
∫  

3 (( )
2

2

0

0,01x x dx−∫    4 (( )
2

3

1

1x dx+∫  

  :       احسب التكاملات التالية

1 (
2 2

2
1

2x
dx

x

 −
 
 
∫         2 (

1 3 4

2
2

1 t t
dt

t

−

−

 − +
 
 
∫  

3 (
( )

1

3
0

1

1
dx

x+∫             4 (
( )

1

3
0

2

2
dx

x

−
−∫  

  :      احسب التكاملات التالية

1 (( )
1

4

0

1x dx−∫                 2 (( )
2

2

1

2 1x x dt−∫  

3 (( )
1

2 3

0

2x x dx+∫             4 (
( )

4

32
3 2

x
dx

x −
∫  

1 

4 

2 

3 

5 

8 

9 

10 

11 

12 
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0 1

1

x

y

Intégrale =  7,5

( )C ( )Γ

[المعرفة على  fلتكن الدالة          [1;−   :كما يلي∞+

     ( )
( )2

4

1
f x x

x
= −

+
 في ي تمثيلها البيانfC  و

  .الشكل المقابل

)احسب . 1 )
3

1

f x dx∫  

  .فسر بيانيا هذه النتيجة.2

)احسب .3 )
3

0

f x dx∫  

  :        ، مساحة الحيز الملون التالي2cm       احسب بـ
  
  
  
  
  

  :        ، مساحة الحيز الملون التالي2cm       احسب بـ
  

       
                               

  
  

)        المنحني المرسوم  )C معادلته 
( )22 1

x
y

x

−=
+

     

  
  
  
  
  
  
 لحيز المستوي المحدد بالمنحني، 1Aعين المساحة . 1

1x الذي معادلتهDمحور الفواصل و المستقيم  =.  
) للمنحني Tاكتب معادلة المماس - أ. 2 )Cعند المبدأ.  
)  حدد وضعية- ب )C بالنسبة إلى T     .  
  ، محور  T للمثلث المحدد بـ 2A احسب المساحة - ج

  )  مقدرة بوحدة المساحات (Dالفواصل و المستقيم 

لحيز المستوي المحدد بالمنحني  Aاستنتج المساحة . 3
( )C المماس ، Tم  و المستقيD)  مقدرة بوحدة

  ).المساحات

) احسب - أ. 4 ) ( )2
0 1

x
I dx

x

λ

λ −=
 عدد λ حيث ∫+

  .حقيقي موجب تماما
) عين نهاية - ب )I λ عندما يؤولλفسر بيانيا .∞+ إلى

  .هذه النتيجة
)        في الشكلين المواليين المنحني  )C معادلته 

22 5 3y x x= − + ) و المنحني+ )Γمعادلته  
2

20
y

x
=.  

  
  
  
  
  
  
)من اجل كل من المنحنيين . 1 )Cو ( )Γ عين ، 

)باستعمال جمل متراجحات ، مجموعة النقط );M x y 
  .لمستوي الحيز الملون بالأزرق

  .احسب مساحة هذين الحيزين. 2
] المعرفة علىfنعتبر الدالة          : كما يلي4;2[

          ( ) 2

2 1

2

x
f x

x x

− −=
+ −

.  

]معرفة جيدا على المجال fبين أن .1 ]2;4.  

)احسب.2 )
4

2

f x dx∫  

] المعرفة علىf       نعتبر الدالة    : كما يلي−1;1[

     ( )
( )22

3

1

x
f x

x
=

−
.( )C هو المنحني البياني 

 على محور 2cmالوحدة(عامد الممثل لها في معلم مت
  ) على محور التراتيب0,5cmالفواصل ، 

  معرفة جيدا على            fبين أن .1
] المجال ]1;1−.  

  احسب مساحة الحيز تحت.2
  ).مقدرة بوحدة المساحات(  المنحني

  2cmقة بـاحسب المساحة الساب.2

13 

14 

0 1

1

x

y

( )2

2

2
y

x
=

−
 

15 

0 1

1

x

y ( )2 35 1y x x= − −

16 
18 

17 

19 

0 1

1

x

y
( )C
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        f وgعدديتان لمتغير حقيقي  دالتان xحيث :  

      ( )
2

0

3f x dx=∫    و     ( )
2

0

2g x dx= −∫  

)  احسب  ) ( )
2

0

2 3f x g x dx − ∫  

        fلى  دالة معرفة ع]   : كما يلي∞+;0]

              ( ) 2

6
1f x x

x
= + +  

( )C هو المنحني البياني الممثل لها في معلم .  
)على شاشة الآلة الحاسبة البيانية ، ارسم. 1 )C و

1yالذي معادلته ∆المستقيم x= +.  
) مستقيم مقارب للمنحني∆بين أن.2 )C و ادرس وضعيته 

)بالنسبة إلى )C.  
لحيز المستوي )مقدرة بوحدة المساحات(احسب المساحة .3

)المحدد بـ )C و المستقيمين اللذين معادلتاهما∆ و :  
1x 6x و= =.  

  :      عين بدون حساب إشارة كل من التكاملات التالية

1( 
2

2

3

3x dx
−

−

=∫            2 (( )
1

2

1

1 3x dx
−

− =∫  

3( ( )
1

2

6

2 3 3x x dx
−

− + =∫ 4(
1 2

2
5

4 5
3

1

x x
dx

x−

+ − =
+∫  

      f دالة معرفة على [   : حيث 4;0[

]من  x   من أجل كل  ]0;4:( )2 2x f x x x≤ ≤ +  

)عين حصرا للتكامل )
4

0

f x dx∫       

       f معرفة على  دالة[   : حيث ∞+;1]

]من x   من أجل كل  [1;+∞:( )1
1f x

x
≤ ≤  

)عين حصرا للتكامل )
3

1

f x dx∫       

        f دالة معرفة على [    كما يلي  −3.3[
  f دالة معرفة على ℝ  كما يلي :( ) 2 4f x x= −  

)اكتب. 1 )f xبدون رمز القيمة المطلقة .  

)ما هي إشارة . 2 )f xعلى المجال [ ]3;3.  

)احسب. 3 )
3

3

f x dx
−
∫  

معرفة  مستمرة  fاني لتالي هو لدالة       التمثيل البي
]على   : كما يلي3;0[

]من أجل  ]0;1x∈،( ) 3f x x=  
]من أجل  ]1;3x∈،( ) 1f x x= +  

)احسب . 1 )
1

0

f x dx∫ثم ( )
3

1

f x dx∫  

)استنتج .2 )
3

0

f x dx∫  

] المعرفة علىf      نعتبر الدالة    : كما يلي−3;1[
]من أجل  ]1;1x∈ −، ( ) 2f x x= − +  

]من أجل  ]1;3x∈، ( ) 2

1
f x

x
=  

)جانس  في معلم متعامد و متf مثل الدالة . 1 ); ,O i j
� ��

  

] مستمرة على المجالfهل الدالة . 2   ؟−3;1[

)احسب.3 )
3

1

f x dx
−
  .إذا كان ذلك ممكنا∫

   :لدينا الشكل التاليفي       
] مستمرة على f لدالة الممثل fCالمنحني -  [0;+∞  

21 الذي معادلتهP القطع المكافئ - 
2 5

10
y x x= − + −  

1 الذي معادلته∆ المستقيم- 
2

2
y x= +  

  
  
  
  
  
  
  
  

) لمجموعة النقط Aنعتبر المساحة  );M x yبحيث :  
  4 12x≤ )    و ≥ )0 y f x≤ ≤  
       : بين أنلباستعمال الشك. 1

        ( )21 1
2 5 2

10 2
x x f x x+ − ≤ ≤ +  

      . Aاستنتج حصرا للمساحة .2

20 

0 4

1

x

y
fC

P

∆
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0 1

4

x

y

0 1

1

x

y

3  ��(�$�
�� ا��
   ـ ا

    : بـℝِ المعرفة على fنعتبر الدالة      
             ( ) 2 3f x x= −  

] على المجالfدالة   أحسب القيمة المتوسطة لل ]1;3−.  
مؤسسة تصنع أدوات يتم تجميعها وفق مجموعات        
يتراوح الإنتاج اليومي للمؤسسة ما بين                                                                                     . أداة 2000تضم 
نفرض أن الربح بآلاف الدنانير، . أداة 5000  و2000

  :  هوqبدلالة الكمية المنتجة

    ( ) 2
2

20
3 10f q q q

q
= + 2  حيث       − 5q≤ ≤  

] على المجالf للدالةFعين دالة أصلية.1 ]1;8.  
 .مثل هذه الدالة على شاشة حاسبة بيانية.2

 المحقق من أجل mB الربح المتوسطDAأحسب بـِ .3
  . أداة 2000 كل مجموعة

[ المعرفة على fنعتبر الدالة            :كما يلي∞+;0]

             ( )
2

2

1

2

x
f x

x

+=  

)احسب.1 )
4

1

f x dx∫  

] على المجالfالقيمة المتوسطة للدالة استنتج.2 ]1;4  
       الشكل الموالي يمثل بالنسبة إلى مؤسسة، مستوى 

)التخزين )f xلمادة أولية ضرورية للتصنيع، بدلالة الزمن  
الفواصل يقابلها شهر ،حيث كل وحدة على محور )بالأشهر(

 طن 100واحد ، و كل وحدة على محور التراتيب  يقابلها 
 D'و D ، و المستقيمين 800ترتيبها G، النقطة 

1500yمعادلتاهما على الترتيب  300y و = =  
  
  
  
  
  
  
  
  
  ).الملون بالأصفر(احسب مساحة كل شبه منحرف . 1
]استنتج القيمة المتوسطة للتخزين للفترات التالية.2 ]0;2،   

[ ]2;4 ، [ ]4;6 ، [ ]6;9 ، [ ] و 11;9[ ]11;14  
] القيمة المتوسطة للتخزين خلال الفترةجاستنت .3 ]0;14.  

  :المعرفة كما يلي Fلدالة        نعتبر ا

         ( )
2

2
0

1

1

x t t
F x dt

t

+ +=
+∫  

   .Fعين مجموعة تعريف الدالة .1
   .Fادرس اتجاه تغير الدالة .2

) :المعرفة كما يلي f       نعتبر الدالة  ) 2

1

1
f x

x x

−=
+ +

   

  .fعين مجموعة تعريف الدالة .1
  . 1تي تنعدم من أجل  و الf للدالة Fعين الدالة الأصلية . 2
   .Fاستنتج اتجاه تغير الدالة .3

]المعرفة على  fنعتبر الدالة  ) بتمثيلها البياني10;0[ )C  
   المبين في الشكل الموالي 

  
  
  
  
  
  
  
  
) حيث bو  aعين .1 ) ( )2

f x x a b= − +.  
] على المجالfالة احسب القيمة المتوسطة للد.2 ]0;10.  
  .حدد هذه القيمة في الشكل.3

  .       فيما يلي نص سؤال و الإجابة لتلميذ
): النص )C هو المنحني البياني الممثل لدالة f في معلم 

)متعامد  ); ,O i j
� ��

1i حيث cm=
�

2j و cm=
�

 

] معرفة على        fالممثل لدالة    :  حيث5;0[
]  من اجل كل  ]0;2x∈، ( ) ( )2

1f x x= −  

] و من أجل كل  ]2;5x∈،( )
( )2

1

1
f x

x
=

−
  

  
  
  
  
  

)احسب المساحة تحت المنحني )C مقدرة 5 و 0 بين 

  .2cmبـ
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0 3

10

x

y

0 3

2

x

y( )C ( )P

  

  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 )�*$
��ر�� �  

      
  :احسب التكاملات التالية

1 (
( )

1

2
2

3

3 1
dx

x

−

−

 
 
 − 
∫         2 (

( )

2

2
4

4

4 3
dt

t

 
 
 − 
∫  

3  (
( )

2

32
1 4 2

x
dx

x

 
 
 − 
∫      4 (

( )
1

42
1

4

1

x
dx

x−

 
 
 + 
∫  

        
  :احسب التكاملات التالية

     1 (
3

2

1

2
dx

x

 
 
 
∫         2 (

1

0

2

5 3
dt

x

 
 − 
∫  

3  (
2

2
0 4

x
dx

x

 
 

+ 
∫        4 (

3

2
2 2 1

x
dx

x

 
 

− 
∫  

       fعلى  دالة معرفة[   :بـ ∞+;0]

        ( )
( )2

1 2 5

4 3 3 4

x
f x

x x

− − = × −  +
  

)بوضع .1 ) 1 2

3 4

x
u x

x

−=
+

)، احسب )'u x  

]على f للدالة Fبرر وجود دالة أصلية  . 2 ثم  ∞+;0]
  .هاعين
)عين إشارة .3 )f xعلى[ [0;+∞.  

)حيث  Iنعتبر التكامل . 4 )
2

1

I f x dx= ∫  

  . I فسر بيانيا التكامل -أ
  . Iاحسب - ب

 ممثلة بجزء من قطع mC       الكلفة الهامشية لمنتوج 
)مكافئ  )Pمن أجل [ [0;q∈ +∞.  

  
  
  
  
  
  
  
)بين لماذا المنحني . 1 )C يمكن آن يمثل الدالة الكلفة 

  الإجمالية للمنتوج ؟
  : للكلفة الهامشية علما أنmCعين الدالة .2

     ( ) ( )2
.mC q k q a b= − +  

  . أعداد حقيقية يطلب تعيينهاb و k،  aحيث 
)استنتج عبارة . 3 )TC qن أجل  للكلفة الإجمالية مq 

  . وحدة منتجة
  : كما يليℝعلى معرفةال  f  لتكن الدالة      

           ( ) 3 1
4 3

2
f x x x= − + +  

  .∞+ و عند∞− عندfاحسب نهايات الدالة .1
)احسب.2 )'f xرس إشارتها ثم شكل جدول التغيرات و اد

   .fللدالة 
)ارسم في معلم متعامد و متجانس التمثيل البياني .3 )fC 

  . على المحورين2cm:الوحدة.fللدالة 
) مساحة الحيز المحدد بالمنحني2cmاحسب بـ.4 )fC و

  :محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما 

  0x 1 و=

2
x =.  

]على معرفةال  f  لتكن الدالة         : كما يلي∞+;0]

           ( )
( )3

4 1

2 1

x
f x

x

+=
+

  

  : بحيث bو  a بين أنه يوجد عددان حقيقيان.1
]من أجل لكل  [0;x∈ +∞  ،  

       ( )
( ) ( )2 3
2 1 2 1

a b
f x

x x
= +

+ +
  

)استنتج.2 )
1

0

f x dt∫  

      fدالة معرفة على [ [4;−   :   كما يلي∞+
           ( ) 4f x x= +  
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0 1

1

x

y

)و ليكن )fCالبياني للدالة لالتمثي f  في معلم متعامد  
  و متجانس

]على  fادرس تغيرات الدالة .1 [4;− يمكن استنتج (∞+
  " )مربع "  انطلاقا من الدالة fتغيرات 

)أرسم. 2 )fC  
  : المعرفة كما يليhاحسب الدالة المشتقة للدالة .3

        ( ) ( )2
4 4

3
h x x x= + +  

)استنتج مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني. 4 )fC   
  .      و محوري الإحداثيات

       F  ،gو  hثلاث دوال معرفة على [   :كما يلي1;0[

 ( ) 2

1

1
f x

x
=

+
 ، ( ) 1

2

x
g x = )  و− )

2

1
2

x
h x = −  

]من  xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي  . 1 ]0;1 :  
        ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤  

) :بين أن.2 )
1

0

2 3

3 4
f x dx≤ ≤∫  

  :       احسب التكاملات التالية

1 (
0

2

3

2x x dx
−

− −∫          2 (
1

3

1

x x dt
−

−∫  

3  (( )
2

2

x x dx
−

+∫            4 (
1

2

1

2

1x x dx
−

− + +∫  

      fدالة معرفة على [   : كما يلي1;0[

                  ( )
2

4 2

1

x
f x

x x

+=
+ +

    

)احسب .1 )'f xو ادرس إشارتها على [ ]0;1.  
  . fشكل جدول تغيرات . 2
)ارسم . 3 )fCالبياني للدالة ل التمثي f  في معلم متعامد

( ); ,O i j
� �

2i حيث  cm=
�

1j  و  cm=
�

  
)احسب مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني. 4 )fC  

2yو المستقيمات التي معادلاتها =، 0x 1x و= =  

احسب التكامل. 1     
( )

1

1 32
0 1

x
I dx

x
=

+
∫  

ليكن . 2
( )

1 3

2 32
0 1

x
I dx

x
=

+
∫  

1 احسب 2I I+.2استنتج قيمةI  
] على المجال3x و x ، 2x قارن بين. 3 ]0;1.  

استنتج حصرا للتكامل 
( )

1 2

2 32
0 1

x
I dx

x
=

+
∫  

        f  1 دالة معرفة على
;

2
 +∞  

  :كما يلي

          ( ) ( )
( )

2

2

16

2 1

ax b
f x

x

+
=

−
  

)و )C المنحني البياني الممثل لها في معلم متعامد  
)المماس للمنحني  Dو و متجانس )C عند النقطة 

16
2;

3
A
 
 
 

   والموازي  لمحور

  . الفواصل
)عبر عن  -أ.1 )'f xبدلالة   
 a و b.   
  .D توجيه المستقيم عين معامل.2
   .b و a عين - ج

2.g1 الدالة المعرفة على
;

2
 +∞  

   :كما يلي

            ( )
28 2 1

2 1

x x
g x

x

− +=
−

  

1 على f أصلية للدالة g بين أن الدالة -أ
;

2
 +∞  

.  

) احسب مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني- ب )C   
  :و محور الفواصل و  المستقيمين اللذين معادلتاهما 

   1x 2x و = =.  
       f و gدالتان معرفتان على [   : كما يلي∞+;1]

    ( ) 3

1x
f x x

x

+= )  و + ) 4

2 1x
g x x

x

−= −  

( )fCو ( )gC هما التمثيلان البيانيان للدالتين f و g في 
  1cmمعلم متعامد و متجانس الوحدة على المحورين

y الذي معادلته ∆ تحقق من أن المستقيم-أ.1 x= مستقيم 
)مقارب لـ )fCو ( )gCعند +∞.   

) عين وضعية - ب )fCثم وضعية∆ بالنسبة إلى ( )gC 
  .∆بالنسبة إلى

] على g و fادرس تغيرات كل من - ج [1;+∞.  
   .g و f شكل جدولي تغيرات كل من -د

) ، ∆ أنشئ -هـ  )fCو ( )gC.  

عين دالة أصلية للدالة- أ. 2
3

1
:

x
H x

x

+
]لى ع֏ [1;+∞  

ثم دالة أصلية للدالة 
4

2 1
:

x
K x

x

−
] على֏ [1;+∞  
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0 1

1

x

y

 احسب - ب
4

3
3

1x
dx

x

+
 و ∫

4

4
3

2 1x
dx

x

−
∫  

) قارن بين مساحتي الحيزين المحددين بـ- ج )fC و ∆ 
)من جهة و المنحني )gC من جهة أخرى على ∆ و 

]المجال ]3;4.  
       fدالة معرفة على ℝكما يلي :  

                     ( ) 2 1f x x= +  
  بدالتين  تآلفيتين ، عين حصرا للتكامل fبحصر الدالة     

( )
5

1

f x dx∫ برر.2 بعددين طبيعيي الفرق بينهما          .  

       fدالة معرفة على ]   : كما يلي∞−1;]

             ( )
( )2

2 1
f x x

x

βα= + +
−

  

) و ليكن )fCالبياني للدالة ل التمثي f   في معلم متعامد  

( ); ,O i j
� �

2i حيث  cm=
�

1j  و  cm=
�

  
   مبدأ المعلمOتقبل قيمة حدية كبرى عند النقطة  fالدالة  .1
)عبر عن  • )'f xبدلالة αو β.   
) بحيثβ وα جد علاقة بين • )fCيشمل النقطة O.   
  .β وα عين•
) احسب-أ.2 )

1
lim
x

f x
→

  .، فسر النتيجة بيانيا

)  احسب- ب )lim
x

f x
→−∞

.  

)احسب  - ج )'f x و ادرس إشارتها على] [;1−∞.  
  .f شكل جدول تغيرات -د

)إشارة استنتج -هـ  )f xعلى] [;1−∞.  
)  بين أن المنحني-أ.3 )fC الذي ∆ يقبل المستقيم 

1معادلته 

2
y x=    .∞− كمقارب عند+

) ادرس وضعية المنحني- ب )fCالنسبة للمستقيم ∆.  
[على المجال f للدالة Fجد دالة أصلية .4 [;1−∞.  
)احسب مساحة الحيز لمجموعة النقط.5 );M x yحيث  :  

     2 1x− ≤ ≤ )  و    − ) 0f x y≤ ≤  

 احسب- أ. 6
( )

2

2
3

1

2 1
dx

x

−

− −∫  

) استنتج مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني- ب )fC   
  : و المستقيمين اللذين معادلتاهما∆   و المستقيم 

  3x = 2x و − = −.  
    

  : حيثx للمتغير الحقيقي 2f و1f      نعتبر الدالتين  
  ( ) 2

1 2 1f x x x= − +   و   ( ) 3
2 3 2f x x x= − +  

ثم ارسم في معلم ، 2f و1fادرس تغيرات الدالتين .1
)متعامد و متجانس المنحنيين  )Cو ( )Γ مثلين للدالتينمال 

1f2 وfعلى الترتيب.  
  :   xتحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي .2

      ( ) ( )23 2 1 1 1x x x x x− − + = − +   
)عين إحداثيات نقط تقاطع المنحنيين .3 )C و( )Γ.  
 احسب مساحة الحيز من المستوي المحدد .4

)بالمنحنيين )C و( )Γ.  

 
    . �+ــ�

و  D المستقيم  رسمنا المواليالشكل في        
)المنحني )C  الممثل للدالةf  المعرفة على]   :بـ∞+;1]

               ( )
( )2

4
2

1
f x x

x
= − + −

−
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
) على الشكلDعين معادلة المستقيم . 1 )y g x=  
)لمنحني  مقارب لD بين أن •  )C عند+∞  
) لمجموعة النقطAعين المساحة . 2 );M x y من المستوي

):و التي تحقق ) ( )
2 4x

f x y g x

≤ ≤
 ≤ ≤

  

] عدد حقيقي من المجالαليكن . 3 [2;+∞  

عن التكاملα عبر بدلالة -أ
( )2

2

4

1
I dx

x

α

α =
−∫  

  . فسر هندسيا هذا التكامل- ب
  ∞+ إلىα عندما يؤول Iαعين نهاية- ج

] المعرفة علىf      نعتبر الدالة    : كما يلي6;0[

          ( ) ( )21
6

36
f x x x= − +  

  . في معلم متعامدf ارسم منحني الدالة - أ. 1
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2
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1

x

y

)احسب- ب )
6

0

f x dx∫.فسر هندسيا النتيجة.  

] عددان حقيقيان كيفيان من المجالb و a ليكن - ج ]0;6 
aحيث b<.   

) بين أن • )0 1
b

a

f x dx≤ ≤∫  

 آلاف وحدة xمؤسسة تصنع منتوجا و تبيع كل أسبوع . 2
0حيث  6x≤ ≤  
] عددان حقيقيان من المجالb و aليكن  a حيث6;0[ b≤  

( )
b

a

f x dx∫احتمال بيع ما بين  إذن هوa وb  وحدة  لافآ

  .من أجل أسبوع مختار عشوائيا
  :عين احتمال بيع 

   وحدة2000 أقل من -أ
  . وحدة4000 و 2000 ما بين - ب
  . وحدة4000 أكثر من - ج


�ر�� -      �!.  
) يعطى التمثيل البياني )Γ لدالة fة و قابلة للاشتقاق   معرف

]على ]0;6.   
  
  
  
  
  

1النقط
;2

2
A
 
 
 

، 1
4;

4
B
 
 
 

،( )2;1Cهي نقط من ( )Γ   

) هو المماس لـTو  )Γ عند C.   
يانية القيمة الحدية الصغر و القيمة   عين بقراءة ب-أ.1

] على fالحدية الكبرى للدالة  ]0;6.  
]عين بقراءة بيانية صورة المجال - ب    .f بالدالة 2;0[

) أعط مجموعة حلول المتراجحة - ج ) 1

2
f x <  

) يوازيTنقبل أن . 2 )AB.  
) عين-أ )' 2f  

)و معادلة T استنتج معادلة - ب )AB.  
  بين بالاستعانة بالتمثيل البياني أنه من أجل كل- ج

 1
;4

2
x

 ∈   
): لدينا ) 9

2
2 2 4

x x
f x

− −+ ≤ ≤ +   

)نضع.3 )
4

1

2

I f x dx= ∫  

49 باستعمال النتائج السابقة استنتج أن • 63

16 16
I≤ ≤  


�ر��       �!-.   
] المعرفة علىfنعتبر الدالة    :    كما يلي6;0[

      ( ) 23
3 6

4
f x x x= − +  

)المنحني )fCا لمرسوم في الشكل  

   في معلمfمقابل هو للدالة ال
   . O متعامد ومتجانس مبدؤه

  الجزء المضلل هو الحيز من
) المستوي المحدد بالمنحني )fC،  

   محور الفواصل، محور التراتيب 
6xو المستقيم الذي معادلته =.  

  مساحاتاحسب ، بوحدة ال. 1
( ).u a المساحة،Sللجزء المضلل .  

) من المنحنيMنعتبر نقطة . 2 )fC فاصلتهاx حيث 

[ ]0;6x∈. الموازي لمحور التراتيب و الذي يمر بالنقطة
M يقطع محور الفواصل في النقطة H  . لمحور الفواصل

   Kيقطع محور التراتيب في النقطة  Mالنقطة و الذي يمر ب
)نسمي )R x،بوحدة المساحات  المساحة( ).u a للمستطيل،

OHMK.   
] منx بين انه من أجل كل عدد حقيقي •   : لدينا6;0[

        ( ) 3 20,75 3 6R x x x x= − +  
]الممكنة من المجال xنريد البحث عن جميع قيم .3 ]0;6 

)بحيث تكون المساحة )R x مساوية للمساحة S.   
) بين أن هذا البحث يؤدي إلى حل المعادلة-أ ) 0g x = 

]هي الدالة المعرفة على gحيث      : بـ6;0[
         ( ) 3 20,75 3 6 36g x x x x= − + −  

]على g استنتج تغيرات الدالة - ب  ، وشكل جدول 6;0[
  .gتغيرات 

) أن المعادلةجاستنت ) 0g x ] تقبل على=  حلا 6;0[
  .αواحدا

  .αللعدد−210 أعط قيمة مقربة إلى •
  

55 
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0 1

1

x

y

  اختيار من متعدداختيار من متعدد
على الأقل صحيحة  الأسئلة التالية ، إجابة واحدة للك      

   من بين الأجوبة المقترحة
يشمل  Iدالة معرفة و مستمرة على مجال  f لتكن       
   :c و a  ،b الحقيقية الأعداد

1 (( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫  

2( ( ) ( ) ( )( )
b b c

a c a

f x dx f x dx f x dx= − −∫ ∫ ∫  

3( ( ) ( ) ( )
b c c

a a b

f x dx f x dx f x dx= −∫ ∫ ∫  

4( ( ) ( ) ( )
b b a

a c c

f x dx f x dx f x dx= −∫ ∫ ∫  

] دالة زوجية ، مستمرة و موجبة علىf      لتكن  ]2;2−  

1 (( )
2

2

0f x dx
−

=∫   2( ( ) ( )
2 2

2 0

2f x dx f x dx
−

=∫ ∫  

3(( ) ( )
2 2

2 0

2f x dx f x dx
−

−

=∫ ∫ 4(( ) ( )
2 2

2 0

2f x dx f x dx
−

−

= −∫ ∫  

] على مجالf القيمة المتوسطة للدالة M        لتكن  ];a b  

1( ( ) ( )b

a

f b f a
M dx

b a

−
=

−∫   2( ( )b

a

f x
M dx

b a
=

−∫  

3( ( )1 b

a

M f x dx
a b

=
− ∫  4(( )1 b

a

M f x dx
b a

=
− ∫  

        
2

4
1

3
...dx

x
=∫  

1  (9

8
−              2( 7

8
            3( 9

8
  

      fدالة معرفة على { }1;1− −ℝبـ   :  

            ( )
( )22 1

x
f x

x
=

−
  

] تقبل دوالا أصلية على fالدالة ) 1 ]0;2.  

2( ( )
3

2

I f x dx=   على f موجود و دالة أصلية للدالة  ∫

    [ )حيث   F هي الدالة 3;2[ ) 2

1 1

2 1
F x

x
= ×

−
   

3(45

8
I =  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة مع     

  تبرير الجواب
        f و تقبل دوالا أصلية علىدالة معرفة ℝ  

1 (( ) ( ) ( )
2 3 3

1 2 1

f x dx f x dx f x dx
  

=  
  
∫ ∫ ∫  

2( ( ) ( )
2 0

0 2

f x dx f x dx− =∫ ∫  

)إذا كان) 3 )
1

1

f x dx
−
 f عدد حقيقي موجب فإن الدالة ∫

]موجبة على المجال ]1;1−  

) فردية فإن دالة fإذا كانت ) 4 ) 0
a

a

f x dx
−

حيث ∫=

a∈ℝ  
        F  دالة أصلية للدالة f على[ ];a b  

1( ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F a F b= −∫  2( 2

0

4 2
x

t dt x=∫  

3( ( )
4 2

3

1

2 3

4

x x x
t t dt

+ −+ =∫  

4( ( )
0

2

1

2 0x x dx
−

+ − ≥∫  

      1( 
10

2

1

0x dx≥∫   و   
1

2

10

0x dx≤∫  

) التكامل ) 2 )
2

2

1

1x dx− −    يمثل مساحة∫=

3( 
2

3

0

x dx∫ هو مساحة حيز المستوي المحدد بالمنحني 

3yالذي معادلته x= و محور الفواصل و المستقيمين 
0xاللذين معادلتاهما  2x و = =  

4(  ( )
1

4 2

1

3 1 0x x x dx− + − <∫  

      f دالة معرفة و مستمرة على ℝ و ( )C هو 
  : في الشكل التالي يتمثيلها البيان

1( ( ) ( )
2 2

3 1

f x dx f x dx
−

−

=∫ ∫  

2( ( )
1

2

6f x dx
−

− =∫   

3( ( )
2

3

8f x dx
−

=∫ 
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  الكفاءات المستهدفة
 .تعريف الدالة اللوغاريتم النيبيري 

 .الدالة اللوغاريتم النيبيري  معرفة خواص 

 .استعمال حاسبة لحساب قيم دوال لوغاريتم نيبيري 

 .حساب نهايات تتضمن لوغاريتم نيبيري 

ln دراسة دوال من الشكل  u�.  
 

   و قد)أي السادس عشر للميلاد(للهجرة   القرن العاشر فيجزائري الأصل، من العلماء البارزين :ابن حمزة المغربي ∗∗
  .الرياضيات    قضى فترة من الزمن في استنابول يدرس علم

  ت هي الأساس الذي بني عليه هذا الفرع مناللوغاريتمات، وكانت بحوثه في المتواليا       هو ممن مهدوا لاختراع
  .لأصول اللوغاريتمات    الرياضيات، فقد تكلم عن الصلة بين المتوالية الحسابية والهندسية كلاماً جعله واضعاً

  . لتطوير علم اللوغاريتماتالاسكتلنديوقد شكلت نتائجه هذه حجر الأساس الذي اعتمد عليه العالم نابير    
  المكرمة مدة من الزمن  إلى درجة أنه، عندما ذهب لأداء مناسك الحج، أقام في مكةالحساب ة مغرماً بعلمكان ابن حمز   
  .يعلِّم الحساب لحجاج بيت االله الحرام   

  المسائل الحسابية التي يستعملها تحفة فريدة في بحث  و قد كان"تحفة الأعداد لذوي الرشد والسداد"   من أهم مؤلفاته كتابه 
  الحجوم، وكتب كتابه هذا المساحات و الناس كل يوم، كما تعرض للمسائل التي تدور حول   

  . و خاتمةوأربعة فصول، المكرمة، في مقدمة،   باللغة التركية، وألفه بمكة 
   فقد ابتكر القانون المعروف في المصريأما ابن يونس  :) م1009 - م 950(يونسابن  ∗  

)المثلثات حساب    ) ( ) ( ) ( )( )1
cos cos cos cos

2
a b a b a b× = + +    الذي يقضي بتحويل عملية −

  .ماتبذلك واضعا أول حجر في تطوير علم اللوغاريت الضرب إلى عملية جمع، فكان  
   بنشر كتابه  جون نابيرتلنديسكالاي ياتقام الرياض  :) م1617 – م 1550( جون نابير∗  
                  . الحديثةاللوغاريتمات فافتتح به عهد 1614عام » مات العجيبةتاللوغاري وصف قاعدة«  

  جون نابير                                                                                                       
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2 3 4

2

0 1

1

x

y

  

   ا
	��ط ا�ول       
[ المعرفة على المجالnf نعتبر الدالةn   من أجل كل عدد طبيعي  [0;+ ): كما يلي∞ ) 1

n n
f x

x
=  

[ باستعمال إحدى النتائج الخاصة بالدوال الأصلية لدوال مألوفة عين دالة أصلية على المجال. 1 [0;+  لكل دالة من ∞
 .5f و2f ، 3f ،4f: الدوال التالية

1اشرح  لماذا لا تسمح النتيجة المستعملة في السؤال الأول من تعيين دالة أصلية للدالة. 2

1
:f x

x
֏. 

1نعلم أن الدالة . 3

1
:f x

x
[ مستمرة على المجال֏ [0;+  تقبل  فهي تقبل إذن دوالا أصلية على هذا المجال و∞

  . للمتغير1 من أجل القيمة0بصفة خاصة دالة أصلية وحيدة تأخذ القيمة

1 تسمى الدالة الأصلية للدالة :تعريف      
x

x
  lnيري و نرمز إليها بـِ، دالة اللوغاريتم النيب1 و التي تنعدم عند֏

[ من xعبر من أجل كل • [0;+ ) عن ∞ )ln xباستعمال التكامل . 

)عين قيمة  • )ln 1. 

[ من xمن أجل كل • [0;+ ): ، عين عبارة الدالة المشتقة للدالة∞ )lnx x֏. 

)استنتج اتجاه تغير الدالة  • )lnx x֏ على المجال ] [0;+ ∞.  
  
   ���

      ا
	��ط ا

  

)   ليكن   )C1الة  التمثيل البياني للد
x

x
֏  

[ على المجال [0;+    في معلم متعامد∞
) و متجانس ); ,O I J.  

  0IKJ و حدة المساحة هي مساحة المربع
) حيث  )1;1K.  
) نسمي  )a t الحيز المستوي المحدد مساحة  

) بالمنحني  )Cو المستقيمين اللذين معادلتاهما   
 1x x و = t=.  

)عبر عن . 1 )a t بدلالة ( )ln t .1: نميز الحالتينt 0  و < 1t< <. 

)تحقق أن . 2 )ln 2 0,7≈. 

)عين بيانيا قيمة مقربة لكل من . 3 )ln ) و 3 )ln 4. 

) الذي يحقق λخمن قيمة العدد الحقيقي. 4 ) ( )ln 4 ln 2λ=. 

1بين بيانيا لماذا . 5
ln ln 2

2
  = − 
 

 ؟

 .باستعمال اللمسة           لحاسبة تحقق من صحة النتائج المحصل عليها في الأسئلة السابقة. 6
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   �
�

      ا
	��ط ا

138,3a حيث a، bنعتبر العددين .1 47,8b و = = 

a �������ل ����� أ��
 ا��
اء • b×  ثم( )ln a b×. 

•  
)�������ل ����� أ�� )ln a ،( )ln b    ثم المجموع( ) ( )ln lna b+. 

)قارن بين العددين  • )ln a b×  و( ) ( )ln lna b+. 

  "LN"  مجدول و علما أن رمز دالة اللوغاريتم النيبيري هو باستعمال.2

 :أنجز و اتمم و رقة الحساب الموالية •

  
  
  
  

  
  
  
  
  
 .ضع تخمينا •

 .b وaة للعددينجرب صحة تخمينك من أجل قيم مختلف •
 

      ا
	��ط ا
�ا��   

  باستعمال حاسبة بيانية مثلنا في الشكل المقابل. 1
) التمثيل البياني للدالة  )ln : lnx x֏  

)ماذا يمكن القول عن • )ln xلما يقترب x؟0 من  

  :أعد رسم المنحني السابق باختيار النافذة التالية •
0 1,5x< 5  و > 1y− < < 

  .    ثم قارن مع جوابك السابق
 .0 عند lnبأخذ نوافذ أخرى خمن نهاية الدالة  •

 :باستعمال حاسبة بيانية. 2

 :مل الجدول التاليأك •

1000000  100000  10000  1000  100  x  
          ( )ln x  

  .∞+ عند lnخمن نهاية الدالة  •
   ؟lnما هو في رأيك اتجاه تغير الدالة . 3
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 دالة اللوغاريتم النيبيري ↵
 تعريف.1

1     الدالة
t

t
[ مستمرة على المجال֏ [0;+  فهي تقبل إذن دوالا أصلية على هذا المجال و تقبل بصفة خاصة دالة ∞

  . للمتغير1 من أجل القيمة0أصلية وحيدة تأخذ القيمة
  الدالة الأصلية على المجال " ln"  و نرمز إليها بالرمز  اللوغاريتم النيبيرينسمي الدالة :               تعريف

                 ] [0;+ 1  للدالة∞
t

t
  .1 و التي تنعدم  عند ֏

[ من xنرمز إلى اللوغاريتم النيبيري لعدد : ترميز   [0;+ ) بـِ ∞ )ln x و أحيانا ln x.  

[ من xمن أجل كل: لدينا هكذا [0;+ ∞ ،( )
1

1
ln

x

x dt
t

= ∫  

ln:  باستعمال حاسبة نتحصل مثلا على:مثال   3 1,09861≈.  

 نتائج.2

): من التعريف لدينا • )ln 1 0= 

[الدالة اللوغاريتم النيبيري قابلة للاشتقاق على • [0;+ [ من xن أجل كلو لدينا م∞ [0;+ ∞ ،( ) ( ) 1
ln x

x
′ = 

[ من xكلمن أجل  • [0;+ ∞ ،1
0

x
[  المجالمتزايدة تماما على " ln"   و منه الدالة < [0;+ ∞. 

+∞            1             0  x  
+                   ( )ln x′  

  
                 0  

                               

  

ln x  
  

 :نستنتح الخواس التالية

[ منb وaمن أجل كل عددين حقيقيين :               خواص [0;+ ∞:  
                  1 (ln lna b=   عني ي   a b=. 

             2 (ln lna b<   يعني    a b<.  
  

)إشارة .3 )ln x 

[من  x           من أجل كل  [0;+ ln∗      : لدينا∞ 0x 1x  يعني     = =. 

                        ∗ln 0x 1x   يعني    < >.  
                                 ∗ln 0x 0   يعني    > 1x< <.  
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    : المعرفتين كما يليg  و f عين مجموعة تعريف الدالتين:1    تمرين محلول

( ) ( )ln 3f x x= )    و  − ) 2
ln

1

x
g x

x

+ =  − 
 

  .  اللوغاريتم النيبيري لعدد سالب أو معدوم ليس له معنى:طريقة
    :الحل
3حيث  x  معرفة من أجل الأعداد الحقيقيةfتكون الدالة. 1 0x − 3x أي < >.  

[ هي إذن fف الدالة     مجموعة تعري [3;D = + ∞.  

2حيث  x  معرفة من أجل الأعداد الحقيقيةgتكون الدالة. 2
0

1

x

x

+ >
−

1 و  0x − ≠ 

)و هذا يعني  ) ( )2 1 0x x+ − 2x أي < < 1x أو − >  
[ هي إذن gمجموعة تعريف الدالة [ ] [; 2 1;D = −∞ − + ∞∪.  

  : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:2تمرين محلول   

( ) ( ) ( )2ln 1 ln 5 1x x− = )      و      + ) ( ) ( )2ln 1 ln 5 2x x− < +  

)لحل المعادلة :طريقة    ) ( )ln lnu x v x=       ) على التوالي المتراجحة( ) ( )ln lnu x v x<      : (  
 ).على التوالي المتراجحة (  مجموعة تعريف المعادلة Dنعين •

) المعادلة Dنحل في • ) ( )u x v x= ) على التوالي المتراجحة( ) ( )u x v x<.(       

  :الحل

)تكون المعادلة. 1 2 حيث x معرفة من أجل كل عدد حقيقي1( 1 0x − 5 و < 0x + > 

  2 1 0x − [ تعني < [ ] [; 1 1;x ∈ −∞ − 5  و ∪∞+ 0x + 5x  تعني < > [ و منه − [ ] [5; 1 1;D = − − +∞∪. 

)، D منx من أجل كل  2تعني  1( 1 5x x− = 2 أي + 6 0x x− − =.  
2  حلا المعادلة 6 0x x− − ) هما = }مجموعة الحلول هي إذن. D و كلاهما عنصر من3 و−2( }2;3S = −.  

)مجموعة تعريف المتراجحة. 2 [ هي نفسها 2( [ ] [5; 1 1;D = − − +∞∪. 

)، D منx من أجل كل 2 تعني 2( 1 5x x− < 2 أي + 6 0x x− − <.  
2 بما أن جذري 6x x− ) هما − 2 فإن 3 و−2( 6 0x x− − [ تعني> [2;3x ∈ )حلول المتراجحة.−  هي إذن 2(

[الأعداد الحقيقية من المجال [مجموعة الحلول هي إذن. D و التي تنتمي إلى −3;2] [ ] [2; 1 1;3S = − − ∪.  

) إشارة x عين حسب قيم :3  تمرين محلول  )ln 3x − 
  :الحل

• ( ) 0ln 3x 0 يعني −≥ 3 1x< − 3 إي ≥ 4x< ≤. 

• ( ) 0ln 3x 3 يعني −< 1x − 4x إي < )و منه إشارة.  < )ln 3x  : هي ملخصة في الجدول التالي−

+∞                   4                 3  x  
          +             0  -  ( )ln 3x −  

  . كان بالإمكان تعيين مجموعة التعريف ثم الاكتفاء بحل إحدى المتراجحتين:ملاحظة
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 الخواص الجبرية ↵

  ة الأساسيةالخاصي.1

[ منb وaمن أجل كل عددين حقيقيين :خاصية [0;+ ∞ ،( )ln ln lnab a b= +.  
[ المعرفة علىfنعتبر الدالة.  عدد حقيقي موجب تماماa :البرهان   [0;+ ) بـِ ∞ ) ( ) ( )ln lnf x ax x= −  

[  منxمن أجل كل [0;+ ∞ ،( ) 1 1
0f x a

ax x
′ = × − [ دالة ثابتة على fو منه   = [0;+ ∞.  

) لدينا ) ( ) ( ) ( )1 ln ln 1 lnf a a= − [  منxمن أجل كلإذن  . = [0;+ ∞ ،( ) ( )lnf x a=و بالتالي :  
( ) ( ) ( )ln ln lnax x a− [  منxمن أجل كل  و هكذا = [0;+ ∞ ،( ) ( ) ( )ln ln lnax a x= xنأخذ . + b=.  

  :يتم تعميم هذه النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية موجبة تماما و هكذا يكون لدينا :ملاحظة  
[ من1a،2a،...،naمن أجل كل أعداد حقيقية  [0;+ ∞  ،( )1 2 1 2ln ... ln ln ... lnn na a a a a a= + + +.  

  نتائج.2

[ منb وaمن أجل كل عددين حقيقيين :1نتيجة [0;+ ∞ ، 

1
ln lna

a
  = − 
 

ln     و      ln ln
a

a b
b
  = − 
 

.  

  :رهانالب  

[ منa من أجل∗   [0;+ ∞،1
1a

a
× 1 و منه =

ln 0a
a

 × = 
 

) أي  ) 1
ln ln 0a

a
 + = 
 

1 و منه
ln lna

a
  = − 
 

.  

[ منb وa من أجل∗   [0;+ ∞ ،1 1
ln ln ln ln ln ln

a
a a a b

b b b
     = × = + = −     
     

.  

[ منaمن أجل كل  :2   نتيجة [0;+ )،  ℤ منn و من أجل كل∞ )ln lnna n a=. 

[ عدد حقيقي منa :البرهان   [0;+   : نميز الحالات التالية. عدد صحيح نسبيn و ∞
0n:الحالة الأولى.1 )و من أجل ذلك نسمي. لتراجعنستعمل البرهان با. ≤ )P n  الخاصية ( )ln lnna n a=.  

0nمن أجل • ): لدينا= ) ( )0ln ln 1 0 0lna a= = ) و بالتالي  = )0Pصحيحة . 

)نفرض صحة : فرضية التراجع • )P nمن أجل n 0 حيثn ) أي ≤ )ln lnna n a=. 

)نبرهن صحة : 0 وراثية الخاصية ابتداء من الرتبة • )1P n ) أي + ) ( )1ln 1 lnna n a+ =  :لدينا . +

    ( ) ( ) ( ) ( )1ln ln ln ln ln ln 1 lnn n na a a a a n a a n a+ = × = + = + = ) و منه + )1P n   . صحيحة+
)، n  من أجل كل عدد طبيعي:الخلاصة )ln lnna n a=. 

0n:ثانيةالحالة ال.2 < .( ) ( ) ( )1
ln ln ln ln lnn n

n
a a n a n a

a
−

−
 = = − = − − = 
 

−0n  لأن  >. 

[ منaد حقيقيمن أجل كل عد :3           نتيجة [0;+ ∞ ،( ) 1
ln ln

2
a a=.  

[ منaمن أجل :البرهان   [0;+ ∞ ،( ) ( )2

ln ln 2 lna a a = =
  

) و منه  ) 1
ln ln

2
a a=.  
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    : المعادلة و المتراجحة التاليتين حل:1    تمرين محلول

( ) ( ) ( )ln 2 ln 3 ln 6 1x x+ + + )    و  = ) ( ) ( )ln 2 ln 3 ln 6 2x x+ + + ≤ 
ln الكتابة:     طريقة lna b+0 تفرض أن يكونa 0b و< ) بينما الكتابة< )ln a b×0فرض أن يكون تab >   

  .و لذا فلابد من تعيين مجموعة التعريف قبل أي تغيير. أن يكونا سالبين معاb وa   و يعني هذا أنه يمكن للعددين
    :الحل
)تكون المعادلة.1 2 حيث xكل عدد حقيقي  أجل معرفة من1( 0x + 3 و< 0x + 2x م هذا يعني < > −  

3xو     > [ و منه مجموعة تعريفها هي − [2;D = − + ∞. 

)،D منx من أجل كل ) تعني1( ) ( )ln 2 3 ln 6x x+ + ) و هذا يعني = ) ( )2 3 6x x+ + 2 أي = 5 0x x+ =  
2    للمعادلة 5 0x x+ ) حلان هما = ) بينما D عنصر من0نلاحظ أن. 0 و−5(   .D لا ينتمي إلى−5(

}مجموعة الحلول هي إذن  }0S =.  
)مجموعة تعريف المتراجحة.2 [ هي نفسها 2( [2;D = − + ∞. 

)،D منxمن أجل كل ) تعني2( )( )ln 2 3 ln 6x x+ + ) و هذا يعني ≥ ) ( )2 3 6x x+ + 2 أي ≥ 5 0x x+ ≤  
 2 5 0x x+ 5 يعني ≥ 0x− ≤ ] الحلول هي ةمجموع و منه ≥ ] ] ]5;0 2;0S D= − = −∩             

                                                     0         2−  5−  
  

2007 ملايين نسمة يوم 10 بلغ عدد سكان بلد :2تمرين محلول    / 01/ 01.  

 ؟%5في أي سنة يصبح عدد السكان ضعف ما كان عليه إذا علمت أن عدد السكان يرتفع سنويا بنسبة . 1

  ؟%5السكان نصف ما كان عليه إذا علمت أن عدد السكان ينقص سنويا بنسبة في أي سنة يصبح عدد . 2

  :الحل

2007 جانفي من السنة 01في . 1 n+ 6 يكون عدد سكان البلد هو 5
10 1

100

n
 + 
 

)   أي    )610 1,05
n. 

) يحقق   nلنعين أصغر عدد طبيعي )6 610 1,05 2 10
n ≥ )   أي × )1,05 2

n ≥.  

( )1,05 2
n ) يعني ≤ ) ( )ln 1,05 ln 2

n [متزايدة تماما على المجال " ln"  لأن الدالة ≤ [0;+ ∞.  

)نحصل على  ) ( )ln 1,05 ln 2n ) أي ≤ )
( )

ln 2

ln 1,05
n ) لأن ≤ )ln 1,05 1,05 بما أن <0 1>.  

)لدينا  )
( )

ln 2
14,20

ln 1,05
15nهو  يحقق المطلوب nو منه أصغر عدد طبيعي. ≈ =.  

  .2022ي سنة  سنة أ15يتضاعف إذن عدد سكان هذا البلد بعد

2007 جانفي من السنة 01في . 2 n+ 6 يكون عدد سكان البلد هو 5
10 1

100

n
 − 
 

)   أي    )610 0,95
n. 

) يحقق nلنعين أصغر عدد طبيعي )6 610 0,95 0,5 10
n ≤ ) أي × )0,95 0,5

n ) أي ≥ ) ( )ln 0,95 ln 0,5n ≤ 

)نجد  )
( )

ln 0,5

ln 0,95
n ) لأن ≤ )ln 0,95 13,51nأي . >0 14n يحقق المطلوب هو nأصغر عدد طبيعي. ≤ =.  
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e2 3 4

2

-1

0 1

1

x

y

e

( )∆ 

  

 دراسة دالة اللوغاريتم النيبيري ↵
  النهايات. 1

 .∞− هي0 و نهايتها عند ∞+ هي∞+عند " ln" نهاية الدالة  :خواص
( )lim ln 1

x
x

→+∞
= )   و  ∞+ )

0
lim ln 2
x

x
→

= −∞ 
  :البرهان  

)نقبل دون برهان الخاصية •••• )1. 

[ منxمن أجل • [0;+ 1، نضع ∞
X

x
1 و منه =

ln ln lnX x
x

 = = − 
 

:لدينا. 
0

lim
x

X
>→

= +∞ 

)و من الخاصية ):  لدينا1( )lim ln
X

X
→+∞

− = ) و هكذا فإن ∞− )
0

lim ln lim ln
x X

x X
→ →+∞

= − = −∞.  

 جدول التغيرات. 2

[ة للاشتقاق علىدالة اللوغاريتم النيبيري قابل  • [0;+ [ من xو لدينا من أجل كل∞ [0;+ ∞ ،( ) ( ) 1
ln x

x
′ = 

[ من xكلمن أجل  • [0;+ ∞ ،1
0

x
[ متزايدة تماما على المجال " ln"    و منه الدالة< [0;+ ∞. 

+∞            1             0  x  
+                   ( )ln x′  

+∞  
                 0  

                             −∞  

  

ln x  
  

 التمثيل البياني. 3

)   ليكن )Cالتمثيل البياني لدالة اللوغريتم النيبيري   
)م متعامد و متجانس في معل ); ;O i j

� ��
.  

) المنحني • )Cلممثل للدالة اللوغاريتم النيبيريا  
  . يقبل محور التراتيب كمستقيم مقارب

) لدينا • )ln 1 1′ ln1 و = )إذن يقبل المنحني. =0 )C   
)   مماسا1عند النقطة ذات الفاصلة  ) : 1y x∆ = −. 

 eالعدد  .1

[مستمرة و متزايدة تماما على المجال " ln"  الدالة  [0;+   ، ، حسب مبرهنة القيم المتوسطةℝ و تأخذ قيمها في  ∞
ln المعادلة  1x [ تقبل حلا وحيدا في المجال= [0;+    ".e" نرمز إلى هذا الحل بالرمز . ∞

). 1 هو العدد الذي لوغاريتمه النيبيري يساويeالعدد :تعريف   )ln 1e 2,718281828eتعطينا الحاسبة  .= ≈.  
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) ليكن:1    تمرين محلول )المنحني مماس ∆( )Cالممثل للدالة lnx x֏عند النقطة ( );1A e.   

)عين معادلة للمماس. 1 )∆. 

[ المعرفة علىfأدرس اتجاه تغير الدالة. 2 [0;+ ) بـِ ∞ ) ( ) 1
lnf x x x

e
= )احسب. − )f e. 

)استنتج وضعية المنحني . 3 )Cبالنسبة للمماس ( )∆. 

    :الحل

)معادلة.1 ):  هي∆( )1
1y x e

e
= − )  و  منه + ) 1

: y x
e

∆ = 

[ منxمن أجل كل.2 [0;+ ∞ ، ( ) 1 1 e x
f x

x e ex

−′ = − =. 

0x  بما أن  ) فإن إشارة < )f x′من نفس إشارة e x− .و هكذا:  
 ( ) 0f x′ 0 من أجل ≤ x e< )  و ≥ ) 0f x′ x من أجل > e>. 

( ) 0f e [ علىf هي القيمة الحدية العظمى للدالة= [0;+ ∞. 

[ منx من أجل كل.3     [0;+ ∞، ( ) 0f x [ منx  أي من أجل كل≥ [0;+ ∞، ( ) 1
ln x x

e
≤.  

) نستنتج إذن أن المنحني )Cيقع تحت المماس ( [ على المجال ∆( [0;+ ∞.  

[ المعرفة علىf نعتبر الدالة:2تمرين محلول    [ ] [0; ;e e + ) بـِ ∪∞ ) 1 ln

1 ln

x
f x

x

+=
−

  

 . عند أطراف مجموعة تعريفهاfأدرس نهايات الدالة. 1

  .fأدرس اتجاه تغير الدالة. 2

  :الحل

1 .( )
0 0 0

1 1
ln 1 1

ln ln
lim lim lim 1

1 1
ln 1 1

ln ln

x x x

x
x x

f x
x

x x

→ → →

   + +   
   = = = −
   − −   
   

 لأن
0

lim ln
x

x
→

=  و∞−
0

1
lim 0

lnx x→
=. 

( )
1 1

ln 1 1
ln ln

lim lim lim 1
1 1

ln 1 1
ln ln

x x x

x
x x

f x
x

x x

→+∞ →+∞ →+∞

   + +   
   = = = −
   − −   
   

lim لأن ln
x

x
→+∞

= 1 و∞+
lim 0

lnx x→+∞
=.  

 ( )lim 1 ln 2
x e

x
→

+ = ، ( )lim 1 ln 0
x e

x
→

− 1 و بما أن = ln 0x− x من أجل< e<1 و ln 0x− x من أجل> e>  

) فإن  )lim
x e

f x
<→

= ) و ∞+ )lim
x e

f x
>→

= −∞.  

[على المجالين قابلة للاشتقاق fالدالة. 2 [0;e، ] [;e + [ منx و لدينا من أجل كل∞ [ ] [0; ;e e + ∞∪، 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 ln 1 ln1 ln 1 ln
2

1 ln 1 ln 1 ln

x xx x
x x x x x xf x

x x x x

 − − − + − + + 
 ′ = = =

− − −
.  

0xبما أن  [ماما على المجالين متزايدة تf فإن الدالة< [0;eو ] [;e + ∞.  

+∞              e           0  x  

            -        0        +  ( )f x′  

                     0  
  
  

( )f x  
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lnدراسة دالة  ↵ u� 
 النهايات. 1

ln    لدراسة نهاية دالة  uنستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة� . 

[ المعرفة على fنعتبر الدالة:  مثال   [2;+ ) بـِ ∞ ) ( )ln 2f x x= −.  

)لدينا  • )
2

lim 2 0
x

x
→

−  و بما أن =
0

lim ln
X

X
→

= ) فإن ∞− )
2

lim ln 2
x

x
→

− = ) أي ∞− )
2

lim
x

f x
→

= −∞ 

)لدينا  • )lim 2
x

x
→+∞

− = limما أنو ب∞+ ln
X

X
→+∞

= ) فإن∞+ )lim ln 2
x

x
→+∞

− = ) أي ∞+ )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

 اتجاه التغيرات. 2

ln  وu فإن للدالتين I دالة معرفة و موجبة تماما على مجالuإذا كانت :  خاصية u� نفس    
  .Iاتجاه التغيرات على المجال 

  :البرهان
[متزايدة تماما على المجال " ln"  نعلم أن الدالة  [0;+   نإذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة يكو. ∞

ln  وu للدالتين  u� اتجاه التغيرات على المجال   نفسI.  

[ المعرفة على fنعتبر الدالة:  مثال   [1;+ ) بـِ ∞ ) 3
ln

1
f x

x
 =  − 

.  

lnfظ أن نلاح u= [ هي الدالة المعرفة علىu حيث � [1;+ ) بـِ ∞ ) 3

1
u x

x
=

−
.  

[ متناقصة تماما على المجال uبما ان الدالة  [1;+ [ متناقصة تماما على المجالf فإن الدالة ∞ [1;+ ∞. 

 المشتقة و دوال أصلية. 3

  : فإنI دالة قابلة للاشتقاق و موجبة تماما على مجالuإذا كانت :  خاصية

ln الدالة •                 uقابلة للاشتقاق على�  Iو لدينا من أجل كل xمن I ،( ) ( ) ( )
( )

ln
u x

u x
u x

′′ =�.  

) الدالة •                 )lnx u x  ֏  دالة أصلية للدالة  ( )
( )

u x
x

u x

′
  .I على ֏

  :البرهان
 .يكفي تطبيق المبرهنة المتعلقة بمشتقة دالة مركبة •

)يكفي حساب مشتقة الدالة • )lnx u x  ֏. 

  :مثال  

) بـِ ℝ المعرفة على fمشتقة الدالة • ) ( )2ln 1f x x x= + ) هي + ) 2

2 1

1

x
f x

x x

+′ =
+ +

 

) حيثFالدالة • ) ( )ln 2 1F x x= ) حيثf هي دالة أصلية للدالة+ ) 2

2 1
f x

x
=

+
1 على 

;
2

 − + ∞  
. 
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[ المعرفة على المجال f نعتبر الدالة:1    تمرين محلول [1;+ ) بـِ ∞ ) ( ) ( )2 2ln 1 ln 1f x x x= + − −  

 .∞+ و عند 1 عندfأدرس نهايتي الدالة

    :الحل
):لدينا من جهة • )2

1
lim 1 2
x

x
→

+  و بما أن =
2

lim ln ln 2
X

X
→

) فإن = )2

1
lim ln 1 ln 2
x

x
→

+ = 

) : و لدينا من جهة ثانية )2

1
lim 1 0
x

x
→

−  و بما أن =
0

lim ln
X

X
→

= ) فإن ∞− )2

1
lim ln 1
x

x
→

− = −∞  

) نستنتج مما سبق أن  ) ( )2 2

1
lim ln 1 ln 1
x

x x
→
 + − − = +∞  أي ( )

1
lim
x

f x
→

= +∞.  

• ( )2lim 1
x

x
→+∞

+ = ) و ∞+ )2lim 1
x

x
→+∞

− =  .لدينا إذن حالة عدم التعيين. ∞+

[ منx من أجل كل [1;+ ∞ ،( )
2

2

1
ln

1

x
f x

x

 +=  − 
بما أن .  

2

2

1
lim 1

1x

x

x→+∞

 + = − 
 و علما أن 

1
lim ln 0
X

X
→

=  

 نستنتج أن 
2

2

1
lim ln 0

1x

x

x→+∞

 + = − 
) أي  )lim 0

x
f x

→+∞
=.  

 المعرفة علىf نعتبر الدالة:2تمرين محلول   
1

;
2
 + ∞  

)  بـِ ) ( )3ln 2 1f x x x= + −  

)أحسب. 1 )f x′. 

)عين معادلة لـِ . 2 ) مماس المنحني∆( )Cالممثل للدالة f1 عند النقطة التي فاصلتها.  

  :الحل

1 منxأجل كلمن . 1
;

2
 + ∞  

 ،( ) 2 2 5
1 3

2 1 2 1

x
f x

x x

+′ = + × =
− −

. 

): لدينا. 2 )1 1f )  و = )1 7f ′ )لدينا  . = ) ( ) ( ) ( ): 1 1 1y f x f′∆ = − ) و منه + ) : 7 6y x∆ = −. 

 

[ المعرفة علىfبر الدالة نعت:3تمرين محلول    [1;+ ) بـِ ∞ ) 2

5 1

1

x
f x

x

−=
−

  

[ منxتحقق أنه من أجل كل .1 [1;+ ∞ ،( ) 2 3

1 1
f x

x x
= +

− +
. 

[ علىfعين دالة أصلية للدالة. 2 [1;+ ∞.  

  :الحل

[ منxمن أجل كل. 1 [1;+ ∞ ،
( ) ( )
( )( ) 2

2 1 3 12 3 5 1
( )

1 1 1 1 1

x x x
f x

x x x x x

+ + − −+ = = =
− + − + −

. 

)بوضع . 2 ) 1u x x= ) و − ) 1v x x= )    يكون + ) 1u x′ ) و = ) 1v x′ = 

): و بالتالي يكون لدينا ) ( )
( )

( )
( )

2 3
u x v x

f x
u x v x

′ ′
= × + × 

[ منxكل  و بما أن من أجل [1;+ ∞ ،( ) 0u x ) و < ) 0v x [ علىf فإن دالة أصلية للدالة< [1;+   F هي الدالة∞
)  حيث  ) ( ) ( )2ln 3lnF x u x v x= +      .  

)نجد هكذا  ) ( ) ( )2ln 1 3ln 1F x x x= − + +  
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    دالة اللوغاريتم العشري   

  
[و المعرفة على " log"   دالة اللوغاريتم العشري هي  الدالة التي نرمز إليها بالرمز:تعريف         [0;+   : بـِ∞

( ) ln
log

ln10

x
x =  

  
)أحسب . 1 )log 1 ، ( )log 10 ،( )log 0,1. 

)أحسب . 2 )log 10nمن أجل كل عدد صحيح نسبيn. 

 : لديناb و aبين أنه من أجل كل عددين حقيقيين موجبين تماما . 3

( ) ( ) ( )log log logab a b= )   و   + ) ( )log log log
a

a b
b
  = − 
 

  

1أحسب المجموع . 4 2 3 98 99
log log log ... log log

2 3 4 99 100
s = + + + + +  

  ".ln"  من اتجاه تغير دالة اللوغاريتم النيبيري logتجاه تغير الدالة استنتج ا. 5

 . ثم شكل جدول تغيراتها∞+ و عند0 عندlogأدرس نهايتي الدالة . 6

)أرسم في معلم متعامد و متجانس . 7 ); ,O i j
� ��

) المنحني  )C الممثل للدالة log. )1طوال وحدة الأcm(  

) حيث OABCأحسب بالسنتيمتر محيط المستطيل. 8 );0A x ، ( ); logB x xو ( )0;10C.( )0x > 

 

110 : بحيثn، يوجد عدد طبيعي وحيدNمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم :خاصية     10n nN +≤ < 

                  1n   .N هو عدد الأرقام الموجودة في الكتابة العشرية للعدد الطبيعي+
  

312Nإذا كان ∗ :أمثلة     2 فإن = 310 10N≤   ).3 هوNعدد أرقام  (>
46002N إذا كان ∗             4 فإن = 510 10N≤   ).5 هوNعدد أرقام (>

 . عددا طبيعيا غير معدومNليكن . 1

):  بحيثnبين أنه يوجد عدد طبيعي وحيد • )log 1n N n≤ < +. 

) هو Nبين أن عدد الأرقام الموجودة في الكتابة العشرية للعدد الطبيعي • )1 logE N+. 

)    نذكر أن  )E xهو الجزء الصحيح للعدد الحقيقي x.  

  :تطبيق
  ؟20072006ما هو عدد أرقام العدد الطبيعي. 2

105183N:  حيثNنعتبر العدد الطبيعي. 3 =. 

 .logNة الجزء الصحيح للعددعين باستعمال حاسب •

5018:استنتج الحصر التالي • 501910 10N≤ <. 

  .Nحدد عدد الأرقام في الكتابة العشرية للعدد •

قدرة ذاكرة الحاسبات لا 

اعتبار أعداد تسمح ب

 .Nكبيرة جدا بقدر العدد
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    دراسة دالة تتضمن لوغاريتم نيبيري   

   :الجزء الأول
[ المعرفة علىgنعتبر الدالة    [0;+ ) بـِ ∞ ) ( )2 1 2lng x x x= − +  

 . عند أطراف مجموعة تعريفهاgأحسب نهايات الدالة. 1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاgأدرس اتجاه تغير الدالة. 2

) المعادلة بين أن. 3 ) 0g x [في المجاللها  كحل وحيد 1 تقبل العدد= [0;+ ∞. 

)استنتج إشارة . 4 )g x حسب قيم x. 

  :  الجزء الثاني

[على المعرفة f نعتبر الدالة   [0;+ ) بـِ ∞ ) ( ) ( )
2

ln
ln

x
f x x

x
= −  

 . عند أطراف مجموعة تعريفهاfأحسب نهايات الدالة. 1

)أحسب . 2 )f x′ثم بين أنه من أجل كل xمن ] [0;+ ) ، لـِ∞ )f x′و ( )g xنفس الإشارة . 

[ علىfاستنتج اتجاه تغير الدالة . 3 [0;+  . ثم شكل جدول تغيراتها∞

)ليكن . 4 )Cو ( )Γلبيانيين للدالتين  التمثيلين اf و ln على الترتيب في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O I J 
 .4cmحيث وحدة الأطوال هي 

)أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين  )Cو ( )Γثم أرسمهما   . 

  دراسة متتالية تتضمن لوغاريتم نيبيري   
( )nuو ( )nvمتتاليتان معرفتان على ℕكما يلي :  

0u a=و من أجل كل n من ℕ  ،( )lnn nv u=  

0نفرض :    الجزء الأول 9u ℕ،1n من nمن أجل كل  و = nu u+ =  

  .3u و 1u ، 2uعين القيم المضبوطة لـِ . 1

lnعبر بدلالة . 2   .3v و 0v ، 1v ، 2v عن كل من 3

)الية بين أن المتت. 3 )nvهندسية يطلب تحديد أساسها . 

)ما هي نهاية المتتالية. n بدلالة nvعبر عن . 4 )nv؟  

0نفرض :    الجزء الثاني 1u )،ℕ من nمن أجل كل  و = ) ( )1ln 1 lnn nu u+ = − +  

ℕ،1 من nبرهن أنه من أجل كل. 1 1n

n

u

u e
+ ) ثم استنتج طبيعة المتتالية= )nu. 

 .n بدلالة nuعبر عن . 2

)بين أن المتتالية . 3 )nvحسابية يطلب تحديد أساسها . 

0 علما أن  nS عن المجموع nعبر بدلالة. 4 1 ...n nS v v v= + + +. 

) عبارة nتج  بدلالة استن. 5 )0 1ln ... nu u u× × ×.  
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2

3

4

5

6

-1
0 1

1

x

y

  موضوع محلول

[ المعرفة على المجالf  نعتبر الدالة [2;− + ):   بـِ ∞ ) 2 ln( 2)f x x x= + − + 

    .- 2عند fاحسب نهاية الدالة .1        

) بملاحظة أن .2    ) ln( 2)
( 2) 1

2

x
f x x

x

+ = + − + 
ln ، وباستعمال النتيجة 

lim 0
X

X

X→∞
  ، عين نهاية=

  .∞+عند f      الدالة
  .fدول تغيرات  ، ثم شكل جfاحسب مشتقة الدالة.3   
) بين أن المعادلة - أ.  4    ) 3f x    .3 و 2 محصوراً بين αتقبل حلا واحدا =

  .αللعدد −210 باستعمال الحاسبة ، عين حصرا سعته -       ب
)نرمز بـ. 5    )C  إلى منحني الدالةf1 الأطوالوحدة. في معلم متعامد و متجانسcm.  

) للمنحنيT عين معامل توجيه المماس -    أ )C2 عند النقطة التي فاصلتها.  
) ، ثم المنحني T ارسم -     ب )C.  

  حل مختصر                                           تعاليق                   
   1 .

2
lim ( )

x
f x

>→−
= +∞ 2  .lim ( )

x
f x

→+∞
= +∞  

[من  xمن اجل كل .3 [2;− + ∞1
'( ) 1

2
f x

x
= −

+
  

  :جدول التغيرات
  
  
  

   مستمرة و متزايدة تماما علىf حسب جدول التغيرات ، الدالة - أ. 4
[ (2)بما أن .3;2[ 2,6f (3) و≈ 3,4f ) و ≈ )f xتأخذ القيمة   

] في المجال3  ) فإن المعادلة3;2[ ) 3f x   α تقبل حلا واحدا =
   .3 و 2محصوراً بين 

(2,50)سبة نلاحظ أن ا باستعمال الح- ب 2,99 3f ≈ <  
(2,51)    و   3,003 3f ≈ >  

) للمنحنيTمعامل توجيه المماس  -أ.5 )C2 عند النقطة التي فاصلتها  

3    هو 
'(2)

4
f =  

  
  

      
  
  

   عند حساب النهايات ، بين جميع  المراحل 
  . للحصول على النتيجة

  
  
عند حساب المشتقة لا نكتفي بإعطاء •
نطبق مشتق الدالة . نتيجة الواردة في النص ال

ln u� و مشتق مجموع دالتين.  
  
    إشارة ، اعلم أن f'إشارةلدراسة  •

 ax b

cx d

+
+

) هي نفس إشارة )( )ax b cx d+ +  

   
 

  
  
:  معادلة المماس هي •

'(2)( 2) (2)y f x f= − +  
  
  

x    +∞      1-          2 -  
'( )f x     +        0       - 

( )f x +∞                   +∞  

              1      
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2 3-1-2

-1

-2

0 1

1

x

y

  إرشاداتمع  موضوع
 I. يعطى جدول تغيرات دالة f قابلة للاشتقاق على] [3;− + ∞      

[ة علىإلى الدالة المعرفg نرمز بـ [2;− +   : كما يلي∞
             [ ]( ) ln ( )g x f x=  

[على g عين اتجاه تغير الدالة -أ.1 [2;− + ∞.  
  .gشكل جدول تغيرات الدالة ثم ∞+  وعند - 2 عند g عين نهاية -  ب
[ على المجالf  الدالة الأصلية للدالةFلتكن.2 [3;− + ) و التي تحقق∞ 2) 0F − =  

  .- 2تقبل قيمة حدية صغرى عندF بين أن الدالة 

II. في هذا الجزء الدالة fهي الدالة المعرفة على ] [3;− + 2: بـ∞
( ) 2

3
f x

x
= −

+
  

)باستعمال عبارة.1 )f x جد من جديد المعلومات المتوفرة في جدول تغيرات ،fفي الجزء I.   

[على  g، نعرف الدالة I الجزء  من1كما في السؤال . 2 [2;− + 2 :بـ∞
( ) ln 2

3
g x

x
 = − + 

  

   . معلم متعامد و متجانسفي g المنحني الممثل لدالة gC ليكن
  )انظر الشك المقابل (
  . يقبل مستقيمات مقاربة؟ بررgCهل المنحني . أ

  . إذا كان الجواب نعم، أعط معادلات لهذه المستقيمات ثم مثلها في الشكل
   ، باستعمالA يقطع محور الفواصل في نقطة gCالمنحني. ب
)عبارة  )g x عين إحداثيات النقطة Aو مثلها في الشكل .  

  . في الشكلTارسم المماس .- 1 عند النقطة التي فاصلتهاgC للمنحنيTن معادلة المماس  عي-جـ
  :  بـ Fنعرف الدالة ، I من الجزء 2كما في السؤال  .3

   F على المجال  هي الدالة الأصلية] [3;− + 2 للدالة  ∞
: 2

3
f x

x
−

+
֏  و  ( 2) 0F − =  

)احسب  )F x من أجل كل عدد حقيقي xمن ] [3;− + ∞.  

  إرشادات

    I.   1 .الدالة . أgمتزايدة على المجال ] [2;− + ∞.  
  .استعمل نهاية مركب دالتين.     ب          
         2.'( ) ( )F x f x= و ( 2) 0f − ) ، لاحظ إشارة= )f xمن جدول التغيرات .  

   II .  1 . تحقق من النهايات و إشارة المشتقة للدالةf .  
  .اربين ، للتبرير ارجع إلى التفسير الهندسي للنهاياتالمنحني يقبل مستقيمين  مق. أ.2         

)حل المعادلة.            ب ) 0g x =   
  .   Aاستعمل العبارة الجبرية لمعادلة المماس عند فاصلة النقطة.            جـ

)'الدالة الأصلية للدالة: استعمل. 3          )
:

( )

h x
x

h x
:لة هي الدا֏ ln | ( )|x h x֏  

x    +∞      2 -          3-  

( )f x 
2                     

              0   

                        −∞                  

     



 142

  ���ر�� �������

  دا
� ا
#"!�ر� � ا
	����ي ـ 1

 المعرفتين كما g وfعين مجموعة تعريف الدالتين      

):  يلي ) ( )ln 1f x x= )    و  + ) 1
ln

1

x
g x

x

− =  + 
  

   معرفة على المجموعة المعطاة fقق أن الدالة      تح
1 (( ) ( ) ( )2 3 ln 1f x x x= − [ على− [1;+ ∞.  
2( ( ) ( )2 21 lnf x x x= + ∗ على −

ℝ  
3 (( ) ( )3 ln 3f x x= + [ على − [0;3  
 في كل حالة من الحالات  4  و 3 في لتمرينين •

  fالمقترحة عين مجموعة تعريف الدالة 
         1( ( ) ( )2ln 1f x x= −    

         2 (( ) ( )2
ln 1f x x= −  

         3( ( ) ( )ln ln 2f x x x= + +  

        4 (( ) 2

2
ln

x
f x

x

− =  
 

  

         1 (( ) ln

1

x
f x

x
=

−
  

         2 (( )
21

ln
x

f x x x
x

−= +  

         3 (( ) ( )2 1 ln 4f x x x= + − +  

        4 (( ) 3
ln

2

x
f x x

x

− = +  + 
  

        5 (( ) ( ) ( )2ln 2 1 ln 4f x x x= − + −  
  : المعادلات التاليةℝ في         حل

1 ( ( ) ( )ln ln 2 3x x= −  
2 (( ) ( )2ln 1 ln 5x x− = +   

3( 2 1
ln 0

1

x

x

−  = + 
  

  :حل المتراجحات التالية       
1 (( ) ( )ln 3 ln 4 8x x< +  
2   (( ) ( )2ln ln 3 2x x< − 

3( ( ) ( )2ln 2 ln 6 4x x> −  
4 (( )2ln 2 0x x+ − >  

) إشارة xسب قيم عين ح      ( )ln 2 5x +  
) إشارة xعين حسب قيم        )2ln 2 3x x+ −  

1 إشارة xعين حسب قيم       

2
ln

x

x

+ 
 − 

  

  ا
*"اص ا
)���� ـ 2

  : اكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية     

1(ln14 ln 3) 2؛         −7 2
ln ln

2 3
   ؛+

3 (ln100

ln10
)) 4 ؛              ) ( )ln 10000 ln   ؛+0,01

5(ln5 ln 3e e−+         1) 6؛ ln 2e 2ln )7؛       + 3e−.  
  :         بسط ما يلي 

3 2ln lnA e e= − •       ( )lnB e e= • 

( ) ( )2ln 2 ln 8 ln 4C e e= + − •  
2

21 1
ln lnD

e e
   = −   
   

•  

ln       اكتب الأعداد التالية على شكل  x:  
1

3ln 2 ln 5 ln8
2

A = − + •   

( ) ( )2ln 0,1 3ln 0,01 ln 2B = − + •  

( ) 1
2ln 100 ln

10
C  = −  

 
•  

ln        اكتب الأعداد التالية على شكل  x:  
ln ln 2 lnA a b c= − + •   

1 3
ln ln ln

2 2

a
B a b

b
= − + •  

( ) ( )1 3
ln 1 ln ln

2 2
C a b a b= + − + + •  

  :وع أو فرق ما يلي       اكتب  على شكل مجم
   ( )ln 1400A = •       ( )ln 2500000B = •   

  :التالية  المعادلاتℝ      حل في 
     1  (( )2ln 3 ln 4x − =  
     2(  ( )ln ln 1 ln 2 ln3x x+ − = +  
     3  (( ) ( )2ln ln 4 ln 2x x x= + +   
     4  (( ) ( )2ln ln 4 ln 2x x x= + +    

1 

4 

7 

10 

6 

2 

3 

5 

8 

9 

15 

12 

13 

14 

11 
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     5  (( ) ( )ln ln 4 ln 2 1 ln 3x x x+ − = − +  
     6 (( ) ( )ln 1 1 ln 1x x+ = − + −    

  : المتراجحات التاليةℝ      حل في  
    1( ( ) ( )ln 1 ln 3 ln 2 ln 4x x− − > − +   
    2 (( ) ( )2ln 2 ln 4 5x x x− > −  

    3 (( ) ( )2ln ln 1 ln 2 2x x x x+ + ≤ − +   

    4 (( ) ( )2
ln 35 8 3ln 2 lnx x− ≥ +  

  : المتراجحة التاليةℝ      حل في  
    1( ( ) ( )ln 1 ln( 2) 2 ln 5x x x− + − > −   
  

[       ادرس إشارة العبارات الجبرية التالية على [0;+ ∞        
1 (ln ln 3x −            2 (( ) ( )ln 1 ln 1x x+ −     
3 (( )ln ln 1x x −        4 (( )2 ln 1x x−    

              5 (( )2 ln 1x x− +  
  : المعادلةℝحل في      

        ln(2 2) ln( 1) ln ln 2x x x+ − − = +              
  : حيثxللمتغير الحقيقي   p نعتبر كثير الدود      

       ( ) 4 225 144p x x x= − +  
) المعادلة ℝحل ) 1 ) 0p x =  
  :استنتج حل المعادلة) 2
) )أ ) ( )4 2

ln 25 ln 144 0x x− + =  

) )ب ) ( )4 2
ln ln 25 ln ln 144 0x x   − + =     

2حل في       
ℝالجملة التالية :  

           
2 2 16

ln ln3

x y

x

y

 + =

 + = −


   

2حل في ) 1        
ℝالجملة التالية :  

              4 5

8 4 4

x y

x y

+ =
 − =

   

2في  استنتج حل الجملة التالية) 2
ℝ:  

       
4 7 3

6
2

4

ln 2 ln 5

ln ln 4

x y y

x
x

y

 − =



+ =


  

2حل في ) 1        
ℝالجملة التالية :  

          
4

2

ln( 1) ln 0

1
ln ln ln

x y

x x
y

 + + =

 + =


  

  : في الحالات التاليةn      عين أصغر عدد طبيعي 

1) أ
0,02

2

n
  ≤ 
 

0,8)                  ب 0,01n ≤      

))ج )1,2 1040
n )) د≤ )21000 1 0,035 30000

n+ ≥  
     ( )n n

u
∈ℕ

0متتالية هندسية حدها الأول  2u = 

3وأساسها

2
.  

   ؟510ابتداء من أية رتبة تكون حدود المتتالية أكبر من
     ( )n n

v
∈ℕ

0متتالية هندسية حدها الأول  6v = 

1وأساسها

5
.  

202 التي يكون من أجلها nعين قيم  10nv ≥ ×.  
 بفائدة ثابتة قدرها DA 20000وضع رأسمال قدره     
  ؟ DA 50000 الموفر هو بعد كم سنة يكون المبلغ .11%
إذا افترضنا أن  .%2,5يتزايد سكان مدينة ما بنسبة       

 1988هذه النسبة تبقى ثابتة و أن سكان هذه المدينة سنة 
   فبعد كم سنة يتم مضاعفة هذا العدد؟Pهي 
نسمة، يقدر عدد سكان العالم حاليا بخمسة ملايير : مثال

   نسبة التزايد هي فبعد كم سنة يضاعف هذا العدد علما أن
   تقريبا؟2,5%

  
  درا+� دا
� ا
#"!�ر� � ا
	����ي ـ 3

      f دالة معرفة على] ) �ـ∞+;0] ) 1
lnf x x

x
= −  

  .∞+ و عند0 عند fادرس نهايات الدالة 
       f دالة معرفة على] [ ] [0;1 1;∪    : كما يلي∞+

                ( ) 1

ln
f x

x
=  

  . عند حدود مجموعة التعريفfادرس نهايات الدالة 
       f دالة معرفة على]   :كما يلي∞+;0]

          ( ) ( )2
2 ln ln 3f x x x= − −  

27 

16 

18 

20 
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31 
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25 

28 

26 
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  .0 عند fادرس نهاية الدالة .1
1xمن اجل.2 ln،ضع < xكعامل مشترك في ( )f x ، 

  .∞+عند fثم عين نهاية الدالة 
 احسب النهايات في كل 35 إلى 32 في التمارين من •

  :حالة من الحالات المقترحة
lim) أ       2 ln

x
x x

→+∞
)) ب    ؛+ )lim 1 ln

x
x x

→+∞
+  

lim)  ج     3 2ln
x

x
→+∞

) د ؛     −
0

lim 5 ln
x

x x
>→

+ −  

1)      أ
lim

3 lnx x→+∞ +
))      ب )2

ln
lim

lnx

x

x→+∞
   

))  جـ )lim 3 ln
x

x x
→+∞

))   د− ) ( )2lim ln
x

x x x
→−∞

− −  

2lim)       أ ( ln )
x

x x
→+∞

lim)  ب+ (ln 2 3ln )
x

x
→+∞

−   

lim)  جـ 4 ln
x

x x
→+∞

− )   د+
0

lim 4 ln
x

x x
>→

− +  

2)      أ

0
lim (3(ln ) ln )

x
x x

>→
2lim) ب− (1 (ln ) )

x
x

→+∞
−  

) جـ
0

1 2ln
lim

x

x

x>→

2)   د+

0
lim ln 1

x
x x

>→
+ −  

       f دالة معرفة على] [;e ) :�ـ∞+ ) 1 ln

1 ln

x
f x

x

+=
−

    

xبين انه من أجل كل. 1 e>،( )
1

1
ln
1

1
ln

xf x

x

+
=

−
  

)عين. 2 )lim
x

f x
→+∞

.  

 مجموعة التعريف في عند حدود  f     عين النهايات للدالة 
  :كل حالة من الحالتين التاليتين

) )        أ ) 22 lnf x x x= [  معرفة على+ [0;+∞  
))  ب ) 21 2ln (ln )f x x x= − + [ معرفة على− [0;+∞  
  التعريف حدد مجموعة 39 و 38في التمرينين  •

) و مجموعة قابلية الاشتقاق ثم احسب المشتقة )'f x 
  : المعطاة fللدوال 

     1(( ) 2 1 lnf x x x= + +  2 (( ) 1
lnf x x

x
= +  

3(( ) 22 lnf x x x= −          4 (( ) 1

ln
f x

x
=  

5 (( ) ( )2
ln ln 2f x x x= + − 6 (( ) lnf x x x=   

7(  ( ) ln 2 lnf x x x= − + +  8(  ( ) ln x
f x

x
=  

       1 (( ) 21
(ln )

2
f x x=    

       2 (( ) 2 (1 ln )f x x x= −         

       3(  ( ) 1 2ln
2

x
f x x= − + +    

       4 ( ( )
ln

e
f x

x
=  

       5  (( ) lnx x
f x

x

−=   

       6 (( )
2

(3 ln )
2

x
f x x= −       

 قابلة للاشتقاق على المجال f      تحقق من أن الدالة 
  المعطى ثم احسب دالتها المشتقة

1 (( ) ( )2
ln lnf x x x= +        ،] [0;D = + ∞  

 2( ( )
2

2 ln
2

x
f x x x= −         ،] [0;D = + ∞  

 3 (( ) ln 2 3f x x x x= − +   ، ] [;0D = −∞  

 4 (( ) ln
2

x
f x x x= − +         ،] [0;D = + ∞  

 5 (( ) 1

ln 1

x
f x

x

+=
−

             ، ] [;D e= + ∞  

[المعرفة على f      نعتبر الدالة  [0;+   : كما يلي ∞
            2( ) 1 2 lnf x x x= − +    

عند النقطة   fعين معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة 
  .1 التي فاصلتها

[المعرفة على f      نعتبر الدالة  [0;+   : كما يلي ∞
            ( ) 1 lnf x x x= − −    

عند النقطة   fعين معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة 
  .e التي فاصلتها 

[المعرفة على f      نعتبر الدالة  [0;+   : كما يلي ∞

            ( ) 2
ln

e
f x x

x
= +    

عند النقطة   f للمنحني الممثل للدالة عين معادلة المماس
  .e التي فاصلتها 
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[ المعرفة علىf        لتكن الدالة [0;+   :    بـ∞

         ( ) 1
1 ln

2
f x x x= − + +   

  .∞+ و عند 0 عند fادرس نهايتي الدالة . 1
   .fالممثل للدالة  منحني  استنتج المستقيمات المقاربة لل

  . و شكل جدول تغيراتهاfادرس تغيرات . 2
  . في معلم متعامد و متجانسfالممثل للدالة  ارسم المنحني.3

[ المعرفة علىf       لتكن الدالة   :    بـ2;0[
         ( ) 22 3 lnf x x x= − −   

( )Cمثيل البياني للدالة هو التf في المستوي المنسوب إلى 
)معلم متعامد ); ,O i j

� �
|| حيث || 5i cm=

�
|| و   || 2j cm=

�
  

  . ، فسر النتيجة هندسيا0 عند fادرس نهاية الدالة . 1
   .fشكل جدول تغيرات الدالة  .2
)ي  للمنحنTعين معادلة المماس  .3 )C عند النقطة التي

  .1فاصلتها 
) وTارسم . 4 )C.  

[ المعرفة علىf       لتكن الدالة   :    بـ100;0[
         ( ) 20,01 0,02 12lnf x x x x= − −   

   .0 عند fادرس نهاية الدالة . 1
  . fادرس تغيرات  .2
)بين أن المنحني -أ.3 )C  الممثل للدالةf يقطع محور 

  .الفواصل في نقطتين مختلفتين
  . لفاصلتي هاتين النقطتين 0,1 أعط تقريبا إلى - ب
)باستعمال نافذة مناسبة ، ارسم المنحني. 4 )C على شاشة 

  .الحاسبة البيانية

21 المعرفة علىf       لتكن الدالة 
;e

e
 
  

  :    بـ

         ( ) 9

1 ln

x
f x

x
=

+
   

  fباستعمال نافذة مناسبة ، ارسم المنحني الممثل للدالة  .1
  .على شاشة الحاسبة البيانية

1 عندfادرس نهاية الدالة  .2

e
  .أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة.

  . و شكل جدول تغيراتهاfدرس تغيرات ا .3

 في المستوي المنسوب إلى fارسم التمثيل البياني للدالة   .4
)معلم متعامد ); ,O i j

� �
  .اختر وحدة مناسبة .

1المعرفة على  fنعتبر الدالة         2;e e− 
 بـ :  

          ( ) 5
1

1 ln

x
f x

x
= +

+
  

)احسب ) 1 )
1

lim
x e

f x
−→

  .فسر النتيجة هندسيا .

  .  و شكل جدول تغيراتهاfادرس تغيرات الدالة ) 2
 في معلم متعامد  fأنشئ التمثيل البياني للدالة  )3

( ); ,O i j
� �

 و على 1نؤخذ الوحدة على محور الفواصل(.

  )5محور الترتيب
 f حيث تكون الدالة bو  aيقيين عين العددين الحق. 1     

[المعرفة على [0;+ ) بـ∞ ) lnf x ax b x= +   :تحقق +
(1) 3f (2)' و = 1,5f = −  

  .∞+ و عند 0 عند fنهايتي الدالة  احسب -أ.2

lnنقبل أن 
lim
x

x

x→+∞
= +∞   

  . f ادرس تغيرات - ب
[المعرفة على  f      نعتبر الدالة  [0;+   :    بـ∞

        ( ) ( )2
2 ln ln 3f x x x= − −  

) هو )C  التمثيل البياني للدالةf في معلم متعامد    
)و متجانس ); ,O i j

� �
  )2cmالوحدة.(

)حل المعادلة ) أ) 1 ) 0f x =  
  .ماذا تمثل هذه الحلول هندسيا؟) ب
ماذا تستنتج .∞+ و عند0 عند fاحسب نهايات الدالة ) 2

)بالنسبة للمنحني )C؟   
  .  و شكل جدول تغيراتهاf تغيرات الدالة ادرس) 3
)أنشئ للمنحني) 4 )C  في المعلم( ); ,O i j

� �
.  

lnدرا+� ا
/ا
�  ـ 4 o u  

[ المعرفة على المجال fنعتبر الدالة      [3;− + ∞   

) :    كما يلي ) 4

3

x
f x

x

+=
+

  

)عين إشارة . 1 )f x على ] [3;− + ∞.  
  . عند حدود مجموعة التعريفfادرس نهايتي الدالة  .2
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) حيثgاستنتج نهايتي الدالة .3 ) 4
ln

3

x
g x

x

+ =  + 
  

  .∞+و عند  - 3 عند

[ المعرفة على المجال fنعتبر الدالة        [1;+ ∞   

) :    كما يلي ) 2

1x
f x

x

−=  

)عين إشارة . 1 )f xعلى ] [1;+ ∞.  
  .∞+ و عند1 عند fادرس نهايتي الدالة  .2

) حيثgاستنتج نهايتي الدالة .3 ) 2

1
ln

x
g x

x

− =  
 

  

  .∞+و عند  1 عند

  :عين النهايات  التالية     
1

lim ln
1x

x

x→+∞

− 
 + 

 ؛        
1

1
lim ln

1x

x

x>→

− 
 + 

  

1

1
lim ln

1x

x

x<→−

− 
 + 

) ؛      )2lim ln 2
x

x x
→−∞

+  

( )2

0
lim ln 2

x
x x

>→
)؛    + )2

2
lim ln 2

x
x x

<→−
+  

( )
1

lim ln ln 1
x

x x
<→

+ )؛ − )
0

lim ln ln 1
x

x x
>→

+ −  

   عند حدود مجموعة التعريفf       عين نهايات الدالة 
1(( ) 2 1 ln( 1)f x x x= + − [ المعرفة على+ [1;− +∞  

2( 1 1
( ) lnf x

x x
 = +  
 

[ المعرفة على [0;+∞.  

3( ( ) ln
1

x
f x x

x
 = −  − 

[ المعرفة على [1;+∞.  

  حدد مجموعة التعريف ، 56 و 55في التمرينين  •
)مشتقة و مجموعة قابلية الاشتقاق ثم احسب ال )'f x 

  : المعطاة fللدوال 
       1(( ) 1 ln( 1)f x x x= − + +   

      2 (( ) 1
ln( 2)

2
f x x= +   

      3( ( ) ln( 1)x
f x

x

−=         

      4 (( ) ln(2 1)f x x x= −  
      1 (( ) ln(1 ) ln(2 1)f x x x= − + +  

      2( ( ) 2
lnf x x

x
 = +  
 

    

      3(  ( ) 2ln( 1)f x x x= − + +   

     4(  ( ) ( 1) ln( 1)f x x x x= − − +  
 قابلة للاشتقاق على المجال f      تحقق من أن الدالة 

  المعطى ثم احسب دالتها المشتقة

 1 (( ) ( 1) ln(2 1)f x x x x= + − 1على−
;

2
 + ∞  

  

 2( ( )
2

ln( 1)
2

x
f x x= [على+ [1;− + ∞  

 3 (( ) 2 1
ln

1

x
f x

x

+ =  − 
1 على

;1
2

 −  
  

 4 (( ) 2ln( 1)f x x x=   ℝ على +

 5 (( ) ln( 1)

ln

x
f x

x

[على=+ [0;1  

5 المعرفة علىfعتبر الدالةن       
;
2

 −∞  
   :  بـِ 

       ( ) ln(5 2 ) ln 2f x x= − +  
  .2 عند f احسب العدد المشتق للدالة- 
 عند f   استنتج معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة - 

  .2 النقطة التي فاصلتها
[ المعرفة علىf       لتكن الدالة [2;− +   :    بـ∞

         ( ) ( ) 23ln 2 3f x x x x= + + −   
يقبل مماسين موازيين   f الممثل للدالة C بين أن المنحني
  .لمحور الفواصل

على المجال المعطى وذلك  fادرس تغيرات الدالة        
  لتينباستعمال اتجاه تغير مجموع دا

  1  (( ) ( )2 1 ln 1f x x x= − + [ على − [1;+ ∞  
2 (( ) ( ) ( )ln 2 ln 2f x x x= − − [ على + [2;2−  

3( ( ) 1
lnf x x

x
= − [ على + [0;+ ∞    

4 (( ) ( )1 ln 1f x x x= − − − [ على − [1;+ ∞  

5( ( ) ( )ln 1
1

x
f x x

x
= − −

−
[ على  [1;+ ∞  

 f، ادرس اتجاه تغير الدالة 62و  61في التمرينين  •
  .على المجال المعطى

     1   (( ) ln(2 8)f x x= [ على − [4;+∞  
     2(   ( ) ln( 1) ln( 1)f x x x= + − [ على − [1;+∞    
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     3( ( ) 1
ln

1
f x

x
 =  − 

[ على  [1;+∞  

     1   (( ) 2 4 ln( 2)f x x x= − + [ على − [2;+∞  

     2( ( ) 1
ln(1 2 )

4
f x x

x
= + −

−
1 على 

;
2

 −∞  
  

    3( ( ) ln(2 ) ln(2 )f x x x= − − [ على + [2;2−  
  Fعين في كل حالة من الحالات التالية دالة أصلية      

  و التي تحقق شرطا معينا 

1(( ) 1

2 1
f x

x
=

+
، 1

;
2

x
 ∈ − + ∞  

) و )0 0F =   

2( ( ) 2 1

x
f x

x
=

+
، ] [; 3x ∈ −∞ ) و− )1 1F =  

3( ( ) 2

2 1

2

x
f x

x x

− +=
− −

، ] [1;2x ∈ ) و− )0 1F =  

[ المعرفة علىfنعتبر الدالة         [2;+      : بـِ∞

           ( ) 2

2 1

2

x
f x

x x

−=
− −

  

[ منxتحقق أنه من أجل كل.1 [2;+ ∞،     

            ( ) 1 1

1 2
f x

x x
= +

+ −
. 

[ علىfاستنتج دالة أصلية للدالة.2 [2;+ ∞.  
} المعرفة علىfنعتبر الدالة        }1;2− −ℝِبـ :     

 ( )
2

2

5 14

2

x x
f x

x x

+=
− −

.( )C تمثيلها البياني في المستوي

)المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� �

.  

} منxحقق أنه من أجل كلت.1 }1;2− −ℝ،     

            ( ) 16 3
5

2 1
f x

x x
= + +

− +
. 

[ علىfاستنتج دالة أصلية للدالة.2 [2;+ ∞.  
احسب ،بوحدة المساحات ،مساحة الحيز لمجموعة .3

)النقط ; )M x y4 حيث 3x− ≤ ≤ 0  و − ( )y f x≤ ≤  
} المعرفة علىfنعتبر الدالة       }1− −ℝِبـ :     

           ( )
2 4

1

x x
f x

x

+ +=
+

  

 x أجل كلث من بحيc وa، bعين الأعداد الحقيقية .1

}من }1− −ℝ،   ( )
1

c
f x ax b

x
= + +

+
.  

   .fادرس تغيرات الدالة .2
)أنشئ المنحني .3 )C الممثل  للدالةf في المستوي 

)المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� �

   
[ علىf دالة أصلية للدالةعين. 4 [1;− + ∞.  
)احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحني . 5 )C و المستقيمات

0yالتي معادلاتها =، 1x 3x و= =  
  :       احسب التكاملات التالية

 1 (
2

1

3

2
dx

x− +∫       2 (
2 2

2
1

2x x
dx

x

+ −
∫  

 3 (
1

lne x
dx

x∫
          4 (

2

1

(ln )e x
dx

x∫  

[المعرفتين على g و  f      نعتبر الدالتين  [0;+   : بـ ∞
2

( ) ln
2

x
f x x= ) و − ) lng x x x x= −  

   .gاحسب مشتقة الدالة .1
[ علىf للدالة Fاستنتج دالة أصلية .2 [0;+ ∞.  

احسب .3
1

( )
e

f x dx∫.  

[المعرفة على  gعين مشتقة الدالة . 1         :بـ 4;0]
    ( ) ( 4) ln(4 ) lng x x x x x= − − −.  

استنتج قيمة التكامل.2
2

1

4
ln

x
dx

x

− 
 
 

∫. 

   دا
� ا
#"!�ر� � ا
��1يـ 5
12342n حيث n        نعتبر العدد الطبيعي  =  

 .lognعين باستعمال حاسبة الجزء الصحيح للعدد.1  

371:التالياستنتج الحصر .2   37210 10n≤ <. 

  .nحدد عدد الأرقام في الكتابة العشرية للعدد.3  
)      علما أن  )log 3,81  ، استنتج بدون ≈0,58092

  :باستعمال الحاسبة قيمة مقربة لكل من الأعداد التالية
( )log 381 ، ( )log 0,381، ( )3log 3,81 10−×.  

  : المعادلات التاليةℝ        حل في 
1 (log 5x log)  2؛  = 3x = log) 3؛   − 0,01x =  

  : المتراجحات التاليةℝحل في             
   1 (log 4x >         2   (log 10x < −    
   3 (log 0,1x ≥       4 (( )log log 1x x< −  
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2�1 #
        ���ر�� 

�3
"ر��      � .  

الجدول الموالي يمثل جدول تغيرات الدالة 
1

:
ln

f x
x x

[ المعرفة على֏ [ ] [0;1 1;∪ + ∞  

)في معلم متعامد fالتمثيل البياني للدالة  Cنسمي  ); ,O i j
� �

  

+∞         1             1

e
           0  x  

         -           -       0+           ( )'f x  

          +∞             e−  
0               −∞                 −∞  

( )f x  

  :من خلال المعطيات في جدول التغيرات برر ما يلي) 1
) إشارة )'f x النهايات للدالة ، f عند حدود مجموعة 

1التعريف ،صورة

e
نقبل أن. f بالدالة 

0
lim ln 0
x

x x
→

=  

عين معادلة لكل من مستقيم مقارب ؟ Cكم يقبل المنحني ) 2
  . من مستقيم من هذه المستقيمات

 التي Aعند النقطة  Cعين معادلة المماس لمنحي ) أ)3

1فاصلتها

e
  

 التي Bعند النقطة  Cعين معادلة المماس لمنحي ) ب
  . eفاصلتها 

) المعادلة kاذكر من أجل أي قيم للعدد ) 4 )f x k=:  
  لا تقبل أي حل ؟)  أ
  تقبل حلا وحيدا ؟) ب
  تقبل حلين متمايزين ؟) ج
لا يعطى أي تبرير للإجابة على هذا السؤال، يمكن  (

  ) من خلال الحاسبة البيانيةfالاستعانة بالتمثيل البياني للدالة 
:       الهدف من هذا التمرين إثبات أن

ln
lim 0

x

x

x→+∞

  = 
 

  

  لةدراسة دا: 1الجزء

[المعرفة على   f   نعتبر الدالة [0;+   :   بـ∞
       ( ) lnf x x x= −  

)احسب) 1 )'f x و بين أن ( ) 2
'

2

x
f x

x

−=  

[ على fاستنتج جدول تغيرات الدالة ) 2 [0;+ حساب (∞
  )طلوبالنهايات غير م

[ منxبرر إذن أنه من أجل كل ) 3 [0;+ ∞ :ln x x<  
  استعمال مبرهنة المقارنة: 2الجزء

1xبين انه من أجل كل عدد حقيقي ) 1 >   :   

       ln 1
0

x

x x
< <  

1عين ) 2
lim

x x→+∞

 
 
 

lnاستنتج.
lim

x

x

x→+∞

 
 
 

  

x:نذكر أن مشتقة الدالة  x֏ 1 هي
:

2
x

x
֏  

 : البرهان أن      
0
0

lim( ln ) 0
x

x
x x

>
→

=   

[من xتحقق أنه من أجل كل  -  [0;+ ∞ 
1

ln
ln

1
xx x

x

= −   

المبرهنة حول نهايات الدوال المركبة للدالتين  استعمل - 
1

x
x

ln و ֏ x
x

x
 و نتيجة التمرين السابق ، لتعيين ֏

lnxنهاية  x لما x 0 يؤول إلى.   
�3
"ر��     �   

  :   بـ  ℝ المعرفة على gلتكن الدالة 
        ( ) 3 23 20g x x x= − − +  

)احسب.gادرس تغيرات الدالة ) 1 )2g. عين مجموعة قيم
x بحيث يكون ( ) 0g x >  
[ المعرفة على hنعتبر الدالة ) 2 [;2I =   :  بـ∞−

        ( ) ( )3 2ln 3 20h x x x= − − +  

   I معرفة جيدا على hبين أن الدالة ) 1باستعمال السؤال ) أ
  ∞− و عند 2 عندh عين نهايات الدالة) ب
   .hشكل جدول تغيرات الدالة ) ج
)بين أن المعادلة) د ) 2h x  ينتمي إلى α تقبل حلا واحدا=

]المجال [2;2−.  
  . بالنقصان−210 إلى αعين قيمة مقربة لـ ) هـ
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[المعرفة على  f      لتكن الدالة   [1;+ :  بـ ∞
[ ]( ) 1 2 ln ln( 1)f x x x x= + + − −  

)نسمي )C  البياني لدالة إلى التمثيلf   في المستوي
  1cmالوحدة.المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس

[بين أنه من أجل كل.1 [1;x ∈ +∞:  

( ) 1 2 ln
1

x
f x x

x
= + +

−
  

  .عند حدود مجموعة التعريف fعين نهايات الدالة .2
  . تغيراتها و شكل جدولfادرس اتجاه تغير الدالة .3
]احسب.4 ]lim ( ) ( 1)

x
f x x

→+∞
− )استنتج أن المنحني .+ )C 

  .يطلب تعيين معادلة له ∆يقبل مستقيما مقاربا مائلا 
)ادرس وضعية المنحني )Cبالنسبة إلى المستقيم ∆.  

)ارسم بعناية المنحني. 5 )C.  
�3
"ر���      .  

]المعرفة على  f لتكن الدالة     :  بـ 5;0[
      ( ) 1 2 lnf x x x= − +   

)الشكل التالي هو التمثيل البياني )C للدالة f   في المستوي
 على محور 2cmالوحدة.وب إلى معلم متعامد المنس

  . على محور التراتيب5cmالفواصل و
  
  
  
  
  
   .0عند  fاحسب نهاية .1
)'احسب. 2 )f x و ادرس تغيرات f.   
  .f(1) احسب- أ. 3
)لة بين أن المعاد- ب ) 0f x ] تقبل على المجال= ]3;4 

 −210 ، ثم أعط قيمة مقربة بالزيادة إلى αحلا واحدا 
  .αللعدد
) استنتج إشارة -جـ )f xيم  حسب قx.  
]المعرفة على  gنعتبر الدالة  .3   :    بـ 5;0[

       1
( ) 2 ln 1

2
g x x x x

 = − + − 
 

  

] على g هي دالة أصلية للدالة g بين أن -  أ ]0;5.  
   في الشكل ، نعتبر الحيز المحدد بمحور الفواصل - ب

)و جزء المنحني  )Cالواقع فوق محور الفواصل  
لهذا الحيز مقدرة بوحدة المساحات هي  A بين أن المساحة 

( ) (1)g gα −.  
استعمل .(2cm بـA احسب قيمة مقربة للمساحة -جـ

  )ب.2المحصل عليها في السؤالαالقيمة المقربة لـ
�3
"ر�� �       .  

[ معرفة علىf الممثل لدالة fCنعلم أن المنحني  [2;− +∞ 
) وO(0;0)يشمل النقط 1;0)A  fC ، و أن المماس لـ−

ln معامل توجيهه Oعند   A عند fC و  المماس لـ2
1yمعادلته  x= +.  

 ، f، '(0)f(0) باستعمال هذه المعطيات ، عين-أ.1
( 1)f )' و− 1)f −.  

  . O عند fCعادلة المماس لـ عين م- ب
 بحيث من c  وa  ،bعلما أنه يوجد ثلاثة أعداد حقيقية . 2

2xأجل كل  > −،2( ) ( ) ln( 2)f x ax bx c x= + + +  
  . c  وa  ،b بدلالة f(0) عبر عن -أ

)'  عبر عن- ب )f x  بدلالةa  ،bو  c .  

)' و f(0)' استنتج -جـ 1)f   . c  وa  ،b بدلالة −
  . c  وa  ،b استنتج -د

�3
"ر���     .  
] دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على uلتكن    ]0;4  

)الشكل التالي هو التمثيل البياني  )C للدالة f   في المستوي
   .المنسوب إلى معلم متعامد  و متجانس

  
  
  
  
  
  
  

;0)المنحني يشمل النقط التي إحداثياتها  3)−،(1;0) ،  
;4) و(0;3) ،(1;2)    و يقبل في النقطة التي −(3
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  . مماسا يوازي محور الفواصل2فاصلتها 
  بدون تبرير. 1
  u' ، مبينا إشارة u شكل جدول تغيرات الدالة -أ

] علىu شكل جدولا تبين فيه إشارة الدالة - ب ]0;4  

lnf: المعرفة بـ fنعتبر الدالة . 2 u= مركب الدالة (�
u متبوعة بالدالة ln(  

مبررا إجابتك ، اذكر إن كانت الخواص التالية صحيحة أو 
  خاطئة

] معرفة على f -أ ]0;4.  

  . موجبة أو تنعدم على مجموعة تعريفهاf -ب
(2)' -جـ 0f =.  

1xالمستقيم الذي معادلته -د    .f مقارب لمنحني الدالة =
�3
"ر��      �  

المعرفة على  fالشكل المقابل هو التمثيل البياني للدالة 

] [0;+ : بـ ∞
2

ln
( )

x
f x

x
=  

  
  )1(       الشكل 

  
  

1 تقبل قيمة حدية عظمىf بين أن الدالة-أ.1

2e
 عند  

x e=.  
) عين إشارة - ب )f xعلى ] [0;+ ∞.  
2 .Fأصلية  للدالة  دالة fممثلة بالمنحني التالي :   
  
  

  )2(    الشكل 
  
  

2 وهي تحقق  2
( )

e
F e

e

3 و =−
( ) 2F e

e
= −  

ب ؟ .1 تتوافق مع نتائج السؤال F هل تغيرات الدالة -أ
  .برر الجواب

  عند F مل توجيه مماس  منحني الدالةا، مع أعط - ب
  . مع التبريرeالنقطة التي فاصلتها 

لل ظ عبر ، بوحدة المساحات ، عن مساحة الجزء الم-جـ
  ).1(في الشكل 

[ المعرفة على G   الدالة -د [0;+   :بـ ∞

    1 ln
( )

x
G x

x

−    .fدالة أصلية للدالة  هي =−

)عبر عن  )F x بدلالة x من أجل ] [0;x ∈ + ∞.  
�3
"ر���  

، جانسمنسوب إلى معلم متعامد و متلمستوي  :1االجزء
( )C  هو التمثيل البياني لدالةf   معرفة على] [1;− +∞   

) ، A(3;0)نشئ النقطن 1;1)B −،(1;3 ln 2)E + 
)المستقيم. )AB مماس عند A للمنحني ( )C و ، ∆ 

)المماس للمنحني )Cعند  E.   
  
  
  
  
  
  
   :باستعمال المعلومات المتوفرة، عين. 1
)  معادلة للمستقيم-أ )AB.  

  .f(1)' وf ، '(0)f،(1)f(0)- ب
) عدد حلول المعادلة-جـ ) 1f x =.   

   .f جدول تغيرات الدالة -د
[ على fنقبل أن الدالة . 2 [1;−   : بـ∞+

    ( ) 5 ln( 1)
1

b
f x ax x

x
= + + + +

+
   

  . عددان حقيقيان b و aحيث 
  .f(1) وf(0)باستعمال  b و aاحسب 
[ على fنقبل أن الدالة  :2الجزء [1;− : بـ∞+

2 4 3
( ) ln( 1)

1

x x
f x x

x

− + += + +
+

  

  .أعط تفسيرا هندسيا .- 1عند  fعين نهاية . 1
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 بين أن - أ. 2
2

2

2
'( )

( 1)

x x
f x

x

− − +=
+

  

)' ادرس إشارة- ب )f x.  
وافق مع الجدول الذي أنجزته في  هل النتيجة تت-جـ

  د.1السؤال
)أن المعادلة  بين -د ) 0f x  تقبل حلا واحدا =

]على [0;+   . هذا الحل ل−310أعط قيمة مقربة إلى ،∞
 المعرفة g احسب مشتقة الدالة - أ. 4

[على [1;− ):بـ∞+ ) ( 1) ln( 1)g x x x x= + + −   
[ على fاستنتج دالة أصلية للدالة  [1;− +∞.  

 احسب- ب
1

0

( )f x dx∫ أعط تفسيرا هندسيا ، .  

�3
"ر��      �  
[ المعرفة على fلتكن الدالة      : بـ∞+;0]

       2(1 ln )
( )

x
f x

x

+=  

[ حل في -أ.1 ) المعادلة∞+;0] ) 0f x احسب القيمة  (=
  )−310المضبوطة للحل ثم القيمة المدورة إلى 

[ حل في - ب ) المتراجحة∞+;0] ) 0f x فيما ياي . 2.<
  :كما يلي  f يعطى جدول تغيرات الدالة

+∞             1          0  x  
           -      0+         '( )f x  

                2  
           

0                             −∞  
( )f x  

] علىfفي مؤسسة ، نمذجنا بالدالة . 3 [0,2;+ الفائدة  " ∞
 مقدر x(  وحدة مصنوعة xالشهرية المحققة  من بيع " 

  و الفائدة مقدرة بآلاف الدنانير) بالآلاف
  :يةباستعمال النتائج السابقة ، أجب هت الأسئلة التال

 ما هو العدد الأدنى للوحدات التي تبيعه المؤسسة شهريا -أ
  حتى تكون الفائدة موجبة؟

 قصوى؟ و ما ةكم يجب بيع من الوحدات لتحقيق فائد- ب
  هي قيمة هذه الفائدة؟

  
  

 �5678.   
�3
"ر��     �    

[المعرفة على  fلتكن الدالة  [0;+   : بـ∞
       ( ) 2 lnf x x x x= −  

( )C هو التمثيل البياني للدالة f   في المستوي المنسوب إلى
)معلم متعامد و متجانس  ); ,O i j

� �
  2cm الوحدة

  
  
  
  
  
  
  
  
  

   fدراسة الدالة   :Aالجزء 
)عين ) أ)1 )

0
lim
x

f x
→

عطى ت (
0

lim ln
x

x x
→

(  

)عين  )ب )lim
x

f x
→+∞

  ) كعامل مشتركxيمكن وضع  (

):بين أن ) 2 )' 2 ln 1f x x= +  
)ادرس إشارة) 3 )'f x و شكل جدول تغيرات الدالة f .  
) نقطة تقاطع المنحني Aاحسب إحداثيات النقطة ) 4 )C مع

  . في الشكلAمثل النقطة .محور الفواصل
 إلى أحد ةدراسة وضعية المنحني بالنسب  :Bالجزء 

  مماساته

)بين أن معادلة المماس ) 1 ) للمنحني ∆( )C عند النقطة 
A 2 : هي 2y x e= )ممثل المستقي.−   . في الشكل∆(
 المعرفة على gلتكن الدالة ) 2

] [0;+ ):بـ∞ ) ( ) ( )2 2g x f x x e= − −  

)احسب) أ )'g x  
 بين أن gباستعمال جدول تغيرات الدالة  )ب

( ) 0g x [على ≤ [0;+ ∞  
)استنتج أن المنحني )C أعلى( [ على ∆( [0;+ ∞  

   حساب مساحة : Cالجزء 
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[ المعرفة على Hلتكن الدالة  [0;+   : بـ ∞

      ( ) 2 1
ln

2
H x x x

 = − 
 

   

)احسب ) 1 )'H x   
  :  .احسب القيمة المضبوطة لـ) 2

  . هذا التكامل يرفق بحساب مساحة حيز من المستوي
  .لون هذا الحيز في الشكل)  أ
   بالنقصان لهذه المساحة−210أعط قيمة مقربة إلى ) ب

�3
"ر��     �   
   fنستعمل في هذا الجزء التمثيل البياني لدالة  : 1جزء ال

  
  
  
  
  
  
  
)ادرس إشارة ) 1 )f x لما x 4 و عن - 2 يختلف عن   
  : كما يلي1f، 2f ، 3fنعرف الدوال ) 2

( )1 2

4

2 8
f x

x x
=

− + +
، ( )2 2

6

2 8
f x

x x
=

− + +
 ،  

       ( )3 2

6

6 8
f x

x x
=

− +
  

من بين هذه الدوال علما أنها واحدة من هذه  fعين الدالة 
  .الدوال

)يمكن أن نهتم بالقيم التي تعدم المقام  و كذلك بالقيمة )0f   
[ المعرفة علىg لتكن الدالة :2الجزء   :    بـ−2;4]

        ( ) 2
ln

4

x
g x

x

+ =  − 
  

)نسمي )C  إلى التمثيل البياني لدالةf   في المستوي
   3cmالوحدة.المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس

  :gدراسة ) 1
  .عند حدود مجال تعريفها gاحسب نهايات الدالة )  أ
)د مستقيمات مقاربة للمنحنياستنتج وجو• )C.  
  . g مشتقة الدالة g'احسب ) ب

 3fأو1f، 2fبأنها إحدى الدوال g' بعد التعرف على •
[على المجال     .g، ادرس تغيرات −2;4]

) للمنحنيِ Tعين معادلة للمماس ) ج )C عند النقطةI التي 
   .1فاصلتها

)و  Tارسم ) د )C.  
3x المستقيم الموازي لمحور التراتيب الذي معادلته) 2 = 

) ،A في T يقطع )C فيB و محور الفواصل في D   
   .IBDو  IAD مساحة المثلثين 2cmاحسب بـ) أ

 لحيز المستوي 2cm إلى المساحة بـ∆نرمز بـ) ب
)حدد بالمنحنيالم )C محور الفواصل و المستقيمين اللذين،

1xمعادلتيهما  3x و= =.  
تكون من  x نقبل أن القوس من المنحني بحيث الفواصل 

]المجال    .IAB يكون داخل المثلث 3;1[
  .∆ اعط حصرا للمساحة •
]المعرفة على  Gنعتبر الدالة ) ج :  بـ3;1[

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ln 2 4 ln 4G x x x x x= + + − − −  
)احسب -  )'G x.   

احسب- 
3

1

2
ln

4

x
dx

x

+ 
 − 

  .∆لـ ثم استنتج القيمة المضبوطة∫

�3
"ر���  
)المنحني   :Aالجزء  )Γ في الشكل المقابل هو التمثيل

 معرفة و قابلة للاشتقاق gالبياني في معلم متعامد لدالة 

[على [0;+ 3النقطتان . ∞
1;

2
A
 
 
 

 و
2

;
2

e
B e
 
 
 

 تنتميان 

)إلى المنحني  )Γ و المماس عند A للمنحني( )Γ يوازي
  محور الفواصل

  
  
  
  
  
  
  
)عين) 1 )1g، ( )g eو ( )' 1g   

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5
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 معرفة g أن الدالة  علماbو  aعين العددين الحقيقيين ) 2
[على [0;+   :  بعبارة من الشكل∞

         ( )
2

ln
2

x
g x a b x= + +  

)علما أن) 3 )
2

1 ln
2

x
g x x= + ، جد باستعمال الحساب −

  )لا يطلب حساب النهايات( gاتجاه تغير الدالة 
)استنتج إشارة • )g x على ] [0;+ ∞  

[المعرفة على  f  نعتبر الدالة  :Bالجزء  [0;+   :    بـ∞

          ( ) ln

2

x x
f x

x
= +  

  .∞+ و عند0عند  fاحسب نهايات الدالة ) 1

lnنقبل أن   (
lim 0

x

x

x→+∞
=(  

   .f  للدالةf'احسب المشتقة ) 2

) تحقق أن  ) ( )
'

g x
f x

x
 من أجل كل عدد حقيقي =

   .fاستنتج تغيرات . xموجب تماما 
)بين أن المنحني ) 3 )Cالممثل للدالة  f يقبل مستقيمين  

  .مقاربين يطلب تحديدهما
)المنحني( )Cمعطى في   

  في معلم  الشكل المقابل
   متعامد و متجانس

  )2cmالوحدة

1 من المجالαنقبل وجود عدد حقيقي) 4
;1

2
 
  

 

)حيث ) 0f α    بالنسبةαماذا يمثل.=
) للمنحني  )C ؟مثل على المنحني( )Cالنقطة  I التي 
  .αفاصلتها

بين أن 
2

ln
2

αα = )استنتج أن .− )
2

2

1
'f

αα
α
+=   

   :Cالجزء  

[المعرفة على  hلدالة احسب مشتقة ا) 1 [0;+   :  بـ∞

        ( ) ( )2
lnh x x=  

استنتج حساب) 2
1

lnt x
dx

x
 
 
 
∫  

شطب في الشكل المعطى حيز المستوي المحدد ) 3
)بالمنحني )Cو المستقيمين اللذين  ،محور الفواصل

1xمعادلتيهما  x و = e=  
   .لهذا الحيز)   بـ(ين المساحة 
�3
"ر���  

   : Aالجزء 

]المعرفة على  f لتكن الدالة  :  بـ50;0[

( ) ( )2 50
50ln 1 50

1

x
f x x x

x
= + − + −

+
  

)المشتقة  )'f xتساوي ( )( )
( )2

2 4 6

1

x x x

x

− +

+
المنحني .

( )C الممثل للدالة fمعطى في الشكل المقابل   
  
  
  
  
  
  
  
  
)ادرس إشارة ) 1 )'f x على [ ]0;50  
]على  fشكل جدول تغيرات ) 2 )نقبل أن .50;0[ )f x 
   من المجالαعدم من أجل قيمة واحدةتن
 ] )، استنتج إشارة .50;0] )f xعلى المجال [ ]0;50  
  . بعددين طبيعيين متتابعين αأعط حصرا للعدد ) 3

 هو القيمة الصغرى αي من المسألة نأخذ في الجزء المتبق
  .من بين هاتين القيمتين 

  : Bالجزء 

من منتوج  ) kgمقدرة بالكيلوغرام  (x مؤسسة تنتج كمية 
مقدرة بالدينار معرفة على  C الكلفة الهامشية معين

[ ): بـ50;0[ ) 50
2

1
C x x

x
= +

+
  

0 1

1

x

y ( )C 

88 
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 C هي الدالة الأصلية للدالة TCدالة الكلفة الإجمالية ) 1
]على المجال 0x من أجل 50 و التي تأخذ 50;0[ =  

)تحقق من أن  ) ( )2 50ln 1 50TC x x x= + + +  
[المعرفة علىmCالكلفة المتوسطة هي الدالة) 2 ]0;50  

):          بـ ) ( )T
m

C x
C x

x
=   

)أعط عبارة ) أ )mC x بدالة x.   
   يمكن وضعها على الشكل  mCتحقق أن مشتقة ) ب

  ( ) ( )
2

'm
f x

C x
x

=  

  : Cالجزء

 mCمن النتائج السابقة جدول تغيرات الدالة استنتج ) 1
[على المجال  ]0;50  

)ارسم في معلم متعامد و متجانس) 2 ); ,O i j
� �

 التمثيل 

]على mCالبياني للدالة  ]1;50  
  لإنتاج الذي يعطي كلفة متوسطة صغرى؟ما هو ا) 3

 احسب إذن الكلفة الإجمالية و الكلفة الهامشية  المرفقة 
  بالكلفة المتوسطة الصغرى

�3
"ر�� � .  

1المعرفة على fلتكن الدالة  : Aالجزء 
;

2
 − + ∞  

  :  بـ

( ) ( ) ( )7 6ln 2 1 6ln 2 2f x x x x= − + + + − +  

) نرمز بـ  )C إلى التمثيل البياني للدالة f   في معلم
)متعامد و متجانس ); ,O i j

� �
  

1  معرفة علىfبرر أن ) 1
;

2
 − + ∞  

.  

1 عند fعين نهاية الدالة ) 2

2
)استنتج أن المنحني.− )C 

)يقبل مستقيما مقاربا )Dيطلب تعيين معادلة له .  

1من xبملاحظة أنه من أجل كل ) 3
;

2
 − + ∞  

   :   

    ( ) ( ) 2 1
6ln 2 1 6ln 2 2 6ln

2 2

x
x x

x

+ + − + =  + 
   

  ∞+ عندf عين نهاية الدالة 
)ليكن) 4 7y المستقيم الذي معادلته∆( x= − +   

)ما هي نهاية ) أ ) ( )7f x x − − +  عندما يؤول x  إلى
  .؟ أعط تفسيرا هندسيا∞+
)ادرس وضعية المنحني ) ب )Cبالنسبة للمستقيم ( )∆.  
 xبين أنه من أجل كل ) أ) 5

1من
;

2
 − + ∞  

:( ) ( )( )
22 3 5

'
2 1 1

x x
f x

x x

− − +=
+ +

 f' حيث 

  . fهي الدالة المشتقة للدالة 
  . f و شكل جدول تغيرات f'ادرس إشارة) ب
) المماس للمنحني Tليكن ) 6 )C عند النقطةM التي 

  .  Tعين معادلة للمستقيم .0فاصلتها
)ارسم المستقيمات ) 7 )D،( )∆ ، T و المنحني ( )C في 

)المعلم ); ,O i j
� �

  2cmالوحدة

  : Bالجزء 

1المعرفة علىالدالة  Hلتكن ) 1
;

2
 − + ∞  

:  بـ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ln 2 1 2 2 ln 2 2H x x x x x= + + − + +

1هي دالة أصلية على Hبين أن الدالة 
;

2
 − + ∞  

 hللدالة 

): المعرفة على هذا المجال بـ ) 2 1
2ln

2 2

x
h x

x

+ =  + 
  

)نرمز بـ) 2 )E إلى حيز المستوي المحدد 
)بالمنحني )Cالمستقيم ،( و المستقيمين اللذين ∆(

2xمعادلتاهما 5x و = =  
)شطب ) أ )Eفي الشكل .  

)احسب القيمة المضبوطة لمساحة)ب )E مقدرة بوحدة
  .المساحات

)احسب مساحة) ج )E 2 بـcm)  تعطى النتيجة على شكل
   )01, 0قيمة مقربة إلى 

�3
"ر�� � .  
ية ، مقدرة بآلاف جا من الوحدات الإنتxمؤسسة تنتج كمية 

   .الأطنان
]الكلفة الإجمالية للإنتاج معطاة من أجل كل ]0;5x   : بـ∋

        
2 9

( ) ln( 1)
4 2T

x
C x x= + +  
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  الكلفة مقدرة بمئات الآلاف من الدنانير
  :دالة مساعدة : Aالجزء 

]  المعرفة علىfنعتبر الدالة   : بـ 5;0[

       
2 9

( ) 9 ln( 1)
2 1

x x
f x x

x
= + − +

+
  

)'احسب.1 )f x  
)'تحقق أنه يمكن كتابة  )f xعلى الشكل   :  

     
2

( 2)( 4)
'( )

( 1)

x x x
f x

x

− +=
+

  

] علىfشكل جدول تغيرات الدالة.2 ]0;5.  
] تنعدم علىfاستنتج أن .3    α من أجل قيمة واحدة5;0[
  .αلـ−310باستعمال الحاسبة البيانية،عين حصرا سعنه.4
] علىfاستنتج من النتائج السابقة إشارة.5 ]0;5.  

  :MCدراسة الكلفة المتوسطة : Bءالجز

] معرفة على MC" الكلفة المتوسطة "  الدالة     : بـ 5;0[

         9 ln( 1)
( )

4 2M

x x
C x

x

+= +.  

'احسب .1 ( )MC x.  

 تحقق أن 
2

( )
' ( )

2M

f x
C x

x
 هي الدالة المعرفة f حيث =

   .Aفي الجزء 
] على MCادرس اتجاه تغير .2 ]0;5.  
من أجل أي إنتاج للمؤسسة تكون كلفتها المتوسطة .3

  صغرى، مقدرة بالدنانير للطن ؟ ما هي هذه الكلفة؟
�3
"ر�� � .  

)متعامد المستوي منسوب إلى معلم  ; , )O i j
� �

ومتجانس، 

1الوحدة 

4
cm4 على محور الفواصل وcm على محور 

  .التراتيب
]  المعرفة علىgنعتبر الدالة : Aالجزء    : بـ 60;0[

          8
( )

10( 2)

x
g x

x

−=
+

  

) تمثيلها البياني في المعلمΓ و ليكن ; , )O i j
� �

.  
   .g أحسب مشتقة الدالة -أ.1
   .g  ادرس اتجاه تغير الدالة- ب

نقط تقاطع مع محور التراتيب، ثم Γ عين إحداثيات -جـ
  .مع محور الفواصل

] على g عين إشارة الدالة -د ]0;60.  
 مماسا موازيا A يقبل في نقطة واحدة Γبين أن المنحني. 2

1للمستقيم الذي معادلته
10

9
y x= +  

]من  x تحقق أنه من أجل كل - أ. 3 ]0;60 :  

     1 1
( )

2 10
g x

x

−= +
+

  

]على  gب عين دالة أصلية للدالة  ]0;60.  

 احسب العدد -جـ
20

10

( )f x dx∫  د ماذا يمثل هذا العددحد

  هندسيا؟
]  المعرفة علىBنعتبر الدالة :Bالجزء   : بـ 60;0[
       ( ) 0,1 ln( 2) 1B x x x= − + −  

]تقبل الاشتقاق على Bبين أن الدالة - أ. 1 ]0;60.  
] بين أنه من أجل كل- ب ]0;60x ∈:'( ) ( )B x g x=  

   .B شكل جدول تغيرات الدالة -جـ
)بين أن المعادلة- أ. 2 ) 0B x  تقبل حلا واحد في =

]المجال   . إلى هذا الحلαنرمز بـ.50;49[
  .α بالزيادة لـ0,1 عين قيمة مقربة إلى - ب

أن المعادلة   )  أ.2و ) جـ.1 استنتج من الأسئلة-جـ
( ) 0B x ] تقبل حلا واحدا وواحدا فقط على= ]0;60.  

)في المعلم B ارسم منحني الدالة -د ; , )O i j
� �

.  
]( سيارة xمؤسسة تنتج يوميا  : Cالجزء ]0;60x ∈ (

 :بكلفة إجمالية مقدرة بملايين الدنانير معطاة بـ
( ) 0,2 ln( 2) 1C x x x= + + +   

)نسمي  .300000DAكل سيارة تنتج تباع بسعر  )R x 
  . سيارةxالدخل الإجمالي لبيع

)عبر عن . 1 )R x بدلالةx.   
)احسب. 2 ) ( )R x C x− بدلالة x .ا الفرق؟ماذا يمثل هذ  
عين العدد الأدنى من السيارات التي تصنع حتى تكون .3

  .المؤسسة ذات مردودية
من أجل أي إنتاج يومي للسيارات تكون خسارة . 4

  المؤسسة قصوى؟
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
   أجوبة ، إجابة واحدة على الأقل 5كل سؤال يتضمن  

  ة     صحيحة تعرف على الإجابات الصحيح
  : �ـالمعرفة  xللمتغير الحقيقي  hو  f ، gلدوال لتكن ا      

( ) ( )ln 2f x x= −،( ) 2ln( 1)g x x= + ( )
ln

x
h x

x
=  

))أ )f xو ( )g xحقيقي   لهما معنى من أجل كل عددx .  
))ب )h x0ا معنى إذا كان  لهx >.  

))جـ )3 0f =.  
)) د )h e e=.  

2xمن أجل كل ) هـ >:( )
( ) 2

2
ln

1

f x x

g x x

−=
+

  

  تبسيط العبارات      

21) أ
ln 2 ln ln 2

2
e−+ − =  

)) ب )2
ln 3 ln 3 ln 3 2 ln 3+ − =  

)جـ
2

1

ln
ln 2 1 ln 2

ln

e
e

e

−

− − = −  

3)د
ln125 ln81 ln 2 ln 243 4ln 5 ln 3

5
− − + = −  

))هـ ) ( )142 142
ln 2 1 ln 2 1 0   − + + =      

  

  معادلات و متراجحات       
))أ ) ( )ln 1 ln 2 3x x+ =   . كحل وحيد-2 تقبل +

))ب ) ( )2 ln 2x x+   .  كحل وحيد- 1تقبل  +

1)جـ
ln 0

3

x

x

+ ≥
−

[كمجموعة حلول المجال ل تقب [3;+∞.  

))د )2
ln 2 ln 3 0x x− −   . كحل وحيد3eتقبل  =

))هـ )1 ln 2 0x+ − [كمجموعة حلول تقبل ≤ [;2−∞.  

      fدالة معرفة على ] ):�ـ ∞+;0] ) 2ln x
f x x

x
= +   

[ قابلة للاشتقاق على f) أ ) و إشارة∞+;0] )'f x هي من 
)نفس إشارة  ) 2 2 2lng x x x= + +  

[على) ب 1x هي إشارةg'إشارة∞+;0] −.   
[على) جـ [0;+∞g3 تقبل قيمة حدية عظمى تساوي.  

[ متناقصة تماما على المجالf) د [0;+∞.  
)المعادلة)  هـ ) 0f x    حيث   α تقبل حلا واحدا=
    ] [1;2α ∈  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
اذكر إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة مع        

  تبرير الجواب
ln(0,2)مجموعة حلول المتراجحة ) 1 5 0x − :  هي≤

5المجال
;
ln(0,2)

 
−∞ 
 

.    

 حيث ℝ دالة معرفة و موجبة تماما علىfإذا كانت )2
'( ) 2f x x= ln فإن الدالة− fمتزايدة تماما على ℝ.  

 3 يقبل مماسا معامل توجييهlnالمنحني الممثل للدالة  )3

1عند النقطة 
; ln 3

3
A
 − 
 

.  

ln(4 هو حل للمعادلة -4) 4 ) ln( 6) ln 6x x− − + =.  
5 (2ln( ) 2 ln lnx y x y− = −  

  )دون تبرير(      هل الخواص التالية صحيحة أم خاطئة
)الدالة ) 1 ): ln 2f x x−֏ معرفة على ] [2;+ ∞    
)الدالة) 2 ): ln 2f x x−֏ متناقصة تماما على ] [;0−∞   
)إذا كانت ) 3 ) ( )ln 3 3f x x= [ على−   :  فإن ∞−1;]

               ( ) 1
'

1
f x

x
=

−
    

 Dمتزايدة تماما و موجبة على مجال   fإذا كانت الدالة ) 4
lnفإن  f متناقصة على D.   
 Dو موجبة على مجال قابلة للاشتقاق   fإذا كانت الدالة ) 5

)فإن   ) '
ln '

f
f

f
= −   

         أجب بصحيح أم خاطئ مع التبرير
)الدالة ) 1 )2: ln 1f x x  متناقصة تماما على ֏−

] [1;+∞.  
)المعادلة ) 2 )2ln ln 3 4x x=   . ℝ تقبل حلين في+

1الدالة ) 3
:

2 1
F x

x −
1 المعرفة على֏

;
2

 − + ∞  
 

)أصلية للدالة  )1
: ln 2 1

2
f x x −֏  .  

)إذا كانت ) 4 ) lnf x x x=فإن ( ) 1
' 1f x

x
= +.   

[ المعرفة علىf دالة أصلية للدالة )5 [0;+ :  بـ∞
( ) ln 1f x x= [ المعرفة علىF  هي الدالة− [0;+ ∞   

    1
( )F x x

x
= −.  
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  الكفاءات المستهدفة
 .تعريف الدالة الأسية 

 .الدالة الأسية  معرفة خواص 

 .استعمال حاسبة لحساب قيم دوال أسية 

 .حساب نهايات تتضمن دوال أسية 

exp دراسة دوال من الشكل  u�.  
  
  


ر ���ت� �
�  

  : ر نبتة الفول و لخص نتائج الملاحظات في الجدول التاليقام المعهد الوطني للبحث في الفلاحة بمراقبة نمو جذو   
  

10  9  8  6  4  2  0  t 
83  82  80  50  37  4  1  y 

 
  . إلى طول الجذر بالميليمتر y إلى عدد الأيام بينما يرمز tيرمز

  .)لتراتيب  على محور ا0,2cm على محور الفواصل و 2cm( مثّل المعطيات في معلم متعامد ) 1

lnقدم الباحث روبارتسون نموذجا يربط نمو الجذور بعدد الأيام وفق الدالة ) 2 0,9( 2)
85

y
t

y

 
= − − 

  

 y  بـِ t الدالة التي ترفق h و لتكن y بدلالة tعبر عن ) أ

  . و مثلها بيانيا hأدرس تغيرات الدالة ) ب

  . t بدلالة yلكن الذي يهم الباحثين هو عبارة ) ج

  t  بـyِ الدالة التي ترفق k و لتكن  t بدلالة y عبر عن -     
  . و مثلها بيانياk أدرس تغيرات -     

   هل نموذج روبارتسون مناسب ؟-     

  .لن تجد أية صعوبة في نهاية الفصل للإجابة عن الأسئلة السابقة        
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a

b

0 1

1

x

y

a

b

 
  

   ا
	��ط ا�ول       
  

[ة و متزايدة تماما على     دالة اللوغاريتم النيبيري  مستمر [0;+ ∞   

  : و لدينا

         ( )
0

lim ln
x

x
→

= ) و ∞− )lim ln
x

x
→+∞

= +∞  

   b    إذن حسب مبرهنة القيم المتوسطة، من أجل كل عدد حقيقي

[ منaي وحيد يوجد عدد حقيقℝ   من [0;+ ) بحيث ∞ )ln a b= .  

)      بوضع  )expa b=نكون قد عرفنا هكذا دالة جديدة .  

  

  

   ".exp" و نرمز إليها بالرمز " الدالة الأسية "  تسمى هذه الدالة :تعريف      

[ منaمن أجل كل: لدينا إذن [0;+ )، ℝ  منb و من أجل كل∞ )ln a b= يعني ( )expa b=  

 حساب بعض الصور )1

): تاليةأحسب الأعداد ال • )exp 0 ،( )exp 1 ،( )exp ) و 2 )exp 3. 

) للعدد−310عين قيمة مقربة إلى • )exp 2. 


�� أن  •( ) ( )
1

exp 2
exp 2

− 
� إ�� �� ا����� ���� ��=�) �! �د−310 )exp 2−. 

  التمثيل البياني )2

)            نعتبر في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� ��

) المنحنيين )Cو ( )C    الممثلين على التوالي′

  ".ln" و " exp"  للدالتين 

)ماذا يمكن القول عن النقطتين  • )1 ;M x yو ( )1 ;M y x′حيث x،yعددان حقيقيان . 

• bعدد حقيقي و aبين أن النقطة. عدد حقيقي موجب تماما( );M a bتنتمي إلى المنحني ( )C  إذا ′

)وفقط إذا كانت النقطة );M b a′تنتمي إلى المنحني ( )C. 

)تستنتج بالنسبة للمنحنيينماذا  • )Cو ( )C   ؟′

)أرسم المنحني • )C ) ثم المنحني′ )Cفي نفس المعلم ( ); ,O i j
� ��

. 

[ منaبين أن من أجل كل • [0;+  : لديناℝ  منb و من أجل كل∞

( )exp ln a a=             و      ( )ln exp b b=   

 وضع تخمينات )3

) خمن إشارة •••• )exp x.  

 .ℝعلى  " exp" خمن اتجاه تغير الدالة  •

 .∞+ و عند∞−عند  " exp" خمن نهايتي الدالة  •
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   ���

      ا
	��ط ا

13,5a حيث a، bنعتبر العددين  .1 4,8b و = = 


*�� �*ل )*�(� أ)'& ا��%�$ع • a b+  ثم( )exp a b+. 


*�� �*ل )*�(� أ)'&  •( )exp a ،( )exp b    ثم الجداء( ) ( )exp expa b×. 

)قارن بين العددين  • )exp a b+  و( ) ( )exp expa b×. 

  "EXP"  مجدول و علما أن رمز الدالة الأسية هو باستعمال .2

 :أنجز و اتمم و رقة الحساب الموالية •

  

  
  

  

  

  
  

  

  

 .ضع تخمينا •

 .b وaمختلفة للعددينجرب صحة تخمينك من أجل قيم  •
 

   �
�

  ا
	��ط ا

  

  :بحيثℝ معرفة و قابلة للاشتقاق علىf نفرض وجود دالة:فرضية      

( )0 1f )، ℝ منx و من أجل كل= ) ( )f x f x′ =  

g وgعين علاقة تربط بين  .1  : في كل حالة من الحالات التالية′

• ( ): 3g x f x֏ 

• ( ):g x f x−֏ 

• 
( )
1

:g x
f x

֏ 

) بـِ ℝ المعرفة علىhنعتبر الدالة .2 ) ( ) ( )g x f x f x= − × 

)أحسب ،ℝ منxمن أجل كل • )g x′ .ماذا تستنتج ؟ 

)،ℝ منxبين أنه من أجل كل • ) 0f x ≠. 

)،ℝ منxبين أنه من أجل كل • ) ( )
1

f x
f x

− =.  
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 الدالة الأسية ↵

 تعريف. 1
   و التي ترفقℝهي الدالة المعرفة على " exp" رمز  باللها التي نرمز ةالدالة الأسي : تعريف  

) حيث y العدد الحقيقي الموجب تماماℝ منxبكل   )lnx y=.  
[ منy و من أجل كلℝ منxأجل كل      من  [0;+ ∞ ،( )expy x=  يعني   ( )lnx y=  

 xeالرمز. 2

)، nدد صحيح نسبيمن أجل كل ع  :خاصية   )ln ne n= 
):  لدينا nمن أجل كل عدد صحيح نسبي: البرهان   ) ( )ln lnne n e n= =  

)، nمن أجل كل عدد صحيح نسبي:   لدينا إذن )exp nn e=.  

)، إلى x  اصطلاحا نرمز، من أجل كل عدد حقيقي )exp x ِبـ xe.  

)، xمن أجل كل عدد حقيقي )exp xx e=  

   ".xأسية : " xe     تقرأ

 بعض خواص الدالة الأسية. 3

  : نستنتج الخواص التاليةxe الترميز  من التعريف و باستعمال

   : خواص  

                ( ℝ ،0xe منx من أجل كل1( >.  

                ( [ من y و من أجل كل ℝمن x من أجل كل2( [0;+ ∞ ،xy e= يعني ( )lnx y=.  

                ( )، ℝ منx من أجل كل3( )ln xe x=.  

                ( [ من x من أجل كل4( [0;+ ∞ ،( )ln xe x=.  

  :أمثلة  

)لدينا  • )ln 1 0  و منه =0 1e =. 

)لدينا  • )ln 1e 1e  و منه = e=.  

  : لديناb وaمن أجل كل عددين حقيقيين  : خواص أخرى  

                ( )5 a be e=  يعني   a b=.  

                ( )6 a be e<  يعني   a b<.  

  :البرهان  

• a be e=  يعني  ( ) ( )ln lna be e= أي a b=. 

• a be e<  يعني  ( ) ( )ln lna be e< أي a b<. 

  .ℝ  الدالة الأسية متزايدة تماما على:ملاحظة  
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  : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:1    تمرين محلول

( )2 3 3 2 1 1x x xe e+ − )    و  =− )5 3 3 1 2x xe e+ −> 
) المعادلة  :     طريقة ) ( )u x v xe e=   تعني    ( ) ( )u x v x=.  

)           المتراجحة   ) ( )u x v xe e>   تعني     ( ) ( )u x v x>.  

    :الحل

( 2 تعني 1( 3 3 2 1x x x+ − = 2  أي − 2 0x x+ −   .−2 و1 و لهذه المعادلة الأخيرة حلان هما=

) مجموعة حلول المعادلة  }هي إذن  1( }2;1S = −. 

( 5 تعني 2( 3 3 1x x+ > 2x أي − > −.  

)مجموعة حلول المتراجحة  [هي إذن  2( [2;S = − + ∞.  

  : حل المعادلة و المتراجحتين التالية:2تمرين محلول   

( )2 1 3 1xe − =     ،    ( )2 5 2xe + ≥ −    ،     ( )2 3 3xe + ≥  

  

  :طريقة   

)لحل المعادلة  • )u xe λ= 0 حيثλ )ل المعادلة  يكفي ح< ) ( )lnu x λ=. 

)لحل المتراجحة  • )u xe λ≥ 0 حيثλ ) يكفي حل المتراجحة < ) ( )lnu x λ≥.  

  :الحل

  ( 2 تعني 1( 1 ln 3x − 1 أي = ln 3

2
x

1مجموعة الحلول هي إذن . =+ ln 3

2
S

+ =  
 

.  

ℝ ،2 منx  من أجل كل 0xe + 2 و منه < 5xe + > )مجموعة حلول المتراجحة .− S هي إذن 2( = ℝ.  

  ( 2 تعني 3( ln 3x + ) أي ≤ )ln 3 2x ≥ )مجموعة الحلول هي إذن . − )ln 3 2;S = − + ∞  .  

  : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:3  تمرين محلول 

( ) ( )ln 2 1 2 1x − )    و  = ) ( )ln 2 1 2 2x − ≤  
  

) لحل المعادلة :طريقة    )ln u x λ=   على التوالي المتراجحة ( )ln u x λ≤  نقوم أولا بتعيين Dمجموعة   

)ع  معرفة من أجلها مu   الأعداد الحقيقية التي تكون الدالة ) 0u x ) المعادلةD ثم نحل في المجموعة< )u x e λ=  

)   على التوالي  )u x e λ≤.  

2 بحيثx هي مجموعة الأعداد الحقيقيةD :الحل 1 0x − 1 أي <

2
x 1 و منه <

;
2

D
 = + ∞  

.  

)، D منx من أجل كل 22 تعني 1( 1x e−  أي =
2 1

2

e
x

لحلول هي إذن مجموعة ا .=+
2 1

2

e
S

 +=  
 

.  

)، D منxمن أجل كل 22 تعني 2( 1x e−  أي ≥
2 1

2

e
x

مجموعة الحلول هي إذن  .≥+
21 1

;
2 2

e
S

 +=  
 

.  
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 خواص الجبريةال ↵

  الخاصية الأساسية. 1

b ، a وaمن أجل كل عددين حقيقيين :خاصية b a be e e+ =.  
   :البرهان  

α   لإثبات أن  β=0 معα 0β و < ln يكفي أن نثبت أن < lnα β=.  

a و ae ، be  الأعداد  be   . موجبة تماما+

) لدينا من جهة  )ln a be a b+ = ) و لدينا من جهة ثانية + ) ( ) ( )ln ln lna b a be e e e a b= + = +  

) و منه  ) ( )ln lna b a be e e+ aإذن . = b a be e e+ =.  

  .نقول عن الدالة الأسية أنها تحول مجموع إلى جداء

1x :أمثلة   xe e e +× =  ، 
2 22 2x xe e e− −= ×.  

  :نايتم تعميم هذه النتيجة إلى عدة أعداد حقيقية و هكذا يكون لدي :ملاحظة  

1a،2a،...،na  ،1من أجل كل أعداد حقيقية  2 1 2... ...n na a a a a ae e e e+ + + =.  

  نتائج. 2

 ، b وaمن أجل كل عددين حقيقيين :1نتيجة

1a
a

e
e

−      و     =
a

a b
b

e
e

e
− =.  

  :البرهان  

  : لديناa من أجل كل عدد حقيقي∗  
0 1a a a ae e e e− −× = = 1a    و بالتالي =

a
e

e
− =  

  : لديناb وaل كل عددين حقيقيين من أج∗  

( ) 1 a
a ba b a b a

b b

e
e e e e e

e e
+ −− −= = × = × =  

 :أمثلة  
2

2 3
3

x
x e

e
e

− =   ،  ( ) ( )
2 5

2 5 1 6
1

x
x x x

x

e
e e

e

−
− − + −

+ = =.  

)،  n نسبي و من أجل كل صحيحaمن أجل كل عدد حقيقي :2   نتيجة )na nae e=. 

   :البرهان  

)   العددان  )nae و naeموجبان تماما .  

):   لدينا من جهة ) ( ) ( )ln ln ln
na ae n e na e na  = = =  

):  و لدينا من جهة ثانية ) ( )ln lnnae na e na= =.  

) منه  و ) ( )ln ln
na nae e  =  

)إذن .  )na nae e=.  

) :أمثلة   )22x xe e=  ،  ( )33x xe e=.  
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    : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:1    تمرين محلول

( )2 2 3 5 1x xe e+ − )     و     = )2 1 11
2

2
x xe e− + − +>  

    :الحل

1 .( )  تعني 1( ) ( )2 2 3 5x xe + + − 3  أي  = 1 5xe − 3  و هذا يعني = 1 ln 5x − 1  أي = ln 5

3
x

+= 

)مجموعة حلول المعادلة  1:  هي إذن1( ln5

3
S

+ =  
 

  

2 . (    تعني  2(
2 1

1

1

2

x

x

e

e

− +

− + 1 لأن < 0xe − + ):    لدينا< ) ( )
2 1

2 1 1 2 1 1
1

x
x x x x x

x

e
e e e

e

− +
− + − − + − + + − −

− + = = =   

  و منه 
2 1

1

1

2

x

x

e

e

− +

− + 1  تعني  <

2
xe − 1  أي  <

ln
2

x
 − >  
 

lnذا يعني  و ه 2x− > ln أي − 2x <.  

)مجموعة حلول المتراجحة  [: هي إذن 2( [; ln 2S = −∞.  

  

  : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:2تمرين محلول   

( )2 6 0 1x xe e− − )    و  = )2 6 0 2x xe e− − >  
 

2 لحل معادلة من الشكل :     طريقة 0x xae be c+ + 2 أو متراجحة من الشكل = 0x xae be c+ + >:  

xXنضع  • e= 2 ثم نحل المعادلة 0aX bX c+ + 2 أو المتراجحة = 0aX bX c+ + >. 

xX انطلاقا من العلاقة xنعين قيم • e=.  

  :الحل

xXبوضع . 1 e=نحصل على المعادلة ذات المجهول X2:  التالية 6 0X X− − =. 

∆25 لدينا  2لمعادلة و منه حلول ا= 6 0X X− − 2X:  هما= ′ = 3X و − ′′ =.  

• 2xe = 0xe لا تقبل حلولا لأن − >. 

• 3xe ln  تعني  = 3x =. 

)لة مجموعة حلول المعاد }:  هي إذن1( }ln3S =.  

xXبوضع . 2 e=نحصل على المتراجحة ذات المجهول X2:  التالية 6 0X X− − >. 

2للمعادلة  6 0X X− − 2و بالتالي فإشارة . 3 و −2 جذران هما = 6X X−   : هي كالآتي−

+∞        3             2−          −∞  X  
    +        0       -      0+        2 6X X− −  

2حلول المتراجحة  6 0X X− − 2X:  بحيثX هي إذن الأعداد الحقيقية< < 3X  أو  − >.  
• 2xe < 0xe لا تقبل حلولا لأن − >. 

• 3xe ln  تعني  < 3x >. 

)مجموعة حلول المتراجحة [:  هي إذن2( [ln 3;S = + ∞.  
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2 3 4-1-2-3-4-5

2

3

4

5

6

-1
0 1

1

x

y ( )C 

 دراسة الدالة الأسية ↵
  النهايات. 1

 .0 هي∞− و نهايتها عند ∞+ هي∞+عند " exp" نهاية الدالة  :خواص
( )lim 1x

x
e

→+∞
= )   و  ∞+ )lim 0 2x

x
e

→−∞
= 

  :البرهان  

)نقبل دون برهان الخاصية •••• )1. 

X، نضع ℝ منxمن أجل • x= 1x و منه − X
X

e e
e

−= lim:لدينا. =
x

X
→−∞

= +∞ 

)و من الخاصية ):  لدينا1( )lim X

X
e

→+∞
= 1 و هكذا فإن ∞+

lim 0
XX e→+∞

=.  

limو بالتالي فإن، حسب المبرهنة المتعلقة بنهاية دالة مركبة،  0x

x
e

→−∞
=.  

 مشتقة الدالة الأسية. 2

):ℝ من xكل و لدينا من أجل ℝالدالة الأسية قابلة للاشتقاق على :    خاصية )exp xx e′ = 

) بـِ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة:البرهان   ) ( )ln expf x x=    .  

lnf نلاحظ أن  u= ) حيث � ): expu x x֏.  

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ تقبل الاشتقاق علىf الدالة ) ( )
( )

( )
( )

exp

exp

u x x
f x

u x x

′ ′
′ = =.  

) نعلم من جهة ثانية أن ) ( )ln xf x e x= ) و منه  = ) 1f x′ )، ℝ منxمن أجل كل  و هكذا فإن= )
( )

exp
1

exp

x

x

′
=.  

) و هذا يعني أن  ) ( )exp exp xx x e′ = =.    

  :نتائج  

ℝ،0xe منx كللأن من أجل ℝالدالة الأسية متزايدة تماما على •••• >. 

xxدالة أصلية للدالة  • e֏ على ℝ هي الدالة xx e֏نفسها .  

 التمثيل البياني. 3

+∞        1      0      −∞  x  
+                   ( )ln x′  

+∞  
             e  

                    1         
−∞  

  

ln x  
  

  

1y:  هي0معادلة المماس عند النقطة التي فاصلتها x= +. 
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2 3 4-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

) بـِ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة :1    تمرين محلول ) 2 32 xf x e − += +  

 .أطراف مجموعة تعريفها عند fعين نهايات الدالة. 1

 .fأدرس اتجاه تغير الدالة. 2

    :الحل

1 .( )lim 2 3
x

x
→−∞

− + = lim و بما أن ∞+ X

X
e

→+∞
= 2 فإن ∞+ 3lim x

x
e − +

→+∞
= ) و منه ∞+ )lim

x
f x

→+∞
= +∞. 

( )lim 2 3
x

x
→+∞

− + = lim و بما أن ∞− 0X

X
e

→−∞
2 فإن = 3lim 0x

x
e − +

→−∞
) و منه = )lim 2

x
f x

→−∞
=.  

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىfالدالة. 2 ) 2 32 xf x e − +′ = −. 

2بما أن  3 0xe − + )، ℝ منx فإن من أجل كل< ) 0f x′ <.  

 .ℝ متناقصة تماما علىfإذن الدالة

  

∗ المعرفة على f نعتبر الدالة:2ن محلولتمري   
ℝ ِبـ :( ) 1

1

x

x

e
f x

e

+=
−

) و ليكن )Cمنحنيها البياني .  

)لمستقيمات المقاربة للمنحنياستنتج ا.  عند أطراف مجموعة تعريفهاfعين نهايات الدالة. 1 )C. 

)أرسم المنحني.  ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة. 2 )Cفي معلم متعامد و متجانس .  

  )1: الحل

limلدينا  • 0x

x
e

→−∞
1 و منه =

lim 1
1

x

xx

e

e→−∞

+ = −
−

) إذن  )lim 1
x

f x
→−∞

= −. 

limنعلم أن  • x

x
e

→+∞
=   . و منه لدينا حالة عدم التعيين∞+

1 11 11
lim lim lim

111 11

x
x x x

xx x xx
xx

e
e e e
e

e
ee

→+∞ →+∞ →+∞

 + + +  = =
−   −− 

 

1 و بما أن
lim 0

xx e→+∞
) فإن = )lim 1

x
f x

→+∞
=. 

)لدينا  • )
0

lim 1 2x

x
e

→
+ ) و = )

0
lim 1 0x

x
e

→
− =. 

1xe نعلم أن  0x يعني> 1xe و> 0x يعني< > 

)و بالتالي  )
0

lim
x

f x
<→

= ) و ∞− )
0

lim
x

f x
>→

= +∞.  

)يقبل المنحني )Cثلاث مستقيمات مقاربة معادلاتها :   

 0x = ،1y = 1y و− =.  

2 (fقابلة للاشتقاق على المجالين ] [;0−∞،] [0;+ ∞   

)و لدينا  )
( )2

2

1

x

x

e
f x

e

−′ =
−

  f و بالتالي فالدالة

[ متناقصة تماما على كل من المجالين [;0−∞،] [0;+ ∞.  

  . فرديةf يمكنك إثبات أن الدالة:ملاحظة
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expدراسة دالة  ↵ u� 
 النهايات. 1

exp    لدراسة نهاية دالة  uنستعمل المبرهنة الخاصة بنهاية دالة مركبة� . 

  :مثال  

) بـِ ℝ المعرفة على fنعتبر الدالة        ) 2xf x e − +=.  

)لدينا  • )lim 2
x

x
→−∞

− + = lim و بما أن ∞+ X

X
e

→+∞
= 2lim فإن ∞+ x

x
e − +

→−∞
= ) أي ∞+ )lim

x
f x

→−∞
= +∞. 

)لدينا  • )lim 2
x

x
→+∞

− + = lim و بما أن ∞− 0X

X
e

→−∞
2lim فإن = 0x

x
e − +

→+∞
) أي = )lim 0

x
f x

→+∞
=. 

 تجاه التغيراتا. 2

exp  وu فإن للدالتينI دالة معرفة على مجالuإذا كانت :  خاصية uنفس اتجاه التغيرات�    

  .I على المجال

  :البرهان

  إذن حسب المبرهنة الخاصة باتجاه تغير دالة مركبة يكون. ℝمتزايدة تماما على المجال " exp" لدالة  نعلم أن ا

exp  وu للدالتين  u� اتجاه التغيرات على المجال   نفسI.  

  : مثال  

) بـِ ℝ المعرفة على fنعتبر الدالة        ) 2 1xf x e −=.  

expfنلاحظ أن  u= ) بـِ ℝ هي الدالة المعرفة علىu حيث � ) 2 1u x x= −.  

[ متناقصة تماما على المجال uبما ان الدالة  [ متناقصة تماما على المجالf فإن الدالة ∞−0;[ ];0−∞.  

] متزايدة تماما على المجال uبما ان الدالة  [0;+ ] متزليدة تماما على المجالf فإن الدالة ∞ [0;+ ∞. 

 المشتقة و دوال أصلية. 3

  : فإنI دالة قابلة للاشتقاق على مجالuإذا كانت :  خاصية

exp الدالة •                 uقابلة للاشتقاق على� Iو لدينا من أجل كل xمن I ،  

( ) ( ) ( ) ( )exp u xu x u x e′ ′=�.  

) الدالة •                 )u xx e֏  دالة أصلية للدالة   ( ) ( )u xx u x e′֏ على I.  

  :البرهان

 .يكفي تطبيق المبرهنة المتعلقة بمشتقة دالة مركبة •

)يكفي حساب مشتقة الدالة • )u xx e֏. 

  :مثال  

) بـِ ℝ المعرفة على fمشتقة الدالة • ) 2 1x xf x e + ) هي =+ ) ( ) 2 12 1 x xf x x e + +′ = +. 

) حيثFالدالة • ) 2xF x e ) حيثfة هي دالة أصلية للدال=− ) 2

2 xf x xe −=  .ℝ على −
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[ المعرفة على المجال f نعتبر الدالة:1    تمرين محلول [0;+ ) بـِ ∞ ) 2 lnxf x e +=  

 .∞+ و عند 0 عندfأدرس نهايتي الدالة

    :الحل

):لدينا • )
0

lim 2 ln
x

x
→

+ = ) لأن∞− )
0

lim ln
x

x
→

= lim و بما أن ∞− 0X

X
e

→−∞
2 فإن = ln

0
lim 0x

x
e +

→
= 

)و بالتالي  )
0

lim 0
x

f x
→

=  

):لدينا • )lim 2 ln
x

x
→+∞

+ = ) لأن∞+ )lim ln
x

x
→+∞

= lim و بما أن ∞+ X

X
e

→+∞
= 2 فإن ∞+ lnlim x

x
e +

→+∞
= +∞ 

)و بالتالي  )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

[ من x  يمكن ملاحظة أنه من أجل كل:ملاحظة  [0;+ ∞ ،( ) 2 ln 2 ln 2x xf x e e e e x+= = =  

  

) بـِ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة:2تمرين محلول    ) ( )2ln 1xf x e= ) و ليكن+ )Cمنحنيها البياني .  

)أحسب. 1 )f x′ثم استنتج اتجاه تغير الدالة f. 

)عين نقط المنحني. 2 )Cالتي يكون عندها المماس موازيا للمستقيم  (  ذو المعادلة ∆(
3

x
y =  

  :الحل

)، ℝ منxمن أجل كل. 1 )
2

2

2

1

x

x

e
f x

e
′ =

+
. 

2بما أن  0xe )، ℝ منx فإن من أجل كل< ) 0f x′   .ℝما على متزايدة تماf و منه الدالة<

)يكون المماس عند نقطة من. 2 )Cفاصلتها xموازيا للمستقيم ( )   يعني ∆( ) 1

3
f x′ = 

يكون لدينا إذن 
2

2

2 1

1 3

x

x

e

e
=

+
2 أي  26 1x xe e= 2 و هذا يعني + 1

5
xe 2 أي = ln 5x = ln و منه − 5

2
x = −  

)و بالتالي توجد نقطة وحيدة من )Cفاصلتها ln 5

2
x = )موازيا للمستقيم  يكون المماس عندها− )∆.  

 

) بـِ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة:3تمرين محلول    ) 2 3xf x e += 

  .−1 و التي تنعدم عند ℝ علىf للدالةgعين الدالة الأصلية 

  :الحل

)بوضع  • ) 2 3u x x= ) يكون لدينا + ) 2u x′ =  

)، ℝ منxو منه من أجل كل ) ( ) ( )1

2
u xf x u x e′= ×  

):  معرفة كما يليF دوالا أصلية ℝ  على f و بالتالي تقبل الدالة ) 2 31

2
xF x e c+=   . عدد حقيقي ثابتc حيث +

)لدينا  • ) 2 31

2
xg x e c+= ) و + )1 0g − )و منه  = )2 1 31

0
2

e c− + + 1 أي =
0

2
e c+  و بالتالي =

1

2
c e= ): نجد هكذا. − ) 2 31

2 2
x e

g x e += −.  
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  دوال الكلفة و الدالة الأسية   
   :الجزء الأول

] المعرفتين على المجالg وfنعتبر الدالتين      : كما يلي900;0[
( ) 0,0027500 xf x e=       و( ) 0,00215 xg x e=  

 .g دالة أصلية للدالة fبين أن الدالة . 1

[ المعرفة على المجال hنعتبر الدالة . 2 ) بـِ 900;0[ ) ( )f x
h x

x
=  

  .0عندh أدرس نهاية الدالة •

 . للمتغيرa من أجل قيمة b تقبل قيمة حدية صغرى  ثم بين أنهاh أدرس اتجاه تغير الدالة •

) في المعلم المتعامد المقابل رسمنا المنحنيين  )gCو ( )hC الممثلين   

) كما رسمناh وgللدالتين )D45 المستقيم ذو المعادلةy =. 

)بين أن المنحنيين. 3 )gCو ( )hCيتقاطعان في النقطة ( );I a b. 

]حل في. 4 ) المعادلة900;0[ ) 45g x  . حلها0x و ليكن=

)بين أن المعادلة. 5 ) 45h x   في2x و1x تقبل بالضبط حلين=

 ] ]0;900( )1 2x x< . 1عين المدور إلى الوحدة لكل منx2 وx.  

)بين أن . 6 )( ) ( )
1

0

45 0
x

g x dx f− =∫. 

 .2x وa ،0x ، 1xعين على محور الفواصل الأعداد. 7

 

  :   الجزء الثاني

  . وحدة  يوميا900يمكن أن يبلغ  إنتاج إحدى الورشات     

  . 7500DA كما أن مصاريفها الثابتة اليومية تقدر بـِ

  .45DAكل المنتوج اليومي يباع بحيث أن ثمن الوحدة هو

[ منxمن أجل كل ) وحدة بـِ x، تمت نمذجة الكلفة الهامشية لـ900ِ;0[ ) ( )mC x g x=.  

)بين أن الكلفة الإجمالية للإنتاج اليومي . 1 )C x ِمعرفة بـ ( ) ( )C x f x=. 

  .باستعمال نتائج الجزء الأول، استنتج الحيز المستوي الذي تمثل مساحته المصاريف اليومية الثابتة. 2

 .)ليل هذا الحيز في الشكل السابق يتم تظ( 

)ماذا تمثل القيمة . 3 )h x؟  

 .2x و1xلورشة يكون موجبا عندما يكون الإنتاج محصورا بينبرر، باستعمال التمثيلات السابقة ، أن ربح ا. 4

 . لهذا الربح 0,1تعطى قيمة مقربة إلى ). 401التي رتبتها ( 401أحسب الربح المحقق على إنتاج الوحدة. 5

)ماذا تمثل مساحة الحيز المستوي المحدد بالمنحني. 6 )gC المستقيم ،( )D0 و المستقيمين اللذين معادلتاهماx x= 

1xو x=؟      
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   سيةدراسة دالة تتضمن الدالة الأ   

):  بـℝِ المعرفة علىfنعتبر الدالة    ) 2
1

1

x

x

e
f x x

e
= + −

+
  

)  و ليكن  )Cتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O I J 1 حيث وحدة الطول هيcm .  

)ماذا تستنتج بالنسبة للمنحني.  فرديةfبين أن الدالة. 1 )C؟  

)، ℝ منx بين أنه من أجل كل∗.  2 ) 2
1

1x
f x x

e −= + −
+

 

 .∞+ عند f استنتج نهاية الدالة ∗     

)، ℝ منx بين أنه من أجل كل∗.  3 ) 2
1

1x
f x x

e
= − +

+
 

) بين أن المستقيم ∗      1y ذو المعادلة∆( x= ) مستقيم مقارب للمنحني− )C  عند +∞.  

) حدد وضعية المنحني ∗      )Cبالنسبة للمستقيم المقارب ( )∆. 

] على المجالf اتجاه تغير الدالة سأدر. 4 [0;+  . ثم شكل جدول تغيراتها∞

)عين معادلة لـِ . 5 )dمماس المنحني ( )C0 عند النقطة التي فاصلتها. 

)أرسم . 6 )d ، ( )∆ ، ( ) و ∆′( )C حيث ( ) هو المستقيم المقارب للمنحني∆′( )Cعند −∞. 

) مساحة الحيز المحدد بالمنحني 2cm ثم أحسب بـِ ℝ علىfعين دالة أصلية للدالة . 7 )Cالمستقيم ، ( )∆ 

0x و المستقيمين اللذين معدلتاهما  1x و= =.   
 

  دراسة متتالية تتضمن الدالة الأسية   

)نعتبر المتتالية العددية:   الجزء الأول )nu المعرفة على ℕ  بحدها العام كما يلي: 
1

2
3

n

nu e
− +

=  

] المعرفة على المجالfأدرس اتجاه تغير الدالة. 1 [0;+ ) بـِ ∞ )
1

2
3

x
f x e

− +
= 

)استنتج اتجاه تغير المتتالية. 2 )nu. 

)ية بين أن المتتال. 3 )nuهندسية يطلب تحديد حدها الأول و أساسها . 

ℕ ،0 من nنضع من أجل كل . 4 1 ...n nS u u u= + + +. 

 .n  بدلالةnSأحسب  •

) بحيث يكون  nلطبيعيعين العدد ا • )
1

3
10

2
1

1n

e
S e

e

−

= × −
−

  

)،  ℕ من nمن أجل كلنضع :    الجزء الثاني )lnn nv u=  

)ما هي طبيعة المتتالية . 1 )nv الأول و أساسها ؟ حدد حدها. 

nS عن المجموع nعبر بدلالة . 2 0 علما أن  ′ 1 ...n nS v v v′ = + + +. 

160 بحيث يكون  nعين العدد الطبيعي. 3

3nS ′ =.  
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  موضوع محلول

4:  بـℝالمعرفة علىf ة         نعتبر الدال
( )

1 x
f x x

e
= +

+
  

  .  ∞+ و عند∞− عندfنهايتي الدالة احسب .1        

)' احسب-أ.2         )f x حيث 'fهي الدالة المشتقة للدالة f.  

)' ادرس إشارة -         ب )f xو شكل جدول تغيرات الدالة f.  
)نرمز بـ. 3         )Cالبياني للدالةليإلى التمث f في المستوي المنسوب إلى معلم ( ; , )O i j

� �
  

) بين أن المنحني -          أ )C يقبل المستقيم D الذي معادلته y x= و يقبل المستقيم ∞+كمقارب مائل عند ،'D   

4y معادلته الذي             x=   .∞−كمقارب مائل عند+
) ادرس وضعية المنحني-          ب )C بالنسبة إلى كل من Dو 'D    

)بين أن المنحني. 4        )Cيقطع محور الفواصل في نقطة واحدة فاصلتها α حيث ] [4; 3α ∈ − −.  

)ارسم . 5        )C.  

x:  4بحيث يكون من أجل كل عدد حقيقي  bو a نعين العددين الحقيقيي- أ . 6       

1 1

x

x x

be
a

e e
= +

+ +
  

  .ℝ علىf استنتج دالة أصلية للدالة -          ب

)للحيز المحدد بالمنحني A احسب المساحة -    جـ )Cو المستقيم Dو المستقيمين اللذين معادلتاهما   

        0x 1x و = =.    

  

                                                                  تعاليق        حل مختصر

  1  .lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞ و lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  

 - أ.2  
2

2

( 1)
'( )

( 1)

x

x

e
f x

e

−=
+

  .ℝ متزايدة تماما علىf ، الدالة 

] يكفي أن تبين أن -أ. 3   ]lim ( ) 0
x

f x x
→+∞

− =    

]و    ]lim ( ) ( 4) 0
x

f x x
→−∞

− + =  

) المنحني -ب   )C فوق D و تحت 'D.  

  انظر الشكل. 5  
)- أ. 6  4)a ) و= 4)b = −  

  

  

  

  

  :    المعرفة بـF هي الدالة ℝ علىf دالة أصبية للدالة - ب 

           
2

( ) 4 4 ln(1 )
2

xx
F x x e= + − +  

2 3-1-2-3

2

3

-1

0 1

1

x

y

( )C

)' لاحظ أن • ) 0f x ≥  
  

 لدراسة الوضعية ادرس إشارة •

]الفرق ]( )f x x− و إشارة 

]الفرق ]( ) ( 4)f x x− +    

  

 مستمرة  متزايدة تماما fالدالة •

]على ]4; 3− − ، 

)و 4). ( 3) 0f f− − <  

) لا تنسى أن تحسب   • 4)f −  

)    و  3)f −  

• [ ]
1

0

( )A f x x dx= −∫  

•(1) (0)A F F= −  
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  إرشاداتمع  موضوع

   :Aالجزء     

)     المنحني  )Cالبياني لدالةل في الشكل الموالي هو التمثي f معرفة على{ }0−ℝ في المستوي المنسوب إلى معلم  

)متعامد و متجانس       ; , )O i j
� �

1y محور التراتيب و المستقيم الذي معادلته ، ) مقاربان للمنحني = )C.  

  . مجموعة التعريفأطرافعند fاقرأ بيانيا نهايات الدالة . 1     

  :حل بيانيا كل من . 2     
))أ            ) 1f x ))  ؛       ب= ) 1f x >  

):  معرفة على بـ fنقبل أن الدالة   : Bالجزء       )
1

x

x

e x
f x

e

+=
−

  

:  تحقق أن -أ. 1      
1

( )
1

1

x

x

e

xf x

e

+
=

−
  

lim نقبل أن -       ب
x

x

e

x→+∞
= lim ، جد من جديد إذن ∞+ ( )

x
f x

→+∞
  

) إشارة x  ادرس ، حسب قيم  - أ. 2      )1xe −  

1 حل المترجحة-         ب
1

x

x

e x

e

+ >
−

  

] بين أن - أ.3       ]lim ( ) 0
x

f x x
→−∞

+ =  

   ماذا تستنج ؟-      ب

)المنحني ادرس وضعية . 4      )C بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلته y x= −  
  
  

  إرشادات

  

  

     A 1.المطلوب حساب أربع نهايات .  

) لتحظ فواصل نقط تقاطع المنحني -  أ.2       )C 1مع المستقيم الذي معادلتهy =.  

   1 عين فواصل نفط المنحني التي ترتيبها أكبر تمام من -          ب

     B. 1.ضع - أ xe كعامل مشترك في البسط و في المقام أو استعمل العبارة المقترحة لتصل إلى العبارة المعطاة .  

   استعمل العبارة السابقة-            ب

1 حل هذه المتراجحة يؤول إلى حل - ب .2       0
1

x

x

e x

e

+ − >
−

  -أ.2استعمل جدولا للإشارة و نتيجة السؤال.

 ).4لاحظ أن معادلته معطاة في السؤال.( فكر بالمستقيم المقارب المائل - ب .3      
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  ا
�ا
� ا���� ـ 1

موعة تعريف في كل حالة من الحالات التالية عين مج      
  : xللمتغير الحقيقي   fالدالة 

1(( ) xf x e−=              2؛( ( ) 2x xf x e   ؛=+

3( ( )
1

xf x e=              4؛ (( ) xf x e= ؛

5(( ) 1
x

f x
xe

)) 6؛             = ) x xf x e e−= −.  

  : التالية  المعادلاتℝحل في       

    1 (2xe =          2(  2x xe e=   

    3 (2 3 1xe− + =       4 (( 2)( 2) 0x xe e− + = 
    :ن المعادلتين التاليتيℝحل في      

    1 (2 1
3

1

x

x

e

e

+ =
−

          2(  1
2

2 1

x

x

e

e

+ =
−

  

  : التالية  المعادلاتℝ       حل في 

1 (2

x
xe e− =             2 (0,5 62 1xe− + =  

3( 0,01 4 2xe e+ =         4 (0,4 10 0xe− + =  

  : التالية  المعادلاتℝ      حل في 
1 (2ln 9x =             2 (2ln(2 ) 0x =  

3( 2ln(2 ) 0x x+ =         4 (ln( 1) 4x + =  
  : المتراجحات التاليةℝحل في      

  1 (3xe ≥      2( 1xe ≥ −        3( 2 5xe ≥  
2         حل في 

ℝالجملة التالية  :  

          
2

2 1

x y

x y

e e e

e e

 − =


+ =
        

  : المتراجحات التاليةℝحل في      

  1 (3xe ≥      2( 1xe ≥ −        3( 2 5xe ≥  

  : المتراجحتين التاليةℝ       حل في 

      1 (3 2xe + ≥ −           2 (0,1 2 2xe− + ≥    
      3 (4 210xe− + −≤         4 (0,01 0,05xe− <  

  : المتراجحتين التاليةℝحل في       
1 (( )ln 1 2x + <           2 (( )ln 4 2 3x− ≥  

3( ( )ln 3 2 1x + ≤          4 (1
ln 1

1x
  > − 

  

  ا
$#اص ا
!� �� ـ 2

  :       أكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية

  2ln3e ،  4ln( )e− ،  3ln e ،  ( )exp ln 2  

  :       بسط العبارات التالية

    5 5 5 57 3 9A e e e e− −= + − −     

      
( )25 3

5

7 3

21

e e
B

e−

×
=  

      ( )23 32C e e= +  

    ( ) ( )2 23 32 2D e e= − − +      

  : بين ما يليx        من أجل كل عدد حقيقي 

       1 (1 1

1 1

x x

x x

e e

e e

−

−

− −=
+ +

     

      2   (3 1 2
3

1 1

x

x x

e

e e

+ = −
+ +

  

  :التالية المعادلاتℝفي حل       

1 (2 4 0x xe e− =           2(  2 2 1x xe e− = −  
3( 22 3 0x xe e+ =          4( 2 3 ln 2x xe e+ = −  

  :التالية  المتراجحاتℝفي حل       

1 (1 0xe− >                2 (2 1 2 0xe− +− + ≤  

3( 2xe− − ≥                4 (
1

1
2 1

x
e

+
≥  

2:المعادلةℝحل في . 1       2 3 0t t− − =  

  :استنتج حل المعادلتين التاليتين. 2

2)  أ 2 3 0x xe e− − 2)      ب= 3 0x xe e−− − =  

  : التالية  المعادلاتℝ      حل في 

1 (2 4 4 0x xe e− + =  2( 2x xe e−+ =  

3 (4 24 3 0x xe e− + = 4 (21 6x x xe e e−+ =  

2 المعادلةℝحل في .1        4 5 0x x− − =   

  : لمعادلات التاليةℝاستنتج الحلول في  .2

)ln) أ 3) ln( 1) 3ln 2x x− + − =   
ln)2) ب ) 4 ln 5 0x x− − =  

4) جـ 5x xe e−− =  

  : التالية  المتراجحاتℝ      حل في 

1 (2 2 8 0x xe e− − >          2( 0x xe e−− >  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

8 

7 

10 

15 

9 

11 

16 

12 

14 

13 

17 

18 

19 
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           3 (( 1)( 3) 0x xe e− − ≥   

2حلل كثير الحدود . 1        6 8X X− +   

2:  المتراجحةℝي فحل . 2 3 3 8x x xe e e− > −  

  تحقق من أن  . 1      

   3 22 2 1 ( 1)( 1)(2 1)X X X X X X− − + = + − −   
3 : المتراجحة ℝحل في . 2 22 2 1 0x x xe e e− − + >  


#ر��       �%&   

22:لمعادلة اℝفي حل ) 1 5 2 0t t− + =  

2حل في ) 2
ℝ الجملة : 

22 5 2 0

2

x x

x y

e e

e e

 − + =


× =
  


#ر��      �%&   

3: المعادلةℝفي حل ) 1 22 7 3 0t t t− + =  

3 : المعادلة ℝحل في ) 2 22 7 3 0x x xe e e− + =  

#ر��      �%&   

2حل في ) 1
ℝ الجملة : 

1 0

ln 2 ln 1

x ye e

x y

+ − =


− =
  

2        حل في 
ℝالجملتين التاليتين  :  

1 (
5 3 3

7 4 2

x y

x y

e e

e e

− −

− −

 + =


− =
         2 (

1 2

2 1

x y

x y

e e e

e e

−

−

 =


=
  

  درا�� ا
�ا
� ا���� ـ 3

 fلية نهاية الدالة ادرس في كل حالة من الحالات التا      
  ∞+و عند∞−عند

1(( ) xf x e−=                2 (( ) 22 xf x e=    

3 (( ) x xf x e e−= +         4 (( ) 2xf x x e= +  

     fدالة معرفة علىℝ بـ( ) 21 x xf x e e= + +   

  .∞+ و عند∞− عندfادرس نهاية الدالة 

     f دالة معرفة علىℝ بـ( ) 2x xf x e e= −  

  .∞−عند fادرس نهاية الدالة .1

  :x تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي - أ. 2
         ( ) ( )2 1x xf x e e−= −  

  .∞+ عندf استنتج نهاية- ب  

   fهاية الدالة  ،ادرس  ن30  و 29 في التمريتين من •

       ( ) 1

2 1

x

x

e
f x

e

−=
+

   ∞+ و عند∞−، عند

       ( ) ( )3xf x x e= −   .∞+  و عند∞− ، عند−

باستعمال المبرهنات حول النهايات ن عين النهايات      

  :التالية

1(2lim ( )x

x
x e

→+∞
+        2( lim ( 4 )x

x
x e

→−∞
− +  

3( 1
lim ( 2 )x

x
e

x→+∞
−       4 (1

lim
2 xx

x

e→−∞

+ 
 + 

    

   : بـِ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة      

             1
( )

1

x

x

e
f x

e

−=
+

  

  .فسر النتيجة بيانيا.∞− عندfهايةتدرس ن.1

x:  1بين انه من أجل كل عدد حقيقي .2
( )

1

x

x

e
f x

e

−

−

−=
+

  

  .فسر النتيجة بيانيا .∞+ عندfنهاية استنتج

      f علىدالة معرفة∗
ℝ بـ ( ) 1

1

x

x

e
f x x

e

+= −
−

  

)احسب. 1 )
0

lim
x

f x
→> و ( )lim

x
f x

→+∞
  

1yبين أن المستقيم الذي معادلته. 2 x=  مقارب لمنحني −

  .∞+ عندfالدالة 

  . فرديةfبين أن الدالة .3
) استنتج -أ.4 )

0
lim

x
f x

→< و ( )lim
x

f x
→−∞

.  

  يقبل مستقيما مقاربا مائلا f أن منحني الدالة استنتج - ب

  . يطلب تعيين معادلة له∞−عند

      fدالة معرفة علىℝ بـ:( ) 2 1 xf x x e−= + −  

2الذي معادلته Dبين أن المستقيم  .1 1y x= مقارب  +

)للمنحني  )C الممثل للدالةfعند +∞.  

)ادرس وضعية المنحني. 2 )Cبالنسبة إلى  D.  

     fدالة معرفة علىℝ بـ( ) 22 3 xf x x e−= − + +  

2yالذي معادلته Dبين أن المستقيم   x= مقارب  −

)للمنحني  )C الممثل للدالةfعند +∞ .  

، احسب الدالة المشتقة  42 إلى 36 في التمارين من •

'f للدالة f  على المجالI .  
        ( ) xf x xe=     ،                  I = ℝ  

        ( ) ( )2 3 xf x x e= − ،          I = ℝ  

       ( ) ( )2 1 xf x x x e= + + ،          I = ℝ  

23 

24 

25 

20 

21 

22 

26 

27 
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         ( ) 1xe
f x

x

−=،                 I ∗= ℝ  

        ( ) 3 2

1

x

x

e
f x

e

−=
+

               ، I = ℝ  

         ( )
x

x

e
f x

e x
=

−
               ، I = ℝ  

      ( ) ( )( )1 2x xf x e e= − +         ،I = ℝ  

      f معرفة علىدالة ℝ بـ: ( ) 1 xf x x e= + +  

  . f ادرس تغيرات الدالة.1
  .∞+ وعند∞−عند fادرس نهاية الدالة .2

  . fشكل جدول تغيرات الدالة .3
  . fأنشئ في معلم متعامد التمثيل البياني للدالة .4

      f دالة معرفة على[   :كما يلي ∞+;0]

             ( ) 1
1

2
xf x x e−= + −  

  . f ادرس تغيرات الدالة -أ.1
  .∞+عند  f ادرس نهاية الدالة - ب

) بين أن المنحني- أ. 2 )C الممثل للدالةf لم يقبل في مع

  . يطلب تعيين معادلة له∞+عند  Dمستقيما مقاربا 

) ادرس وضعية المحني- ب )C بالنسبة للمستقيم D.  

)المحني و D أرسم  المستقيم .3 )C.  

      fدالة معرفة علىℝبـ   ( )
4

4

3

1

x

x

e
f x

e

−=
+

  

xبين أنه من أجل كل.1 ∈ℝ،( )
4

4

1 3

1

x

x

e
f x

e

−

−

−=
+

.  

  .∞+ و عند∞−عندf عين نهاية الدالة.2

)احسب. 3 )'f xو ادرس إشارتها.  

  ℝ علىfشكل جدول تغيرات الدالة. 4

      fدالة معرفة علىℝبـ ( ) ( )
4 3

2 1

x

x

e
f x

e

+=
+

  

)و )Cالمنحني الممثل لها في معلم   

   اللذين معادلتاهما على الترتيبD و∆لماذا المستقيمين.1
3

2
y 2y و = ) مقاربان للمنحني= )C؟ 

) احسب -أ.2 )'f x من أجل كل عدد حقيقي x.   

   .f ادرس تغيرات- ب

)و D ، ∆ ارسم- ج )C.  

   :  بـ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة       

          5
( ) 1

1 2x

x
f x

e
= − −

+
   

  ∞+ و عند∞−عند f عيين نهايتي -أ.1

4 الذي معادلتهD بين أن المستقيم - ب
2

x
y = − + 

  .∞−عندf الممثل للدالة fCمقارب للمنحني 

   .D و fCية لـادرس الوضعية النسب

 ∞+ عند∆ يقبل كذلك مستقيما مقارباfC بين أن -جـ

  .يطلب تعيين معادلة له
   .fبدون حساب المشتقة ، ادرس اتجاه تغير الدالة. 2

أعط .يقطع محور الفواصل في نقطة واحدةfCبين أن .3

  . لفاصلة هذه النقطة0,1مدورا إلى 

  . في معلم متعامد و متجانسfC و∆ ،Dارسم .4

expرا�� ا
�ا
� د ـ 4 u�  

، احسب الدالة  51إلى   48في التمارين من  •      

  .ℝالمعرفة على  f للدالة f'المشتقة 

      1( ( ) 2 3xf x e +=     2 (( ) ( )1 xf x x e−= − −                      

      1 (( )
2

1

1
x

f x

e
−

=
+

   2( ( ) ( )2 21 xf x x e= −   

      1( ( )
1

1

x

xf x e
+
−= 2 (( )

1

2

1 1
1 xf x e

x x

− = + + 
                             

على fة بدون حساب المشتقة ، ادرس اتجاه تغير الدال      

  المجموعة المعطاة
   1 (1( ) 2 xf x x e −= +    ℝ         على+

   2 ( 1( ) xf x x e −= −   ℝعلى          +
   3  (2( ) 3 2xf x e x+= − +   ℝ  على  −

   4 ( 1
( ) xf x e

x
−= [على            + [0;+ ∞   

   5 ( 3( ) 2 x xf x e e− += −   ℝ      على+

       f دالة معطاة بجدول تغيراتها التالي و علما   

)        أن  1) 0f − =  

39 

40 

41 

42 

43 

53 

48 

51 

49 
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52 
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+∞      2        −∞    x  

          ln 4  
   
0                     −∞  

( )f x  

:  بـ ℝ المعرفة على gاستنتج تغيرات الدالة .1 
( )( ) f xg x e=  
   .gحدد القيمة الحدية للدالة . 2

  ∞+و عند ∞− عند g عين نهايتي الدالة . 3

  .gشكل جدول تغيرات الدالة .4

اني معطى  ، تمثيلها البيℝ دالة معرفة علىf      لتكن 
 C،و محور الفواصل مقارب للمنحني في الشكل التالي

   .∞+عند

  

  
  

  

  

  ∞+ و عند∞− عندf بقراءة بيانية ، عين نهايتي- أ. 1

 ∞+ و عند∞− عندgايتي الدالة استنتج نه- ب

]حيث ]: exp ( )g x f x֏   

):حل بيانيا .2 ) 0f x )  ثم= ) 0f x ≥.  
) استنتج حلول- ب ) 1g x )  ثم= ) 1g x ≥.  

 .g ثم جدول تغيراتfشكل جدول تغيرات .3

  :   بـ ℝالمعرفة على f      نريد  دراسة الدالة 

             
2 2( ) x xf x e +=  

)2: بـ ℝ المعرفة على gنعتبر الدالة.1 ) 2g x x x= +   

  في معلم متعامد gارسم القطع المكافئ الممثل للدالة

  .gو متجانس وأعط تغيرات

  :gمستعملا الدالة .2
  .f ادرس تغيرات-أ

  ∞+ و عند∞− عندf عين نهايتي- ب

  .في نفس المعلمf ارسم المنحني الممثل للدالة -جـ

   ادرس تغيرات الدالة المعرفة على باستعمال المشتقة     

1 (2( ) x xf x e e= −   2 (2( ) 3 1 xf x x e− += − −  

3 (( )
2

x

x

e
f x

e−=
+

        4 (
2

( )
1

x

x

e
f x

e
=

+
  

 في كل حالة من ℝعلىf       جد دالة أصلية للدالة 

  :الحالات التالية

1(( ) 2 1xf x e x= − +  

2( 2 2 3( ) xf x x e− += +  

3( 2( ) 2 1x xf x e e= − +  

4( 0,01( ) 3( 1)xf x e= +  

  : ـ   بℝ المعرفة على f      نعتبر الدالة

       ( ) ln(1 )xf x e x= + −   
  fاحسب مشتقة الدالة. 1
   :المعرفة بـ g للدالة ℝاستنتج دالة أصلية على .2

        2
( )

1x
g x

e
=

+
         

  :  بـ ℝ المعرفة على f      نعتبر الدالة

           
1

2( ) ( 2)
x

f x x e= −  
  fاحسب مشتقة الدالة. 1

   :المعرفة بـ g للدالة ℝاستنتج دالة أصلية على  .2

          
1

2( ) 0,03.
x

g x e=  
  :  بـℝ المعرفة على f      نعتبر الدالة

     2( ) (2 3) xf x x e= +  
  : على بـ ℝالدالة المعرفة g لتكن 

       2( ) ( ) xg x ax b e= +  
   عددان حقيقيان b و a حيث 

  .f للدالة ℝأصلية على g حتى تكون الدالة b وaعين
  :xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي . 1      

               1
1

1 1

x

x x

e

e e
= −

+ +
   

استنتج .2
1

0

1

1 x
I dx

e
=

+∫  
        احسب التكاملات 

    1 (
ln3

ln2

xe dx∫                 2 (
2

2 3

1

xe dx+
∫   

    3( 
2

1
2

0

( 1) x xx e dx++∫      4 (
1

2
0 1

x

x

e
dx

e +∫  

54 
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)في معلم متعامد و متجانس         ; , )O i j
� �

 C ، المنحني

]قابلة للاشتقاق على معرفة و fممثل لدالة ]0;4  

 و يقبل مماسا أفقيا عند النقطة التي A(2;0)يشمل النقطة
  .3فاصلتها

في كل حالة f(4) وf(3) ،الصور b وaعين العددين 

  :من الحالتين التاليتين

1(( ) ( ) xf x ax b e= +     2( ( ) xf x ax be= +  
  :  بـ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة        

                   4
( )

2

x

x

e
f x ax b

e
= + −

+
   

)منسوب إلى  معلم متعامد و متجانسالمستوي  ; , )O i j
� �

 

Eهي النقطة التي إحداثياتها (ln 2; ln 2)  

 حتى يشمل المنحني الممثل b وaعين العددين .1

 و يقبل في هذه النقطة مماسا موازيا E النقطةfللدالة
  .لحامل محور الفواصل 

  . المحصل عليهاfادرس تغيرات الدالة.2

   :  بـ ℝ المعرفة علىf نعتبر الدالة        

        ( ) ( )x xf x e e a b= + +   
   عددان حقيقيان ثابتانb وa حيث 

  : معطى كما يليf جدول تغيرات 
+∞          0       −∞    x  

              0  '( )f x  
3-  

  
( )f x  

)'احسب.1 )f xبدلالة a.  
مات المتوفرة في جدول  مستعينا بالمعلوb وa عين-ا.2

  .التغيرات

  ∞+ عندf و عين نهايةf(0) احسب- ب

  . أنقل ثم أكمل جدول التغيرات-جـ

)المعادلةℝحل في .3 ) 0f x   .ةفسر بيانيا النتيج.=
  :استعن بجدول التغيرات لحل.4

)) أ ) 4f x ≥ ) )  ب− ) 0f x ≤  

  


#ر�� &       �%.  

  :1زءالج

]قابلة للاشتقاق على المجالfالدالة .1 [0;+  ، نرمز ∞

  ها المشتقة إلى دالتf'بـ

)'احسب )f x من أجل كل عدد حقيقي xمن [ [0;+ ∞.  

]متزايدة تماما علىfاستنتج أن الدالة .2 [0;+ ∞.  

limعين .3 ( )
x

f x
→+∞

  

]علىf شكل جدول تغيرات الدالة -أ.4 [0;+ ∞.  

) حيثα نقبل أنه يوجد عدد حقيقي وحيد- ب ) 0f α =   

]على fأعط إشارة الدالة  [0;+ ∞.  

 القيم مدورة إلى تعطى(انقل ثم أتمم الجدول التالي-أ.5
410−.(  

1,33  1,325  1,32 x  
      ( )f x  

) حيث−210 مدورة إلىα استنتج قيمة- ب ) 0f α =  

  :2الجزء

] المعرفة علىgةالدالنعتبر . 1 [0;+ :  بـ ∞
3( ) ln( 4)xg x e x−= − +  

]قابلة للاشتقاق على المجالg الدالة -أ [0;+  ، نرمز ∞

   إلى دالتها المشتقةg'بـ

)'احسب )g x من أجل كل عدد حقيقي xمن [ [0;+ ∞.  

] الدالة علىg ادرس اتجاه تغير- ب [0;+ استعمل (∞

  )1نتائج الجزء

احسب التكامل.2
3

0

( )f x dx∫ أعط قيمته المضبوطة ثم 

  .−210بة مدورة إلىقيمته المقر

  :  بـ ℝ المعرفة علىfالدالة      نعتبر 

          ( ) ( 2)x xf x e e= −  
  .∞+د و عن∞− عندfاحسب نهايتي الدالة . 1
  .fادرس اتجاه تغير الدالة.2

)اكتب معادلة المماس.3 )T للمنحني ( )C الممثل للدالة

fعند النقطة التي فاصلتهاln 2.  

)ارسم .4 )T و ( )C في معلم متعامد و متجانس   
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( ; , )O i j
� �

.  

            ℝعلىf جد دالة أصلية للدالة - أ. 5

) احسب مساحة الحيز المحدد بالمنحني- ب )C و محور 

  .الفواصل ومحور التراتيب

] المعرفتين على gوf      نعتبر الدالتين   : بـ −6;2[

  ( ) 1xf x e x= − −  و  ( ) ( 2)(1 )xg x x e−= + +  

من كل f، استنتج إشارة fتغير الدالةادرس اتجاه  .1

] منxعدد حقيقي  ]2;6−.  

] منxبين أنه من كل عدد حقيقي .2 ]2;6− :  

        ( )
'( )

x

f x
g x

e
=    

  .gاتجاه تغير الدالة استنتج

)ليكن.3 )C المنحني الممثل للدالةg  في معلم متعامد  

)و متجانس  ; , )O i j
� �

 المستقيم ∆، و ليكن )1cmالوحدة (

2yالذي معادلته x= +         .   

)ادرس وضعية المنحني )Cبالنسبة إلى المستقيم ∆.  

)ارسم .4 )C و ∆.  

  :  بـ ℝ المعرفة علىfالدالة       نعتبر 

         6
( )

1 5 x
f x

e−=
+

  

)تحقق أنه يمكن كتابة )f x6 على الشكل
( )

5

x

x

e
f x

e
=

+
  

)نسمي )C المنحني الممثل للدالةf  في معلم متعامد  

)جانس و مت ; , )O i j
� �

  )1cmالوحدة (

  .∞+ و عند∞− عندf عين نهايتي الدالة -أ.1
)'احسب) ب )f xو استنتج اتجاه تغير الدالة f.   

  .f شكل جدول تغيرات-جـ

)عين معادلة المماس.2 ) للمنحني∆( )C عند النقطة التي 

   .0فاصلتها 

 ثم 4 ، 3 ، 2 ، 1 ، -1 ، - 2مثل النقط التي فواصلها . 3

)ارسم ) و∆( )C.  

)نعتبر المتتالية.4 )n n
u

∈ℕ
  : المعرفة بحدها العام كما يلي

      6
( )

5n n
u f n

e−= =
+

  

) ما هو اتجاه تغير المتتالية-أ )nu؟هل المتتالية ( )nu   

  متقاربة؟

5,999nuحيث n عين أصغر عدد طبيعي - ب >.  

):بـℝ المعرفة علىGنعتبر الدالة .5 ) ln( 5)xG x e= +   

)' أحسب-أ )G x   

و التي تنعدم من أجل f للدالة F استنتج دالة أصلية - ب

0x =.  

#ر�� &      �%.  

] المعرفة علىrالدالةنعتبر    :  بـ 12;0[

         0,1( 2)( ) (900 ) xr x x e− −=  
   :Aالجزء

[ المعرفة على fالدالةنعتبر  .1    :بـ 12;0[

             [ ]( ) ln ( )f x r x=  

):بين أن  ) ln(900) ln 0,1( 2)f x x x= + − −  
   :بين أن .fإلى مشتقة الدالة f'نرمز بـ . 2

             10
'( )

10

x
f x

x

−=  

[من xادرس إشارة من اجل كل عدد حقيقي .3 ثم 12;0[

[علىfشكل جدول تغيرات الدالة ]0;12.  

عبر عن . r إلى مشتقة الدالة r'نرمز بـ  .4

'fبدلالة'r ثم بين أن '( )f x  '( )r x لهما نفس الإشارة 

[من xمن اجل كل عدد حقيقي  ]0;12.  

[على rاستنتج تغيرات الدالة .5 ]0;12.  

 تقبل قيمة حدية r الدالة 0xمن أجل أية قيمة.6

  .مدورة على الوحدة0xعظمى؟احسب قيمة

  :Bالجزء 

  : المعرفة بـRبين أن الدالة .1

              0,1( 2)( ) 9000( 10) xR x x e− −= − +   
] علىr  دالة أصلية للدالة ]0;12  

] علىr للدالةmrاحسب القيمة المتوسطة.2 ]0;12   

:  المعرفة بـ
12

0

1
( )

12mr r x dx= ∫  

 −210بة إلىتعطى أولا القيمة المضبوطة ، ثم القيمة المقر

  .بالزيادة

  

68 

69 

70 



 178

8 12 16

40

60

80

-20

0 4

20

x

y


#ر�� &      �%.    

] المعرفتين على gوfنعتبر الدالتين [0;+   : بـ ∞

( ) 1xf x e= 3 و −
( )

1x
g x

e
=

+
  

] قابلتان للاشتقاق علىgوfالدالتان [0;+ ∞.  

)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  ; , )O i j
� �

  

) ممثلة بالمنحني fالدالة.1  )Cاليفي الشكل الت:  

  

  

  
  

  

  

  
  

 مبدأ O أعط معادلة للمماس لهذا المنحني عند النقطة -أ

  .المعلم

) في المعلمT ارسم المستقيم - ب ; , )O i j
� �

.  

   g(0) احسب-أ.2

  .سيرا بيانيا ، أعط تف∞+عند g عين نهاية الدالة - ب

  . على و شكل جدول تغيراتهاg ادرس تغيرات الدالة-جـ

) في المعلم f للدالةΓ ارسم التمثيل البياني-د ; , )O i j
� �

   

)القراءة البيانية تبين أن المعادلة .3 ) ( )f x g x= تقبل على
  . mالمجال حلا واحدا نرمز له بـ 

) مثل في الشكل النقطة التي إحداثياتها-أ ; ( ))m f m.  
ln بين ، بالحساب أن - ب 2m =.  

:نعتبر العدد التالي. 4
ln2

0

( )A g x dx= ∫   

يز من المستوي الذي  في الشكل السابق ، ضلّل الح-ا

  . Aهي ) بوحدة المساحات(مساحته
]القابلة للاشتقاق علىG لتكن الدالة - ب [0;+  المعرفة ∞

):بـ  ) 3 3ln( 1)xG x x e= − +  

]على gأصلية للدالة Gبين أن الدالة  [0;+ ∞.  

  .A احسب -جـ

] المعرفة علىfالدالة        نعتبر     :  بـ 20;4[

         0,25 5( ) ( 4) xf x x e− += −  

fCتالي تمثيلها البياني في معلم متعامد معطى في الشكل ال:  

  

  
  

  

  

  

  
  

   :Aالجزء 

]من xبين أنه من اجل كل عدد حقيقي  .1 ]4;20 :  

      0,25 5'( ) ( 0,25 2) xf x x e− += − +  
ثم شكل جدول تغيراتها fاستنتج اتجاه تغير الدالة  .2

]على ]4;20.  

0,25معرفة بـ الF بين أن الدالة - أ. 3 5( ) 4 xF x xe− += −  

] علىfأصلية للدالة ]4;20.  

 احسب - ب
20

4

( )f x dx∫  

  :Bالجزء 

مؤسسة تسوق منتوجا حيث سعر التكلفة لوحدة إنتاجية هو 

400DA.حدة إنتاجية معطى نفرض أن عدد المشترين لو

0,25: بـ  5xN e− +=   
  . هو ثمن البيع لوحدة إنتاجية مقدرا بمئات الدنانير xحيث 

 تعطي الفائدة Aالمعرفة في الجزء fبين أن الدالة . 1

  .المحققة من طرف المؤسسة ، مقدرة بمئات الدنانير

ة أي ثمن يجب أن تبيع المؤسسة الوحدة الإنتاجية الواحد.2

أعط القيمة مقربة (لتحقق فائدة عظمى؟ما هي هذه الفائدة ؟
  .)بالزيادة

  .أعط تفسيرا بيانيا لهذه النتيجة

احسب القيمة المتوسطة للفائدة من .3

]أجل ]4;20x   ).تعطى النتيجة مقربة بالزيادة.∋
  

71 

2

2

3

4

0 1

1

x

y

( )C 

72 



 179

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14-1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

-1
0 1

1

x

y

12�34  

#ر��      �%&  
] المعرفة علىfالدالةنعتبر   :Aالجزء [0;+   :  بـ ∞

          
0,4

20
( )

1 15 x
f x

e−=
+

  

  .تقبل الاشتقاق على هذا المجالfنقبل أن الدالة 

  .فسر بيانيا النتيجة.∞+ عندfعين نهاية.1

] متزايدة على المجالfبين أن الدالة.2 [0;+ ∞.  

  :Bالجزء 

للإنتاج على " الكلفة الإجمالية " هي الدالة  fالدالة 

]المجال   بالدينار لمنتوج14;0[

Γيلها البياني في معلم متعامد معطى في الشكل التالي تمث:  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

للمنتوج ، مقدرة بالأطنان محصورة بين   qمن أجل كمية 

:  ، نضع إذن14 و 0
0,4

20
( )

1 15 q
f q

e−=
+

  

]من qمن أجل كل  )، النسبة14;0[ )f q

q
تسمى الكلفة 

  .طن من المنتوج qلإنتاج المتوسطة 

]من qمن أجل .1  qالنقطة ذات الفاصلة  Q،لتكن  14;0[

  .f لدالة Γمن التمثيل البياني

)بين أن معامل التوجيه المستقيم )OQ يساوي الكلفة    

)المتوسطة )f q

q
.  

  .المؤسسة تبحث لتجعل الكلفة المتوسطة للإنتاج صغرى.2

 التي تحقق  كلفة متوسطة qبقراءة بيانية  عين قيمة 

  .صغرى ، ثم عين  هذه الكلفة


#ر��     �%&   

  : بـ ℝ علىالمعرفتينg وfتينالدالنعتبر 

   5( ) 30 xf x e−=     5   و( ) 1xg x e= +  

  .ℝقابلتين للاشتقاق علىg وfنقبل أن 

  .ℝمتناقصة تماما علىfبين أن الدالة . 1

  .ℝمتزايدة تماما علىgبين أن الدالة  .2

ارسم في نفس المعلم المتعامد التمثيلين البيانيين للدالتين .3

fو g المجالعلى[ ]0;0,5  

 وحدة على محور الفواصل 1 من أجل 20cm: الوحدة

  . وحدة على محور التراتيب1 من 0,5cmو

  :   المعادلةℝالهدف من هذا السؤال حل في .4

     ( ) ( )f x g x=....( )E   

) بين أن المعادلة -أ )Eتكتب كما يلي  :  

      ( ) ( )25 5 30 0x xe e+ − =   

2 المعادلةℝ حل في - ب 30 0X X+ − =.  

ln استنتج أن -جـ 5

5
) الوحيد للمعادلة هو الحل )E.  

في هذا السؤال نعتبر الجزء من المستوي تحت محور . 5

  .الفواصل

ضلّل في الشكل البياني المرسوم ، الحيز الواقع تحت 

 و  المحدد gو تحت منحني الدالة fمنحني الدالة 

xقيمين اللذين معادلتاهمابالمست 0,5x و = =.  

  . لهذا الحيزA المساحة 2cm احسب بـ- 

  .0,1 ثم قيمة مقربة إلىA أعط القيمة المضبوطة لمساحة - 
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#ر��       �%&   
  :Aالجزء

)المنحني )fC  هو التمثيل البياني في المستوي المنسوب إلى

]معرفة على fمعلم متعامد لدالة    :   بـ5;0[

        0,7 2,1( ) xf x e− +=   

)المنحني )gC هو التمثيل البياني لدالة gعرفة على م

[ ):   بـ5;0[ ) 0,5 0,7g x x= +   

] قابلتين للاشتقاق على g وf نقبل أن الدالتين ]0;5  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

):  الدالة المعرفة بـhنسمي .1 ) ( ) ( )h x f x g x= −  

)'احسب -أ )h x حيث 'h هي الدالة المشتقة للدالة h 

]على ]0;5. 

)' ادرس إشارة- ب )h x من أجل كل x  من 

[ ] رتيبة تماما على المجالhاستنتج أن الدالة .5;0[ ]0;5.  

) برر أن المعادلة -جـ ) 0h x  على α تقبل حلا واحدا =

]المجال  −310وأعط باستعمال حاسبة قيمة مقربة إلى 5;0[

  .αللعدد

 −210 استنتج من الدراسة السابقة القيم المدورة إلى-د

) لـFلإحداثيات نقطة التقاطع  )fC و ( )gC.  

2,17α:في ما يلي نأخذ.2 ) و= ) ( ) 1,79f gα α= =  

;0) لتكن النقط -أ ( ))C f α و ( ;0)E α. أعط قيمة  

 مقدرة بوحدة OCFE لمساحة المستطيل −210مقربة إلى

  .المساحات

فسر بيانيا العدد - ب
0

( )f x dx
α

∫  

 أحسب -جـ
0

( )f x dx
α

 و أعط قيمته المقربة α بدلالة∫

  .−210إلى 

   :Bالجزء

 ، تمثل دالة الطلب لمنتوج Aالمعرفة في الجزء f الدالة 

)، حيث  )f x و  هو الثمن بآلاف الدنانيرx الكمية المنتجة 

  . و المعدة للاستهلاك بهذا الثمنمقدرة بالأطنان

 ، تمثل دالة العرض لهذا Aالمعرفة في الجزء gالدالة 

)حيث  المنتوج )g x و  هو الثمن بآلاف الدنانيرx الكمية 

  .المنتجة مقدرة بالأطنان و المعدة للبيع بهذا الثمن

سوق ، الثمن الذي تكون من أجله نسمي ثمن الموازنة في ال

الكمية المطلوبة من قبل المستهلكين تساوي الكمية 

  .المعروضة من قبل المنتجين

 الكمية المبادلة في 0q إلى ثمن الموازنة و 0pنرمز بـ

  :  في الوضعية المدروسة لينا إذن.السوق بهذا الثمن

      0 0( ) ( )f p g q=.  

  .0q و 0p قيمتي Aاستنتج من نتائج الجزء .1

أكثر من (كل المستهلكين الجاهزين لدفع ثمن أعلى .2

 المقتصد غمجموع المبل.يحققون فائدة اقتصادية) 0pالثمن

: هلكين يسمى فائض الإنتاج معرف كما يليمن المست
0

0 0

0

( )
q

f x dx p q−   . مقدر بآلاف الدنانير∫×

  : في التمثيل السابق -أ

  . على محوري الإحداثيات 0q و 0p عين قيمتي - 

 ضلّل الحيز الذي مساحته- 
0

0 0

0

( )
q

f x dx p q− ×∫   

  . أحسب ، بآلاف الدنانير، فائض الإنتاج- ب
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#ر��      �%&   

  :Aالجزء 

] المعرفة و القابلة للاشتقاق علىfلتكن الدالة    :  بـ20;0[

       2 2( ) 4 3 7xf x e x−= − +  

] متزايدة على المجالfبين أن الدالة.1 ]0;20  

]على المجالfشكل جدول تغيرات الدالة . 2 ]0;20  

  :Bالجزء 

]المعرفة و القابلة للاشتقاق علىhلتكن الدالة    : بـ20;0[

        2( ) 85 6 14xh x e x−= − −  

0xن أنه من أجل كل بي-أ.1 ≥: 212 14xe− <  

]علىhاستنتج تغيرات الدالة - ب و شكل جدول 20;0[

  .تغيراتها

) بين أن المعادلة-أ.2 ) 0h x  على α تقبل حلا واحدا=

]المجال ] و أن20;0[ ]6;7α ∈.  

   .6,07 بالزيادة هيα لـ−210بين أن قيمة مقربة إلى.3

  αفي كل الجزء المتبقي من المسألة نعتبر هذه القيمة لـ

)عين إشارة. 4 )h xعلى [ ]0;20.  

  تطبيق إقتصادي: Cلجزء 

 جهاز xفي مؤسسة ، كلفة الإنتاج مقدرة بآلاف الدنانير لـ 

)xمعطاة بالعلاقة)  مقدر بالمئات:  
2 2( ) 4 3 7xC x e x−= − ] من أجل + ]0;20x ∈  

 ، بين أن 850DAاز يباع بسعر موحد قدرهعلما أن الجه

 جهاز منتج و xالفائدة المحققة من طرف المؤسسة من أجل 

 :مباع  مقدرة بآلاف الدنانير معطاة بـ
2 2( ) 3 7 85 4xB x e x x−= − + −  

] على B ادرس اتجاه تغير الدالة -أ.2 ]0;20.  

 حتى تحقق المؤسسة ةنتجة و المباع عين الكمية الم- ب

  .فائدة قصوى ، أعط هذه الكمية مدورة إلى الوحدة

 عين باستعمال الحاسبة الكميات التي تنتج و  تباع -جـ

  .حتى لا تعمل المؤسسة بخسارة


#ر��       �%&  
  :Aالجزء 

] المعرفة علىfنعتبر الدالة    :  بـ5;0[

        2 0,2( ) 9 15 xf x x e −= − −  
)' احسب. f  إلى مشتقة الدالة f'نرمز بـ. 1 )f x و 

]ادرس إشارتها على ]0;5  

)بين أن المعادلة. 2 ) 0f x  على α تقبل حلا واحدا=

]الالمج ]0;5.  

   .−210 سعته αأعط حصراَ للعدد

]على مجال fالقيمة المتوسطة لدالة . 4 ];a bمعطاة بـ :  

         1
( )

b

a

f x dx
b a− ∫.  

]على fة المتوسطة للدالة القيم احسب ]0;5.  

  :Bالجزء 

في مؤسسة اقتصادية ، كلفة الإنتاج مقدرة بآلاف الدنانير 

  :  هي)  مقدرةبالمئاتxالعدد ( وحدة منتجة  xلـ 

           2 0,2( ) 9 15 xC x x e −= − −  
0، و لكن 200DAكل وحدة إنتاجية تباع بـ

 فقط من 090

  .الإنتاج هي التي تباع

 وحدة 500علما أن المؤسسة لا تستطيع إنتاج أكثر من .1
   ؟ xينتمي  Dإنتاجية، إلى أي مجال 

 x بآلاف الدنانير من أجل إنتاج R تحقق أن الدخل - أ. 2
): وحدة معطى بـ ) 18R x x=.  

 بين أن الفائدة بآلاف الدنانير المحصل عليها من إنتاج - ب
x  وحدة معطاة بالدالةB  المعرفة علىD بـ  :  

      2 0,2( ) 9 15 xB x x e −= − −  
   :Aاستنتج من الجزء .3

 العدد الأدنى من الوحدات التي تنتجها المؤسسة حتى -أ

  .تحقق فائدة
 500لاف الدنانير، من أجل  القيمة المتوسطة للفائدة ،بآ- ب

أعط النتيجة مدورة إلى .(وحدة إنتاجية الأولى المصنوعة

  ).الوحدة
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
صحيحة حدد هذه إجابة واحدة سؤال يتضمن  لك       

  الإجابة  
4 العدد .1 2xe   : يكتب على الشكل+

))أ )22
2

1
x

e
e

))ب      × )22xe 4) جـ     + 2xe e+  

) إذا كانت .2 ) lnxf x e x−=   : فإن+
lim)أ ( )

x
f x

→+∞
= ) ب    ∞+

0
lim ( ) 1
x

f x
→

=  

 )جـ       
1

lim ( ) 2
x

f x e
→

=  

3 المتراجحة.3 1 2 3x xe e− + −   :جموعة حلول تقبل كم>+
[)أ [; 2−∞ ])ب   − [2;− + 2) جـ    ∞ ;e− + ∞   

0إذا كان . 4 a b<   : فإن>

1) أ
a

b

e

e
a) ب      > be e− 1) جـ       >−

a

be <  

   :   بـℝ دالة معرفة على fلتكن         
        ( ) 2 5xf x e x−= + +.   

عند fفي معلم معادلة المماس للمنحني الممثل للدالة  .1
  : معادلته0النقطة التي فاصلتها

7y)أ x= − 3 )ب  + 7y x= 7 )جـ    + 1y x= −  
  :جدول تغيراتها هو التاليg نعتبر دالة .2

7                           5        x  
1  

                           3-  g  

) نضع  )( ) g xh x e=   
] ليست معرفة علىh) أ ]5;7  

] متناقصة تماما على h )ب ]5;7  

] متزايدة تماما على h) جـ ]5;7  

1 مجموعة حلول المتراجحة المضاعفة.3 8xe− <  :هي>
[)أ [0;3ln [) ب  2 [;3ln [)جـ  ∞−2 [ln8;+ ∞  

4. uدالة معرفة ℝبـ  على  :   
        

22 6 1( ) (2 3) x xu x x e + += +  
  : هي ℝعلىu للدالة Uدالة أصلية 

) أ
22 6 1( ) 1x xU x e + += ) ب −

22 6 11
( ) 3

2
x xU x e + += +  

) جـ      
22 2 6 1( ) ( 3 ) x xU x x x e + += +  

  ح أم خاطئح أم خاطئصحيصحي
   :  بـℝمعرفة على ال f        نعتبر الدالة

            ( ) 1xf x e−= −  
( )Cهو المنحني البياني الممثل للدالة f في معلم متعامد 

  ℝ علىf على مشتقة الدالة f'نرمز بـ.ومتجانس

  ℝ علىf إلى الدالة الأصلية للدالةFو نرمز بـ

  تالية صحيحة أم خاطئةاذكر إن كانت العبارات ال
1.   (ln 2) 3f = −  
2.  lim ( ) 1

x
f x

→+∞
= −  

3.  
0

1

( ) 1f x dx
−

>∫  

]متزايدة على المجال Fلدالة    ا.4 ]1;0.  

): ،لديناx من اجل كل عدد حقيقي .5 ) 1 xF x e x−= − −  
):  بـℝ المعرفة على fة       لتكن الدال ) xf x x e−=.  

  إن كانت العبارات التالية صحيحة أو خاطئة ،حدد 
  .برر الأجوبة

):ℝ منx من أجل كل .1 ) ( ) 0f x f x× − ≤  
)':ℝ منxمن أجل كل  .2 ) ( ) xf x f x e−+ =  
)ℝ:1 منx من أجل كل .3 )f x e−≤  
4. lim '( )

x
f x

→−∞
= −∞  

1xتقبل قيمة حدية عظمى عند f الدالة .5 =.  
  :  بـℝ المعرفة على f      لتكن الدالة 

          2( ) 1 xf x e− += − +.  

أجب بصحيح أم خاطئ على الجمل الرياضية التالية ، 

  .مبررا إجابتك

  .ℝمتناقصة تماما على  fالدالة  .1
2.lim ( )

x
f x

→+∞
= −∞  

[سالبة تماما على  f الدالة .3  و موجبة تماما على ∞+,2]

] [;2−∞  

1yيقيل المستقيم الذي معادلته   fدالة  منحني ال.4 = − 

  .∞+كمستقيم مقارب عند 

) الدالة .5 ): f xx e֏متزايدة تماما على  ℝ. 
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  الكفاءات المستهدفة
 .aدراسة الدالة اللوغاريتم للأساس 

 .حل مشكلات متعلقة بإيداع أو تسديد تتدخل فيها اللوغاريتمات أو الأسيات 

 .دراسة دوال القوى 

  .معرفة و تفسير النهايات الخاصة بالتزايد المقارن 
  
    

   و ثمن   Qالباحثون إلى إدراج دالة طلبه التي تعبر عن العلاقة بين الكمية المطلوبة  لدراسة مبيعات منتوج ما توصل    
   تعطى بحسب1929 – 1915على سبيل المثال دالة الطلب لمادة القطن في إحدى الدول في الفترة  .  p الوحدة    
  : الباحث هونري  شولتز بالعلاقة التالية    

                        
0,49

0,59
Q

p
=  

  :أوجد الطلب في الحالات التالية  )1
 p = 56)     دp = 53)     جp = 40)      ب p = 20) أ

    : أوجد  ثمن الوحدة في الحالات التالية) 2
 Q = 0,3)    جQ = 0,22)    ب Q = 0,15) أ

): مثل بيانيا الدالة ) 3 )p Q p֏  
  

المثال تبين أهمية الدالة الأسية في دراسة ظواهر اقتصادية و توقع نتائج مستقبلية قصد اتخاذ إن دراسة هذا  
  .قرارات مسبقة حفاظا على توازن السوق 

و الذي يهم بالدرجة الأولى هو قراءة الأرقام . لن تجد أية صعوبة في نهاية الفصل للإجابة عن الأسئلة السابقة  
  .ل عليها في الأجوبة قصد ترييض الظاهرة في المعطيات و النتائج المحص

 
 
 

0

1

2

3

4

5

6

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49


 ا�
	�ة �� �����p 

 �����Q ا���� 



 184

 
  

   ا
	��ط ا�ول       
[ المعرفة على المجالaf، نعتبر الدالة1 موجب تماما و مختلف عنaمن أجل كل عدد حقيقي    [0;+   : يلي كما∞

( ) ( )
( )

ln

lna

x
f x

a
=  

0a: لماذا في رأيك وضع الشرطان. 1 1a و <  .10f وef ؟ تعرف على الدالتين ≠

 : بين أنnمن أجل كل عدد صحيح نسبي  وx ،y كل عددين حقيقيين موجبين تمامامن أجل . 2

        ∗( ) ( ) ( )a a af x y f x f y× = +    ∗( ) ( )a a a

x
f f x f y

y

 
= − 

 
   ∗ ( ) ( )n

a af x nf x= 

[ منxبملاحظة أنه من كل. 3 [0;+ ∞ ،( ) ( ) ( )1
ln

lnaf x x
a

= × 

 ).نميز حالتين  (  afعين اتجاه تغير الدالة •

)أحسب. ∞+ و عند0 عند afعين نهايتي الدالة • )af aو  ( )1afثم شكل جدول تغيراتها . 

)أرسم المنحني • )aCالممثل للدالة af ن نميز حالتي(   في معلم متعامد و متجانس.(  

   "loga"  و نرمز إليها بالرمزa  الدالة اللوغاريتم للأساسaf تسمى :تعريف      

  

   ���

      ا
	��ط ا

 3تعريف القوى الحقيقية للعدد  )1

)أكتب العدد . بيا عددا صحيحا نسnليكن • )ln 3n بكيفية أخرى ثم استنتج أن ln33n ne=.  

ln33nالدستور  ne=هذا التمديد يفرض علينا طرح السؤال التالي.  يمنحنا فكرة تمديد مفهوم القوى:  
   ؟x كل عدد حقيقي من أجل3xكيف يمكن تعريف 

x ،ln33xنضع، تعريفا، من أجل كل عدد حقيقي xe=  

 : لكل عدد من الأعداد التالية−210عين، باستعمال حاسبة،  المدور إلى  •
1

33،3e ،
2

53
−

 23 و

 بعض الدساتير )2

 ،n و من أجل كل عدد صحيح نسبيx،yبين أنه من أجل كل عددين حقيقيين         

3)        أ 3 3x y x y+× ))            ب= )3 3
nx nx=3)               جـ

3
3

x
x y

y
−=  

  دالة جديدة) 3

  أرسم على شاشة حاسبة بيانية التمثيل البياني  •
:للدالة  3xf x ֏. 

 .fأدرس اتجاه تغير الدالة •

 .∞+ و عند∞− عندfعين نهايتي الدالة •

 

3xxتسمى الدالة  :تعريف         .3الدالة الأسية ذات الأساس " ֏
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   �
�

      ا
	��ط ا

]الدالة المعرفة علىدراسة . 1 [0;+ ) بـِ ∞ ) 3f x x= 

 . و شكل جدول تغيراتهاfأدرس تغيرات الدالة ••••

)أرسم •••• )Cالتمثيل البياني للدالة fفي معلم متعامد و متجانس . 

3لمعادلة ا. 2 3x = 

3 بين أن المعادلة •••• 3x ] في المجالα  تقبل حلا وحيدا = [0;+ ∞. 

 .α للعدد−210باستعمال حاسبة بيانية عين حصرا سعته ••••

3: هو إذن العدد الموجب الوحيد الذي يحققα العدد:نتيجة       3α =.  

3 و نرمز إليه بالرمز3 الجذر التكعيبي للعددα يسمى العدد 3.  

3x حيث x العدد الموجب الوحيدa نسمي الجذر التكعيبي للعدد الموجب:تعريف       a=ِ3 و نرمز إليه بـ a.  

 حساب بعض الجذور التكعيبية .1

3: عين الأعداد التالية •••• 8 ، 3 125  ،  3 1000  ،  3
8

27
. 

3:  للعددين−210 عين حصرا سعته •••• 3 و 2 11. 

  :برهن العلاقات التالية ••••

33) أ 16 2 2= 3)        ب× 3 32 5 10× )     جـ=
3

3

3

15
3

5
=. 

 3باستعمال قوى حقيقية للعدد . 2

لقد عرفنا في النشاط الثاني العدد 
1

بين أن . 33
1

3 33 3=.  

  ا
	��ط ا
�ا��     
  

) مقارنة. 1 )ln xو  nx 

] حاسبة بيانية خمن على المجالباستعمال [0;+ ∞  

) الأوضاع النسبية للمنحني الممثل للدالة )lnx x֏  

x بالنسبة لمنحنيات الدوال  x֏ ، 2x x֏ 3 وx x֏  
ln بين  ثم قارن xو  nx1 من أجلn =،2n 3n و= =  

 

 nx  وxe مقارنة. 2

] حاسبة بيانية خمن على المجالباستعمال [0;+ ∞  

xx الأوضاع النسبية للمنحني الممثل للدالة e֏  
x بالنسبة لمنحنيات الدوال  x֏ ، 2x x֏ 3 وx x֏  

1n من أجلnx  و xe بين  ثم قارن =،2n 3n و= =  
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2 3 4 5

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

( )3logy x= 

( )1

2

logy x= 

 aدالة اللوغاريتم للأساس ↵

  aتعريف دالة اللوغاريتم للأساس. 1
  .1 عدد حقيقي موجب تماما و مختلف عنa :تعريف

[ و المعرفة علىloga الدالة التي نرمز إليها بالرمزaنسمي دالة اللوغاريتم للأساس [0;+ ∞   

): كما يلي ) ( )
( )

ln
log

lna

x
x

a
=  

aإذا كان • e= فإن ( ) ( )log lna x x= لأن ( )ln 1e   ".ln"  هي الدالة eإذن دالة اللوغاريتم للأساس. =

10aإذا كان  •    " log"  دالة اللوغاريتم العشري و نرمز إليها بالرمز 10 تسمى دالة اللوغلريتم للأساس=

logخواص الدالة. 2
a

 

[ من x،yكلمن أجل  :   خواص [0;+   : لديناnمن أجل كل عدد صحيح نسبي و ∞
   ( )1 ( ) ( ) ( )log log loga a ax y x y× = +  

  ( )2 ( )1
log loga a y

y

 
= − 

 
)   و    ) ( )log log loga a a

x
x y

y

 
= − 

 
  

  ( )3 ( ) ( )log logn
a ax n x= 

logالتغيرات و التمثيل البياني للدالة. 3
a

  

[ منx  من أجل كل [0;+ ∞ ،( ) ( ) ( )1
log ln

lna x x
a

= ) و هي من الشكل × ) ( )log lna x k x=   : و منه×

0إذا كان • 1a< ) فإن > )ln 0a [ متناقصة تماما على المجالloga و بالتالي تكون الدالة> [0;+ ∞. 

1aإذا كان • ) فإن < )ln 0a [ متزايدة تماما على المجالloga بالتالي تكون الدالة و< [0;+ ∞. 

[ قابلة للاشتقاق علىlogaالدالة  • [0;+ [ منx و لدينا من أجل كل∞ [0;+ ∞،( ) ( ) ( )
1

log
lna x

x a
′ = 

+∞            1    a       0  x  

                                +∞  
                         1  

                  0  
  

−∞  

  
( )loga x  

  

+∞       a         1        0  x  

+∞     
             1    

                       0  

−∞  

  
( )loga x  
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    : حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:1تمرين محلول   

( ) ( ) ( )0,5 0,5log 2 2 log 3 1x x+ = )    و  + ) ( ) ( )0,5 0,5log 2 2 log 3 2x x+ > +  

  ).على التوالي المتراجحة (  مجموعة تعريف المعادلة D نبدأ أولا بتعيين:طريقة

  :الحل

)تكون المعادلة. 1 2 حيث x معرفة من أجل كل عدد حقيقي1( 2 0x + 3 و< 0x + > 

1x و هذا يعني  > 3x و − > [ و منه مجموعة تعريفها هي − [1;D = − + ∞.  

)،D منxمن أجل كل 2 تعني 1( 2 3x x+ = 1x أي +   D ينتمي إلى1 و بما أن =

}فإن مجموعة الحلول هي }1S =.  

)مجموعة تعريف المتراجحة . 2 [ هي 2( [1;D = − + ∞.  

)،D منxمن أجل كل 2 تعني 1( 2 3x x+ < 0,5 لأن + 1x  أي >1    و بالتالي>

[فإن مجموعة الحلول هي [1;1S = −.  

):  حل المعادلة التالية:2تمرين محلول    ) ( )2
2 log log 6 0x x+ − =      

)لحل معادلة من الشكل     :طريقة ) ( )2
log log 0a x b x c+ + =     0 معa logX  نضع≠ x=.  

2  نقوم بعد ذلك بحل المعادلة    0aX bX c+ +   . في حالة وجودهاx   ثم نستنتج قيم=

[هي  مجموعة تعريف المعادلة :الحل [0;D = + ∞.  

logXبوضع x=22ادلة نحصل على المع 6 0X X+ − 3 و−2 ذات الحلين=

2
. 

log 2x = ) تعني − )2log log 10x 210x أي =− −=.  

3و 
log

2
x ln تعني  = 3

ln10 2

x ) أي  = ) ( )2 3ln ln 10x 2 و هذا يعني = 310x 310x و منه = = .  

}مجموعة الحلول هي  }2 310 ; 10S −=.  

[ المعرفة على f نعتبر الدالة:3تمرين محلول    [1;+ ) : بـِ∞ ) ( )22 log 1f x x= − + −   

) انطلاقا من التمثيل البياني للدالةf ثم أرسم المنحني الممثل للدالةfعين اتجاه تغير الدالة )2logx x֏.  

  :الحل

) وfللدالتين   )2log 1x x   نفس اتجاه التغير֏−

)كما أن الدالة )2log 1x x    هي مركب الدالة֏−

1x x ) متبوعة بالدالة ֏− )2logx x֏و بما أن   

)هاتين الدالتين متزايدتين فإن الدالة )2log 1x x −֏  

[لمتزايدة تماما على المجا [1;+   fو عليه فالدالة  ∞

[متزايدة تماما على المجال [1;+ ∞.  

   هو صورة المنحني الممثل للدالةfمنحني الدالة

( )2logx x֏بواسطة انسحاب شعاعه ( )1; 2u −
�
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+∞                              0  x  
+∞  

  
                                    0  

  
nx  
  

 

 قوى عدد حقيقي موجب تماما ↵

)نعلم أن .  عدد صحيح نسبيn عدد حقيقي موجب تماما وa:تمهيد   )ln lnna n a= و بالتالي lnn n aa e=.  

ln  وبما أن  1e x ،lnxن من أجل كل عدد حقيقي فإ= x ee e=. 

  تعاريف .1

lnbنضع  :1تعريف b aa e=من أجل كل عددين حقيقيين aو b 0 حيثa  .  كيفيb و<
   "b قوى a" أو   "   b أس ba " :a يقرأ  :ملاحظة      

3 :مثال       3 ln 22 3,3219e= ≈     
  .1عدد حقيقي موجب تماما ومختلف عنa :2      تعريف          

) بـِ ℝ المعرفة علىf                 تسمى الدالة ) lnx x af x a e=   .a ، الدالة الأسية ذات الأساس=

 قواعد الحساب .2

[ من a،bمن أجل كل  :                خواص [0;+    : لديناℝ من x،y و من أجل كل∞

                ( ) ( )ln ln 1xa x a=    ( )2x y x ya a a +=    ( )1
3y

y
a

a
− =   ( )4

x
x y

y

a
a

a
−=       .  

                ( ) ( )5
yx xya a=             .( ) ( )6

x x xab a b=                 .( )7
x x

x

a a

b b
  = 
 

.  

lnxيتم إنجاز مختلف البراهين باستعمال العلاقة (   16 أنظر التمرين رقم   :البرهان    x aa e=.(   
 

 الدالة الجذر النوني .3

:الدالة :تمهيد   n
nf x x֏حيث ، n ،عدد طبيعي غير معدوم   

]المجال مستمرة و متزايدة تماما على  [0;+ ) كما أن∞ )0 0nf =   

) و )lim n
x

f x
→+∞

= nx، المعادلة aإذن من أجل كل عدد حقيقي موجب.∞+ a=تقبل حلا وحيدا في المجال [ [0;+ ∞. 

  ،nعدد طبيعي غير معدوم  و من أجل كلaمن أجل كل عدد حقيقي موجب :     مبرهنة و تعريف         

nb يحقق bعدد حقيقي موجب وحيد                يوجد a= .يسمىbالجذر النوني للعدد aو نرمز إليه   
n                بالرمز aتسمى الدالة المعرفة على و [ [0;+ nx بـِ ∞ x֏الدالة الجذر النوني ،.  

0:مثال    0n = ، 1 1n = ، 3 8 2= ،4 81 3= ،4 4 2=.  

[ من aمن أجل كل :               خاصية [0;+ ،nعدد طبيعي غير معدوم  و من أجل كل∞
1

n na a=.  

 نعلم أن :البرهان   
1 n

na a
 

= 
 

n و بما أن  aهو الحل الموجب الوحيد للمعادلة nx a= فإن 
1

n na a=.  

: نضع اصطلاحا :ملاحظة   
1

0 0n =.  
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  : اختزل كتابات الأعداد التالية:1تمرين محلول   
1

4256a =               ( )1,5
0,25b =               

1 2

3 33 9c
−

= ×  

   :الحل   

• ( )
1 11

88 24 44256 2 2 2 4a
×

= = = = =. 

• ( ) ( ) ( )
3

33 221,5 2 322
1

0,25 2 2 2 8
4

b
−  − −−  − −   = = = = = = 

 
 

• ( )
1 2 1 1 2 1 4 1 42

223 3 3 3 3 3 3 3 333 9 3 3 3 3 3 3 3 3c
− − − × − − +

= × = × = × = × = =  

   :2تمرين محلول    

[ المعرفة على nfعين الدالة المشتقة للدالة. 1 [0;+ ) بـِ∞ ) n
nf x x=حيث nعدد طبيعي غير معدوم . 

[ المعرفة علىgأدرس اتجاه تغير الدالة. 2 [; 1−∞ ) بـِ − ) 3 2 1g x x= −.  

  :الحل   

[ منxمن أجل كل. 1 [0;+ ∞ ،( )
1 1

ln x
n n

nf x x e= =. 

1 هي مركب الدالةnf  الدالة
lnx x

n
[ متبوعة بالدالة الأسية وبالتالي فهي قابلة للاشتقاق على֏ [0;+   : و لدينا∞

 ( )
1 1 1

ln 11 1 1 1 1x
n n n

nf x e x x
n x n x n

−
′ = × = × × =   نلاحظ أن طريقة الحساب تبقى نفسها المطبقة بالنسبة لدوال. ×

  . القوى ذات أس صحيح
[ منxمن أجل كل  من الواضح أن [0;+ ∞،( ) 0nf x′ [ و منه فالدالة الجذر النوني متزايدة تماما على< [0;+ ∞.  

:2 هي مركب الدالتينgنلاحظ أن الدالة . 2 1u x x   متناقصة تماماuو بما أن الدالة. 3f متبوعة بالدالة֏−

[ على [; 1−∞ [ متزايدة تماما على3f و الدالة− [0;+ [ متناقصة تماما علىgفإن الدالة ∞ [; 1−∞ −.  

   

  :حل المعادلة و المتراجحة التاليتين :3تمرين محلول    

( )3 2 3 3 1x x−+ × =        ( ) ( )2
0,31 3 2

x <  

  :الحل   

1 .( 2 تعني 1(
3 3

3
x

x
+ 23 أي = 3 3 2 0x x− × + 3xXبوضع. = 2 نحصل على= 3 2 0X X− + = 

3. 2 و1  ذات الحلين 1x ln تعني = 3 ln1x ln أي = 3 0x 0x و بالتالي= =.  

3   أما  2x ln  فتعني = 3 ln 2x ln   أي= 2

ln 3
x lnو منه مجموعة الحلول هي . = 2

0;
ln 3

S
 =  
 

.  

2 .( )2
0,31 3

x ) تعني > )2
ln 0,31 ln 3

x  <
 

) أي  )2 ln 0,31 ln 3x    و هذا يعني أن>

 
( )
ln 3

2 ln 0,31
x ) لأن < )ln 0,31  و بالتالي مجموعة الحلول هي >0

( )
ln 3

;
2 ln 0,31

 
+ ∞ 

 
.  
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xxدراسة الدوال ↵ a֏ وnx x֏ 

xxالدالة . 1 a֏ 
)، ℝ منx من أجل و1 و مختلف عنa  نضع من أجل كل عدد حقيقي موجب تماما ) lnx x a

af x a e= =  

:  هي مركب الدالة afالدالة : اتجاه التغير • lnu x x a֏و بما أن الدالتين.  متبوعة بالدالة الأسيةu  

):  و لديناℝ قابلة للاشتقاق علىaf فإن الدالةℝقابلتان للاشتقاق على" exp"  و ) ( )lnln lnx a x
af x a e a a′ = × =.  

ℝ،0xa منx  نعلم أنه من أجل كل ) و بالتالي فإشارة < )af x′ من نفس إشارة lna .و منه النتائج التالية:  

0 إذا كان∗      1a< ln فإن > 0a   .ℝ متناقصة تماما علىaf و منه الدالة>
1a إذا كان∗      ln فإن < 0a   .ℝ متزايدة تماما علىaf و منه الدالة<

ln نميز حالتين حسب إشارة:النهايات • a 

0 إذا كان∗      1a< lim فإن > ln
x

x a
→−∞

= lim و بما أن ∞+ X

X
e

→+∞
= ) نستنتج أن ∞+ )lim a

x
f x

→−∞
= +∞  

0 إذا كان∗      1a< lim فإن > ln
x

x a
→+∞

= lim و بما أن ∞− 0X

X
e

→−∞
) نستنتج أن = )lim 0a

x
f x

→+∞
=  

1a إذا كان∗      lim فإن < ln
x

x a
→−∞

= lim و بما أن ∞− 0X

X
e

→−∞
) نستنتج أن = )lim 0a

x
f x

→−∞
=  

1a إذا كان∗      lim فإن < ln
x

x a
→+∞

= lim و بما أن ∞+ X

X
e

→+∞
= ) نستنتج أن ∞+ )lim a

x
f x

→+∞
= +∞  

  :جدول التغيرات و التمثيل البياني •

+∞         −∞  x  

                                     +∞   
  
0  

( )
0 1

af x

a< <
  

+∞         −∞  x  

   +∞                                     
  

0  

( )
1

af x

a >
  

 

nxالدالة . 2 x֏ 

] منx، و من أجلn طبيعي غير معدوم  نضع من أجل كل عدد [0;+ ∞ ، ( )
1

n n
ng x x x= =.  

 ngقابلة للاشتقاق على ] [0;+ ) و∞ )
1

11
n

ng x x
n

−
′ = ) و منه × ) 0ng x′ ] متزايدة تماما علىngإذن. < [0;+ ∞ 

+∞  0  x  
+  ( )ng x′  

+∞  
                           0  

( )ng x  

 

2xy = 
( )0,5

x
y = ( )

( )
1

0 1

a

a

f a

f

=

=
 

3y x= 

3y x= 

  حظةملا

  .0 غير قابلة للاشتقاق عندngالدالة
1

ln
lim lim

x
n n

x x
x e

→+∞ →+∞
= = +∞ 
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2

3

0 1

1

x

y

a

MM'

-a

  :1تمرين محلول   
)أرسم في معلم متعامد و متجانس المنحنيين .1 )fCو ( )gCالممثلين على التوالي للدالتين fو gحيث  : 

( ) 4xf x )     و    = ) ( )0,25
x

g x = 

)بين أن المنحنيين .2 )fCو ( )gCمتناظران بالنسبة إلى محور التراتيب ( )y y′. 

) المنحنيينلإثبات أن  :طريقة    )fCو ( )gCمتناظران بالنسبة إلى ( )y y′يمكننا أن نبين أن :  

     ( ) ( )g x f x− ) أو = ) ( )f x g x−   .ℝ منx من أجل كل=

   :الحل   

 .                                   ℝ معرفتان علىg وfالدالتان. 1

)                  .                      ℝ متزايدة تماما علىf الدالة )fC               ( )gC  

  .ℝ متناقصة تماما علىg الدالة
 ( )lim 0

x
f x

→−∞
)  و    = )lim

x
f x

→+∞
= +∞  

( )lim
x

f x
→−∞

= )    و  ∞+ )lim 0
x

f x
→+∞

=  

 : لديناℝ منaمن أجل كل. 2

( ) ( ) ( )ln 0,250,25
a ag a e

− −− =    و منه=

  ( )
1

ln ln 44 4
a a ag a e e

−
− = = )إذن. = ) ( )g a g a− )و منه. = )fC و( )gC متناظران بالنسبة إلى( )y y′.  

  .أكتب العبارات التالية بواسطة أس ناطق :2تمرين محلول   

    ( ) ( ) ( )1 1 1f x x x= − −    ( ) ( )3 2 2 1 2g x x x= + +    ( ) ( )
4

1
3

1

x
h x

x

+=
+

  

   :الحل   

1  .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 3

1
2 2 21 1 1 1 1 1f x x x x x x x

+= − − = − − = − = −. 

2  .( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 2

2 23 2 2 33 3 32 1 2 1 1 1 1g x x x x x x x x
× = + + = + + = + = + = +

 
. 

3  .( )
( )

( )( ) ( ) ( )
1 1 3

1
4 4 4

14
4

1 1
1 1 1 1

1 1

x x
h x x x x x

x x

− −+ += = = + + = + = +
+ +

.  

):      حل المعادلة و المتراجحة التاليتين:3تمرين محلول    )3 4 1x =    ( )5 1 2 2x + ≤      

   :الحل   

)مجموعة تعريف. 1 ] هي1( [0;+ ∞ . 

] منxمن أجل كل [0;+ ∞ ،( 34x تعني 1( } و منه مجموعة الحلول هي= }34S =.  

)مجموعة تعريف. 2 ] هي2( [1;− + ∞. 

] منx من أجل كل [1;− + ∞  ،( 51 تعني2( 2x + 52 أي ≥ 1x ≤ 31x و بالتالي − ≤.  

]:  مجموعة الحلول هي إذن ]1;31S = −. 
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 التزايد المقارن ↵

xxالمقارن للدالتين  التزايد. 1 e֏ و x x֏ 
)      :  خواص               )lim 1

x

x

e

x→+∞
= )     و      ∞+ )lim 0 2x

x
xe

→−∞
=  

  :البرهان

]لمعرفة على المجال اfنعتبر الدالة. 1 [0;+ ) بـِ ∞ )
2

2
x x

f x e= ] منxلدينا من أجل كل. − [0;+ ∞، 

 ( ) xf x e x′ = ) و − ) 1xf x e′′ = ]من  xبما أن من أجل كل. − [0;+ ∞ ،( ) 0f x′′ f فإن الدالة≤    متزايدة′

]  تماما على [0;+ ) و علما أن∞ )0 1f ′ ] من x فإن من أجل كل= [0;+ ∞ ،( ) 0f x′    متزايدةf  و منه فالدالة≤

] تماما على [0;+ )علما أن  و∞ )0 1f ] من x فإن من أجل كل= [0;+ ∞ ،( ) 0f x    xتنتج أنه من أجل كلنس. ≤

[ من  [0;+ ∞،
2

0
2

x x
e − [ من xمن أجل كل  و بالتالي  فإن≤ [0;+ ∞،

2

xe x

x
  باستعمال النهايات بالمقارنة. ≤

limن و علما أ
2x

x
→+∞

= lim فإن∞+
x

x

e

x→+∞
= lim كما نستنتج أن ∞+ 0

xx

x

e→+∞
=. 

Xنضع. 2 x= limإذن. −
x

X
→−∞

= lim:  و منه∞+ lim lim 0x X
Xx X X

X
xe Xe

e
−

→−∞ →+∞ →+∞
= − = − = 

lnxالمقارن للدالتين  التزايد. 2 x֏ و x x֏ 
):     خواص )ln

lim 0 1
x

x

x→+∞
)     و      = )

0
lim ln 0 2
x

x x
→

=   

  :البرهان

�0
 أ��. 1x >  ��� lnX x=��� و Xx e= �� lim
x

X
→+∞

= و $"�#"�! ∞+
ln

lim lim 0
Xx X

x X

x e→+∞ →+∞
= = 

2 .���
1

X
x

 و ���=
0

lim
x

X
>→

=  و $"�#"�!∞+
0

1 1 ln
lim ln lim ln lim 0
x X X

X
x x

X X X→ →+∞ →+∞
= = − =  

)التزايد المقارن مع الدالة . 3 ) nn x x∗∈ℕ ֏ 

) ):دون برهان (   خواص  )lim 1
x

nx

e

x→+∞
= +∞( )lim 0 2n x

x
x e

→−∞
=   

       ( )ln
lim 0 3

nx

x

x→+∞
=  ( )

0
lim ln 0 4n

x
x x

→
=  

xxكل الدوال  :خلاصة e֏ ، lnx x֏                 3y x=     xy e=  

)و  ) nn x x∗∈ℕ   ∞+ تؤول إلى ֏

  . إلا أن سلوكها مختلف∞+ إلىxلما يؤول   
  عند اللانهاية تتفوق الدالة الأسية  على الدالة قوة   
2y                           و تتفوق الدالة قوة على الدالة اللوغاريتمية    x=  

lny.                                    النيبيرية x=    
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  :  أحسب النهايتين التاليتين:1تمرين محلول   

1 (( )lim x

x
e x

→+∞
−          2 (( )lim 2 1 x

x
x e

→−∞
−  

  

lim  : م التعيين يمكننا استعمال النهايتين لرفع حالات عد :طريقة   
x

x

e

x→+∞
= lim     و      ∞+ 0x

x
xe

→−∞
=  

   :الحل   

1.  ( )lim lim 1
x

x

x x

e
e x x

x→+∞ →+∞

 
− = − = +∞ 

 
lim  لأن 

x

x

e

x→+∞
= lim و من تم∞+ 1

x

x

e

x→+∞

 
− = +∞ 

 
. 

2  .( ) ( )lim 2 1 lim 2 0x x x

x x
x e xe e

→−∞ →−∞
− = − lim لأن = 0x

x
xe

→−∞
lim و = 0x

x
e

→−∞
=.  

  : أحسب النهايتين التاليتين :2تمرين محلول   

1 (( )lim ln
x

x x
→+∞

−          2 (( )
0

lim 2 ln
x

x x
→

+ 

  

ln  :  لرفع حالات عدم التعيين يمكننا استعمال النهايتين :طريقة   
lim 0

x

x

x→+∞
     و      =

0
lim ln 0
x

x x
→

=  

   :الحل   

1. ( ) ln
lim ln lim 1

x x

x
x x x

x→+∞ →+∞

 − = − = +∞  
ln لأن 

lim 0
x

x

x→+∞
ln و من تم =

lim 1 1
x

x

x→+∞

 − =  
. 

2 .( ) ( )
0 0

lim 2 ln lim ln 2ln
x x

x x x x x
→ →

+ = + =  لأن ∞−
0

lim ln 0
x

x x
→

 و =
0

lim ln
x

x
→

= −∞. 

  : أحسب النهايات التالية :3رين محلولتم   

   1 (
2

2
lim

1

x

x

e

x x→+∞ + +
  2 (

2

ln
lim

2 3x

x

x x→+∞ − +
  3 (( )3lim 2 1 x

x
x x e

→−∞
+ −  4 (( )2

0
lim ln
x

x x x
→

+ 

   :الحل   

1. 
2

2 2 2

2
lim lim 2

1 1

x x

x x

e e x

x x x x x→+∞ →+∞
= × = +∞

+ + + +
 لأن 

2

2
lim 1

1x

x

x x→+∞
=

+ +
 و

2
lim

x

x

e

x→+∞
= +∞. 

2 .
2

2 2 2

ln ln
lim lim 0

2 3 2 3x x

x x x

x x x x x→+∞ →+∞
= × =

− + − +
 لأن 

2

2

1
lim

2 3 2x

x

x x→+∞
=

− +
 و 

2

ln
lim 0

x

x

x→+∞
=. 

3. ( ) ( )3 3lim 2 1 lim 2 0x x x x

x x
x x e x e xe e

→−∞ →−∞
+ − = + − lim لأن= 0n x

x
x e

→−∞
lim و= 0x

x
e

→−∞
=. 

4 .( ) ( )2 2

0 0
lim ln lim ln ln 0
x x

x x x x x x x
→ →

+ = +  لأن =
0

lim ln 0n

x
x x

→
=. 

): أحسب النهاية التالية :4تمرين محلول    ) 2lim 2 1 3x x

x
x e e

→+∞
 − −   

   :الحل   

( ) 2 2 1
lim 2 1 3 lim 2 3x x x

x xx x

x
x e e e

e e→+∞ →+∞

  − − = − − = −∞    
  

lim   لأن  0
xx

x

e→+∞
=   ،  1

lim 0
xx e→+∞

2lim  و  = x

x
e

→+∞
= +∞.  
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    نموذج ديموغرافي   

 

  .مجتمع من الطفيليات في زراعة بأحد الحقولنهدف إلى نمذجة تطور 
)نرمز بـِ  )N t إلى عدد الطفيليات بالمئات عند اللحظة t )  بالأيام.(  

  :أسفرت بعض الملاحظات على النتائج التالية

10  6  3  1  0  t  

18  15  12  11  10  ( )N t  

] المعرفة على المجالfفريق أول من البيولوجيين نمذج هذا التطور بالدالة •••• [0;+   : كما يلي∞

                              ( ) ( )10 1,07
t

f t = ×  

] المعرفة على المجالgو نمذج فريق ثاني نفس التطور السابق بالدالة •••• [0;+   : كما يلي∞

                           ( )
( )

100

1 9 1,07
tg t −=

+ ×
   

 دراسة بيانية .1

] على المجالg وf عين قيم الدالتين1باستعمال جداول حاسبة بيانية و باختيار الخطوة •••• ]0;10. 

 يمثل مائة من 1cm يمثل يوما واحدا على محور الفواصل و1cm: الوحدات( في معلم متعامد  ••••
مثل جدول القيم )  على محور التراتيب 9الطفيليات على محور التراتيب و نبدأ التدريج ابتداء من

 .السابق و الجداول المحصل عليها بالحاسبة

 fدراسة الدالة .2
  .%7اشرح لماذا الفريق الأول يعتبر أن عدد الطفيليات يرتفع يوميا بنسبة  ••••

] على المجالfأدرس اتجاه تغير الدالة  •••• [0;+ ∞. 

 .∞+ عند fأدرس نهاية الدالة  ••••
] على المجال fأرسم على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة  •••• ]0;80. 

 gدالةدراسة ال .3

] على المجالgأدرس اتجاه تغير الدالة  •••• [0;+ ∞. 

 .∞+ عند gأدرس نهاية الدالة  ••••

] على المجال gأرسم على شاشة حاسبة بيانية المنحني الممثل للدالة  •••• ]0;80. 

  :التركيب .4
  .قارن بين النموذجين المقترحين من قبل كل فريق من فريقي البيولوجيين

  
  فريق الثانيو الذي يعتبر أن نسبة التطور تبقى ثابتة بينما يعمل ال " Malthus"        يستعمل الفريق الأول نموذج 

  .الذي يفرض أن نسبة التطور تنقص و من تم لا يتعدى المجتمع حدا معينا " Verhulst"        وفق نموذج 
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    فاتورة الهاتف   

  

] المعرفة علىfنعتبر الدالة:     تعيين دالة    [0;+   :  بـِ∞

                  ( ) ( ) 3 3
x

f x ax b e
−

= +   . عددان حقيقيانb و a   حيث   +

)  و ليكن  )Cتمثيلها البياني في معلم متعامد ( ); ,O I J 1 حيث وحدتا الطول هماcm5 على محور الفواصل وcm  

  . على محور التراتيب
)أحسب . 1 )f x′ من أجل كل x من [ [0;+ ∞. 

) و أن النقطة4 تقبل قيمة حدية عظمى عندfدالة  علما أن الb و aعين. 2 )0;2A تنتمي إلى المنحني ( )C 

1aنفرض في ما يأتي :     دراسة دالة        1b و = =   :لدينا إذن. −

] من x من أجل كل  [0;+ ∞ ،( ) ( ) 31 3
x

f x x e
−

= − + 

)استنتج أن المنحني. ∞+ عند fأدرس نهاية الدالة . 3 )Cقيما مقاربا  يقبل مست(   . يطلب تعيين معادلة له∆(

)حدد وضعية المنحني . 4 )Cبالنسبة للمستقيم المقارب ( )∆. 

] على المجالf اتجاه تغير الدالة سأدر. 5 [0;+  .ثم شكل جدول تغيراتها ∞

  ).−210تدور النتائج إلى ( أعد رسم الجدول الموالي ثم أملئه . 6
 

8  7  6  5  4  3  2  1  0  x  
                  ( )f x  

 

)أرسم المستقيم المقارب . 7 )ي  و المنحن ∆( )C. 

مقدرة بعشرات الآلاف ) سنويا (   سجلت في الجدول الموالي مبالغ فواتير استهلاك الهاتف :  دراسة اقتصادية       

  . مبلغ فاتورة تلك السنةiy رتبة السنة بينما يمثل ixمن الدنانير من قبل إحدى الثانويات بحيث يمثل 

  السنة  1999  2000  2001  2002  2003  2004  2005  2006  2007

8  7  6  5  4  3  2  1  0  ix  

3,50  3,55  3,65  3,76  3,80  3,71  3,49  3,02  1,97  iy  

  .     نبحث عن دالة تسمح من نمذجة هذه الظاهرة بشكل مناسب
)، ix أنها مقبولة إذا كان من أجل كلfنقول عن دالة  ) 0,1i if x y− ≤.  

)مثل في المعلم السابق. 1 ); ,O I J النقط ( );i i iM x y. 

 . مقبولة لنمذجة الظاهرة السابقةfبين أن الدالة . 2

صرح المسير المالي للثانوية أنه لو استمر تطور استهلاك الهاتف وفق النموذج السابق فإنه يأمل بلوغ فاتورة لا . 3
 .30000DAيتعدى مبلغها 

  .هل أنت موافق مع هذا التصريح ؟ علل إجابتك
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   دراسة دالة لوغاريتمية  

[ المعرفة على المجالg نعتبر الدالة :جزء الأولال [0;+ ) بـِ ∞ ) 1 lng x x x= + +  

 .∞+ و عند 0 عند g عين نهايتي الدالة. 1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاgجاه تغير الدالة أدرس ات. 2

)بين أن المعادلة . 3 ) 0g x [ في المجالα تقبل حلا وحيدا= [0;+ ∞. 

 .0,01 سعته α حاسبة بيانية أوجد حصرا للعدد $",#+�"ل . 4

) إشارة xحدد حسب قيم . 5 )g xعلى المجال ] [0;+ ∞. 

  :الجزء الثاني

] المعرفة على f      نعتبر الدالة  [0;+   :  كما يلي∞

( )0 0f [ منx  و من أجل كل = [0;+ ∞ ، ( ) ln

1

x x
f x

x
=

+
  

)ليكن  )Cتمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس ( ); ,O I J4ل هي  حيث وحدة الأطواcm.  

] مستمرة على fبين أن الدالة . 1 [0;+ ∞. 

 . ؟ فسر بيانيا النتيجة0 الاشتقاق عند fهل تقبل الدالة . 2

[ منxمن أجل كل . 3 [0;+ ) بين أن  ،∞ ) ( )
( )2

1

g x
f x

x
′ =

+
 .fاستنتج اتجاه تغير الدالة . 

)تحقق أن . ∞+ عندfأحسب نهاية الدالة. 4 )f α α=ل جدول تغيرات الدالة ثم شكf. 

) ليكن.5 )Γالتمثيل البياني للدالة lnx x֏في المعلم ( ); ,O I J. 

)أدرس الأوضاع النسبية للمنحنيين • )Cو ( )Γ. 

):أحسب النهاية • )lim ln
x

f x x
→+∞

−   .أرسم المنحنيين . فسر بيانيا النتيجة( )Cو ( )Γ.  

  مسألة استمثال   

)    ليكن )Γالتمثيل البياني للدالة lnx x֏و متجانس متعامد في معلم ( ); ,O I J.  

)نقط المنحني)  إن وجدت ( نهدف إلى تعيين : مسألة )Γ الأقرب من المبدأ O.  

[ المعرفة على المجالgنعتبر الدالة . 1 [0;+ ) بـِ ∞ ) 2 lng x x x= + 

 .∞+ و عند 0 عند g عين نهايتي الدالة •

 . ثم شكل جدول تغيراتهاgأدرس اتجاه تغير الدالة  •

)بين أن المعادلة  • ) 0g x [ في المجالαبل حلا وحيدا تق= [0;+  .α عين قيمة مقربة للعدد.∞

) إشارة xحدد حسب قيم  • )g xعلى المجال ] [0;+ ∞. 

[ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة . 2 [0;+ ) بـِ ∞ ) ( )22 lng x x x= + 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاf        أدرس اتجاه تغير الدالة

      .                                               حل المسألة المطروحة. 3
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1nnمقارنة الأعداد الطبيعية    ) و + )1
n

n + 

 

1nn مقارنة العددين الطبيعيين :الهدف   ) و+ )1
n

n   . عدد طبيعي غير معدومn حيث +

 :ع القوى غالبا ما يتطلب إدخال اللوغاريتم بين أنعلما أن التعامل م. 1

( )1 1
nnn n+ > )   يعني    + ) ( )ln ln 1

1

n n

n n

+
>

+
  

)اختر دالة مناسبة يمكن أن تسمح دراسة اتجاه تغيراتها من المقارنة بين العددين. 2 )ln n

n
) و  )ln 1

1

n

n

+
+

 

  .يرات هذه الدالة ثم استنتجأدرس تغ
  

)الدوال      ) x xαα ∈ℝ ֏ 

 

fنعتبر الدالة αالمعرفة من أجل كل عدد حقيقي xمن ] [0;+   : كما يلي∞

( ) ln xf x x eα α
α =   . عدد حقيقيα  حيث=

fماذا يمكن القول عن الدالة. 1 α 0 في حالةα 1α ؟ في حالة =    ؟=
0αفي ما يلي نفرض  1α و≠ ≠. 

fأدرس نهايتي الدالة. 2 α 0: نميز الحالتين. ∞+ و عند 0  عندα 0α  و  > >. 

[ منxبين أنه من أجل كل . 3 [0;+ ∞،( ) 1f x x α
α α −′  ماذا تلاحظ ؟. =

0αنفرض . 4 < 

fأدرس اتجاه تغير الدالة • αثم شكل جدول تغيراتها . 

)أرسم  • )Cαالتمثيل البياني للدالة f αفي الحالات التالية : 

2α = − ،1α = − ،1

2
α = − ،0,3α = −. 

0αنفرض. 5 ] المعرفة علىgα و نعتبر الدالة< [0;+   : كما يلي∞

     ( )0 0gα [ منxمن أجل كل   و = [0;+ ∞ ،( ) ( )g x f xα α= 

 .∞+ عندgαعين نهاية الدالة •

 .0 مستمرة عند gαبين أن الدالة  •

0: نميز الحالتين. 0 عند gαدرس قابلية اشتقاق الدالةأ • 1α< 1α  و  > >. 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاgαأدرس اتجاه تغير الدالة •

)أدرس النهاية  • )
lim

x

g x

x
α

→+∞
 .أعط تفسيرا للنتائج. يتم تمييز حالتين. 

)أرسم  • )αΓالتمثيل البياني للدالة gαفي الحالات التالية : 

0,3α = ،0,5α = ،1,5α = ،2α =.  
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20 1 x

y

  موضوع محلول

  
2: بـ  ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة          2( ) xf x x e−=   
  .f مشتقة الدالة f'احسب  .1

  fة    استنتج تغيرات الدال
   .∞− عندf ادرس نهاية الدالة - أ. 2

limاستعمل النتيجة (∞+ عندf ادرس نهاية الدالة-     ب 0x

x
xe−

→+∞
=(  

) أنشئ المنحني. 3 )C الممثل للدالة f في المستوي المنسوب على معلم متعامد( ; , )O i j
� �

   
  .يبتعلى محور الترا10cm على محور الفواصل و 5cm:    الوحدة

  

    حل مختصر                                                     تعاليق                 

  .ℝر قابلتين للاشتقاق على v وu هي جداء  دالتين fالدالة. 1
      2 2 2'( ) 2 ( 2 )x xf x xe x e− −= + −   

          2'( ) 2 (1 )xf x xe x−= −  
'( ) 0f x 0x من اجل = 1x أو = =  

2من  xمن اجل كل عدد حقيقي  0xe− >  
)' إشارة  )f x 1) هي من نفس إشارة )x x−   

  
  
lim   - أ. 2  ( 2 )

x
x

→−∞
− = lim و ∞+ X

X
e

→+∞
= 2lim و منه ∞+ x

x
e−

→−∞
= +∞  

2lim و 
x

x
→−∞

= 2 ، إذن ∞+ 2lim x

x
x e−

→−∞
= +∞  

2لدينا ) ب 2 2( )x xx e xe− lim و  بما أن =− 0x

x
xe−

→+∞
   فينتج =

     2 2lim x

x
x e−

→+∞
= +∞  

 جدول التغيرات 

+∞     1        0     −∞  x  
     -    0    +   0     -  '( )f x  

        2e−               +∞  
0                 0  

( )f x  

  :التمثيل البياني. 3
 

  
  
  

x +∞    1        0 −∞ 
'( )f x     -    0  +    0    - 

    

   عند حساب لمشتقة احرص على أولا•
   جداء،(الدالةملاحظة شكل     على

  ...) مجموع،  
  
  
   العدد موجب تماما من أجل كل عدد•

   .x  حقيقي 
  
   يجب أن تعرف بطريقة آلية إشارة •

  .  كثير حدود من الدرج الثانية
   
  لرفع حالات عدم التعيين يمكن • 

lim: عمال النهايتين   است
x

x

e

x→+∞
= +∞  

lim    و   0x

x
xe

→−∞
=  

  
  
  
    احرص بقدر الإمكان على رسم•
   المنحني بدقة  
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  إرشاداتمع  موضوع

      

)1:    بـ ℝالدالة المعرفة على f     لتكن  ) ( ) 1xf x ax b e− += + −     

)       و )Cالمنحني الممثل لها  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس( ; , )O i j
� �

.  

)حتى يقبل المنحني  bو aعين العدد الحقيقيين . 1      )C(0;1) في النقطةA مماسا T موازيا للمستقيم Dالذي   

3y      معادلته  x= − .  

)1نقبل أن . 2      ) ( 2 3) 1xf x x e− += − + −  

  .و أعط تفسيراً بيانيا للنتيجة∞+عند f عين نهاية -       أ

  .∞−عند f عين نهاية -         

  .f ادرس اتجاه تغير الدالة-      ب

) و المنحنيT أنشئ المماس -       جـ )C.  

]على المجال . 3       )تترجم الفائدة الهامشية بالدينارf ، الدالة 6;0[ )DA لكمية x من الوحدات الإنتاجية المباعة   

)       xبالآلاف (  

  .ها الفائدة قصوىل      عين بيانيا كمية الوحدات التي تكون من أج
  
  

  

  إرشادات

  

  
  .اللذين وجب تعيينهما bو a  الدالة المعطاة تتعلق بالعددين 

   هو العدد 1التي فاصلتها  A و معامل توجيه المماس عند التوجيهمستقيمين متوازيين لهما نفس معامل . 1       

  .1          المشتق للدالة عند 

  .لأخيرة نستعمل التزايد المقارنا عندما لا تسمح المبرهنات على النهايات بالعمليات بحساب هذه -أ. 2       

) استعمل -          ب ) ' 'u ue u e= و ضع ue كعامل مشترك لدراسة إشارة '( )f x.  إذا كانت المشتقة على شكل  

0ue       جداء ، اعلم أن  > .   

)ني       ارسم المماسات و المقاربات قبل المنح )C.  

  تنعدم مغيرة إشارتها، بيانيا تكون الفائدة) مشتقة الفائدة" (الفائدة الهامشية " الفائدة تكون عندما تكون دالة . 3       

)          قصوى عند فاصلة نقطة تقاطع  )Cمع محور الفواصل .  
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2 3 4 5 6

-1

0 1

1

x

y

  ���ر�� �������

   �a ا
&%$�ر�#" 
! �س دا
 ـ 1

  في كل حالة من الحالات التالية عين مجموعة تعريف      
  : الدوال التالية

1 (3( ) log ( 3)f x x= +  2 (0,5( ) log (2 1)f x x= −  

3(4( ) log ( )f x x x= +    

4(5 3
( ) log ( 1) log ( 1)f x x x= + − −  

  :  تين      حل المعادلة و المتراجحة التالي
 1     (( ) ( )0,3 0,6log log 3 2x x= −  

 2(      ( ) ( )0,3 0,6log log 3 2x x> −   

  :التالية حل المعادلة     

     ( ) ( )2

3 3log 7 log 10 0x x− + =      


%ر�� �     �'.   

  :  المعادلةℝ في حل 

       ( ) ( )225 6 ln 2 5 ln 2 0x x− + =    

)و  استنتج حلول المعادلة  )25 log log 2 6xx + =  

2log المتراجحة ℝ في حل. 2 log 2xx >  

%ر�� �     �'.    
  :  المعادلةℝ في حل. 1

       3 3

1
log (2 5) log 3x

x
 + + = 
 

    

3log : المتراجحة ℝحل في . 2 1
1

x

x
  > − 

  

  المعرف  xللمتغير الحقيقي Pنعتبر كثير الحدود        

3   :كما يلي      2( ) 2 15 18P x x x x= − − +  

)المعادلة ℝثم حل في P(2)أحسب .1 ) 0P x =  

  :المعادلةℝحل في .2

  ( ) ( ) ( )3 2

3 3 32 log log 15 log 18 0x x x− − + =     

2حل في       
ℝ 3: الجملة 3

1
log log

ln 3
x y

x y e

 − = −

 × =

  

  
  :التالية حل المعادلة       

( ) ( )2
2 2

2
log 2 3 2log 1

ln 2
x x x+ − − − =  

  :       احسب النهايات التالية

( )2lim 1 log 2
x

x
→+∞

+ )  ؛ − )0,5lim log
x

x x
→+∞

+  

( )5lim log 1 2
x

x
→−∞

) ؛ − )0,5lim 1 log 4
x

x x
→−∞

+ + +  

          ( )0,5lim 2 log 10 20
x

x x
→−∞

− + −  

[ المعرفة على f  نعتبر الدالة     [0;+     :  بـِ∞

            ( ) ( )2
1 logf x x= +   

 fممثل للدالة ثم أرسم المنحني الfعين اتجاه تغير الدالة
)انطلاقا من التمثيل البياني للدالة )2

logx x֏.  

logx      الشكل التالي هو التمثيل البياني للدالة  x֏  
  
  
  
  
  

  : انطلاقا من هذا المنحني ارسم منحنيات الدوال التالية
1 (: 1 logf x x+֏   2   (: log 2g x x −֏  
3 (: logh x x−֏     4 (: 2 logk x x֏  
5 (: logm x x֏    6 (: 2 log( 1)n x x− + +֏  

  1%ى /.د -���� *%,+ ���*�  ـ 2

  :باستعمال الحاسبة ، رتب الأعداد التالية

  3,65     ،  312    ، 0,2520736 ،  23−  
  :       رتب ترتيبا تصاعديا الأعداد التالية

    
1

328 ،
1

415 ، 
1

213 ، 
1

980 ، 
1

12100  
  :      اكتب على أبسط شكل ممكن الأعداد التالية

   
1

ln55a
−

=   ،  
1

ln82b = ،    
1

ln255c = .   
  3 على  شكل قوة للعدد ة      اكتب الأعداد التالي

3 1

2 49 27a = × ، 
55
343 81b

−
= ×، ( )

11
4 333 27b

−−= ×  

      xعدد حقيقي ، بسط العبارات التالية:  

1 (2 19 2 3x x++ ×           2(
3 1125 5

25

x x

x

++
     

1 

2 

3 

9 

10 

11 

4 

5 

6 

7 

8 

12 

14 

13 

15 
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lnx       للبرهان على الخواص نستعمل x aa e=  
xxلجبرية للدالة    مع تطبيق الخواص ا e֏  

xمثلا للبرهان أن  y x ya a a :    لدينا=+
ln ln ln ln ( ) lnx y x a y a x a y a x y a x ya a e e e e a+ + += = = =    

  : حل المعادلات التالية      

1  (12 3x =               2 ( 1 1

4 8

x
  = 
 

   

3 ( 1
3

2

x
  = 
 

             4  (15 2x x− =  

5 ( 2 13 4x x+=            6 (1 3 1
5

125
x− =  

[      حل في المجال [0;+   : المعادلات التالية∞

1 (
5

1 1,65
100

t + = 
 

 2 (
10

1 0,5
100

t − = 
 

  

)      نعتبر المعادلة )Eالتالية :
2 62 128x x− =  

)بين أن المعادلة. 1 )E2 تكافئ المعادلة 6 7 0x x− − =  

)استنتج مجموعة حلول المعادلة.2 )E.  

  :       حل المعادلتين التاليتين

1( 
2 3

1
49

7

x x−
  = 
 

    2 (( )
23

5 5
x

x
−

=  

)      نعتبر المعادلة  )E4: التالية 5.2 6 0x x+ + =  

2xXبين أنه بوضع) 1 ) المعادلة= )E   تؤول إلى 

2المعادلة   3 4 0X X+ − =....  ( )'E  

) المعادلةℝحل في)2 )'E. استنتج مجموعة حلول المعادلة

( )E.  

  :      حل المعادلتين التاليتين
1( 2.9 5.3 2x x− =    2 (12.5 5 9x x−− =  

  :      حل المتراجحات التالية

1(3 5x >      2 (( )3
x

e<      3 (2xπ >  

4(25 5x x− <   5 (2 1

2 1 3

x

x
<

+
      6  (1

2
2

x
  ≤ 
 

  

)تراجحة         نعتبر الم )Eالتالية :
2 4 52 2x x+ ≥  

)بين أن .  )1 )E 2 تكافئ المتراجحة 5 4 0x x− + ≥  

)استنتج مجموعة حلول )2 )E.  

23     نعتبر المتراجحة  7.3 6 0x x− + ≤  
3xXبين أنه بوضع) 1 ) المتراجحة= )E   تؤول إلى 

2 7 6 0X X− + ≤....  ( )'E  

) المعادلةℝحل في )2 )'E. استنتج مجموعة حلول( )E.  

  حل المعادلة و المتراجحة 28 إلى 26 في التمارين من•
  المقترحتين 

      1(14 2 3 0x x++ − =    2( 14 2 3 0x x++ − ≤  
      1  (2 12 10.2 12 0x x+ − + =   
      2(  2 12 10.2 12 0x x+ − + >  

     1  (13 2.3 7x x+ −+ =  2(  13 2.3 7x x+ −+ ≥  
      2(  2 12 10.2 12 0x x+ − + >  
2احسب المجموع) 1      31 2 2 2 ... 2nnS = + + + + +  

   .n  بدلالة
1010nS يكون  nمن أجل أي قيم للعدد ) 2   ؟≤

 عدد طبيعي n( مرة nتين       عند رمي قطعتي نقد متزن
، احتمال عدم الحصول على )1أكبر أو يساوي 

)الثنائية 35 هو 6;6(

36n

n

p
 =  
 

    

0,01np يكون  nمن أجل قيم للعدد    ؟≥

  :     بسط الأعداد التالية دون استعمال الحاسبة
9 521a =                    4 45 125b = ×   

 3 4096c =         15 125 33 9 3d = × ×  
  :        احسب الأعداد التالية

( )2
55 324 8 4

2
a

× ×
= ، 

( )2
3

3

4 8 4

2
b

× ×
=  

  :بسط كتابة الأعداد التالية 35إلى 33 في التمارين من •

     3 75 32 2A = ×            3 45 7 22 ( 2 )B = ×  

       
3 2 4

8

8 32

8. 4
A

×=    2 6101024 2 2B −= −  

      
3 2

1

3

9 27 9

( 3)

A
×=             

2
635 25B =  

  تب الأعداد التالية على شكل أس ناطق        اك

     1  (2( 3) 3x x− 3x ؛ − ≥  

16 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

17 

26 
27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

18 
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     2 ( 38 ( 2)x 2x ؛ + ≥ −  

     3  (
5

1

1x +
1x ؛  ≥ −  

     4 ( 
3

7

2 4

2 4

x

x

−
−

2x ؛  >  

3      باستعمال المساواة 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = − + +  

:    بين أن
2 1 2

3 3 3
33

1
3 6 2

3 2
= + +

−
   

2)3انشر ) 1        2)3  و +(2 2)−  

3استنتج تبسيطا للعبارة) 2 320 14 2 20 14 2+ − −  

      x عدد حقيقي موجب ، اكتب كل من الأعداد التالية 

على الشكل
p

qx:   

3A x x= ؛   ×

1

3

10 3

x
B

x
)؛  = )

1
2 3C x x x−=  

  :        حل المعادلات و المتراجحات التالية

1  (3 5 3 2x− 3  ؛         = 5 3 2x− >  

2  (
2

3x x=                 ؛
2

3x x<  

3  (5 1
1

2
x + 5 ؛       = 1

1
2

x + ≥  

  :      حل الجملتين التاليتين

      

1 3
3 4

2 3
3 2

8

40

x y

x y


+ =


 + =

  و   
2 3 5

3.2 3 24

x y

x y

 − =


+ =
  

)      نعتبر المعادلة  )Eالتالية :
2 1

5 5 6 0x x+ − =  

بين أنه بوضع) 1
1

3X x=المعادلة ( )E   تؤول إلى   

2المعادلة   6 0X X+ − =... . ( )'E  

) المعادلةℝحل في)2 )'E.استنتج مجموعة حلول المعادلة  

 ( )E.          

 20 النصف في إلىنسبة السكان في بلد انخفضت       
  ).  0,1لىمدورا إ(ما هو معدل الانخفاض السنوي؟.سنة 

 5000DA      يريد أحمد أن يودع في بنك  مبلغا قدره
  ما هو رأسمال أحمد اليوم إذا . أشهر 7 سنوات و 6خلال 

0 أشهر هي ةكانت الفائدة المركبة في معدل ثلاث
02,6.  

  دنانير،       قمنا بنمذجة سعر البيع لآلة ، مقدرا بمئات ال
  : بالعلاقة) x( بدلالة عدد سنوات الاستعمال 

        0,820 29,934xy = ×  
  .ما هو سعر الآلة و هي جديدة. 1
   سنوات من استعمالها؟6ما هو سعر بيع الآلة بعد .2
   نصف قيمتها؟ ةبعد كم من سنة تفقد الآل.3
xx ـ درا � ا
.وال3 a֏و nx x֏  

   ℝ      عين مشتقات الدوال التالية  المعرفة على

1(3xx֏   2 (1

2

x

x
 
 
 

֏  3 (4

5

x

x
 
 
 

֏  

  : للدالتين التاليتين∞+ وعند∞−      ادرس النهاية عند

1(( ) ( )0,25
x

f x =        2 (( ) 2

3

x

f x
π =  

 
  

      fدالة معرفة على ∗
ℝـ�  ( )

1

3xf x =  

  . عند حدود مجموعة تعريفهاf ادرس نهايات الدالة.1
  .f عين الدالة المشتقة للدالة-أ.2

  .fغيرات الدالة استنتج ت-  ب
      fو g دالتان معرفتان على ℝبـ :  

   ( ) (0,78)xf x 1 و =
( )

3

x

g x
 =  
 

  

 fCو gC هما التمثيلان البيانيان للدالتين fو g على 

  :الترتيب على شاشة حاسبة بيانية حيث
   2 2x− ≤ 0 و ≥ 10y≤ ≤  
  
  
  
  
  
  gC وfCضع تخمينا حول وضعية المنحنيين  . 1

  .     برهن  هذا التخمين.2
       fو g دالتان معرفتان على ℝبـ :  
       2( ) 3xf x )   و     =+ ) 2xg x =  

37 

38 

39 

40 

41 

42 

46 

47 

48 

43 

44 

45 

49 

50 
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 fCو gC هما التمثيلان البيانيان للدالتين fو g على 

  :الترتيب على شاشة حاسبة بيانية حيث
   10 2x− ≤ 0 و ≥ 1y≤ ≤  
  
  
  
  
  
  .gC وfCضع تخمينا حول عدد نقط تقاطع المنحنيين . 1

  .ℝعلى  g وfادرس تغيرا ت كل من .2
  .g وf شكل جدولي تغيرات كل من  

)حل المعادلة .3 ) ( )f x g x=.  أعط القيمة المضبوطة
   .0,001 للحلول ثم القيمة المقربة مدورة إلى 

اقترح نافذة بيانية أحسن من النافذة المعطاة لمشاهدة .4 
  .gC وfCوضعية المنحنيين  

 ، تابعنا تطور السكان في 2000 إلى 1990      من 
  :هذا التطور معطى على الترتيب بـ . G و Fمجتمعين 

    ( ) 24 1,2tf t = ) و × ) 4 1,5tg t = ×  
)حيث  )f t و ( )g t0شخاص و  مقدرة بآلاف الأt  في =

  .1990نهاية عام 
   g  و fفي نفس الشكل ، ارسم المنحنيين الممثلين للدالتين .1

  . اختر معلما مناسبا
 G المجتمع t بقراءة بيانية ، عين ابتداء من أية لحظة -أ.2

   ؟ Fيفوق المجتمع 

) بين أن المعادلة - ب ) ( )f t g t=بل  تقln 6

ln1,25
t = 

  .كحل لها
]استعمل المعادلة المكافئة ] [ ]ln ( ) ln ( )f t g t=.  

        مكتب دراسات في شركة أسس علاقة تعطي 
  xلمحلات هذه الشركة بدلالة العدد ) 2mبـ( yالمساحة 
  :  هي، هذه العلاقة ) مقدر بالآلف يوميا(للزبائن 

     ln 0,06 6,55y x= +   
xy على الشكل xبدلالة  y عين -أ.1 k a= حيث a قيمة 

  .0,01 عدد حقيقي مدور إلى k و 0,1مدورة إلى 

  . آلاف شخص6 احسب مساحة محل يرتاده -  ب

عين ابتداء من أي عدد للأشخاص المساحة تفوق .2
22500m.  0,1تعطى النتيجة مدورة إلى .   

 ، عدد الطلاب في جامعة 1990 إلى 1980       من 

، و وصل عدد الطلاب 972000 إلى 800000ارتفع من 

 عام 1230000 طالب  ليبلغ 1050000 إلى 1997في 

2000.   

. 1990  إلى 1980أحسب معامل التناسب الإجمالي من .1

  )سنوات10(لال هذه الفترة استنتج معدل تزايد الطلاب خ

 إلى 1997احسب معدل التزايد السنوي للطلاب من . 2

2000 .   

 إذا بقي هذا التزايد على ما هو عليه ، احسب عدد الطلاب 

   .2007عام 

       f  و gدالتان معرفتان على ℝكما يلي  :  

     ( ) ( )0,7
x

f x =  و     ( ) ( )1,2
x

g x =  

  . gو  fشكل جدول تغيرات الدالتين.1

 في معلم متعامد gو  fارسم المنحنيين الممثلين للدالتين.2

  .و متجانس

      fدالة معرفة على ℝكما يلي :( )
2

1

2

x x

f x
+

 =  
 

  

 هي مركب دالة كثير حدود و دالة أسية ذات f بين أن.1

   .aأساس 

  .∞+ وعند∞−عند fادرس ادرس نهاية .2

        fدالة معرفة على ℝكما يلي :( )
23

2

x

x
f x =  

  .∞+ وعند∞−عند fادرس نهاية 

)      نعتبر المعادلة )E2: التالية 3 5x x x+ =  

)بين أن المعادلة. 1 )E2تكافئ المعادلة 3
1

5 5

x x
   + =   
   

  

  : �ـ ℝ المعرفة علىf  ادرس تغيرات الدالة.2

          ( ) 2 3

5 5

x x

f x
   = +   
   

  

54 

55 

56 

57 

51 
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  ا
#8ا�. ا
���رن   ـ 4

ln:    بين أن-أ.1       
x

x n x
n

e
e

x
−=  

lnx احسب نهاية- ب n x− لما xيؤول إلى+∞.   

 استنتج نهاية-جـ
x

n

e

x
  ∞+يؤول إلىxلما  

nU بوضع-أ.2 x=بين أن ،  :ln 1 ln
n

x U

x n U
= ×  

ln استنتج نهاية- ب
n

x

x
   .∞+يؤول إلىxلما  

1 بوضع-أ.3
U

x
ln ، بين أن=

lnn
n

U
x x

U
= −  

lnnx استنتج نهاية- ب x  لماx0يؤول إلى.  

U بوضع - أ. 4 x= ين أن  ، ب−
n

n x
U

U
x e

e
= −  

n استنتج نهاية- ب xx e  لماxيؤول إلى−∞  

  : للدالتين التاليتين∞+ادرس النهاية عند       

1(( ) 2 1 xf x x e= + −      2( ( ) 2

xe x
f x

x

−=  

    ∞+، ادرس النهاية عندباستعمال تبديل المتغير       

  للدالتين التاليتين      

1(( )
3 1xe

f x
x

+

=              2( ( )
2

2

x xe
f x

x

+

=  

      fدالة معرفة على ℝ 2 بـ( ) 10 xf x xe x= −  
  : على شاشة حاسبة باستعمال النافذة البياني امنحنييه مثلنا 

         5 5x− ≤ 50 و≥ 50y− ≤ ≤  
  
  
  
  
   .∞+ و عند∞− عندfضع تخمينا لنهايتي.1
   f كعامل مشترك في كتابة و ادرس نهاية 2xضع .2

  .∞+  عند 
تخمين الذي قارن بين ال.∞−عند fادرس نهاية  .3

  .وضعته مع النتائج التي حصلت عليها

  للدالة ∞+النهاية عندعين  64 إلى 62 في التمارين من•

fالمعرفة على ] [0;+ ∞:  

     1(( ) 2 lnf x x x x= + − 2( ( ) 2

ln 2

4

x x
f x

x

−=   

     1( ( ) ln( 1)x
f x

x

+=  2( ( )
2ln( )x x

f x
x

+=  

      1( ( ) 3xf x e x= −   2( ( ) 3 lnf x x x= −  

  :      احسب النهايات التالية

  1( lim
ln

x

x

e

x→+∞
       2( 

3
lim

(ln )

x

x

e

x→+∞
  

  3( lim
ln

n

x

x

x→+∞
       4( lim

ln

n

x

x

x→+∞
) n ∗∈ℕ(  

  :       احسب النهايات التالية

  1( 
2

lim
3 2

x

x

e

x→+∞ +
       2( 

2

ln
lim
x

e x

x x→+∞ +
  

  3( 
2

ln(1 )
lim

xx

x

e−→−∞

−       4( 3lim (1 2 ) x

x
x e

→−∞
+ 

  :        احسب النهايات التالية

  1( 
22 3 1

lim
1 xx

x x

e→+∞

− +
+

       2( 1lim ( 1) x

x
x e −

→+∞
+  

3( 2 2 1lim (3 1) x

x
x x e +

→−∞
− +   4 (2 3 1lim (2 3) x

x
x e −

→−∞
−  

  :        احسب النهايات التالية

  1( 
2

2

5
lim

1

x

x

e

x→+∞

+
+

       2( lim (3ln )
x

x x
→+∞

−  

  3( 1 2lim 2x

x
e x−

→−∞
−   4 (lim ln(1 )

x
x x

→−∞
− −  

  :        الكلفة لمتوسطة لإنتاج وحدة معطاة بـ 

           ln( 1)
( ) 4

2 1M

x x
C x

x

+= +
+

  

)يمثل  كمية الوحدات ؛  xحيث  )MC xف  مقدرة بآلا

  .الدنانير 

ما ذا تصبح الكلفة المتوسطة للإنتاج عندما ترتفع الكمية 

  بشكل غير معروف؟

     1.f دالة معرفة علىℝبـ :( ) (2 1) xf x x e= −  

   ∞− عندf    عين نهاية 

2. g دالة معرفة على+
ℝ2: بـ( ) xg x xe−=  

  .∞+ عندg        عين نهاية 

58 
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2 3 4-1-2

2

3

-1

0 1

1

x

y

      fدالة معرفة على ℝ2بـ( ) xf x x e−=  
  .∞+عند و∞− عندfادرس نهايات.1
  .و شكل جدول تغيراتهاfادرس تغيرات .2
  . في معلم متعام ومتجانسfارسم المنحني الممثل للدالة.3

       fدالة معرفة على ∗
ℝ بـ ( ) 2

3x

f x
x

=   

  .∞− عند fنهاية الدالة  ادرس) أ .1
  .0 عند fنهاية الدالة  ادرس)   ب
0xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي. 2 ≠:  

          ( )
[ ]

[ ]
ln3

2

2 ln 3
ln 3

xe
f x

x
= ×  

 .∞+ عند f استنتج نهاية الدالة 

9�:#&
  ���ر�� 

] المعرفة علىf       نعتبر الدالة [0;+   : كما يلي∞
             ( ) xf x xe−=  

)نرمز بـ )Γالبياني للدالة ل إلى التمثي  fفي معلم متعامد   

)و متجانس ); ,O i j
� �

  10cm: الوحدة

  :1الجزء

  .∞+ عند fنهاية الدالة  عين -أ.1
  .و شكل جدول تغيراتها f الدالة   ادرس تغيرات- ب
)أنشئ  -�ـ )Γ.  

1من m بين انه من أجل كل عدد حقيقي - أ. 2
0;

e
 
  

،  

)المعادلة )f x m=تقبل حلين .  

1 في الحالة- ب

4
m   حيثβ وα، نرمز إلى الحلين بـ=

α β<.للعدد −210ين حصرا سعتهعα.  

) حل المعادلة-ـ� )f x m=0الحالة  فيm 1 و=
m

e
=. 

) نعتبر المتتالية:2الجزء )nuالمعرفة على ℕبـ :  
uα α= 1 و

nu
n nu u e−

+ هو العدد المعرف في α حيث=
  .ب .2 . 1الجزء

n،0nuبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي -أ.1 >  
)لية برهن أن المتتا- ب )nuمتناقصة .  
)هل المتتالية -�ـ )nu متقاربة؟ إذا كان الجواب نعم عين

  .نهايتها


%ر��      �'�     

)المنحني )C في الشكل التالي هو التمثيل البياني لدالة معرفة
): بـ  ℝعلى  ) ( )xf x e ax b−= +   
 هو المماس ∆المستقيم. عددان حقيقيان b و aحيث 

)للمنحني  )C 0عند النقطة التي فاصلتها.   

1هذا المماس يمر بالنقطة  7
;

2 2
A
 − 
 

1 و  5
;

2 2
B
 
 
 

  

  
  
  
  
  
  
  

   : 1الجزء 

3بقراءة بيانية عين . 1

2
f
 − 
 

، ( )0f 1 و
'

2
f
 − 
 

  

)احسب .2 )' 0f  

  .∆عين معادلة للمستقيم.3
  .b و aعين قيمتي .4

   :2الجزء 
  :  بـ ℝفة علىمعراللدالة ا hلتكن .1

            ( ) (2 1) 1xh x e x−= − + +  
  ).لا يطلب حساب النهايات( hشكل جدول تغيرا ت الدالة 

]استنتج انه من أجل كل ]0;1x ∈: ( ) 0h x ≤   

  :  بـ ℝمعرفة علىاللدالة ا g لتكن .2

         ( ) (2 3) 3xg x e x x−= + + −  
)'احسب )g x عبر عن '( )g xبدلالة ( )h x.  

) ثم إشارةgاستنتج اتجاه تغير الدالة . 3 )g xعلى [ ]0;1.  

  :3ءالجز

)استنتج من الأسئلة السابقة أن المنحني. 1 )C تحت 
] في المجال∆المستقيم ]0;1.  

استنتج أن . 2
1

0

5
( )

2
f x dx ≤∫  
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  :  بـ ℝالمعرفة على المجال fلتكن       

            
2

2

ln( 1)
( )

1

x
f x

x

+=
+

  

)و )C2 هو تمثيلها البياني في معلم متعامد، الوحدةcm 
  . على محور التراتيب12cmعلى محور الفواصل و 

) احسب-أ.1 )f x−.  ماذا تستنتج بالنسبة للدالةf.  
   :   x تحقق أنه من أجل كل عدد حقيقي- ب

        
2

2 2

ln( 1) 1
'( ) 2

( 1)

x
f x x

x

+ −= −
+

  

)' ادرس إشارة -جـ )f x على [ [0;+ ∞.  
  .، ثم فسر النتيجة بيانيا ∞+عند fية  ادرس نها-د

]على f شكل جدول تغيرات الدالة -هـ [0;+  و أعط ∞

)القيمة المضبوطة للعدد  )1f e −  

x: 1يقي  بين أنه من اجل كل عدد حق- و
0 ( )f x

e
≤ ≤.  

) ارسم المنحني - أ. 2 )Cدا  المماسين  لـمحد( )C عند 
1e و 0النقطتين اللتين فاصلتاهما  −.  

)دلة  بقراءة بيانية ، عين عدد حلول المعا- ب ) 0,2f x =   
 إلى الحلين الموجبين للمعادلة و نقبل أن β و αنرمز بـ

0,54α 3,42β و≈ ≈.   
] شكل جدول إشارة -جـ ]( ) 0,2f x  على المجال −

[ [0;+ ∞.  
  :  بـℝعلى  المعرفةfلتكن الدالة       

           2( ) 3 2x xf x e e x= − + +   
( )C هو التمثيل البياني للدالة f  في معلم متعامد   

) و متجانس  ); ,O i j
� �

   4cm الوحدة

  .∞− إلى x عندما يؤول fعين نهاية الدالة ) أ) 1
2yالذي معادلتهDبين أن المستقيم) ب x=  مقارب +

)للمنحني )C.  
)ادرس وضعية المنحني ) ج )C بالنسبة إلى المستقيم D.  
  : xبين أنه من أجل كل عدد حقيقي ) 2

       2
( ) 3x x

x x

x
f x e e

e e

 = − + + 
 

  

  .∞+ إلى x عندما يؤول f استنتج نهاية الدالة 
)'  احسب - أ) 3 )f x  
)': تحقق من أن- ب ) (2 1)( 1)x xf x e e= − −  

)' المعادلةℝحل في  ) 0f x   fشكل جدول تغيرات ثم =

) للمنحني T عين معادلة المماس - أ) 4 )Cعند النقطة   

2 التي فاصلتها 
ln

3
 
 
 

  

  ؟Dو T ماذا يمكن القول عن المستقيمين  
) و المنحنيD، T ارسم - ب )Cفي المعلم ( ); ,O i j

� �
  

يز المستوي المحدد  لحS المساحة2cmاحسب بـ) 5
)بالمنحني )Cالمستقيم ، Dو المستقيمين اللذين معادلتاهما:   

     0x ln و= 3x =.   

1 المعرفة على المجالf      لتكن 
;
3

 −∞  
  :  بـ 

       3( ) 1 3f x x x= + −  
)و )C ،هو تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 

  .3cmالوحدة
  .∞−عند fادرس نهاية . 1
)' احسب -أ.2 )f x و ''( )f x حيث 'fو ''f هما 

  fالمشتقة الأولى و الثانية على الترتيب للدالة

1 تحقق أنه من أجل كل-   ب
;
3

x
 ∈ −∞  

:  

''( ) 0f x <  
(0)' بملاحظة أن -   جـ 0f )'، استنتج إشارة = )f x  

1على المجال
;
3

 −∞  
  

  .f شكل جدول تغيرات الدالة-د
)ارسم المنحني. 3 )C.  

:3 للدالةعين دالة أصلية-أ.4 1 3h x−֏1 على
;
3

 −∞  
  

 مساحة الحيز من المستوي المحدد 2cm احسب بـ -  ب
)بالمنحني  )Cو المستقيمات التي معادلاتها :  

  y x= ، 0x 1 و=

3
x =.  

∗المعرفة على المجال fن لتك       
ℝ بـ  :  

              
2

5
( )

5 1

x

x
f x =

−
  

)و )C ،هو تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
  .5cmالوحدة

  . فرديةfبين أن الدالة .1
    :x بين أنه من  أجل كل عدد حقيقي غير معدوم - أ. 2
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( )

( )
2

22

5 ln 5 5 1
'( )

5 1

x x

x
f x

× +
= −

−
  

   .f استنتج اتجاه تغير الدالة-  ب
أعط تفسيرا بيانيا لهذه  .0عند f احسب نهاية - أ. 3

  .النتيجة
lim بين أن -  ب ( ) 0

x
f x

→+∞
=  

2حل المعادلتين . 4
( )

3
f x =   

)ارسم المنحني. 5 )C.  
] المعرفة على f      لتكن الدالة  [0;+   :  بـ∞

            
1

2 3( ) 3 3
x

f x x e
−

= − +  
( )fC هو التمثيل البياني للدالة f   في المستوي المنسوب

)إلى معلم متعامد و متجانس  ); ,O i j
� �

  )2cmالوحدة (

   .f مشتقة الدالة f' احسب - أ) 1
عندما  f' و احسب نهايةf'س تغيرات الدالة  ادر-  ب

  .∞+ إلىxيؤول 
α) 0α استنتج أنه يوجد عدد حقيقي وحيد- جـ > (
)حيث ) 0f α 0,4بن أن  و ي= 0,5α< <  

)' ادرس إشارة-  د )f x على [ [0;+ ∞  
  ∞+ إلىxعندما يؤول  f احسب نهاية- أ) 2

)2 ادرس إشارة-  ب ) ( 3)f x x−    فسر النتيجة هندسيا.−
2 إلى المنحني الذي معادلتهPنرمز بـ(  3y x= −(   
  . f شكل جدول تغيرات الدالة - أ) 3
) بين أن المعادلة - ب ) 0f x  في β تقبل حلا واحدا =

]المجال [;α + 0,8 ثم تحقق أن ∞ 0,9β< <   
) وPارسم المنحنيين ) 4 )fC و حدد المماس 

)للمنحني )fC 0 عند النقطة التي فاصلتها.   
] المعرفة على f      لتكن الدالة  [0;+   :  بـ∞

           ( ) 1 xf x x x e−= + +  
( )fC هو التمثيل البياني للدالة f   في المستوي المنسوب

)إلى معلم متعامد و متجانس  ); ,O i j
� �

  )2cmالوحدة (

   هما على الترتيب الدالة المشتقة الأولى f'' وf' - أ) 1
   .f لدالة المشتقة الثانية للدالة  و ا

)'،xاحسب من أجل كل عدد حقيقي موجب )f xو''( )f x.  

بين أنه من أجل كل عدد  .f' ادرس تغيرات الدالة - ب
)' ،xحقيقي موجب  ) 0f x >  

  ∞+ عندf لة احسب نهاية الدا-جـ
  . fشكل جدول تغيرات الدالة  -د
1y الذي معادلتهD بين أن المستقيم - أ) 2 x=    مقارب +

)للمنحني )fC و حدد الوضعية النسبية للمستقيم D   
)و المنحني )fC.  

)لمنحني بين أن ا- ب )fC يقبل مماسا في نقطة A موازيا 
  . Aعين إحداثيتي . Dللمستقيم 

)بين أن المعادلة ) 3 ) 2f x  على α تقبل حلا واحد =
]المجال [0;+ 0تحقق أن .∞ 1α< <  

والمنحني  A ، المماس عند النقطة D ارسم المستقيم )4
( )fC.  

 *;<�=  

%ر��      �'�   

) المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس ); ,O i j
� �

 

  10cm:الوحدة
   : 1الجزء 

 I. نعتبر الدالة  fالمعرفة على ℝكما يلي :  
             ( ) 0,5 1(2,5 ) xf x x e− += +  

  .fادرس اتجاه تغير الدالة.1
limاحسب.2 ( )

x
f x

→−∞
  

  ، xتحقق انه من اجل كل عدد حقيقي .3

         ( ) 0,5 1 0,5

2,5 0,5
2

x x

x
f x e

e e− + −= + ×  

limتج استن ( )
x

f x
→+∞

.  

ارسم التمثيل البياني .fشكل جدول تغيرات الدالة. 4
) في المعلمfللدالة ); ,O i j

� �
.  

II.  لتكن gالدالة المعرفة على ℝ بـ  :  

               ( ) 0,3 1g x x= +  
  .gأنشئ في نفس المعلم التمثيل البياني للدالة.1
)نريد حل المعادلة .2 ) ( )f x g x= على المجال [ ]0;10  

] منx نضع من اجل كل  ]0;10 :  

              ( ) ( ) ( )h x f x g x= −  
   منx، بين أنه من أجل كل 1باستعمال نتائج السؤال-أ
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  [ ]0;10:  ( ) 0h x <  

) استنتج أن المعادلة - ب ) 0h x  تقبل في المجال =

[   .αحدا نرمز له بـ حلا وا10;0[

  . بقراءة بيانية ، احصر بعددين طبيعيين متتابعين-جـ
   .0,01 سعته α   أعط حصراً للعدد-د

  :2الجزء 

I.  هي " الطلب "  نعتبر منتوجا حيث دالة( )f p بدلالة 
)هي " العرض " الة    و دpالسعر الموحد  )g p   

) p  مقدر بالدينار  و [ ]0;10p ∈.(   
أعط سعر الموازنة أي السعر الذي يكون فيه الطلب . 1

  .مساويا للعرض
 ، إذا ارتفع السعر 3,10DAتحقق أنه من أجل سعر .2

0بنسبة 
0 ، الطلب ينخفض بنسبة 01

  . تقريبا01
II.  نعتبر الدالة E المعرفة على المجال[   :    بـ 10;0[

          '( )
( )

( )

f x
E x x

f x
=   

   .f تمثل المرونة لـE   في الاقتصاد 
] من x كل تحقق أن من أجل.1 ]0;10  :   

               
20,5 0,25

( )
2,5

x x
E x

x

− −=
+

  

] حل في -أ.2 ) المعادلة 10;0[ ) 1E x = −.  
  .بالنقصان لهذا الحل0,01 أعط قيمة عشرية مقربة على- ب

   : 1الجزء       

1المعرفة على fلتكن الدالة  
;

2
 − + ∞  

   :  بـ

   ( ) ( ) ( )7 6ln 2 1 6ln 2 2f x x x x= − + + + − +  
) نرمز بـ  )C إلى التمثيل البياني للدالة f   في معلم

)متعامد و متجانس ); ,O i j
� �

.  

1  معرفة علىfبرر أن ) 1
;

2
 − + ∞  

.  

1 عند fعين نهاية الدالة ) 2

2
)استنتج أن المنحني.− )C 

)يقبل مستقيما مقاربا )Dيطلب تعيين معادلة له .  

1من xبملاحظة أنه من أجل كل ) 3
;

2
 − + ∞  

  :   

  ( ) ( ) 2 1
6ln 2 1 6ln 2 2 6ln

2 2

x
x x

x

+ + − + =  + 
 ،   

  .∞+ عندfة عين نهاية الدال
)ليكن) 4 7y المستقيم الذي معادلته∆( x= − +  
) ما هي نهاية -أ ) ( )7f x x − − +  عندما يؤول x  إلى

  .؟ أعط تفسيرا هندسيا∞+
) ادرس وضعية المنحني- ب )Cبالنسبة للمستقيم ( )∆.  

1من xبين أنه من أجل كل ) أ) 5
;

2
 − + ∞  

 :  

           ( ) ( )( )
22 3 5

'
2 1 1

x x
f x

x x

− − +=
+ +

   

  . f هي الدالة المشتقة للدالة f'     حيث 
  . f و شكل جدول تغيرات f' ادرس إشارة- ب
) المماس للمنحني Tليكن ) 6 )C عند النقطةM التي 

  .  Tعين معادلة للمستقيم .0فاصلتها
)ارسم المستقيمات ) 7 )D،( )∆ ،T و المنحني ( )C في 

)المعلم ); ,O i j
� �

  2cmالوحدة

  : 2الجزء 

1المعرفة علىالدالة  Hلتكن ) 1
;

2
 − + ∞  

:  بـ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 ln 2 1 2 2 ln 2 2H x x x x x= + + − + +

1هي دالة أصلية على Hبين أن الدالة 
;

2
 − + ∞  

 hللدالة 

): جال بـالمعرفة على هذا الم ) 2 1
2ln

2 2

x
h x

x

+ =  + 
  

)نرمز بـ) 2 )Eإلى حيز المستوي المحدد بالمنحنين ( )C    
)المستقيم 2xوالمستقيمين اللذين معادلتاهما∆( 5x و= =  

) ضلل الحيز-أ )Eفي الشكل .  
)احسب القيمة المضبوطة لمساحة- ب )E مقدرة بوحدة

  .المساحات
) احسب مساحة-جـ )E 2 بـcm)  تعطى النتيجة على

   )01, 0شكل قيمة مقربة إلى 

%ر��       �'�  

] الدالة المعرفة علىmCلتكن . 1 :  بـ 6;0[
2( ) 0,8 4(1 2 ) q

mC q q e−= + −  
هذه الدالة تمثل الكلفة الهامشية اليومية لمصنع ينتج مادة 

 هو كمية المتوج مقدر بآلاف qكيميائية على شكل سائل، 
)اللترات و  )mC qمقدر بآلاف الدنانير   
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 في mC(1) ، و عين قيمة mCشكل جدول تغيرات الدالة 
  .الجدول

) استنتج إشارة -  )mC qعلى [ ]0;6.  
]المعرفة علىg بين أن الدالة - أ. 2 : بـ  6;0[

2( ) 4 qg q qe−= تقبل كدالة مشتقة الدالة المعرفة بـ   :  
   2'( ) 4(1 2 ) qg q q qe−= −  
 ترتفع بألف دينار TC(0) علما أن المصاريف الثابتة - ب

  . qالتي تمثل الكلفة الإجمالية بدلالة TC، عين الدالة 
]على TC ادرس اتجاه تغير الدالة -أ.3 باستعمال 6;0[

   .1السؤال
في المستوي المنسوب " الكلفة الإجمالية "  مثل الدالة  - ب

  .2cmإلى معلم متعامد و متجانس ،الوحدة
II.  10,8 ثمن البيع لهذا السائل هوDA ، للتر الواحد   

  .   و الإنتاج اليومي يباع كلّه
  . مثل في المعلم السابق الدالة التي تمثل الدخل اليومي- أ. 1

)نرمز لها بـ( بين أن الفائدة -   ب )B q ( معطاة بـ :  
        2( ) 1 4 qB q q e−= − −  

]المعرفة على hلتكن الدالة .2    :بـ  6;0[
        ( ) 1,8 ( )mh q C q= −  

  .mCمستعملا تغيرات الدالة hادرس اتجاه تغيرات الدالة -أ
) بين أن المعادلة - ب ) 0h q  αدا تقبل حلا واح=

]على   )αلا يطلب حساب (1;0[
) استنتج إشارة -جـ )h qعلى [ ]0;6.  
  ).استعمل السؤال السابق (B أعط تغيرات الدالة - أ. 3

) أعط قيمة -  ب )B α كقيمة 0,28 بأخذ 0,01 بتقريب 
   ماذا تمثل هذه القيمة بالنسبة للمصنع ؟αلـ


%ر��      �'�   
]المعرفة على المجال fلتكن  : 1الجزء  [1;+   :   بـ ∞

         
2

1 1 ln
( )

2

x
f x

x

− += +  

بعض المعلومات المتوفرة عن الدالة معطاة في جدول 
  :التغيرات التالي

+∞         
3

2e          1  x  

           
3

2( )f e  
1

2
                       1

2
−  

( )f x  

] منx بين أنه من اجل كل عدد حقيقي -أ.1 [1;+ ∞  :  

                
3

3 2ln
'( )

x
f x

x

−=   

   .f هي مشتقة الدالة f'حيث 
)' ادرس إشارة - ب )f x حسب قيم x و جد من جديد 

  ).لا يطلب حساب النهايات (fتغيرات الدالة 
)بين أن المعادلة  .2 ) 0f x  في α تقبل حلا واحدا =

]المجال ]1;e.   

 ، عين إشارةfباستعمال النتائج السابقة و جدول تغيرات.3
( )f x  حسب قيمx .  

  : 2الجزء 

]المعرفة على المجال g لتكن  [1;+   :    بـ ∞

        1 ln
( ) 1

2

x
g x x

x
= + −  

) و )C ، هو تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
  2cmالوحدة

  .∞+عند  g عين نهاية -أ.1

1 بين أن - ب
lim ( ) 1

2x
g x x

→+∞

  − +  
  

ماذا تستنتج  .

) للمنحني ةبالنسب )C ؟  
 الذي D ادرس وضعية المنحني بالنسبة للمستقيم-جـ

1معادلته 
1

2
y x= +  

   g هي مشتقة الدالة Aالمعرفة في الجزءfبين أن الدالة.2
  .gاستنتج تغيرات الدالة

) النقطة منMلتكن . 3 )C التي فاصلتها e و  T المماس 
  .Dيوازي  Tبين أن . Mللمنحني في 

) و D ، Tارسم .4 )C)  كقيمة مقربة 1,25تؤخذ 
  ).αللعدد

) حيز المستوي المحدد بالمنحنيSليكن. 5 )C المستقيم، 
D1 و المستقيمين اللذين معادلتاهماx x و = e=.  

  .ة بوحدة المساحاتمقدر S مساحة الحيز A و لتكن 
  . بتكامل A عبر عن -  أ

ln  لاحظ أن( A احسب - ب 1
ln

x
x

x x
= ×( .  
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

     : بـℝ المعرفة على f       لتكن الدالة 
          2( ) (1 ) xf x x e−= −  

  ه الإجابةحدد هذ.   لكل سؤال إجابة واحدة فقط صحيحة
  : هي fمشتقة الدالة  . 1

2 -    أ 2
'( ) ( 1) x

x
f x x e

e
−= + +  

2 -  ب 2
'( ) ( 1) x

x
f x x e

e
−= − −  

2 -   جـ 2'( ) ( 2 1) xf x x x e−= − + −  
2 -    د 2'( ) ( 2 1) xf x x x e−= + −  
  : يقطع محور الفواصل فيf منحني الدالة .2
   نقطة واحدة الأكثر -ب نقطة واحدة       -أ

  . لا يقطع محور الفواصل-  نقطتين       د- جـ
  : هي fدالة أصلية للدالة  .4

)2 .   أ ) ( 2 1) xF x x x e−= − +  
)2 .   ب ) ( 2 1) xF x x x e−= + −  
)2 .  جـ ) ( 1) 1xF x x e−= + −  
)2 .   د ) ( 1) 1xF x x e−= − +  

  ات يمكن أن تكون صحيحة،         لكل سؤال عدة اقتراح
        عينها مع تعليل الجواب 

    f دالة معرفة علىℝبـ  :( ) 2 xf x x −=،   
  . تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانسC  و
) )أ .1 )lim

x
f x

→+∞
= ) )ب  ∞− )lim 0

x
f x

→+∞
=  

)) ج                )lim
x

f x
→−∞

= −∞  

  :xمن اجل كل عدد حقيقي  .2
)) أ  ) ( ) ln 2' 1 ln 2 xf x x e−= ) )ب − ) ( )' 1 2 xf x x −= −  

) )ج         ) ( )' 1 ln 2 2 xf x x −= −  

): xمن اجل كل عدد حقيقي  ) أ.3 ) 3

4
f x ≤  

)معادلةال) ب   ) 1

2
f x   . تقبلين حلين فقط=

   فوق 0 عند النقطة التي فاصلتهاCللمنحني  Tالمماس ) ج  
  .C  المنحني

4.gهي الدالة المعرفة على] [0;+ )�ـ∞ ) ( )lng x f x= 

0x  من أجل كل عدد حقيقي) أ >،،( ) 0g x <  
)) ب )lim

x
g x

→+∞
= −∞  

1 متناقصة على المجالgالدالة ) ج
0;

ln 2
 
  

.  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ

اذكر إن كانت النهايات التالية صحيحة أو خاطئة مع 
   جوابكتبرير
)  �ـ ℝالمعرفة على fلتكن الدالة  ) ( )3 xf x x e−= − +      

0xمن أجل كل.1 >، ، ( ) 3f x x≥ − +.  

  .fمحور الفواصل مقارب لمنحني الدالة .2
)هي  fمشتقة الدالة .3 ) ( )' 2 xf x x e−= −   

  . تقبل قيمة حدية واحدةgالة  الد.4
2mمن أجل كل.5 e≠المعادلة ، ( )f x m= إما لا تقبل 

  .حلا أو تقبل حلين
  .ℝ متناقصة تماما علىf الدالة .6

 f دالة معرفة علىℝبـ  :( ) xf x xe−=  

   اختياركلاذكر إن الخواص التالية صحيحة أم خاطئة و عل
) : xمن كل عدد حقيقي  .1 ) ( ) 0f x f x− ≤  

):  xمن كل عدد حقيقي  .2 ) ( )' xf x f x e−+ =  

):  xمن كل عدد حقيقي  .3 ) 1f x ≤  
4. ( )lim 0

x
f x

→+∞
= 

5. ( )lim ' 0
x

f x
→+∞

=  

عند النقطة  f المنصف الأول هو المماس لمنحني الدالة .6
  .0التي فاصلتها

      لكل خاصية من الخواص التالية ، اذكر إن كانت  
  .صحيحة أم خاطئة معللا إجابتك

)، xمن اجل كل عدد حقيقي  .1 )ln 2x x=  

   اجل كل عدد  من  موجب حيثa يوجد عدد حقيقي .2
)، x حقيقي    )ln xa x=  

   ،x و  aين موجبين تماما  حقيقييناجل كل عدد من .3

    
ln
ln

x
aa x=  

12 حيث x يوجد عدد حقيقي .4 3x− =  
x ،100  موجبكل عدد حقيقي من اجل .5 x x≤  

) حيثx عدد حقيقي موجب  يوجد.6 )3
3 x x≠  

y 2:و xين حقيقيينكل عدد من أجل .7 22 2 2x y x y+ = ×   
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  الكفاءات المستهدفة
 .تعريف سلسلة إحصائية لمتغيرين عددين  

 .تمثيل سلسلة إحصائية لمتغيرين عددين بسحابة نقط  

 . إحداثيي النقطة المتوسطة تعين 

 .إنشاء مستقيم تعديل خطي  

 .تبيان تلاؤم معطيات تجريبية مع قانون متساوي الإحتمال لإنجاز محاكاة  

  
  
  

� إ������ ��ا و ه� ���� ��
�ة ا�	��� ����     ��  : ا�!�ول أد


�ءل ��3ذا ؟ إن �(�د� ا���63. 45 �23 ا�%����ت ��ل درا�. إ��0/�. آ,+* �(� أ�)�ذ� &%$�ت   (& :�     > ;: أ


%� @%H أ�G* ا�E� ��F0ورا�A C@�65 *D* آ�A ��B ا��A�,�3ت 5(� �=آ� أن @�د ا?;$�ص ا�=��  �     


�@�ة ���� ا����� و ��,* ����ا ؟ . 400   ا�)!��(I ه� A :��MAN� O)5  

i in x   ار�M&3ّ!A2 
�@�Q  

  ا�+�Rت  ixا�3�اآ�   inا�)M�ار   %

    5       [14 ; 16 [   
1088        17    
            [ ; 22[       
  280    84      
      40    [ 24 ;      [   
        28   [26 ; 30 [   


� ه
ا ا�	��ا���� ��   
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   ا
	��ط ا�ول       
  

  تُدرس بعد كل خمس سنوات 
  ملفات المستفيدين من السكن في القرى 

  .و المدن المتوسطة و الكبيرة 
   أظهر ت الدراسة الجدول التالي  

it عدد المستفيدين في 
  القرى

iz عدد المستفيدين في 
  المدن الكبيرة

iy عدد المستفيدين في 
  المدن المتوسطة

  السنة

24.2  988.9  124.2  1999  
24  979  131.1  2000  
25.9  919.5  138.9  2001  
21.3  946.1  141.6  2003  
-  1041  152.9  2004  

  .بالآلاف   يعطى عدد المستفيدين 
  .أدخل كلا من هذه السلاسل في قوائم الحاسبة و عين التمثيلات البيانية لسحابات النقط في الحالات الثلاثة  )1
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
)بعد معاينة السلاسل )2 );i ix y ، ( );i ix zو ( );i ix tالإستقامية؟إلىن النقط فيها أقرب  على شاشة الحاسبة أيها تكو   

)مثل النقط ) 3 ),i i iM x y في معلم متعامد مبدؤه ( )1998;120O    لكل cm 1 لكل سنة و cm 2 و بوحدة ′

  . آلاف مستفيد 5   
)أنشئ ) 3 )1D المستقيم الذي يشمل( )1 1999;124,2M و ( )5 2004;152,9M .  أكتب معادلة ديكارتية لـ( )1D  

)أنشئ في نفس المعلم المستقيم ) 4 )2D 5,12 ذا المعادلة 10112y x= −  

   أي المستقيمين أقرب الى السحابة ؟- 
 
 

  +Ti83 ��ح ا���	�� ��������

   2L و لتكن iYو �D/3. ا?@�اد 1L  و لتكنiX\د�Gل  �D/3. ا?@�اد 

        1)       

                        2)   

 Marque و 2L، القائمة  1Lثم اختر القائمة 

        (3للمعاينة أنقر تباعا على الأزرار            
 .���
�^[ ا� (4: �))2%                                                                           
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   ��

�ا
	��ط ا      
  

  إليك تمثيل . شاط السابق من جديد  النلنتناو
)سحابة النقط و المستقيم  )1Dنريد إثبات أن ،  

)المستقيم  )2Dالذي  معادلة له   

 5,12 10112y x= −   
) أقرب لسحابة النقط  ),i i iM x yمن   

) المستقيم )1D  الذي معدلة له:   

5,74 11350y x= −                                       
1 (4M هي النقطة التي احداثياها ( )4 4,x y   

) هي النقطة من 4Pو  )1D4 التي قاصلتها وx 4 فاصلةM  

   فسر هندسيا العددين     -   
                     4 45,74 11350d y x= − +  

)            و     )22
4 45,74 11350d y x= − +     

  
  باستعمال الحاسبة ،) 2

)مسة  أحسب الأعداد الخ-                )2

45,74 11350iy x− } حيث i من أجل قيم + }1,2,3,4,5,i ∈  

   لهذه المربعات1x   ثم أحسب المعدل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) للمربعات 2xأحسب المعدل ) 3 )22
4 45,74 11350id y x′ = − +  

   التعليق- قارن بين المعدلين ) 4
  
  

  +Ti83 ��ح ا���	�� ��������

     و بالنسبة للمتغير نستعمل اللمسة       \د�Gل  @%�رة ا��ا�.-1 

   ثم  لتعيين بداية الجدول و الخطوة -2 


)�O3 ا?زرار  `O^�(,�  I داOG ا�!�ول -3 �   ،  ،  ،  و 

0
20
40
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80

100
120
140
160
180

1998 2000 2002 2004 2006
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�����   ه/ ا�.'- ,*�+ �(*(� ز'&��X ا%ول إذا آ�ن ا�

�+ �5/ن �3را�� ����� 018 '7&+ 5&��� أن �5/ن 34د ا�&01 آ���ا:  

  

  :السلسلة الإحصائية لمتغيرين ↵                    
كملاحظة مادتي الرياضيات و الفيزياء في (  دراسة على مجتمع إحصائي تتم أحيانا ملاحظة طبعين كميين   أثناء   

    في لاجدولiy و ix تعطى قيمهما Y و Xعندئذ نعرف متغيرين ) . ثانوية ما 

nx  ...  
3x  2x  1x  X 

ny  ...  
3y  2y  1y  Y 

) مجموعة الثنائيات );i ix yتشكل سلسلة إحصائية ذات متغيرين   

  :لاحظة م

 : سحابة نقط و النقطة المتوسطة - 1- 1
)مجموعة النقط ) مناسب ( في معلم متعامد  ),i i iM x yالمتغيرين   هي سحابة نقط السلسلة ذاتX و Y  

)           النقطة المتوسطة لهذه السلسلة هي النقطة  ),G x y حيث x معدل القيم ix و   y معدل القيم iy  

                    1 2 ... nx x x
x

n

+ + +=                  1 2 ... ny y y
y

n

+ + +=      

  :لاحظة م

  يوضح الجدول التالي ارتفاع نسبة النجاح في شعبة تسيير و اقتصاد خلال سبعة سنوات في مؤسسة ما       :مثال  

      
2001 

  ixالسنة    1975 1980 1985 1990 1995 2000

  iyالنسبة   72,3 74 75,3 77 79,5 81,1 81,3

   سحابة النقط الممثلة الممثلة لهذه السلسلة في 
  

)معلم متعامد مبدؤه  )1975;70O ′  

)النقطة المتوسطة  )1989;77,2G  

  
  
  

 : تغيير المبدأ أو الوحدة - 2- 1

i:   تغيير المبدأ *  iz x a= i و  − it y b= − 
z:بخواص الخطية للمعدل x a= t و− y b= )في المثال السابق  . − )14,4;7,2G 1975a مع أخذ ′ 70b و= =  

i:   غيير الوحدة ت*   iu ky=     

70
72
74
76
78
80
82

1970 1980 1990 2000 2010

G
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u: نطبق الخواص  ky= .  في المثال السابق( )14,4;0,772G 1975i مع أخذ ′′ iz x=  و−
100

i
i

y
u =  

  لخريجي الجامعات و المعاهد العليا في خمس بلدان بدلالة عددixيبين الجدول التالي العدد  :1تمرين محلول     

  ) بالآلاف iy و iy)  . ixسكانها 

  البلد 1 2 3 4 5

645 796 536 860 815 ix  

67804 69516 52198 69901 92539 iy  

) مثل سحابة النقط -    );i ix yفي معلم متعامد و مناسب   

  Y و Xلاختيار المعلم ، نستعمل قيم مدورة للقيم الدنيا و القصوى لكل من المتغيرين  الحل

  
  
  
  
  

  
)نختار كمبدأ   )500;50000O   كوحدة على محور الفواصل  ′

2cm ألف خريج و على محور التراتيب 60 لـ  

1cm ملايين نسمة 8 لـ .  
  

 يعرض مصنع أسعار بالدينار لكمية مختلفة من مادة ينتجها كما يوضح الجدول التالي :2تمرين محلول   

   بالطنxالكمية  300 400 500 600 700    

  ارات بآلاف الدينyالسعر  40 45 51 54 57

) عين النقطة المتوسطة -1    );G X Y لسحابة النقط ( );i ix y.  

   نقطة من  G النقطة المتوسطة للنقط الاخرى ثم تحقق أن 2G  النقطة المتوسطة للنقطتين الأوليتين و1G عين -2   
)        المستقيم  )1 2G G.   

  الحل

    على الترتيب نستعمل اللمسة 2L و1L في القائمتين iy و ixباستعمال الحاسبة و بعد إدخال القيم  )1
   ) 2L, 1L2:2-Vat Stats(  ثم   )    Calc( ثم 

500x  نحصل على  49,4y و = ) أي  = )500;49,4G  

2 (( )1 350;42,5G ، ( )2 600;54G .  توجيه معامل( )1 2G G 54 هو 42,5
0,046

600 350
a

−= =
−

  

)معامل توجيه      )1G G 54 هو 49,4
0,046

600 500
a

−′ = =
−

    . a a′= معناه G ينتمي للمستقيم ( )1 2G G  

  +Ti83 ��ح ا���	�� ��������

 I�^ل ا��Gإد ���ixو iy 1 في القائمتينL2 وL  
  سات على الترتيب نستعمل اللم

         
:                                                               

620 680 740 800 860 920 980

6.6E4

7.4E4

8.2E4

9E4

9.8E4

1.06E5

1.14E5

1.22E5

1.3E5

1.38E5

4.2E4

500 560

5E4

5.8E4

x

y
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1�*' =��/�<� �*���� ا�&01 و '�7د���A�1 ا�
ي 5?�� ا�&1<� ا�*��A ا3�8Cار �������7ت ا���83 ه/ ا�
���ة   E�ا�

y = a x + by = a x + by = a x + by = a x + b
 F�:       

( )

 
 
 
∑

∑

nnnn

i ii ii ii i
i = 1i = 1i = 1i = 1
nnnn 2222

iiii
i = 1i = 1i = 1i = 1

1111 x y - x yx y - x yx y - x yx y - x y
nnnna =a =a =a = 1111 x - xx - xx - xx - x
nnnn

      و     
b = y - a xb = y - a xb = y - a xb = y - a x

)%ن      (  )
G x ; yG x ; yG x ; yG x ; y

*��A�1   18<� '- ا�(  

/*�
<� �*���� 5ا���1م � �537�
<�� أو � � 018( ),i i iM x y   

 X بدلالة Yيعني إيجاد دالة خطية تعبر بكيفية تقريبية عن 

  
  

  :التعديل الخطي  ↵      
  :تعريف      

  
  : التعديل الخطي بالمربعات الدنيا 

  عندما يكون لسحابة النقط المرفقة بسلسلة    
   إحصائية لمتغيرين عدديين شكل متطاول ، نتساءل 

   .عن إمكانية إنشاء مستقيم تقع حوله نقط السحابة 

  

  : مبدأ المربعات الدنيا 
2:  نحسب المجموع  2 2

1 1 2 2 ... n nS M P M P M P= + + +  

2: أي 

1

n

i i
i

S M P
=

) هي نقط السحابة ذات الإحداثيات iM   حيث ∑= );i ix y يسمى مستقيم ( نقبل بوجود مستقيم

 . أصغريا Sيشمل النقطة المتوسطة للسحابة و يجعل ) الإنحدار بالمربعات الدنيا 

  :تعريف و مبرهنة 

  

    

  

  

  

 :ة ملاحظ 
) هو aالعدد  , )

( )

Cov x y
a

V x
   حيث =

( )( )
1

1
( , )

n

i i
i

Cov x y x x y y
n =

= − )  و  ∑− )
2

1

1
( )

n

i
i

V x x x
n =

= −∑  
             

  
  

  

  +Ti83 ��ح ا���	�� ��������

                                                                        : نستعمل اللمسات التالية b و �a,��0ل @,� ا���د��  

               

2P

1M

iP

2M

iM

1P

iy

iax b+
1y

2ax b+

1ax b+

1x 2x ixO

2y
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�����K :  1تمرين محلول� ���E�  '- د
� P�4(�) ا���ء ، ا���ز ، ا��M���ء و ا�K,�M ( 38رس ا�&*�� ا�

  السنة 1978 1984 1992 1994 2000 2004
34 30 24 22 14 8 ix 1970(  السنة(   

2,8 3,3 3,2 4,3 5,2 4,4 iy النسبة  )%(   

)مثل سحابة النقط ) 1 ; )i i iM x yة  في معلم مختار بعناية ثم أحسب إحداثيي النقطة المتوسطG )  استعمل الحاسبة(  

  . التعديل بمستقيم الأطراف -) 2

)التكاليف ثم استنتج المعادلة المختصرة للمستقيم أحسب التزايد المتوسط السنوي لحصة   )1 6M M) مستقيم الاطراف(  

 النقطة المتوسطة 2Gلمتوسطة للنقط الثلاثة الأولى و  النقطة ا1Gعين  ) : MAYER( التعديل بمستقيم مايير ) 3

)للنقط الأخرى ثم استنتج المعادلة المختصرة للمستقيم  )1 2G G أنشئ هذا المستقيم ، .  

yأكتب معادلة مستقيم الإنحدار: التعديل بمستقيم الإنحدار) 4 ax b=   . ثم أنشئ هذا المستقيم b وa، بالحاسبة عين +

   )+Ti83استعمل الحاسبة ( أي المستقيمات أقرب للسحابة ) 5

  :الحـل 

  .تظهر سحابة النقط على الشاشة ) 1(باتباع الخطوات المذكورة في النشاط ) 1

2,8التزايد المتوسط السنوي هو النسبة ) 2 4,4

34 8

−
−

)وجيه المستقيم  و هو معامل ت )1 6M M و منه فمعادلته   

    1 1

2,8 4,4
( )

34 8
y x x y

−= − +
−

0,061   أي    4,888y x= − +   

3 (1(14,66;4,63)G  (3,1;29,33)2  وG   0,104  و 6,154y x= − +  
0,0779aنحصل على ) 2(س باتباع الخطوات المذكورة في الدر) 4 = 5,579b  و  − =  
  :باتباع الخطوات التالية ) 5

              2 10,061 4,888) 2)L L+ × − ∧List   Math  5  :  Sum((  
  بالنسبة لمستقيم الأطراف  ) 2,037(        نجد    iy هي قيم 2L و القائمة ix هي قيم 1L      القائمة 

) بالنسبة لـ 1,604  بنفس الطريقة نجد  )1 2G G بالنسبة لمستقيم الإنحدار1,284 و   

  

 إليك الجدول التالي  :2تمرين محلول   

600 500 400 300 200 X  
47 44 41 35 30 Y  

   وسيطي معادلة مستقيم الإنحدار بالمربعات الدنياb و a عين -1   

 نضع -2   
100

x
Z  و =

100

y
V     .ماذا تلاحظ ؟ فسر  ) . V بدلالة Z( ب معادلة مستقيم الإنحدار أكت  . =

4:   بع الخطوات التالية باستعمال الحاسبة نت الحل 2 100L L= 3  و  ÷ 1 100L L= ÷ 

 3  م 44: LinReg (ax+b)   Enter   ,L L   . 0,043نلاحظ أنa )                                        لا يتغير  ( =

0,222bبينما  bلأن   )   0,01يضرب في   ( = y ax=   )حسب خاصية الخطية للمتوسط الحسابي  ( −
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  تستغل دالة التعديل للقيام باستكمالات داخلية أو خارجية

 

    التعديل بقطع مكافئ   

  
  وضح الجدول التالي درحة التلوث ي            

              في مدينة صناعية على مدار سبع سنوات
  

ب )1
ا

)ستعمال الآلة الحاسبة مثل سحابة النقط با   );i ix y  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

2x السحابة يوحي بقطع مكافئ ذروته  لشك )2 =   
)2               نبحث عن تعديل من الشكل  ) ( 2)f x a x b= − +   

)              نضع  )2
2i iz x=    iz قائمة القيم 3L أكتب −

) باتباع الخطوات السابقة مثّل على شاشة الحاسبة النقط )3 );i ix y   

) ، z بدلالة yا لـ أكتب معادلة مستقيم الإنحدار بالمربعات الدني )4 )y az b=  و مثّله على شاشة +

  )−110 مدورتين الى b و aتعطى قيمتي ( الحاسبة 

)استنتج معادلة القطع المكافئ المعدل لسحابة النقط  )5 );i ix y  

  : ملاحظة  

  

  : مثال  

10xالتلوث خلال السنة العاشرة مثلا و ذلك بتعويض          يمكن توقع درجة  )2  في الدالة= ) ( 2)f x a x b= − +  
   .y         لنجد قيمة 

  
  
  

7  6  5  4  3  2  1  ixالسنة   

14,6 12,7 11,5 10,3 9.7 9.6 9.8 iyالدرجة   


آ�� ���E</ات�  ا�

   2L و لتكن iYو �D/3. ا?@�اد 1L  و لتكنiX\د�Gل  �D/3. ا?@�اد 

        1)       

                        2)   

 marque والنوعية 2L، القائمة  1Lثم اختر القائمة 

        (3للمعاينة أنقر تباعا على الأزرار            
 .���
�^[ ا� (4: �))2%                                                                           
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  نزعة ، أنقر باليمين على المستقيم ثم تتبع الخطوات التاليةلإظهار معادلة منحنى ال

   )(format de la courbe de tendance تنسيق خط الاتجاه -1        

   )options(  خيارات -2        

   ) afficher l'equation sur le graphique(  عرض المعادلة على التخطيط -3        

   )ok(  موافق -4        

  
خلال سنوات معينة كما ) 2(و ) 1(نقارن في الجدول التالي نسبتي الناجحين بدرجة جيد في امتحان البكالوريا في ثانويتين 

  .لجدول يوضح ا
  السنة 1985 1990 1995 2000 2001 2002 2003

18 17 16 15 10 5 0 ixالرتبة   

6,4 6,5 6 5,8  4,2 3,2 3,7 iy 1( الثانوية(  

8,3 7,7 7,4 8,2 10,2 7,5 9 iz 2( الثانوية(  

 

  عة باستعمال المجدول إكسالتعيين النز   
)لتعيين مستقيمي الإنحدار بالمربعات الدنيا لسحابتي النقط  );i ix y و ( );i ix zكما يلي نملأ ورقة العمل   

 A9 الى الخلية A3العمود الأول خاص بالسنوات من الخلية  - 

 B9 الى الخلية B3 من الخلية ixالعمود الثاني خاص بالرتبة - 

 C9  الى الخلية C3 من الخلية iyالعمود الثالث خاص بالقيم  - 

 D9 الى الخلية D3 من الخلية izالعمود الرابع خاص بالقيم  - 

 

  تعيين سحابتي النقط في نفس المعلم   
   و nuage de point      ثم نختار  من ورقة العمل ثم أنقر على زر D9:B2ز قم بتحديد الحي( 

"   إضافة خط اتجاه " أنقر بالزر الأيمن للفأرة على إحدى النقط تفتح نافذة ، أنقر على . ثم إنهاء سيظر التخطيط المطلوب 
 )ajouter un courbe de tendance( خطي "  ثم اختر ) "lineaire ( ثم موافق  
)ضف مستقيم الإنحدار للسحابة  -  );i ix zبنفس الكيفية   

    : ملاحظة 

      
    

  
  
  

  )أدق ( للبحث عن تعديل آخر    
ثم اختر ) ajouter un courbe de tendance( إضافة خط اتجاهّ     "  أنقر باليمين على إحدى النقط ثم أنقر على - 

  .و كذلك الرتبة التي تناسب كثير الحدود  ) polynomiale" ( متعدد الحدود " الشكل 
   ماهو الإختيار الذي يبدو أكثر ملائمة ؟- 

)بنفس الطريقة أبحث عن تعديل أدق للسحابة  );i ix z  

   ؟2008سنة ) 1( ماهي النسبة المتوقعة للناجحين بدرجة جيد في الثانوية - 

�E, �5SEا� T        
A2 ، B2 ، C2 و D2 

  �(7&�و5-
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  :ول الجزء الأ  

  الي عدد مستعملي الهانف النقال في بلد ما يوضح الجدول الت
  الشهر  1996/12  1997/10  1998/5  1998/10  1999/2  1999/7  1999/9  2000/3

  ixالرتبة   0  10  17  22  26  31  33  39

22,6 16,2 15 12 9,4 7,2 4,5 2,5 
    iyع المستعملين 

  )بالمليون( 

   :القيام بالتعديل) 1
)مثّل سحابة النقط للسلسلة ) أ ; )i ix y 1(  في معلم متعامد و متجانسcm 1 أشهر على محور الفواصل و 4 يمثلcm 

  ) مليون على محور التراتيب 1يمثل 
 باستعمال x بدلالة yتعديل لـ مستقيم ال ) D(  ، أكتب معادلة  Gهل التعديل التآلفي مبرر ؟ عين النقطة المتوسطة ) ب

   )−210 إلى مقربتان b و a( طريقة المربعات الدنيا 
   ) .D( أنشئ ) ج
  نعتبر الجدول:  القيام بتعديل آخر )2

)نعتبر السلسلة الإحصائية  ; )i ix z حيث ( ; )i ix y  
  z = 0,056 x + 0,961حصل عليها بطريقة المربعات الدنيا هي  المx بدلالة zنقبل أن معادلة مستقيم التعديل لـ ) أ

.0,56 على الشكل y ثم ضع x بدلالة y  عبر عن  xy eα= )  أوجد قيمةα 210 مدورة ا لى−(   
)0,056بـ  ] 50 ; 0[  الدالة المعرفة على gلتكن ) ب ) 2,6. xg x e= .   

  g منحنى ) C( باستعمال الحاسبة البيانية أنشئ بعناية -     
   أي التعديلين يبدو أقرب ؟-     

   سنقارب بالحساب التعديلين السابقين : الجزء الثاني

)حل المتراجحة ) 1 ) 0g x   ون     ملي35 ، استنتج السنة و الشهر الذي يكون انطلاقا منه عدد مستعملي النقال أكبر من ≤
  )حسب النموذج الثاني   ( 
) حيث hنعتبر الدالة ) 2 ) ( ) ( )h x f x g x=    'h التي تعدم المشتقة 0xتعطى القيمة  ( h ، أدرس تغيرات الدالة −

)'0لاحظ أن )    مدورة الى الجزء الصحيح  ) 0,5g x =  
   )T( أنشئ  ) . D( و  ) T(  ، ماذا نقول عن 0xفي النقطة ذات الفاصلة )  C( مماس  ) T( ليكن ) 3
   ؟ g و f عند مقارنة 0xماذا تمثل) 4

  طلب حصرا لكل منهما بين عددين صحيحين ي2x و 1x هما x تنعدم من أجل قيمتين لـ h بين أن -    
   ؟ g و f عند مقارنة 2x و 1xماذا يمثل ) 5
  

  الشهر  1996/12  1997/10  1998/5  1998/10  1999/2  1999/7  1999/9  2000/3

  ixالرتبة   0  10  17  22  26  31  33  39

Ln(22, 6) Ln(16, 2) Ln(15) Ln(12) Ln(9,4) Ln(7,2) Ln(4,5) Ln(2,5)  ln( )i iz y=    
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  :ول الجزء الأ

  : الجدول يوضحهفي بلدية ما يدفع المواطن ضريبة حس بدخله الشهري كما 
1  0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2  0,1 ix  

1 0,65 0,4 0,25 0,16 0,1 0,06 0,04 0,025 0  iy  

  . من الضريبة الكلية للبلدية %25 من المواطنين يدفعون %70معناه  ) 0,7 ، 0,25( مثلا الزوج 
)مثل سحابة النقط ) أ) 1 ; )i ix y ) ، 10 الوحدة المعلم متعامد و متجانسcm(   

  هل التعديل الخطي مبرر ؟)   ب
  . الأكبر تماما من الصفر y من أجل قيم z = ln yنعتبر المتغير الاحصائي ) 2

   )0,01  الى izتقرب قيم ( أنقل و أكمل الجدول التالي )   أ

  
      z = a x + bأكتب معادلة للمستقيم المحصل عليه كتعديل خطي بطريقة المربعات الدنيا على الشكل )ب

   )0,1 الى b و aيقرب    ( 
.. بالشكل y و xاستنتج علاقة بين )ج a xy eα= )  تقرب قيمةα 210 ا لى−(   
  )قارن م ع الجدول السابق و علق  ( 0,01أنقل وأكمل الجدول بقيم مقربة الى ) 3

  

   :الجزء الثاني

).4,6: كما يلي  ] 1 ; 0[ فتين على  المعرg و  f               نعتبر الدالتين  ) 0,01. xf x e= و ( ) ( )g x x f x= −  
 )  c (  منحنىf و  )D (  المستقيم الذي معادلتهy = x  
  نسبة المواطنين الذين يدفعون نصف ) مقربة  ( %1 في الجزء الأول ، عين بنسبة y كتعديل لـ f(x)باستعمال ) أ) 1

  .البلدية       ضريبة 
  .في المعلم السابق  ) D(  و أنشئ منحناها البياني و كذا المستقيم fأدرس تغيرات تغيرات الدالة )   ب
)،  ] 1 ; 0[ حل في المجال ) أ) 2 ) 1f x′    0,01 يقرب الى β  ، الحل =

   .βفي النقطة التي فاصلتها  ) C( مماس  ) T(  أنشئ -     
)،  ] 1 ; 0[  المجال حل في)   ب ) 1f x′ )  و أوجد علاقة بين ≺ )f x′ و ( )g x′ ثم أنشئ جدول تغيرات الدالة g  

� ا��)�!. ه����� �Ax =GE& f أ�O أي 3�D. �ـ )   جّ3. ، 5�D �%أآ .  

  
  
  

1  0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2  ix  

        -3,69 iz  

1  0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2  ix  

         .. a xeα  



 222

  

  

   نتائج دراسة حول منتوج مستهلك أعطت                          
) الإحصائية السلسلة           );i ix y  حيثix هو الثمن   

  . الكمية المطلوبة بالطن iyو  ) Kg( بالدينار للكيلوغرام 
  
  

200  188 165  150  137  130  120  115  100  ixالثمن   

3,5 3,7 4 4,3 4,6 4,8 5,1 5,2 5,8 iyالكمية   

)مثل سحابة النقط ) 1 );i i iM x y في معلم متعامد .   

 )   1cm 2 دينار على محور الفواصل و 10 لكلcm لكل طن على محور التراتيب (  
   مبرر ؟ هل التعديل الخطي-     
) أكتب المعادلة المختصرة لمستقيم الإنحدار -) 2 )∆ ) y بدلالة x(   )   210يعطى المعاملان مدوران الى−(   

  . أنشئ هذا المستقيم في نفس المعلم -    
  .نارا للكيلوغرام  دي245 أحسب الكمية المطلوبة للمنتوج بالنسبة لثمن مقداره -    

100نضع  ) 3
z

y
   )  x بدلالة z( عين المعادلة المختصرة لمستقيم الإنحدار  ثم −110 مدورة الى iz أحسب القيم ،  =

   )−210يعطى المعاملان مدوران الى      ( 
)تحقق أن  حسب هذا التعديل و y الكمية المطلوبة x التي ترفق الثمن f استنتج الدالة-     )245 3,09f ≃  

   طن 3,2 دينارا تكون الكمية المطلوبة للمنتوج 245نعلم أنه من أجل الثمن ) 4
   أي التعديلين أدق ؟-   

  حل مختصر

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

200 188 165 150 137 130 120 115 100 ix  ���
 ا

3.5 3.7 4 4.3 4.6 4.8 5.1 5.2 5.8 iy  ����
  ا

28.6 27.0 25.0 23.3 21.7 20.8 19.6 19.2 17.2 iz 

)سحابة النقط  );i i iM x y  سحابة النقط( );i i iM x z′ 

z = 0.11x + 6.31

0.0

5.0

10.0

15.0

20.0

25.0

30.0

35.0

100 150 200 250

y = -0.0219x + 7.7323

0

1

2

3

4

5

6

7

100 150 200 250
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 ( TI83 )يمكن التحقق من النتائج باستعمال الحاسبة 

1111 إدخال القائمتين -1
LLLL

2222 و 
LLLL

  

) تمثيل السحابة -2 )i ii ii ii i
x ; yx ; yx ; yx ; y

   )مع الإختيار الأنسب للمعلم باللمسة (  

   y و x حساب -3

  b و a حساب -4
5- W5/7, 

x = 6 5 , 1x = 6 5 , 1x = 6 5 , 1x = 6 5 , 1
   �� ا���7د��

  احنات يوضح الجدول التالي ثمن شراء عشر ش  
   )DA 100.000بمئات آلاف الدنانير أي ( 

   و ما يقابله من استهلاك للبنزين  
   ) KM 100باللتر في كل (  متوسط 

    )( L/100 أي 
43,4 36,8 36,2 34,8 34,4 33,65 32,25 31,62 31,2 30,82 ixثمن الشراء   

9,8 9 8,9 8,6 8,5 8,4 7,8 7,7 7,6 7,4 iyالأستهلاك   

)مثل سحابة النقط ) 1 );i ix y في معلم متعامد مبدؤه ( )30,7O   )   فواصل (  دينار 100.000 لكل 1cm و بوحدة ′

  ) .تراتيب  ( 0,5L لكل   1cm   و 
   هل التعديل الخطي مبرر ؟-    
  . في نفس المعلم G النقطة المتوسطة للسحابة و علّم Gيي عين إحداث) 2
) أكتب معادلة -) 3 y مستقيم التعديل الخطي بالمربعات الدنيا على الشكل  ∆( ax b= +   

) أنشئ -         في نفس المعلم∆(

   دينارا ، باستعمال التعديل الخطي السابق 6510000بثمن اشترى أحد الخواص شاحنة ) 4
   كيلومتر لهذه الشاحنة ؟ 100 بكم يقدر الإستهلاك المتوسط في كل -    
   كيلومتر 100 لتر في كل 13لاحظ المشتري أن الإستهلاك هو ) 5

   هل التعديل الخطي المقترح مناسب ؟-     

    إرشادات

      
  
  
  
  
  
  

  حل صفحة المقدمة

i in x   ار�M&23!A 
�@�Q  

  ا�+�Rت  ixا�3�اآ�   inا�)M�ار   %

300  20  5  20  15   [14 ; 16 [   
1088  84  16  64  17   [16 ; 18 [   
2240  196  28  112  20    [ ; 22 18[   
1932  280  21  84  23   [22 ; 24 [   
1000  320  10  40  25  [ 24 ;  26 [  
2240  400  20  80  28   [26 ; 30 [   

  .ص تشكراته لكل من اهتم بمشكلته و ساعده بقليل من التفكيرلالآن سعيد فعلا سعيد و هو يبعث بخ
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��  ـ 1���  (')'� إ%$�#�� ذات  �

) دون حاسبة ( أحسب معدل السلاسل التالية    1 
  باستعمال خواص الخطية للمعدل 

  106   105   104   103    102    101) أ
  23700   23650   23600   23575   23550) ب
   0,0052   0,0055   0,0057   0,0062) ج
  17   14   13   10   10   12   9   14   16) د

  أحسب معدل السلاسل التالية و معدل مربعاتها) 1   2 
  11   10   9   7   12   4   8   7   5   2) أ

  0,4     0,1     0,2     0,3     0,5     0,1) ب
معدل مربعات قيم السلسلة هل يساوي مربع معدل قيم ) 2

  السلسلة ؟

باستعمال الحاسبة ، أحسب المعدل  والانحراف      
  :المعياري للسلاسل التالية 

    2,4   3,1   2,3   0,1   3,3   1   1,9   2,5  2,2) أ
2,4   3,5   1,2   2,6   1,6   0,9      

         13  12  14  11  10  13  12  11  10  12  11) ب
   12     
    4  17  12  15  16  7  6  12  2  5  18  5  2) ج

    7  10  

السلسلة المرتبة التالية تمثل علامات تلاميذ في     4 
  اختبار ما 

  
  
  
  .حدد الوسيط و الربعيين الأول و الثالث.1
 هذه السلسلة في الآلة الحاسبة و أنشئ المخطط أدخل.2

 ثم احسب بالآلة 3Q و Me و 1Qبالعلب  و استخرج 
 هذه القيم ، هل هي نفسها ؟

أنشئ المخطط بالعلب باستعمال القيم المتحصل عليها .3
 ).1 (حسابيا في السؤال

  .أحسب الوسط الحسابي و قارنه مع الوسيط

  :   نعتبر السلسلتين الإحصائيتين التاليتين 
5  4  3  2  1  ix  

0,21 0,08 0,60 0,76 0,42 iy  

10  9  8  7  6  ix  

0,26 0,3 0,58 0,61 0,92 iy  

  

5  4  3  2  1  t i  

17,8 17,5 17,0 16,0 15,9 iz  

10  9  8  7  6  t i  

20,1 20,3 19,0 18,5 18,0  iz  

)مثل سحابة النقط ) 1 );i ix y في معلم متعامد طول 

 و على محور التراتيب cm 1الوحدة على محور الفواصل 
10 cm  

)مثّل سحابة النقط ) 2 );i it zفي معلم مناسب   

  :إليك الجدول التالي     
2001  2000  1999  1998  1997  1996  t i  

5  4  3  2  1  0  ix  

4,353 4,201 4,188 4,157 4,305 4,399 iy  

)مثل سحابة النقط ) 1 ),i it y في معلم متعامد مبدؤه 

( )1996;4,1O 2 و بوحدةcm لكل وحدة على محور 

   على محور التراتيب0,05 لكل 1cmالفواصل و 
بأية تحويلة يمكن الحصول على سحابة النقط ) 2

( ),i ix y  سحابة النقط انطلاقا( ),i it y؟   

أحسب إحداثيي ) 5(من أجل كل سلسلة في التمرين ) 1     
  .النقطة المتوسطة 

  حدد في كل حالة النقطة المتوسطة على سحابة النقط) 2 

   iy نسبة الأمية وixل التالي يبين   الجدو     
  . دولة نامية 15 متوسط عمر النساء في 

38,4 21,7 43,4 57,8 30,2 ix  
50,3 57,6 56,8 59,4 55 iy 

45,6 51,4 22,7 31 28,6 ix  
56,4 52,4 58,9 55,5 58,7 iy 

25,8 35,7 69,1 47,1 52,5 ix  
54,6 47,5 41 52,7 51,5 iy 

)  أحسب إحداثيي النقطة المتوسطة) 1 );G x y  

7  6  6  6  6  6  5  4  4  4  4  
11  11  10  9  9  8  8  8  8  8  7  

    18  16  15  14  13  13  12  12  11  

 

8  

4  

3  

2  

1  

5  

6  

7  
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متعامد مبدؤه مثل هذه السلسلة ذات المتغيرين في معلم ) 2

( )20;40O 1 و بوحدةcm على محور %2 لـ  

 لكل سنتين على محور التراتيب و بين 1cmل و الفواص
  .النقطة المتوسطة على البيان

)أوجد إحداثيي النقطة المتوسطة للسلسلة    ),i it y 

إحداثيي و استنتج دون حساب  ) 6( المعطاة في التمرين 
)النقطة المتوسطة للسلسلة  ),i ix y . حدد خاصية المعدل  

  . المستعمل 
)نعتبر السلسلة        ),i ix y إنتاج الحبوب  التالية تمثل

  )  مليون قنطار : الوحدة ( في الجزائر 

1980  1978  1976  1968  1962  ix  

24,2 15,3 23,1 16 23  iy  

  

2002  2001  1997  1990  1982  ix  

19,5 26,5 8,6 16,2 15,2  iy  

   )2005الجزائر بالأرقام (الديوان الوطني للإحصاء :المصدر

 مثل سحابة النقط لهذه السلسلة على الحاسبة البيانية      - 
   .G النقطة المتوسطة يثم حدد بالحساب إحداثيت

 ) .       10رقم ( بتوظيف سلسلة التمرين السابق        
   ) 2(  في القائمة iyو القيم  ) 1(  في القائمة ixالقيم 

=1980ixنضع ) 1 −id .   ما الحساب المطلوب
   ؟id ين للحصول على القيمإنجازه على القائمت

 لسحابة نقط السلسلة 2Gحدد النقطة المتوسطة ) 2

( ),i id y باستعمال خواص المعدل .  

)مثّل السلسلة ) 3 ),i id zفي معلم متعامد مناسب   

غرافي في وي التالي يبين نسبة النمو الديم التمثيل البيان    
  ) دولة مجتمعة 25 ) ( %( الإتحاد الأوربي 

غرافي و  بالنسبة للنمو الديم2002 و 1960 بين سنوات 
  .العالمي 

0
2
4
6

8
10
12
14

0 10 20 30 40 50 60

  
  ما تفسيرك للنقطة الواقعة على محور التراتيب ؟) 1
  علم ؟أنشئ جدول للقيم المبينة على هذا الم) 2
  . للسحابةGأحسب إحداثيي النقطة المتوسطة ) 3
Gكيف تصبح إحداثيي النقطة المتوسطة ) 4  إذا غيرنا ′

  المعلم ليصبح محور التراتيب محورا للسنوات ؟

      من أجل تمثيل أمثل لسحابة نقط ، ينبغي أثناء اختيار 
  .سلة المعلم أن ننتبه لطبيعة قيم السل

الجدول التالي يمثل إنتاج البترول في الجزائر               
  ) ألف برميل : الوحدة ( 

1996  1995  1994  1993  1992  ix  

807  762  752  746  742  iy  

2001  2000  1999  1998  1997  ix  

874  893  858  826  811  iy  

 القيمة المدورة     iz و 1992 في ix=0نأخذ ) أ) 1
   )ix ، 8=iz=4مثلا (   لكمية الإنتاج 510إلى
  ما تعليقك ؟ .  أعط السلسلة المضاعفة الجديدة- 

700 و 1992خذ مبدأ السنوات ) 2

100
iy −=id  

  ما تعليقك ؟ . أعط السلسلة المضاعفة الجديدة -
  ن السابقين اختر معلما مناسبا يؤكداستفادة من السؤالي) 3

  :    القراءات التالية 
  . ، إنتاج البترول في تزايد 1992منذ ) أ

  حوالي  : يشهد إنتاج البترول في الجزائر تطور هاما ) ب
  . برميل إضافي سنويا 20000    

   .1992إنتاج البترول يشهد استقرارا نسبيا منذ ) ج

  

9  

10  

12  

13  

11  
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 بالآلاف و نسبة irقاعدينتالجدول التالي عدد الم     
  : في بلد ما itغرافي والنمو الديم

96  95  94  93  92  91  1990  ix  

8971  8750  8508  8241  7936  7618  7316  ir  

1,56 1,61 1,62 1,66 1,77 1,79 1,88 
it  

03  02  01  00  99  98  97  ix  

10203  10012  9844  9701  9589  9384  9182  ir  

1,62 1,65 1,60 1,59 1,56 1,54 1,54 
it  

أدخل القيم في ثلاث قوائم على الآلة الحاسبة  واحسب ) 1

) للسلسلة Gإحداثيي النقطة المتوسطة  ),i ix y              

) للسلسلة Hإحداثيي النقطة المتوسطة   ثم  ),i ix t  

 ، أوجد تغييرا للمعلم   من أجل كل من المعلومات التالية) 2

  )يؤكد المعلومة و يوضحها ( مناسبا ) المبدأ أو السلم ( 

 ، حوالي   1990عدد المتقاعدين ازداد بقوة منذ ) أ

  ! سنة 13  متقاعد إضافي خلال 300000

   1994غرافي تؤول إلى الاستقرار منذ ونسبة النمو الديم)ب

   .1990نذ نسبة النمو الديمغرافي في تباين كبير م) ج


�� ـ2*
�,+�ت ا�
�, �-.
�/ ا*+�
  ا

الجدول التالي يبين دراسة نسبة الكراء في مدخول      
  المواطن

04  00  94  92  84  1978  a  

34         30  24  22  14  8  
x = a - 1 9 7 0x = a - 1 9 7 0x = a - 1 9 7 0x = a - 1 9 7 0iiii  

2,8 3,3 3,2 4,3 5,2 4,4 iy   )%(   

)قط مثّل سحابة الن)1 ),i ix y جيدافي معلم متعامد مختار  

  . للسحابة G أحسب إحداثيي النقطة المتوسطة - 
  )الطرفين ( التعديل بمستقيم ) 2

أحسب التزايد المتوسط السنوي لنسبة الكراء و استنتج 
)معادلة مختصرة للمستقيم  )1 2M M  

  ( Mayer )ر التعديل بمستقيم ماي) 3
   للنقط الثلاث الأولى        1Gحدد إحداثيي النقطة المتوسطة 

  . للنقط الثلاثة الأخيرة 2Gو النقطة المتوسطة 

) أكتب معادلة مختصرة للمستقيم -  )1 2G G و أنشئه على 

  .البيان 
  :بمستقيم الإنحدار  التعديل ) 3

أوجد معادلة مستقيم الإنحدار 
y = a x + by = a x + by = a x + by = a x + b

 b و aتعطى  . 
  .أنشئ هذا المستقيم . مدورة بثلاثة أرقام 

  :التخمين ) 4
باستعمال كل من التعديلات السابقة قدر نسبة الكراء سنة 

  . حسب التعديل بمستقيم الإنحدار 2030  ثم سنة 2010

دول التالي يبين متوسط العمر لدى النساء في الج      
  .إحدى الدول المتقدمة 

1995  1994  1993  1992  1991  1990  ia  

81,9 81,8 81,4 81,4 81,1 80,9 iiii
qqqq

 

2001  2000  1999  1998  1997  1996  ia  

82,7 82,7 82,4 82,4 82,3 82,0 iiii
qqqq

 

iنضع 
x = a - 1 9 9 0i  و  i

y = q - 1 9 9 0i  

 ، x بدلالة yأكتب معادلة مختصرة لمستقيم الإنحدار ) 1

  .−310تعطى المعاملات مدورة إلى 

حسب هذا التعديل الخطي ، ما هو التزايد المتوسط ) أ) 2

   سنوات ؟10ل لمتوسط العمر خلا

   .2005أحسب متوسط العمر المتوقع سنة )  ب

   سنة ؟85في أية سنة يتجاوز متوسط العمر ) ج

.  سنة 83,8 كان 2004متوسط العمر للنساء في سنة ) 3

هل التعديل الخطي بالمربعات الدنيا يعطي هذه النتيجة ؟ 

  .أعط بالنسبة المئوية الخطأ المرتكب 

ين مدى تأثر قضيب معدني طوله الجدول التالي يب      

0 1005l mm= تمدد و انكماش (   بالحرارة) (i∆ 
 درجة الحرارة  iθ و mmمقدار تمدد القضيب بالميليمتر 

   )°Cبالدرجة المئوية 
50  40  30  20  10  iθ  

0,89 0,76 0,66 0,51 0,34 i∆  

30نضع 

10
i

ix
θ 100  و  =− 66i iy = ∆ −  
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  أكتب معادلة مستقيم الإنحدار.1
استنتج معامل التمدد الخطي للقضيب في حدود درجات .2

  .الحرارة المعطاة 

  :مثيلات لسحابات نقط مختلفة      إليك أربع ت
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

 
 

       
  
  
  
 
 
 

  
  
  
  
  
  من أجل كل سحابة نقط ، هل التعديل الخطي هو ) 1

     الأفضل و المناسب ؟
   ) .2( إعط معامل توجيه لمستقيم التعديل للسحابة ) 2
  ما هي السحابة التي يمكن تعديلها بدالة المقلوب ؟) 3

  يمكن تعديلها بقطع مكافئ ؟ ما هي السحابة التي ) 4

  . أكتب معادلة هذا القطع المكافئ 

   إليك سحابة النقط لسلسلة إحصائية ذات متغيرين      
  
  
  
  
  
  
   
  للقيم في التمثيل  أنشئ جدول)1
  ،أكتب معادلة المستقيم استقامية نقط السحابة في )2

  .    بالشكل المختصر 

)أحسب المجموع  )3 )( )2

i i bS y ax += −∑ 

  ماذا تستنتج ؟ - 

قصد ضبط أسعار تذاكرها قامت وكالة سفر بدراسة     
  . سنوات فكانت النتائج 6عدد زبائنها خلال 

02  01  2000  99  98  1997   
ix  

242  237  228  215  220  227  iy  

  )مائة مسافر : الوحدة ( 

)مثل سحابة النقط ) 1 );i ix y في معلم متعامد مبدؤه 

( )1997;210O 2 و بوحدةcm لكل سنة على محور 

   على محور التراتيب250 لكل 1cmالفواصل و 

 a، المعاملان  x بدلالة yأكتب معادلة مستقيم الإنحدار ) 2

 .−110 مدوران إلى bو 

   .b أعط تفسيرا واقعيا للعدد - 

1997Tنضع ) أ) 3 X= −  

)نقط   نعتبر سحابة ال );i it y .  

) سحابة النقط -  );i ix y  هل هي نفسها سحابة النقط   
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( );i it yعلل  ؟ . 

 بمعاملين  t بدلالة yاعط معادلة مستقيم التزايد )  ب

,b a′  ′a و a ، قارن بين −110 مدوران الى ′

bبين الخطوات الحسابية التي تمكننا من حساب ) ج  من ′
   .bالعدد 

       الجدول التالي يبين تطور عدد الأطباء 
ix و 

iyالصيادلة 
 

  في الجزائر 
2002  1994  1985  1976  1963  ia  

39  31  22  13  0  in  

35368  25796  13221  3875  1278   
ix   

5198  3425  1403  805  240  iy  

)باستعمال الحاسبة البيانية مثّل سحابة النقط ) 1 );i ix y  

أوجد معادلة مستقيم الإنحدار ) أ) 2
y = a x + by = a x + by = a x + by = a x + b

        تعطى  . 

a و −310 مدورة إلى bمدورة إلى الوحدة .   

   .a أعط تفسيرا واقعيا للعدد )  ب

  هل يمكننا القول أن عدد الصيادلة يزداد لأن عدد ) ج

    الأطباء يزداد ؟ 

نضع ) 3
1000

X
T   و  =

1000

Y
Z =  

) مثّل مرة أخرى سحابة النقط )   أ );i it z  

  لنقط السابقة ؟ علل هل هي نفسها سحابة ا-    

′أوجد معادلة مستقيم الإنحدار ) ب   ′
Z = a T + b

  .    

bيعطى المعاملان        ،a′    .−310  مدوران إلى′

  ′a و a قارن بين -   

bلخطوات الحسابية لإيجاد حدد ا)ج     b انطلاقا من′

)بالحاسبة مثّل السحابتين ) 4 );i in x و ( );i in y   

   من أجل كل سحابة نقط ، هل التعديل الخطي مبرر ؟-    

 ) ج 2(   كيف تشرح جوابك الآن عن السؤال -    

  

ل التالي يبين تغير عدد المدارس في بلد ما       الجدو
  2003 و 1770بالآلاف بين سنوات 

2003  1995  1980  1970  ixالسنوات   

57,1 61,8 67,6 74,5 iyعدد المدارس   

مثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية ) أ) 1

( );i ix y مبدؤه  في معلم متعامد( )1970;50O  

 2cm سنوات على محور الفواصل و 5 لكل 2cmو بوحدة 

  . آلاف على محور التراتيب 5لكل 

  هل يمكن إنجاز تعديلا خطيا ؟ لماذا ؟)   ب

 بطريقة المربعات x بدلاة yأكتب معادلة مستقيم التعديل ) 2

الدنيا باستعمال الحاسبة و أرسم هذا المستقيم في المعلم 

   .0,1 إلى b و −310ى  إلaالسابق بتدوير 

   على الرسم ؟b هل يمكن تعيين - 

  بفرض أن التغير على عدد المدارس يبقى بنفس الوتيرة  ) 3

   ثم 2005في السنوات القادمة ، قدر عدد المدارس سنة 

   ).0,1مدور الى  ( 2020سنة 

على       الجدول التالي يبين كمية الأمطار المتساقطة 
     2001 و 1990الغرب الجزائري بين سنوات 

1995  1994  1993  1992  1991  1990  ix  
145  95  100  130  120  50  iy 

2001  2000  1999  1998  1997  1996  ix  
40  50  130  140  40  150  iy 

 ةمثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائي) 1

( );i ix y مبدؤه  في معلم متعامد( )1990;40O و 

 لكل 1cm لكل سنة على محور الفواصل و 1cmبوحدة 

  . ميليلتر على محور التراتيب 10

أوجد معادلة مستقيم الإنحدار ) أ) 2
y = a x + by = a x + by = a x + by = a x + b

   بطريقة 

    .−310 مدوران إلى b و aيعطى . المربعات الدنيا  

  أرسم هذا المستقيم في المعلم ، هل هو تعديل جيد ؟) ب

  بفرض أن تساقط الأمطار يبقى بهذه الكيفية المتذبذبة، ) ج

21
2  

22  

23  
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   .2005 اعط تقديرا لكمية الأمطار سنة -       

   فقط من أجل سنوات x بدلالة y أوجد مستقيم الإنحدار )3

   .2001 الى 1998    

  مع هذا التعديل ؟2005مية الأمطار سنة  لككتقدير ما -   

  
 iθ      الجدول التالي يوضح انخفاض درجة الحرارة 

الدرجة  :iθوحدة الحرارة( كلما غصنا في عمق الأرض 
    ، وحدة العمق°Cالمئوية

ix  :  مترm(   
   مائوية 7,5عند درجة العرض : ر مكان الحف

  جويلية: تاريخ الحفر 

1000  800  400  200  100  0   
ix   

4,8 5,1 7,7 10,7 18,5 26,8 iθ  

نضع 
100

i
i

x
t =    

)مثل سحابة النقط ) 1 );i it θ   

      b و aأكتب معادلة مستقيم الإنحدار بمعاملين ) 2
 0,01    مدورين الى 

استنتج التقلص الحراري الخطي في حدود درجات ) 3
  .الحرارة المعطاة 

   ؟Km 1ما تقدريك لدرجة الحرارة في عمق مقدارة ) 4

        باستعمال الحاسبة البيانية
 القيم ) 1(القائمة  ي أدخل ف

ix القيم ) 2(و في القائمةiy
  

13  11  9  7  5  3  1   
ix   

4,7 4,1 4 3,7 3,5 2,8 2,3 iy  

)أظهر على الشاشة سحابة النقط ) 1 );i ix y  

  نريد انجاز تعديل بمستقيم يشمل النقطتين ، الأولى       ) 2
0,2    و الأخيرة و نقبل أن معادلته  2,1y x= +  

  اعط تفسيرا بيانيا للمجموع ) 3
              2( (0,2 2,1))iS y x= − +∑  

  يقتين مختلفتين بطرS أحسب -   

   :          على القائمتين* 

L3=L2-(0,2 L1+2,1)×  

L3   
∑ثم نقرأ 
2222xxxx

  

   : على شاشة الحساب* 

              2( 2 (0,2 1 2,1))Sum L L− × +  
  .ثم نقرأ النتيجة 

   )+Ti83بة هذه الخطوات خاصة بالآلة الحاس( 
قيم الإنحدار أوجد معادلة مست) 4

y = a x + b
   بطريقة 

          −310  مدورا إلىaيعطى . المربعات الدنيا    
  0,1  مدورا إلى bو 

)2 أحسب -      (0,184 2,3))i iS y x′ = − +∑  

S و S  ثم قارن بين  ′   
 ي التعديل أفضل لسحابة النقط ؟أ - 

0�+�'
 ��2ر�ــ� 

الجدول التالي هو عبارة عن دراسة إحصائية لنسب       
  الإنفاق على البحث العلمي في إحدى الدول

1997  1996  1995  1994  1993  1992  ix  
2,22 2,3 2,31 2,34 2,4 2,38 iy 

  2002  2001  2000  1999  1998  ix  
  2,2 2,23 2,18 2,18 2,17 iy 

)مثل سحابة النقط ) 1 );i ix y في معلم متعامد مبدؤه 

( )1990;2%O   1و بوحدةcm لكل سنة على محور 

  . على محور التراتيب %0,05 لكل 1cmالفواصل و 
أعط معادلة لمسقيم التعديل  ) أ) 2

y = a x + b .y = a x + b .y = a x + b .y = a x + b .
 

     −310 مدورين الىb و aيعطى . بطريقةالمربعات الدنيا  
) جهل هذا . أرسم هذا المستقيم في المعلم السابق ) ب

بفرض أن تغير النسب يبقى على هذه الوتيرة في السنوات 

القادمة ، قدر النسبة المئوية لانفاق الدولة على البحث 

   .2005لمي في سنة عال

 فقط من x بدلالة yأعط معادلة لمسقيم التعديل لـ ) أ) 3

  2002 الى 1998أجل السنوات من 

24  

25  
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 مع هذا التعديل 2005ماذا ترى في نسبة الإنفاق سنة ) ب

  ).مناسب ( التعديل جيد .الأخير 

   )15( باستعمال معطيات التمرين        
1( من أجل المستقيم ) أ 2G G (  ذي المعادلةy = m x + p  

)أحسب المجموع  )( )2

i iS y mx p= − +∑  

1( من أجل المستقيم ) ب 2M M (                                ذي المعادلة

y = m' x + p'  

)أحسب المجموع  )( )2
' ' 'i iS y m x p= − +∑  

لمعادلة       بدلالة  ذي اyمن أجل مستقيم الإنحدار لـ ) ج

y = a x + b  

)أحسب المجموع  )( )2

i iS y ax b′′ = − +∑  

   ''S و 'S ، Sقارن بين ) د

  )الأفضل (  ما هو التعديل الأدق - 

في دراسة إحصائية تبين عدد السياح سنويا في إحدى        
 خصوصا نتج Aالجزرالنائية و عدد السياح ذوي الجنسية 

  الجدول التالي

01  00  99  98  97  1996  ia  

9960  9280  8090  7390  6820  6200  iy  

/ 266 224 200 165 154 iz)A(  

1996i  حيث ia رتبة السنةixنضع ix a= −  

) للسلسلة Mحدد النقطة المتوسطة ) أ) 1 );i ix y ثم 

) للسلسلة Gالنقطة المتوسطة  ; )i ix z.   

)في معلمين متعامدين أنشئ النقط ) ب );i ix y و 

( ; )i ix z و كذا النقطتين M و G.   

  باستعمال الحاسبة أوجد معامل توجيه مستقيم الإنحدار    ) أ )2

)D ( لـyبدلالة  x باستعمال طريقة المربعات الدنيا   

  )تعطى القيمة مدورة الى الوحدة ( 

  ، أنشئه) D( باستنتاج معادلة ) ب

 zلـ  ) d( بالمثل ، أوجد معادلة لمستقيم الإنحدار ) 3

  . بالمربعات الدنيا ثم أنشئه xبدلالة 

بتوظيف هذين التعديلين أعط تقديرا لعدد السياح الذين ) 4
   )A( للجزية و كذا تقديرا للسياح من الجنسية يتوقع زيارتهم

   .مسائل 

 المنحنى البياني التالي يبين كمية إنتاج مادة ما       
ix         

لمؤسسة إنتاجية و المداخيل المحصل )  الطن : الوحدة ( 
مع العلم أن كل الإنتاج ) ألف دينار : الوحدة  ( iyعليها

 يباع بمجرد خروجه من المؤسسة 
 
 
 

  
    
  
  
  
  
  
I ( لةدراسة المحص:   

: الوحدة  ( iyالجدول التالي يبين المداخيل المحصل عليها
 بعد بيع الإنتاج ) ألف دينار 

ix ) الطن : الوحدة  (  

10  9  8  7  6  5  4  3  2  1   
ix  

50 44  43  37  30  23,5 21  14  9,5 7  iy  

مثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية ) 1

( );i ix y لسابقكا في معلم متعامد  

 للسحابة 1G النقطة المتوسطة ي أحسب إحداثيت-) 2

  .المشكلة بالنقط الخمسة الأخيرة 

) أكنب معادلة مختصرة للمستقيم -     )1 2G G  

)اكتب معادلة للمستقيم ) 3 )10OM حيث Oدأ المعلم و  مب

10M النقطة العاشرة في السحابة .  
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 x بدلاة yبالحاسبة ، أوجد معادلة لمستقيم الإنحدار ) 4

           .−310إلى نمدورا يعطى المعملان. بالمربعات الدنيا 

   اشرح لماذا تسمى هذه الطريفة بالمربعات الدنيا ؟- 

II (جمالية الإكلفةراسة الد:   

] المعرف على fيمثل االكلفة الكلية  ) C( المنحنى  ]0;10  

  . أنقل المنحنى في معلم سحابة النقط - 

  حدد الملاحظات الصحيحة و صحح الخاظئة مما يأتي- 

  . دنانير 10التكاليف الثابتة هي ) 1

2 (( )4f   با معدومة تقري′

3 (( ) 4
7

3
f ′ =   

 أطنان ، التكلفة المتوسطة للكيلوغرام 7من أجل إنتاج ) 4

   دنانير3هي 

III ( دراسة الفائدة:  

)نفرض أن المحصلة معطاة بالمستقيم  )10OM   

   أرسم المستقيم في معلم السحابة و المنحنى-) 1

  )حيث الفائدة معدومة ( ط الصماء  حدد بيانيا النق-    

  من أجل أي كمية يكون الإنتاج مربحا ؟ ) 2

المار من المبدأ ، حدد  )  C(أرسم بدقة مماس المنحنى ) 3

  .معامل توجيهه و اعط قراءة في إنتاج المؤسسة 

      على مستوى سوق الجملة للخضار و الفواكه يعرض 

 مستهلكين بعدماالتجار سلعة كثر الطلب عنها من قبل ال

  .  جلبوها و جمعوها من الفلاحين المنتجين 

الكميات المعروضة بالأطنان ، السعر المحدد من قبل 

  ). دينار جزائري للكغ: الوحدة ( المنتجين هو سعر العرض 

  .السعر الذي سيدفعه المستهلك حسب الكمية هو سعر الطلب

رام  دنانير للكيلوغ8 طن ، سعر العرض هو 50و من أجل 

   دنانير للكيلوغرام5و سعر الطلب هو 

70  65  50  35  25  10   
ixالكمية  

9,8 9,35 6,75 6,05  6,05 4,9 iyسعر العرض 
  

4,2 4,4 5 6  7  11  iz طلبسعر ال  

 على  طن5 لكل 1cmو بوحدة نستعمل معلما متعامد 

  .بدينار على محور التراتي 1 لكل 1cmالفواصل و محور 

     مثّل سحابة النقط الموافقة للسلسلة الإحصائية ) أ) 1 

 Gأحسب إحداثيي النقطة المتوسطة                 و 

  .للسحابة ثم حددها على المعلم 

 x بدلاة yبالحاسبة ، أوجد معادلة لمستقيم الإنحدار )   ب

           .−210 إلىنورامد يعطى المعملان. بالمربعات الدنيا 

 التي منحناها مستقيم  لدالة العرض للمنتوجfنرمز بـ 

(   . يطلب رسمه ∆(

   طن ؟60ما ثمن العرض من أجل كمية تقدر بـ )   ج

)في نفس المعلم مثّل سحابة النقط ) أ) 2 ; )i i iN x z  
دالة معرفة على ح تعديلا لسحابة النقط باستعمال نقتر)   ب

]المجال     معرفة كمايلي 100;0[

( )
10

b
g x a

x
= +

+
   عددان حقيقيانb و a   حيث 

   N(11;10)1 يمر بالنقطتين g  علما أن منحنى الدالة - 

   .b و aددين  أوجد العN(5;50)4و 

   ) هي دالة الطلبg ) . g أرسم منحنى الدالة - 

  :نقطة التوازن ) 3

  .يتحقق التوازن في سوق ما إذا كان العرض يساوي الطلب

180حل المعادلة ) أ
0,08 4 2

10
x

x
+ = +

+
  

 طن ثم سعر 0,1استنتج كمية التوازن مدورة الى ) ب

  التوازن

  .ن إشرح و مثّل النتيجة على البيا- 

  

  
  

( ; )i i iM x y

30  
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
            أعط كل الأجوبة الصحيحة

6  5  3  2  1  ix  
16  14  10  7  4  iy  

a ( 1المستقيم( )D الذي معادلته y = 2x + 4 يشمل ثلاث   

)1    نقط من السلسلة ز بالتالي  )D تعديل مناسب   

b ( I�^(
)2ا�3 )D الذي معادلته y = 3x + 1يشمل ثلاث   

)2   نقط من السلسلة و بالتالي  )Dهو أحسن تعديل   

c ( مستقيم الانحدار )∆ (  لـy بدلالة xمعادلته   

   Y = 2,36 x + 2,17 1الى  المعاملان مقربان

100
  

        g��
   )33( ������ع إ�� ��ول ا�)3��� ا�

�^[ وj g5��^. ا�3����ت ) 1 .���
� O���& O65أ ����(�

��3�^(
)1ا����� ��A OM ا�3 )D 2 و( )D�
��   

( )( )2

i iS y ax b= − +∑  

31
)^��AI ا�O ا�) 2( )D 45 ة��G?ا .`kBا���ود ا� 

  .  ��AوS .Aا�3!�3ع 

3 ( I�^(
 هS 4 آO ا���ود 45 ا�3!�3ع  )∆( �A أ�O ا�3

 .Aو��A.  

�+l ا�^��A .3 أ�S Oا�3!�3ع ) 4 =GE� 1( )D 2 و( )D.   

   )∆( ^�3. ا����� �* O�m �A ا�3
)^�GE�  I= ا�Sا�3!�3ع ) 5

6 (S = 51  من أجل المستقيم( )D.  

  

  

  

  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
  الخمسة مع سحابات النقط الأربعة  نعتبر السلاسل      

8 7  6  5  4  3  2  1  
ix  

8  9  8  3  5  8  1  1  
iy  

63  48  35  24  15  8  3  0  
iz  

70  60  50  40  30  20  10  0  
it  

0,23 8,64  11,96 1,68  0,23 10,71 9,29 6,71 
iw  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
a (]^ا�� .���� ( ; )i i iM x w 4(  ه�(  

b (سحابة النقط( ; )i i iN x z 2(  هو(  
c ( النقطة المتوسطة في السحابة)هي نقطة من السحابة) 1  
d (       نقط السحابة)واحدة  على استقامة) 2  
e(   النقطة المتوسطة)ة مع بقية نقطاستقامة واحد  على) 2    

  .السحابة       
f ( نقط السحابة)لى قطع مكافئإتنتمي ) 3.  
g(   النقطة المتوسمة في للسلسلة( ; )i ix y (4;4,5)1يهσ  
  

  
  

31 33 

×××× ××××
××××

××××
××××

××××××××××××(2)

××××
××××

××××
××××

××××
××××

××××
××××

(1)

××××
××××

××××
××××
××××
××××
××××
××××

(3)

××××
××××

××××××××

××××
××××

××××
××××

(4) 32 
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  الكفاءات المستهدفة
 .تعيين قانون احتمال مرفق بتجربة عشوائية لها عدد منته من الإمكانيات  
 .بناء شجرة متوازنة  حساب احتمال حادثة علما حدوث حادثة أخرى و 
 .قياس تلاؤم مع قانون منتظم  
حتمالات الكلية لحساب احتمالات و حلّ تعمال أشجار متوازنة أو دستور الااس 

 .كلاتمش
 .التعرف على حادثتين مستقلتين  
 .نحراف المعياري المرفقة بقانون احتمال حساب الأمل الرياضياتي و التباين و الا 
  .تعريف قانون برنولي و قانون ثنائي الحد و استعمالهما لحساب احتمالات حوادث  

  
  
  
   
  
  
  

     ���� ��	
  )A (  
�  500.000 ����اص ا��������� �����
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0
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2�3
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C3 C2  C1  الحالات  
 Aخسارة   10%-  15%-  20%-

 Bبح ر  30%+  45%+  60%+

  الأحتمال  0,3  0,5  0,2
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 ا��1�ط ا@ول

 
     

  )نملة تقرر الربح و الخسارة(            

  تتحرك نملة على المسلك الموضح أسفله            
  
  
  
  
  
  
  

                       
  

  . لتتحرك على طريق ما و تأخذ مسلكا Iتنطلق النملة من الخانة 

1نقبل أن في كل مفترق تأخذ النملة الأتجاه اليسار باحتمال 

3
   

  .ضع الشجرة المثقلة كنموذج لهذه التجربة العشوائية ) 1
  ا هو جداء احتمالات المسالك الموصلة الى هذه الخانة نقبل أن احتمال وصول النملة الى  خانة م) 2

1 هو aمثلا احتمال وصول النملة الى الخانة    (  1 1

3 3 9
× =(   

  )تعطى النتائج على شكل كسور غير قابلة للاختزال ( استخدم الشجرة لحساب احتمالات الحوادث التالية 
      B "  النملة تصل الى الخانةb "        ،    C "  النملة تصل الى الخانةc"   
      D"   النملة تصل الى الخانةd             " E"   النملة تصل الى الخانةe"   

 نقطة b ، 12 نقاط إذا وصلت الى a ، 8 نقطة إذا وصلت الكرية الى 24يراهن لاعب على مسار النملة، فهويربح ) 3
   .e نقطة إذا وصلت الى 16 بينما يخسر d حالة وصولها الى   و لا يربح شيئا فيcإذا وصلت الى 

  .  عدد النقط المحصل عليها X   نسمي 
   X أكتب قانون احتمال -     
   .X الأمل الرياضياتي لـ E(X) أحسب -     
   هل اللعبة في مصلحة اللاعب ؟-     
راد أن يغير عدد النقط التي يخسرها اللاعب في  و عليه أE(X) = 0يريد منظم اللعبة أن تكون اللعبة عادلة أي ) 4

  ما هو العدد المناسب عندئذ ؟ . eحالة وصول الكريةالى الخانة 
  

                       
  

  

a b c d e 

I 

)D ( ,-��  )G ( ر�2�  
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 �_ ا�^� ا��1�ط

 ا��1�ط ا��ا �

'(�   ا��1�ط ا�^
   

 تلميذا من القسم النهائي لشعبة التسيير و الاقتصاد ، تبين أن بعض التلاميذ لهم ملمح علمي في 35  أثناء دراسة على 
  ملمح أدبي حين للآخرين  

  :كما يبينه الجدول 
  اكمل الشجرة) 1

     بوضع النسب 
  )النسب مقربى الى الوحدة                                                                                       ( 

  )بما فيهم الذكور و الإناث ( ماهي نسبة التلاميذ الذين لهم ملمح علمي ؟ ) 2
  :ما احتمال أن يكون .  عشوائيا أحد أفراد القسم نختار) 3
   a (       بنتا ؟b (ولدا و ذا ملمح علمي ؟  
  ما احتمال أن يكون بنتا ؟. نختار عشوائيا تلميذا أدبي ) 4
  
   

   )P أو ظهر Fوجه ( نرمي قطعة نقود متوازنة و نسجل النتيجة المحصل عليها 
  ل الشحرة بوضع الاحتمال المناسب ما احتمال الحصول على وجه ؟ أكم) 1
  أكمل الشجرة تبعا للرمية الأولى. نرمي القطعة نفسها مرة ثانية ) 2
  .نرمي القطعة مرة ثالثة ) 3
   a (      عين كل المخارج على الشجرةb (ة واحدة فقط ؟ماهو عدد المخارج التي تحوي وجها مر  
   c (ة واحدة ؟كيف نستعمل الشجرة لحساب احتمال الحصولعلى وجه مر   
  
   

   رقم عشوائي من القائمة 200بواسطة مجدول أو حاسبة قم بمحاكاة سحب ) 1 
7 ثم أحسب  التواترات 7 ، 6 ، 5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1     2 1f  ، ......، f  ، f   

  .     لكل عدد من القائمة 
  .للمس  لا نميز بينها با7 الى 1 قريصات مرقمة من 7صندوق يحوي ) 2 

  .    نسحب قريصة عشوائيا 
   أكتب قانون الإحتمال ذي التوزيع المنتظم

} على مجموعة المخارج  }1,2,3,4,5,6,7E =.   

 أحسب المجموع -   
27

2

1

1

7i
i

d f
=

 = − 
 

∑  

   7 و 1 رقم عشوائي محصور بين 200 سحب 30قمنا بمحاكاة ) 3
   موزعة بالمخطط بالعلبة كما هو مبين في الشكل المقابل2d قيمة للعدد 30 فحصلنا على 2d    و حسبنا في كل مرة 

  .هو الربعي الثالث ؟ فسر نتيجة المحاكاة   ما-   

  ا��<��ع

�0$ أد ' 

L 
 '�09 $�0


S   

 Fا`)�ث  % 45 % 55 % 57
 Gا�Lآ�ر  % 73 % 27 % 43

F G

L SS L

F P

0,000

0,001

0,002

0,004

0,007

0,005

0,006

0,003 
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 مل الرياضياتي و التباين لقانون احتمال الأ ↵
nجة  نتيnعند القيام بتجربة عشوائية حصلنا على  2 1x  ، ......، x  ، x .  ات فكانترنا التجربة عددا كبيرا من المركر

   احتمالات إلىتئول التواترات النظرية :                          يلي  التواترات كما
                                     n 2 1p  ، ......، p  ، p 0 حيث ip 1≤ ≤  

1i                                        و           
i

P =∑  

1 حيث  µ  و يكون معدل القيم الملاحظة هو  1 2 2 ..... n np x p x p xµ = + + + 

حيث   µالأمل الرياضياتي لقانون احتمال هو المعدل  �     تعريف     
n

i i
i =1

P xµ =∑    

)ث  حيV التباين لقانون احتمال هو العدد �     )2
n

i i
i =1

V P x µ= Vσ  المعياري هوالانحراف    ،   ∑− =  

  µ تشتت القيم حول المعدل V يميز العدد الإحصاء كما في � : ملاحظات

2 بالدستور V يمكن حساب �              2
n

i i
i =1

V P x µ= −∑  

  . الى الأمل الرياضياتي a يضاف ix لكل القيمa عند إضافة عدد ثابت � : خواص
  a الرياضياتي في العدد الأمل يضرب ixيم عند ضرب كل ق�          

   دنانير في الحالات 5 و يخسر 3 دنانير إذا حصل على مضاعف للعدد 10يرمي اللاعب حجر نرد متوازن و يربح  : مثال

1لدينا                          .            الأخرى  2
10 5 0

3 3
µ = × − × =  

 2 2 2 21 2
10 5 0 50

3 3

n

i i
i =1

V P x µ= − = × + × − 5    و  ∑= 2Vσ = =  

  : التلاؤم مع قانون توزيع منتظم - 2              
   مر متتابعة و نسجل التواترات التي كانت كما يلي100لمعرفة أن قطعة نقود ما متوازنة أو مزورة نرميها 
  م أن قانون احتمال                                             لكننا نعل

                                              رمي قطعة نقود متوازنة هو 
  ) أي عند رمي القطعة المختبرة ( نحسب المسافة بين قانون التوزيع المنتطم و التوزيع الملاحظ 

                2 2 2(0,518 0,5) (0,482 0,5) 0,00065d = − + − =  
   رمية لقطعة متوازنة 1000 مرة بواسطة مجدول 500نحاكي الآن 

   تواتر ظهور وجه2fتواتر ظهور ظهر و  1fو ليكن 
2 حيث 2dو نحسب في كل مرة  2 2

1 2( 0,5) ( 0,5)d f f= − + −    
   موزعة بمخطط بالعلب كما هو موضح2d قيمة للعدد 500نحصل عندئذ على 

  9D عند محاكاة قانون التوزيع  المنتظم هي أصغر من 2d من قيم  % 90 : مبرهنة

2إذا كانت القيمة
0d9 أصغر منD10 جازفة بالخطأ مقدارهاأن القطعة متوازنة بم ف % 

  

nx  .....  1x  ix  

nf  .....  1f  if  
 

nx  .....  1x  ix  

np  .....  1p  ip  
 

-5 +10 
ix  

2

3
  1

3
  ip  

 

   pظهر Fوجه 
  التواترات 0,518 0,482

 

   pظهر Fوجه 
  الاحتمال 0,5 0,5
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   :1تمرين محلول 

 دينارا على الترتيب و يرمي منظم اللعبة حجري نرد متوازنين كل منهما ذو 10 و B ، 6 و Aيدفع لاعبان  

   و يدفع للاعبين ضعف مجموع رقمي الوجهين الظاهرين بعد الرمي10 إلى 1أربعة أوجه مرقمة من 

   . أحسب أمل الربح لكل لاعب-

 

}عند رمي الحجرين مجموعة النتائج الممكنة هي   :الحل  }2,3,4,5,6,7,8S =  
  باعتبار أن النتيجة هي مجموع الرقمين الظاهرين 

   ستة دنانير و يأخذ ضعف النتيجة و بالتاليAيدفع اللاعب 

}قيم الربح هي  }2,0,2,4,6,8,10E ′ = −  
  الجدول التاليقانون الاحتمال يعطى ب

  و
7

1

1i
i

p
=

=∑  

  :  هو الأمل الرياضياتي

    1 2 3 4 3 2 1 64
( 2) (0) (2) (4) (6) (8) (10) 4

16 16 16 16 16 16 16 16
µ = × − + × + × + × + × + × + × = =  

  . دينارا 4 هو Aإذن أمل الربح بالنسبة للاعب  

4 و بالتالي أمل ربحه A للاعب ix من كل القيم 4 نطرح Bلحساب  أمل الربح للاعب  0µ µ′ = − =  
  )لا له و لا عليه (  اللعبة عادلة Bبالنسبة للاعب  

   :2تمرين محلول  

  كريات بالإرجاع 3نسحب على التوالي .  لا نفرق بينها عند اللمس 5 إلى 1 كريات مرقمة من 5يحوي صندوق 

ت المسحوبة لنحصل ا الكريارتيب الأرقام التي تحملهنسجل بالت)  الصندوق إلىبعد كل سحبة نعيد الكرية أي ( 

  5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1عندئذ على ثلاثة أرقام من بين 

  ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟) 1 

  ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟. نعيد التجربة هذه المرة لكن دون إرجاع الكرية المسحوبة ) 2

   "4الكرية الثانية المسحوبة تحمل الرقم  " A ما احتمال الحادثة -   

 
 إمكانيات بالنسبة لرقم المئات ، من 5هناك ( الأعداد المحصل عليها مشكلة من المئات و العشرات و الآحاد ) 1 :الحل 

 إمكانيات لرقم 5 إمكانية و من أجل كل إمكانية للعشرات هنا 25 إمكانيات لرقم العشرات أي 5أجل كل إمكانية هناك 
5و بالتالي هناك ) الآحاد  5 5 125× ×    عددا ممكنا=

5في الحالة الثانية هناك ) 2 4 3 60× ×   )باعتبار أن الأرقام مختلفة مثنى مثنى ، الكرية المسحوبة لا ترجع (  عددا =
 3  إمكانية تبقى إمكانيات لرقم المئات و لكل4بقى  رقما للعشرات فت4 يناسب وضع الرقم A المخرج الذي يحقق الحادثة - 

4إمكانيات لرقم الآحاد أي  3 12×  حالة ملائمة و بالتالي =
                                              

10 8  6 4 2 0 -2 ix  

1

16
  

2

16
  

3

16
  

4

16
  

3

16
  

2

16
  

1

16
  ip  

4  3  2  1    
5  4  3  2  1  
6  5  4  3  2  
7  6  5  4  3  
8  7  6  5  4  
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   حتمالات الشرطيةالا ↵
   P احتمالها و قانون E عتبر تجربة عشوائية مجموعة مخارجها نعريف   ت. 1   

     A  وB  حادثتان منE  حيث احتمالA غير معدوم   

) محققة بالرمز A علما أن B     يرمز لاحتمال الحادثة  )Ap Bف بالنسبةو يعر   

                                       
( )

( )
( )A

p A B
p B

p A

∩=  

  عند تساوي الاحتمال يكون لدينا: ملاحظة     

                                     ( ) A B د�����������ا��������� 

A   د ������� ا�������������  

∩=Ap B  

):  ينتج من التعريف  ) ( ) ( )Ap A B p A p B∩ = ×      

                     ( ) ( ) ( )Bp A B p B p A∩ = ×  

  "3الحصول على مضاعف للعدد  "B، " الحصول على رقم فردي "A نرمي حجر نرد متوازن و نعتبر الحادثتين  :مثال

           ( ) ( )
( )A

p A B 1
p B = =

p A 3

∩
}   لأن  } { } { }A B= 3   ،  B= 3,6   ،  A= 1,2,3∩ 

 عريفت. 2      
   عندما تكون هذه الحوادث غير متلائمة مثنى Eتشكل تجزئة للمجموعة 1A ،2A،....،nAنقول أن الحوادث      

  و كلها ليست خالية Eمثنى و اتحادها هو      

]من  j وi     من أجل كل  ]1;n مع i j≠ يكونi jA A∩ = ∅،   

      1 2 ...... nA A A E∪ ∪ ∪ iA  يكون i و من أجل كل = ≠ ∅ 

 :دستور الاحتمالات الكلية . 3
     Aدوم ، حادثة احتمالها غير معA حادثتها العكسية  .Aو A تشكل تجزئة لـ  E  
     B حادثة من E .  إذن الحادثتانB A∩ وB A∩ غير متلائمتين و( ) ( )B A B A B∩ ∪ ∩ =  

)     و بالتالي   ) ( ) A A
p(B) = p B A + p B A = p (B) × p(A) + p (B) × p( A )∩ ∩.  

  
   ثم تعمم هذه الحالة

  
  
  

2الحوادث  : مبرهنة 1....nA ، ،A ،A تشكل تجزئة لـ E . B حادثة من E  
                           1 2( ) ( ) ( ) .... ( )np B p A B p A B p A B= ∩ + ∩ + + ∩  

        1 21 2
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )A A A nn

p B p A p B p A p B p A= × + × + + ×  

    

E

BA
A B∩

B
A B∩ A B∩

A A

1A 2A

3A4A5A

( )P A ( )P A

B B

A A

B B

1A

2A 3A

E
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  : 1 تمرين محلول   

   . M1  ،  M2  ،  M3تلاميذ السنة الأولى من ثلاث متوسطات   Lة تستقبل ثانوي   

   M3 و الباقي من المتوسطة M2 من المتوسطة % M1 ،  40 من التلاميذ يأتون من المتوسطة  % 25   

  . يعيدون السنة M3  من تلاميذ % 0,1 و M2 من تلاميذ  % M1 ،  10  من تلاميذ  من المتوسطة % 5    

  .ميذا عشوائيا    نختار تل

     a ( ن شجرة متوازنة تترجم الوضعيةكو.  

     b ( احسب احتمال الحادثةA "  التلميذ الذي تم اختياره يعيد السنة"           

  
J?ا�  

1مع  "   iMالتلميذ قادم من المتوسطة"  للحادثة iAبالرمز نرمز      3i≤ ≤  
  " السنة التلميذ يعيد"   للحادثة B   و بالرمز 

a ( بما أن القانون ذو توزيع منتظم ) تترجم النسب الى الاحتمالات التالية) تساوي احتمال  
        1 2 3 1 2( ) 0,40  ;  p(A ) 0,25   ;   p(A ) 1 ( ) ( ) 0,35p A p A p A= = = − − =  

   نشكل الشجرة المتوازنة �
  سابقة   نضع على الفروع الأولى الاحتمالات ال

                                 1 2 3( ) p(A ) p(A ) 1p A + + =  
  : تظهر في نص التمرين الاحتمالات الشرطية كما يلي �

  0,05 هو M1احتمال أن يكون التلميذ معيدا إذا كان قادما من المتوسطة 
أي 

1
( ) 0,05Ap B  و كذلك نقرأ =

2
( ) 0,1Ap B    و=

3
( ) 0,001Ap B =  

   )B الحادثة العكسية للحادثة B)  B أوB نكمل الشجرة بفروع تتجه نحو �
   الفروع مثقلة بالاحتمالات الشرطية

  

  

  

  

  

  

  

  1س المستوي يساوي ففي ن لا تنس أن مجموع احتمالات الفروع  

1 1
( ) ( ) 1A Ap B p B+ i    و كذلك   = A i

( ) p(A ) p (B)ip A B∩ = ×  

b ( نحسب( )p Bباستعمال دستور الاحتمالات الكلية   

               1 2 3( ) ( ) ( ) ( )p B p A B p A B p A B= ∩ + ∩ + ∩  
     0,25 0,05 0,4 0,1 0,35 0,001 0,05285= × + × + × =  

0 , 0 5

0 , 1

0 , 0 0 1

L

1A

2A

3A0,35

0,4

0,25

B 

B 
B 

B 
B 

B 



 240

     الحوادث المستقة  ↵
 Pممكنة لتجربة عشوائية قانون احتمالها  مجموعة النتائج الE تعريف  . 1

         A و B حادثتان احتمالاهما غير معدومين .  

  عندما يكون احتمال إحداهما مستقلا عن تحقق الأخرى  مستقلتان B و A أن      نقول     

B          بعبارة أخرى  Ap (A) = p(A)  أو   p (B) = p(B)  

هو جداء احتماليهما                                                    " B و A" ن احتمال  معناه أB و  A          أي أن استقلال 

                                                 ∩p(A B) = p(A) × p(B)  

  

B  و    ، B وAو كذلك  مستقلتان B و A مستقلتين فإن B و A نقبل أنه إذا كانت �          Aأيضا   
  على الشجرة المتوازنة لاحظ ن     

             A A
p(B) = p (B) =  p (B)  

∩   و بالتالي  × Ap(A B) = p(A) p (B)  
            ×= p(A) p(B)  
∩      و كذلك ×

A
p( A B) = p( A ) p (B)  

                 ×= p( A ) p(B)  
  :المبدأ الضربي . 2      

  في حالة تجارب مستقلة متتابعة ، احتمال قائمة نتائج هو جداء احتمالات كل النتائج الموجودة على القائمة:   مبرهنة 
  

   نقد ثم قطعة نقد و أخيرا حجر نرد ذا أربعة أوجه  ثم قطعة6 إلى 1نرمي قطعة نقد ثم حجر نرد مكعب مرقم من :  مثال 
   .4 إلى 1        مرقمة من 

  .       كل نتيجة لا تؤثر في التي تليها 
}       و عليه فاحتمال الحصول على القائمة  },2, , ,3F P Pمثلا   

1       هو  1 1 1 1 1

2 6 2 2 4 192
× × × × =      

  

  

  

  

  

  

  

P

F

1

2
3

4

5

6

P

F

P

F

1

2

3
4
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   1في مسابقة يجيب الطالب عن عددين من الأسئلة و يشار للجواب الصحيح بالعدد       :1محلول تمرين        

   .0   و للخاطئ بالعدد 

   "0جواب واحد على الأكثر ذو إشارة  " B،  "  ليس للأجوبة نفس الإشارة  "  A    نعتبر الحادثتين 

  ؟ مستقلتان B و A ، هل اثنينإذا كان عدد الأسئلة ) 1    

   مستقلتان ؟B و Aإذا كان عدد الأسئلة ثلاثة ، هل  ) 2    

J?ا�  
1 ( �} :#����� ا��"�رج ا������ ه }(1,1);(1,0);(0,1);(0,0)E =  

   #�73وي ا��345ل ، ��E /0��� ��1   *.�ض أن ا�+�*�ن ا��)�ف �&% 

               2 1
( )

4 2
p A = =  ،  

3
( )

4
p B 1    و 8�#  = 3 3

( ) ( )
2 4 8

p A p B× = × =  

} و ����1 }(1,0);(0,1)A B∩         إذن          =
2 1

( )
4 2

p A B∩ = =  

�ن     �Pد�
B,-�0#�2 و Aو 
�* ا�? �-f    
2 (�} #����� ا��0�3; ه }(1,1,1);(1,1,0);(1,0,1);(0,1,1);(1,0,0);(0,1,0); (0,0,1);(0,0,0)E =  

              6 3
( )

8 4
p A = =       ،      

4 1
( )

8 2
p B = =      

3    و 8�#       1 3
( ) ( )

4 2 8
p A p B× = × =  

} و ����1 }(0,1,1); (1,1,0);(1,0,1)A B∩        إذن         =
3

( )
8

p A B∩ =  

�ن    �Pد��0#�2�نB و Aو 
�* ا�?
    
  

  : 2 تمرين محلول   

   الاحتياجات و الجنس كما يلي         صنف مواطنو بلدية حسب

  تم اختيار أحد المواطنين عشوائيا     

      ليمثل البلدية في أحد المهرجانات

     ما احتمال أن يكون ذكرا ذا حالة متوسطة ؟

  

J?ا�  
A احتمال الحادثة  B∩ هو جداء الاحتمالين p(B) و p(A)ليهما و إلا فهو جداء الاحتمالين  في حالة استقلا

Ap (B) و p(A) مثلا   

Mلدينا 

45
p(N) = = p   و  0,3 (N) = 0,3

100
 ،  Mp(N) = p (N) و هذا يعني أن  M و N مستقلتان   

p(M و بالتالي  N) = p(M)  p(N)∩ ×  

90 لكن 
p(M) = = 0,60

150
p(M  إذن   N) = 0,6   0,3 = 0,18∩ × 

�>�ن  ا��<��ع��
 N  ء�-�fأR  7#�اءP   
 Mذآ�ر  0,5 0,2 0,3  90
 Fإ)�ث  0,55 0,15 0,3  60
  ا��<��ع  52  53 45  150
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  قانون برنولي  ↵
  ) خفاق إنجاح أو ( ندما يكون للتجربة العشوائية مخرجان فقط تعريف . 1        

                          نسميها تجربة برنولي

   ) q ) p = 1 – qخفاق بالرمز  و لاحتمال الإpنرمز لاحتمال النجاح بالرمز  

  

  خفاق مرغوبا مأمولا وب فيه و الإمرغيمكن أن يكون النجاح غير  : ملاحظة

   هو إرفاق قانون احتمال متقطع للتجربة معرفة كما يليp تعريف قانون برنولي بوسيط ����         

   فإن الأمل الرياضياتي لقانون  0خفاق بالعدد  و للإ1 إذا رمزنا للنجاح بالعدد                                             

pqσنحراف المعياري هو العدد  و الاp                               برنولي هو                 =  

 :قانون ثنائي الحد  ����       
  نهتم بعدد مرات لنجاح ) التجارب مستقلة (  مرة n                                         عندما نكرر تجربة برنولي 

   هو  p حيث p و nة النتائج و في هذه الحالة يسمى قانون الاحتمال بقانون ثنائي الحد ذي الوسيطين        ضمن قائم

  . عدد مرات تكرار تجربة برنولي n       احتمال النجاح في تجربة برنولي و 

)       يرمز لهذا القانون بالرمز  );n pβ.   

   خفاقاإ)  n-k( نجاحا و  k نحسب احتمال الحصول على و بتطبيق المبدأ الضربي       
  

  

   

  

  

  

  

  

  )  "E (إخفاقا n-kو ) S( نجاحا k " ( S,S,S,….,S,E,E,…..,E )احتمال الحصول على القائمة 

1) ه� إn �@�.Bإذن ا��34ل ا�>�Dل �&%  . إB.�@� 0 *���4 و @���0 و4?�ة =>�ي �A�=0 @���0 و4?�ة =>�ي  )n nq p= − 

  من الشجرة يمكن استخلاص قانون الاحتمال 

n .....  k .....  2  1  0  عدد مرات النجاح  

np  .....  k n k
kn p q −  .....  2 2

2
nn p q −  1 1

1
nn p q −  nq   الاحتمالip  

kn عدد القوائم التي تحوي k نجاحا .  
  

p

q

S

E

E S ix  

q p ip  

 

S E

S E S E

S E S E S E S E
S E

  الرمية الثانية

  الأولىالرمية 

  الرمية الثانية
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  . 0,4احتمال أن يجتاز حاجزا هو .  حواجز متتابعة 4في ميدان الفروسية يجتاز متنافس  :تمرين محلول  

  .ق  نقط كلما أخف10يخسر الفارس .    نتائج اجتياز الحواجز مستقلة عن بعضها البعض 

  ما هو احتمال أن يجتاز الفارس حاجزا واحدا فقط ؟) 1   

  احسب احتمال أن يجتاز الفارس حاجزا واحدا على الأقل ) 2   

  ما هو قانون الاحتمال المرفق بخسارة النقط بالنسبة للفارس ؟) 3   

  أحسب معدل الخسارة بعد الحواجز الأربعة ) 4   

J?ا�  
1 ( �E��= ه� FA�<� 3?�زAا Hآ �J?K ا����ح ، ���*�M�S N?4 S "  FA�<��34ل " ا�.�رس �3�1ز ا��E0,4  

QE�7ا� FA�<ا� R� H+37# و ه� �?S31 5 ا��34ل ا����ح FA�4 Hآ �K.  
� 4    ����1 إذن ��*�E �E��3� و #37+&� 4(  #ّ�ات �+E�V3# ) .  =��رب �&+X# ة��Y Z[�* ا�+�ا0\ �&���ح و ) #�3از*� ( Hآ HX�=

�.B5ا�(Eا[ر FAا�>�ا �(E ق  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   ، ( E , E , S , E ) ، ( E , E , E ,S )31��ن #R ا�+�ا0\ " ا�.�رس �3�1ز FA�4ا وا�4ا A "  `+Kا�>�د_� ) 1
 E , S , E , E ) ( ، ( S , E , E , E )ه� �J���34��0 ا�@ H3 آp q× ���3��E 3 و( ) 4 0,4 (0,6) 0,3456p A = × × =  
  "ا�.�رس 5 �3�1ز أي C "  FA�4ه� ا�>�د_� ا�)�7?� �&>�د_� " ا�.�رس �3�1ز FA�4ا وا�4 �&% ا[@B "  Hا�>�د_� ) 2
   C ��0�+ا� ab��= ( E , E , E , E ) 4 أي 4( ) (0,6)p C q= =  

 ���3��E 4    و( ) 1 (0,6) 0,8704p B = − =  
( 0,4 ; 4 ) _��0� ا�>� R?V?b���E @�*�ن ا��345ل ه� @�*�ن) 3  

  عدد مرات النجاح  0  1  2  3 4      
4p 34p q  2 26p q  34p q  4q  الاحتمالip  

  ��ل ا���E QK"�7رة ا��+` �M7���E �&.�رس ه�@�*�ن ا345

  عدد مرات النجاح  40  30  20  10 0

  ipالاحتمال  0,0256 0,1536 0,3456 0,3456 0,1296

� و ه�) 4=�?c�1ا�� H#]0,0256 ا��)�ل ه� ا 40 0,1536 30 0,3456 20 0,3456 10 16µ = × + × + × + × =  

S E

S E S E

S E S E
S E S E

S E

  الحاجز الثاني

  الحاجز الأول 

S  الحاجز الرابع E S ES ES E
S ES E S E

  الحاجز الثالث
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  التلاؤم مع قانون توزيع منتظم

  باستعمال حاسبة
  
قام أمن الطرقات بدراسة تقارير حوادث المرور على الطريق المذكور  ) N7( قصد تحسيس مستعملي الطريق : ثال م

  خلال الأسبوع على مدار سنة كاملة
    

  السبت  الأحد  الإثنين  الثلاثاء  الأربعاء  الخميس  الجمعة
159  125  125  125  124  157  147  

  

} مع قانون توزيع منتظم على المجموعة نريد معرفة ما إذا كانت النتائج متلائمة }1,2,3,4,5,6,7E =  
  . للحوادث حسب كل يوم من الأسبوع if التواترات 2Lضع على القائمة) 1

1و  لكل يوم هpنفرض أن الحوادث موزعة بانتظام على الأسبوع ، يكون عندئذ الاحتمال ) 2

7
p =  

a ( 2أحسب 2( )id f p=   باستعمال الدستور ∑−
2

2

1

7
SUM L

  −     
  0,0017113021  نجد 

b ( 2 قيمة للعدد 100 سحبة لأعداد عشوائية فحصلنا على 1000 تجربة لـ 100باستعمال مجدول قمنا بمحاكاةd   
9عشري التاسع لهذه السلسلة هو ال 0,0016D    0,0016 لقانون توزيع منتظم هي أصغر من 2d من % 90  أي أن =

2*�� ه��  0,0017d =)  2d 9 أكبر منD (  الفرضية أن حوادث المرور موزعة بانتظام على أيام و بالتالي نرفض
   .% 10الأسبوع بمجازفة بالخطأ تقدر بـ 

  خلال ليالي الأسبوع) بالمعدل ( يدرس شخص عدد ساعات نومه : تطبيق 
  السبت  الأحد  الإثنين  الثلاثاء  الأربعاء  الخميس  الجمعة

9  10  9  7  8  9  8  
  
 ى افتراض أن ساعات النوم موزعة بانتظام على ليالي الأسبوع   لكل ليلة علpأحسب الاحتمال النظري ) 1

2أحسب ) 2 2( )id f p=   . هي التواترات المناسبة لليالي if  حيث ∑−
  هل يمكن اعتبار أن ساعات نوم هذا الشخص موزعة بانتظام على ليالي الأسبوع ؟) 3

 "ة جويلية عيد الاستقلال خمس" عين تشفيرا للعبارة  )1

0عددين طبيعيين حيث x' وxإذا كان : أثبت أنه )2 27x≤ 0 و≥ ' 27x≤  : و كان≥
[ ]7 3 7 ' 3 28x x+ ≡ x' فإن + x=.   

]:  التشفير التآلفي المعرف بِـ ليكن)  4      ]4 5 28y x≡ 0  و + 27y≤   .  ، أذكر حرفين لهما نفس التشفير≥
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  :الحالة العامة. 2

  )لا نمير بينها باللمس ( يحتوي صندوق على قريصات خضراء و قريصات بيضاء و أخرى حمراء 

 

 

 

 

 

  . مرات عدد القريصات الخضراء 3 عدد القريصات البيضاء  من القريصات خضراء و% 10

يسحب لاعب قريصة عشوائيا ، إذا كانت حمراء يأخذ ربحا قاعديا ، إذا كانت بيضاء يأخذ مربع الربح 

  .القاعدي و إذا كانت خضراء يخسر مكعب الربح القاعدي 

   دينارا20نفرض أن الربح القاعدي هو ) 1

    a (مال للنتائج الممكنة أكتب قانون الاحت.  

   b (  أحسب الربح المتوسط المأمول بعد عدد كبير من السحبات.  

  . قيمة الربح القاعدي حتى يكون أمل الربح أكبر ما يمكن 0gنريد تعيين ) 2

      تعطى النتيجة بالدينار

  . الربح القاعدي بالدينار Xليكن 

   a ( دراسة النهايات الدية للدالةإلىتئول بين أن المسألة f على المجال [    حيث ∞+;0]

                                 3 2( ) 0,1 0,3 0,6f x x x x= − + +  

  b (أدرس اتجاه تغيراتf على المجال [    ، استنتج حلا للمسألة السابقة∞+;0]

  

  

  

7 1 9 4 2 7 8 5 
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  موضوع محلول

 أ)�اع   PQP J��15 'ر ا���
"�hا5* �#>� ا��- ,
�ء  -� iEء �Pأ 

��ت ه�-WT5 �>�
J^�5 ا�02(
  . �A ، B ، C(�ض 

A J^�5 �� و B J^�5 ر � ا��"�hات  -��&^0P C '��  . ا�.

40 % 

, ا�02( A 75 و % 

, ا�02( B ا�% 24 و ,
  
)02C ن��P@ا 
�WT
 �  . آ0&

 �-k�19ا 

. أLh ز �ن �>(-��  ��+, ا�?�ادث ا��

   S "  
�WT

, ا�02(
  " A،    "      ا�#>(
 ا��' أLhه� ا�i �ن  
  C و Bو آA    "  n�Lا�#>(

  p = 0,45باستعمال الشجرة المتوازنة بين أن احتمال أن تكون قطعة مخفضة هو ) أ) 1

  . علما أنها مخفضة Bحتمال أن تكون قطعة من السلعة استنتج ا)    ب 

  . قطع عشوائيا بطرق مستقلة ، أحسب احتمال أن تكون قطعة واحدة فقط مخفضة 3نأخذ ) 2

   قطعة مختارة عشوائياn حتى يكون قطعة واحدة على الأقل نخفضة من بين np الاحتمالnأحسب بدلالة ) أ) 3

   .0,9999من   أكبرnp حتى تكون nين أصغر قيمة لـ ع)    ب

  

  عاليقت  حل مختصر

)أ ) 1
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0,45

A

B

C

p S p S p A

p S p B

p S p C

= × +
× +
× ≃

  

   )ب    

( )
( )

( )

1
0,75

3 0,55
0,45

S

p B S
p B

p S

∩=

×
= ≃

  

  

  

  

  

  

  
  "@V)� وا�4ة �M3(*R "  �d."# `+K ا�>�د_�  ) 2

         2( ) 3(0,45)(0,55) 0,41p R = ≃  

1) أ)    3 0,55n
np = −  

  n = 20)      ب

 نكون الشجرة المثقلة اعتمادا على �
  النسب المئوية المعطاة

 الاحتمال المطلوب هو جداء �
الاحتمالات الموجودة على المسارات 

و هي ثلاثة  ( Sالموصلة الى 
  )مسارات 

  
  
  
  
  
  
  
  
   استعمل شجرة  �
  
   اH�(3b ا�>�د_� ا�)�7?��
�30,9999npاH4  �<A ا��� ≻  

S E

S E S E

S E S E S E S E

0, 45 0,55

0,45

0, 45 0, 45

0,55

0,55
0,55

40% S 

E  
A

B

C

1

4

60%

25%

24%

76%

1

3
5

12

S 

E  
S 

E  
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  إرشادات ضوع معمو

   كما يلي895في ثانوية لا تستقبل التلاميذ الداخلين يتوزع التلاميذ الذين عددهم      
  المستوى الأولى ثانوي الثانية ثانوي التهائي المجموع

  خارجيون 50  85 195

  نصف داخلي 285 220  

  المجموع   280 
  أكمل الجدول السابق) 1        
  لتكن الحوادث التالية.  صدفة Aلقي المدير تلميذا ) 2        

          E "  التلميذA خارجي    "   ،S "  التلميذ من مستوى الأولى ثانوي   "  ،T "  التلميذA من مستوى النهائي "  
  .         نفرض أن كل التلاميذ لهم نفس الاحتمال للقاء المدير

   ) −210بتدوير (       أحسب الاحتمالات التالية   
))      أ         )p E S∩ب                (( )p E T∩  
  . مستقلتان ؟ علل T و Eهل الحادثتان ) أ)  3      

  تينماذكر حادثتين غير متلائ)          ب
  حسب الاحتمالات الشرطية التاليةأ) 4     
))  أ          )Sp Eب                (( )Ep T  

  الإرشادات
       
  
  
  
  
  
  
  
  

  إرشادات في مسألة اتخاذ القرار

   . احسب في كل حالة عدد الأقراص المباعة من النوع الأصلي و بشعار الشركة ثم استنتج الربح�
  ) .الأمل الرياضياتي (  أحسب متوسط الربح باستعمال الاحتمالات المرفقة �
  .اصدر القرار المناسبثم  5.000.000DA قارن النتيجة بالمبلغ �

  .  قارن مجددا ثم أشر على إدارة المصنع  3,5DA بإتباع نفس الخطوات ولكن بهامش ربح   �
  
  

  يمكنك البداية بحساب مجموع تلاميذ السنة الأولى ثم مجموع تلاميذ السنة الثانية) 1
  .رجع إذن لدرس السنة الأولى ثانوي هل تذكر كيفية تدوير عدد ؟ ا) 2
  نقول عن حادثتين أنهما مستقلتان إذا وفقط إذا كان) أ) 3

  حتماليهما يساوي احتمال وقوعهما معا جداء ا     
A حادثتان غير متلائمتين معناه B و A)    ب B∩ = ∅  

)تذكر دوما أن ) 4 )
( )

( )B

p A B
p A

p B

∩=  
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  . ���ر	� �������

  ن ا�����ل ���ل و ����ا�� ـ 1

   =E }7;6;5;4;3;2;1;0 {نعتبر المجموعة      
 نصنع حجرة دومينو E  من y و xباستعمال عنصرين 

  عادية                   أو
    نصنع حجرا مضاعفا zو بعنصر واحد 

  . حجرا 36بين انه يمكن بهذه الكيفية صناعة ) 1
  نأخذ عشوائيا حجرا واحدا ) 2
  ون الحجر مشكلا بأرقام زوجية ؟ما احتمال أن يك) أ
  ما احتمال أن يكون مجموع رقمي الحجر زوجي ؟) ب
  .نأخذ حجرين في آن واحد ) 3

إحتمالا لحصول على حجر مضاعف و " أكد أحد اللاعبين 

4حجر عادي أحد رقميه هو رقم الحجر المضاعف هو 

45
"  

  . هل هذا التأكيد صحيح ؟ علّل 
   100DA    يضع أحمد  في جيبه  قطعة نقود بقيمة   
   .20DA قطع بقيمة 5 و 50DA قطع بقيمة 3 و 

سحب أحمد قطعتين عشوائيا على التوالي دون إرجاع من 
   قيمة القطع الثلاثة المسحوبةXنعتبر . جيبه 

   الممكنةXحدد قيم ) 1
  Xعرف قانون احتمال ) 2
  .ن أحسب الأمل الرياضياتي و التباي) 3
أعد .  قطع على التوالي دون إرجاع 3إذا سجب أحد ) 4

  .الإجابة على الأسئلة السابقة في الظروف الحالية 
ما احتمال .  نرمي حجر نرد عادية مرتين متتابعتين       

  :الحصول على 
   فرديين ؟نرقمي) 1
  عددين مجموعهما فردي ؟) 2
  عددين جداؤهما زوجي ؟) 3
  قمين المحصل علييهما مجموع الرXنعتبر ) 4
   الممكنةXحدد قيم ) أ
  E(X) و أحسب Xعرف قانون إحتمال ) ب
  p(X=12) و p(X>6)أحسب ) ج
  . مرات متتابعة 6نرمي قطعة نقود متوازنة         

  :أن يكون عدد مرات ظهور الوجه ما احتمال 
  يساوي عدد مرات ظهور الظهر ؟) 1
  أكبر من عدد مرات ظهور الظهر ؟) 2
  مضاعف لعدد مرات ظهور الظهر ؟)3

      نضع بين يدي طفل ثلاثة أقلام ملونة أخضر ، أحمر  
و أصفر و نطلب منه تلوين الأوجه الستة لعلبة مكعبة 

  ما عدد الكيفيات الممكنة للتلوين ؟) 1. الشكل 
ما احتمال الحصول على مكعب على الأقل فيه وجه ) 2

  أحمر ؟
    سوداوين و ثلاث كرات تين كرA يضم صندوق      
 كرتين بيضاوين و ثلاث Bو يضم الصندوق بيضاء     

  .كرات سوداء 
   .A من الصندوق نسحب عشوائيا كرة واحدة)  1

  ما احتمال أن تكون بيضاء ؟
   . B الصندوق إلىالكرة المسحوبة  نعيدها )2
a (أن يكون عدد الكرات البيضاء يساوي عدد لما احتما 

  ء ؟الكرات السودا
b(  أن يكون عدد الكرات البيضاء ضعف عدد لما احتما 

  الكرات السوداء ؟
 الفشل فيها احتماليشارك فريد في لعبة حظ حيث       

نعتبر أن (  مرات متتابعة 3قرر فريد المحاولة  . 0,65
 عدد Xنعتبر ) . المحاولات مستقلة عن بعضها البعض 

  .مرات الفوز في المحاولات الثلاثة
  : الحادثتين احتمالما هو ) 1
A "  دوما يفشل في المحاولات الثلاثة"  
B "  يفوز مرة واحدة على الأقل في المحاولات الثلاثة"  
  Xعرف قانون الاحتمال لـ ) 2
  Xأوجد الأمل الرياضياتي و التباين لـ ) 3
 ، 1 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 3يضم صندوق        
   .3 ، 2 ، 1 تحمل الأرقام  و ثلاث قريصات حمراء3 ، 2

 Xنسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق ، ليكن 
العدد الحققي الذي يساوي عدد الكرات البيضاء ضمن 

 العدد الحقيقي الذي يساوي رقم القريصة Yوليكن . السحبة 
  .المسحوبة 

7  

8  

5  

6  

1  

4  

  x        y   y        x 

  z        z  

3  

2  
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  Y و Xعرف قانوني الإحتمال لكل من ) 1
  Y و Xأحسب الامل الرياضياتي لكل من ) 2
فأيهما مربحة بالنسبة . إذا اعتبرنا الامر يتعلق بلعبتين ) 3

  للاعب ؟
 كريات 6 ، منها 49 الى 1 كرية مرقمة من 49     

نسحب على التوالي دون ارجاع . حمراء و الباقي بيضاء 
   كريات 6
  ما عدد الطرق الكلية ؟.1
 كريات 3 كريات بيضاء و3ما احتمال الحصول على .2

 حمراء ؟

  كريات حمراء ؟6احتمال الحصول على ما .3

  كريات حمراء ؟5ما احتمال الحصول على .4

    كريات حمراء ؟4ما احتمال الحصول على .5
.  تلميذة 12 تلميذا و 18      يتكون قسم من مختلط من 

الترتيب ( يراد تشكيل لجنة للقسم تضم رئيسا و نائبا و أمينا 
  )مهم 
   تشكيلها ؟ماهو عدد اللجان التي يمكن )1
  :ماهو احتمال تشكيل لجنة بحيث  )2

  يكون الأمين تلميذة ؟) أ
   موجودا في اللجنة ؟Xالتلميذ ) ب
  يكون الرئيس تلميذا و الأمين تلميذة ؟) ج
  الرئيس و نائبه من جنسين مختلفين ؟) د

نفرض أن الرئيس تلميذا والأمين تلميذة وأن التلميذ ) 3   
X ة تضم التلميذة  لا يريد الإنضمام الى لجنY.   
   ماهو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها في هذه الظروف ؟- 

        الجدول التالي يعرف قانون احنمال لتجربة عشوائية

4  3  2   -1  α  

a  
1

5
  1

4
  1

3
  ( )P X α=  

 aحدد قيمة العدد الحقيقي ) 1

)أحسب)2 2)P X 5 و=
( )

2
P X ) و ≤ 1)P X ≺  

3(2( 6 8 0)P X X− + ≺ 

 كريات 3 و 10لرقم  كريات تحمل ا3      يحوي كيس 
   .15تحمل الرقم 

 العدد Xنسحب عشوائيا و في آن واحد كريتين و ليكن 
  .الحقيقي الذي يساوي مجموع الرقمين المحصل عليهما 

 .حدد مجموعة النتائج الممكنة   )1
    .Xحدد مجموعة القيم الممكنة لـ  )2
 Xعرف قانون الإحتمال لـ  )3

)أحسب الامل الرياضياتي  )4 )E X 

)أحسب التباين  )5 )V X 

)أوجد  )6 25)P X ≥ 

 ، 1 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 3يحوي صندوق  
 ، 2 ، 1 و ثلاث قريصات سوداء تحمل الأرقام 3 ، 2
نسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق .  أيضا 3

إذا كانت القريصة  (1+) الذي يساوي Xو نعتبر العدد 
بيضاء و صفر إذا كانت القريصة سوداء ، و نعتبر 

 الذي يساوي الرقم الذي تحمله القريصة Yأيضا العدد 
  .المسحوبة

  Y و Xعرف قانون الإحتمال لكل من  )1
)أحسب الأمل الرياضياتي  )2 )E X و ( )E Y 

 أيهما مربحة للاعب ؟. في حالة كونهما لعبتين  )3

  a، 1،2،3      يحوي كيس أربع قريصات تحمل الأرقام 
 )a∈ℕ . ( نسحب قريصة واحدة و نعتبرkP هو 

   kاحتمال سحب القريصة ذات الرقم 
 إذا 1P ، 2P ،  3P ، aPأحسب الأعداد الحقيقية ) 1

علمت أنها بهذا الترتيب تشكل حدود متتابعة من متتالية 

1حسابية أساسها 

18
.  

 العدد الحقيقي الذي يساوي الرقم الذي تحمله كل Fليكن ) 2
 إذا علمت أن الامل aجد قيمة العدد أو. قريصة مسحوبة  

43الرياضياتي هو 

9
. 

 لا 20 الى 1 كرة مرقمة من 20يحتوي كيس على       
  .نفرق بينها عند اللمس 

  : نسحب كرة من الكيس ، ما هو إحتمال الحصول على - 1

10  

11  

12  

13  

14  

15  

9  
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          ؟4 كرة تحمل عددا مضاعفا للعدد -أ  
   ؟5ا ليس من مضاعفات  كرة تحمل عدد- ب  

 ، على التوالي دون ارجاع نسحب في هذه المرة كرتين - 2
  :ما هو إحتمال الحصول على 

   ؟4 كرتين تحملان عددين مضاعفين للعدد -أ  
  3 كرتين إحداهما تحمل عددا مضاعفا للعدد - ب  

   ؟4و الثانية تحمل عددا مضاعفا للعدد 
   ارجاععلى التوالي دون كرات 3 نسحب الآن - 3

  : ما هو إحتمال الحصول على 
 ؟  4 ثلاث كرات تحمل أعددا مضاعفة للعدد -أ  
   ثلاث كرات مجموع أرقامها زوجي ؟- ب  

       نرمي زهرة نرد رمية واحدة  و نعتبر اللعبة التالية 
  1 إذا ظهر الرقم 20DAيخسر اللاعب العدد 

 6 ، 4 ، 2 إذا ظهرت الأرقام 10DAيربح اللاعب 

 لخالات الأخرى لا ربح و ال خسارةفي ا

  حدد مجموعة المخارج ثم مجموعة القيم) 1
 المبلغ الذي يترتب Xإذا كان زهرة النرد عادية نعتبر ) 2

 Xعرف قانون الاحتمال للمبلغ . عن هذه اللعبة 

هل هذه اللعبة عدالة ؟ إذا كان الجواب بالنفي فاقترح ) 3
سارة حتى تصبح اللعبة تعديلا على مبلغ الربح أو مبلغ الخ

  .عادلة 
نفرض أن زهرة النرد غير متوازنة بحيث احتمال ) 3

   .  0,12 هو 5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1ظهور الأوجه 
   في هذه الحالةX عرف قانون الاحتمال لـ - 

  :هدف و مساحة       

رامي قوس بارع دوما يصيب الهدف لكن إحتمال إصابة 
هو نسبة مساحتها الى أية منطقة من المناطق الأربعة 

  .مساحة الهدف ككل 
  
  
  
  
  
  

   العلامة النهائية المترتبة عن تسديد سهم واحدXليكن 
  Xحدد القيم الممكنة لـ ) 1
  Xعرف قانون الإحنمال لـ ) 2
  أحسب الأمل الرياضياتي و الإنجراف المعياري) 3

   :يمين أم شمال      
  
  
  
  
  
  
  
  
  

م و عند كل حاجز احتمال تمي الكرة الحمراء من أعلى الهر
أن تسلك على اليمين يساوي احتمال أن تسلك على الشمال   

 رقم الخانة التي تستقر فيها الكرة Xليكن ) البسار ( 
  الحمراء

  X عرف قانون الإحتمال للعدد - 
�ؤم ـ 2��   "# ����ن ��ز	# "!� �ا

 مرة 100للتحقق من مصداقية حجر نرد ، قمنا برميه       
  :ابعة و إليك النتائجمتت
  
  

 رمية لحجر 100 سلسلة لـ 2000نجري بجهاز الحاسوب 
قمنا بتلخيص على مخطط  . 2d قيمة لـ2000النرد نتجت 

    2d 1000بالعلب توزيع قيم
  
  
  
  
 أن حجر %10هل يمكن التأكيد بمجازفة بالخطأ مقدارها  - 

  النرد غير مزيف ؟
  

16  

6  5  4  3  2  1  *Eا��  

�ات ا�o&�ر  23  18  21  8  19  11  

 

1d 9dMe1Q 3Qmin max

36,533324,533311,3337,13334,53330,93330,5333

17  

1 2 3 41000
400

100
50

5 4 3 2 1 

18  

18  
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�-#  
W�iا�� 
  100DAا�#>� ا��#"�

خطرت له  . DA 100 قطع نقدية من نوع  5يملك أحمد 
فهتدى الى فكرة رائعة " التحقق من مصداقية القطع " فكرة 

 مرة وسجل النتائج فكان 100قام برمي كل قطعة نقدية . 
  الجدول التالي

 

     
  
 ، ماهي القطعة الني % 90باعتبار مستوى الثقة ) 1

  سيعتبرها أحمد مزيفة ؟
   ؟% 95سؤال السابق من أجل مستوى ثقة نفس ال) 2
   ؟% 99نفس السؤال السابق من أجل مستوى ثقة ) 3

 رقم 100 عملية بـ 1000نجري بالحاسوب : المحاكاة 
   . 2d قيمة لـ1000 ، تعطي 5 و 1محصور بين 

   0,0154العشري التاسع للمحاكاة هو 
 على 10       كتبت لبنى أعداد طبيعية أصغر تماما من 

  وهذه هي أعداد لبنى. قةور
3 ، 4 ، 2 ، 4 ، 7 ، 1 ، 1 ، 2 ، 6 ، 9 ، 8 ، 8 ، 7 ، 

3 ، 4 ، 5 ، 6 ، 9 ، 6 ، 8 ، 3 ، 7 ، 5 ، 9 ، 1 ، 1 ، 

2 ، 8 ، 3 ، 9 ، 5 ، 8 ، 2 ، 7 ، 6 ، 7 ، 8 ، 1 ، 2 ، 

9 ، 7 ، 9 ، 8 ، 1 ، 1 ، 3 ، 5 ، 6 ، 7 ، 2.   

  ودين المعطيات في جدول من عملخص هذه) 1
  أحسب الوسط الحسابي ، التباين و الانحراف المعياري) 2
  أحسب الوسيط و الربعيين) 3
  أنشئ مخططا بالعلب لهذه السلسلة ) 4
نتساءل عن مدى انسجام أعداد لبنى المكتوبة بطريقة ) 5

  2dمن أجل هذا نقترح حساب . عشوائية 
 50 عملية لاختيار 1000باستعمال الحاسوب أجرينا ) 6

  2d نتيجة لـ100 حصلنا على 9 و 1 محصورا بين رقما
 على مخطط بالعلب  2d 100قمنا بتلخيص توزيع قيم 

  : نتج
 

  
  
  

 أن للبنى %10هل يمكن التأكيد بمجازفة بالخطأ مقدارها 
أرقامها العشوائية ( تلقائية في انسجام العشوائية لديها 

  ؟) منسجمة دوما 
ناوب عمر وخالد على تسيير مكتبة عامة تضم       يت

عمر . آلاف العناوين من الكتب و لها مئات المنخرطين 
يشرف عليها من يوم السبت الى الإثنين و خالد يشرف 

لاحظ عمر و خالد وجود . عليها يومي الثلاثاء و الأربعاء 
مشكلة اختفاء بعض العناوين من مكتبتهما ، تتبعا الأمر 

  تحصلا على الجدول التاليخلال أسبوع ف
  يوم  السبت  الأحد  الإثنين  الثلاثاء  الأربعاء

28  27  16  13  16  X 

 X يمثل عدد العناوين المختفية في كل يوم .  
 أن %10هل يمكننا القول بمجازفة بالخطأ مقدارها ) 1

  نهايةا أسبوع لها تأثير على عدد العناوين المختفية ؟
رقم عشوائي محصور  100 مرة 1000نحاكي : معطيات 

  العشري التاسع  . 2dقيمة لـ 1000 تعطي 5 و 1بين 
  0,0154هو 

  :ة والثقوب رلعبة الك       

 ثقوب متماثلة مرقمة 9في لعبة ، نرمي كرة لتدور حول 
  . ثم تستقرفي أحدها 9 الى 1من 

   نتيجة100شك سعد في مصداقية الكرة فقام بتسجيل 
2  5  3  2  7  1  4  4  5  3  
5  4  1  9  3  2  6  4  6  5  
1  3  3  7  7  6  8  7  7  6  
8  7  5  6  3  5  8  1  1  7  
3  8  3  6  4  9  1  3  5  9  
9  1  1  2  5  9  4  8  6  4  
7  9  9  6  6  3  1  9  9  3  
5  6  4  3  3  2  5  9  5  7  
6  9  5  4  2  4  5  2  2  5  
5  8  3  3  7  5  7  4  8  7  
  )تواترات كل ثقب ( نظم هذه النتائج في جدول ) 1
   2dأحسب) 2
 %10 يؤكد بمجازفة بالخطأ مقدارها هل يمكن لسعد أن) 3

  أن الكرة مغشوشة ؟

5  4  3  2  1  
  ر�p ا�#>(

�ات q&�ر   37  54  41  39  58�&oا�  

�ات q&�ر   63  46  59  61  42*Eا��  
 

Me1Q 3Q
1d 9dmin max

5,66072,1231,51411, 08740, 67740,39850,1274

21  

22  

20  

23  
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 و 1 رقم عشوائي محصور بين 50 مرة 1000 نحاكي - 
 . 2dقيمة لـ 1000 على جهاز الحاسوب تعطي 9

  : على مخطط بالعلب أعطى 2d 100تلخيص توزيع قيم 
  
  

  
  ا�����ل ا�.-,+ و ا�*�ادث ا��'��&� ـ 3

   .10 الى 1مة من  قريصات مرق10      يضم صندوق 
  .نسحب قريصتين على التوالي مع الإرجاع 

   .4أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما ) 1
   علما أن  4أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما ) 2

   .10    مجموعهما 
 % 45 و السكان مدخنون من % 55 ، مدينة مافي       
ن و مدخنو % 30 و مدمنون على شرب القهوةمنهم 

 واحدا من رجلا عشوائيا نأخذ . مدمنون على شرب القهمو
   :مدينةهذه ال

دمنا  ، ما إحتمال أن يكون مرجل مدخناإذا كان هذا ال) 1
  على شرب القهوة أيضا ؟

إحتمال أن رجل مدمنا على شرب القهوة ماإذا كان هذا ال) 2
   ؟مدخنا أيضايكون 

   ؟رب القهوةمدخنا أو مدمن على شما إحتمال أن يكون ) 3
تحمل ( قطعة عادية . يضم صندوق ثلاث قطع نقدية      

و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة ) وجه وظهر 
نختار  . 1/3مغشوشة بحيث إحتمال ظهور الوجه هو  

. عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق و نرميها مرة واحدة 
يمكنك تشكيل  ( .أحسب ل إحتمال الحصول على وجه 

  )ة الشجر
 .  كرات بيضاء و كرتين سوداوين10يضم كيس       

  .نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع 
الكرة المسحوبة في المرة الأولى "  للحادثة 1Bنرمز بـ
  "بيضاء 
  "الكرة المسحوبة في المرة الثانية بيضاء " للحادثة 2Bو بـ

)1حسب الإحتمال  أ-  )p B 2 ثم مباشرة 1( / )p B B  

2   و استنتج  1( )p B B∩  
      A،B يضم .  كيسانAكرة حمراء و كرة خضراء  .
  .  كرات حمراء و كرة واحدة خضراء 3 يضم Bالكيس 

  ثمB و نضعها داخل الكيس Aنسحب كرة من الكيس 
   .Bنسحب كرة من الكيس 

  شكل الشجرة المناسبة) 1
  .ما احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ) 2
ما احتمال الحصول على كرة حمراء في السحبة الأولى ) 3

  .بشرط أن تكون الكرة الثانية سوداء 
. كرتين سوداوين و ثلاث كرات بيضاءيضم صندوق     

نت بيضاء ، نعيدها الى إذا كا. نسحب عشوائيا كرة واحدة 
  الصندوق و نضيف كرة بيضاء أخرى و إذا كانت سوداء 

نعيدها الى الصندوق مع إضافة كرة سوداء أخرى ثم 
  . سحب كرة ثانية ن
  شكّل الشجرة المناسبة) 1
  :أحسب إحتمال الحوادث التالية ) 2
A"  كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة الثالثة 3يوجد "  
B"  كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة 5يوجد"  

من  % 75من البنات و  % 25يتكون قسم من       
  .الأولاد 

من الأولاد هم  % 30من البنات و  % 60نفترض أن 
  .نأخذ عشوائيا تلميذا من القسم . تلاميذ جيدون 

 ولدا ؟          -  بنتا ؟          ب- أ:   ما احتمال أن يكون -1
  دا ؟ جي-جـ
 ماهو احتمال أن يكون ذلك التلميذ بنتا علما أنها عنصرا - 2

  جيدا ؟
 5 الى 1يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من      

 و كرتين 8 إلى 6و ثلاث كرات حمراء مرقمة من 
   .10 و  9خضراوين يحملان الرقمين 

   .على التوالي دون ارجاع نسحب عشوائيا - 
  :لية  أحسب إحتمال الحوادث التا- 1
A "  الكرتان تحملان رقمين فرديين"  
B  " الكرتان من نفس اللون"  
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26  
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 C  " الكرتان تحملان رقميين فرديين و من نفس اللون"  
   مستقلتان ؟B و A هل الحادثتان -     
  : ما إحتمال الحوادث التالية - 2
D "  الكرتان من لونين مختلفين       "  
 E " حملان رقمين فرديين الكرتان من لونين مختلفين و ت"  
ما إحتمال .  علما أننا سحبنا كرتين من لونين مختلفين - 3

  أن يكون رقماهما فرديين ؟
      )X (  ، )Y (  راميا قوس ، كل منهما يسدد سهما

 ، 0,85احتمال كل منهما في إصابة الهدف . نحو هدف
  . على الترتيب 0,90

  :إذا علمت أن  
   III – II – Iالمناطق  ) X(  إحتمالات إصابة الرامي - 

7على الترتيب هو  1 1
.
12 3 12
، ،  

   III – II – Iالمناطق  ) Y(  إحتمالات إصابة الرامي - 
  .متساوية 

  :متتابعة يسدد سهمه ثلاث مرات  ) X(  الرامي - 1
    ؟ III ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة -أ
    بهذا  III – II – Iق  ما احتمال أن يصيب المناط- ب

  الترتيب ؟
   ؟ III – II – I ما احتمال أن يصيب المناطق  -جـ 
       نختار أحد الراميين مع العلم أن احتمال اختيار الرامي - 2

     )X (  ضعف احتمال اختيارالرامي )Y. (   
  تصيب هذهما احتمال أن.  في حالة تسديد رمية واحدة -أ

   ؟IIIالر مية المنطقة 
       III علما أن رمية واحدة قد سددت و أصابت المنطقة - ب
  ؟ ) X(  أن تكون هذه الرمية للرامي احتمالما  

تعاهدا على أن لا . عمر و يوسف صديقان حميمان       
لكن يوسف المسكين يعاني من  . يفترقا أبدا ، حتى الموت

 مرض خطير قال بشأنه الأطباء أن إحتمال أن يعيش يوسف

   . 0.5عشر سنوات قادمة هو 
  إذا كان إحتمال أن يعيش عمر هذه -" لكل أجل كتاب  " - 

 :    فأحسب0.7المدة هو 

 .  إحتمال أن يعيشا معا هذه المدة-  -1

 .  إحتمال ان يعيش عمر وحده هذه المدة-  -2

 . إحتمال أن يعيش واحد منهما فقط هذه المدة -3 -

 . ه هذه المدة إحتمال ان يعيش يوسف وحد-  -4

 .  إحتمال ان لا يعيشا معا هذه المدة -5- 

  .  إحتمال أن لا يعيشا هذه المدة-  -6
   .مجموع الاحتمالات التي حصلت عليها  أحسب -  -7
  ماذا تستنتج ؟     

  .الثانية  حل معادلات من الدرجة تلميذ يريد       
 البس الأولىاحتمال أن يكون مميز المعادلة إذا علمت أن 

1هو 

8
  : نفرض صحة الشرطين التاليين  ،

 بشرط أن يكون سالب أن يكون مميز معادلة ما احتمال - 

1 هو سالب السابقةمميز المعادلة 

20
  

 بشرط أن يكون سالب أن يكون مميز معادلة ما احتمال - 

1 هو دومموجب أو مع السابقةمميز المعادلة 

20
  

   ).الأولى و الثانية(فقطمعادلتين إذا كان التلميذ يريد حل  - 1
  التالية) العنكبوتية (  أكمل الشجرة -أ

                                        
                                        

  
  
  
  
  
 

  
  
 أو  زها موجب المعادلات التي ممي عددXليكن ) ب  

 X عدد للالاحتمال ، عرف قانونن من بين المعادلتيمعدوم 

  .اتي و التباين  الرياضيالأملأحسب ) ج  
           حل ثلاث معادلات فقطتلميذ إذا كان يريد ال- 2

  )الأولى ، الثانية و الثالثة    ( 
  ؟ أن يكون مميز المعادلة الثالثة سالبااحتمالما )   أ
     أن تكون المعادلات الثلاثة لا تقبل لاحتماما )   ب

32  
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   ؟ حقيقيةحلولا 
  :      الزمر الدموية 

الجدول التالي يبين توزيع مختلف الزمر الدموية على عينة 
  من الناس
AB B A O الزمرة  

2% 6% 38% 39% Rh + 

1% 2% 6% 6% Rh - 

  أكمل الشجرة التالية) 1
  
  
  
  
  
  
  
  عينة ، ما احتمال أخذ شخص عشوائيا من هذه ال) 2
  أن تكون فصيلته موجبة ؟) أ
   ؟Oأن تكون فصيلته سالبة علما أن زمرته ) ب

ينتج مصنع آلات حاسبة عادية وآلات حاسبة      
علمية إلا أن عدد الآلات العادية التي ينتجها ضعف 

احتمال وجود خلل في حاسبة . عدد الآلات العلمية 
 0,03ة فهو  أما في حاسبة علمي0,05عادية هو 

أحسب . أخذ المراقب حاسبة واحدة عشوائيا 
  :احتمال أن تكون  

  .الحاسبة عادية ) 1
  الحاسبة علمية) 2
  الحاسبة فيها خلل ؟) 3
  .الحاسبة عادية علما أن فيها خلل ) 4
      1   (A و B بين أن .  حادثتان مستقلتان  

مستقلتان         B و A)  ان       ب مستقلتB وA) أ         
  مستقلتان B و A) ج

.  في نفس الوقت هدفا معينا S و Tيرمي قاذفان ) 2  
  " يصيب الهدف B " T،"  يصيب الهدف A " Sالحادثتان  

4 مستقلتان و احتمالاهما 
.

5Sp 7 و =
.

8Tp  على =

  .الترتيب
  :حتمال الحوادث التالية اأحسب  - 
 فقط بصيب الهدف    S)  يصيبان الهدف    بT و S) أ
  الهدف يصاب   ) الهدف لم يصب   د) ج

  قاذف واحد يصيب الهدف)   هـ  
       )A  (  ، )B (  الصندوق . صندوقان )A (  يحوي

 ) B(  كرات سوداء أما الصندوق 5 كرات بيضاء و 5
 كرات سوداء و كل الكرات 3 كرات بيضاء و 7فيحوي 
  .متماثلة 

و نسجل  ) B( نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق 
الذي  نسحب منه كرة  ) B( لونها و نعيدها الى الصندوق 
  .أخرى و نسجل لونها أيضا 

  رتين بيضاوين ؟ ما إحتمال الحصول على ك- 1
   ما إحتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ؟- 2
3-Xوائي يرفق كل كرة بيضاء بالعلامة متغير عش ) +α (

   ) .α -( و كل كرة سوداء بالعلامة 
  عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي تا ثم -    أ

)أحسب أمله الرياضي )E X.  
) حتى يكون αلعدد الحقيقي  عين قيمة ا-   ب ) 1E X =  

    كرة سوداء B  (  ،n-3(  نضيف الى الصندوق - 4
  .و نعيد عملية السحب المبينة أعلاه 

   ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟- أ  
 كم من كرة سوداء ينبغي إضافتها الى - ب  
وين حتى يكون إحتمال سحب كرتين بيضا ) B( الصندوق 

    ؟0,25هو 
  يسدد رامي ثلاث رميات متتالية       

  ) .             أنظر الى الشكل ( نحو هدف 
  إذا علمت أن إحتمال إصابة 

    .                                     0,7هذا الرامي للهدف هو 
   أحسب إحتمال أن يصيب- 1

1
2

3

38  

39  
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            الرامي الهدف ثلاث مرات ؟                        
   أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرتين فقط ؟- 2
 أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرة واحدة - 3

  على الأقل ؟
) الشكل ( إذا علمت أن الهدف مقسم الى ثلاث مناطق - 4

       0,1هو ) 1(بحيث إحتمال أن يصيب هذا الرامي المنطقة 
 أن احتمالو   0,2هو ) 2( أن يصيب المنطقة احتمالو 

   .احتمال فأحسب 0,4هو ) 3(يصيب المنطقة 
  ثلاث مرات ؟) 1( أن يصيب المنطقة - أ  
   أن تصيب كل رمية منطقة واحدة فقط ؟- ب
 ليكن تا المتغير العشوائي الذي يرفق إصابة المنطقة - 5
) 3( و المنطقة 7بالعلامة ) 2( و المنطقة 10بالعلامة ) 1(

  .الهدف كلية كانت العلامة صفر  أ و إذا أخط5بالعلامة 
 عرف قانون الإحتمال للمتغير العشوائي تا ثم أحسب -    

   .اتي و انحرافه المعياريأمله الرياضي
في لعبة يرمي اللاعب زهرة نرد متجانسة مرة        

واحدة و كلما  كان الرقم زوجيا سمح له برمية أخرى و 
ريا  أو بتوقف  رميات إجبا10هكذا و تنتهي اللعبة بعد 
  .اللاعب عن الرمي تلقائيا 

  ؟ل على رقم فردي في الرمية الاولى ما إحتمال الحصو- 1
  ؟ على رقم فردي في الرمية الثانية  ما إحتمال الحصول- 2
 إذا أراد اللاعب أن يكون إحتمال حصوله على رقم - 3

 فما هو عدد الرميات الذي لا ينبغي 0,03فردي أكبر من 
  تجاوزه ؟

 مقابل كل 1DAقتضي هذه اللعبة أن يدفع اللاعب  ت- 4
على ) و لا يدفع مادام يحصل على رقم زوجي ( محاولة 
  . إذا حصل على رقم زوجي 5DA  أن يربح

   ؟ DA 20  ما إحتمال أن يربح اللاعب-أ    
   ما إحتمال أن لا يخسر و لا يربح ؟-ب  
زوجي صاحب الرقم ال:   تعدل اللعبة بالكيفية التالية )5

 و على DA 2 و صاحب الرقم الفردي يخسرDA 5 يربح 
  . مرات فقط إلزاميا 3لاعب أن يحاول  كل
 المتغير العشوائي الذي يرفق كل محاولة بالمبلغ X ليكن  

  .المحصل عليه 

  اتي              عرف قانون الإحتمال ثم أحسب امله الرياضي- 
   .   و انحرافه المعياري

 -  لسوء حظه- صل بسعيد هاتفيا لكنه د أن يتيريد أحم      
نسي الرقم تماما ، فقرر عبثا القيام ببعض المحاولات و 

 هو إحتمال أن Pإذا كان .  أرقام 6ذلك بتشكيل أعداد من 
  .    الأولىيصيب مبتغاه في المحاولة 

610n ( تعطى النتائج على الشكل    −× (  
    .P أحسب - 1
ذكر أحمد أمرا هاما ، الرقم الصحيح يضم رقمين  ت- 2

  . إن استطعت Pأحسب أنت . زوجيين متمايزين فقط 
من بين الأرقام الفردية .  بعد قليل تذكر أحمد شيئا آخر - 3

أحسب " إن كنت ذكيا."3يوجد رقمان فقط من مضاعفات 
P.  
 و ها هو أحمد بنفسه يؤكد لك أن الرقمين الزوجيين - 4

  ؟ Pفهل بإمكانك الآن حساب  . 10اوي مجموعهما يس
هل تعرف رقم هاتف سعيد ؟ .  سأل أحمد أخاه علي - 5

لا ، لكني أعرف أنه يضم أربعة أرقام فردية : قال علي 
  .Pساعدهما أنت بحساب . منها إثنان متساويان و متتابعان 

إن أحد الرقمين الزوجيين .  و يصرخ أحمد لقد تذكرت - 6
هل تتكرم  . 7ل و الرقم الأخير هو  و ترتيبه الاو8هو 

  ؟ Pأنت بحساب 
 و بعد عدة محاولات إستطاع أحمد الإتصال بسعيد الذي - 7

ضحك كثيرا لسماعه القصة و قال له يا أحمد تذكر دائما أن  
 و هو مكون من أربعة 30 هاتفي يساوي  مجموع أرقام

  . فإلى اللقاء  أرقام متساوية مثنى مثنى و متتابعة
   فهمت القصة فما رقم هاتف سعيد ؟ إن - 

  :تبين أن .سة خاصة بحالة سيارات مدينة ما في درا       
  من السيارات ذات مكابح ضعيفة %12 
 20%  من بين السيارات ذات المكابح الضعيفة هناك  - 

  لها إضاءة ضعيفة
 لها 8 % سيارات ذات المكابح القوية هناك من بين ال- 

  إضاءة ضعيفة
مة الطرقات طُلِب من شرطة المرور تكثيف و قصد سلا
  :نعتبر الحادثتين التاليتين . المراقبة 

40  

41  

42  
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L "  السيارة الموقوفة من قبل شرطة المرور لها إضاءة
  .الحادثة العكسية لها   Lو"  قوية 

F "  السيارة الموقوفة من قبل شرطة المرور لها مكابح قوية
  .الحادثة العكسية لها   Fو" 
              محققةF علما أن L ، احتمالF أحسب احتمال - 1

   محققةF علما أن Lثم احتمال     
 أحسب احتمال أن تكون السيارة الموقوفة من قبل -  أ- 2
  .المرور لها مكابح ضعيفة و إضاءة ضعيفة أيضا  رطةش

   أحسب احتمال أن تكون السيارة الموقوفة من قبل -     ب
  .شرطة المرور لها مكابح قوية و إضاءة ضعيفة           
   استنتج احتمال ان تكون السيارة الموقوفة من قبل -    جـ
  .الشرطة لها إضاءة ضعيفة          

  . رة ما روقبت و كانت لها إضاءة ضعيفة  علما أن سيا- 3
  ما احتمال أن تكون لها مكابح ضعيفة أيضا ؟   
   برهن أن احتمال توقيف سيارة في حالة جيدة -  أ- 4
  0,8096هو ) قوية و إضاءة قوية  مكابح(    

  . سيارة 20 إذا كانت شرطة المرور قد أوقفت -   ب
ة جيدة على  ما إحتمال وجود سيارة واحدة ليست في حال

  الأقل؟
مصنع قطع غيار  . −310تعطى النتائج مدورة إلى      

من المضخات %  4 حيث سيارات ينتج مضخات البنزين
تصنف المضخات بعد فرزها إلى ثلاث . غير صالحة 
  مجموعات

  مضخات تحمل ختم المصنع�  

  مضخات لا تحمل ختم المصنع�  

  تلاف مضخات للإ�  
 من المضخات الصالحة % 3 وحدة الفرز ترفض )1

 . من المضخات غير الصالحة % 95بالخطأ و ترفض 
 حتى تقبل وحدة الفرز مضخة غير 1pهو الاحتمال  ما) أ

 .صالحة 
 حتى ترفق وحدة الفرز مضخة 2p ما هو الاحتمال - 

 صالحة؟

  حتى يحدث خطأ في الفرز؟3p لهو الاحتما ما - 

  0,933 يساوي  احتمال قبول مضخة4pتحقق أن ) ب  
يوضع ختم .  يتم الفرز في خمس مراحل متتابعة )2

المصنع على المضخة إذا تم قبولها في المراحل الخمسة 
قل في مرحلتين و إلا تقبل كلها و تتلف إذا رفضت على الأ

 :أحسب الاحتمالات التالية . المضخة لكن دون ختم 
�  5pاحتمال قبول المضخة دون ختم   
�  6pاحتمال قبول المضخة و ختمه   
�  7p احتمال إتلاف المضخة   
)تتالية العدديةنعتبر الم        )nU  المعرفة بحدها الأول    

{ } n 1 1

2 1 1
n - 0;1     U   و   

5 5 2nU U−∀ ∈ = + =ℕ  

  :  برهن أن - 1

               { } [ ]nn - 0;1     U 0;1∀ ∈ ∈ℕ  
) بحيث تكون المتتاليةα أوجد العدد الحقيقي -  أ- 2 )nV 

    ـالمعرفة ب
 { } n. n - 0;1     U nV α∀ ∈ = −ℕ  متتالية هندسية.  

nU أحسب - ب .ثم استنتج   n بدلالة . nV بدلالة n  
) ا3�3b; أن-    Aـ )nU �J31�J* a74أ ، �E3+�ر# .  

3 - A و B 4 كرات بيضاء و 6 كيسان ، يضم الأول 
  كرات بيضاء و كرتين سوداوين 8و يضم الثاني  سوداء

نأخذ عشوائيا كيسا و نسحب منه كرة واحدة ثم نعيدها الى 
  :.نفس الكيس بالكيفية التالية 

  إذا كانت بيضاء نعيد من نفس الكيس السحب مرة أخرى 
و إذا كانت سوداء نعيد السحب من الكيس الآخر و هكذا 

  .نكرر العملية ن مرة 
   "A من الكيس n إحتمال أن تكون السحبة رقم "n.Uنسمي

3 أحسب –أ  2 1.U  ، U  ، U  

n برهن أن - ب 1

2 1
. n     U

5 5nU −∀ ∈ = +ℕ  

.n أحسب  –جـ  lim U
n→∞

 .  

         )A (  ، )B (  لاعبان يتباريان في اللعبة التالية:  
لعب و  كمبلغا ل1DAّن في البداية يدفع كل من اللاعبي - 

  .يرمي كل منهما قطعة نقدية عادية 

44  

45  

43  
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على ظهر تتوقف  ) B( و  على وجه ) A( إذا حصل  - 
 .فائزا و يأخذ المبلغ المدفوع  ) A( اللعبة و يعلن 

على وجه تتوقف  ) B( على ظهر و  ) A( إذا حصل  - 
 .فائزا و يأخذ المبلغ المدفوع  ) B( اللعبة و يعلن 

ت الأخرى تعتبر تعادلا، يضاعف اللاعبان مبلغ الحالا - 
و هكذا تستمر اللعبة   .اللعب و يبدءان في المحاولة من جديد 

و لا تتوقف إلا بفوز أحدهما أو بعد حصول التعادل في 
  المرة العشرين و حينها يستعيد كل لاعب مبلغه المدفوع 

 نعتبر 20 و 1محصور بين   nمن أحل كل عدد طبيعي 
  :ث التالية الحواد
. nA " اللعبة تنتهي في المحاولة النونية بفوز )A " (  
. nB  " اللعبة تنتهي في المحاولة النونية بفوز )B" (   
. nI "  المحاولة النونية هي تعادل"  

.: نضع  ( )n nX p A=   ،. ( )n nY p B=   ،
( ).n nZ p I=  "    p هو رمز للاحتمال "  

1 أحسب -  أ- 1 1 1 ،  ، X .Z Y  
   برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ن محصور بين -     ب

1 : لدينا 19 و 1 

1
.

4n nX Z+ 1  و  =

1
.

4n nY Z+ =  

1  و 

1
.

2n nZ Z+ =       

   استننتج أنه من أجل كل عدد طبيعي محصور بين- جـ   

 : لدينا 20 و 1    
1

1

2

n

nX
+

 =  
 

  و 
1

1

2

n

ny
+

 =  
 

  

1 و 

2

n

nZ
 =  
 

                    

مبلغ اللعب أثناء  " Tشوائي  نعتبر المتغير الع- 2    
أي المبلغ الذي يحصل عليه " ( المحاولة التي تنهي اللعبة 

الفائز أو المبلغ الذي يتقاسمه اللاعبان في حالة انتهاء اللعبة 
  ) . بالتعادل 

   .T = 2k يكون حينها  kإذا توقفت اللعبة في المحاولة 
   .T حدد أكبر قيمة لـ -أ
  . p(T=202) أحسب - ب
  )مكنك ملاحظة أن المحاولة التاسعة عشر كانت تعادلا ي ( 
  .19 و 1 محصور بين k من أجل كل عدد طبيعي -جـ

ر الحادثة فس "T = 2k "  و  بدلالة k kB A و استنتج 
p(T=2k) 

و  T للمتغير العشوائي اتي أحسب الأمل الرياضي-د
  .انحرافه المعياري 

  *3 و ����ن 2-���+����ن 1!�0+  ا� ـ 4

  يوم مشمس أم ممطر ؟      

في مدينة افتراضية كل يوم احتمال أن تمطر السماء فيها   
في خمسة أيام متتابعة قادمة ، ما احتمال أن  . 0,4هو 

  تمطر السماء مرتين فقط ؟
  الجدية... المطلوب        

دراسة إدارية .  متربصا 12 في مؤسسة يتكون فيها 
  .0,14 احتمال غياب أحد المتربصين هو استنتجت أ،

قصد محاربة الغيابات قرر المؤطرون إلغاء التربص إذا 
   .7كان عدد المتربصين الحاضرين أقل أو يساوي 

   إلغاء التربص ؟احتمالما 
  بنت بأي ثمن ؟      

نفرض أن . سعيد غير سعيد فهو يحب أن يرزق ببنت 
   .054احتمال أن تنجب زوجته بنتا هو 

يتساءل سعيد كم من مرة على زوجته أن تنجب حتى تكون 
   .%99نسبة حصوله على بنت لا تقل عن 

   هل يمكنك مساعدته ؟- 
  .% 40      في امتحان شهادة بكالوريا كانت نسبة النجاح 

  : أصدقاء مرشحين 5ما احتمال ضمن 
  أن لا يكون أي ناجح ؟) 1
  أن ينجح واحد فقط ؟) 2
  فقط ؟ أن ينجح إثنان ) 3
  أن ينجح على الأقل إثنان ؟) 4
  أن ينجح الأصدفاء الخمسة ؟) 5

عائشة ، فاطمة و خديجة ثلاث صديقات تقدمن        
لامتحان شهادة البكالوريا بحظوظ متفاوتة متناسبة مع 

إذا علمت أن . مجهودات كل واحدة خلال السنة الدراسية 
   0.45   وإحتمال نجاح عائشة 0.9إحتمال نجاح فاطمة 

 :    أحسب إحتمال أن.  و احتمال نجاح خديجة

 .  تنجح الصديقات الثلاث معا- 1

46  
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55  

56  

 .  تنجح واحدة منهن على الأقل- 2

 .  تنجح صديقتان فقط- 3 

   تنجح صديقتان من بينهما فاطمة- 4
 . نرمي زهرة نرد عادية أربع مرات متتابعة       

    إحتمال أن يكون عدد مرات ظهور رقمP  أحسب- 1
 . زوجي يساوي عدد مرات ظهور رقم فردي     

 إحتمال أن يكون عدد مرات ظهور رقم   'pأحسب  - 2
 . زوجي أكبر تماما من عدد مرات ظهور رقم فردي

من أجل خمس رميات ) 2(و ) 1(  أجب عن السؤالين - 3
  . متتابعة لزهرة النرد هذه

   .Pأحسب .  مرة n  نرمي زهرة النرد هذه - 4
 إحدى المسابقات يطرح على المرشح ثلاثة سؤال       في

مرفوق بثلاثة أجوبة مقترحة متشابهة ، واحدة منها فقط 
  .قدم المترشح إجابة عشوائبا و دون تفكير .صحيحة 

  ما إحتمال أن تكون إجابته صحيحة ؟) 1
  .  أسئلة من الشكل السابق 5المسابقة مكونة من ) 2
  :ح إجابة صحيحة عن ما احتمال أن يقدم هذا المترش) أ
   أسئلة ؟5 -  أسئلة ؟  4 - أسئلة ؟  3 -   
  إذا كان النجاح في المسابقة يقتضي الإجابة الصحيحة  ) ب

  ما احتمال نجاح هذا المترشح .  أسئلة على الأقل 3    عن 
      الذي يعتمد على العشوائية في الإجابة ؟

  حة ما احتمال نجاح مترشح آخر يملك الإجابة الصحي) ج
     عن سؤالين من الخمسة ؟

  .نرمي حجري نرد عاديين مرة واحدة ) 1       
   ما احتمال الحصول على رقمين مجموعهما أكبر أو  - 

   ؟10   يساوي 
 عدد X مرات متتابعة و ليكن 5نرمي الآن حجر النرد ) 2

المرات التي نحصل فيها على رقمين مجموعهما أكبر أو 
  .رميات  في خلال خمس 10يساوي 

 و احسب أمله الرياضياتي X عرف قانون الإحتمال لـ - 
  .و انحرافه المعياري 

       يحب مراد صناعة النكت لكنه للأسف لا يوفق أحيانا 
النكتة المرحة حيث احتمال أن تكون النكتة هو افي تشكيل 

0,05.  

علما أنه يشكل نكتة كل يوم أحسب إحتمال أن يشكل نكتة 
  : مرحة 

 365(في سنة) 3)  يوما30(في شهر) 2. في أسبوع) 1
  )يوم

بداية من أية رمي .  مرة n      نرمي قطعة نقود عادية 
كبر يصبح احتمال الحصول على وجه واحد على الأقل أ

   ؟%98تماما من 
         إليك الشكل التالي

  
  
  
  
  
  
  

احتمال أن تكون . نضع عشوائيا نقطة على هذا الشكل 
النقطة في جزء ما هو نسبة مساحة هذا الجزء الى مساحة 

  .المربع 
)أحسب ) أ) 1 )p D احتمال أن تكون النقطة على القرص 

   .'Dالأخضر 
)1أحسب )   ب )p S  احتمال أن تكون النقطة على الجزء

1S من القرص الأصفر الكبير .  
)من أجل القيم التفريبية التالية  ) 2 ) 0,008p D =  
)و  ) 0,0785kp S }  مع = }1̈;2;3;4;5;6;7;8k ∈  

  :نعتبر اللعبة التالية 
  DA 10 نربح 'D إذا كانت النقطة على القرص - 
 مع k DA نربح kS إذا كانت النقطة على الجزء- 

{ }1̈;2;3;4;5;6;7;8k ∈  
  DA 4 الحمراء نخسرR إذا كانت النقطة تقع في المنطقة - 

  .  للمبلغ المحصل عليه من هذه اللعبة Xنرمز بـ
)أحسب) أ )p R ثم أحسب الأمل الرياضياتي لـ X.   

 نلعب مرتين متتابعتين ، أي وضعنا عشوائيا و بكيفيتين) ب
  أحسب احتمال الحصول. ستقلتين نقطتين داخل المربع م
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  .على مبلغ موجب أو معدوم 
 مرة nنلعب  . 2 عدد طبيعي أكبر أو يساوي nليكن ) ج

 نقطة عشوائيا و بكيفيات مستفلة داخل nمتتابعة أي وضعنا 
 للحصول على نقطة واحدة npأحسب الإحتمال. المربع 

   .'Dعلى الأقل داخل القرص 
0,9np يكون من أجلها nصغر قيمة لـ  حدد أ-  ≥  

 حجرة نرد مرة واحدة و نسجل عدد مرات 12       نرمي 
    .x و ليكن 6 أو 5 ، 4ظهور الأرقام 

  xσ و  أحسب ) 1
 مرة 6500نقوم الآن برمي الأحجار الإثني عشر ، ) 2

  )أنظر الجدول (  في كل مرة xمتتابعة و نسجل قيمة 
  
  
  
  
من أجل النتائج في الجدول و قارنها مع xσ و  حسب أ

  )1(نتائج السؤال 
  inأحسب نظريا عدد المرات الموافقة للقيم ) 3

  . سوداء و واحدة بيضاء4. قريصات5       يضم صندوق 
 قريصات على التوالي مع 6نسحب من الصندوق ) 1

  . المسحوبة  عدد القريصة البيضاءXليكن .الإرجاع 
 و احسب أمله الرياضياتي X عرف قانون الاحتمال لـ - 

  .و انحرافه المعياري 
  ) .بنفس الكيفية السابقة (  مرة nنقوم الآن بالسحب ) 2

  . عدد القريصة البيضاء المسحوبةnXليكن
حسب أمله  و اnX عرف قانون الاحتمال للعدد- 

  .الرياضياتي و انحرافه المعياري 

nX العدد الحقيقي nYليكن ) 3

n
 الذي يمثّل تواترات 

  ظهور القريصة البيضاء
 و احسب أمله nY عرف قانون الاحتمال للعدد- 

  .الرياضياتي و انحرافه المعياري 
  

  

4�5�&�  . ���ر	� 

       I (ديةنعتبر المتتالية العد ( )nU المعرفة كما يلي  :

1

1

2
U 1 و العلاقة التراجعية =

1 1

6 3n nU U+ = +.   

) لتكن  )nV 1 المتتالية العددية المعرفة من أجلn ≥   

2كما يلي 

5n nV U= −  

) تحقق أن المتتالية -  )nV هي هندسية يطلب تحديد 
 n بدلالة nUأكتب . أساسها 

II  ( نعتبر حجر نردA و B حيث A أوجه 3 يحوي 
 أوجه حمراء B ، 4 أوجه بيضاء بينما يحوي 3حمراء و 

نأخذ عشوائيا أحد الحجرين و نرميه ، . ين و  وجهين أبيض
إذا حصلنا على وجه أحمر نحتفظ بنفس الحجر و إذا 

تحصلنا على وجه أبيض نغير الحجر و نرمي مرة ثانية و 
 في الرمية Aنستعمل الحجر "  الحادثة nAنسمي .. هكذا 

n  " وnAلعكسية لها كما نسمي  الحادثة اnR الحادثة  "
 الحادثة العكسية nR و  " n في الرمية Rنستعمل الحجر 

   لاحتمالي الحادثتينna ، nrلها و نرمز بالرمزين 
 nA و nR على الترتيب .  
  )يمكن استعمال شجرة الاحتمالات  ( 1r و 1aعين ) 1
1n  بملاحظة أنه من أجل كل )2  يكون ≤

( ) ( )n n n n nR A R R A= ∩ ∪   و بين أن ∩
1 2

6 3na= − +nr   

1n تحقق أنه من أجل  كل )3  يكون ≤

1 ( ) ( )n n n n nA A R A R+ = ∩ ∪ ∩    

1n استنتج أجل كل )4 1    يكون≤ 1

6 3na= +n+ 1a ثم 

   n بدلالة naأكتب 
lim ثم أحسب nبدلالة  nr استنتج عبارة )5

n→∞ nr  

لصيانة أجهزة التدفئة تراقب شركة عن بعد خلال       
  .فصل الصيف الأجهزة 

من بين .  من الأجهزة هي تحت الضمان %20 نعلم أن 
  كون احتمال عدم صلاحية الأجهزة التي تحت الضمان ي

5  4  3  2  1  0  ix  

1231  711  302  103  14  1  in  

12  11  10  9  8  7  6  

3  21  117  391  844  1351  1411  
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1أحداها 

100
 ، و من بين الأجهزة التي ليست تحت 

1الضمان يكون احتمال عدم صلاحية أحدها 

10
.   

  "المدفئة تحت الضمان "  الحادثة Gنسمي 
  :أحسب احتمال الحوادث التالية ) 1
   A " هي غير صالحة المدفئة تحت الضمان و     "،  
   B "  المدفئة غير صالحة"  
بين أن احتمال أنها . في سكن ما المدفئة غير صالحة ) 2

1تحت الضمان هو 

41
  

المراقبة مجانية إذا كانت المدفئة تحت الضمان ، و يقدر ) 3
 إذا كانت المدفئة ليست تحت DA 800ثمن المراقبة بـ 

 إذا كانت DA 2800هي صالحة بينما يقدر بـ الضمان و 
  .المدفئة ليست تحت الضمان و هي صالحة 

عين قانون احتمال .  قيمة ثمن تكلفة مراقبة مدفئة Xليكن 
Xو أمله الرياضياتي   

 60�'".  
 يطلب 9 إلى 0 كرات مرقمة من 10يضم صندوق       

.  كرات على التوالي دون إرجاع 3من اللاعب أن يسحب 
   .هي النتائج مرتبة حسب رتبة سحبها  )x , y , z(  لتكنو
  : الحصول على النمط التالي احتمال أحسب - 1
  .p(1)و ليكن  ) x = y = z( النمط الأول * 
  p(2)و ليكن  ) x = y ≠ z( النمط الثاني * 
  .p(3)و ليكن ) x = z ≠ y( النمط الثالث * 
  .p(4)و ليكن  )  y = z ≠ x(النمط الرابع * 
و ليكن  ) مختلفة مثنى مثنى x , y , z(النمط الخامس * 

p(5)  
   . p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) أحسب - 2
 إذا سحب النمط DA 100 إذا علمت أن اللاعب يربح - 3

إذا سحب النمط   a DAالثاني أو الثالث أو الرابع و يخسر 
  . الخامس أوالأول 
 الذي Tر العشوائي  للمتغيالاحتمال عرف قانون -    أ

  .يرفق كل عملية سحب بالمبلغ المحصل عليه 
   .اتي  الرياضيالأمل أحسب -  ب

لا (  يكون اللعب متعادل a من أجل أي قيمة للعدد -   جـ

  . ؟) خسارة و لا ربح 
 10     صنعت سيدة بيت نوعين من الحلوى ، 

 10و  ) Aالنوع ( حبة باستعمال الفول السوداني 
   ) .Bالنوع ( وز حبات بالل

في وجبة المساء حضرت السيدة الشاي و وضعت 
 حبة x – 10 و A حبة من النوع xفي صحن بني 

 و في صحن آخر أبيض وضعت    Bمن النوع 
10 – x جبة من النوع A و x حبة من النوع B.  

أخذ ابنها الصغير حبة من الصحن البني و وضعها 
أخذ حبة في الصحن الأبيض فجاء أخوه الأكبر و 

  من الصحن الأبيض و وضعها في الصحن البني 
الصحنان يحويان نفس العدد من "  الحادثة Eنسمي 

حبات الحلوى بنوعيها قبل و بعد تدخل الابن 
  "الأصغر 

  أنشئ الشجرة المثقلة لترجمة الوضعية من أجل  ) 1
   x = 4 .  أحسبp(E)  
  لدينا ] 10 ; 0[  من xبرعن أنه من أجل كل ) 2

22 20 10
( )

110

x x
p E

− + +=  

)حل المتراجحة ) 3 ) ( )p E p E≻  
 يكون للابن الأصغر الحظ الأكبر x من أجل أي قيمة لـ - 

  في أن لا تعرف الحبة التي نقلها من قبل أخيه الأكبر  ؟
   أعظميا ؟p ( E ) ،  يكون xمن أجل أي قيمة لـ ) 4

 الرياضية تجرى ةمبي       قبل انطلاق الألعاب الأول
فحوصات و تحاليل على الرياضيين من قبل لجنة رسمية 

  لكشف المنشطات المحظورة 
علما أن هناك منشطات لا يمكن التعرف عليها لأسباب 

 تصدر إذن ةمختلفة و أخرى مجهولة لدى الرياضيين فاللجن
قراراتها بسلبية التحاليل أو إيجابياتها مع وجود هامش 

  للخطأ

61 

62  

63 
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  :نضع
D  الرياضي متناول للمنشطات " الحادثة"  
O تحاليل الرياضي موجبة "  الحادثة"  
E اللجنة ارتكبت خطأ "  الحادثة"  
 من الرياضيين غير %50في هذا السؤال نفرض أن ) 1

مستعملين للمنشطات و احتمال أن تكون تحاليل الرياضي 
  موجبة مستقلة عن الحالة الحقيقية للرياضي 

 منهم %20نة من الرياضيين فوجدنا أن تتبعنا تحاليل عي
أخذنا رياضيا .قال بشأنهم اللجنة أن تحاليلهم كانت موجبة 

  .عشوائيا من هذه العينة
  أحسب احتمال

أن يكون الرياضي غير مستعمل للمنشطات إلا أن اللجنة ) أ
  قالت أن تحاليله موجبة

أن يكون الرياضي  مستعمل للمنشطات و اللجنة قالت ) ب
  .ليله سالبة أن تحا

  Eالحادثة ) ج
 تواتر الرياضيين المستعملين pفي هذا السؤال نضع ) 2

  للمنشطات و الذين أجريت عليهم التحاليل
نفرض أن احتمال الإعلان عن تحاليل إيجابية لا يعكس 

  الحالة الحقيقية
  0,9 احتمال الإعلان أن تحاليل ما أنها إيجابية هو - 
رياضي غير مستعمل  احتمال أن يعلن أن تحاليل - 
 0,1للمنشطات إيجابية هو .

  نأخذ رياضيا عشوائيا
  أنشئ الشجرة المثقلة) أ
  Eأحسب احتمال ) ب
 ، احتمال أن يعلن أن تحاليل هذا pأحسب بدلالة ) ج

  الرياضي موجبة
نهتم باحتمال أن تكون التحاليل التي أعلن أنها موجبة ) د

ات نرمز له تعكس تماما حلة الرياضي المستعمل للمنشط

0,9 معرف بـ f(p)بالرمز 
( )

0,8 0,1

p
f p

p
=

+
  

)حل المتراجحة  ) 0,9f p ≥.  
  .فسر هذه النتيجة
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
  في كل سؤال جواب واحد فقط صحيح      

A  و B حادثتان من فضاء احتمالي حيث   
P(A) = 0,7 ،  p(B) = 0,4  و( ) 0,2p A B∪ =  

)قيمة الاحتمال ) 1 )p A B∪ هي :  
a (0,9   b(1,1    c(0,6  

)قيمة الاحتمال ) 2 )p A B∩ هي :  
a (0,8   b(0,2    c(0,1  

)قيمة الاحتمال  )p A B∩ هي :  
a (0,8   b(0,1    c(0,3  
)حتمال قيمة الا )p A B∪ هي :  

a (0,8   b(0,9    c(0,1  

   فقط صحيح على الأقلجواب واحد      

 و Pتجربة تتبع قانون برنولي حيث احتمال النجاح هو 
  qاحتمال الإخفاق هو 

a (p < 1  
b (p = q  
c (p > q  
d (p < 0,5 

           e (p = 1 – q  
  حد فقط صحيحفي كل سؤال جواب وا      

   لتجربة عشوائية ذات  if لتقويم تلاؤم توزيع تواترات 
  k 2 مخرجا  ، نحسب

0dالذي يساو   
a (( )2

if k−∑  

b (
2

1
if

k
 − 
 

∑  

        c (2
if k−∑  

       

  

  

  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
ضد مرض ما ،  ) V( مطعمة مجتمع  من % 60          

 ، من بين الأشخاص غير A منهم حساسية % 5نلاحظ أن 
   . .A عرضة للحساسية % 10المطعمين ، 

نختار شخصا عشوائيا مطعما ، احتمال أن يكون عرضة 
  :للحساسية هو 

   a (( )Ap V  
   b (( )p V  

   c (( )Vp A  
   d (0,10  
   e (0,05 

    f (0,6  
              A ، Bحادثتان مستقلتان   

a (( ) ( ) ( )p A B P A p B∩ = ×  
b (( ) ( )Ap B p A=  
c (( ) ( )Bp A p A=  
d (( ) ( ) ( )p A B P A p B∪ = ×  
e (( ) 1 ( )P B p A= −  

   )S(  من المأكولات سمك % 60في مطعم       
 ليست أسماك و لا % 30و  ) G(  من المثلجات % 20

  .مثلجات 
a (( ) 0,40p S =  
b (( ) 0,8p S G∪ =  
c (( ) 0,1p S G∩ =  
d (( ) 0,5p S G∩ =  
e (  ;   S G S G∩    غير متلائمتين∩

        
  

64 66 67 

68 65 

66 

69 
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 :الدوال.1

I.   تمثيل دالة:  

3:  بـ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  2( ) 2f x x x= − −     

 �                             �                                �  
 
 
 
 
 
II .  قراءة الفاصلةαلنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصل :  

  اضغط مرة أخرى على �      كبرعين فاصلة أ �       أو     باستعمال   �                � 

1,6956208α        و نقرأ     ثم انقر αمن       αعين فاصلة أصغر من                                ≈  

 ثم انقر                              

 
                                  

  

  

  

 :لمتتالياتا.2

) المتتالية من الشكل  )nu f n=  

) نمثل المتتالية • )nuفة على  المعرℕ22:  بـ 3nu n n= − − 

   n                 �                 0       1لكتابة و        �                      � 
  نستعمل                            seqونحدد الخاصية 

   

  

  

  

      �       و نتممم                                  �                             � 

                                       min 5= −Y ،  max 100=Y    

scl                                                و  5=Y                    
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 :تراجعيةبعلاقة متتالية معرفة .3

)نمثل المتتالية •   )nu المعرفة على ℕ0:  بـ 5u 1n حيث n و من أجل كل عدد طبيعي = ≥، 1

1
1

3n nu u −= +  

   النافذةنختار،        �                   �                     �                      �

              ثمweb ونختار                               ثم              ،seqونحدد الخاصية 

   نضغطu        ،لكتابة 

   7ثم        

  

  

  

                                                               
  :الإحصاء.4

 : السلسلة الاحصائية التالية فيما يلي  نعتبر
  )g(الكتلة  300 400 500 600 700    

  التكرار 40 45 51 54 57

�        EDIT       �        انقر  �            لإظهار سلسلة �لإتمام التكرار الإجمالي   

   ،          فتسجل النتائج في L4التواترات في  :                             L3 و اتمم القوائم                 في 

                                              MATH5 حدد           L4 ثم                 العمود L4 

                                                                   2)L2(   
                              Sum()         2) L2              (3)L3 ( ثم)1(  

  

  

  

  

  

   :لمقاييسحساب ا. 5

  
 �                 )CALC( 1         �                        �  

                                L1 ، L2 و نقرأ                             X ، Xσ، 1Q3 وQ  
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  :متتالية معرفة بعلاقة تراجعية.1

)نمثل المتتالية  • )nu المعرفة على ℕ 0: بـ 10u n، 1 و من أجل كل عدد طبيعي =

1
1

2n nu u+ = +  

  

�          8)RECUR(          �)        RANG               (�                                 �                       

          )TYPE(لي                         و نتمم كما ي   :                    ) TABL( نختار النافذة                       

1( )na   نستعمل . +

  )na)                                                                                                        G,PLT  من أجل 

  

  

  

  

  

nnnnمتتالية من الشكل . 2
u = f

(

n

)

u = f

(

n

)

u = f

(

n

)

u = f

(

n

):  
)نمثل المتتالية  • )nu المعرفة على ℕ22:  بـ 3 4nu n n= − −  

  

 �           8)RECUR(                    �             )TYPE(            �       ) RANG(  
                                                      ( )na.نكملna  

  n   نستعمل       من أجل                                               
  

  

  

  

  

  
�                                  �                                   �             )TABL (  

)        TABL                                      (                                                     ونتمم)G,PLT(  
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3:  المعرفة بـfفيما يلي نعتبر الدالة : الدوال.3 2( ) 2 1f x x x= − + +  
  :تمثيل دالة •
�         5) GRAPH  (                   �                                                �                                                         

                        )DRAW (                                   :       و نتمم كما يلي      Xمن أجل           نتمم باستعمال 

                                                                                                           

  

  

  
  :لنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصلαلفاصلةقراءة ا •

 �                    )ROOT (                                       �   نقرأ فاصلة α             
                                                        

  
  

  

  : حصاءالإ. 4
  : فيما يلي نعتبر السلسلة الإحصائية التالية

  )g(الكتلة   320  330  340  350  360  370  380

  التكرار  2  6  19  24  22  19  8

�        2) STAT(       � و العمود        �      من أجل إظهار سلسلة �           لإظهار التكرارL4    
   ،نحدد                      يتممL4التواترات في :              L3 في                       الكلي  و أتمم    

                                    )LIST(             في الأعلىL4 و:                                       

                                )         sum                          ()LIST( 2                                                 
                            )LIST( 2                          )LIST( 3                  ([)  

                                                                                                                   

                                                                                                                   )](  

  

  

  

  

  : النزعة المركزية و مقاييس التشتتسحساب مقايي

�      )CALC(                         �      )SET(        ثم )List1(         �              )1VAR( نقرأ ،X            

                                                                )List2                     ( و الانحراف المعياري       s X nσ=  

  3Q و1Q                                                                                                                       ، ونقرأ 
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  محتويات البرنامج
   التحليل.1

  توجيهات وتعاليق وأنشطة  الكفاءات المستهدفة  المحتوى المعرفي
  المتتاليات العددية •

المتتاليات المحدودة من 
الأعلى، المتتاليات 

 المحدودة من الأسفل، 
  .المتتاليات المحدودة

  
  .المتتاليات الرتيبة

  
  

 .المتتاليات المتقاربة
 
  
 
  
  
  
)متتالياتال )nuبحيث   

n 1 nu au b+ = +  
  
  

  
 تبيان أن متتاليات محدودة من -

الأعلى أو محدودة من 
  . الأسفل أو محدودة

  
  
 التعرف إن كانت متتالية -

 .رتيبة
  
 تبيان إن كانت متتالية -

 . متقاربة
 
  
  
  
  
  

 التعرف على متتالية معرفة -
بالعلاقة التراجعية   

n 1 nu au b+ =   وحساب +
  .حدودها

  
  
  
  
  
  
  

  
البرهان بالتراجع على  -

صحة خاصية في حالة 
  .بسيطة

  
بالنسبة إلى دراسة تغيرات متتالية، 

نقترح أمثلة نتناول فيها دراسة إشارة 
nالفرق  1 nu u+   أو  مقارنة النسبة  −

n 1

n

u

u
 تغيرات  أو الرجوع إلى1 بالعدد +

 في حالة متتالية حدها العام fالدالة 
( )nu f n=.  
  

نعتمد في دراسة المتتاليات المقاربة 
على المقاربة الحدسية لمفهوم نهاية 

  ).برنامج السنة الثانية(دالة 
تقبل النظريات حول المتتاليات 

ة والتي المحدودة والمتتاليات الرتيب
يمكن تجسيدها باستعمال الحاسبة أو 

  .المجدول
نتناول بالخصوص حالة متتاليات 

  . هندسية
  

)نجعل التلميذ يدرك أن المتتالية  )nu 
n حيث 1 nu au b+ =  حالة خاصة +

)للمتتالية التراجعية  )n 1 nu f u+ = 
xية  الدالة التآلفfمع ax b+֏.  

)ندرس رتابة المتتالية )nu حسب رتابة 
،  كما ندرس تقاربها fالدالة 

بالاستعانة بالمتتالية الهندسية المرفقة 

( )nv  حيث n n

b
v u

1 a
= −

−
.  

 إيداع رصيد معطى مع دراسة: مثال
 .سحب سنوي لمبلغ معين

  
 nمثل مجموع (نختار دستورا بسيطا 

 مربعا nعددا  أوليا الأولى،  مجموع 
لتأسيس مبدأ الاستدلال ...) الأولى، 
  .بالتراجع
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  الدوال العددية •
  .الاستمرارية

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

: ية والمعادلاتالاستمرار
  .نظرية القيم المتوسطة

  
  

  .مفهوم دالة مركبة
  
  
  
  

  .اشتقاق دالة مركبة دالتين
  
  
  
  
  
  

: تتمات على النهايات
العمليات على النهايات؛ 
نهاية دالة مركب؛ النهاية 

  .بالمقارنة
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

          

 فهم معنى دالة مستمرة على -
  .مجال

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 فهم خاصية القيم المتوسطة -

وتطبيقها في البحث عن 
 لمعادلات من الحلول المقربة

): الشكل )f x λ=.  
  
  . تعريف مركب دالتين-
 التعرف على دالة كمركب -

  .دالتين بسيطتين
  
  
) حساب - )g f  f في حالة �'

 Iقابلة للاشتقاق على مجال 
 قابلة للاشتقاق على gو

( )f I.  
  
  
  
 تعيين نهاية دالة بتطبيق -

النتائج على نهايات مجموع 
أو  جداء أو حاصل قسمة أو 
النظريات المتعلقة بنهايات 

دالة كثير حدود أو دالة ناطقة 
  .  ∞عند 

  
  
  
  
  
  

بالنسبة إلى مفهوم الاستمرارية، نقتصر 
على مقاربة حدسية ونعطي مثالا لدالة 

  .د نقطةغير مستمرة عن
نذكّر بأن الأسهم المائلة في جدول 

تغيرات لدالة تترجم استمرارية ورتابة 
  .الدالة على المجال المعتبر

نقبل بأن كلّ الدوال المحصل عليها 
بالعمليات على دوال مألوفة أو بتركيبها 
مستمرة على كلّ من المجالات التي 

  .تكون معرفة عليها
  

تفسر تُقبل خاصية القيم المتوسطة و
  . بيانيا
  
  
  

نذكر هنا ترابط الدوال المرجعية 
  . المدروس في السنة الأولى

نركز على شرط وجود دالة مركب 
  .دالتين

  
)يعطى مثال لحساب  ) ( )0g f ' x� في 

 دالة g دالة خطية وf(حالة بسيطة 
  ).مرجعية أخرى

يقبل الدستور الذي يعطي 
( ) ( )0g f ' x� في الحالة العامة لدوال 

  .0xقابلة للاشتقاق عند 
  

نكمل النتائج المحصل عليها في السنة 
  .الثانية ونقتصر على مقاربة حدسية

 للدوال كثيرات ∞لتعيين النهايات عند 
حدود والناطقة، نطبق القواعد ال

  .الإجرائية على الحدود الأعلى درجة
نقبل النظرية المتعلقة بنهاية دالة مركب 

 ونفسر بيانيا ∞دالتين مستمرتين عند 
  .النظريات التي تعطي النهاية بالمقارنة
بالنسبة إلى الترميز المتعلق بنهاية دالة 

f 0 عندx ستبدل الترميز المتداول ي

(((( ))))
0x x

lim f x
→→→→

 بالترميز 
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الوضع : المستقيات المقاربة
النسبي لمنحن والمستقيم 

  . المقارب
  
  
  
  
  
  
  

الدوال الأصلية لدالة على 
  .مجال
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  تكامل دالة
  

الخطية؛ : خواص التكامل
  .علاقة شال؛ الترتيب

  
القيمة المتوسطة لدالة على 

  .مجال
  
  
  
  
  

الدالة اللوغاريتم النيبيري؛ 
  :الدالة الأسية

الخواص المميزة؛ المشتقة؛ 
التمثيل البياني؛ السلوك 

  .التقاربي
  

  .xeالكتابة 
  
  

اربة  تعيين المستقيمات المق-
  .الموازية لمحوري الاحداثين

 اثبات وجود مستقيم مقارب -
مائل بالنسبة إلى منحن ممثل 
لدالة وتعيين معادلة له في 

 : معرفة كما يليfحالة دالة 
( ) ( )f x ax b xϕ= + + 
وتحديد الوضع النسبي 

.                  للمنحني والمستقيم المقارب
  
 تعريف دالة أصلية لدالة على -

  .مجال
 تعيين دالة أصلية لدالة تحقق -

شرطا معينا وتفسير ذلك 
  .بيانيا

  
  
  
  
  
  

) حساب - )b

a
f t dt∫.  

  
  
  
 حساب القيمة المتوسطة لدالة -

  .وتفسيرها
  
  
  
  
  

 تعريف الدالة اللوغاريتم -
النيبيري أو الدالة الأسية 

ومعرفة الخواص المميزة لكلّ 
  .منهما

ال حاسبة لحساب قيم  استعم-
دوال لوغاريتم نيبيري أو 

  .دوال أسية
 حلّ معادلات ومتراجحات -

تتضمن لوغاريتمات أو 

(((( ))))
0x

lim x f x֏֏֏֏.  

                                            
                                            

                                     
 يبرر وجود مستقيم مقارب بالنسبة 

لمنحن ممثل لدالة وكذا الوضع النسبي 
للمنحني والمستقيم المقارب الممكن لهذا 

  .المنحني
  
  

يربط بين مفهومي المشتقة والدالة 
  .الأصلية

 دالة مستمرة على fنقبل أنّه إذا كانت
 تقبل دوالا أصلية fإن  فIمجال 
  . تختلف بثابت فقطIعلى 

عند البحث عن الدوال الأصلية، يدرب 
التلميذ على قراءة جدول المشتقات 

  .عكسيا
تعطى أمثلة لدالة أصلية لدالة تحقق 
شرطا معينا من مجال الاقتصاد 

هامشية والكلفة العلاقة بين الكلفة ال(
  ).الإجمالية

  

دالة تآلفية أو  (انطلاقا من مثال بسيط
، نربط بين الدالة الأصلية )الدالة مربع

ومساحة الحيز تحت المنحني الممثل 
نقبل بتعميم النتيجة بالنسبة إلى   .لدالة

دالة مستمرة وموجبة على مجال 

)وندخل كتابة التكامل  )b

a
f t dt∫ في 

          .              الحالة العامة
يحرص على شرح دور المتغير في 
هذه الكتابة كما ندخل الكتابة 

( )x

a
f t dt∫.  

تعطى أمثلة تطبيقية من مجال 
  .الاقتصاد

  

ندخل الدالة اللوغاريتم النيبيري كالدالة 

1الأصلية للدالة 
t

t
 التي تنعدم من ֏

xأجل   مع الملاحظة أنها أيضا =1
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الدالة اللوغاريتم للأساس 
a مع a ؛ a<0 و≠1

  .الدالة اللوغاريتم العشري
 aالدالة الأسية للأساس 

a  و a<0مع   ؛ ≠1
  .الدوال القوى

  
التزايد المقارن للدوال 

  .اللوغاريتم والقوى والأسية
  
  

  .أسيات
 حساب نهايات جداءات أو -

حواصل قسمة يتدخل فيها 
nx ،ln x ،( )exp x   .  
 الشكل  دراسة دوال من-

ln u� أو  exp u�.  
 استعمال الكتابات المألوفة -

ln x ،e ،log x،xe.  
  

  
  
 حلّ مشكلات متعلقة بإيداع أو -

فيها تسديد تتدخل 
  .اللوغاريتمات أو الأسيات

  
  
  
  

  :معرفة وتفسير النهايات

x

ln x
lim 0

x→+∞→+∞→+∞→+∞
==== ،

x 0
lim x ln x 0

++++→→→→
====  

x

x

e
lim

x→+∞→+∞→+∞→+∞
= +∞= +∞= +∞= +∞،x

x
lim xe 0
→−∞→−∞→−∞→−∞

====  

مساحة الحيز تحت المنحني الممثل 

1للدالة 
t

t
 x من أجل x و1 بين ֏

  .موجب
تسمح دراسة الخواص المميزة لهذه 

ها في الدالة بإبراز الدور الهام ل
  .الحساب العددي

)بالنسبة إلى إدخال الدالة  )x exp x֏ 
، نقبل بوجود دالة تسمح بإرفاق  بـ 

ln x العدد x.  
 النتائج المتعلقة بالنهايات تقبل

  .المشهورة
نبين لماذا يوافق اللوغاريتم العشري 

يعي عدد أرقامه وأهمية لعدد طب
  .المقاييس اللوغاريتمية

تعطى أمثلة من مجال الاقتصاد 
  .والرياضيات المالية

نجعل التلميذ يلاحظ، انطلاقا من 
xالتمثيلات البيانية للدوال  ln x֏ ،  

xx e֏،nx x֏ حيث n عدد 
طبيعي غير منعدم، أن هذه الدوال 

x عندما ∞+تؤول كلّها نحو  → +∞ ،
لكن سلوكها مختلف ومن ثم استنتاج 

في اللانهاية، :  التزايد المقارن لها
" قوة " تتفوق الدالة الأسية على الدالة 

  .دالة اللوغاريتمعلى ال" قوة " والدالة 
في هذا المجال يمكن استعمال الحاسبة 
البيانية أو المجدول لتجسيد هذه 

  .السلوكات

   الإحصاء والاحتمالات.2
  توجيهات وتعاليق وأنشطة  الكفاءات القاعدية  المحتوى المعرفي

 الإحصاء •
السلاسل الإحصائية 
  :لمتغيرين عدديين

  .تعريف
  

سحابة نقط؛ النقطة 
  .المتوسطة

  
  

 تعريف سلسلة إحصائية -
  .لمتغيرين عدديين

  
  

 تمثيل سلسلة إحصائية لمتغيرين -
  .عدديين بسحابة نقط

 تعيين إحداثيي النقطة -
  .المتوسطة

  
  

تعطى أمثلة عن سلاسل إحصائية 
لمتغيرين عدديين مثل، القامة والوزن، 

  .الأجرة والسن لمجتمع معين
في معلم متعامد، نسمي سحابة نقط 

)مجموعة النقط )M x; yحيث xو y 
  .هما متغيرا السلسلة

نقصد بالنقطة المتوسطة النقطة 

( )G x; y .  

تقترح أمثلة حيث تعطي مجموعة 
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  .تعديل خطي
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :المحاكاة
تلاؤم معطيات تجريبية 

مع قانون متساوي 
  .الاحتمال

  
  
  
  
  
  
  .ي  إنشاء مستقيم تعديل خط-
 
 
 
 
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
إنجاز محاكاة لتبيان تلاؤم  -

معطيات تجريبية مع قانون 
  .متساوي الاحتمال

  

)الثنائيات  )x;ln yأو ( )ln x; y تمثيلا 
. مقروئية وبالتالي تسهل الترجمةأكثر 

وهي مناسبة للتطرق إلى المعالم 
  .اللوغاريتمية المستعملة في الاقتصاد
عندما يكون لسحابة النقط المرفقة 
بسلسلة إحصائية لمتغيرين عدديين 

  شكل 
متطاول، نتساءل عن إمكانية إنشاء 

  . مستقيم تقع حوله نقط السحابة
ث نشرح مبدأ المربعات الدنيا، حي

نحسب 
2 2 2

1 1 2 2 n nS M P M P ... M P= + + +   
iمن أجل  1,2,...,n=حيث  ،iM هي 

)نقط السحابة ذات الاحداثيات  )i ix ; y 
 هي نقط المستقيم ذات الاحداثيات iPو

( )i ix ;ax b+.  
يسمى مستقيم (بوجود مستقيم نقبل 

يشمل النقطة ) الانحدار بالمربعات الدنيا
 Sالمتوسطة للسحابة ويجعل المجموع

  .أصغريا
نحصل على معاملات المعادلة         
المختصرة لمستقيم الانحدار بالمربعات 
الدنيا بالدساتير الآتية والتي تقبل دون 

  :برهان

( )

n

i i
i 1

n 2

i 1

1
x y xy

n
a

1
x x

n

=

=

  − 
 =

−

∑

∑
  

           b y ax= −  
  .أو بالاستعانة بحاسبة

نجعل التلميذ يدرك بأن القيام بتسوية 
خطية يعني إيجاد دالة خطية تعبر 

 x بدلالة yبكيفية تقريبية عن 
باستكمالات وتستغل هذه الدالة للقيام 

  .داخلية أو استكمالات خارجية
تكون الدراسة بمحاكاة وعلى مثال 

  .لظاهرة عشوائية لها إمكانيتين
نسترجع نتائج رمي قطعة نقدية : مثال
  .  مرة500
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 رمية عددا كبيرا من 500نقوم بمحاكاة 
المرات ونلاحظ توزيع النتائج المتعلقة  

، مثلا ونقرر إن كانت "الوجه" بـ 
  .جة التجريبية المعطاة مقبولةالنتي

 الاحتمالات •
قانون احتمال مرفق 

  .بتجربة عشوائية
  
  
  
  
  

  .الاحتمال الشرطي
  
  
  
  

  .الشجرة المتوازنة
  
  
  
  

    .استقلال حادثتين
  
  
  
  

الأمل الرياضي والتباين 
والانحراف المعياري 
المرفقة بقانون احتمال 

  .عددي
  

قانون برنولي، قانون 
ثنائي الحد.  

  
  
  
  
  

  
 تعيين قانون احتمال مرفق -

بتجربة عشوائية لها عدد منته 
  .من الامكانيات

  
  
  
  
 حساب احتمال حادثة علما -

  .حدوث حادثة أخرى
  
  
  
  . بناء شجرة متوازنة-
 استعمال أشجار متوازنة أو -

دستور الاحتمالات الكلية 
لحساب احتمالات وحلّ 

  .مشكلات
  . التعرف على حادثتين مستقلتين-
  
  
  
  
حساب الأمل الرياضي والتباين  -

والانحراف المعياري المرفقة 
  .بقانون احتمال

  
  
 تعريف قانون برنولي وقانون -

ثنائي الحد واستعمالهما لحساب 
  .احتمالات حوادث

   

يمدد هنا العمل الذي شرع فيه في 
السنة الثانية بالتركيز على استعمال 

الجداول وأشجار الاختيارات للرجوع 
تساوي الاحتمال أو إلى إلى حالة 

  .احتمالات الحوادث البسيطة
نميز بين السحب في أن واحد والسحب 

على التوالي بالإرجاع أو بدون 
  . الإرجاع

ندخل تعريف الاحتمال الشرطي 
انطلاقا من مثال نستعمل فيه شجرة 

)نقصد بالكتابة  . التواترات )Ap B 
 A علما أن الحادثة Bاحتمال الحادثة

  .محققة
تعطى، انطلاقا من أمثلة بسيطة، قواعد 

استعمال شجرة متوازنة لحساب 
احتمالات ويستنتج دستور الاحتمالات 

  .الكلية
:       مثال(نرتكز على تجارب مستقلة 

لتعميم ) رمي قطعة نرد ثم قطعة نقدية
أ الضربي، بمعنى أنّه بالنسبة إلى المبد

حوادث مستقلة يكون احتمال قائمة 
  .نتائج هو جداء احتمالات كلّ نتيجة

تستخرج المفاهيم الأساسية انطلاقا من 
تجارب عشوائية متقطعة ذات إمكانيات 

يربط ذلك بالتباين والانحراف . عددية
  .المعياري لسلسلة إحصائية

ائية يقصد بتجربة برنولي تجربة عشو
 Aيهمنا فيها فقط تحقيق حادثة

 Aأو عدم تحقيقها ) النجاح(
  ).الإخفاق(

يعرف القانون ثنائي الحد كقانون 
 nاحتمال مرفق بتجربة برنولي محققة 

  .مرة بكيفية مستقلة
n نقتصر على الحالات  5≤ 

  . ونستعمل، للحساب، شجرة متوازنة
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