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إلى روح والدي رحمه الله الذي ضحّى بالنفس و النفيس من أجل وطنه أولا 

ثمّ من أجل أبنائه ثانيا و مضى إلى ربه دون أن يقطف أيّ من الثمرتين 

 رحمه الله رحمة واسعة وأسكنه فسيح جنته.

إلى الحضن الدافئ و اللمسة الحانية أمي الحبيبة حفظها الله ورعاها وجزاها 

 جزى والدة عن ولدها وألبسها لباس الصحة والعافية. عني خير ما

إلى حبيبة العمر ورفيقة الدرب ومهجة الفؤاد زوجتي وأم أبنائي أكرمها 

 الله وأحسن مثوبتها.

د لهذه حتى يعو إلى كل حرّ أبيّ يسعى لرفع الغبن والجهل والتخلف عن أمته

 مة مجدها وعزها التي كانت ترفل فيه يوم كانت خير أمة أُخرجت للناس.الأ

أن ينفع به كاتبه  إلى هؤلاء جميعا أهدي هذا العمل المتواضع ، سائلا المولى 

 وناشره وقارئه.

  عبد الكريم واضحي

ıaáÁ�a
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، وإلى  إلى رياحين الدنيا أبنائي وأحبابي وقرة عيني أسامة ، محسن ووائل  

ورزقهم الُهدى والتُقى والعفاف  جميعا  حفظهم الله  حفيدي سامي  كنتي ريمة و 

 لنافع والعمل الصالح وجعلهم ذخرا لأمتهم ووطنهم. والغِنى والعلم ا
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-I : المتتالية الحسابية 

 العلاقة التراجعية : .1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝑟  

 عبارة الحد العام : .2

𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + (𝑛 − 𝑝)𝑟  ;  𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 ;  𝑢𝑛 = 𝑢1 + (𝑛 − 1)𝑟  

 الوسط الحسابي : .3

,𝑐إذا كانت الأعداد  𝑏, 𝑎   حدود متتابعة لمتتالية حسابية فإن :𝑎 + 𝑐 = 2𝑏 أي ، : 

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 3𝑏  

𝑎لحل مسائل الوسط الحسابي ننطلق دائما من معادلة المجموع  :تنبيه + 𝑏 + 𝑐 = ⋯ 

3𝑏وتعويضها بالمعادلة  = ض  𝑏لتعيين قيمة  ⋯       في معادلة الجداء 𝑏، ثم  نعو 

(𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 𝑎)فنحصل على معادلة من الشكل  (⋯ × 𝑐 =  𝑎، ثم  نكتب  (⋯

من الشكل  𝑟ل على معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول ، فنحص 𝑟و  𝑏بدلالة  𝑐و 

[(𝑏 − 𝑟)(𝑏 + 𝑟) = ⋯ 𝑏2)التي تكافئ  [ − 𝑟2 =  𝑟، ونعي ن قيمتي  (⋯

المتتالية المعطاة في السؤال  اتجاه تغي ر)الموجبة والسالبة( مع التركيز جي دا على 

 .𝑐و  𝑎الحد ين )متزايدة أم متناقصة( لمعرفة أي القيمتين نأخذ، ثم  نحسب 

 : 1مثال 

 لمتتالية حسابية حيث : 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2عي ن الحدود الثلاثة الأولى 

{
𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3
𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = −24

 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 3 ⇒ 3𝑢1 = 3 ⇒ 𝑢1 = 1  

𝑢0 × 𝑢1⏟
=1

× 𝑢2 = −24 ⇒ 𝑢0⏟
𝑢1−𝑟

× 𝑢2⏟
𝑢1+𝑟

= −24 ⇒ (1 − 𝑟)(1 + 𝑟) = −24

⇒ 1 − 𝑟2 = −24 ⇒ 𝑟2 = 25 

𝑟، فإن   (𝑢𝑛)المتتالية  اتجاه تغي ربما أن  السؤال لم يحد د  = 𝑟أو  5− = 5 

• 𝑟 = −5 ⇒ 𝑢0 = 1 = 6 ; 𝑢2 = 1 + (−5) = −4 

(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) = (6,1, −4)  

• 𝑟 = 5 ⇒ 𝑢0 = 1 − 5 = −4 ; 𝑢2 = 1 + 5 = 6 

(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2) = (−4,1,6)  

 التحقيق :

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 = 6 + 1 − 4 = 3    

𝑢0 × 𝑢1 × 𝑢2 = 6 × 1 × (−4) = −24  

 : 2مثال 

} :حيث متناقصةلمتتالية حسابية  𝑢1 ،𝑢2 ،𝑢3عي ن الحدود 
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24

𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 = 210
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𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24 ⇒ 3𝑢2 = 24 ⇒ 𝑢2 = 8  

𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 = 210 ⇒ 𝑢1

2 + 𝑢3
2 = 210 − 64 

⇒ (8 − 𝑟)2 + (8 + 𝑟)2 = 146 ⇒ 𝑟2 = 9 

𝑟متناقصة ، فإن   (𝑢𝑛)بما أن  المتتالية  = 𝑢1، منه :  3− = 𝑢2 − 𝑟 = 11   

𝑢3و  = 𝑢2 + 𝑟 = 5 

 التحقيق :

𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 11 + 8 + 5 = 24   

112 + 82 + 52 = 121 + 64 + 25 = 210  

 حساب المجاميع : .4

𝑆𝑛 = 𝑢𝑝 + 𝑢𝑝+1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 − 𝑝 + 1

2
(𝑢𝑝 + 𝑢𝑛)  

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) 

𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛

2
(𝑢1 + 𝑢𝑛) 

 مثال :

𝑢0 = 1 ; 𝑟 = 3 ; 𝑆 = 𝑢0 +⋯+ 𝑢9 

𝑆 =
10

2
(𝑢0 + 𝑢9⏟

𝑢0+9𝑟

) = 5(1 + 28) = 5 × 29 = 145 

-II  الهندسيةالمتتالية : 

 العلاقة التراجعية : .1
𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 × 𝑞  

 عبارة الحد العام : .2

𝑣𝑛 = 𝑣𝑝 × 𝑞
𝑛−𝑝  ;  𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞

𝑛 ;  𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1  

 الوسط الهندسي : .3

,𝑐عداد إذا كانت الأ 𝑏, 𝑎  فإن  :  هندسيةحدود متتابعة لمتتالية𝑎 × 𝑐 = 𝑏2 :أي ، 

𝑎 × 𝑏 × 𝑐 = 𝑏3  

𝑎، ننطلق دائما من معادلة الجداء : لحل مسائل الوسط الهندسي تنبيه × 𝑏 × 𝑐 = ⋯ 

𝑏3)وتعويضها بالمعادلة  = ض  𝑏لتعيين قيمة  (⋯ في معادلة المجموع  𝑏، ثم  نعو 

(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑎)حصل على معادلة من الشكل فن (⋯ + 𝑐 =  𝑎، ثم  نكتب  (⋯

ونعي ن  𝑞، فنحصل على معادلة من الدرجة الثانية ذات المجهول  𝑞و  𝑏بدلالة  𝑐و 

المتتالية المعطاة في وإشارة حدودها لمعرفة  اتجاه تغي رمع التركيز جي دا على  𝑞قيمتي 

 .𝑐و  𝑎أي القيمتين نأخذ، ثم  نحسب الحد ين 
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 : 1ثال م

  حيث : متزايدة ، حدودها موجبة لمتتالية هندسية 𝑣1  ،𝑣2  ،𝑣3عي ن الحدود 

{
𝑣1 × 𝑣3 = 256

𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 = 56
 

𝑣1 × 𝑣3 = 256 ⇒ 𝑣2
2 = 256 ⇒ 𝑣2 = 16  (لأنّ  حدود المتتالية (𝑣𝑛) موجبة) 

𝑣1 + 𝑣2⏟
16

+ 𝑣3 = 56 ⇒ 𝑣1⏟
𝑣2
𝑞

+ 𝑣3⏟
𝑣2.𝑞

= 40 ⇒
16

𝑞
+ 16𝑞 = 40 

⇒ 16𝑞2 − 40𝑞 + 16 = 0 ⇒ 2𝑞2 − 5𝑞 + 2 = 0 ⇒ 𝑞 = 2  ( (𝑣𝑛) متزايدة) 

⇒ 𝑣1 =
𝑣2
𝑞
= 8 ; 𝑣3 = 𝑣2. 𝑞 = 32  

 التحقيق : 

𝑣1 × 𝑣3 = 8 × 32 = 256  ;  𝑣1 + 𝑣2 + 𝑣3 = 8 + 16 + 32 = 56  

 : 2مثال 

(𝑣𝑛) حيث : متتالية هندسية {
𝑣1 × 𝑣5 = 16

𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 6
 

ّ 𝑣1اثبتّأن  × 𝑣5 = 𝑣3
, 𝑣5،ّثم ّاحسبّالحدود2ّّ 𝑣4 , 𝑣3 , 𝑣2 , 𝑣1 

𝑣1 × 𝑣5 =
𝑣3
𝑞2
× 𝑣3. 𝑞

2 = 𝑣3
2 

𝑣1 × 𝑣5 = 16 ⇒ 𝑣3
2 = 16 ⇒ 𝑣3 = 𝑣3 أو 4 = −4 

• 𝑣3 = 4 ∶  𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 6 ⇒ 𝑣2 + 𝑣4 = 2 ⇒
𝑣3

𝑞
+ 𝑣3. 𝑞 = 2 

⇒
4

𝑞
+ 4𝑞 − 2 = 0 ⇒ 4𝑞2 − 2𝑞 + 4 = 0 ⇒ 2𝑞2 − 𝑞 + 2 = 0  

 ∆=  (حالة مرفوضة) 15−

• 𝑣3 = −4 ∶  𝑣2 + 𝑣3 + 𝑣4 = 6 ⇒ 𝑣2 + 𝑣4 = 10 ⇒
𝑣3

𝑞
+ 𝑣3. 𝑞 = 10 

⇒ −
4

𝑞
− 4𝑞 − 10 = 0 ⇒ 4𝑞2 + 10𝑞 + 4 = 0 ⇒ 2𝑞2 + 5𝑞 + 2 = 0 

⇒ 𝑞 = −
1

2
𝑞  أو   = −2 

✓ 𝑞 = −
1

2
∶ 𝑣1 =

𝑣3

𝑞2
= −16 ; 𝑣2 =

𝑣3

𝑞
= 8 ; 𝑣3 = −4 ; 

𝑣4 = 𝑣3. 𝑞 = 2  ;  𝑣5 = 𝑣3. 𝑞
2 = −1 

✓ 𝑞 = −2 ∶ 𝑣1 =
𝑣3

𝑞2
= −1 ;  𝑣2 =

𝑣3

𝑞
= 2 ;  𝑣3 = −4  

𝑣4 = 𝑣3. 𝑞 = 8  ;  𝑣5 = 𝑣3. 𝑞
2 = −16 
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 حساب المجاميع : .4

𝑆𝑛 = 𝑣𝑝 + 𝑣𝑝+1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣𝑝 (
𝑞𝑛−𝑝+1 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣𝑝 (

1 − 𝑞𝑛−𝑝+1

1 − 𝑞
)  

𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣0 (

1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) 

𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑣1 (

1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) 

 حساب الجداءات : .5

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × 𝑣0. 𝑞
2 × …× 𝑣0. 𝑞

𝑛 

𝑃𝑛 = 𝑣0
𝑛+1. 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑣0

𝑛+1. 𝑞
𝑛(𝑛+1)

2  
 

-III  المشتملة على الدالة الأسّية أو اللوغاريتمية المتتالية: 

الدالتين الأس ية  بخواص: دراسة هذا النوع من المتتاليات يتطلب معرفة جي دة  تنبيه

 ، فراجعها. واللوغاريتمية

 : 1مثال 

(𝑢𝑛) : متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث 

𝑙𝑛 𝑢3 + 𝑙𝑛𝑢4 = 5  ;  𝑙𝑛𝑢3 − 𝑙𝑛 𝑢4 = −1 

 .1uو حدها الأول  )nu(عي ن أساس المتتالية  .1

𝑃𝑛 ، ثم احسب الجداء : nبدلالة  nuأكتب  .2 = 𝑢1 × 𝑢2 × …× 𝑢𝑛. 

)nv(  متتالية عددية معرفة على*N  : بـ𝑣𝑛 = 𝑙𝑛 𝑢𝑛+1 − 2𝑙𝑛 𝑢𝑛 

 متتالية حسابية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. )nv(أثبت أن  .3

𝑆𝑛المجموع : nاحسب بدلالة  .4 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛. 

 الحل:

 1uو حدها الأول  )nu(تعيين أساس المتتالية  .1

𝑙𝑛𝑢3 − 𝑙𝑛 𝑢4 = −1 ⇒ ln (
𝑢3
𝑢4
) = −1 ⇒

𝑢3
𝑢4
= 𝑒−1 ⇒

𝑢4
𝑢3
= 𝑒 ⇒ 𝑞 = 𝑒  

𝑙𝑛𝑢3 + ln 𝑢4 = 5 ⇒ 𝑙𝑛(𝑢1. 𝑒
2) + 𝑙𝑛(𝑢1. 𝑒

3) = 5 

⇒ ln𝑢1 + ln 𝑒
2 + ln 𝑢1 + ln 𝑒

3 = 5 

⇒ 2 ln 𝑢1 + 5 = 5 ⇒ 2 ln 𝑢1 = 0 ⇒ 𝑢1 = 1  

𝑷𝒏، ثم حساب الجداء :  nبدلالة  nuكتابة  .2 = 𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × …× 𝒖𝒏 

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

𝑛−1  

𝑃𝑛 = 𝑢1 × 𝑢2 × …× 𝑢𝑛 = 1 × 𝑒 × …× 𝑒
𝑛−1 = 𝑒1+2+⋯+𝑛−1 

𝑃𝑛 = 𝑒
𝑛(𝑛−1)

2  
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 متتالية حسابية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول (𝒗𝒏)اثبات أنّ  .3

𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛+1 − 2 ln 𝑢𝑛  = ln 𝑒
𝑛 − 2 ln 𝑒𝑛−1 = 𝑛 − 2(𝑛 − 1) = −𝑛 + 2 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = −(𝑛 + 1) + 2 + 𝑛 − 2 = −1  

𝑟اسها حسابية أس (𝑣𝑛)متتالية  الأن  منه نستنتج  = 𝑣1وحد ها الأول  1− = 1 

𝑺𝒏المجموع :  𝒏حساب بدلالة  .4 = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 +⋯+ 𝒗𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 =
𝑛

2
(𝑣1 + 𝑣𝑛) =

𝑛

2
(1 + 2 − 𝑛) =

𝑛

2
(3 − 𝑛)  

 : 2مثال 

(𝑢𝑛)ّّ:ّمتتاليةّهندسيةّحدودهاّموجبةّتماماّحيث{
𝑢1 + 𝑢3 = 30𝑒

ln(𝑢2) − ln(𝑢4) + 2 ln 3 = 0
ّّ

 ّ(𝑢𝑛)أساسّالمتتالية𝑞ّّو𝑢1ّعي نّ .1

 𝑛بدلالة𝑢𝑛ّّعب رّعنّ .2

𝑆𝑛:ّالمجموع𝑛ّّاحسبّبدلالةّ .3 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛ّ 

فةّّ(𝑣𝑛)نعتبرّالمتتاليةّ .4 𝑣𝑛كماّيليّ:ℕّّعلىّالمعر  = ln(𝑢𝑛+2) + ln(𝑢𝑛+1)ّ 

ّالمتتالية𝑛ّّبدلالة𝑣𝑛ّّاكتبّ .أ حسابيةّيطُلبّتعيينّحدهاّالأولّّ(𝑣𝑛)،ّثم ّبي نّأن 

 𝑟وأساسهاّ

𝑣0حيثّ:𝑛ّّعي نّالعددّالطبيعيّ .ب + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 12 + 48 ln 3. 

  (𝒖𝒏)أساس المتتالية  𝒒و 𝒖𝟏تعيين  .1

ln(𝑢2) − ln(𝑢4) + 2 ln 3 = 0 ⇒ ln(𝑢4) − ln(𝑢2) = 2 ln 3 

⇒ ln (
𝑢4
𝑢2
) = 2 ln 3 ⇒ ln (

𝑢2. 𝑞
2

𝑢2
) = 2 ln 3 ⇒ ln 𝑞2 = 2 ln 3 

⇒ 2 ln 𝑞 = 2 ln 3 ⇒ 𝑞 = 3  

𝑢1 + 𝑢3 = 30𝑒 ⇒ 𝑢1 + 𝑢1. 𝑞
2 = 30𝑒 ⇒ 10𝑢1 = 30𝑒 ⇒ 𝑢1 = 3𝑒  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 عبارة .2

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑒. 3

𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 3
𝑛. 𝑒  

𝑺𝒏: المجموع  𝒏حساب بدلالة  .3 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) ⇒ 𝑆𝑛 =

3𝑒

2
(3𝑛 − 1)  

4. 𝒗𝒏 = 𝐥𝐧(𝒖𝒏+𝟐) + 𝐥𝐧(𝒖𝒏+𝟏)  

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .أ

𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛+2) + ln(𝑢𝑛+1) = ln(3
𝑛+2. 𝑒) + ln(3𝑛+1. 𝑒)

= ln(3𝑛+2) + ln(𝑒) + ln(3𝑛+1) + ln(𝑒) 

𝑣𝑛 = (𝑛 + 2) ln 3 + (𝑛 + 1) ln 3 + 2 ⇒ 𝑣𝑛 = (2𝑛 + 3) ln 3 + 2  
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 𝒓ن حدها الأول وأساسها حسابية يطُلب تعيي (𝒗𝒏)بيان أنّ المتتالية 

𝑣𝑛+1 = (2𝑛 + 5) ln 3 + 2 = (2𝑛 + 3) ln 3 + 2 + 2 ln 3 = 𝑣𝑛 + 2 ln 3 

ّالمتتاليةّ 𝑟حسابيةّأساسهاّّ(𝑣𝑛)منهّ،ّنستنتجّأن  = 2 ln وحدهاّالأول3ّّ

𝑣0 = 3 ln 3 + 2 

𝒗𝟎حيث :  𝒏تعيين العدد  .ب + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏 = 𝟏𝟐 + 𝟒𝟖 𝐥𝐧𝟑 

𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 12 + 48 ln 3 ⇒
𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛) = 12 + 48 ln 3 

⇒
𝑛 + 1

2
[3 ln 3 + 2 + (2𝑛 + 3) ln 3 + 2] = 12 + 48 ln 3 

⇒
𝑛 + 1

2
[2(𝑛 + 3) ln 3 + 4] = 12 + 48 ln 3 

⇒ (𝑛 + 1)[(𝑛 + 3) ln 3 + 2] = 12 + 48 ln 3 ⇒ {
2(𝑛 + 1) = 12

(𝑛 + 1)(𝑛 + 3) = 48

⇒ 𝑛 = 5  
 

-IV وتقاربها  دراسة تغيرّات متتالية: 

 لدراسة تغيرّات متتالية عددية ، نتبع إحدى الطرق التالية :

𝑢𝑛+1ندرس إشارة الفرق  .1 − 𝑢𝑛  : ونستنتج ما يلي

{

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 0 ⇒ لمتتاليةا (𝑢𝑛) ثابتة

 

نقارن النسبة  .2
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
ا  1مع   𝑢𝑛)لم  >  ( ونستنتج ما يلي : 0

{
 
 

 
 

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

> 1 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة

0 <
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

< 1 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 1 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ثابتة

 

𝑓(𝑛)ة ندرس تغي رات الدال .3 = 𝑢𝑛  0]على المجال; ونستنتج تغي رات المتتالية  ]∞+

(𝑢𝑛) )نفس التغي رات( 

 ، نتبع إحدى الطرق التالية :متقاربة  (𝒖𝒏)متتالية لبيان أنّ ال

limنبي ن أن   .1
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑙 

𝑢𝑛)محدودة من الأعلى  (𝑢𝑛)نبي ن أن  المتتالية  .2 < 𝑀) ومتزايدة 

𝑢𝑛)محدودة من الأسفل  (𝑢𝑛)نبي ن أن  المتتالية  .3 > 𝑚) ومتناقصة 
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 تغيرّاتهااتجاه جدول توضيحي يبينّ العلاقة بين أساس المتتالية و

 المتتالية الهندسية المتتالية الحسابية

 (𝒗𝒏)المتتالية  𝒒الأساس  𝒖𝟎الحد الأول  (𝒖𝒏)المتتالية  𝒓الأساس 

𝑟 >  تزايدةم 0
𝒖𝟎 > 𝟎 

𝑞 >  متزايدة 1

𝑟 < 0 متناقصة 0 < 𝑞 <  متناقصة 1

𝑟 =  ثابتة 0
𝒖𝟎 < 𝟎 

𝑞 >  متناقصة  1

 0 < 𝑞 <  متزايدة 1

 𝑞 =  ثابتة 1

𝑞 <  غير رتيبة 0

 

-V  الاستدلال بالتراجع: 

𝑛محققة من أجل كل عدد طبيعي  𝑃(𝑛)لبيان أن  خاصية  ≥ 𝑛0  الاستدلال ، نستعمل

 باتباع الخطوات التالية : راجعبالت

𝑛محققة من أجل  𝑃(𝑛)نتحقق أن  الخاصية  تحقيق التراجع : .1 = 𝑛0 

 𝑛محققة من أجل  𝑃(𝑛)نفرض أن  الخاصية  التراجع :فرض  .2

𝑛محققة من أجل  𝑃(𝑛)نبرهن أن  الخاصية  التراجع :برهان  .3 + 1 

 مثال :

(𝑢𝑛)ّّفةّعلى 𝑢0الأولّّبحدهاℕّمتتاليةّعدديةّمعر  = 𝛼ّ:ّّّّّّّّّّّوالعلاقةّالتراجعية

𝑢𝑛+1 =
5

6
𝑢𝑛 +  عددّحقيقيαّ،ّحيث335ّّ

 ثابتةّ(𝑢𝑛)المتتاليةّحيثّتكونαّّعددّالحقيقيّعي نّال .1

𝛼:ّّنضع .2 = 2009 

ّمنّأجلّكلّعددّطبيعيّ .أ 𝑛ّّ:𝑢𝑛برهنّبالتراجعّأن  ≤ 2010 

ّالمتتاليةّ .ب  .ّماذاّتستنتجّ؟ℕلىّمتزايدةّعّ(𝑢𝑛)بي نّأن 

 الحل:

 ثابتة (𝒖𝒏)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي تعيين ال .1

𝑢𝑛+1ثابتةّيعنيّّ(𝑢𝑛)المتتاليةّ = 𝑢𝑛 = 𝑢0 = 𝛼ّّّمنه،𝛼 =
5

6
𝛼 + ّ:ّّأي335ّ

𝛼 = 335 × 6 = 2010ّ

2. 𝜶 = 𝟐𝟎𝟎𝟗 

𝒏  :𝒖𝒏برهان بالتراجع أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≤ 𝟐𝟎𝟏𝟎 

𝑢0تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0)محق قة لأن   2010 = 2009) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أن  :  ≤ 2010 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أن  :  ≤ 2010  
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𝑢𝑛 ≤ 2010 ⇒
5

6
𝑢𝑛 ≤

5

6
(2010) ⇒

5

6
𝑢𝑛 + 335 ≤ 2010 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≤ 2010 

𝑛ّّ:𝑢𝑛منّأجلّكلّعددّطبيعيّّهأن ّمنهّنستنتجّ ≤ 2010 

 ℕمتزايدة على  (𝒖𝒏)بيان أنّ المتتالية  .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
5

6
𝑢𝑛 + 335 − 𝑢𝑛 = 335 −

1

6
𝑢𝑛 =

2010 − 𝑢𝑛
6

 

ّ ّأن  𝑢𝑛بما ≤ 2010ّّ 2010،ّفإن  − 𝑢𝑛 ≥ متزايدةّّ(𝑢𝑛)،ّمنهّالمتتالية0ّّ

ℕّعلىّتماماّ

ّمنّالأعلىّومتزايدةّ،ّفهيّإذنّمتقاربة.ّمحدودةّ(𝑢𝑛)المتتاليةّّ:ّالاستنتاج
 

-VI تمثيل الحدود الأولى لمتتالية عددية بيانيا: 

يردّفيّمواضيعّالمتتالياتّمسألةّالتمثيلّالبيانيّ حدود الأولى لمتتالية عددية على محور للغالباّماّ

فة بالعلاقة التراجعية للمتتالية والم الفواصل ستقيم ذي المعادلة بالاستعانة بمنحنى الدالة المعر 

𝑦 = 𝑥  .)ل ونسقطه على منحنى الدالة  𝑢0نعي ن على محور الفواصل الحد  لذلك )المنص ف الأو 

، ونكرر هذه  𝑢1ثم  نسقطه على المنصف الأول وأخيرا على محور الفواصل لنحصل على الحد  

 نمثل جميع الحدود المطلوبة.  حتىالإسقاطات المتتالية 

 ع ت( 2008لوريا )بكا مثال :

(𝑢𝑛)ّّفةّعدديةّمتتالية 𝑢0:ّبـمعر  =
5

2
𝑛 : 𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي وّ =

2

3
𝑢𝑛 + 2ّّ

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس أ. ارسم  .1 𝑖; 𝑗)  ،تقيمالمس ()  الذي معادلته𝑦 = 𝑥 

𝑓(𝑥): بـ ℝ علىفة معر  ال 𝑓دالة لل الممثل (𝑑)والمنحنى  =
2

3
𝑥 + 2 

  ، 𝑢0 ، 𝑢1 ، 𝑢2الحدود ب. باستعمال الرسم السابق، مث ل على حامل محور الفواصل 

              𝑢3 و 𝑢4 

 وتقاربها. (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةجـ. ضع تخمينا حول  

 الحل:

 

                بما أن  ترتيب الحدود تصاعدي

(𝑢0 < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢4)  والمسافة              

ن                  بين كل حد ين متتابعين تتقلص ، نخم 

 .متزايدة ومتقاربة (𝑢𝑛)أن  المتتالية 

 

 

 
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
 
 
 
 

 
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 آداب( 2008)بكالوريا  .1التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية معرّفة علىℕ  :كما يلي𝑢𝑛 = 3𝑛 + 1 

 𝑢2 ، 𝑢1 ، 𝑢0احسب  .1

 (𝑢𝑛)حسابية يطُلب تعيين أساسها. عينّ اتجاه تغيرّ  (𝑢𝑛)بينّ أنّ  .2

 . ما رتبته؟(𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  2008تحققّ أنّ العدد  .3

𝑆احسب المجموع:  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢669. 
 

 
 

 آداب( 2008)بكالوريا  .2التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة بحدهّا الأول𝑢1 = :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  7

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 

 𝑢4 ، 𝑢3 ، 𝑢2احسب  .1

𝑣𝑛كما يأتي: (𝑣𝑛)، نعرّف المتتالية 𝑛من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  .2 = 𝑢𝑛 + 1 

 𝑣1وحدهّا الأول  𝑞متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة الحدّ العام  .ب

𝑆𝑛نضع:  .ج = 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛  احسب ،𝑆𝑛  بدلالة𝑛 

𝑆𝑛علما أنّ  𝑛عينّ  .د = 1016. 
 

 
 

 آداب( 2009)بكالوريا  .3التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية حسابية معرّفة علىℕ∗  بحدهّا الأول𝑢1 = 𝑢2وبالعلاقة :  2 − 2𝑢5 = 19 

 (𝑢𝑛)للمتتالية  𝑟أ. احسب الأساس  .1

 ب. احسب الحدّ العاشر

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة  .2

 محددا رتبته (𝑢𝑛)هو حداّ من حدود  (2008−)العدد بينّ أنّ  .3

𝑆احسب المجموع:  .4 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢671. 
 

 
 

 آداب( 2009)بكالوريا  .4التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية معرّفة علىℕ وأساسها موجب 

𝑢5إذا علمت أنّ:  𝑢0عينّ أساس هذه المتتالية وحدهّا الأول  .1 = 𝑢3 و 576 = 144 

𝑛  :𝑢𝑛تحقق أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 18 × 2𝑛  

𝑆𝑛المجموع:  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  ثمّ استنتج قيمة العدد ، 

𝑆𝑛حيث:  𝑛الطبيعي  = 1134. 
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 آداب( 2010)بكالوريا  .5التمرين 

I- (𝑢𝑛)  متتالية حسابية معرّفة علىℕ  بالحديّن𝑢10 = 𝑢15و  31 = 46 

 𝑢0وحدهّا الأول  𝑟عينّ أساسها  .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .2

  (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  6028بينّ أنّ  .3

𝑆احسب المجموع:  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢2009. 

II- ر المتتالية تبنع(𝑣𝑛)  المعرّفة علىℕ بـ: 𝑣𝑛 = 2 × 8𝑛 

 𝑣0متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول  (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .1

′𝑆المجموع:  𝑛احسب بدلالة  .2 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛. 
 

 
 

 آداب( 2010كالوريا )ب .6التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسيةّ معرّفة على مجموعة الأعداد الطبيعيةℕ  أساسها ،𝑞  وحدهّا الأول𝑢0 

𝑢1حيث :  = 𝑢4و  6 = 48 

 (𝑢𝑛)للمتتالية  والحدّ الأولأ. احسب الأساس  .1

𝑢𝑛هي :  (𝑢𝑛)عبارة الحدّ العام للمتتالية ب. استنتج أنّ  = 3 × 2𝑛 

28أ. علما أنّ  .2 =   (𝑢𝑛)هو حدّ من حدود المتتالية  768العدد بينّ أنّ ،  256

𝑆: حيث 𝑆 احسب المجموعب.  = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢7 

3. (𝑣𝑛) ـ:متتالية عددية معرّفة ب𝑣0 =                        : 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  4

𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 − 1 

 𝑣3 ، 𝑣2 ، 𝑣1احسب  .1

𝑛  :𝑣𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 3 × 2𝑛 + 1 

′𝑆: حيث ′𝑆 احسب المجموع .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣7. 
 

 
 

 آداب( 2011)بكالوريا  .7التمرين 

𝑢0بحيث:  𝑢0وحدهّا الأول  3متتالية هندسية أساسها  (𝑢𝑛)أ(  + 𝑢3 = 28 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ اكتب الحدّ العام  𝑢0احسب  .1

𝑆1احسب المجموع:  .2 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢9 

𝑣𝑛بحدهّا العام  ℕمتتالية عددية معرّفة على  (𝑣𝑛)ب(  = 1 − 5𝑛  

 رهامتتالية حسابية يطُلب تعيين أساسها ، ثمّ استنتج اتجاه تغيّ  (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .1

𝑆2احسب المجموع:  .2 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣9 

𝑘𝑛بحدهّا العام  ℕالمعرّفة على  (𝑘𝑛)ج( نعتبر المتتالية  = 1 + 3𝑛 − 5𝑛  

𝑘𝑛تحقق أنّ      = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛  :ثمّ احسب المجموع ،𝑆 = 𝑘0 + 𝑘1 + ⋯ + 𝑘9 
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 آداب( 1120)بكالوريا  .8التمرين 

(𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)  المتتاليتان العدديتان المعرّفتان علىℕ  :بحديّهما العام𝑢𝑛 = −2𝑛 و𝑣𝑛 = 3−2𝑛 

كل حالة من الحالات الخمس في الجدول أدناه الاقتراح الصحيح من بين الاقتراحات الثلاث عينّ في 

 مع التعليل.

 3اقتراح  2اقتراح  1اقتراح   

𝟏 (𝒖𝒏) لا حسابية ولا هندسية حسابية هندسية هي متتالية 

 𝟖𝟖− 𝟗𝟐− 𝟗𝟎− يساوي (𝒖𝒏)للمتتالية الحدّ الخامس والأربعون  𝟐

𝒖𝟎المجموع  𝟑 + 𝒖𝟏 + ⋯ + 𝒖𝒏 يساوي 𝒏𝟐 + 𝟏 −𝒏𝟐 − 𝒏 −𝒏𝟐 − 𝟏 

𝟒 (𝒗𝒏) هي متتالية هندسية أساسها 
𝟏

𝟗
 𝟗 −𝟗 

 ليست رتيبة متناقصة متزايدة (𝒗𝒏)المتتالية  𝟓

 

 
 

 آداب( 2012)بكالوريا  .9التمرين 

𝑐 ، 𝑏 ، 𝑎  ثلاثة حدود متتابعة من متتالية حسابية متزايدة أساسها𝑟  : حيث𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 9 

 𝑟بدلالة  𝑎 و𝑐، ثمّ اكتب  𝑏أ. احسب  .1

𝑎ب. علما أنّ :  × 𝑐 =  𝑎 و𝑐، ثمّ استنتج  𝑟عينّ الأساس  ، 16−

2. (𝑢𝑛)  متتالية حسابية حدهّا الأول𝑢0 =  5وأساسها  2−

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبرّ عن الحدّ العام  .أ

𝑆، ثمّ استنتج المجموع :  𝑢15احسب  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢15  

3. (𝑣𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  : 8بالعلاقة𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 = 0 

′𝑆احسب المجموع :  = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣15. 
 

 
 

 آداب( 2012)بكالوريا  .10التمرين 

I- (𝑢𝑛)  متتالية حسابية متزايدة ، أساسها𝑟  بحدهّا الأول ،𝑢1  و𝑢3 = 7 

𝑇2الجداءين :  𝑟احسب بدلالة  .1 = 𝑢2 × 𝑢4 و 𝑇1 = 𝑢1 × 𝑢5 

𝑇2بحيث :  𝑟عينّ الأساس  .2 − 𝑇1 = 27 

II-  نضع𝑟 = 3  

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛أ. اكتب عبارة  .1

𝑆𝑛غير معدوم :  𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي ب.  = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 

𝑆𝑛العدد بينّ أنّ      =
3𝑛2−𝑛

2
  

𝑠𝑛بحيث :  𝑛ج. جد العدد الطبيعي  = 145 

 𝑛بدلالة العدد الطبيعي  𝑢𝑛+5دّ أ. اكتب الح .2

19



غير معدوم :  𝑛ب. تحقق أنهّ من أجل كل عدد طبيعي 
𝑢𝑛+5

𝑛
= 3 +

13

𝑛
 

التي يكون من أجلها العدد  𝑛ج. استنتج الأعداد الطبيعية 
𝑢𝑛+5

𝑛
 طبيعيا. 

 

 
 

 آداب( 2013)بكالوريا  .11التمرين 

 (𝑣𝑛) تتالية هندسية حدهّا الأول م𝑣0 =  3وأساسها  2

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛عبرّ عن أ.  .1

𝑣𝑛+1الفرق  𝑛بدلالة ب. احسب  − 𝑣𝑛  ثمّ استنتج اتجاه تغيرّ المتتالية ،(𝑣𝑛) 

𝑛  :𝑆𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  .2 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛−1  

  𝑆𝑛ع المجمو 𝑛احسب بدلالة  .أ

𝑆𝑛بحيث  𝑛عينّ قيمة العدد الطبيعي  .ب = 80 

3𝑛، العدد  𝑛اثبت بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .ج − يقبل القسمة  1

 .2على 

 

 
 

 آداب( 2013)بكالوريا  .12التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية حسابية حدهّا الأول𝑢0  بحيث :  5وأساسها𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 34 

  𝑢0احسب  .1

𝑛 ،𝑢𝑛بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 5𝑛 + 1  

𝑢𝑛+1بحيث :  𝑛العدد الطبيعي عينّ  .3 + 𝑢𝑛 − 8𝑛 = 4033  

𝑆احسب المجموع :  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢2013 

𝑣𝑛بالعبارة : ℕمعرّفة على  (𝑣𝑛)المتتالية  .5 = 2𝑢𝑛 + 1 

  (𝑣𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .أ

′𝑆احسب المجموع :  .ب = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣2013 

 

 
 

 آداب( 2014)بكالوريا  .13التمرين 

من بين الاقتراحات الثلاثة في كل حالة من الحالات الأربعة الآتية  عينّ الاقتراح الصحيح الوحيد

 مع التعليل :

1. (𝑢𝑛) وحدهّا الأول  3 متتالية حسابية أساسها𝑢2 =  هو: (𝑢𝑛)الحدّ العام للمتتالية . 1

𝑢𝑛أ(  = 1 + 3𝑛  )ب𝑢𝑛 = 7 + 3𝑛  )جـ𝑢𝑛 = −5 + 3𝑛 
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2. 𝑛  .1المجموع عدد طبيعي + 2 + 3 + ⋯ + 𝑛 : يساوي 

أ( 
𝑛2+𝑛

2
ب(  

𝑛(𝑛−1)

2
جـ(  

𝑛2+1

2
 

3. 𝑥  .داد تكون الأععدد حقيقي𝑥 + 1 ، 𝑥 ، 𝑥 − بهذا الترتيب حدودا متعاقبة لمتتالية  2

 هندسية إذا كان :

𝑥أ(  = 𝑥ب(  3 = 𝑥جـ(  5 = −2 

4. (𝑣𝑛)  معرّفة على هندسية متتاليةℕ  ، حدهّا العام𝑣𝑛 = 2 × 3𝑛+1 أساس المتتالية .

(𝑣𝑛) :هو 

 6جـ(  3ب(  2أ( 
 

 
 

 آداب( 2014كالوريا )ب .14التمرين 

(𝑣𝑛)  : المتتالية العددية المعرّفة بما يلي𝑣0 = ،               𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑣𝑛+1 = 5𝑣𝑛 + 4 

 𝑣3 ، 𝑣2 ، 𝑣1احسب  .1

𝑛  ،𝑢𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 𝑣𝑛 + 1 

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑢𝑛)بينّ أنّ  .أ = 𝑢0وحدهّا الأول  5 = 2 

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛واستنتج  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .ب

 (𝑢𝑛)إلى جداء عوامل أوّلية واستنتج أنهّ حدّ من حدود المتتالية  1250حلل العدد  .ج

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛أ.   احسب بدلالة  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 

𝑆′𝑛: حيث 𝑆′𝑛 المجموع 𝑛ب. احسب بدلالة  = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛−1  
 

 
 

 آداب( 2015)بكالوريا  .15التمرين 

(𝑢𝑛)  المتتالية الهندسية التي حدهّا الأول𝑢0  وأساسها𝑞  حيث :𝑞 = 𝑢0 و3 = 2 

 𝑢1 و𝑢2احسب  .1

  𝑢5ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .2

 (𝑢𝑛)ن اتجاه تغيرّ المتتالية عيّ  .3

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛أ. احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 

2ب. استنتج قيمة المجموع :  + 6 + 18 + ⋯ + 486  

 3 ، 32 ، 33 و34لكل عدد من الأعداد  5أ. عينّ باقي القسمة الإقليدية على  .5

ℕ : 34𝑘من  𝑘ب. استنتج أنهّ لكل  ≡ 1[5]  

3𝑛التي من أجلها يكون  𝑛أ. عينّ الأعداد الطبيعية  .6 −  .5قابلا للقسمة على  1
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 آداب( 2015)بكالوريا  .16التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية حسابية حدهّا الأول𝑢1  وأساسها𝑟  حيث :𝑢1 − 𝑢3 = 𝑢2 و 5 =
1

2
 

𝑢1أ. بينّ أنّ :  .1 + 𝑢3 = 1 

𝑟، ثمّ استنتج أنّ  𝑢1ب. عينّ الحدّ الأوّل  = −
5

2
 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .2

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛أ. احسب بدلالة  .3 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 

𝑆𝑛التي من أجلها  𝑛عدد الطبيعي ب. عينّ قيمة ال = −
657

2
 

4. 𝑛  : عدد طبيعي غير معدوم ، نضع𝑇𝑛 = 𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 + ⋯ + 𝑛𝑢𝑛 

ℕ∗  :(𝑛من  𝑛تحقق أنّ لكل  .أ + 2)(9 − 5𝑛) = −5𝑛2 − 𝑛 + 18  

:                           ∗ℕمن  𝑛باستعمال الاستدلال بالتراجع ، أثبت أنهّ لكل  .ب

𝑇𝑛 =
1

6
𝑛(𝑛 + 1)(14 − 5𝑛) 

 
 

 آداب( 0162)بكالوريا  .17التمرين 

𝑢𝑛 بـ: 𝑛من أجل كل عدد طبيعي متتالية عددية معرّفة  (𝑢𝑛)لتكن  = 3𝑛 − 2 

 𝑢2 ، 𝑢1 ، 𝑢0 و 𝑢3احسب  .1

 حسابية وعينّ أساسها  (𝑢𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .2

 (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .3

 وعينّ رتبته  (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  1954العدد بينّ أنّ  .4

𝑆𝑛المجموع :  𝑛احسب بدلالة أ.  .5 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 

𝑆𝑛بحيث يكون  𝑛عينّ العدد ب.  = 328. 

 
 

 آداب( 2016)بكالوريا  .18التمرين 

قق :                            وتح 𝑢0وحدهّا الأول  3التي أساسها  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية الحسابية 

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 10 

 𝑢0حدّ الأول احسب ال .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب الحدّ العام  .2

𝑢𝑛بحيث :  𝑛العدد الطبيعي عينّ  .3 = 145 

𝑆بحيث :  𝑆احسب المجموع  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢49 

𝑣𝑛لعبارة : با ℕالمعرّفة على  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .5 = 2𝑢𝑛 + 3 

′𝑆بحيث :  ′𝑆احسب المجموع  = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣49. 
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 آداب( 2017)بكالوريا  .19التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما ، معرّفة علىℕ  حيث :𝑢3 = 𝑢1 و320 = 20 

 5وحدهّا الأوّل هو  4هو  (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ أساس  .1

 ثمّ استنتج قيمة حدهّا السابع 𝑛بدلالة  (𝑢𝑛)اكتب عبارة الحدّ العام للمتتالية  .2

𝑆حيث :  𝑆المجموع  𝑛أ. احسب بدلالة العدد الطبيعي  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

′𝑆: حيث  ′𝑆ب. استنتج قيمة المجموع  = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢6.  
 

 
 

 آداب( 2017)بكالوريا  .20رين التم

(𝑢𝑛)  متتالية حسابية معرّفة على المجموعةℕ  بحدهّا الأول𝑢0 = 𝑢3و  5− + 𝑢7 = 50 

 (𝑢𝑛)للمتتالية  𝑟عينّ الأساس  .1

𝑛  :𝑢𝑛بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 6𝑛 − 5 

 ، ما هي رتبته ؟ (𝑢𝑛)تتالية حدّ من حدود الم 2017العدد بينّ أنّ  .3

𝑆حيث :  𝑆المجموع  𝑛احسب بدلالة العدد الطبيعي  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 
 

 
 

 آداب( 2د 2017)بكالوريا  .21التمرين 

 𝑟وأساسها  𝑢0بحدهّا الأول  ℕمعرّفة على ال (𝑢𝑛)متتالية الحسابية نعتبر ال

𝑢3علما أنّ :  𝑢4 احسب الحدّ  .1 + 𝑢5 = 20 

2𝑢4علما أنّ :  𝑢5احسب الحدّ  .2 − 𝑢5 = 7 

  𝑢0واحسب  𝑟استنتج قيمة  .3

𝑛  :𝑢𝑛تحقق أنّ : من أجل كل عدد طبيعي  .4 = 3𝑛 − 2 

𝑆𝑛  :𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة العدد الطبيعي  .5 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث :  𝑛ي جد العدد الطبيع .6 = 33 . 
 

 
 

 آداب( 2د 2017)بكالوريا  .22التمرين 

، يطُلب  ةصحيحفي كل حالة من الحالات الأربع الآتية اقترُحت ثلاث إجابات ، واحدة فقط منها 

 تحديدها مع التعليل :

 هو:1 وحدهّا الأول  -3 الحدّ السادس لمتتالية حسابية أساسها .1

 11−جـ(  14−ب(  17−أ( 

 هو: 3 وأساسها1 لمتتالية هندسية حدهّا الأول حدٍ الأولى  100مجموع  .2

أ( 
3101−1

2
ب(  

1−3100

2
جـ(  

3100−1

2
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𝑥  :𝑐نضع من أجل كل عدد حقيقي  .3 = 4𝑥 ، 𝑏 = 6𝑥 − 3 ، 𝑎 = 2𝑥 + 2     . 

لمتتالية حسابية عندما بهذا الترتيب تشكل حدودا متتابعة  𝑐،𝑏،𝑎الأعداد الحقيقية 

 يكون:

𝑥أ(  =
4

3
𝑥ب(   = 𝑥جـ(  0 =

3

4
 

𝑢0المعرّفة بـ :  (𝑢𝑛)العددية المتتالية  .4 = ،                𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 +  هي متتالية : 1

ب( هندسية أساسها  1أ( حسابية أساسها 
1

2
 ةجـ( لا حسابية ولا هندسي 

 
 

 آداب( 2018)بكالوريا  .23التمرين 

مع الحالات التالية  في كل حالة منعينّ الاقتراح الصحيح الوحيد من بين الاقتراحات الثلاثة 

 التبرير.

1. (𝑢𝑛)  عددية معرفة على متتاليةℕ بـ: 𝑢𝑛 = 𝑛2 −  : (𝑢𝑛). المتتالية 1

 ليست رتيبةجـ(  ناقصة تمامامتب(  متزايدة تماماأ( 

2. (𝑣𝑛)  متتالية هندسية حدهّا الأول 𝑣1 = 𝑞 وأساسها3 = . عبارة الحدّ العام  2

 :يه (𝑣𝑛)للمتتالية 

𝑣𝑛أ(  = 3 × 2𝑛  )ب𝑣𝑛 = 3 × 2𝑛−1  )جـ𝑣𝑛 = 2 × 3𝑛 

𝑆𝑛المجموع  = 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 يساوي: 

2𝑛)3أ(  − 2𝑛ب(  (1 − 3𝑛)2جـ(  1 − 1) 

، نسحب 20إلى  11كريات لا نفرق بينها عند اللمس مرقمة من  10صندوق به  .3

 :هو 3عشوائيا كرية واحدة. احتمال الحصول على كرية تحمل عددا مضاعفا لـ 

أ( 
1

3
ب(  

3

10
جـ(  

7

10
 

 :هو 3مضاعفا لـ فرديا واحتمال الحصول على كرية تحمل عددا 

أ( 
9

10
ب(  

3

10
جـ(  

1

10
 

 

 
 

 آداب( 2018)بكالوريا  .24التمرين 

(𝑢𝑛)  هندسية حدودها موجبة تماما، حدهّا الأول متتالية𝑢0  وأساسها𝑞 :حيث 

𝑢0 × 𝑢2 = 𝑢0و    576 + 𝑢1 = 30 

𝑢1بينّ أنّ  .1 =  𝑢0، ثمّ استنتج قيمة  24

𝑞 بينّ أنّ  .2 =  𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ اكتب عبارة الحدّ العام  4

𝑛 :𝑢𝑛+1أثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3 − 𝑢𝑛 = 18 × 4𝑛  ثمّ استنتج اتجاه ،

 (𝑢𝑛)تغيرّ المتتالية 

24



 وعينّ رتبته (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  1536، ثمّ تحقق أنّ العدد  44احسب  .4

𝑆𝑛المجموع:  𝑛احسب بدلالة  .5 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛. 
 

 
 

 ت إ( 2008)بكالوريا  .25التمرين 

(𝑢𝑛)  : متتالية عددية معرّفة كما يلي{
𝑢0 = 𝛼 ;  𝛼 ∈ ℝ

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 −

8

9
 ; 𝑛 ∈ ℕ

 

𝛼برهن بالتراجع أنهّ في حالة  .1 = −
8

3
 ثابتة (𝑢𝑛)تكون المتتالية  

𝛼في كل ما يلي  .2 = 𝑣𝑛كما يلي :  (𝑣𝑛)، ونعرّف المتتالية  2 = 𝑢𝑛 +
8

3
 

 𝑢2 ، 𝑢1احسب  .أ

 𝑣0وحدهّا الأول  𝑞متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ  .ب

limواحسب  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ت إ( 2008)بكالوريا  .26التمرين 

𝑢0معرّفة كما يلي :  (𝑢𝑛)المتتالية العددية  =  :فإنّ  𝑛عدد طبيعي ومن أجل كل  1

𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 − 1  

 𝑢2، 𝑢1 و𝑢3احسب  .7

𝑛  :𝑢𝑛بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي اثبت أ.  .8 ≥ −2  

 . ماذا تستنتج ؟(𝑢𝑛)لمتتالية اتجاه تغيرّ اب. جد 

9. (𝑣𝑛) معرّفة من أجل كل عدد طبيعي العددية المتتالية ال𝑛  كما يلي :𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 2 

 متتالية هندسية  (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .أ

  𝑢𝑛ثمّ  𝑣𝑛عن الحدّ العام  𝑛عبرّ بدلالة  .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛ع المجمو 𝑛احسب بدلالة  .د = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 . 
 

 
 ت إ( 2009)بكالوريا  .27التمرين 

𝑢0المعرّفة بـ:  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية العددية  .1 =  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1−

3𝑢𝑛+1:           يكون = 𝑢𝑛 + 4 

𝑢𝑛، يكون  𝑛بيعي برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد ط .أ ≤ 2 

 متزايدة (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ  .ب

 متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية استنتج مع التبرير أنّ  .ج
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𝑛  :𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .2 = 𝑢𝑛 − 2 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد حدهّا الأول وأساسها (𝑣𝑛)أثبت أنّ  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ استنتج الحدّ العام  𝑛 بدلالة 𝑣𝑛اكتب الحدّ العام  .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .د = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 
 

 
 

 ت إ( 2009)بكالوريا  .28التمرين 

(𝑢𝑛)  :متتالية عددية معرّفة بـ𝑢0 = 𝑛  :𝑢𝑛+1دد طبيعي ومن أجل كل ع 1− = 3𝑢𝑛 − 2 

 𝑢2 ، 𝑢1احسب  .1

𝑣𝑛معرّفة بـ : ال (𝑣𝑛)لتكن المتتالية  .2 = 𝑢𝑛 − 1 

 𝑣0وحدهّا الأول  𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ المتتالية  .أ

  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة الحدّ العام  .ب

𝑛  ،𝑢𝑛+1طبيعي  بينّ أنهّ من أجل كل عدد .3 − 𝑢𝑛 = (−4) × 3𝑛  ثمّ استنتج ،

 .(𝑢𝑛)اتجاه تغيرّ المتتالية 

𝑢0بحيث يكون :  𝑛عدد الطبيعي عينّ ال .4 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 = 𝑛 − 79. 
 

 
 

 ت إ( 2010)بكالوريا  .29التمرين 

1. 𝑛  عدد طبيعي. احسب بدلالة𝑛  المجموع𝑆𝑛 حيث :                                    

𝑆𝑛 = 1 + 𝑒 + 𝑒2 + ⋯ + 𝑒𝑛 

(𝑆𝑛  مجموع حدود متتالية هندسية أساسها𝑒  1وحدهّا الأول) 

𝑤𝑛: بـ  ℕعلى معرّفة ال (𝑤𝑛)عددية المتتالية لتكن ال .2 = 2𝑛 + 4 + 𝑒𝑛 

𝑤𝑛بينّ أنّ :  = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛  حيث(𝑢𝑛) الية حسابية ومتت(𝑣𝑛)  متتالية هندسية يطُلب

 تعيين الحدهّا الأول والأساس لكل منهما

فإنّ :                                                        𝑛اثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3

4 + 6 + 8 + ⋯ + (2𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4) 

𝑆حيث :  𝑛بدلالة  𝑆استنتج المجموع  .4 = 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛 
 

 
 

 ت إ( 2010)بكالوريا  .30التمرين 

𝑢0المتتالية العددية المعرّفة بـ:  (𝑢𝑛)لتكن  = :              𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 =
3𝑢𝑛+2

4
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 𝑢2 ، 𝑢1 و𝑢3احسب الحدود  .1

𝑢𝑛فإنّ :  𝑛د طبيعي من أجل كل عدبرهن بالتراجع أنهّ أ.    .2 < 2 

 تماما متزايدة (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ ب. 

 متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية استنتج أنّ جـ. 

𝑣𝑛 : بـ 𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 𝑢𝑛 − 2 

 ا الأول متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدهّ (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .أ

 :         𝑛من أجل كل عدد طبيعي ، ثمّ استنتج أنهّ  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة  .ب

𝑢𝑛 = 2 − (
3

4
)

𝑛
  

 ؟ (𝑢𝑛) المتتاليةما هي نهاية  .ج

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛    ّواستنتج أنه

𝑛 : 𝑢0من أجل كل عدد طبيعي  + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 = 3 (
3

4
)

𝑛
+ 2𝑛 − 2. 

 

 
 

 ت إ( 2011)بكالوريا  .31التمرين 

𝑢0حيث  (𝑢𝑛)متتالية العددية لتكن ال =
1

2
𝑛  :𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي   =

2

5
𝑢𝑛 +

1

5
 

 𝑢1 و𝑢2احسب  .1

𝑛  :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي بينّ أنهّ  .2 >
1

3
   

 متناقصة تماما ثمّ استنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)متتالية البينّ أنّ  .3

𝑛  ،𝑣𝑛حيث من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)متتالية العددية لتكن ال .4 = 𝑢𝑛 −
1

3
 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدهّا الأول  (𝑣𝑛)أنّ بينّ  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛و 𝑣𝑛اكتب كلا من  .ب

 .(𝑢𝑛)متتالية الاحسب نهاية  .ج
 

 
 

 ت إ( 2012)بكالوريا  .32التمرين 

𝑢0متتالية العددية المعرّفة بـ ال (𝑢𝑛)لتكن  = 𝑛 :𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  1 =
3𝑢𝑛+4

9
 

𝑛  :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أ. برهن بالتراجع أنهّ  .1 >
2

3
   

 متناقصة  (𝑢𝑛)متتالية البينّ أنّ ب. 

𝑣𝑛بـ :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة  (𝑣𝑛)متتالية نعتبر ال .2 = 𝑢𝑛 −
2

3
 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدهّا الأول  (𝑣𝑛)أنّ بينّ  .أ
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:  𝑛من أجل كل عدد طبيعي نهّ أ، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة  .ب

𝑢𝑛 =
1

3
[(

1

3
)

𝑛
+ 2]  

 ؟ (𝑢𝑛)متتالية الما هي نهاية  .ج

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛. 
 

 
 ت إ( 2012)بكالوريا  .33التمرين 

في صندوق التوفير  𝐷𝐴 50.000لغا من المال قدره وضع شخصا مب 2008في بداية جانفي 

 سنويا. %5والاحتياط. يقدم الصندوق فائدة قدرها 

 )بعد حساب الفوائد(. 𝐷𝐴 5.000يسحب هذا الشخص نهاية كل سنة مبلغا قدره 

2008إلى المبلغ الذي يملكه هذا الشخص في حسابه بداية جانفي من السنة  𝑢𝑛يرمز  + 𝑛 

 𝑢1 ، 𝑢0 و𝑢2 من أ. احسب كلا .1

 هندسية ؟ هل هي حسابية ؟ برّر إجابتك (𝑢𝑛)ب. هل المتتالية 

𝑢𝑛+1لدينا ،  𝑛جـ. بينّ لماذا من أجل كل عدد طبيعي  = 1,05𝑢𝑛 − 5000 

𝑛  ،𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 𝑢𝑛 − 100000 

 د أساسها وحدهّا الأولهندسية ، حدّ  (𝑣𝑛)أنّ المتتالية بينّ  .أ

:                     𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ ، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

𝑢𝑛 = −50000 × (1,05)𝑛 + 100000 

 ؟ 2015أ. ما هو المبلغ الذي يكون في حساب هذا الشخص نهاية عام  .3

ص بسحب المبلغ المعتاد  ب. ابتداءً من أية سنة لا تسمح إدارة الصندوق لهذا الشخ

 على سحبه في نهاية كل سنة ؟

 

 
 

 ت إ( 2013)بكالوريا  .34التمرين 

(𝑢𝑛)  :المتتالية العددية المعرّفة بـ𝑢0 = :                      𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  3

𝑢𝑛+1 = (
2𝑎+1

3
) 𝑢𝑛 −

2𝑎+4

3
 يقي.وسيط حق 𝑎، حيث  

 ثابتة (𝑢𝑛)التي من أجلها تكون المتتالية  𝑎عينّ قيمة  .1

𝑎نفرض  .2 ≠
5

2
 𝑢𝑛حسابية، ثمّ احسب عندئذ  (𝑢𝑛)حتى تكون المتتالية  𝑎عينّ قيمة . 

 حدا الأولى من المتتالية 𝑛ومجموع 

 𝑢50ة كلا من هندسية، ثمّ عينّ في هذه الحال (𝑢𝑛)حتى تكون المتتالية  𝑎عينّ قيمة  .3

 حدا الأولى منها 50ومجموع 

𝑎نفرض  .4 = 𝑢𝑛، فإنّ:  𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي . 4 = 3𝑛 + 2 
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𝑢0ثمّ بينّ أنّ :  + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 =
1

2
(3𝑛+1 + 4𝑛 + 3). 

 

 
 

 ت إ( 2013)بكالوريا  .35التمرين 

(𝑢𝑛)  عددية معرّفة بـ: متتالية𝑢0 = 𝑛 :𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  6 = −
1

2
𝑢𝑛 + 6 

 𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1 و𝑢4أ. احسب الحدود  .1

 ؟ برّر إجابتك ℕرتيبة على  (𝑢𝑛)المتتالية ب. هل 

𝑛 :𝑢𝑛+1أ. بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 − 4 = −
1

2
(𝑢𝑛 − 4)  

𝑣𝑛بـ:  ℕالمعرّفة على  (𝑣𝑛)المتتالية نّ ب. استنتج أ = 𝑢𝑛 − هندسية يطُلب  4

 تعيين أساسها وحدهّا الأول 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثمّ  𝑣𝑛جـ. اكتب 

 متقاربة (𝑢𝑛)د. بينّ أنّ 

 .ب.1، تأكّد ثانية من نتيجة السؤال  𝑢𝑛باستعمال عبارة  .3
 

 
 

 ت إ( 2014)بكالوريا  .36التمرين 

 أو خطأ مع التبرير في كل حالة من الحالات الآتية:أجب بصحيح 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ حدودها موجبة تماما و(𝑣𝑛)  المتتالية المعرّفة علىℕ بـ :

𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛 

 متقاربة (𝑣𝑛)متقاربة فإنّ  (𝑢𝑛)إذا كانت  .1

 متناقصة (𝑣𝑛)متناقصة فإنّ  (𝑢𝑛)انت إذا ك .2

 حسابية. (𝑣𝑛)هندسية فإنّ  (𝑢𝑛)إذا كانت  .3
 

 
 

 ت إ( 2014)بكالوريا  .37التمرين 

𝑢0معرّفة كما يلي:  (𝑢𝑛)المتتالية العددية  = :              𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  3

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 − 1 

𝑢𝑛فإنّ  𝑛من أجل كل عدد طبيعي أ. برهن بالتراجع أنهّ  .1 > −3 

 متناقصة تماما (𝑢𝑛)المتتالية ب. بينّ أنّ 

 متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية جـ. استنتج أنّ 

حيث :                                      𝑞أساسها  متقاربةمتتالية هندسية  (𝑣𝑛)لتكن  .2

𝑣0 = limو  6
𝑛→+∞

(𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛) = 18 
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limبينّ أنّ  .أ
𝑛→+∞

(𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛) =
𝑣0

1−𝑞
 

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛ثمّ عينّ عبارة الحدّ العام  𝑞احسب الأساس  .ب

𝑛  :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي برهن أنهّ  .ج = 𝑣𝑛 − استنتج عبارة و 3

𝑢𝑛  بدلالة𝑛. 

 
 

 ت إ( 2015)بكالوريا  .38التمرين 

الثلاثة مع التبرير في كل حالة من الحالات  اختر الاقتراح الصحيح الوحيد من بين الاقتراحات

 الآتية:

بحدهّا العام:                  𝑛المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  .1

𝑢𝑛 = 5 × 2𝑛 × 3𝑛−1 

 لا هندسية ولا حسابية  (𝑢𝑛)جـ.  هندسية (𝑢𝑛)حسابية     ب.  (𝑢𝑛)أ. 

2. (𝑣𝑛)  حدهّا الأول متتالية حسابية𝑣0 = التي من أجلها  𝑛. قيمة 4أساسها و 1

𝑣1يكون  + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛 =  هي : 2015

𝑛أ.  = 𝑛ب.    31 = 𝑛جـ.   32 = 33  
 

 
 

 ت إ( 2015)بكالوريا  .39التمرين 

من عمال إحدى القطاعات الصناعية يحُالون على التقاعد سنويا وبالمقابل  %5بينّت دراسة أنّ 

 .50000كان عدد العمال  2012عامل سنويا. علما أنّ سنة  3000يوُظّف 

2012لعدد العمال سنة  𝑢𝑛نعتبر الألف هو الوحدة ونرمز بـ :  + 𝑛  أي𝑢0 = 50 

 𝑢1 و𝑢2احسب  .1

𝑛  :𝑢𝑛+1أ. بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 0,95𝑢𝑛 + 3  

 وليست هندسية  حسابيةليست  (𝑢𝑛)المتتالية ب. بينّ أنّ 

𝑣𝑛نضع:  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 60 − 𝑢𝑛  

 ها الأولهندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّ  (𝑣𝑛)المتتالية بينّ أنّ  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

 2017قدرّ عدد العمال سنة  .ج

 (𝑢𝑛)اتجاه تغيرّ المتتالية حددّ  .د

 60. هل يمكن أن يصل عدد عمال المصنع إلى (𝑢𝑛)احسب نهاية المتتالية  .ه

 ألف عامل ؟
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 ت إ( 2016)بكالوريا  .40التمرين 

(𝑣𝑛)  متتالية هندسية حدودها موجبة ومعرّفة علىℕ  بحدهّا الأول𝑣0 = والعلاقة :    18

𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 = 38 

𝑞هو  (𝑣𝑛)المتتالية بينّ أنّ أساس  .1 =
2

3
 

  𝑛بدلالة  𝑣𝑛أ. اكتب عبارة الحدّ العام  .2

 (𝑣𝑛)ب. ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية 

 (𝑣𝑛)نهاية  جـ. احسب

𝑆𝑛: نضع .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛−1 

 ∞+إلى  𝑛عندما يؤول  𝑆𝑛، ثمّ استنتج نهاية  𝑛بدلالة  𝑆𝑛احسب  .أ

𝑆𝑛بحيث  𝑛جد العدد الطبيعي  .ب =
3510

81
. 

 

 
 

 ت إ( 2016)بكالوريا  .41التمرين 

𝑢0بـ:  ℕرّفة على المع (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  = 𝑢𝑛+1و  5 =
4

7
𝑢𝑛 +

3

7
 

 𝑢1 و𝑢2احسب الحديّن  .1

𝑛  :𝑢𝑛أ. برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 > 1 

 متناقصة تماما (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ  ب. 

 ؟ (𝑢𝑛)المتتالية جـ. ماذا تستنتج بالنسبة لتقارب 

𝑣𝑛بـ:  ℕالمعرّفة على  (𝑣𝑛)لتكن المتتالية  .3 = 𝑢𝑛 − 1 

 متتالية هندسية معينّا أساسها وحدهّا الأول (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .أ

:              𝑛ثمّ استنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

𝑢𝑛 = 1 + 4 (
4

7
)

𝑛
 

 . 𝑢𝑛احسب نهاية  .ج

 

 
 

 ت إ( 2017)بكالوريا  .42التمرين 

(𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة بحدهّا الأول𝑢0 =  :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 1−

𝑢𝑛+1 =
1

3
𝑢𝑛 + 2 

𝑛  :𝑢𝑛أ. برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .1 < 3 

 ها متقاربةمتزايدة تماما ثمّ استنتج أنّ  (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ  ب. 
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2. (𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي المتتالية المعرّفة𝑛  :بـ𝑣𝑛 = 3 − 𝑢𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .أ
1

3
 ثمّ عينّ حدهّا الأول 

𝑛  :𝑆𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛             

𝑛  :𝑆𝑛ي بينّ أنّ من أجل كل عدد طبيع = 3(𝑛 − 1) + 2 (
1

3
)

𝑛
. 

 

 
 

 ت إ( 2017)بكالوريا  .43التمرين 

𝑢0المتتالية العددية المعرّفة بحدهّا الأول  (𝑢𝑛)لتكن  =  :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 2

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 2 

 (𝑢𝑛)متتالية الثمّ خمّن اتجاه تغيرّ  𝑢3، 𝑢2، 𝑢1احسب  .1

،              𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة بـ:  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية العددية  .2

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 

 يطُلب تعيين حدهّا الأول 3هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .أ

 متزايدة (𝑢𝑛)المتتالية أنّ ، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑣𝑛عينّ  .ب

𝑆𝑛: غير معدوم  𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛−1  

 𝑛بدلالة  𝑆𝑛احسب  .أ

𝑛  :𝑢𝑛بينّ أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .ب = 𝑆𝑛 + 𝑢0  واستنتج عبارة𝑢𝑛 

 .𝑛بدلالة 

 
 

 ت إ( 2د 2017)بكالوريا  .44التمرين 

𝑢0حيث  𝑢0المتتالية المعرّفة بحدهّا الأول  (𝑢𝑛)ن لتك =  :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 2−

𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 + 1 

𝑛  :𝑢𝑛أ. بينّ أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .1 < 2 

 ثمّ استنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية عينّ اتجاه تغيرّ  ب. 

𝑛 ،𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي لمعرّفة كما يلي: ا (𝑣𝑛)المتتالية لتكن  .2 = 2𝑢𝑛 − 4 

 𝑣0وحدهّا الأول  𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ المتتالية  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثمّ استنتج عبارة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛جد عبارة  .ب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛        . 
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 ت إ( 2د 2017)بكالوريا  .45التمرين 

𝑣0حيث  𝑣0والحدّ الأول  𝑒2ذات الأساس  (𝑣𝑛)المتتالية الهندسية  نعتبر = 1 

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .1 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛 

،  𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفتين كما يلي:  (𝑢𝑛) و(𝑤𝑛)تين المتتالينعتبر  .2

𝑢𝑛 = 𝑤𝑛 − 𝑣𝑛  و  𝑤𝑛 = 2𝑛 + 4 + 𝑒2𝑛 

 𝑢0وحدهّا الأول  𝑟حسابية ، حددّ أساسها  (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ 

                             :                              𝑛أثبت أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .3

4 + 6 + 8 + ⋯ + (2𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4) 

𝑇𝑛حيث :  𝑛بدلالة  𝑇𝑛المجموع استنتج  .4 = 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛. 
 

 
 

 ت إ( 2018)بكالوريا  .46التمرين 

-I المتتاليتان العدديتان  لتكن(𝑢𝑛) و(𝑣𝑛) كما يلي: تانالمعرّف 

𝑢0 = 𝑛  : 𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 50 = 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1  و  20 = 0,7𝑢𝑛 + 6 

وكتابة عبارة  𝑣0يطُلب تعيين حدهّا الأول  0,7متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)برهن أنّ  .1

𝑣𝑛  بدلالة𝑛 

 𝑢𝑛عبارة الحدّ العام  𝑛كتب بدلالة أ. ا .2

limثمّ احسب  (𝑢𝑛)متتالية ب. عينّ اتجاه تغيرّ ال
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

-II  من المشتركين  %30. بعد كل سنة تفقد 2016مشترك في سنة  5000تملك جريدة يومية 

 مشترك جديد. 600وتكتسب      

2016لعدد المشتركين في سنة  𝑢𝑛ونرمز بـ  نعتبر المئة هي الوحدة      + 𝑛  أي𝑢0 = 50  

 ؟ 2018؟ ثمّ في سنة  2017مشتركين في سنة ما هو عدد ال .1

𝑢𝑛+1أ. برّر العبارة  .2 = 0,7𝑢𝑛 + 6 

 مشترك ؟ 2400ب. ابتداءً من أي سنة يصبح عدد المشتركين أقل من 

 
 

 ت إ( 2018)بكالوريا  .47التمرين 

(𝑢𝑛)  كما يلي: المتتالية العددية المعرّفة𝑢0 =  :  𝑛كل عدد طبيعي  من أجلو 1−

2𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 6 

𝑛  :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أ. برهن بالتراجع أنهّ  .1 < 6 

 واستنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية ب. 

𝑛 : 𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .2 = 𝑢𝑛 − 6 

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .أ
1

2
  𝑣0طلب تعيين حدهّا الأول يُ  
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limثمّ احسب  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

 ما يلي:  𝑛احسب بدلالة  .3

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × 𝑣2 … × 𝑣𝑛   و    𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛. 

 
 

 ع ت( 2008)بكالوريا  .48التمرين 

𝐼المعرّفة على المجال  𝑓 الةالدنعتبر  .1 = [1; 𝑓(𝑥)بالعبارة :  [2 =
𝑥+2

−𝑥+4
 

 𝐼على متزايدة تماما  𝑓 الدالةبينّ أنّ  .أ

 𝐼ينتمي إلى  𝐼  ،𝑓(𝑥)المجال من  𝑥 حقيقيمن أجل كل عدد  هبينّ أنّ  .ب

2. (𝑢𝑛)  على المعرّفة العددية متتالية الهيℕ  : كما يأتي𝑢0 =
3

2
𝑢𝑛+1و   = 𝑓(𝑢𝑛)  

 𝐼ينتمي إلى  𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ برهن بالتراجع  .أ

 استنتج أنهّا متقاربة، ثمّ  (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .ب

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ برهن بالتراجع أ.  .3 = 1 +
1

(
3

2
)

𝑛
+1

 

limب. عينّ النهاية : 
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ع ت( 2008)بكالوريا  .49التمرين 

(𝑢𝑛)  كما يلي : معرّفة عددية متتالية𝑢0 =
5

2
:                𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 + 2  

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس أ. ارسم  .1 𝑖; 𝑗)  ،تقيمالمس ()  الذي معادلته𝑦 = 𝑥 

𝑓(𝑥): بـ ℝ فة علىمعر  ال 𝑓دالة لل الممثل (𝑑)والمنحنى  =
2

3
𝑥 + 2 

  ، 𝑢0 ، 𝑢1 ، 𝑢2الحدود ب. باستعمال الرسم السابق، مث ل على حامل محور الفواصل 

              𝑢3 و 𝑢4 

 وتقاربها (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةجـ. ضع تخمينا حول  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ التراجع برهن بأ.  .2 ≤ 6 

 متزايدة (𝑢𝑛)ب. تحقق أن  

ر إجابتك (𝑢𝑛)جـ. هل    متقاربة ؟ بر 

𝑛 : 𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .3 = 𝑢𝑛 − 6 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول (𝑣𝑛)أثبت أنّ  .أ

limثمّ استنتج  𝑛 بدلالة 𝑢𝑛عبارة  اكتب .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 
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 ع ت( 2009)بكالوريا  .50التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية معرّفة علىℕ ي : لكما ي𝑢0 = 1  ،𝑢1 = 𝑢𝑛+2و  2 =
4

3
𝑢𝑛+1 −

1

3
𝑢𝑛  

𝑣𝑛ي : لكما ي ℕمعرّفة على  (𝑣𝑛)متتالية ال = 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 

 𝑣0 و𝑣1احسب  .1

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها (𝑣𝑛)برهن أنّ  .2

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛بدلالة احسب أ.  .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛−1 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي برهن أنهّ . ب =
3

2
[1 − (

1

3
)

𝑛
] + 1 

 .متقاربة (𝑢𝑛)جـ. بينّ أنّ 
 

 
 

 ع ت( 2009)بكالوريا  .51التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول𝑢1  وأساسها𝑞  : حيث

{
𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 32
𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 = 216

 

 𝑢1لهذه المتتالية واستنتج الحد الأول  𝑞والأساس  𝑢2احسب أ.         .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة الحد العام  .ب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛احسب  .ج = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛  بدلالة𝑛 عدد ، ثمّ عينّ ال

𝑆𝑛 بحيث يكون : 𝑛الطبيعي  = 728 

2. (𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم متتالية عددية معرّفة𝑛                           : كما يلي

𝑣1 = 𝑣𝑛+1و   2 =
3

2
𝑣𝑛 + 𝑢𝑛  

 𝑣3و   𝑣2احسب  .أ

𝑤𝑛غير معدوم :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .ب =
𝑣𝑛

𝑢𝑛
−

2

3
 .           

هندسية أساسها  متتالية (𝑤𝑛)بينّ أنّ 
1

2
 

 .𝑛بدلالة  𝑣𝑛، ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑤𝑛اكتب  .ج
 

 
 

 ع ت( 2010)بكالوريا  .52رين التم

معادلتيهما     (∆) و(𝐷)مث لنا المستقيمين معلم متعامد ومتجانس المستوي المنسوب إلى في 

𝑦على الترتيب :  = 𝑥  و𝑦 =
1

2
𝑥 +

1

3
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على المعرّفة  (𝑢𝑛)لتكن المتتالية  .1

ℕ  :بـ𝑢0 = ومن أجل كل عدد  6

𝑛   :𝑢𝑛+1طبيعي  =
1

2
𝑢𝑛 +

1

3
 

انقل الشكل ثم  مث ل على  .أ

الحدود محور الفواصل 

،  𝑢0 ، 𝑢1 ، 𝑢2التالية : 

𝑢3  و𝑢4  دون حسابها

 مبرزا خطوط الرسم

 (∆) و(𝐷)المستقيمين عي ن إحداثيي نقطة تقاطع  .ب

 (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةتخمينا حول أعط  .ج

𝑛 : 𝑢𝑛عدد طبيعي أنهّ من أجل كل ستدلال بالتراجع ، اثبت الا أ. باستعمال .2 >
2

3
 

 (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةب. استنتج 

𝑣𝑛: بالعلاقة  𝑛معرّفة من أجل كل عدد طبيعي ال (𝑣𝑛)متتالية النعتبر  .3 = 𝑢𝑛 −
2

3
 

 دهّا الأولهندسية يطُلب تحديد أساسها وح (𝑣𝑛)أثبت أنّ المتتالية  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، واستنتج عبارة  𝑣𝑛عبارة الحدّ العام  𝑛اكتب بدلالة  .ب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .ج = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛  واستنتج

𝑆′𝑛حيث :  𝑆′𝑛المجموع  = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 

 
 ع ت( 2011الوريا )بك .53التمرين 

(𝑢𝑛)  بـ: المعرّفة العددية المتتالية𝑢0 = 𝑛 :𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  1− = 3𝑢𝑛 + 1 

(𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة العددية المتتالية𝑛 بـ: 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

2
 

إجابة واحدة فقط منها صحيحة ،  ثلاث إجابات ، اقترحتفي كل حالة من الحالات الثلاث الآتية 

 حددها مع التعليل. 

  (𝑣𝑛)المتتالية  .1

 جـ. لا هندسية ولا حسابية   ب. هندسية    حسابية   أ. 

 هي : (𝑢𝑛)المتتالية نهاية  .2

−ب.    ∞+أ. 
1

2
  ∞−جـ.    

           :                                               𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .3

𝑆𝑛 = −
1

2
(1 + 𝑒ln 3 + 𝑒2 ln 3 + 𝑒3 ln 3 + ⋯ + 𝑒𝑛 ln 3)  

𝑆𝑛أ.  =
3𝑛+1−1

2
𝑆𝑛ب.    =

1−3𝑛

4
𝑆𝑛جـ.    =

1−3𝑛+1

4
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 ع ت( 2011)بكالوريا  .54التمرين 

𝛼  1عدد حقيقي موجب تماما ويختلف عن. 

(𝑢𝑛)  على معرّفة عددية متتاليةℕ :بـ𝑢0 = 𝑛،𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  6 = 𝛼𝑢𝑛 + 1 

(𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي معرّفة عددية متتالية𝑛 بـ: 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 +
1

𝛼−1
 

 𝛼متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ أ.  .1

  𝑢𝑛عبارة  𝛼و  𝑛بدلالة  ثمّ استنتج 𝑣𝑛عبارة  𝛼و  𝑛اكتب بدلالة ب. 

 متقاربة (𝑢𝑛)التي تكون من أجلها المتتالية  𝛼قيم العدد الحقيقي عينّ جـ. 

𝛼 نضع .2 =
3

2
 حيث : 𝑇𝑛و  𝑆𝑛 ينالمجموع 𝑛احسب بدلالة . 

 𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛     و 𝑇𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 
 ع ت( 2012)بكالوريا  .55التمرين 

𝑢0المعرّفة بحدها الأول  (𝑢𝑛)متتالية العددية نعتبر ال = :                     𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 = √2𝑢𝑛 + 3 

الدالة المعرّفة على المجال  ℎلتكن . 1 

[−
3

2
; ℎ(𝑥) كما يلي: ]∞+ = √2𝑥 + 3  

المستقيم ذو المعادلة  (∆)تمثيلها البياني و  (C)و 

𝑦 = 𝑥    المستوي المنسوب إلى معلم متعامد في

;𝑂)ومتجانس  𝑖; 𝑗) .)انظر الشكل المقابل( 

أعد رسم الشكل المقابل على ورقة  .أ

الإجابة ، ثمّ مثلّ على محور الفواصل 

           .𝑢3و 𝑢0 ،𝑢1  ،𝑢2الحدود 

 )دون حسابها وموضحا خطوط الإنشاء(

 وتقاربها (𝑢𝑛)ضع تخمينا حول اتجاه تغيرّ .ب

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ  .2 < 𝑢𝑛 < 3 

  (𝑢𝑛)المتتالية  اتجاه تغيرّادرس  .3

limمتقاربة ، ثمّ احسب  (𝑢𝑛)استنتج أنّ المتتالية  .4
𝑛→+∞

𝑢𝑛 . 

 
 ع ت( 2012)بكالوريا  .56تمرين ال

(𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة بحدهّا الأول𝑢0 =
13

4
 : 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  

 𝑢𝑛+1 = 3 + √𝑢𝑛 − 3 

𝑛  :3من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ  .1 < 𝑢𝑛 < 4 

(C) 

(∆) 
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𝑛  :𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي بينّ أنهّ  .2 − 𝑢𝑛 =
−𝑢𝑛

2 +7𝑢𝑛−12

√𝑢𝑛−3+𝑢𝑛−3
               .

 متزايدة تماما (𝑢𝑛)استنتج أنّ 

 متقاربة (𝑢𝑛)برّر لماذا  .3

4. (𝑣𝑛)  المتتالية المعرّفة علىℕ  :بـ𝑣𝑛 = ln (𝑢𝑛 − 3) 

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)برهن أنّ  .أ
1

2
 ثمّ احسب حدهّا الأول،  

limثمّ احسب  𝑛بدلالة  𝑢𝑛و  𝑣𝑛اكتب كلا من  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

:                                              𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .ج

𝑃𝑛 = (𝑢0 − 3)(𝑢1 − 3)(𝑢2 − 3) × … × (𝑢𝑛 − 3)       

limن أنّ ، ثمّ بيّ  𝑛بدلالة  𝑃𝑛اكتب 
𝑛→+∞

𝑃𝑛 =
1

16
. 

 

 
 

 ع ت( 2013)بكالوريا  .57التمرين 

-I متتالية ال(𝑣𝑛)  معرّفة علىℕ بـ :𝑣𝑛 =
5𝑛+1

6𝑛 

 الأول  هاحدّ وأساسها يطُلب تحديد هندسية  متتالية (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .1

limاحسب  .2
𝑛→+∞

𝑣𝑛 

-II لمتتالية ا(𝑢𝑛)  بـمعرّفة: 𝑢0 = 𝑛  ،𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي و 1 = √5𝑢𝑛 + 6 

𝑛  ،1من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ  .1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 

 (𝑢𝑛)المتتالية ادرس اتجاه تغيرّ  .2

𝑛  ،6من أجل كل عدد طبيعي أ.   برهن أنهّ  .3 − 𝑢𝑛+1 ≤
5

6
(6 − 𝑢𝑛) 

𝑛  ،0من أجل كل عدد طبيعي ن أنهّ ب. بيّ  ≤ 6 − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 .استنتج lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ع ت( 2013)بكالوريا  .58التمرين 

فة معر  ال 𝑓دالة للالبياني هو التمثيل  (𝐶𝑓)في الشكل المقابل ، 

;0]على المجال  𝑓(𝑥):  بالعلاقة [1 =
2𝑥

𝑥+1
 (𝑑)، و 

𝑦المستقيم ذو المعادلة  = 𝑥. 

1. (𝑢𝑛)  على معرّفة العددية الالمتتاليةℕ حدهّا ب

𝑢0 الأول =
1

2
،    𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 
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 𝑢3و 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2أعد رسم هذا الشكل على ورقة الإجابة ، ثم  مث ل الحدود  .أ

 ون حسابها ، مبرزا خطوط التمثيلعلى محور الفواصل د

 وتقاربها (𝑢𝑛) المتتاليةضع تخمينا حول اتجاه تغي ر  .ب

;0]على المجال متزايدة تماما  𝑓. أثبت أن  الدالة أ .2 1] 

𝑛  ،0من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ ب.  < 𝑢𝑛 < 1 

 (𝑢𝑛) المتتاليةاتجاه تغي ر جـ. ادرس 

3. (𝑣𝑛) العددية المعرّفة على ية متتالالℕ كما يلي :𝑣𝑛 =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
 

هندسية أساسها  متتالية (𝑣𝑛)أنّ برهن  .أ
1

2
 𝑣0الأول  هاحدّ ، يطُلب تحديد  

 .(𝑢𝑛)احسب نهاية  .ب

 

 
 

 ع ت( 2014)بكالوريا  .59التمرين 

𝑢0عرّفة كما يلي : متتالية العددية المال (𝑢𝑛)لتكن  = ،  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 −

4

3
 

𝑛  ،𝑣𝑛متتالية العددية المعرّفة كما يلي : من أجل كل عدد طبيعي ال (𝑣𝑛)و = 𝑢𝑛 + 4 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛و 𝑣𝑛اكتب كلا من  .2

 ℕعلى  (𝑢𝑛)اتجاه تغيرّ المتتالية ادرس  .3

𝑆𝑛حيث : 𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  

𝑤𝑛: كما يلي  ℕعلى متتالية العددية المعرّفة ال (𝑤𝑛)لتكن  .5 = 5(
1

𝑣𝑛+5
− 1) 

 ℕاما على متزايدة تم (𝑤𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .أ

limاحسب  .ب
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 − 𝑤𝑛). 

 

 
 

 ع ت( 2014)بكالوريا  .60التمرين 

-I  المتتالية العددية نعتبر(𝑢𝑛) معرّفة على الℕ  : بحدهّا العام𝑢𝑛 = 𝑒
1

2
−𝑛

 

 لمتتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأو (𝑢𝑛)بينّ أنّ  .1

limاحسب  .2
𝑛→+∞

𝑢𝑛ماذا تستنتج ؟ . 

𝑆𝑛حيث : 𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 
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-II  من أجل كل عدد طبيعي نضع𝑛 : 𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛 

 (𝑣𝑛)ثمّ استنتج نوع المتتالية  𝑛بدلالة  𝑣𝑛عبرّ عن  .1

𝑃𝑛حيث : 𝑃𝑛العدد  𝑛أ. احسب بدلالة  .2 = ln(𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛) 

𝑃𝑛بحيث :  𝑛مجموعة قيم العدد الطبيعي عينّ ب.  + 4𝑛 > 0. 

 

 
 

 ع ت( 2015)بكالوريا  .61التمرين 

(𝑢𝑛)  :المتتالية العددية المعرّفة بـ𝑢0 = 𝑒2 − :             𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 = (1 + 𝑢𝑛)𝑒−2 − 1 

 𝑢2 ، 𝑢1  و 𝑢3احسب  .1

𝑛  :1أثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 + 𝑢𝑛 > 0 

 متناقصة. هل هي متقاربة ؟ علل. (𝑢𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .3

𝑛  :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .4 = 3(1 + 𝑢𝑛) 

 تعيين أساسها وحدهّا الأول متتالية هندسية يطُلب (𝑣𝑛)أثبت أنّ  .أ

lim، ثمّ احسب  𝑛بدلالة  𝑢𝑛و 𝑣𝑛اكتب  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

:                                             ℕمن  𝑛بينّ أنهّ من أجل كل  .ج

ln 𝑣0 + ln 𝑣1 + ⋯ + ln 𝑣𝑛 = (𝑛 + 1)(−𝑛 + 2 + ln 3)  
 

 
 

 ع ت( 2015)بكالوريا  .62التمرين 

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم المستوي منسوب إلى ال 𝑖; 𝑗) 

-I 𝑓 0]المجال معرّفة على الدالة ال; 𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ =
4𝑥+1

𝑥+1
 تمثيلها البياني (𝐶𝑓)و 

;0]المجال على  𝑓الدالة عينّ اتجاه تغيرّ  .1 +∞[ 

𝑦ذي المعادلة  (𝐷)ستقيم بالنسبة إلى الم (𝐶𝑓)ادرس وضعية  .2 = 𝑥 

;0]المجال على  (𝐷)و (𝐶𝑓)مثلّ  .3 6] 

-II متتاليتين ال نعتبر(𝑢𝑛) و(𝑣𝑛)  المعرّفتين علىℕ : كما يلي 

{
𝑢0 = 2

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)
}و       

𝑣0 = 5
𝑣𝑛+1 = 𝑓(𝑣𝑛)

 

 𝑣0  ،𝑣1  ،𝑣2؛  𝑢3و 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2على حامل محور الفواصل الحدود أ. أنشئ  .1

 دون حسابها 𝑣3و

ن ب.   (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)متتاليتين الوتقارب كل من اتجاه تغير خم 
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ℕ  :2من  𝑛أ. أثبت أنهّ من أجل كل  .2 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼     و𝛼 < 𝑣𝑛 ≤ حيث :  5

𝛼 =
3+√13

2
 

 (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)اليتين متتالكل من اتجاه تغير استنتج ب. 

ℕ  :𝑣𝑛+1من  𝑛أثبت أنهّ من أجل كل أ.  .3 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

3
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)  

ℕ  :0من  𝑛أنهّ من أجل كل ب. بينّ  < 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ (
1

3
)

𝑛−1
 

limجـ. استنتج أنّ : 
𝑛→+∞

(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) =  .(𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)هاية كل من ، ثمّ حددّ ن0

 

 
 

 ع ت( 2016)بكالوريا  .63التمرين 

-I 𝑓 0]المجال معرّفة على الدالة العددية ال; 𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = √2𝑥 + تمثيلها  (𝐶)و 8

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم المستوي المنسوب إلى الالبياني في  𝑖; 𝑗) 

limأ. احسب  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيرّاتها 𝑓الدالة اتجاه تغيرّ ب. ادرس 

𝑦ذي المعادلة  (∆)مع المستقيم  (𝐶)عينّ إحداثيي تقاطع المنحنى  .2 = 𝑥 

 (∆)و (𝐶)ارسم  .3

-II (𝑢𝑛)  :المتتالية العددية المعرّفة بـ𝑢0 = 𝑛  ،𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  0 = 𝑓(𝑢𝑛) 

 𝑢3و 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2امل محور الفواصل الحدود على حمثلّ في الشكل السابق  .1

 دون حسابها( موضحا خطوط الإنشاء)

 وتقاربها (𝑢𝑛)متتالية الر اتجاه تغي  تخمينا حول ضع  .2

𝑛  :0برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي أ.  .3 ≤ 𝑢𝑛 < 4  

 (𝑢𝑛)متتالية الر اتجاه تغي  ادرس ب. 

𝑛  :4ه من أجل كل عدد طبيعي أنّ جـ. بينّ  − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(4 − 𝑢𝑛) 

𝑛  :4أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ثمّ استنتج   − 𝑢𝑛 ≤
1

2𝑛 (4 − 𝑢0) 

limد. استنتج 
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ع ت( 2016)بكالوريا  .64التمرين 

I- 𝑓 0]ل المجامعرّفة على الدالة العددية ال; 𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ =
5𝑥

𝑥+2
  

limأ. احسب  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيرّاتها 𝑓الدالة اتجاه تغيرّ ب. ادرس 

;0]من المجال  𝑥من أجل كل عدد حقيقي بينّ أنهّ  .2 +∞[ :𝑓(𝑥) ≥ 0 
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-II (𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة علىℕ  بحدهّا الأول𝑢0 = ،  𝑛عدد طبيعي ومن أجل كل  1

𝑢𝑛+1 =
5𝑢𝑛

𝑢𝑛+2
 

𝑛  :1برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي أ.  .1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3  

 أنهّا متقاربةاستنتج ، ثمّ  (𝑢𝑛)متتالية الر اتجاه تغي  ادرس ب. 

2. (𝑣𝑛)  العددية المعرّفة على المتتاليةℕ  كما يلي :𝑣𝑛 = 1 −
3

𝑢𝑛
 

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛) برهن أنّ  .أ
2

5
 𝑣0حدهّا الأول ، يطُلب حساب  

  𝑛بدلالة  𝑢𝑛ثمّ استنتج عبارة  𝑣𝑛عبارة  𝑛اكتب بدلالة  .ب

 (𝑢𝑛)المتتالية احسب نهاية  .ج

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛اكتب بدلالة  .3 =
1

𝑢0
+

1

𝑢1
+ ⋯ +

1

𝑢𝑛
. 

 

 
 

 ع ت( 2د 2016)بكالوريا  .65مرين الت

𝐼المعرّفة على المجال  𝑓 العددية الدالةنعتبر  = [0; 𝑓(𝑥): كما يلي [4 =
13𝑥

9𝑥+13
 

 𝐼المجال  علىمتزايدة تماما  𝑓 الدالةبينّ أنّ أ.  .1

 𝐼ينتمي إلى  𝐼  ،𝑓(𝑥)المجال من  𝑥من أجل كل عدد حقيقي بينّ أنهّ ب. 

𝑢0بحدهّا الأول  ℕعلى المعرّفة  (𝑢𝑛)العددية متتالية التكن ل .2 = 𝑢𝑛+1و  4 = 𝑓(𝑢𝑛)  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ برهن بالتراجع  .أ ≤ 𝑢𝑛 ≤ 4  

 استنتج أنهّا متقاربة، ثمّ  (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .ب

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ بينّ  .3 ≠ 0 

𝑣𝑛كما يلي :  ℕعلى  المعرّفة العدديةمتتالية ال (𝑣𝑛)لتكن  .4 = 2 +
13

𝑢𝑛
 

 𝑣0حدهّا الأول وأساسها يطُلب تعيين حسابية  (𝑣𝑛) متتاليةبرهن أنّ ال .أ

  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

𝑢𝑛استنتج أنّ :  .ج =
52

36𝑛+13
      ،          𝑛من أجل كل عدد طبيعي وذلك  

limثمّ احسب 
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ع ت( 2د 2016)بكالوريا  .66التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  بحدهّا الأول𝑢0 = :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛+2

𝑢𝑛+3
𝑣𝑛: بـ 𝑛كل عدد طبيعي معرّفة من أجل ال (𝑣𝑛)المتتالية ولتكن   =

𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+2
 

 𝑣0وحدهّا الأول  𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)متتالية بينّ أنّ ال .1
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  𝑣𝑛عن عبارة الحدّ العام  𝑛أ. عبرّ بدلالة  .2

  𝑛بدلالة  𝑢𝑛استنتج عبارة الحدّ العام ب. 

limاحسب جـ. 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛: المجموع  𝑛احسب بدلالة  أ. .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛  

أنّ : ب. تحقق 
1

𝑢𝑛+2
=

1

3
(1 − 𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي وذلك𝑛 

𝑆′𝑛: المجموع  𝑛بدلالة جـ. استنتج  =
1

𝑢0+2
+

1

𝑢1+2
+ ⋯ +

1

𝑢𝑛+2
. 

 

 
 

 ع ت( 2017ريا )بكالو .67التمرين 

(𝑢𝑛) و(𝑣𝑛) ن على ان معرّفتامتتاليتℕ كما يلي: 𝑢0 =
1

4
 :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  

𝑢𝑛+1 = 3 −
10

𝑢𝑛+4
𝑣𝑛و   =

𝑢𝑛+2

1−𝑢𝑛
 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أ. برهن بالتراجع أنهّ  .1 < 𝑢𝑛 < 1  

 متزايدة تماما ، ثمّ استنتج انهّا متقاربة (𝑢𝑛)متتالية بينّ أنّ ال. ب

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)متتالية بينّ أنّ الأ.  .2
5

2
 𝑣𝑛ثمّ عبرّ عن حدهّا العام ،  

 𝑛بدلالة 

𝑛 :  𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنّ  أثبتب.  = 1 −
3

𝑣𝑛+1
استنتج ، ثمّ  

lim النهاية
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ع ت( 2017)بكالوريا  .68ين التمر

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم المستوي منسوب إلى ال 𝑖; 𝑗)  

𝑓 4−]المعرّفة على المجال  العددية الدالة; : كما يلي [1

𝑓(𝑥) =
3𝑥−16

𝑥+11
 (∆)المنحنى الممثل لها ،  (𝐶𝑓)وليكن  

𝑦المستقيم ذو المعادلة  = 𝑥 

-I الدالةأنّ قق تح 𝑓  4−]المجال  علىمتزايدة تماما; ثمّ  [1

𝑥من أجل كل بينّ أنهّ  ∈ [−4; 𝑓(𝑥)فإنّ  [1 ∈ [−4; 1]  

 

-II (𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة بحدهّا الأول𝑢0 = ،   𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 
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 𝑢3و 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2ر الفواصل الحدود على حامل محوانقل الشكل المقابل ثمّ مثلّ  .1

 (𝑢𝑛)متتالية الر اتجاه تغي  تخمينا حول ضع لا يطُلب حساب الحدود( ، ثم  )

 وتقاربها

𝑛  :−4برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 < 𝑢𝑛 ≤ ، ثمّ بينّ أنّ   0

 متناقصة تماما (𝑢𝑛)متتالية ال

،        𝑛المعرّفة كما يلي : من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)العددية لتكن المتتالية  .3

𝑣𝑛 × 𝑢𝑛 = 1 − 4𝑣𝑛 

حسابية أساسها  (𝑣𝑛)متتالية الأثبت أنّ 
1

7
 حيث :    𝑆، ثمّ احسب المجموع  

        𝑆 = 𝑣0 × 𝑢0 + 𝑣1 × 𝑢1 + ⋯ + 𝑣2016 × 𝑢2016. 
 

 
 ع ت( 2د 2017)بكالوريا  .69التمرين 

 كما يلي : ℕالمعرّفتين على  (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)متتاليتين ال نعتبر

{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 1

}و       
𝑣0 = 6

𝑣𝑛+1 =
3

4
𝑣𝑛 + 1

 

  𝑣1و 𝑢1 ينالحد  احسب  .1

𝑢𝑛+2أ. اكتب  .2 − 𝑢𝑛+1  بدلالة𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛  

متتالية متزايدة تماما وال (𝑢𝑛)متتالية الباستعمال البرهان بالتراجع برهن أن  ب. 

(𝑣𝑛) متناقصة تماما 

𝑤𝑛كما يلي :  ℕالمعرّفة على  (𝑤𝑛)متتالية ال نعتبر .3 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 

 𝑤𝑛، ثمّ عبرّ عن  𝑤0هندسية يطُلب تعيين حدهّا الأول  (𝑤𝑛)متتالية البرهن أن  

 𝑛بدلالة 

 متجاورتان. (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)متتاليتين البينّ أنّ  .4
 

 
 

 ع ت( 2د 2017)بكالوريا  .70التمرين 

;0]المعرّفة على  𝑓 الدالةنعتبر  : كما يلي ]∞+

𝑓(𝑥) =
3𝑥+1

𝑥+3
المستوي تمثيلها البياني في  (𝐶𝑓)و 

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم منسوب إلى الال 𝑖; 𝑗) 

𝑦ذا المعادلة  (∆)والمستقيم  = 𝑥 

𝛼  ، عدد حقيقي موجب(𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة

𝑢0حيث  𝑢0بحدهّا الأول  ℕعلى  = 𝛼  ومن أجل كل

𝑛   ،𝑢𝑛+1عدد طبيعي  = 𝑓(𝑢𝑛) 

-I  عينّ قيمة𝛼  حتى تكون(𝑢𝑛) متتالية ثابتة 
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-II  نضع في كل ما يلي𝛼 = 5  

 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2على حامل محور الفواصل الحدود أ. انقل الشكل المقابل ثمّ مثلّ  .1

 دون حساب الحدود 𝑢3و

 وتقاربها (𝑢𝑛)متتالية التخمينا حول اتجاه تغي ر ضع ب. 

𝑣𝑛بـ:  ℕالمعرّفة على  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .2 =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛+1
 

أساسها  هندسية (𝑣𝑛)متتالية الأنّ  برهن .أ
1

2
 يطُلب تعيين حدهّا الأول 

lim، ثمّ احسب  𝑢𝑛و 𝑣𝑛عن  𝑛عبر بدلالة  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑣𝑛 + 𝑣𝑛+1 + ⋯ + 𝑣𝑛+2016 

 حيث : 𝑆′𝑛المجموع  𝑛بدلالة استنتج  ثمّ 

 𝑆′𝑛 =
1

𝑢𝑛+1
+

1

𝑢𝑛+1+1
+

1

𝑢𝑛+2+1
+ ⋯ +

1

𝑢𝑛+2016+1
. 

 

 
 

 ع ت( 2018)بكالوريا  .71التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة بحدهّا الأول𝑢0 =  :𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 1

 𝑢𝑛+1 = 1 −
9

𝑢𝑛+5
 

𝑛 :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ أ. برهن  .1 > −2  

 واستنتج أنهّا متقاربة ℕمتتالية متناقصة تماما على  (𝑢𝑛) ب. بينّ أنّ 

𝑛 :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 =
1

𝑢𝑛+2
 

أساسها  حسابية (𝑣𝑛)متتالية الأنّ أثبت 
1

3
 ب تعيين حدهّا الأوليطُل 

lim، واحسب  𝑢𝑛و 𝑣𝑛عن  𝑛عبر بدلالة  .3
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

 :𝑛من أجل كل عدد طبيعي بينّ أنهّ  .4

𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 + ⋯ + 𝑢𝑛𝑣𝑛 =
1

3
(1 − 𝑛2) 

 

 
 

 ع ت( 2018)بكالوريا  .72التمرين 

(𝑢𝑛) كما يلي ةمعرّفعددية  ةمتتالي: 𝑢0 =  : 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + ln (
2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
) 

 𝑢2 ، 𝑢1 و𝑢3احسب كلا من  .1

: 𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ بينّ  .2
2𝑛+3

2𝑛+1
>  (𝑢𝑛)ثمّ استنتج اتجاه تغيرّ المتتالية  1
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3. (𝑣𝑛) كل عدد طبيعي  من أجل ةمعرّفعددية  ةمتتالي𝑛  :بـ𝑣𝑛 = 2𝑛 + 1 

𝑛 :𝑒𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ برهن  .أ = 𝑣𝑛  

lim، ثمّ احسب  𝑛بدلالة  (𝑢𝑛)عبارة الحدّ العام للمتتالية استنتج  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

 حيث: 𝑆𝑛 و𝑇احسب المجموعين  .4

𝑆𝑛 = ln (
𝑣1

𝑣0
) + ln (

𝑣2

𝑣1
) + ⋯ + ln (

𝑣𝑛

𝑣𝑛−1
) 

𝑇 = 𝑒𝑢1439 + 𝑒𝑢1440 + ⋯ + 𝑒𝑢2018     و  
 

 
 

 ت ر( 2008)بكالوريا  .73التمرين 

;0]المعرّفة على المجال  𝑓 العددية الدالةنعتبر  𝑓(𝑥)بالعبارة :  [2 =
2𝑥+3

𝑥+2
 

;0]على المجال  𝑓 لدالةاأ. ادرس تغيرّات  .1 2] 

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس  𝑓 لدالةلالمنحنى الممثل  (𝐶)ب. أنشئ  𝑖; 𝑗)  

 (4𝑐𝑚)الوحدة على المحورين 

𝑥جـ. برهن أن ه إذا كان   ∈ [0; 𝑓(𝑥)فإن   [2 ∈ [0; 2] 

𝑢0كالآتي :  ℕعلى  (𝑢𝑛)العددية متتالية النعرّف  .2 = 𝑢𝑛+1و  0 = 𝑓(𝑢𝑛)  

 𝑢1 و𝑢2. احسب الحديّن (𝑢𝑛)المتتالية برّر وجود  .أ

 (𝐶)بالمنحنى على محور الفواصل وذلك بالاستعانة  𝑢2 و 𝑢0 ، 𝑢1الحدود مث ل  .ب

𝑦ذو المعادلة  (𝐷)والمستقيم  = 𝑥 

 السابق وتقاربها انطلاقا من التمثيل (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةضع تخمينا حول  .ج

0 :أنّ  𝑛طبيعي العدد برهن بالتراجع على الأ.  .3 ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3 

𝑢𝑛+1 :فإنّ  𝑛طبيعي العدد برهن أنهّ مهما يكن الب.  > 𝑢𝑛  ماذا تستنتج بالنسبة إلى . 

 ؟ (𝑢𝑛)تقارب      

𝑢𝑛+1جـ. تحقق أنّ :  − √3 ≤
2−√3

𝑢𝑛+2
(𝑢𝑛 −  غير  𝑛د طبيعي من أجل كل عد (3√

 معدوم     

;0[من  𝑘عينّ عددا حقيقيا      𝑢𝑛+1|بحيث :  ]1 − √3| ≤ 𝑘|𝑢𝑛 − √3| 

𝑛بينّ أنهّ من أجل      ∈ ℕ∗  :|𝑢𝑛 − √3| ≤ 𝑘𝑛|𝑢0 − lim. استنتج |3√
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 

 
 

 ت ر( 2008)بكالوريا  .74التمرين 

1. 𝑓 2−[فة على معر  العددية الدالة ال; 𝑓(𝑥): كما يأتي  ]∞+ =
𝑥2+5

𝑥+2
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(𝐶𝑓)  منحنى𝑓  متجانس المتعامد والمعلم المستوي المنسوب إلى الفي(𝑂; 𝑖; 𝑗) 

 (2𝑐𝑚)وحدة الأطوال 

 عند أطراف مجموعة التعريف 𝑓 الدالة نهاياتاحسب  .أ

 هاغيراتثم شكل جدول ت 𝑓ادرس اتجاه تغي ر  .ب

𝑦ته معادلالذي  (𝐷)بي ن أن  المستقيم  .ج = 𝑥 −         ،  (𝐶𝑓)للمنحنى مقارب  2

 (𝐷)و  (𝐶𝑓)أنشئ  ثم  

;1]صورة المجال  بي ن أن   .د
5

2
;1]المجال محتواة في  [

5

2
] 

𝑢0المعرّفة بحدهّا الأول  (𝑢𝑛)متتالية العددية الر تبنع .2 = من أجل كل عدد طبيعي و 1

𝑛  : لدينا𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)  

𝑦المعادلة  يوالمستقيم ذ (𝐶𝑓)باستخدام  .أ = 𝑥  ، مث ل𝑢0 ، 𝑢1 و 𝑢2  على حامل

 (𝑂𝑥)محور الفواصل 

ن  .ب  (𝑢𝑛) المتتالية وتقارباتجاه تغير خم 

1 :فإنّ  𝑛عدد طبيعي بي ن أن ه من أجل كل  .ج ≤ 𝑢𝑛 ≤
5

2
 (𝑢𝑛) المتتاليةوأن   

 متزايدة

lim متقاربة واحسب (𝑢𝑛) المتتاليةاستنتج أنّ  .د
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 
 ت ر( 2009)بكالوريا  .75التمرين 

 2009عينّ الأعداد الطبيعية التي مربع كل منها يقسم  .1

𝑎و 𝑢0  ، عددان طبيعيان غير معدومين(𝑢𝑛) سها متتالية هندسية أسا𝑎  ّها الأول وحد

𝑢0   : بحيث𝑢1
2 + 𝑢2 + 35𝑎2 = 2009 

 𝑢0و 𝑎أحسب  .ب

𝑎نضع  .2 = 𝑢0و  7 =  𝑛بدلالة  𝑢𝑛، أحسب  2

𝑆𝑛نضع  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 𝑛بدلالة  𝑆𝑛عبرّ عن  .أ

𝑆𝑛 حتى يكون 𝑛عينّ العدد الطبيعي  .ب = 800.  
 

 
 ت ر( 2011)بكالوريا  .76التمرين 

(𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة علىℕ∗ كما يلي :𝑢𝑛 =
(𝑛+1)2

𝑛(𝑛+2)
 

𝑢𝑛فإنّ :  𝑛اثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  .1 = 1 +
1

𝑛(𝑛+2)
          ،

𝑢𝑛ثمّ استنتج أنّ :  > 1 

  (𝑢𝑛) بينّ أنهّا متقاربة ، احسب نهاية ثمّ  (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ  .2
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𝑃𝑛: كما يليالمعرّف  𝑃𝑛ليكن الجداء  .3 = 𝑢1 × 𝑢2 × … × 𝑢𝑛 

𝑃𝑛فإنّ :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم بالتراجع أنهّ اثبت  =
2𝑛+2

𝑛+2
 

4. (𝑣𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة علىℕ∗ كما يلي :𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث:  𝑆𝑛عن  𝑃𝑛عبرّ بدلالة  = 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣𝑛  ثمّ احسبlim
𝑛→+∞

𝑆𝑛. 

 

 
 

 ت ر( 2011)بكالوريا  .77التمرين 

(I 𝑓 على فة معرّ الدالة الℝ  :كما يلي𝑓(𝑥) = 3 −
4

𝑒𝑥+1
 

)f C(  متجانس الو متعامدالمعلم لمستوي المنسوب إلى الاتمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖, 𝑗) 

  𝑓الدالة  اتتغيرادرس  .1

  )f C(للمنحنى مستقيمات المقاربة العينّ  .2

 )f C(يطُلب تعيينها ، ثمّ اكتب معادلة لمماس  𝜔نقطة انعطاف  )f C(للمنحنى  ن أنّ بيّ  .3
 عندها

𝑔(𝑥):  كما يلي ℝعلى فة معرّ العددية الدالة ال 𝑔لتكن  .4 = 𝑓(𝑥) − 𝑥 

  𝑔الدالة  اتتغيرادرس  .أ

𝑔(𝑥) المعادلة ن أنّ بيّ  .ب = 2,7حيث :  αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 2,8 

𝑓(𝑥):  المعادلة ℝأ. حل في  .5 = 0 

𝑦الذي معادلته :  (∆)المماس والمستقيم ب. ارسم  = 𝑥 المنحنى و)f C( 
(II (𝑢𝑛)  كما يليالمعرّفة العددية المتتالية: 𝑢0 =          ، 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

 على حامل محور الفواصل 𝑢1 ، 𝑢0 و 𝑢2، مثلّ  (∆)والمستقيم  )f C(استخدام ب .1

𝑛  ،1بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

 متزايدة تماما (𝑢𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .3

limتقاربة وبينّ أنّ : م (𝑢𝑛)استنتج أنّ  .4
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝛼. 

 

 
 

 ت ر( 2012)بكالوريا  .78التمرين 

 : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

(𝑧2 + 2𝑧 + 4)(𝑧2 − 2√3𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗) 

A  ،B  ،C وD  على الترتيب : اتهالاحقمن المستوي نقط 

𝑧𝐷 = −1 + 𝑖√3  ،  𝑧𝐶 = −1 − 𝑖√3  ،  𝑧𝐵 = √3 − 𝑖  ،  𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 
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𝑧𝐶 و 𝑧𝐷 اكتب كلا من  .أ  ، 𝑧𝐵 ،  𝑧𝐴 .على الشكل الأسّي 

تحقق أنّ :  .ب
𝑧𝐷−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐶
= 𝑖 مّ استنتج أنّ المستقيمين ، ث(𝐴𝐶)  و(𝐵𝐷) .متعامدان 

3. 𝑧𝑛  العدد المركب الذي طويلته
1

2𝑛  و
2𝜋

3
𝑛  عمدة له حيث𝑛                 .عدد طبيعي

𝐿𝑛  :العدد المركب المعرف بـ𝐿𝑛 = 𝑧𝐷 × 𝑧𝑛 

 على الشكل الجبري. 𝐿1 ،  𝐿0 اكتب كلا من  .أ

𝑢𝑛كما يلي:  𝑛هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝑢𝑛) .ب = |𝐿𝑛| 

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول. (𝑢𝑛)المتتالية أثبت أنّ  •

• 𝑀0 ،𝑀1،...،𝑀𝑛  صور الأعداد المركبة𝐿0  ،𝐿1  ، ... ،𝐿𝑛  .على الترتيب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛جموع الم 𝑛احسب بدلالة  = ‖𝑂𝑀0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ + ⋯ + ‖𝑂𝑀𝑛

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖. 

 .∞+إلى  𝑛عندما يؤول  𝑆𝑛جد نهاية  •
 

 
 

 ت ر( 2013)بكالوريا  .79التمرين 

(𝑢𝑛)  كما يليمعرّفة العددية الالمتتالية :𝑢0 = 𝑒2 غير معدوم من أجل كل عدد طبيعي و𝑛  ،

𝑢𝑛 = √
𝑢𝑛−1

𝑒
 

(𝑣𝑛)  معرّفة على العددية الالمتتاليةℕ كما يلي :𝑣𝑛 =
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
 

هندسية أساسها  متتالية (𝑣𝑛)ن أنّ بيّ  .1
1

2
 ، ثمّ احسب حدهّا الأول 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ استنتج عبارة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .2

𝑆𝑛حيث  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛  ثمّ احسبlim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 

𝑃𝑛حيث  𝑃𝑛الجداء  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛  ثمّ احسبlim
𝑛→+∞

𝑃𝑛. 

 

 
 

 ت ر( 2014)بكالوريا  .80التمرين 

-I 𝑓 1[لمجال امعرّفة على هي الدالة ال; 𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = 𝑥 − ln (𝑥 − 1) 

𝑓(𝑥)إشارة  𝑥حددّ حسب قيم  .1 − 𝑥 

  𝑓أ. عينّ اتجاه تغيرّ  .2

𝑥ب. بينّ أنهّ إذا كان  ∈ [2; 𝑒 + 𝑓(𝑥)فإنّ  [1 ∈ [2; 𝑒 + 1] 

-II (𝑢𝑛) متتالية المعرّفة على الℕ  : كما يلي𝑢0 = 𝑒 + ،       ℕمن  𝑛ومن أجل كل  1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 − ln(𝑢𝑛 − 1) 

ℕ  ،𝑢𝑛من  𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل  .1 ∈ [2; 𝑒 + 1]      

 (𝑢𝑛)اتجاه تغيرّ المتتالية ادرس  .2
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 ، ثمّ احسب نهايتها. (𝑢𝑛)المتتالية برّر تقارب  .3
 

 
 

 ت ر( 2014)بكالوريا  .81التمرين 

𝑝و 𝑛 .عددان طبيعيان 

 5𝑛للعدد  16بواقي القسمة الإقليدية على  ، 𝑛ادرس حسب قيم  .1

𝐷𝑝نضع:  .2 = 5𝑝 و  𝐶𝑛 = 16𝑛 + 9 

𝑝بينّ أنهّ إذا كان  .أ = 4𝑘 +  𝑛عدد طبيعي، فإنهّ يوجد عدد طبيعي  𝑘حيث  2
𝐶𝑛يحقق  = 𝐷𝑝 

𝑝من أجل  𝑛عينّ  .ب = 6 

3. 𝑓  0]هي الدالة المعرّفة على المجال; 𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = 5(4𝑥+2) − 9 

 𝑓(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة  𝑓ادرس تغيرّات الدالة 

4. (𝑢𝑛)  المتتالية المعرّفة علىℕ  :كما يلي𝑢0 = ،  ℕمن  𝑛ومن أجل كل  1

𝑢𝑛+1 = 54 (𝑢𝑛 +
9

16
) −

9

16
 

𝑛  ،𝑢𝑛عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل  .أ =
5(4𝑛+2)−9

16
 

 عدد طبيعي 𝑢𝑛، فإنّ  𝑛د طبيعي عدبرهن أنهّ من أجل كل  .ب

 .(𝑢𝑛)استنتج اتجاه تغيرّ المتتالية  .5

 

 
 

 ت ر( 2015)بكالوريا  .82التمرين 

المعرّفة بحدهّا الأول  (𝑢𝑛)المتتالية نعتبر 

𝑢0 = :             𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 = √6𝑢𝑛 + 16 

1. ℎ المجال معرّفة على الة الالد

[−
8

3
; : ما يليب ]∞+

ℎ(𝑥) = √6𝑥 +  (𝐶)و 16

المستوي تمثيلها البياني في 

تعامد ممنسوب إلى معلم ال

𝑦المستقيم ذو المعادلة  (∆)وومتجانس  = 𝑥 )انظر الشكل( 

 

أعد رسم الشكل المقابل على ورقة الإجابة ، ثمّ مثلّ على محور الفواصل  .أ

 )دون حسابها وموضحا خطوط الإنشاء(. 𝑢3و 𝑢0 ،𝑢1  ،𝑢2الحدود 

 وتقاربها (𝑢𝑛)ضع تخمينا حول اتجاه تغيرّ .ب
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𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ أ.  .2 ≤ 𝑢𝑛 < 8 

𝑛 : 𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي أنهّ ب. بينّ  − 𝑢𝑛 =
(8−𝑢𝑛)(𝑢𝑛+2)

√6𝑢𝑛+16+𝑢𝑛
 

  (𝑢𝑛) اتجاه تغيرّاستنتج جـ. 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ أ. بينّ  .3 < 8 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(8 − 𝑢𝑛) 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ بينّ ب.  < 8 − 𝑢𝑛 ≤ 8 (
1

2
)

𝑛
  ،             

limثمّ استنتج 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 . 

 

 
 

 ت ر( 2016)بكالوريا  .83التمرين 

المعرّفة على المجال  𝑓 العددية الدالةنعتبر 

[1; 𝑓(𝑥): بـ ]∞+ =
𝑥2

2𝑥−1
 (𝐶𝑓)و،  

معلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في 

;𝑂)متجانس والمتعامد ال 𝑖; 𝑗) )الشكل المقابل( 

 علىمتزايدة تماما  𝑓 الدالةبينّ أنّ  .1

;1]المجال  +∞[  

المعرّفة  (𝑢𝑛)العددية متتالية اللتكن  .2

𝑢0بـ:  ℕعلى  = 𝑛  :𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  6 = 𝑓(𝑢𝑛)  

على  (𝑢𝑛)لمتتالية لالأربعة الأولى  المقابل ، ثمّ مثلّ الحدودانقل المنحنى  .أ

 )دون حسابها وموضحا خطوط الإنشاء(. محور الفواصل

 وتقاربها (𝑢𝑛)المتتالية  اتجاه تغيرّتخمينا حول  أعط .ب

𝑛 : 1من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ برهن  .ج ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6  

  (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .د

 (𝑢𝑛)المتتالية برّر تقارب  .ه

𝑣𝑛بـ:  ℕالمعرّفتين على  (𝑤𝑛)و (𝑣𝑛)متتاليتين ال نعتبر .3 =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
𝑤𝑛و   = ln(𝑣𝑛) 

 حدهّا الأول يطُلب تعيين ،  2أساسها هندسية  متتالية (𝑤𝑛)برهن أنّ  .أ

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛ثمّ  𝑛بدلالة  𝑤𝑛اكتب  .ب

𝑢𝑛بينّ أنّ :  .ج =
1

1−(
5

6
)

2𝑛  ثمّ احسب ،lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛المجموع التالي:  𝑛احسب بدلالة  .4 =
1

𝑤0
+

1

𝑤1
+ ⋯ +

1

𝑤𝑛
. 
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 ت ر( 2017)بكالوريا  .84التمرين 

;∞−[المعرّفة على المجال  𝑓 العددية الدالةنعتبر  : بـ [1

𝑓(𝑥) =
1

2−𝑥
  .(𝐶)  المستوي تمثيلها البياني في

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم المنسوب إلى ال 𝑖; 𝑗) ،

𝑦يم ذا المعادلة المستق (∆)وليكن  = 𝑥 

(𝑢𝑛)  المتتالية العددية المعرّفة بحدهّا الأول𝑢0  حيث

𝑢0 =         ، 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  1−

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2على حامل محور الفواصل الحدود أعد رسم الشكل المقابل ثمّ مثلّ  .1

 (𝑢𝑛)متتالية الر اتجاه تغي  تخمينا حول ضع ، ثم  يلمبرزا خطوط التمث 𝑢3و

 وتقاربها

𝑛  ،𝑢𝑛برهن بالتراجع أنّ: من أجل كل عدد طبيعي  .2 < 1   

 ، ثمّ استنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)متتالية ادرس اتجاه تغيرّ ال .3

𝑛  ،𝑣𝑛المعرّفة كما يلي: من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .4 =
2

1−𝑢𝑛
 

 𝑣𝑛ثمّ عينّ عبارة حدهّا العام ،  2حسابية أساسها  (𝑣𝑛)متتالية الأنّ  برهن .أ

 𝑛بدلالة 

limواحسب  𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبارة الحدّ العام استنتج  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 

 
 ت ر( 2د 2017)بكالوريا  .85التمرين 

𝑢1معرّفة بـ: ال (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  =
1

𝑎
غير معدوم ،   𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  

𝑢𝑛+1 =
𝑛+1

𝑎𝑛
𝑢𝑛  حيث ،𝑎  2عدد حقيقي أكبر من أو يساوي. 

𝑢𝑛غير معدوم :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي أ. بينّ أنّ :  .1 > 0 

 أنهّا متقاربةمتناقصة تماما ثمّ استنتج  (𝑢𝑛)المتتالية ب. بينّ أنّ 

، 𝑛كما يلي: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم معرّفة ال (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .2

𝑣𝑛 =
1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .أ
1

𝑎
 𝑎بدلالة  𝑣1وعينّ حدهّا الأول  

واحسب  𝑢𝑛عبارة ثمّ استنتج  𝑣𝑛عبارة الحدّ العام  𝑎و  𝑛جد بدلالة  .ب

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث  𝑆𝑛المجموع  𝑎و 𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢1 +
1

2
𝑢2 +

1

3
𝑢3 + ⋯ +

1

𝑛
𝑢𝑛 

limحيث  𝑎ثمّ عينّ قيمة 
𝑛→+∞

𝑆𝑛 =
1

2016
. 
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 ت ر( 2018)بكالوريا  .86التمرين 

𝑓 0]على المجال المعرّفة والمتزايدة تماما  ديةالعد الدالة; 𝑓(𝑥):  ـب ]∞+ =
2𝑥

𝑒.𝑥+1
 

𝑢0 بحدهّا الأولالمعرّفة المتتالية العددية  (𝑢𝑛) و =
5

4𝑒
 :           𝑛عدد طبيعي من أجل كل و 

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

𝑛 : 𝑢𝑛عدد طبيعي برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل أ.  .1 >
1

𝑒
  

𝑛 : 𝑢𝑛+1عدد طبيعي أنهّ من أجل كل ب. بينّ  − 𝑢𝑛 =
𝑒.𝑢𝑛(

1

𝑒
−𝑢𝑛)

𝑒.𝑢𝑛+1
 

 أنهّا متقاربة وبرّر (𝑢𝑛)المتتالية تغيرّ ثمّ استنتج اتجاه      

𝑣𝑛: كما يلي 𝑛عدد طبيعي من أجل كل لمعرّفة ا (𝑣𝑛)المتتالية  لتكن .2 =
𝑒.𝑢𝑛

𝑒.𝑢𝑛−1
  

 𝑣𝑛وعبارة  𝑣0يطُلب تعيين حدهّا الأول  2هندسية أساسها  (𝑣𝑛)أنّ المتتالية أثبت 

 𝑛بدلالة 

ℕ: 𝑣𝑛من  𝑛تحقق أنّ من أجل كل أ.  .3 = 1 +
1

𝑒.𝑢𝑛−1
  𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبارة واستنتج  

limثمّ احسب 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛حيث:  𝑆𝑛المجموع  𝑛بدلالة ب. احسب  = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛 

 7على  2𝑛بواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝑛ادرس حسب قيم العدد الطبيعي أ.  .4

 .7يقبل القسمة على  𝑆𝑛التي من أجلها  𝑛قيم العدد الطبيعي عينّ ب. 

 

 
 

 ت ر( 2018)بكالوريا  .87التمرين 

𝑢𝑛بحدهّا العام كما يلي:  ℕعلى معرّفة عددية متتالية  (𝑢𝑛)تكن ل = 2(3)𝑛 و(𝑣𝑛)  متتالية

𝑣0بحدهّا الأول عددية معرّفة  = ℕ :𝑣𝑛+1من  𝑛ومن أجل كل  4 = 5𝑣𝑛 + 𝑢𝑛   

ℕ :𝑤𝑛من  𝑛نضع من أجل كل  .1 =
𝑣𝑛

𝑢𝑛
+

1

2
 

متتالية هندسية أساسها  (𝑤𝑛)أنّ أثبت 
5

3
 يطُلب تعيين حدهّا الأول 

                  :ℕمن  𝑛أنهّ من أجل كل ثمّ استنتج  𝑛بدلالة  𝑤𝑛الحد العام عبارة اكتب  .2

𝑣𝑛 = 5𝑛+1 − 3𝑛 

 8على  5𝑛و 3𝑛بواقي القسمة الإقليدية للعددين  𝑛ادرس حسب قيم العدد الطبيعي  .3

 .8على  𝑣𝑛بواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝑛حسب قيم العدد الطبيعي  عينّ .4
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 ر( 2008)بكالوريا  .88التمرين 

;𝑜)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗⃗; 𝑣⃗) نعتبر النقطتين .A  وB  اللتين

3√لاحقتيهما  − 𝑖  3√و + 3𝑖 ترتيب.على ال 

، ثمّ عينّ  Bإلى  Aو يحوّل  Oالذي مركزه  Sأكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر  .1

 زاويته و نسبته

𝐴0نعرّف متتالية النقط من المستوي المركب كما يأتي :  .2 = 𝐴  ومن أجل كل عدد طبيعي

𝑛  ،𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) نرمز إلى لاحقة .𝐴𝑛  بالرمز𝑧𝑛 

 𝐴2و  𝐴0  ،𝐴1لمستوي المركب النقط أنشئ في ا .أ

𝑧𝑛برهن أنّ :  .ب = 2(√3)
𝑛

𝑒𝑖(
𝑛𝜋

2
−

𝜋

6
)

 

          𝐴𝑛التي تنتمي من أجلها النقطة  𝑛عينّ مجموعة الأعداد الطبيعية  .ج

 (𝑂𝐴1)إلى المستقيم 

𝑢0المعرّفة كما يلي :  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 𝐴0𝐴1  و𝑢𝑛 = 𝐴𝑛𝐴𝑛+1  من أجل

 nكل عدد طبيعي 

 qو أساسها  𝑢0هندسية يطُلب تحديد حدها الأول  (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ  .أ

 nبدلالة  𝑢𝑛استنتج عبارة  .ب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛 ، المجموع nأحسب بدلالة  .ج = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛  ،     

limثمّ احسب 
𝑛→∞

𝑆𝑛 

 
 ر( 2008)بكالوريا  .89التمرين 

;1]المجال فة على معر  ال 𝑓دالة نعتبر ال .1 𝑓(𝑥): بالعبارة  ]∞+ = 3 + √𝑥 − 1 

د بالفي  𝑓منحنى إلى  (𝐶)يرمز  ;𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المستوي المزو  𝑖; 𝑗) 

 (2𝑐𝑚)الوحدة على المحورين 

limاحسب  .أ
𝑥

>
→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 وفس ر النتيجة هندسيا 

  𝑓ادرس تغي رات الدالة  .ب

  (𝐶)المنحنى ، أنشئ دالة "الجذر التربيعي" منحنى باستعمال  .ج

𝑦ته معادلالذي  (𝐷)ارسم في نفس المعلم المستقيم  .د = 𝑥 

𝑢0كالآتي :  ℕعلى المجموعة  (𝑢𝑛)متتالية ال نعرّف .2 = 𝑢𝑛+1و  2 = 𝑓(𝑢𝑛)  

 على محور الفواصل  𝑢2 و 𝑢0 ، 𝑢1الحدود مث ل  ، (𝐷) و(𝐶) المعباست .أ

 وتقاربها (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتالية ا حولنيخمضع ت .ب

2 :لدينا 𝑛عدد طبيعي أن ه من أجل كل أ. برهن بالتراجع  .3 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛+1و  5 > 𝑢𝑛 

lim احسب .متقاربة (𝑢𝑛)استنتج أنّ  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛. 
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 ر( 2008)بكالوريا  .90التمرين 

(𝑢𝑛)  المتتالية المعرّفة بحدهّا الأول𝑢0 = :                  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  2

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 + 1 

 𝑢3 ، 𝑢2 ، 𝑢1احسب  .1

2.  (𝑣𝑛) ية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي متتالال𝑛 :بـ𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + (
2

3
)

𝑛
 

 ثابتةمتتالية  (𝑣𝑛)أنّ  برهن بالتراجع .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبارة استنتج  .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

3.  (𝑤𝑛) متتالية العددية المعرّفة من أجل كل عدد طبيعي ال𝑛 :بـ𝑤𝑛 =
2

3
𝑛 − (

2

3
)

𝑛
 

𝑆حيث :  𝑆احسب المجموع  = 𝑤0 + 𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑛. 

 

 
 

 ر( 2009)بكالوريا  .91التمرين 

;1]على المجال  𝑓 العددية الدالةنعرّف  .1 𝑓(𝑥)بالعبارة :  [5 =
1

2
(𝑥 +

5

𝑥
)            .

متجانس المتعامد والعلم مالمستوي المنسوب إلى الفي البياني تمثيلها  (𝐶)ليكن 

(𝑂; 𝑖; 𝑗)  الوحدة على المحورين(3𝑐𝑚) 

  𝑓 الدالةادرس تغيرّات  .أ

𝑦الذي معادلته  (∆)والمستقيم  (𝐶)المنحنى البياني أنشئ  .ب = 𝑥  معلمنفس الفي 

𝑢0 بحدهّا الأول ℕعلى  (𝑢𝑛)ر المتتالية العددية تبنع .2 =  بالعبارة :           و 5

𝑢𝑛+1 =
1

2
(𝑢𝑛 +

5

𝑢𝑛
)  

 𝑢1 و𝑢2احسب  .أ

على محور  𝑢2 و 𝑢0 ، 𝑢1الحدود ل يثلتم (∆)والمستقيم  (𝐶)المنحنى استعمل  .ب

 الفواصل 

𝑛 : 𝑢𝑛عدد طبيعي أنهّ من أجل كل برهن أ.  .3 ≥ √5 

 ؟ (𝑢𝑛)تقارب  بة إلى. ماذا تستنتج بالنسمتناقصة تماما (𝑢𝑛)المتتالية بينّ أنّ ب. 

𝑢𝑛+1نّ : فإ 𝑛طبيعي العدد برهن أنهّ مهما يكن الأ.  .4 − √5 ≤
1

2
(𝑢𝑛 − √5)  

𝑢𝑛): استنتج أنّ  ب. − √5) ≤ (
1

2
)

𝑛
(𝑢0 − lim ما هي .(5√

𝑛→+∞
𝑢𝑛. 
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 ر( 2009)بكالوريا  .92التمرين 

(𝑢𝑛) بحدهّا الأولمعرّفة المتتالية ال 𝑢0 = :                           𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 0

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 + 2𝑛 + 1 

(𝑣𝑛) من أجل كل عدد طبيعي معرّفة المتتالية ال𝑛  : كما يلي𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝛼𝑛 + 𝛽           ،

 عددان حقيقيان 𝛽و 𝛼حيث 

 حدهّا الأولهندسية يطُلب حساب أساسها و متتالية (𝑣𝑛)تكون  بحيث 𝛽و 𝛼 عينّ .1

 𝑛بدلالة  𝑣𝑛 و𝑢𝑛احسب كلا من  .2

حيث :                                                                  𝑆 و′𝑆احسب المجموعين  .3

𝑆 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛   و𝑆′ = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 5على  3𝑛بواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝑛عينّ حسب قيم العدد الطبيعي . أ .4

 .5للعدد مضاعفا  𝑢𝑛التي يكون من أجلها  𝑛عينّ قيم العدد الطبيعي  ب.
 

 
 

 ر( 2011)بكالوريا  .93التمرين 

 (𝑢𝑛) ية تحقق:متتالية حسابية متزايدة تماما حدودها أعداد طبيع 

{
𝑢4 = 15

𝑚 + 𝑑 = 42
}  حيث   

𝑚 =  𝑃𝑃𝐶𝑀 (𝑢3, 𝑢5)
𝑑 =  𝑃𝐺𝐶𝐷 (𝑢3, 𝑢5)

 

 𝑢0، ثمّ استنتج  𝑢3 و𝑢5عينّ الحدين  .1

 و عينّ رتبته (𝑢𝑛)حد من حدود  2010، ثمّ بينّ أنّ  nبدلالة  (𝑢𝑛)أكتب  .2

 10080يساوي  (𝑢𝑛)حدود متعاقبة من  5كون مجموع عينّ الحد الذي ابتداءً منه ي .3

4. n .عدد طبيعي غير معدوم 

 حيث :  Sالمجموع   nأحسب بدلالة  -أ

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢2𝑛 

 حيث :  2Sو   1Sالمجموعين   nاستنتج بدلالة  -ب

𝑆1 = 𝑢0 + 𝑢2 + 𝑢4 + ⋯ + 𝑢2𝑛 

𝑆2 = 𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢5 + ⋯ + 𝑢2𝑛−1 
 

 
 

 ر( 2012)بكالوريا  .94التمرين 

(𝑢𝑛) العددية المعرفة على متتالية هي الℕ كما يلي :𝑢0 = ،  nو من أجل كل عدد طبيعي  16

𝑢𝑛+1 = 6𝑢𝑛 − 9 

 7على  𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3  ،𝑢4( أ. احسب بواقي قسمة كل من 1

 بحيث: bو قيمة للعدد  aة للعدد خمّن قيم .ب

𝑢2𝑘 ≡ 𝑎[7]   و𝑢2𝑘+1 ≡ 𝑏[7] 
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n  ،𝑢𝑛+2( أ. برهن أنهّ من أجل كل عدد طبيعي 2 ≡ 𝑢𝑛[7] 

k  ،𝑢2𝑘برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .ب ≡ ،  ثمّ استنتج أنّ :   [7]2

𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7] 

n  ،𝑣𝑛( نضع من أجل كل عدد طبيعي 3 = 𝑢𝑛 −
9

5
 

 هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول (𝑣𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .أ

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛و   𝑢𝑛كلا من  nأحسب بدلالة  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 

 

 
 

 ر( 2014)بكالوريا  .95التمرين 

;0] فة علىمعر   𝑓العددية دالة ال : كما يلي ]∞+

𝑓(𝑥) =
2𝑥2

𝑥+4
.(𝐶𝑓)  دالة لل الممثلالمنحنى𝑓  في

متجانس والمتعامد المعلم المستوي المنسوب إلى ال

(𝑂; 𝑖; 𝑗) .كما هو مبي ن  في الشكل أدناه 

 متزايدة تماما 𝑓لدالة بينّ أنّ ا .1

2. (𝑢𝑛) بـمعرّفة العددية ال متتاليةال:   

𝑢0 = :   𝑛عدد طبيعي  من أجل كلو 3

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛). () الذي  تقيمالمس

𝑦معادلته  = 𝑥 

مث ل على حامل محور الفواصل الحدود  () تقيمالمسو (𝐶𝑓)المنحنى باستعمال  .أ

𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3 و 𝑢4 دون حسابها 

 وتقاربها (𝑢𝑛) اتجاه تغير المتتاليةضع تخمينا حول  .ب

𝑛  ،0عدد طبيعي . برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل أ .3 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

 متناقصة (𝑢𝑛) المتتاليةبي ن أن  ب. 

 متقاربة (𝑢𝑛) المتتاليةجـ. استنتج أن  

7𝑢𝑛+1عدد أ. ادرس إشارة ال .4 − 6𝑢𝑛 عدد طبيعي أنهّ من أجل كل استنتج و𝑛       : 

0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
6

7
𝑢𝑛 

𝑛  ،0عدد طبيعي ن بالتراجع أنهّ من أجل كل ب. بره ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 (
6

7
)

𝑛
 

 ∞+إلى  𝑛عندما يؤول  (𝑢𝑛) المتتاليةاحسب نهاية جـ.  
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 ر( 2016)بكالوريا  .96التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية متزايدة تماما، حدودها موجبة تماما، حدهّا الأول𝑢0 ساسها وأ𝑞  :حيث 

{
ln 𝑢1 + ln 𝑢2 = 11

𝑢1 + 𝑢2 = 𝑒4(1 + 𝑒3)
 

 𝑞، ثمّ استنتج قيمة الأساس  𝑢1 و𝑢2احسب  .1

𝑞نضع:  .2 = 𝑒3و 𝑢1 = 𝑒4 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبرّ عن  .أ

𝑆𝑛نضع:  .ب = ln 𝑢0 + ln 𝑢1 + ⋯ + ln 𝑢𝑛 احسب .𝑆𝑛  بدلالة𝑛 

𝑎𝑛نضع:  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 𝑛 + 3 

;𝑃𝐺𝐶𝐷(2𝑆𝑛بينّ أنّ  .أ 𝑎𝑛) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎𝑛; 14) 

;𝑃𝐺𝐶𝐷(2𝑆𝑛عينّ القيم الممكنة لـ: .ب 𝑎𝑛) 

;𝑃𝐺𝐶𝐷(2𝑆𝑛التي من أجلها: 𝑛عينّ قيم الأعداد الطبيعية  .ج 𝑎𝑛) = 7  

 7على  2𝑛اقي القسمة الإقليدية للعدد ، ب 𝑛ادرس تبعا لقيم العدد الطبيعي  .4

𝑏𝑛نضع:  .5 = 3𝑛𝑎𝑛 − 2𝑆𝑛 + 14372016 + 1 

}التي من أجلها يكون :  𝑛عينّ قيم العدد الطبيعي 
𝑏𝑛 ≡ 0[7]
𝑛 ≡ 0[5]

 

14379𝑛+1)، العدد  𝑛بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .6 − 3 × 412𝑛+1 + 52) 

 .7يقبل القسمة على 

 
 ر( 2017)بكالوريا  .97مرين الت

𝑢0بحدهّا الأول  ℕالمعرّفة على  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية العددية  = ، ومن أجل كل عدد طبيعي  1

𝑛  ،𝑢𝑛+1 = 7𝑢𝑛 + 8 

𝑛  :3𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنّ  .1 = 7𝑛+1 − 4 

:                                                                𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2

𝑆𝑛 = 1 + 7 + 72 + ⋯ + 7𝑛   و𝑆𝑛
′ = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 𝑆′𝑛و  𝑆𝑛، ثمّ جد علاقة بين  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .أ

𝑛  :18𝑆𝑛من أجل كل عدد طبيعي استنتج أنّ  .ب
′ = 7𝑛+2 − 24𝑛 − 31 

 5على  7𝑛بواقي قسمة العدد  𝑛عدد الطبيعي الادرس حسب قيم أ.           .3

𝑆𝑛الطبيعية حتى يكون  𝑛ب.  عين قيم       
 .5قابلا للقسمة على  ′

 

 
 ر( 2د 2017)بكالوريا  .98التمرين 

𝑢0حيث  𝑢0المعرّفة بحدهّا الأول  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  = :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  0

𝑢𝑛+1 = 4𝑢𝑛 + 1 

𝑛  ،𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أ. بينّ أنّ:  .1 =
1

3
(4𝑛 − 1) 

 𝑢𝑛، العددان الطبيعيان  𝑛من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ب. تحقق أنّ: 

 أوليين فيما بينهما 𝑢𝑛+1و
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𝑛 ،𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي عرّفة كما يلي: الم (𝑣𝑛)متتالية لتكن ال .2 = 𝑢𝑛 +
1

3
 

 𝑣0وحدهّا الأول  𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)أثبت أنّ المتتالية  .أ

𝑆𝑛حيث:  𝑆𝑛عن المجموع  𝑛عبرّ بدلالة  .ب = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 + ⋯ + 𝑣3𝑛 

، القاسم المشترك الأكبر للعددين غير معدوم  𝑛من أجل كل عدد طبيعي عينّ  .3

4𝑛الطبيعيين  − 4𝑛+1و 1 − 1 

  7على  4𝑛للعدد باقي القسمة الإقليدية ،  𝑛حسب قيم العدد الطبيعي أ. ادرس  .4

 المعرّف بـ: 𝐴𝑛حتى يقبل العدد  𝑛قيم العدد الطبيعي عينّ ب. 

     𝐴𝑛 = 9𝑆𝑛 − 6𝑛 − 36𝑛+4  7القسمة على. 
 

 
 

 ر( 2018)بكالوريا  .99التمرين 

𝑓 المعرّفة على المجال  العددية الدالة]−∞; 1] 

𝑓(𝑥): بـ =
𝑥2+1

𝑥−1
 . (𝑢𝑛)  المتتالية العددية

𝑢0بحدهّا الأول  ℕالمعرّفة على  = ومن  3−

𝑛   ،𝑢𝑛+1أجل كل عدد طبيعي  = 𝑓(𝑢𝑛) 

المستوي في  𝑓للدالة تمثيل البياني ال (𝐶𝑓)ليكن 

متجانس المتعامد المعلم المنسوب إلى ال

(𝑂; 𝑖; 𝑗)المعادلة والمستقيم ذهو  (∆)، و  

𝑦 = 𝑥 )انظر الشكل المقابل( 

 

على محور  𝑢3و 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2الحدود ثمّ مثلّ على ورقة الإجابة أعد رسم الشكل  .1

متتالية الر اتجاه تغي  تخمينا حول أعط ، مبرزا خطوط التمثيلدون حسابها الفواصل 

(𝑢𝑛) وتقاربها 

𝑛  ،−3من أجل كل عدد طبيعي  هبرهن بالتراجع أنّ  .2 ≤ 𝑢𝑛 < −1   

𝑛  :𝑢𝑛+1أنهّ من أجل كل عدد طبيعي بينّ أ.  .3 + 1 ≥
3

4
(𝑢𝑛 + 1)   

𝑛  :𝑢𝑛أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ب. استنتج  + 1 ≥ −2 (
3

4
)

𝑛
ثمّ احسب   

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

𝑆𝑛نضع  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛.  ّمن أجل كل عدد طبيعي بينّ أنه𝑛     : 

8 [(
3

4
)

𝑛+1
− 1] ≤ (𝑢0 + 1) + (𝑢1 + 1) + ⋯ + (𝑢𝑛 + 1) < 0 

limاستنتج و
𝑛→+∞

𝑆𝑛. 
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 ر( 2018)بكالوريا  .100التمرين 

𝑓 0[المعرّفة على المجال  العددية الدالة; 𝑓(𝑥): بـ ]∞+ =
1

𝑥
+ (1 + 𝑥)𝑒−

1

𝑥 . 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ∗  بحدهّا العام𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛+1
𝑓 (

1

𝑛
) −

𝑛2

𝑛+1
  

ب تعيين أساسها هندسية يطُل (𝑢𝑛)ثمّ بينّ أنّ المتتالية  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .أ

 𝑢1وحدهّا الأول 

 حيث : 𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .ب

 𝑆𝑛 = (
1

2
𝑓(1) −

1

2
) + (

2

3
𝑓 (

1

2
) −

1

3
) + (

3

4
𝑓 (

1

3
) −

1

4
) + ⋯ + (

𝑛

𝑛+1
𝑓 (

1

𝑛
) −

1

𝑛+1
) 

 

 
 

 

60



 
 

 

 

 

 

 

 







 
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 .1التمرين 

I-  لتكنf ] و  -3  6 ;دالة معرفة على المجال [)fC(  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس

(𝑂; 𝑖; 𝑗)  :𝑓(𝑥) =
9

6−𝑥
 

 ] 6 ; 3- على المجال [ fثم شكل جدول تغيرات الدالة  f’(x)احسب  .1

، ثم أنشئ المماس  3عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  )(أكتب معادلة المماس  .2

)(  و المنحنى)fC( بدقة 

 f(x) < 3فإن  x < 3بينّ أنه إذا كان  .3

II-  لتكنNn)n(U  : متتالية عددية معرفة كما يلي)n(Uf=   n+1U   ;  3 -=  0U     

 0U  ،1U  ،2U  ،3U  ،4Uأنشئ على محور الفواصل الحدود  .1

 n  :< 3 nUبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  .2

 تستنتج ؟  ذاما. n(U (حدد اتجاه تغير المتتالية  .3

III-  لتكنNn)n(V  : متتالية عددية معرفة كما يلي𝑉𝑛 =
1

𝑈𝑛−3
    

 حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول n(V(بينّ أن المتتالية  •

𝑈𝑛بينّ أن :  • =
6𝑛−3

2𝑛+1
  

 :  nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  •

𝑈1 × 𝑈2 × 𝑈3 × … × 𝑈𝑛 =
3𝑛

(2𝑛 + 1)
 

 
 .2التمرين 

)نعتبر المتتالية  )nu  المعرفة علىℕ  :بـ𝑢0 = 𝑢𝑛+1و  6 =
1

4
𝑢𝑛 + 3 

 .0u،1u،2u،4uمثل على حامل محور الفواصل كل من  .1

)ضع تخمينا حول تغيرات وتقارب  .2 )nu. 

 .n :4nuبرهن بالتراجع انه من اجل كل عدد طبيعي  .3

)استنتج أن المتتالية  .4 )nu .متقاربة ثم عينّ نهايتها 

)نعتبر المتتالية  )nw  المعرفة علىℕ  : بـ( )4ln −= nn uw. 

)برهن أن المتتالية  .أ )nw.حسابية يطلب تعينّ أساسها وحدها الأول 

𝑤𝑛تحقق أن:  .ب = (1 − 2𝑛) ln 2. 

 .𝑛 بدلالة 𝑢𝑛اكتب  .ج

حيث يكون:  𝑛قيمة للعدد الطبيعي  احسب اصغر .د
410.24 −+nu 
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 .3التمرين 

 كما يلي : ℕمتتالية عددية معرفة على  )nu(لتكن  .1

6 𝑢𝑛+1 − 4 𝑢𝑛 = 𝑛 + 3  ;  𝑢0 = 1 

n :𝑢𝑛أثبت بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≤
1

2
𝑛 + 1 . 

 .)nu(استنتج اتجاه تغير المتتالية  .ب

n :𝑣𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 2𝑢𝑛 − 𝑛  

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. )nv(أثبت أن  .أ

 متقاربتان ؟ )nv(و  )nu(هل المتتاليتين  .nبدلالة  nuثم  nv أكتب .ب

 المجموعينّ : nاحسب بدلالة  .ج

nv… + +  1v+  0v=  nS    وnu… + +  1u+  0u=  nS' 

 .nv×…  ×1v×0v=  nPالجداء :  nاحسب بدلالة  .د

 
 .4التمرين 

(𝑢𝑛) : متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث 

𝑙𝑛 𝑢3 + 𝑙𝑛𝑢4 = 5  ;  𝑙𝑛𝑢3 − 𝑙𝑛 𝑢4 = −1 

 .1uو حدها الأول  )nu(عينّ أساس المتتالية  .1

 .nu×…  ×2u×1= u nP، ثم احسب الجداء :  nبدلالة  nuأكتب  .2

)nv(  متتالية عددية معرفة على*N  : بـ𝑣𝑛 = 𝑙𝑛 𝑢𝑛+1 − 2𝑙𝑛 𝑢𝑛 

 متتالية حسابية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. )nv(أثبت أن  .3

 .nv… + +  2v+  1v=  nSالمجموع :nاحسب بدلالة  .4

 
 .5التمرين 

(𝑢𝑛)  0متتالية عددية معرفة بحدها الأولu : و بعلاقة التراجع الآتية 

n  :𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي  =
2𝑢𝑛+1

𝑢𝑛+ 2
 

 ثابتة. )nu(التي من أجلها تكون المتتالية  0uعينّ قيم  .1

 .u 00 =نفرض أن  .2

n :0أثبت أن من أجل كل عدد طبيعي  • ≤ 𝑢𝑛 < 1 

 .)nu(ادرس اتجاه تغير المتتالية  •

3. )nv(  متتالية عددية معرفة علىN  : بـ𝑣𝑛 =
𝑢𝑛− 1

𝑢𝑛+ 1
 

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. )nv(أثبت أن  •

 .)nv(، ثم احسب نهاية المتتالية  nبدلالة  nvعبر عن •

 .)nu(، ثم استنتج نهاية المتتالية  nvبدلالة  nuأكتب  •
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 .6التمرين 

)nu(    و)nv(  متتاليتان عدديتان معرفتان علىℕ : كما يلي 

𝑣𝑛 = 2 − 𝑙𝑛 𝑢𝑛    ;    𝑢𝑛+1 = 𝑒√𝑢𝑛  ;  𝑢0 = 𝑒 

 .1vو  1u  ،0vاحسب  .1

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها. )nv(أثبت أن  .2

 .)nv(و  )nu(، ثم ادرس تقارب المتتاليتين  nبدلالة  nuثم  nvأكتب  .3

 .nv… + +  1v+  0v=  nS-1المجموع :  nاحسب بدلالة  .4

 . nu× …  ×1 u× 0 u=  nP-1الجداء :  nاحسب بدلالة  .5

 
 .7التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة بحدها الأول𝑢0 = 𝑢𝑛+1والعلاقة التراجعية :  6 =
1

3
𝑢𝑛 + 2 

 𝑛من أجل كل عدد طبيعي 

. ماذا تخمن بالنسبة لاتجاه تغيرّ المتتالية 𝑢3و 𝑢1  ،𝑢2احسب القيم المضبوطة للحدود  .1

(𝑢𝑛) ؟ 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي بينّ أنّ  .2 ≥ 3 

 متناقصة ، ثمّ استنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)برهن أنّ المتتالية  .3

𝑣𝑛كما يلي :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .4 = 𝑢𝑛 + 𝛼 

 عدد حقيقي αحيث 

هندسية يطُلب تعيين حدها  (𝑣𝑛)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي عينّ ال .أ

 الأول وأساسها

lim. احسب 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

𝑆𝑛نضع :  .ج = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 احسب .𝑆𝑛  بدلالة𝑛   . 

 
 .8التمرين 

1. (𝑢𝑛)  متتالية حسابية متناقصة معرّفة علىℕ  بحدها الأول𝑢0  وأساسها𝑟 

}علما أنّ :  𝑟و  𝑢0عينّ  .أ
𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24

𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 = 210

 

𝑆′𝑛، ثمّ احسب المجموع :  𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

𝑣𝑛كما يلي : المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .2 = 𝑒14−3𝑛  

       وحدها الأول ،  𝑞هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية بينّ أنّ  .أ

limثمّ احسب 
𝑛→+∞

𝑣𝑛 ماذا تستنتج ؟ . 

𝑆𝑛احسب المجموع:  .ب = 𝑣0 + ⋯ + 𝑣𝑛 ثمّ احسب الجداء ،                : 

𝑃𝑛 = 𝑣0 × … × 𝑣𝑛 
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lim، ثمّ  𝑢2011احسب  .ج
𝑛→+∞

𝑆𝑛   وlim
𝑛→+∞

𝑃𝑛  

 

 
 .9التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  بحدها الأول𝑢0 = 𝛼 : والعلاقة التراجعية                

𝑢𝑛+1 =
5

6
𝑢𝑛 +  عدد حقيقي α، حيث  335

 ثابتة (𝑢𝑛)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي عينّ ال .1

𝛼نضع في كل ما يلي :  .2 = 2009 

𝑛  :𝑢𝑛برهن بالتراجع أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≤ 2010 

 . ماذا تستنتج ؟ℕمتزايدة على  (𝑢𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .ب

𝑣𝑛بـ :  ℕعلى المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 𝑢𝑛 − 2010  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝑣𝑛)المتتالية أثبت أنّ  .أ

 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

𝑆𝑛 المجموعينّ: 𝑛احسب بدلالة  .د = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛 

   𝑆′𝑛 = 𝑣0 + 6𝑣1 + 62𝑣2 + ⋯ + 6𝑛𝑣𝑛 

 

 
 .10التمرين 

(𝑢𝑛)  : متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث{
𝑢1 + 𝑢3 = 30𝑒

ln(𝑢2) − ln(𝑢4) + 2 ln 3 = 0
  

  (𝑢𝑛)أساس المتتالية  𝑞و 𝑢1عينّ  .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبرّ عن  .2

𝑆𝑛: المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛  

𝑣𝑛كما يلي :  ℕعلى المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .4 = ln(𝑢𝑛+2) + ln(𝑢𝑛+1)  

حسابية يطُلب تعيين حدها الأول  (𝑣𝑛)، ثمّ بينّ أنّ المتتالية  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .أ

 𝑟وأساسها 

𝑣0حيث :  𝑛عينّ العدد الطبيعي  .ب + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛 = 12 + 48 ln 3. 

 

 
 .11التمرين 

-I متتالية لتكن ال(𝑢𝑛)  المعرّفة بحدها الأول𝑢0 =
3

2
𝑢𝑛+1والعلاقة التراجعية :   =

3𝑢𝑛+6

𝑢𝑛+4
 

 𝑛من أجل كل عدد طبيعي 
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𝑛 : 1من أجل كل عدد طبيعي بينّ أنّ  .1 < 𝑢𝑛 < 2 

 واستنتج أنهّا متقاربة (𝑢𝑛)ادرس اتجاه تغيرّ المتتالية  .2

  (𝑢𝑛)تخمينا لنهاية المتتالية أعط  .3

-II لتكن الدالة 𝑓  المعرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {4−} =
3𝑥+6

𝑥+4
 

𝑓(𝑥)حل المعادلة  .1 = 𝑥  وليكن حلاها𝛼  و𝛽  حيث𝛼 < 𝛽 

𝑣𝑛كما يلي :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .2 =
𝑢𝑛−𝛼

𝑢𝑛−𝛽
  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝑣𝑛)المتتالية  اثبت أنّ  .أ

 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛 .وتحقق من صحة تخمينك 

 

 
 .12التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  يلي : كما{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 + 2
  

  𝑢1  ،𝑢2احسب  .1

𝑛  :𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .2 =
2

𝑢𝑛+1
  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝑣𝑛)المتتالية بينّ أنّ  .أ

lim. احسب 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

𝑆𝑛نضع :  .3 = 𝑣0
2 + 𝑣1

2 + ⋯ + 𝑣𝑛−1
2 . 

𝑆𝑛بينّ أنّ  .أ =
9

8
[1 − (

1

9
)

𝑛
]   

𝑆𝑛بحيث :  𝑛أصغر عدد طبيعي عينّ  .ب >
10

9
 

𝜋𝑛الجداء :  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛 
 

 
 .13التمرين 

𝑢0بـ :  (𝑣𝑛)و  (𝑢𝑛)المتتاليتين نعرّف  = 1  ،𝑣0 = :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  2

𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛+2𝑣𝑛  

3
  ،𝑣𝑛+1 =

𝑢𝑛+4𝑣𝑛  

5
 

𝑤𝑛نضع :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .1 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 . ّالمتتالية برهن أن(𝑤𝑛) هندسية .

 𝑛بدلالة  𝑤𝑛عينّ نهايتها ، ثمّ عبرّ عن 

𝑢𝑛+1عبرّ عن  .2 − 𝑢𝑛  و𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛  بدلالة𝑤𝑛  ّالمتتاليتين ، ثمّ استنتج اتجاه تغير

(𝑢𝑛)  و(𝑣𝑛) 

 𝑙لهما نفس النهاية يرُمز لها  (𝑣𝑛)و  (𝑢𝑛)المتتاليتين بينّ أنّ  .3
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𝑡𝑛، نضع :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .4 = 3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 . 

 . 𝑙ثابتة ، ثمّ استنتج قيمة  (𝑡𝑛)المتتالية برهن أنّ 
 

 
 .14التمرين 

[المعرفة على  𝑔لتكن الدالة العددية 
1

2
, 𝑔(𝑥)كما يلي :  ]∞+ =

𝑥2

2𝑥 − 1
 

 𝑔ادرس اتجاه تغير الدالة  .1

𝑥بينّ أنهّ إذا كان  .2 ≥ 𝑔(𝑥)فإن  1 ≥ 1 

𝑢𝑛+1كما يلي :  )nu(نعرّف المتتالية  .3 = 𝑔(𝑢𝑛)    و𝑢0 = 2 

n  :𝑢𝑛بينّ بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≥ 1 

  )nu(حدد اتجاه تغير المتتالية  .ب

 )nu(استنتج تقارب المتتالية  .ج

 كما يلي : )nw(و  )nv(نعرّف في مجموعة الأعداد الطبيعية المتتاليتين  .4

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛−1

𝑢𝑛
𝑤𝑛و     = ln (𝑣𝑛) 

 يطلب تعيين حدها الأول 2متتالية هندسية أساسها  )nw(بينّ أنّ  .أ

 nu، ثمّ احسب نهاية  nبدلالة  nuو  nwأكتب عبارة  .ب
 

 
 .15التمرين 

I- f ] و  -4 , 2 دالة معرفة على المجال ])fC(  تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس

(𝑂; 𝑖; 𝑗)  :حيث𝑓(𝑥) =
4

4−𝑥
 

limاحسب  .1
𝑥

<
→4

𝑓(𝑥) 

 ، ثم شكل جدول تغيرات fادرس تغيرات الدالة  .2

𝑥0عند النقطة ذات الفاصلة  (Δ)أكتب معادلة المماس  .3 = 2 

0 بينّ أنه إذا كان :  .4 ≤ 𝑥 ≤ 0فإن  2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 

 )fC(المنحنى و  )Δ(أنشئ المماس  .5

-II  نعتبر المتتالية(𝑣𝑛)  : المعرفة بـ𝑣𝑛+1 = 𝑓(𝑣𝑛)    و𝑣0 = −1 

 (𝑣𝑛)عرف المتتالية  •

,𝑣4أنشئ الحدود )Δ(والمماس  )fC(باستعمال المنحنى  • 𝑣3, 𝑣2, 𝑣1, 𝑣0؟. ماذا تستنتج 

0  برهن بالتراجع أن :  • ≤ 𝑣𝑛 ≤ 2   

 متزايدة تماما. ماذا تستنتج ؟ (𝑣𝑛)برهن أن المتتالية  •

𝑣𝑛برهن بالتراجع أن :  • =
6𝑛−2

3𝑛+2
lim، ثم احسب  

𝑛→+∞
𝑣𝑛. 
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 .16التمرين 

𝑧3 ، 𝑧2 ، 𝑧1 أعداد مركبة حيث : 𝑧3 = [𝑟3, 𝜃3] ، 𝑧2 = [𝑟2, 𝜃2] ، 𝑧1 = [𝑟1, 𝜃1]  

 : اوجد هذه الأعداد المركبة علما أن .1

• 𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖) 

• 𝜃3; 𝜃2; 𝜃1 حدود متعاقبة من متتالية حسابية أساسها  ةبهذا الترتيب ثلاث
𝜋

2
حيث :  

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
 

•  𝑟3 ; 𝑟2 ; 𝑟12حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  ةبهذا الترتيب ثلاث  

;𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  𝑢⃗⃗; 𝑣⃗)  النقطA،BوC 

 على الترتيب 1z،2z ،3zهي صور الأعداد 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗‖واستنتج  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶أنشئ النقط  .2      ⃗⃗ ‖ ، ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ، ‖𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ‖  

𝑂𝐴2:  التي تحقق 𝑀. عينّ مجموعة النقط 3      + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 

𝑧بوضع :  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ليكن العدد المركب .𝐿  : حيث𝐿 =
𝑧+𝑧2

𝑧
𝑧حيث :   ≠ 0 

 على الشكل الجبري . 𝐿. اكتب العدد المركب 4     

 حقيقيا. 𝐿. عينّ مجموعة النقط حتى يكون العدد 5     

 
 .17التمرين 

)nu(  : متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث 

𝑙𝑛 𝑢3 + 2𝑙𝑛√𝑢6 = 11  ;  𝑙𝑛𝑢3 − 𝑙𝑛 𝑢2 = 1 

 .0uو حدها الأول  )nu(عينّ أساس المتتالية  .1

 .nu… + +  2u+  1u، ثم احسب المجموع :  nبدلالة  nuأكتب  .2

)nv(  متتالية عددية معرفة علىN  : بـ𝑣𝑛 = 3𝑙𝑛 𝑢𝑛+1 − 𝑙𝑛 𝑢𝑛 

 متتالية حسابية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول. )nv(أثبت أن  .3

 .nv… + +  1v+  0v=  nS-1المجموع :  nاحسب بدلالة  .4

 
 .18التمرين 

𝑢0  و𝑞  .عددان طبيعيان غير معدومين(𝑢𝑛)  متتالية هندسية حدها الأول𝑢0  و أساسها𝑞 

3𝑢0و  𝑞أولي مع  𝑢0علما أنّ  𝑞و  𝑢0عينّ  .1
2 = 𝑢3 − 𝑢1  

𝑢0نفرض أنّ  .2 = 𝑞و  8 = 3 

 𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3احسب الحدود  .أ

 nبدلالة  𝑢𝑛عينّ عبارة الحد العام  .ب

 متقاربة أم متباعدة ؟ (𝑢𝑛)هل  .ج

𝑆𝑛نضع :  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 
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𝑆𝑛تحقق أنّ :  .أ = 4(3𝑛+1 − 1) 

𝑃𝑛ليكن  .ب = 𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛 احسب .𝑃𝑛  بدلالةn 

 13على  3𝑛بواقي قسمة  nادرس حسب قيم العدد الطبيعي  .ج

 .13مضاعفا للعدد  𝑆𝑛التي من أجلها يكون  nقيم العدد الطبيعي عينّ  .د

 
 .19التمرين 

,𝑜)المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗⃗, 𝑣⃗) 5. نأخذ كوحدة للأطوال𝑐𝑚  

 ′𝑧ذات اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧ذات اللاحقة  𝑀التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة  𝑓ليكن 

′𝑧حيث :            =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧 + 1 

 θوزاويته  𝑘، نسبته  ωذو اللاحقة  Ωتشابه مباشر يطُلب تعيين مركزه  𝑓برّر أنّ  .1

𝐴𝑛+1نضع :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  𝑂النقطة  𝐴0نسمي  .2 = 𝑓(𝐴𝑛) 

 𝐴0 ،𝐴1  ،𝐴2  ،𝐴3، ثمّ علمّ النقط  𝐴1  ،𝐴2  ،𝐴3عينّ لاحقات النقط  .أ

𝑢𝑛نضع :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .ب = Ω𝐴𝑛متتالية . بينّ أنّ ال(𝑢𝑛) 

𝑢𝑛هي :   𝑢𝑛هندسية ، ثمّ بينّ أنّ عبارة الحد العام  = √2 (
1

√2
)

𝑛
 

ونصف  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝐴𝑛تنتمي كل النقط  𝑛0ابتداءً من أي رتبة  .ج

 ؟ 0,1قطره 

طبيعة  𝑛من أجل كل عدد طبيعي ؟ استنتج  Ω𝐴0𝐴1أ.    ما هي طبيعة المثلث        .3

 Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1المثلث 

إلى طول الخط المنكسر  𝑙𝑛، نرمز بالرمز  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .ب

𝐴0𝐴1𝐴2 … 𝐴𝑛 ،  : أي𝑙𝑛 = 𝐴0𝐴1 + 𝐴1𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑛−1𝐴𝑛 .     

lim، ثمّ احسب  𝑛بدلالة 𝑙𝑛 اكتب 
𝑛→+∞

𝑙𝑛 . 

 
 .20التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية حسابية حدودها موجبة ، حدها الأول𝑢0  وأساسها𝑟 

}بحيث :  𝑟و 𝑢0عينّ  .1
𝑢0 + 𝑟 = 4

𝑢0
2 = 𝑢10 − 𝑢1

 

𝑢0نفرض :  .2 = 𝑟و   3 = 𝑆𝑛. احسب المجموع : 1 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

                                كما يلي : ℕعلى المعرّفتان  (𝑡𝑛)و  (𝑣𝑛)نعتبر المتتاليتان  .3

𝑣𝑛 = 𝑒𝑢𝑛   و𝑡𝑛 = −
1

𝑢𝑛
 

          :حيث  𝑛بدلالة  𝑃𝑛متتالية هندسية ثمّ احسب عبارة  (𝑣𝑛)بينّ أنّ  .أ

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛  

 .(𝑡𝑛)و  (𝑣𝑛)حددّ اتجاه تغيرّ كل من المتتاليتين  .ب
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 .21التمرين 

𝑢0بحدها الأول  ℕالمعرّفة على  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  =
1

8
             والعلاقة التراجعية : 

𝑢𝑛+1 = (2 − 𝑢𝑛)𝑢𝑛  

;𝑂)معلم متعامد ومتجانس أ. أنشئ في  .1 𝑖; 𝑗)  المنحنى)fC(  الممثل للدالة𝑓  المعرّفة

;0]على المجال  𝑓(𝑥)بالعلاقة :  [2 = (2 − 𝑥)𝑥  والمستقيم(𝑑)  الذي معادلته

𝑦 = 𝑥 الوحدة( .8𝑐𝑚) 

. ماذا تخمن بالنسبة لاتجاه تغيرّ 𝑢2و 𝑢0  ،𝑢1ب. مثلّ على محور الفواصل الحدود 

 وتقاربها ؟ (𝑢𝑛)المتتالية 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أ.   برهن بالتراجع أنّ  .2 < 𝑢𝑛 < 1 

 ℕمتزايدة تماما على  (𝑢𝑛)ب. بينّ أنّ المتتالية 

limمتقاربة ، ثمّ احسب  (𝑢𝑛)ج. استنتج أنّ المتتالية 
𝑛→+∞

𝑢𝑛  

                 كما يلي : 𝑛من أجل كل عدد طبيعي المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .3

𝑣𝑛 = ln (1 − 𝑢𝑛)  

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدها الأول (𝑣𝑛)المتتالية برهن أنّ  .أ

 . 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج كتابة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .ب

𝑆𝑛: المجموع  𝑛احسب بدلالة  .ج = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛  

𝑃𝑛: الجداء  𝑛استنتج بدلالة  .د = (1 − 𝑢0)(1 − 𝑢1) × … × (1 − 𝑢𝑛). 
 

 
 .22التمرين 

𝑢0المعرّفة بحدها الأول  (𝑢𝑛)المتتالية لتكن  =
11

4
    :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 4 

  𝑢2و   𝑢1احسب الحدين  .1

 متزايدة تماما (𝑢𝑛)برهن أنّ المتتالية  .2

𝑣𝑛: بـ  ℕعلى المعرّفة  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 4𝑢𝑛 + 𝛼  حيثα عدد حقيقي 

 هندسية  (𝑣𝑛)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي عينّ ال .أ

 𝑢𝑛، ثمّ عبرّ عن  𝑛بدلالة  𝑣𝑛المحصّل عليها سابقا ، اكتب  αباستعمال قيمة  .ب

 . 𝑛بدلالة 

 محدودة ؟ (𝑢𝑛)المتتالية هل  .ج

𝑛  :𝑤𝑛من أجل كل عدد طبيعي نضع  .د = 𝑢0 +
𝑢1

4
+

𝑢2

42 + ⋯ +
𝑢𝑛

4𝑛 .

 متقاربة.   (𝑤𝑛)برهن أنّ المتتالية 

 
 .23التمرين 

′2𝑦أ. حل المعادلة التفاضلية :  .1 − 𝑦 = 0 

𝑓(2)يحقق : الذي  𝑓ب. عينّ الحل  = 1 
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2. (𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة من أجل كل عدد طبيعي𝑛  : بما يلي𝑢𝑛 = 𝑒
𝑛−2

2  

 𝑞وأساسها  𝑢0هندسية يطُلب تعيين حدها الأول  (𝑢𝑛)برهن أنّ المتتالية  .أ

𝑆1المجموع :  𝑛احسب بدلالة  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛−1   

3. (𝑣𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي متتالية عددية معرّفة𝑛  يلي : كما𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛)  

 𝑟وأساسها  𝑣0حسابية يطُلب تعيين حدها الأول  (𝑣𝑛)المتتالية برهن أنّ  .أ

𝑆2المجموع :  𝑛احسب بدلالة  .ب = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛   

𝑆2حتى يكون  𝑛عينّ قيمة العدد الطبيعي  .ج =
3

2
 

𝑃الجداء :  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛  . 

 
 .24التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة بحدها الأول𝑢0 = 𝑒2  ومن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم𝑛  :

𝑢𝑛 = √
𝑢𝑛−1

𝑒
 

(𝑣𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  : كما يلي𝑣𝑛 =
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بينّ أنّ المتتالية  .1
1

2
 ، ثمّ احسب حدها الأول 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛، ثمّ استنتج عبارة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب  .2

𝑆𝑛: المجموع  𝑛احسب بدلالة  .3 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛  ثمّ احسب ،lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛   

𝑃𝑛: الجداء  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛  ثمّ احسب ،lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛   

 
 .25التمرين 

)nu(  العددية المعرفة على متتالية هي الℕ  : كما يلي𝑢0 = ،            nو من أجل كل عدد طبيعي  16

𝑢𝑛+1 = 6𝑢𝑛 − 9 

 7على  𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3  ،𝑢4(  أ.   احسب بواقي قسمة كل من 1

𝑢2𝑘بحيث:  bو قيمة للعدد  aخمّن قيمة للعدد  .ب ≡ 𝑎[7]   و𝑢2𝑘+1 ≡ 𝑏[7] 

n  ،𝑢𝑛+2(  أ.   برهن أنهّ من أجل كل عدد طبيعي 2 ≡ 𝑢𝑛[7] 

k  ،𝑢2𝑘برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .ب ≡ ،  ثمّ استنتج أنّ :   [7]2

𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7] 

n  ،𝑣𝑛( نضع من أجل كل عدد طبيعي 3 = 𝑢𝑛 −
9

5
 

 هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول )nv(بينّ أنّ المتتالية  .أ

𝑆𝑛حيث :  nSو   nuكلا من  nاحسب بدلالة  .ب = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 

 

 

72



 .26التمرين 

(𝑢𝑛)  متتالية هندسية معرّفة علىℕ  حدودها و أساسها𝑞 : أعداد طبيعية غير معدومة حيث 

𝑞 < 𝑢0   و𝑢5 − 31𝑢1 − 6𝑢0
3 = 0 … (1) 

𝑞(𝑞4( تكافئ : 1تحقق أنّ المعادلة ) (1 − 31) = 6𝑢0
2 

 علما أنهّما أوليان فيما بينّهما 𝑞و  𝑢0عينّ العددين الحقيقيين  (2

 ؟3في نظام التعداد ذي الأساس  𝑢30كيف يكُتب الحد  (3

𝑆𝑛نضع: (4 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 𝑆𝑛المجموع  nاحسب بدلالة العدد الطبيعي  -أ

 7على  3𝑛بواقي قسمة  nادرس حسب قيم العدد الطبيعي  -ب

 .7قابلا للقسمة على  𝑆𝑛حتى يكون  nعينّ قيم العدد الطبيعي  -ج

 
 .27التمرين 

𝑢0للأعداد الطبيعية المعرفة بـ :  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  = : nومن أجل كل عدد طبيعي  14

𝑢𝑛+1 = 5𝑢𝑛 − 6 

 𝑢𝑛. ما هو تخمينك حول الرقمين الأخيرين للعدد 𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3  ،𝑢4احسب  .1

n  :𝑢𝑛+2برهن أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2 ≡ 𝑢𝑛[4] :ّثمّ استنتج أن ، 

𝑢2𝑘 ≡ 𝑢2𝑘+1و  [4]2 ≡ 0[4] 

n  :2𝑢𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 5𝑛+2 + 3 

n  :2𝑢𝑛استنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 28[100] 

 .nتبعا لشفعية  𝑢𝑛عينّ الرقمين الأخيرين للكتابة العشرية للعدد  .4

 
 .28التمرين 

𝐵0و 𝐴0  نقطتان من المستوي بحيث𝐴0𝐵0 = 8 𝑐𝑚 

، نسبته  𝐴0التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆ليكن 
1

2
وزاويته  

3𝜋

4
 

𝐵𝑛+1بـ :  (𝐵𝑛)نعرّف متتالية النقط  = 𝑆(𝐵𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي𝑛 

 𝐵3، 𝐵2، 𝐵1 و𝐵4أنشئ النقط  .1

 متشابهان 𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1 و𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2المثلثان  𝑛أثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2

𝑢𝑛بـ :  (𝑢𝑛)نعرّف المتتالية  .3 = 𝐵𝑛𝐵𝑛+1  من أجل كل عدد طبيعي𝑛 

 𝑞متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝑢𝑛)أثبت أنّ  .أ

 𝑛 و𝑢0بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة  .ب

∑نضع :  .ج =𝑛 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 .lim
𝑛→+∞

∑  𝑛 احسب

ℤحل في  .4 × ℤ  : 3المعادلة𝑥 − 4𝑦 = 2 
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           𝑛. عينّ قيمّ العدد الطبيعي 𝐴0في  (𝐴0𝐵0)المستقيم الذي يعامد المستقيم  (∆)ليكن  .5

 . (∆)إلى المستقيم  𝐵𝑛التي من أجلها تنتمي النقطة 

 
 .29التمرين 

3عينّ الجذرين التربيعيين للعدد المركّب  .1 − 4𝑖 

2. 𝑐و 𝑏 ، 𝑎 ثلاثة أعداد مركّبة تشكل بهذا الترتيب حدودا متتابعة لمتتالية حسابية 

}حيث :  𝑏 ، 𝑎 و𝑐عينّ الأعداد المركّبة  .أ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 + 6𝑖
𝑎. 𝑏. 𝑐 = −30 + 18𝑖

 

𝑟نفرض  .ب = 2 − 𝑖و 𝑢0 = 3𝑖 38. عينّ رتبة الحدّ الذي قيمته − 16𝑖 

,𝑂)المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس في  .3 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗)  ، نعتبر النقط

𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي  : 𝑧𝐶 = 4 + 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 2 + 2𝑖 ، 𝑧𝐴 = 3𝑖   

 في استقامية 𝐵 ، 𝐴 و𝐶النقط بينّ أنّ  .أ

 𝑂بالنسبة إلى  𝐵نظيرة  𝐷 ةالنقطعينّ لاحقة  .ب

 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  𝐷صورة  𝐹ة النقطعينّ لاحقة  .ج

𝑖𝑧|من المستوي حيث 𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (∆)عينّ  .د + 3| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| 

ونسبته  𝐴الذي مركزه  ℎبالتحاكي  (∆)صورة  (′∆)عينّ معادلة  .ه
1

2
 

−وزاويته  𝐷الذي مركزه  𝑟اكتب العبارة المركّبة للدوران  .و
𝜋

3
. 

 
 .30التمرين 

,𝑂) المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗)   

I-  نريد إيجاد الأعداد المركّبة𝑢  : التي تحقق𝑢2 = 21 − 20𝑖  

التالية :                                 𝑧حل للمعادلة ذات المجهول المركّب  𝑢اثبت أنّ  .1

𝑧4 − 42𝑧2 + 841 = 0 … (𝐸) 

𝑧2)تكافئ  (𝐸)بينّ أنّ  .2 + 29)2 − 100𝑧2 =  (𝐸)المعادلة  ℂ، ثمّ حل في  0

  𝑢استنتج قيم  .3

-II  نقط النعتبر𝐷و 𝐶, 𝐵, 𝐴 : لواحقها على الترتيب 𝑧𝐴 = 2 − 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 5 − 2𝑖   ، 

𝑧𝐶 = −3 + 𝑖  و𝑧𝐷 = −5 + 2𝑖 . نعتبر التحويل𝑓  الذي يحوّل𝐴  إلى𝐵  ويحوّل𝐶    

 𝑓التحويل ب 𝑀صورة  ′𝑧لاحقتها ′𝑀 و 𝑧نقطة لاحقتها  𝑀، ولتكن  𝐷إلى 

  𝑧بدلالة  ′𝑧اكتب  .1

 واذكر عناصره  𝑓عينّ طبيعة التحويل  .2

-III  نعتبر المتتالية(𝑢𝑛)  المعرّفة بـ𝑢0 = 𝑛 ،𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  0 = 2𝑢𝑛 + 1 

 أوليان فيما بينهما 𝑢𝑛+1 و𝑢𝑛، العددان  𝑛بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .1

 (𝑢𝑛)، حدود المتتالية  𝑓التحويل فسّر هندسيا باستعمال  .2

𝑛  ،𝑢𝑛بينّ أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 2𝑛 − 1 
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𝑛حيث  𝑛 و𝑝أ. بينّ أنهّ من أجل كل عددين طبيعيين غير معدومين  .4 ≥ 𝑝  : لدينا ،

𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + 2𝑝𝑢𝑛−𝑝 

𝑛ب. بينّ أنهّ من أجل كل  ≥ 𝑝  ،𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) 

 
 .31التمرين 

𝑢0بـ:  ℕالمعرفة على  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  = 𝑢𝑛+1و  1 =
1

3
𝑢𝑛 +

10

3
 

,𝑢2حسب ا .1 𝑢1  ، جل كل عدد طبيعيأه من نّ أثمّ أثبت 𝑛 :𝑢𝑛 < 5 

 متقاربة  هااستنتج أنّ و (𝑢𝑛)المتتالية دراسة اتجاه تغير  .2

𝑣𝑛بـ: ℕالمعرفة على  (𝑣𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 𝑢𝑛 − 5 

 ين أساسها وحدها الأوليتعيطُلب هندسية  (𝑣𝑛)أن المتتالية  اثبت .أ

  𝑛 بدلالة 𝑢𝑛و 𝑣𝑛عبارة  كتبا .ب

  𝑢𝑛 نهاية استنتج .ج

𝑆𝑛 المجموع 𝑛 بدلالةحسب ا .د = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛. 

 
 .32التمرين 

𝑢0كما يلي:  (𝑢𝑛)المتتالية  ℕف على نعرّ  = 𝑛من أجل كل و 5 ∈ ℕ: 𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 + 2  

𝑣𝑛كما يلي:  (𝑣𝑛)المتتالية  ℕف على ونعرّ  = 𝑢𝑛 − 4 

 ن أساسها وحدها الأولعيّ  ،هندسية (𝑣𝑛)المتتالية  أنّ  اثبت .1

 ة؟تقاربم (𝑣𝑛)المتتالية . هل 𝑛 بدلالة 𝑢𝑛و 𝑣𝑛 كتبا .2

 :حيث 𝑆′𝑛و  𝑆𝑛 ينحسب المجموعا .3

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛   ،𝑆′
𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 :حيث 𝐾𝑛و  𝑆"𝑛  ،𝑃𝑛حسب ا .4

𝑆"𝑛 = 𝑣0
2 + 𝑣1

2 + ⋯ + 𝑣𝑛
2    ،𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛 

𝐾𝑛 = 𝑣0 +
2

5
𝑣1 + (

2

5
)

2

𝑣2 + ⋯ + (
2

5
)

𝑛

𝑣𝑛 

𝛼حيث  𝛼أساسها  متتالية  (𝑤𝑛)لتكن  .5 ∈ ℝ∗. 

   : 𝑛 جل كل عدد طبيعيأه من نّ أبالتراجع برهن 

1

𝑤0 × 𝑤1
+

1

𝑤1 × 𝑤2
+ ⋯ +

1

𝑤𝑛 × 𝑤𝑛+1
=

𝑛 + 1

𝑤0 × 𝑤𝑛+1
 

 
 .33التمرين 

(𝑢𝑛)  المعرّفة كما يلي:العددية المتتالية𝑢0 = 𝑛من أجل كل و 1 ∈ ℕ: 9𝑢𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 4 

 ثابتة (𝑢𝑛) المتتاليةحتى تكون  𝑎عينّ العدد الحقيقي  .1

𝑎نضع في كل ما يأتي  .2 = 3 
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n  :3𝑢𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .أ > 2 

 𝑢𝑛متناقصة ثمّ استنتج حصرا للعدد  (𝑢𝑛) المتتاليةبينّ أنّ  .ب

3𝑣𝑛 المعرّفة بـ: (𝑣𝑛)المتتالية نعتبر  .3 = 3𝑢𝑛 − 2 

 ن أساسها وحدها الأوليعييطُلب ت هندسية (𝑣𝑛)المتتالية  أنّ  اثبت .أ

𝑢𝑛، ثمّ استنتج أنّ: 𝑛 بدلالة 𝑣𝑛عبارة  كتبا .ب =
1

3
[(

1

3
)

𝑛
+ 2] 

𝑆𝑛المجموع:  𝑛احسب بدلالة  .4 = 𝑢0 + ⋯ + 𝑢𝑛 

 
 .34 التمرين

-I (𝑢𝑛)  موجبة تماما معرّفة كما يلي:  هاودحد هندسيةمتتالية{
𝑢0 = 1

𝑢2 + 𝑢4 =
5

16

 

 متقاربة؟ علل (𝑢𝑛)المتتالية . هل 𝑞 هاحسب أساسا .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛كتب عبارة ا .2

𝑃𝑛 الجداء 𝑛بدلالة احسب  .3 = 𝑢0 × 𝑢1 × … × 𝑢𝑛  

𝑆𝑛 المجموع 𝑛بدلالة احسب  .4 =
1

𝑢0
+

1

𝑢1
+ ⋯ +

1

𝑢𝑛
  

-II (𝑤𝑛)  و(𝑣𝑛) معرّفتان كما يلي: عدديتان  تانمتتالي𝑤0 =
1

3
 𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 

𝑤𝑛+1 = 𝑤𝑛(2 − 𝑤𝑛) و 𝑣𝑛 = 1 − 𝑤𝑛 

 𝑣𝑛بدلالة  𝑣𝑛+1كتب ا .1

𝑛 :𝑣𝑛من أجل كل عدد طبيعي برهن بالتراجع أنّ  .2 = (
2

3
)

(2)𝑛

 

𝜋𝑛 الجداء 𝑛بدلالة احسب  .3 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛.  

 
 .35 التمرين

,0]المعرفة على  fلتكن الدالة العددية  𝑓(𝑥)كما يلي :  ]∞+ =
8𝑥−6

𝑥+1
المنحنى  (𝐶𝑓)، نسمي 

;𝑂)متجانس والمتعامد المعلم المستوي المنسوب إلى الفي  𝑓دالة لل الممثل 𝑖; 𝑗) و() تقيمالمس 

𝑦الذي معادلته  = 𝑥 

 ()و (𝐶𝑓) كلا من ، ثمّ أنشئ fدرس تغيرات الدالة ا .1

2. (𝑢𝑛)  معرّفة كما يلي: عددية متتالية𝑢0 = : 𝑛من أجل كل عدد طبيعي و 9

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)   

 على محور الفواصل 𝑢0  ،𝑢1  ،𝑢2  ،𝑢3تمثيل الحدود  .أ

  هاتقاربو (𝑢𝑛)المتتالية حول اتجاه تغيرّ  اتخمين ضع .ب

𝑛  :𝑢𝑛برهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3 ≥ 6 

  (𝑢𝑛)درس اتجاه تغير المتتالية اأ.  .4

 ة؟ عللتقاربهل هي مب. 
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𝑛  :|𝑢𝑛+1ثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي أأ.  .5 − 6| ≤
2

7
|𝑢𝑛 − 6| 

𝑛  :|𝑢𝑛بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ثبت أب.  − 6| ≤ 3 (
2

7
)

𝑛
 

limجـ. استنتج 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

 
 .36 التمرين

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  .1 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗)  ، النقط 

𝐷و 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 على الترتيب: هالواحق 𝑧𝐴 = 3 − 𝑖  ،𝑧𝐵 = 2 − 2𝑖  ،𝑧𝐶 = −2𝑖  

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅ 

 )يتمم رسم الشكل في باقي مراحل التمرين( 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 و𝐷 النقط علم  .أ

𝑘نضع:  .ب =
𝑧𝐷−𝑧𝐶

𝑧𝐵−𝑧𝐶
واستنتج  على الشكل الجبري ثمّ الأسي 𝑘كتب العدد . ا

 𝐵𝐶𝐷طبيعة المثلث 

حقيقيا  𝑘𝑛التي من أجلها يكون العدد  𝑛العدد الطبيعي  ن مجموعة قيم عيّ  .ج

 سالبا تماما

 ′𝑧ذات اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧ذات اللاحقة  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  𝑆التحويل ليكن  .2

′𝑧حيث:  = (1 − 𝑖)𝑧 + 2𝑖 

 𝑆طبيعة وعناصر التحويل ن عيّ  .أ

′𝑧تحقق أنّ : لاحقتها. 𝜔 و 𝑆التحويل مركز  Ωلتكن  .ب − 𝑧 = 𝑖(𝜔 − 𝑧) 

 ′Ω𝑀𝑀واستنتج طبيعة المثلث 

𝐴0نضع:  .3 = 𝐴  ومن أجل كل عدد طبيعي𝑛 : 𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) ،  نرمز بـ𝑧𝑛            

𝑢𝑛 المعرّفة بـ: (𝑢𝑛)ونعنبر المتتالية  𝐴𝑛إلى لاحقة النقطة  = ‖Ω𝐴𝑛‖ 

 ن أساسها وحدها الأوليعييطُلب ت دسيةهنمتتالية  (𝑢𝑛)برهن أنّ  .أ

𝑆𝑛حسب المجموع ا .ب = |𝑧0 − 𝜔| + |𝑧1 − 𝜔| + ⋯ + |𝑧𝑛 − 𝜔| 

 
 .37 التمرين

(𝑢𝑛) و(𝑣𝑛) معرّفتان في عدديتان  تانمتتاليℕ  : 𝑢𝑛+1 بـ = 2𝑢𝑛 − 2𝑛 − 1 ، 𝑢0 = 4   

𝑣𝑛و  = 𝑢𝑛 − 2𝑛 + 𝛼  حيث𝛼 عدد حقيقي 

 2ة هندسية أساسها متتالي (𝑣𝑛)حتى تكون  𝛼قيمة ن عيّ  .1

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبارة استنتج ، ثمّ  𝑛بدلالة  𝑣𝑛عبارة الحد العام  كتبا .2

𝑆𝑛 المجموع : 𝑛بدلالة  حسبا .3 = 𝑢0 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 

 2𝑛 على 7بواقي قسمة  𝑛حسب قيم العدد الطبيعي  درسا .4

𝑘𝑛حيث:  𝑘𝑛نعنبر العدد  .5 = 2𝑛 + 𝑛2 + 2𝑛 − 1 

 .7القسمة على  𝑘3𝑛العدد يقبل  حيثب 𝑛ن قيم عيّ 
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 .38التمرين 

𝑢0المعرّفة كما يلي:  (𝑢𝑛)العددية المتتالية نعتبر  = 𝑢1 = 1 

𝑛ومن أجل كل  ∈ ℕ∗ − {1}  :𝑢𝑛 = 5𝑢𝑛−1 − 6𝑢𝑛−2 

𝑛من أجل كل ه أنّ بالتراجع برهن  .1 ∈ ℕ  :𝑢𝑛 = 2𝑛+1 − 3𝑛 

 2𝑛 و 3𝑛 على 5بواقي قسمة  𝑛تبعا لقيم العدد الطبيعي درس ا .2

1)الطبيعية التي من أجلها يكون العدد  𝑛ن قيم عيّ  .3 + 𝑢𝑛) 5لقسمة على ل بلااق 

20124𝑛−2)العدد باقي قسمة ما هو  .4 −  5على  (14332011

33𝑛+2: لدينا 𝑛عدد طبيعي من أجل كل ه برهن أنّ  .5 + 2𝑛+4 ≡ 0[5] 

𝑆𝑛المجموع  𝑛بدلالة حسب ا .6 = 𝑢2 + 𝑢3 … + 𝑢𝑛 

 

 
 .39التمرين 

′𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية التالية:  .1 + 2𝑦 = 0 

𝑓للمعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط:  𝑓(𝑥)جد الحل  .أ (
1

2
) = 2 

  ℝعلى  𝑓عينّ دالة أصلية للدالة  .ب

2. (𝑢𝑛)  معرفة على متتاليةℕ  :كما يلي𝑢𝑛 = ∫ 2𝑒−2𝑥+1𝑛+1

𝑛
𝑑𝑥 

𝑢𝑛تحقق أنّ:  .أ = 𝑒(1 − 𝑒−2)𝑒−2𝑛 

 𝑢0وحدهّا الأول  𝑞هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝑢𝑛) متتاليةبينّ أنّ ال .ب

 . هل هي متقاربة أم متباعدة؟(𝑢𝑛) متتاليةادرس اتجاه تغير ال .ج

𝑆𝑛نضع:  .3 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯ + 𝑢𝑛−1 

𝑆𝑛بينّ أنّ:  .أ = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑛

0
𝑑𝑥 

 .𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  .ب

 

 
 .40التمرين 

 ا مع التعليل.ملكل سؤال إجابتان صحيحتان فقط من بين الإجابات الأربعة المقترحة، عينّه

غير معدوم:  𝑛عدد طبيعي من أجل كل بحيث  (𝑢𝑛) ، (𝑣𝑛) و(𝑤𝑛)نعتبر المتتاليات الثلاث 

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛 

 ، فإنّ: (∞−)تؤول إلى  (𝑣𝑛)إذا كانت  .1

 (∞−)تؤول إلى  (𝑤𝑛)المتتالية  .أ

 محدودة من الأعلى (𝑢𝑛)المتتالية  .ب

 (∞−)تؤول إلى  (𝑢𝑛)المتتالية  .ج

 ليس لها نهاية (𝑤𝑛)المتتالية  .د
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𝑢𝑛إذا كانت  .2 > 𝑤𝑛و  1 = 2𝑢𝑛  وlim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 :ّفإن ، 

lim .أ
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 𝑙 

 (∞+)تؤول إلى  (𝑤𝑛)المتتالية  .ب

lim .ج
𝑛→+∞

(𝑤𝑛 − 𝑢𝑛) = 𝑙 

  (𝑣𝑛) فيما يخص نهايةلا يمكننا الجزم  .د

limإذا كانت  .3
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = limو  2−
𝑛→+∞

𝑤𝑛 =  ، فإنّ: 2

 محدودة من الأعلى (𝑣𝑛)المتتالية  .أ

lim .ب
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 0 

 ليس لها نهاية (𝑣𝑛)المتتالية  .ج

 (𝑣𝑛)لا يمكننا الجزم فيما يخص نهاية  .د

𝑢𝑛إذا كانت  .4 =
2𝑛2−1

𝑛2  و𝑤𝑛 =
2𝑛2+3

𝑛2 :ّفإن ، 

lim .أ
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 0 

lim .ب
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 

lim .ج
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 2 

 .ليس لها نهاية (𝑣𝑛)المتتالية  .د
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 آداب( 2008)بكالوريا  .1 حل التمرين

𝒖𝒏 = 𝟑𝒏 + 𝟏 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 حساب .1

𝑢0 = 3(0) + 1 = 1  ; 𝑢1 = 3(1) + 1 = 4  ; 𝑢2 = 3(2) + 1 = 7  

 اتهااتجاه تغيرّو حسابية يطُلب تعيين أساسها (𝒖𝒏)أنّ  بيان .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3(𝑛 + 1) + 1 − (3𝑛 + 1) = 3𝑛 + 4 − 3𝑛 − 1 = 3  

 موجب فهي متزايدة تماما (𝑢𝑛)المتتالية بما أنّ أساس 

 وتعيين رتبته (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟐𝟎𝟎𝟖تحققّ أنّ العدد ال .3

𝑢𝑛 = 2008 ⇒ 3𝑛 + 1 = 2008 ⇒ 3𝑛 = 2007 ⇒ 𝑛 =
2007

3
= 669  

 670 رتبته (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  2008منه نستنتج أنّ العدد  

𝑺المجموع:  حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝟔𝟔𝟗 

𝑆 =
670

2
(𝑢0 + 𝑢669) = 335(1 + 2008) = 335 × 2009 = 673015  

 
 آداب( 2008)بكالوريا  .2 حل التمرين

𝒖𝟏 = 𝟕  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐𝒖𝒏 + 𝟏 

 𝒖𝟒 ، 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 حساب .1

𝑢2 = 2𝑢1 + 1 = 2(7) + 1 = 15  ;  𝑢3 = 2𝑢2 + 1 = 2(15) + 1 = 31  

𝑢4 = 2𝑢3 + 1 = 2(31) + 1 = 63  

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝟏 

 𝒗𝟏وحدّها الأول  𝒒متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)أنّ  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 1 = 2𝑢𝑛 + 2 = 2(𝑢𝑛 + 1) ⇒ 𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)نتج أنّ منه نست = 𝑣1وحدهّا الأول  2 = 𝑢1 + 1 = 8 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 استنتاجثمّ  𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة الحدّ العام  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1 = 8 × 2𝑛−1  ;  𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 1 = 8 × 2𝑛−1 − 1  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .ج

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 8 (

2𝑛 − 1

2 − 1
) = 8(2𝑛 − 1)  

𝑺𝒏علما أنّ  𝒏 تعيين .د = 𝟏𝟎𝟏𝟔 

𝑆𝑛 = 1016 ⇒ 8(2
𝑛 − 1) = 1016 ⇒ 2𝑛 − 1 =

1016

8
= 127 

⇒ 2𝑛 = 128 = 27 ⇒ 𝑛 = 7  
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 آداب( 2009)بكالوريا  .3 حل التمرين

𝒖𝟏 = 𝟐 ، 𝒖𝟐 − 𝟐𝒖𝟓 = 𝟏𝟗 

 (𝒖𝒏)للمتتالية  𝒓الأساس  حسابأ.  .1

𝑢2 − 2𝑢5 = 19 ⇒ 𝑢1 + 𝑟 − 2(𝑢1 + 4𝑟) = 19 ⇒ −𝑢1 − 7𝑟 = 19

⇒ −7𝑟 = 19 + 𝑢1 = 21 ⇒ 𝑟 = −3  

 الحدّ العاشر حسابب. 

 ، ومنه : 𝑢10حدّ العاشر هو فإنّ ال  𝑢1حدّ الأول هو بما أنّ ال

𝑢10 = 𝑢1 + 9𝑟 = 2 + 9(−3) = 2 − 27 = −25  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢1 + (𝑛 − 1)𝑟 = 2 − 3(𝑛 − 1) = 2 − 3𝑛 + 3 ⇒ 𝑢𝑛 = −3𝑛 + 5  

 د رتبتهيحدوت (𝒖𝒏)هو حدّا من حدود  (𝟐𝟎𝟎𝟖−)العدد أنّ  بيان .3

𝑢𝑛 = −2008 ⇒ −3𝑛 + 5 = −2008 ⇒ −3𝑛 = −2013 ⇒ 𝑛 = 671  

 671 رتبته (𝑢𝑛) من حدود المتتالية حدّ  (2008−)منه نستنتج أنّ العدد  

𝑺المجموع:  حساب .4 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝟔𝟕𝟏 

𝑆 =
671

2
(𝑢1 + 𝑢671) =

671

2
(2 − 2008) =

671

2
(−2006) = −673013  

 
 

 آداب( 2009)بكالوريا  .4 حل التمرين

  𝒖𝟎ل وحدّها الأو (𝒖𝒏)أساس المتتالية  تعيين .1

𝑢5 = 𝑢3 × 𝑞
2 ⇒ 𝑞2 =

𝑢5
𝑢3
=
576

144
= 4 ⇒ 𝑞 = 2  (𝑞 >  (لأنّ  0

𝑢3 = 𝑢0 × 𝑞
3 ⇒ 𝑢0 =

𝑢3
𝑞3
=
144

8
= 18  

𝒏  :𝒖𝒏تحقق أنّه من أجل كل عدد طبيعي ال .2 = 𝟏𝟖 × 𝟐
𝒏  

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 18 × 2𝑛  

𝑺𝒏موع: المج 𝒏بدلالة  حساب .3 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 18(

2𝑛+1 − 1

2 − 1
) = 18(2𝑛+1 − 1)  

𝑺𝒏حيث:  𝒏الطبيعي قيمة العدد  استنتاج   = 𝟏𝟏𝟑𝟒 

𝑆𝑛 = 1134 ⇒ 18(2
𝑛+1 − 1) = 1134 ⇒ 2𝑛+1 − 1 =

1134

18
= 63

⇒ 2𝑛+1 = 64 = 26 ⇒ 𝑛 + 1 = 6 ⇒ 𝑛 = 5  
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 آداب( 2010)بكالوريا  .5 حل التمرين

I- 𝒖𝟏𝟎 = 𝒖𝟏𝟓و  𝟑𝟏 = 𝟒𝟔 

 𝒖𝟎الأول  الحدّ و 𝒓 الأساس تعيين .1

𝑢15 = 𝑢10 + 5𝑟 ⇒ 5𝑟 = 𝑢15 − 𝑢10 = 46 − 31 = 15 ⇒ 𝑟 =
15

5
= 3  

𝑢10 = 𝑢0 + 10𝑟 ⇒ 𝑢0 = 𝑢10 − 10𝑟 = 31 − 30 ⇒ 𝑢0 = 1  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 1 + 3𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑛 + 1  

  (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟔𝟎𝟐𝟖أنّ  بيان .3

𝑢𝑛 = 6028 ⇒ 3𝑛 + 1 = 6028 ⇒ 3𝑛 = 6027 ⇒ 𝑛 = 2009  

  (𝑢𝑛) حدّ من حدود المتتالية 6028منه نستنتج أنّ العدد  

𝑺المجموع:  حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟐𝟎𝟎𝟗 

𝑆 =
2010

2
(𝑢0 + 𝑢2009) = 1005(1 + 6028) = 1005 × 6029 = 6059145  

II- 𝒗𝒏 = 𝟐 × 𝟖
𝒏 

 𝒗𝟎متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ  بيان .1

𝑣𝑛+1 = 2 × 8
𝑛+1 = 2 × 8𝑛 × 8 ⇒ 𝑣𝑛+1 = 8𝑣𝑛  

𝑞 ية أساسهامتتالية هندس (𝑣𝑛) منه نستنتج أنّ  = 𝑣0  وحدهّا الأول 8 = 2 × 8
0 = 2 

′𝑺المجموع:  𝒏بدلالة  حساب .2 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏 

𝑆′ = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 2(

8𝑛+1 − 1

8 − 1
) =

2

7
(8𝑛+1 − 1)  

 
 آداب( 2010)بكالوريا  .6 حل التمرين

𝒖𝟏 = 𝒖𝟒و  𝟔 = 𝟒𝟖 

 (𝒖𝒏)للمتتالية  والحدّ الأولالأساس  حساب أ. .1

𝑢4 = 𝑢1 × 𝑞
3 ⇒ 𝑞3 =

𝑢4
𝑢1
=
48

6
= 8 ⇒ 𝑞 = √8

3
= 2  

𝑢1 = 𝑢0 × 𝑞 ⇒ 𝑢0 =
𝑢1
𝑞
=
6

2
⇒ 𝑢0 = 3  

𝒖𝒏هي :  (𝒖𝒏)عبارة الحدّ العام للمتتالية أنّ  استنتاجب.  = 𝟑 × 𝟐
𝒏 

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 3 × 2𝑛  

  (𝒖𝒏)هو حدّ من حدود المتتالية  𝟕𝟔𝟖العدد أنّ  بيانأ.  .2

𝑢𝑛 = 768 ⇒ 3 × 2
𝑛 = 768 ⇒ 2𝑛 =

768

3
= 256 = 28 ⇒ 𝑛 = 8  
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  (𝑢𝑛) حدّ من حدود المتتالية 768منه نستنتج أنّ العدد  

𝑺حيث:  𝑺المجموع  حسابب.  = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟕 

𝑆𝑛 = 𝑢0 (
𝑞8 − 1

𝑞 − 1
) = 3(

28 − 1

2 − 1
) = 3(256 − 1) = 3 × 255 = 765  

3. 𝒗𝟎 = 𝟒  ،𝒗𝒏+𝟏 = 𝟐𝒗𝒏 − 𝟏 

 𝒗𝟑 ، 𝒗𝟐 ، 𝒗𝟏 حساب .1

𝑣1 = 2𝑣0 − 1 = 2(4) − 1 = 7  ;  𝑣2 = 2𝑣1 − 1 = 2(7) − 1 = 13  

𝑣3 = 2𝑣2 − 1 = 2(13) − 1 = 25  

𝒏  :𝒗𝒏طبيعي  بالتراجع أنّه من أجل كل عدد برهان .2 = 𝟑 × 𝟐
𝒏 + 𝟏 

𝑣0تحقيق التراجع :  = 3 × 2
0 + 1 =  )محققّة( 4

𝑣𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ :  = 3 × 2
𝑛 + 1 

𝑣𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ :  = 3 × 2
𝑛+1 + 1  

𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 − 1 = 2(3 × 2
𝑛 + 1) − 1 = 3 × 2𝑛+1 + 2 − 1 

𝑣𝑛+1 = 3 × 2
𝑛+1 + 1    

𝑛  :𝑣𝑛أنّه من أجل كل عدد طبيعي  نه نستنتجم   = 3 × 2
𝑛 + 1 

′𝑺حيث:  ′𝑺المجموع  حساب .3 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝟕 

𝑣𝑛 = 3 × 2
𝑛 + 1 ⇒ 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 1  

𝑆′ = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣7 = 𝑢0 + 1 + 𝑢1 + 1 +⋯+ 𝑢7 + 1 

𝑆′ = (𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢7)⏟            
𝑆

+ (1 + 1 +⋯+ 1)⏟          
8 مرات

= 𝑆 + 8 = 765 + 8 = 773  

 
 آداب( 2011)بكالوريا  .7 حل التمرين

𝒒أ(  = 𝟑  ،𝒖𝟎 + 𝒖𝟑 = 𝟐𝟖 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏الحدّ العام  كتابةو 𝒖𝟎 حساب .1

𝑢0 + 𝑢3 = 28 ⇒ 𝑢0 + 𝑢0. 𝑞
3 = 28 ⇒ 𝑢0 + 27𝑢0 = 28 ⇒ 28𝑢0 = 28 

⇒ 𝑢0 = 1  

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 3

𝑛  

𝑺𝟏المجموع:  حساب .2 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟗 

𝑆1 = 𝑢0 (
𝑞10 − 1

𝑞 − 1
) =

310 − 1

3 − 1
=
59048

2
= 29524  

𝒗𝒏بحدّها العام  ℕمتتالية عددية معرّفة على  (𝒗𝒏)ب(  = 𝟏 − 𝟓𝒏  

 اتجاه تغيّرها استنتاجوتعيين أساسها  متتالية حسابية يطُلب (𝒗𝒏)أنّ  بيان .1

𝑣𝑛+1 = 1 − 5(𝑛 + 1) = 1 − 5𝑛 − 5 = 𝑣𝑛 − 5 ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = −5  
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𝑟حسابية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية  = 𝑟وهي متناقصة )لأنّ  5− < 0) 

𝑺𝟐المجموع:  حساب .2 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝟗 

𝑆2 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣9 ; 𝑣0 = 1 ; 𝑣9 = 1 − 5(9) = 1 − 45 = −44 

𝑆2 =
10

2
(𝑣0 + 𝑣9) = 5(1 − 44) = 5(−43) = −215  

𝒌𝒏ج(  = 𝟏 + 𝟑
𝒏 − 𝟓𝒏  

𝒌𝒏تحقق أنّ ال     = 𝒖𝒏 + 𝒗𝒏  

𝑘𝑛 = 1 + 3
𝑛 − 5𝑛 = 1 − 5𝑛 + 3𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛  

𝑺المجموع:  حساب     = 𝒌𝟎 + 𝒌𝟏 +⋯+ 𝒌𝟗 

𝑆 = 𝑘0 + 𝑘1 +⋯+ 𝑘9 = (𝑢0 + 𝑣0) + (𝑢1 + 𝑣1) + ⋯+ (𝑢9 + 𝑣9) 

𝑆 = (𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢9) + (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣9) 

𝑆 = 𝑆1 + 𝑆2 = 29524 − 215 = 29309  

 
 آداب( 2011)بكالوريا  .8 حل التمرين

𝒖𝒏 = −𝟐𝒏 و𝒗𝒏 = 𝟑
−𝟐𝒏 

1. (𝑢𝑛) (2حسابية )اقتراح  هي متتالية 

𝑢𝑛+1 = −2(𝑛 + 1) = −2𝑛 − 2 = 𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = −2  

 (3اقتراح ) 88−يساوي  (𝑢𝑛)للمتتالية الحدّ الخامس والأربعون  .2

 ن والحدّ الخامس والأربعو 𝑢0الأوّل هو  هاحدّ فإنّ  ℕمعرّفة على  (𝑢𝑛)لمتتالية ابما أنّ 

𝑢44هو :  = −2(44) = −88 

𝑢0المجموع  .3 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛  يساوي−𝑛2 − 𝑛 ( 2اقتراح) 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

𝑛 + 1

2
(−2𝑛) 

𝑆 = −𝑛(𝑛 + 1) = −𝑛2 − 𝑛  

4. (𝑣𝑛)  هي متتالية هندسية أساسها
1

9
 (1اقتراح ) 

𝑣𝑛+1 = 3
−2(𝑛+1) = 3−2𝑛−2 = 3−2𝑛 × 3−2 = 𝑣𝑛 ×

1

9
 

 (2متناقصة )اقتراح  (𝑣𝑛)المتتالية  .5

𝑣0بما أنّ  > 0و  0 < 𝑞 <  .متناقصة (𝑣𝑛)المتتالية ، نستنتج أنّ  1

𝑣𝑛+1ملاحظة: يمكننا أيضا حساب  − 𝑣𝑛 : وإثبات أنّه سالب 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
1

9
 𝑣𝑛 − 𝑣𝑛 = (1 − 9 − 1)𝑣𝑛 = −

8

9
𝑣𝑛 = −

8

9
(3−2𝑛)  
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 آداب( 2012)بكالوريا  .9 حل التمرين

 𝒓بدلالة  𝒂 و𝒄 كتابة، ثمّ  𝒃 حسابأ.  .1

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 9 ⇒ 3𝑏 = 9 ⇒ 𝑏 = 3  

𝑎 = 𝑏 − 𝑟 ⇒ 𝑎 = 3 − 𝑟  ; 𝑐 = 𝑏 + 𝑟 ⇒ 𝑐 = 3 + 𝑟  

 𝒂 و𝒄 استنتاجو 𝒓الأساس  تعيينب. 

𝑎 × 𝑐 = −16 ⇒ (3 − 𝑟)(3 + 𝑟) = −16 ⇒ 9 − 𝑟2 = −16 ⇒ 𝑟2 = 25

⇒ 𝑟 = 5  (لأنّ  المتتالية متزايدة) 

𝑎 = 3 − 𝑟 = 3 − 5 ⇒ 𝑎 = −2  ; 𝑐 = 3 + 𝑟 = 3 + 5 ⇒ 𝑐 = 8  

2. (𝒖𝒏)  متتالية حسابية حدّها الأول𝒖𝟎 =  5وأساسها  𝟐−

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عن الحدّ العام  التعبير .أ

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = −2 + 5𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 5𝑛 − 2  

𝑺المجموع :  استنتاجثمّ  ، 𝒖𝟏𝟓 حساب .ب = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟏𝟓  

𝑢15 = 5(15) − 2 = 75 − 2 ⇒ 𝑢15 = 73  

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢15 =
16

2
(𝑢0 + 𝑢15) = 8(−2 + 73) = 8 × 71 

𝑆 = 568  

3. (𝒗𝒏)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  : 𝟖بالعلاقة𝒗𝒏 − 𝒖𝒏 = 𝟎 

′𝑺المجموع :  حساب = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝟏𝟓 

8𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 = 0 ⇒ 8𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 =
1

8
𝑢𝑛 

𝑆′ = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣15 =
1

8
(𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢15) =

1

8
𝑆 =

568

8
 

𝑆′ = 71  
 

 
 آداب( 2012)بكالوريا  .10 حل التمرين

I- (𝒖𝒏) تزايدة ، أساسها متتالية حسابية م𝒓  بحدّها الأول ،𝒖𝟏  و𝒖𝟑 = 𝟕 

 𝒓بدلالة  𝑻𝟏 و 𝑻𝟐الجداءين  حساب .1

𝑇1 = 𝑢1 × 𝑢5 = (𝑢3 − 2𝑟)(𝑢3 + 2𝑟) = (𝑢3)
2 − (2𝑟)2 = 49 − 4𝑟2  

𝑇2 = 𝑢2 × 𝑢4 = (𝑢3 − 𝑟)(𝑢3 + 𝑟) = (𝑢3)
2 − (𝑟)2 = 49 − 𝑟2  

  𝒓الأساس  تعيين .2

𝑇2 − 𝑇1 = 27 ⇒ (49 − 𝑟
2) − (49 − 4𝑟2) = 27 ⇒ 3𝑟2 = 27 ⇒ 𝑟2 = 9

⇒ 𝑟 = 3  (لأنّ  المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة) 
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II-  نضع𝒓 = 𝟑  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابةأ.  .1

𝑢𝑛 = 𝑢3 + (𝑛 − 3)𝑟 = 7 + 3(𝑛 − 3) ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑛 − 2  

𝑺𝒏أنّ  بيانب.  =
𝟑𝒏𝟐−𝒏

𝟐
  

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛

2
(𝑢1 + 𝑢𝑛) =

𝑛(1 + 3𝑛 − 2)

2
=
𝑛(3𝑛 − 1)

2
 

𝑆𝑛 =
3𝑛2 − 𝑛

2
 

𝒔𝒏بحيث :  𝒏العدد الطبيعي  تعيينج.  = 𝟏𝟒𝟓 

𝑆𝑛 = 145 ⇒
3𝑛2 − 𝑛

2
= 145 ⇒ 3𝑛2 − 𝑛 − 290 = 0 

∆= (−1)2 − 4(3)(−290) = 3481 ⇒ √∆= 59 ⇒ 𝑛 =
1 + 59

6
= 10  

: الحل الثاني  ملاحظة
1−59

6
 غير طبيعيمرفوض لأنّه  

 𝒏بدلالة العدد الطبيعي  𝒖𝒏+𝟓الحدّ  كتابةأ.  .2

𝑢𝑛+5 = 3(𝑛 + 5) − 2 = 3𝑛 + 13  

غير معدوم :  𝒏ب. تحقق أنّه من أجل كل عدد طبيعي 
𝒖𝒏+𝟓

𝒏
= 𝟑 +

𝟏𝟑

𝒏
 

𝑢𝑛+5
𝑛
=
3𝑛 + 13

𝑛
=
3𝑛

𝑛
+
13

𝑛
= 3 +

13

𝑛
 

التي يكون من أجلها العدد  𝒏الأعداد الطبيعية  استنتاجج. 
𝒖𝒏+𝟓

𝒏
 طبيعيا 

يكون العدد                 
𝑢𝑛+5

𝑛
𝑛أي من أجل  13العدد  𝑛طبيعيا لمّا يقسم   ∈ {1; 13} 

 
 

 آداب( 2013)بكالوريا  .11 حل التمرين

 (𝒗𝒏)  متتالية هندسية حدّها الأول𝒗𝟎 =  𝟑وأساسها  𝟐

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عن  التعبيرأ.  .1

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2 × 3𝑛  

𝒗𝒏+𝟏الفرق  𝒏بدلالة  حسابب.  − 𝒗𝒏 اتجاه تغيّر المتتالية  استنتاجو(𝒗𝒏) 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛+1 − 2 × 3𝑛 = (2 × 3𝑛)(3 − 1) = 4 × 3𝑛  

𝑣𝑛+1بما أنّ الفرق     − 𝑣𝑛  موجب ، نستنتج أنّ المتتالية(𝑣𝑛) متزايدة تماما 

2. 𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏  

  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حساب .أ
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𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑣0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 2 (

3𝑛 − 1

3 − 1
) = 3𝑛 − 1  

𝑺𝒏بحيث  𝒏قيمة العدد الطبيعي  يينتع .ب = 𝟖𝟎 

𝑆𝑛 = 80 ⇒ 3
𝑛 − 1 = 80 ⇒ 3𝑛 = 81 ⇒ 3𝑛 = 34 ⇒ 𝑛 = 4  

𝒏  ،𝟑𝒏بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  إثبات .ج −  2يقبل القسمة على  𝟏

30 تحقيق التراجع : − 1 ≡ 30 )محققة لأنّ  [2]0 − 1 = 0و  0 ≡ 0[2]) 

3𝑛 نفرض أنّ : فرض التراجع : − 1 ≡ 0[2]  

3𝑛+1نبرهن أنّ :  برهان التراجع : − 1 ≡ 0[2]  

3𝑛 − 1 ≡ 0[2] ⇒ 3𝑛 − 1 = 2𝑘 ⇒ 3𝑛 = 2𝑘 + 1 ⇒ 3 × 3𝑛 = 3(2𝑘 + 1)

⇒ 3𝑛+1 = 3 × 2𝑘 + 2 + 1 = 2(3𝑘 + 1) + 1 = 2𝑘′ + 1

⇒ 3𝑛+1 − 1 = 2𝑘′ ⇒ 3𝑛+1 − 1 ≡ 0[2]  

𝑛  ،3𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  −  .2لى يقبل القسمة ع 1

 

 
 

 آداب( 2013)بكالوريا  .12 حل التمرين

(𝒖𝒏)  متتالية حسابية حدّها الأول𝒖𝟎  بحيث :  5وأساسها𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 = 𝟑𝟒 

  𝒖𝟎 حساب .1

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 34 ⇒ 𝑢0 + 𝑢0 + 𝑟 + 𝑢0 + 2𝑟 + 𝑢0 + 3𝑟 = 34 

⇒ 4𝑢0 + 6𝑟 = 34 ⇒ 4𝑢0 + 30 = 34 ⇒ 4𝑢0 = 4 ⇒ 𝑢0 = 1  

𝒏 ،𝒖𝒏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيان .2 = 𝟓𝒏 + 𝟏  

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 1 + 5𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 5𝑛 + 1  

𝒖𝒏+𝟏بحيث :  𝒏العدد الطبيعي  تعيين .3 + 𝒖𝒏 − 𝟖𝒏 = 𝟒𝟎𝟑𝟑  

𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛 − 8𝑛 = 4033 ⇒ 5(𝑛 + 1) + 1 + 5𝑛 + 1 − 8𝑛 = 4033 

⇒ 2𝑛 = 4026 ⇒ 𝑛 = 2013  

𝑺المجموع :  حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝟐𝟎𝟏𝟑 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢2013 =
2014

2
(𝑢0 + 𝑢2013)  

𝑢2013 = 5(2013) + 1 = 10066 ; 𝑆 = 1007 × 10067 = 10137469  

5. 𝒗𝒏 = 𝟐𝒖𝒏 + 𝟏 

  (𝒗𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .أ

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = (2𝑢𝑛+1 + 1) − (2𝑢𝑛 + 1) = 2(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) = 2 × 5 = 10 

𝑣𝑛+1بما أنّ الفرق  − 𝑣𝑛  موجب ، نستنتج أنّ المتتالية(𝑣𝑛) متزايدة تماما 
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′𝑺المجموع :  حساب .ب = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 +⋯+ 𝒗𝟐𝟎𝟏𝟑 

𝑆′ = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣2013 = 2𝑢0 + 1 + 2𝑢1 + 1 +⋯+ 2𝑢2013 + 1 

𝑆′ = 2(𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢2013) + (1 + 1 +⋯+ 1) = 2𝑆 + 2014 

𝑆′ = 2(10137469) + 2014 = 20276952  

 

 
 

 آداب( 2014)بكالوريا  .13 حل التمرين

1. (𝒖𝒏)  وحدّها الأول  3متتالية حسابية أساسها𝒖𝟐 =  (𝒖𝒏)الحدّ العام للمتتالية . 𝟏

𝒖𝒏 هو: = −𝟓 + 𝟑𝒏 )الإجابة جـ( 

𝑢0 = 𝑢2 − 2𝑟 = 1 − 2(3) = −5 ; 𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = −5 + 3𝑛 … ط 

𝑢𝑛 = 𝑢2 + (𝑛 − 2)𝑟 = 1 + 3(𝑛 − 2) = 1 + 3𝑛 − 6 = −5 + 3𝑛 … ط 

2. 𝒏  .𝟏المجموع عدد طبيعي + 𝟐 + 𝟑 +⋯+ 𝒏 : يساوي 
𝒏𝟐+𝒏

𝟐
 (أ)الإجابة  

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛  مجموعيمثل 𝑛  1حد متتابع لمتتالية حسابية حدهّا الأول 

 ، وهو يساوي:1وأساسها 

𝑛

2
(1 + 𝑛) =

𝑛2 + 𝑛

2
 

3. 𝒙  .تكون الأعداد عدد حقيقي𝒙 + 𝟏 ، 𝒙 ، 𝒙 − بهذا الترتيب حدودا متعاقبة  𝟐

𝒙 لمتتالية هندسية إذا كان : =  )الإجابة جـ( 𝟐−

(𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 𝑥2⏟            
𝑎×𝑐=𝑏2… ( يالهندس (قانون الوسط 

⇒ 𝑥2 − 𝑥 − 2 = 𝑥2 ⇒ 𝑥 = −2  

4. (𝒗𝒏)  معرّفة على هندسية متتاليةℕ  ، حدّها العام𝒗𝒏 = 𝟐 × 𝟑
𝒏+𝟏 أساس .

 (ب)الإجابة  𝟑 هو: (𝒗𝒏)المتتالية 

𝑣𝑛+1 = 2 × 3
𝑛+2 = 2 × 3𝑛+1 × 3 = 3𝑣𝑛 ⇒ 𝑞 = 3 … ط 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2 × 3𝑛 × 3 = 6 × 3𝑛 ⇒ 𝑣0 = 6 ; 𝑞 = 3 … ط 

 
 

 آداب( 2014)بكالوريا  .14 حل التمرين

𝒗𝟎 = 𝟏   ،𝒗𝒏+𝟏 = 𝟓𝒗𝒏 + 𝟒 

 𝒗𝟑 ، 𝒗𝟐 ، 𝒗𝟏 حساب .1

𝑣1 = 5𝑣0 + 4 = 5(1) + 4 = 9  

𝑣2 = 5𝑣1 + 4 = 5(9) + 4 = 49  

𝑣3 = 5𝑣2 + 4 = 5(49) + 4 = 249  

90



2. 𝒖𝒏 = 𝒗𝒏 + 𝟏 

𝒒متتالية هندسية أساسها  (𝒖𝒏)أنّ  بيان .أ = 𝒖𝟎وحدّها الأول  𝟓 = 𝟐 

𝑢𝑛+1 = 𝑣𝑛+1 + 1 = 5𝑣𝑛 + 4 + 1 = 5𝑣𝑛 + 5 = 5(𝑣𝑛 + 1) = 5𝑢𝑛 

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑢𝑛)أنّ منه نستنتج   =  حيث: 𝑢0وحدهّا الأول  5

𝑢0 = 𝑣0 + 1 = 1 + 1 = 2  

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏 استنتاجو 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 كتابة .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 × 5

𝑛  ; 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑣𝑛 = 2 × 5
𝑛 − 1  

أنّه حدّ من حدود المتتالية  استنتاجإلى جداء عوامل أوّلية و 𝟏𝟐𝟓𝟎ل العدد يحلت .ج

(𝒖𝒏) 

1250 = 2 × 54 ⇒ 1250 = 𝑢4  

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حسابأ.    .3 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏−𝟏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 = 𝑢0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 2 (

5𝑛 − 1

5 − 1
) =

5𝑛 − 1

2
 

𝑺′𝒏حيث:  𝑺′𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حسابب.  = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏  

𝑆′𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑢0 − 1 + 𝑢1 − 1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 − 1 

𝑆′𝑛 = 𝑆𝑛 − (1 + 1 +⋯+ 1⏟        
𝑛 مرة

) = 𝑆𝑛 − 𝑛 =
5𝑛 − 1

2
− 𝑛 =

5𝑛 − 2𝑛 − 1

2
 

 

 
 آداب( 2015)بكالوريا  .15 حل التمرين

(𝒖𝒏)  المتتالية الهندسية التي حدّها الأول𝒖𝟎  وأساسها𝒒  حيث :𝒒 = 𝒖𝟎 و𝟑 = 𝟐 

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐 حساب .1

𝑢1 = 𝑢0 × 𝑞 = 2 × 3 = 6  

𝑢2 = 𝑢1 × 𝑞 = 6 × 3 = 18  

  𝒖𝟓 استنتاجثمّ  𝒏بدلالة  𝒖𝒏 كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 2 × 3𝑛; 𝑢5 = 2 × 3

5 = 2 × 243 ⇒ 𝑢5 = 486  

 (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  تعيين .3

 : طريقة 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2 × 3
𝑛+1 − 2 × 3𝑛 = 2 × 3𝑛(3 − 1) = 4 × 3𝑛 

4بما أنّ  × 3𝑛 > 𝑢𝑛+1فإنّ  0 − 𝑢𝑛 >  متزايدة (𝑢𝑛)ومنه نستنتج أنّ المتتالية  0

 : طريقة 

𝑢0بما أنّ  > 𝑞فإنّ  0 >  متزايدة )خواص المتتالية الهندسية(    (𝑢𝑛)فإنّ المتتالية  1
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𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏 بدلالة حسابأ.  .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏−𝟏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 = 𝑢0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 2 (

3𝑛 − 1

3 − 1
) = 3𝑛 − 1  

𝟐قيمة المجموع :  استنتاجب.  + 𝟔 + 𝟏𝟖 +⋯+ 𝟒𝟖𝟔  

2 + 6 + 18 +⋯+ 486 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢5 = 3
6 − 1 = 728  

 𝟑 ، 𝟑𝟐 ، 𝟑𝟑 و𝟑𝟒لكل عدد من الأعداد  𝟓باقي القسمة الإقليدية على  تعيينأ.  .5

3 ≡ 3[5]  ;  32 = 9 ⇒ 32 ≡ 4[5]  ; 33 = 27 ⇒ 33 ≡ 2[5]  ; 

34 = 81 ⇒ 34 ≡ 1[5]  

ℕ  :𝟑𝟒𝒌من  𝒌أنّه لكل  استنتاجب.  ≡ 𝟏[𝟓]  

34 ≡ 1[5] ⇒ (34)𝑘 ≡ 1𝑘[5] ⇒ 34𝑘 ≡ 1[5]  

𝟑𝒏التي من أجلها يكون  𝒏الأعداد الطبيعية  تعيينأ.  .6 −  .𝟓قابلا للقسمة على  𝟏

3𝑛 − 1 ≡ 0[5] ⇒ 3𝑛 ≡ 1[5] ⇒ 𝑛 = 4𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

 
 

 آداب( 2015)بكالوريا  .16 حل التمرين

(𝒖𝒏)  متتالية حسابية حدّها الأول𝒖𝟏  وأساسها𝒓  حيث :𝒖𝟏 − 𝒖𝟑 = 𝒖𝟐 و 𝟓 =
𝟏

𝟐
 

𝒖𝟏أنّ :  بيانأ.  .1 + 𝒖𝟑 = 𝟏 

𝑢1 + 𝑢3 = 2𝑢2 = 2(
1

2
) ⇒ 𝑢1 + 𝑢3 = 1  

𝒓أنّ  استنتاج، ثمّ  𝒖𝟏الحدّ الأوّل  تعيينب.  = −
𝟓

𝟐
 

{
𝑢1 + 𝑢3 = 1…

𝑢1 − 𝑢3 = 5… +
⇒   2𝑢1 = 6 ⇒ 𝑢1 = 3  

𝑟 = 𝑢2 − 𝑢1 =
1

2
− 3 ⇒ 𝑟 = −

5

2
 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢1 + (𝑛 − 1)𝑟 = 3 −
5

2
(𝑛 − 1) ⇒ 𝑢𝑛 = −

5

2
𝑛 +

11

2
 

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حسابأ.  .3 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛

2
(𝑢1 + 𝑢𝑛) =

𝑛

2
(3 −

5

2
𝑛 +

11

2
) 

𝑆𝑛 =
𝑛

2
(
−5𝑛 + 17

2
) =

−5𝑛2 + 17𝑛

4
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𝑺𝒏التي من أجلها  𝒏عدد الطبيعي قيمة ال تعيينب.  = −
𝟔𝟓𝟕

𝟐
 

𝑆𝑛 = −
657

2
⇒
−5𝑛2 + 17𝑛

4
= −

657

2
⇒ 2(−5𝑛2 + 17𝑛) = 4(−657)

⇒ −10𝑛2 + 34𝑛 + 2628 = 0 ⇒ 𝑛 = 18  

4. 𝑻𝒏 = 𝒖𝟏 + 𝟐𝒖𝟐 + 𝟑𝒖𝟑 +⋯+ 𝒏𝒖𝒏 

ℕ∗  :(𝒏من  𝒏تحقق أنّ لكل  .أ + 𝟐)(𝟗 − 𝟓𝒏) = −𝟓𝒏𝟐 − 𝒏 + 𝟏𝟖  

(𝑛 + 2)(9 − 5𝑛) = 9𝑛 − 5𝑛2 + 18 − 10𝑛 = −5𝑛2 − 𝑛 + 18 

ℕ∗  :𝑻𝒏من  𝒏أنّه لكل  إثبات .ب =
𝟏

𝟔
𝒏(𝒏 + 𝟏)(𝟏𝟒 − 𝟓𝒏) 

𝑇1نتحقق أنّ  تحقيق التراجع: =
1

6
(1 + 1)(14 − 5) = محققة لأنّ :    3

𝑇1 = 𝑢1 = 3 

𝑇𝑛أنّ  نفرض التراجع: فرض =
1

6
𝑛(𝑛 + 1)(14 − 5𝑛) 

𝑇𝑛+1أنّ  نبرهن التراجع: برهان =
1

6
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(9 − 5𝑛) 

𝑇𝑛+1 = 𝑢1 + 2𝑢2 + 3𝑢3 +⋯+ (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 = 𝑇𝑛 + (𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 

𝑇𝑛+1 =
1

6
𝑛(𝑛 + 1)(14 − 5𝑛) + (𝑛 + 1) (−

5

2
𝑛 + 3) 

𝑇𝑛+1 =
1

6
(𝑛 + 1) [𝑛(14 − 5𝑛) + 6 (−

5

2
𝑛 + 3)] 

𝑇𝑛+1 =
1

6
(𝑛 + 1)(14𝑛 − 5𝑛2 − 15𝑛 + 18) 

𝑇𝑛+1 =
1

6
(𝑛 + 1)(−5𝑛2 − 𝑛 + 18) =

1

6
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(9 − 5𝑛)  

 

 
 

 آداب( 2016)بكالوريا  .17 حل التمرين

𝒖𝒏 بـ: 𝒏طبيعي  من أجل كل عددمتتالية عددية معرّفة  (𝒖𝒏)لتكن  = 𝟑𝒏 − 𝟐 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 و 𝒖𝟑 حساب .1

𝑢0 = 3(0) − 2 = −2   ;  𝑢1 = 3(1) − 2 = 1  ;  𝑢2 = 3(2) − 2 = 4  

𝑢3 = 3(3) − 2 = 9  

 أساسها  تعيينحسابية و (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  بيان .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3(𝑛 + 1) − 2 − (3𝑛 − 2) = 3𝑛 + 1 − 3𝑛 + 2 = 3  

𝑟حسابية أساسها  (𝑢𝑛)المتتالية نه نستنتج أنّ م  = 3 
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 (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .3

𝑟بما أنّ  >  متزايدة تماما  (𝑢𝑛)فإنّ المتتالية  0

 رتبته  تعيينو (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟏𝟗𝟓𝟒العدد أنّ  بيان .4

3𝑛 − 2 = 1954 ⇒ 3𝑛 = 1956 ⇒ 𝑛 = 652  

 653 رتبته (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  1954العدد نّ أمنه نستنتج  

𝑺𝒏المجموع :  𝒏بدلالة  حسابأ.  .5 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

𝑛 + 1

2
(3𝑛 − 4) 

𝑆𝑛 =
3𝑛2 − 𝑛 − 4

2
 

𝑺𝒏يكون بحيث  𝒏العدد  تعيينب.  = 𝟑𝟐𝟖 

𝑆𝑛 = 328 ⇒
3𝑛2 − 𝑛 − 4

2
= 328 ⇒ 3𝑛2 − 𝑛 − 4 = 656

⇒ 3𝑛2 − 𝑛 − 660 = 0 ⇒ 𝑛 = 15  

 
 آداب( 2016)بكالوريا  .18 حل التمرين

  وتحقق :                           𝒖𝟎وحدّها الأول  𝟑التي أساسها  (𝒖𝒏)نعتبر المتتالية الحسابية 

𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 = 𝟏𝟎 

 𝒖𝟎حدّ الأول ال حساب .1

𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 10 ⇒ 𝑢0 + 𝑢0 + 𝑟 + 𝑢0 + 2𝑟 + 𝑢0 + 3𝑟 = 10 

⇒ 4𝑢0 + 6𝑟 = 10 ⇒ 4𝑢0 = 10 − 6𝑟 = −8 ⇒ 𝑢0 = −2  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏الحدّ العام  كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = −2 + 3𝑛  

𝒖𝒏بحيث :  𝒏عدد الطبيعي ال تعيين .3 = 𝟏𝟒𝟓 

𝑢𝑛 = 145 ⇒ −2 + 3𝑛 = 145 ⇒ 3𝑛 = 147 ⇒ 𝑛 = 49  

𝑺بحيث :  𝑺المجموع  حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟒𝟗 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢49 =
50

2
(𝑢0 + 𝑢49) = 25(−2 + 145) = 3575  

𝒗𝒏بالعبارة :  ℕالمعرّفة على  (𝒗𝒏)نعتبر المتتالية  .5 = 𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 

′𝑺بحيث :  ′𝑺المجموع  حساب = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝟒𝟗 

𝑆′ = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣49 = 2𝑢0 + 3 + 2𝑢1 + 3 +⋯+ 2𝑢49 + 3 

𝑆′ = 2(𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢49) + (3 + 3 +⋯+ 3) = 2𝑆𝑛 + 50(3) 

𝑆′ = 7300  
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 آداب( 1720)بكالوريا  .19 حل التمرين

(𝒖𝒏)  حيث متتالية هندسية حدودها موجبة تماما :𝒖𝟑 = 𝒖𝟏 و𝟑𝟐𝟎 = 𝟐𝟎 

 𝟓وحدّها الأوّل هو  𝟒هو  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ أساس  بيان .1

𝑢3 = 𝑢1 × 𝑞
2 ⇒ 𝑞2 =

𝑢3
𝑢1
=
320

20
= 16 ⇒ 𝑞 = 4  (لأنّ  حدود المتتالية موجبة) 

𝑢0 =
𝑢1
𝑞
=
20

4
⇒ 𝑢0 = 5  

 قيمة حدّها السابع استنتاجو 𝒏بدلالة  (𝒖𝒏)عبارة الحدّ العام للمتتالية  كتابة .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 5 × 4𝑛  ; 𝑢6 = 5 × 4

6 = 5 × 4096 ⇒ 𝑢6 = 20480  

𝑺حيث :  𝑺المجموع  𝒏بدلالة العدد الطبيعي  حسابأ.  .3 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 5(

4𝑛+1 − 1

4 − 1
) 

𝑆 =
5

3
(4𝑛+1 − 1)  

′𝑺: حيث  ′𝑺قيمة المجموع  استنتاجب.  = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝟔  

𝑆′ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢6 =
5

3
(47 − 1) = 27305  

 
 آداب( 2017يا )بكالور .20 حل التمرين

(𝒖𝒏)  متتالية حسابية معرّفة بحدّها الأول𝒖𝟎 = 𝒖𝟑و  𝟓− + 𝒖𝟕 = 𝟓𝟎 

 (𝒖𝒏)للمتتالية  𝒓الأساس  تعيين .1

𝑢3 + 𝑢7 = 50 ⇒ 𝑢0 + 3𝑟 + 𝑢0 + 7𝑟 = 50 ⇒ 2𝑢0 + 10𝑟 = 50 

⇒ 10𝑟 = 50 − 2𝑢0 = 50 − 2(−5) = 60 ⇒ 𝑟 = 6  

𝒏  :𝒖𝒏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيان .2 = 𝟔𝒏 − 𝟓 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = −5 + 6𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 6𝑛 − 5  

 رتبته وتعيين  (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟐𝟎𝟏𝟕العدد أنّ  بيان .3

6𝑛 − 5 = 2017 ⇒ 6𝑛 = 2022 ⇒ 𝑛 = 337  

 338 رتبته (𝑢𝑛)حدّ من حدود المتتالية  2017العدد أنّ منه نستنتج 

𝑺حيث :  𝑺المجموع  𝒏بدلالة العدد الطبيعي  حساب .4 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

𝑛 + 1

2
(−5 + 6𝑛 − 5) 

𝑆 =
(𝑛 + 1)(6𝑛 − 10)

2
= (𝑛 + 1)(3𝑛 − 5) = 3𝑛2 − 2𝑛 − 5  
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 آداب( 2د 2017)بكالوريا  .21 حل التمرين

 𝒓وأساسها  𝒖𝟎بحدّها الأول  ℕمعرّفة على ال (𝒖𝒏)متتالية الحسابية نعتبر ال

𝒖𝟑علما أنّ :  𝒖𝟒الحدّ  حساب .1 + 𝒖𝟓 = 𝟐𝟎 

𝑢3 + 𝑢5 = 20 ⇒ 2𝑢4 = 20 ⇒ 𝑢4 = 10  

𝟐𝒖𝟒علما أنّ :  𝒖𝟓الحدّ  حساب .2 − 𝒖𝟓 = 𝟕 

2𝑢4 − 𝑢5 = 7 ⇒ 𝑢5 = 2𝑢4 − 7 = 20 − 7 ⇒ 𝑢5 = 13  

  𝒖𝟎 حسابو 𝒓قيمة  جاستنتا .3

𝑟 = 𝑢5 − 𝑢4 = 13 − 10 = 3  ; 𝑢0 = 𝑢4 − 4𝑟 = 10 − 12 = −2  

𝒏  :𝒖𝒏تحقق أنّ من أجل كل عدد طبيعي ال .4 = 𝟑𝒏 − 𝟐 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = −2 + 3𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑛 − 2  

𝑺𝒏  :𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة العدد الطبيعي  حساب .5 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

(𝑛 + 1)(3𝑛 − 4)

2
 

𝑆𝑛 =
3𝑛2 − 𝑛 − 4

2
 

𝑺𝒏حيث :  𝒏جد العدد الطبيعي  .6 = 𝟑𝟑  

𝑆𝑛 = 33 ⇒
3𝑛2 − 𝑛 − 4

2
= 33 ⇒ 3𝑛2 − 𝑛 − 4 = 66 

⇒ 3𝑛2 − 𝑛 − 70 = 0 ⇒ 𝑛 = 5  

 

 
 

 آداب( 2د 2017الوريا )بك .22 حل التمرين

في كل حالة من الحالات الأربع الآتية اقترُحت ثلاث إجابات ، واحدة فقط منها صحيحة ، يطُلب 

 تحديدها مع التعليل :

 𝟏𝟒−ب(  هو:𝟏 وحدّها الأول  -3الحدّ السادس لمتتالية حسابية أساسها  .1

𝑢5 = 𝑢0 + 5𝑟 = 1 − 15 ⇒ 𝑢5 = −14  

جـ(  هو: 3وأساسها 𝟏 تتالية هندسية حدّها الأول لمحدٍ الأولى  100مجموع  .2
𝟑𝟏𝟎𝟎−𝟏

𝟐
 

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢99 = 𝑢0 (
𝑞100 − 1

𝑞 − 1
) =

3100 − 1

2
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𝒙  :𝒄نضع من أجل كل عدد حقيقي  .3 = 𝟒𝒙 ، 𝒃 = 𝟔𝒙 − 𝟑 ، 𝒂 = 𝟐𝒙 + 𝟐     . 

تتابعة لمتتالية حسابية عندما بهذا الترتيب تشكل حدودا م 𝒄،𝒃،𝒂الأعداد الحقيقية 

𝒙أ(  يكون: =
𝟒

𝟑
 

𝑎 + 𝑐 = 2𝑏 ⇒ 6𝑥 + 2 = 12𝑥 − 6 ⇒ 6𝑥 = 8 ⇒ 𝑥 =
4

3
 

𝒖𝟎المعرّفة بـ :  (𝒖𝒏)العددية المتتالية  .4 = ،                𝒏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝟏

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 +  جـ( لا حسابية ولا هندسية هي متتالية : 𝟏

𝑢0 = 1 ; 𝑢1 =
1

2
𝑢0 + 1 =

3

2
; 𝑢2 =

1

2
𝑢1 + 1 =

7

4
 

𝑢1 − 𝑢0 =
1

2
 ;  𝑢2 − 𝑢1 =

1

4
⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست حسابية   

𝑢1
𝑢0
=
3

2
 ;  
𝑢2
𝑢1
=
7

6
⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست هندسية  

 
 

 آداب( 2018وريا )بكال .23التمرين حل 

عينّ الاقتراح الصحيح الوحيد من بين الاقتراحات الثلاثة في كل حالة من الحالات التالية مع 

 التبرير.

1. (𝒖𝒏)  متتالية عددية معرفة علىℕ بـ :𝒖𝒏 = 𝒏
𝟐 −  : (𝒖𝒏). المتتالية 𝟏

   أ( متزايدة تماما

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑛 + 1)
2 − 1 − (𝑛2 − 1) = 2𝑛 + 1 

2𝑛عدد طبيعي فإنّ العبارة  𝑛بما أنّ  +  متزايدة تماما  (𝑢𝑛)موجبة ومنه المتتالية  1

2.  (𝒗𝒏)  متتالية هندسية حدّها الأول 𝒗𝟏 = 𝒒وأساسها 𝟑 = . عبارة الحدّ العام  𝟐

𝒗𝒏ب(  هي: (𝒗𝒏)للمتتالية  = 𝟑 × 𝟐
𝒏−𝟏 

𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1 = 3 × 2𝑛−1  

𝑺𝒏المجموع  = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 +⋯+ 𝒗𝒏 :𝟐)𝟑أ(  يساوي𝒏 − 𝟏) 

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 3 (

2𝑛 − 1

2 − 1
) = 3(2𝑛 − 1)  

، نسحب 20إلى  11كريات لا نفرق بينها عند اللمس مرقمة من  10صندوق به  .3

 :هو 3الحصول على كرية تحمل عددا مضاعفا لـ عشوائيا كرية واحدة. احتمال 

أ( 
𝟏

𝟑
   

  ، ومنه فإنّ  18و  15،  12هي:  20و  11والمحصورة بين  3الأعداد المضاعفة لـ 

: هو 3احتمال الحصول على كرية تحمل عددا مضاعفا لـ 
3

10
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جـ(  :هو 3احتمال الحصول على كرية تحمل عددا فرديا ومضاعفا لـ 
𝟏

𝟏𝟎
 

  ، ومنه فإنّ  15و ه 20و  11والمحصور بين  3المضاعف لـ الفردي العدد 

: هو 3مضاعفا لـ فرديا واحتمال الحصول على كرية تحمل عددا 
1

10
 

 
 

 آداب( 2018)بكالوريا  .24التمرين حل 

(𝒖𝒏)  متتالية هندسية حدودها موجبة تماما، حدّها الأول𝒖𝟎  وأساسها𝒒 :حيث 

𝒖𝟎 × 𝒖𝟐 = 𝒖𝟎و    𝟓𝟕𝟔 + 𝒖𝟏 = 𝟑𝟎 

𝒖𝟏ن أنّ ابي .1 =  𝒖𝟎، ثمّ استنتج قيمة  𝟐𝟒

𝑢0 × 𝑢2 = 576 ⇒ 𝑢1
2 = 576 ⇒ 𝑢1 = √576 = 24  

𝑢0 + 𝑢1 = 30 ⇒ 𝑢0 = 30 − 𝑢1 = 30 − 24 ⇒ 𝑢0 = 6  

𝒒ن أنّ ابي .2 =  𝒏بدلالة  𝒖𝒏 عبارة الحدّ العام ةباكتو ، 𝟒

𝑞 =
𝑢1
𝑢0
=
24

6
⇒ 𝑞 = 4  ; 𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞

𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 6 × 4
𝑛  

𝒏 :𝒖𝒏+𝟏ت أنّه من أجل كل عدد طبيعي اثبا .3 − 𝒖𝒏 = 𝟏𝟖 × 𝟒
𝒏  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 6 × 4
𝑛+1 − 6 × 4𝑛 = 6 × 4𝑛(4 − 1) = 18 × 4𝑛  

 (𝒖𝒏) ج اتجاه تغيّر المتتاليةااستنت

18بما أنّ العبارة  × 4𝑛  موجبة فإنّ المتتالية(𝑢𝑛) متزايدة تماما 

 ن رتبتهيعيوت (𝒖𝒏)حدّ من حدود المتتالية  𝟏𝟓𝟑𝟔تحقق أنّ العدد وال،  𝟒𝟒ب احس .4

44 = 256 ; 𝑢𝑛 = 1536 ⇒ 6 × 4
𝑛 = 1536 ⇒ 4𝑛 = 256 ⇒ 𝑛 = 4  

  (𝑢𝑛)لحدّ الخامس من حدود المتتالية هو ا 1536أنّ العدد منه نستنتج  

𝑺𝒏المجموع:  𝒏ب بدلالة احس .5 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 24 (

4𝑛 − 1

4 − 1
) = 8(4𝑛 − 1)  
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 ت إ( 2008)بكالوريا  .25 حل التمرين

(𝒖𝒏)  : متتالية عددية معرّفة كما يلي{
𝒖𝟎 = 𝜶 ;  𝜶 ∈ ℝ

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐

𝟑
𝒖𝒏 −

𝟖

𝟗
 ; 𝒏 ∈ ℕ

 

𝜶بالتراجع أنهّ في حالة  برهان .1 = −
𝟖

𝟑
𝒖𝒏+𝟏أي  ثابتة (𝒖𝒏)تكون   = 𝒖𝒏 

𝑢1نتحقق أنّ : التراجع تحقيق = 𝑢0 

𝑢0 = −
8

3
⇒ 𝑢𝑛 =

2

3
(−
8

3
) −

8

9
= −

24

9
= −

8

3
⇒ 𝑢1 = 𝑢0  

𝑢𝑛+1أنّ نفرض : التراجعفرض  = 𝑢𝑛 

𝑢𝑛+2أنّ نبرهن : التراجع برهان = 𝑢𝑛+1 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 ⇒
2

3
𝑢𝑛+1 −

8

9
=
2

3
𝑢𝑛 −

8

9
⇒ 𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1  

𝛼أنهّ في حالة منه نستنتج  = −
8

3
 ثابتة (𝑢𝑛) المتتالية تكون 

2. 𝜶 = 𝟐  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 +
𝟖

𝟑
 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 حساب .أ

𝑢1 =
2

3
𝑢0 −

8

9
=
2

3
(2) −

8

9
=
4

3
−
8

9
=
4

9
 

𝑢2 =
2

3
𝑢1 −

8

9
=
2

3
(
4

9
) −

8

9
=
8

27
−
8

9
= −

16

27
 

 𝒗𝟎دّها الأول وح 𝒒متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)أنّ  إثبات .ب

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +
8

3
=
2

3
𝑢𝑛 −

8

9
+
8

3
=
2

3
𝑢𝑛 +

16

9
=
2

3
(𝑢𝑛 +

8

3
) =

2

3
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
2

3
 ، حيث :  𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 = 𝑢0 +
8

3
= 2 +

8

3
=
14

3
 

𝐥𝐢𝐦 حسابو 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 =

14

3
(
2

3
)
𝑛

; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 −
8

3
⇒ 𝑢𝑛 =

14

3
(
2

3
)
𝑛

−
8

3
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[
14

3
(
2

3
)
𝑛

⏟    
→0

−
8

3
] = −

8

3
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 ت إ( 2008)بكالوريا  .26 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 − 𝟏  

 𝒖𝟐، 𝒖𝟏 و𝒖𝟑 حساب .1

𝑢1 =
1

2
𝑢0 − 1 =

1

2
− 1 = −

1

2
 

𝑢2 =
1

2
𝑢1 − 1 =

1

2
(−
1

2
) − 1 = −

1

4
− 1 = −

5

4
 

𝑢3 =
1

2
𝑢2 − 1 =

1

2
(−
5

4
) − 1 = −

5

8
− 1 = −

13

8
 

𝒏  :𝒖𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  إثباتأ.  .2 ≥ −𝟐  

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≥ 𝑢0)محققة لأنّ  2− = 1( 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ≥ −2 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≥ −2 

𝑢𝑛 ≥ −2 ⇒
1

2
𝑢𝑛 ≥ −1 ⇒

1

2
𝑢𝑛 − 1 ≥ −2 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ −2  

𝑛  :𝑢𝑛نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي منه  ≥ −2 

  (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  تعيينب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2
𝑢𝑛 − 1 − 𝑢𝑛 = −

1

2
𝑢𝑛 − 1 

𝑢𝑛 ≥ −2 ⇒ −
1

2
𝑢𝑛 ≤ 1 ⇒ −

1

2
𝑢𝑛 − 1 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 من الأسفل ومتناقصة ، فهي إذن متقاربة محدودة (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

3. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝟐 

 متتالية هندسية  (𝒗𝒏)أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 2 =
1

2
𝑢𝑛 − 1 + 2 =

1

2
𝑢𝑛 + 1 =

1

2
(𝑢𝑛 + 2) =

1

2
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
1

2
𝑣0وحدهّا الأول   = 3  

  𝒖𝒏ثمّ  𝒗𝒏عن الحدّ العام  𝒏بدلالة  التعبير .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 3(

1

2
)
𝑛

; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 2 ⇒ 𝑢𝑛 = 3(
1

2
)
𝑛

− 2  

𝐥𝐢𝐦 حساب .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 
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lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[3 (
1

2
)
𝑛

⏟  
→0

− 2] = −2  

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏وع المجم 𝒏بدلالة  حساب .د = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 − 2 + 𝑣1 − 2 +⋯+ 𝑣𝑛 − 2 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) − 2(𝑛 + 1) = 3(

1 − (
1
2
)
𝑛+1

1 −
1
2

) − 2(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = 6(1 − (
1

2
)
𝑛+1

) − 2𝑛 − 2 = −6(
1

2
)
𝑛+1

− 2𝑛 + 4  

 

 
 

 ت إ( 2009)بكالوريا  .27 حل التمرين

1. 𝒖𝟎 = −𝟏  ،𝟑𝒖𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏 + 𝟒 

𝒖𝒏، يكون  𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  برهان .أ ≤ 𝟐 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0)محققة لأنّ  2 = −1( 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 2 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ : برهان التراجع ≤ 2 

3𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 4 ⇒ 𝑢𝑛+1 =
1

3
𝑢𝑛 +

4

3
 

𝑢𝑛 ≤ 2 ⇒
1

3
𝑢𝑛 ≤

2

3
⇒
1

3
𝑢𝑛 +

4

3
≤
2

3
+
4

3
⇒ 𝑢𝑛+1 ≤ 2  

𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 2 

 متزايدة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3
𝑢𝑛 +

4

3
− 𝑢𝑛 = −

2

3
𝑢𝑛 +

4

3
=
−2𝑢𝑛 + 4

3
 

𝑢𝑛 ≤ 2 ⇒ −2𝑢𝑛 ≥ −4 ⇒ −2𝑢𝑛 + 4 ≥ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

 متقاربة (𝒖𝒏)المتتالية مع التبرير أنّ  استنتاج .ج

 ة ، فهي إذن متقاربةيدازومت ىلعمحدودة من الأ (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟐 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد حدّها الأول وأساسها (𝒗𝒏)أنّ  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2 =
1

3
𝑢𝑛 +

4

3
− 2 =

1

3
𝑢𝑛 −

2

3
=
1

3
(𝑢𝑛 − 2) =

1

3
𝑣𝑛  
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𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
1

3
 يث : ، ح 𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 = 𝑢0 − 2 = −1 − 2 = −3  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏الحدّ العام  استنتاج، ثمّ  𝒏بدلالة  𝒗𝒏الحدّ العام  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −3(

1

3
)
𝑛

; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 2 ⇒ 𝑢𝑛 = −3(
1

3
)
𝑛

+ 2  

𝐥𝐢𝐦 حساب .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[−3 (
1

3
)
𝑛

⏟    
→0

+ 2] = 2  

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حساب .د = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏. 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 2 + 𝑣1 + 2 +⋯+ 𝑣𝑛 + 2 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + 2(𝑛 + 1) = −3(

1 − (
1
3
)
𝑛+1

1 −
1
3

) + 2(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = −
9

2
(1 − (

1

3
)
𝑛+1

) + 2𝑛 + 2 =
9

2
(
1

3
)
𝑛+1

+ 2𝑛 −
5

2
 

 

 
 ت إ( 2009)بكالوريا  .28 حل التمرين

𝒖𝟎 = −𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑𝒖𝒏 − 𝟐 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 حساب .1

𝑢1 = 3𝑢0 − 2 = 3(−1) − 2 = −5  

𝑢2 = 3𝑢1 − 2 = 3(−5) − 2 = −17  

𝒗𝒏معرّفة بـ : ال (𝒗𝒏)لية لتكن المتتا .2 = 𝒖𝒏 − 𝟏 

 𝒗𝟎وحدّها الأول  𝒒هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 1 = 3𝑢𝑛 − 3 = 3(𝑢𝑛 − 1) = 3𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 3هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ    = −2  

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة الحدّ العام  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −2 × 3𝑛  

𝒏  ،𝒖𝒏+𝟏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  بيان .3 − 𝒖𝒏 = (−𝟒) × 𝟑
𝒏  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (𝑣𝑛+1 + 1) − (𝑣𝑛 + 1) = 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 

= −2 × 3𝑛+1 + 2 × 3𝑛 = 3𝑛(−2 × 3 + 2) = (−4) × 3𝑛  
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 (𝒖𝒏)استنتاج اتجاه تغيرّ المتتالية 

(−4) × 3𝑛 < 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

𝒖𝟎بحيث يكون :  𝒏عدد الطبيعي ال تعيين .4 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 = 𝒏 − 𝟕𝟗 

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 1 + 𝑣1 + 1 +⋯+ 𝑣𝑛 + 1

= 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) + (𝑛 + 1) = −2(

3𝑛+1 − 1

2
) + (𝑛 + 1)

= −3𝑛+1 + 1 + 𝑛 + 1 = 𝑛 + 2 − 3𝑛+1  

𝑛 + 2 − 3𝑛+1 = 𝑛 − 79 ⇒ 2 − 3𝑛+1 = −79 ⇒ 3𝑛+1 = 81 = 34

⇒ 𝑛 + 1 = 4 ⇒ 𝑛 = 3  

 
 ت إ( 2010)بكالوريا  .29 حل التمرين

              :                       𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حساب .1

𝑆𝑛  هو مجموع(𝑛 +  𝑒وأساسها  1حد متتابع لمتتالية هندسية حدهّا الأول  (1

𝑆𝑛 = 1 + 𝑒 + 𝑒
2 +⋯+ 𝑒𝑛 =

𝑒𝑛+1 − 1

𝑒 − 1
 

2. 𝒘𝒏 = 𝟐𝒏 + 𝟒 + 𝒆
𝒏 .أنّ :  بيان𝒘𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝒗𝒏  

𝑢𝑛نضع:   = 2𝑛 + 𝑣𝑛و  4 = 𝑒
𝑛 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2(𝑛 + 1) + 4 − 2𝑛 − 4 = 2 ⇒ 𝑟 = 2 ; 𝑢0 = 4  

𝑣𝑛+1 = 𝑒
𝑛+1 = 𝑒𝑛 × 𝑒 = 𝑣𝑛 × 𝑒 ⇒ 𝑞 = 𝑒 ; 𝑣0 = 𝑒

0 = 1  

𝑤𝑛أنّ : منه نستنتج  = 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛  حيث(𝑢𝑛)  2ها وأساس 4متتالية حسابية حدهّا الأول 

 𝑒ها وأساس 1حدهّا الأول  متتالية هندسية (𝑣𝑛)و

فإنّ :                                                        𝒏ه من أجل كل عدد طبيعي أنّ  إثبات .3

𝟒 + 𝟔 + 𝟖 +⋯+ (𝟐𝒏 + 𝟒) = (𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟒) 

4 + 6 + 8 +⋯+ (2𝑛 + 4) = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛)

=
𝑛 + 1

2
(2𝑛 + 8) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4)  

 : 𝒏بدلالة  𝑺المجموع  استنتاج .4

𝑆 = 𝑤0 + 𝑤1 +⋯+𝑤𝑛 = (𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛) + (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛)

= (𝑛 + 1)(𝑛 + 4) +
𝑒𝑛+1 − 1

𝑒 − 1
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 ت إ( 2010)بكالوريا  .30 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏+𝟐

𝟒
 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 و𝒖𝟑الحدود  حساب .1

𝑢1 =
3𝑢0 + 2

4
=
3(1) + 2

4
=
5

4
 

𝑢2 =
3𝑢1 + 2

4
=
3 (
5
4
) + 2

4
=
23

16
 

𝑢3 =
3𝑢2 + 2

4
=
3 (
23
16
) + 2

4
=
101

64
 

𝒖𝒏فإنّ :  𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ  برهانأ.    .2 < 𝟐 

𝑢𝑛نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 . محققة لأنّ:  2 = 1 

𝑢𝑛نفرض أنّ راجع: فرض الت < 2  

𝑢𝑛نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 2  

𝑢𝑛 < 2 ⇒ 3𝑢𝑛 + 2 < 8 ⇒
3𝑢𝑛 + 2

4
< 2 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 2  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 2 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 + 2

4
− 𝑢𝑛 =

2 − 𝑢𝑛
4

 

𝑢𝑛 < 2 ⇒ −𝑢𝑛 > −2 ⇒ 2 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

 متقاربة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  استنتاججـ. 

 فهي إذن متقاربة 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية  

𝒗𝒏 : بـ 𝒏عدد طبيعي من أجل كل المعرّفة  (𝒗𝒏)نعتبر المتتالية  .3 = 𝒖𝒏 − 𝟐 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2 =
3𝑢𝑛 + 2

4
− 2 =

3𝑢𝑛 − 6

4
=
3

4
(𝑢𝑛 − 2) =

3

4
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
3

4
𝑣0 لوحدهّا الأو  = 𝑢0 − 2 = −1  

𝒖𝒏 :استنتاج أنّ و 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة  كتابة .ب = 𝟐 − (
𝟑

𝟒
)
𝒏

 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −(

3

4
)
𝑛

 ;  𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 2 = 2 − (
3

4
)
𝑛
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  (𝒖𝒏) المتتاليةنهاية حساب  .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2 − (
3

4
)
𝑛

= 2 ;  [(
3

4
)
𝑛

→ 0] 

 : 𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .4

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = −(

1 − (
3
4
)
𝑛+1

1 −
3
4

) 

𝑆𝑛 = 4 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1]  

𝒖𝟎 :أنّ  استنتاج + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 = 𝟑(
𝟑

𝟒
)
𝒏
+ 𝟐𝒏 − 𝟐 

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 2 + 𝑣1 + 2 +⋯+ 𝑣𝑛 + 2 = 𝑆𝑛 + 2(𝑛 + 1)

= 4 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1] + 2𝑛 + 2 = 4(
3

4
)
𝑛+1

+ 2𝑛 − 2

= 4(
3

4
) (
3

4
)
𝑛

+ 2𝑛 − 2 = 3(
3

4
)
𝑛

+ 2𝑛 − 2  

 

 
 

 ت إ( 2011)بكالوريا  .31 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟏

𝟐
  ،𝒖𝒏+𝟏 =

𝟐

𝟓
𝒖𝒏 +

𝟏

𝟓
 

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐 حساب .1

𝑢1 =
2

5
𝑢0 +

1

5
=
2

5
(
1

2
) +

1

5
=
2

5
 

𝑢2 =
2

5
𝑢1 +

1

5
=
2

5
(
2

5
) +

1

5
=

9

25
 

𝒏  :𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  بيان .2 >
𝟏

𝟑
   

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  >
1

3
𝑢0 . محققة لأنّ:   =

1

2
 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  >
1

3
 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  >
1

3
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𝑢𝑛 >
1

3
⇒
2

5
𝑢𝑛 >

2

15
⇒
2

5
𝑢𝑛 +

1

5
>
2

15
+
1

5
⇒ 𝑢𝑛+1 >

1

3
 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  >
1

3
 

 أنهّا متقاربة استنتاجصة تماما ثمّ متناق (𝒖𝒏)متتالية الأنّ  بيان .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

5
𝑢𝑛 +

1

5
− 𝑢𝑛 =

1 − 3𝑢𝑛
5

 

𝑢𝑛 >
1

3
⇒ −3𝑢𝑛 < −1 ⇒ 1 − 3𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية
1

3
 فهي إذن متقاربة 

𝒏  ،𝒗𝒏حيث من أجل كل عدد طبيعي  (𝒗𝒏)متتالية العددية لتكن ال .4 = 𝒖𝒏 −
𝟏

𝟑
 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
1

3
=
2

5
𝑢𝑛 +

1

5
−
1

3
=
2

5
𝑢𝑛 −

2

15
=
2

5
(𝑢𝑛 −

1

3
) =

2

5
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
2

5
𝑣0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 −

1

3
=
1

6
  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏كلا من  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

1

6
(
2

5
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
1

3
=
1

6
(
2

5
)
𝑛

+
1

3
 

 (𝒖𝒏)متتالية النهاية  حساب .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

1

6
(
2

5
)
𝑛

+
1

3
=
1

3
 ; [(

2

5
)
𝑛

→ 0] 

 
 ت إ( 2012)بكالوريا  .32 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑𝒖𝒏+𝟒

𝟗
 

𝒏  :𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ  برهانأ.  .1 >
𝟐

𝟑
   

𝑢𝑛نتحقق أنّ حقيق التراجع: ت >
2

3
𝑢0 . محققة لأنّ:   = 1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  >
2

3
 

𝑢𝑛نبرهن أنّ برهان التراجع:  >
2

3
 

𝑢𝑛 >
2

3
⇒ 3𝑢𝑛 > 2 ⇒ 3𝑢𝑛 + 4 > 6 ⇒

3𝑢𝑛 + 4

9
>
6

9
⇒ 𝑢𝑛+1 >

2

3
 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  >
2

3
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 متناقصة  (𝒖𝒏)متتالية الأنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 + 4

9
− 𝑢𝑛 =

−6𝑢𝑛 + 4

9
 

𝑢𝑛 >
2

3
⇒ −6𝑢𝑛 < −4 ⇒ −6𝑢𝑛 + 4 < 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 

 متناقصة تماما (𝑢𝑛)متتالية الأنّ ومنه نستنتج 

𝒗𝒏بـ :  𝒏من أجل كل عدد طبيعي فة المعرّ  (𝒗𝒏)متتالية نعتبر ال .2 = 𝒖𝒏 −
𝟐

𝟑
 

 متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
2

3
=
3𝑢𝑛 + 4

9
−
2

3
=
3𝑢𝑛 − 2

9
=
1

3
(𝑢𝑛 −

2

3
) =

1

3
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  
1

3
𝑣0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 −

2

3
=
1

3
  

𝒖𝒏: أنّ  استنتاجو،  𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة  كتابة .ب =
𝟏

𝟑
[(
𝟏

𝟑
)
𝒏
+ 𝟐]  

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

1

3
(
1

3
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
2

3
=
1

3
(
1

3
)
𝑛

+
2

3
=
1

3
[(
1

3
)
𝑛

+ 2]  

  (𝒖𝒏)متتالية النهاية تعيين  .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

3
[(
1

3
)
𝑛

+ 2] =
2

3
 ; [(

1

3
)
𝑛

→ 0] 

    :𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 +
2

3
+ 𝑣1 +

2

3
+⋯+ 𝑣𝑛 +

2

3
 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) +

2

3
(𝑛 + 1) =

1

3
(
1 − (

1
3
)
𝑛+1

1 −
1
3

) +
2

3
(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 =
1

2
[1 − (

1

3
)
𝑛+1

] +
2

3
(𝑛 + 1)  

 
 

 ت إ( 2012)بكالوريا  .33 حل التمرين

 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 و𝒖𝟐كلا من  حسابأ.  .1

𝑢0 = 50.000  ; 𝑢1 = 50.000(1,05) − 5000 = 47.500  

𝑢2 = 47.500(1,05) − 5000 = 44.875  
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 حسابية ولا هندسية ليست  (𝒖𝒏)ب. المتتالية 

𝑢0 × 𝑢2 ≠ 𝑢1
2 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست هندسية  

𝑢0 + 𝑢2 ≠ 2𝑢1 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست حسابية  

𝒏  :𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  بيانجـ.  = 𝟏, 𝟎𝟓𝒖𝒏 − 𝟓𝟎𝟎𝟎 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 0,05𝑢𝑛 − 5000 = 1,05𝑢𝑛 − 5000  

𝒏  ،𝒗𝒏نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 = 𝒖𝒏 − 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 

 هندسية ، حدّد أساسها وحدّها الأول (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 100.000 = 1,05𝑢𝑛 − 5000 − 100.000 

𝑣𝑛+1 = 1,05𝑢𝑛 − 105.000 = 1,05(𝑢𝑛 − 100.000) = 1,05 𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 1,05هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = −50.000  

:                     𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  استنتاجو،  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .ب

𝒖𝒏 = −𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 × (𝟏, 𝟎𝟓)
𝒏 + 𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −50.000(1,05)𝑛  

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 100.000 = −50.000(1,05)𝑛 + 100.000  

  𝟐𝟎𝟏𝟓المبلغ الذي يكون في حساب هذا الشخص نهاية عام حساب أ.  .3

 ، ومنه: 2016يعني بداية عام  2015نهاية عام 

2016 = 2008 + 8 ⇒ 𝑢8 = −50.000(1,05)
8 + 100.000

= 26.127,23 𝐷𝐴  

 من حسابه:سحب اللا تسمح إدارة الصندوق لهذا الشخص بحيث سنة تعيين الب. 

𝑢𝑛 < 5000 ⇒ −50.000(1,05)𝑛 + 100.000 < 5000

⇒ −50.000(1,05)𝑛 < −95.000 ⇒ 1,05𝑛 > 1,9

⇒ ln 1,05𝑛 > ln 1,9 ⇒ 𝑛 >
ln 1,9

ln 1,05
⇒ 𝑛 = 14  

 

 
 

 ت إ( 2013)بكالوريا  .34 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟑 ، 𝒖𝒏+𝟏 = (
𝟐𝒂+𝟏

𝟑
)𝒖𝒏 −

𝟐𝒂+𝟒

𝟑
  

 ثابتة (𝒖𝒏)التي من أجلها تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .1

(𝑢𝑛) ثابتة ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 ⇒ 3 = 3(
2𝑎 + 1

3
) −

2𝑎 + 4

3
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⇒ 3 =
4𝑎 − 1

3
⇒ 4𝑎 = 10 ⇒ 𝑎 =

5

2
 

 حسابية  (𝒖𝒏)حتى تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .2

(𝑢𝑛) حسابية ⇒
2𝑎 + 1

3
= 1 ⇒ 2𝑎 + 1 = 3 ⇒ 2𝑎 = 2 ⇒ 𝑎 = 1  

 حدا الأولى من المتتالية 𝒏ومجموع  𝒖𝒏عندئذ  حساب

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑟 = −2 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 =
𝑛

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛−1) =

𝑛

2
(𝑢0 + 𝑢0 + (𝑛 − 1)𝑟) 

𝑆𝑛 =
𝑛

2
[3 + 3 − 2(𝑛 − 1)] = 𝑛(−𝑛 + 4) = −𝑛2 + 4𝑛  

 هندسية  (𝒖𝒏)حتى تكون المتتالية  𝒂قيمة  تعيين .3

(𝑢𝑛) هندسية ⇒
2𝑎 + 4

3
= 0 ⇒ 2𝑎 + 4 = 0 ⇒ 2𝑎 = −4 ⇒ 𝑎 = −2  

 حدا الأولى منها 𝟓𝟎ومجموع  𝒖𝟓𝟎كلا من  تعيين

𝑢𝑛+1 = −𝑢𝑛 ⇒ 𝑞 = −1 ; 𝑢50 = 𝑢0 × 𝑞
50 = 3(−1)50 = 3  

𝑆′ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢49 = 𝑢0 (
1 − 𝑞50

1 − 𝑞
) =

3

2
[1 − (−1)50] = 0  

𝒖𝒏، فإنّ:  𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  برهان .4 = 𝟑
𝒏 + 𝟐 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  = 3
0 + 𝑢0 . محققة لأنّ:  2 = 3 

𝑢𝑛نفرض أنّ  فرض التراجع: = 3
𝑛 + 2 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  = 3
𝑛+1 + 2 

𝑎 = 4 ⇒ 𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 − 4 = 3(3
𝑛 + 2) − 4 = 3.3𝑛 + 2 = 3𝑛+1 + 2  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  = 3
𝑛 + 2 

𝒖𝟎أنّ :  بيان + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 =
𝟏

𝟐
(𝟑𝒏+𝟏 + 𝟒𝒏 + 𝟑) 

𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 3
0 + 2 + 31 + 2 +⋯+ 3𝑛 + 2

=
3𝑛+1 − 1

3 − 1
+ 2(𝑛 + 1) =

1

2
[(3𝑛+1 − 1) + 4(𝑛 + 1)]

=
1

2
(3𝑛+1 + 4𝑛 + 3)  
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 ت إ( 2013)بكالوريا  .35 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 = −
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 + 𝟔 

 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 و𝒖𝟒الحدود  حسابأ.  .1

𝑢1 = −
1

2
𝑢0 + 6 = −

1

2
(6) + 6 = 3  

𝑢2 = −
1

2
𝑢1 + 6 = −

1

2
(3) + 6 =

9

2
 

𝑢3 = −
1

2
𝑢2 + 6 = −

1

2
(
9

2
) + 6 =

15

4
 

𝑢4 = −
1

2
𝑢3 + 6 = −

1

2
(
15

4
) + 6 =

33

8
 

  ℕرتيبة على ليست  (𝒖𝒏)المتتالية ب. 

{
𝑢1 < 𝑢2
𝑢2 > 𝑢3

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست رتيبة  

𝒏 :𝒖𝒏+𝟏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  بيانأ.  .2 − 𝟒 = −
𝟏

𝟐
(𝒖𝒏 − 𝟒)  

𝑢𝑛+1 − 4 = −
1

2
𝑢𝑛 + 2 = −

1

2
(𝑢𝑛 − 4)  

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول  (𝒗𝒏)المتتالية أنّ  استنتاجب. 

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 4 = −
1

2
(𝑢𝑛 − 4) = −

1

2
𝑣𝑛  

−هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  
1

2
𝑣0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 − 4 = 2  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏ثمّ  𝒗𝒏 كتابةجـ. 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2(−

1

2
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 4 = 2(−
1

2
)
𝑛

+ 4  

 متقاربة (𝒖𝒏)أنّ  بياند. 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2 (−
1

2
)
𝑛

+ 4 = 4 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متقاربة  

 𝒖𝒏باستعمال عبارة  .ب1تأكّد ثانية من نتيجة السؤال ال .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2(−
1

2
)
𝑛+1

+ 4 − 2(−
1

2
)
𝑛

− 4 = 2(−
1

2
)
𝑛

(−
1

2
− 1)

= −3(−
1

2
)
𝑛
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−)3−بما أنّ إشارة 
1

2
)
𝑛

 .ℕليست رتيبة على  (𝑢𝑛)المتتالية ليست ثابتة، نستنتج أنّ  

 

 
 ت إ( 2014)بكالوريا  .36 حل التمرين

 : خطأمتقاربة (𝒗𝒏)متقاربة فإنّ  (𝒖𝒏)إذا كانت  .1

𝑢𝑛 = (
1

2
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 = ln (
1

2
)
𝑛

= 𝑛 ln
1

2
= −𝑛 ln 2 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

(
1

2
)
𝑛

= 0 ⇒  (𝑢𝑛) متقاربة

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

−𝑛 ln 2 = −∞ ⇒  (𝑣𝑛) متباعدة

 : صحيحمتناقصة (𝒗𝒏)متناقصة فإنّ  (𝒖𝒏)إذا كانت  .2

(𝑢𝑛) متناقصة ⇒ 𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛 ⇒ ln𝑢𝑛+1 < ln 𝑢𝑛 ⇒ 𝑣𝑛+1 < 𝑣𝑛 

 ⇒  (𝑣𝑛) متناقصة

 : صحيححسابية (𝒗𝒏)هندسية فإنّ  (𝒖𝒏)إذا كانت  .3

(𝑢𝑛) هندسية ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 × 𝑞 ⇒ ln 𝑢𝑛+1 = ln 𝑢𝑛 + ln 𝑞 

⇒ 𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 + ln 𝑞  ⇒  (𝑣𝑛) حسابية
 

 
 ت إ( 2014)بكالوريا  .37 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟑  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐

𝟑
𝒖𝒏 − 𝟏 

𝒖𝒏فإنّ  𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ  برهانأ.  .1 > −𝟑 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  > 𝑢0 . محققة لأنّ:  3− = 3 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  > −3 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  > −3 

𝑢𝑛 > −3 ⇒
2

3
𝑢𝑛 > −2 ⇒

2

3
𝑢𝑛 − 1 > −3 ⇒ 𝑢𝑛+1 > −3  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  > −3 

 متناقصة تماما (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

3
𝑢𝑛 − 1 − 𝑢𝑛 = −

1

3
𝑢𝑛 − 1  

𝑢𝑛 > −3 ⇒ −
1

3
𝑢𝑛 < 1 ⇒ −

1

3
𝑢𝑛 − 1 < 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

 متقاربة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  استنتاججـ. 

 فهي إذن متقاربة 3−متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية 
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2. 𝒗𝟎 = 𝐥𝐢𝐦و  𝟔
𝒏→+∞

(𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏) = 𝟏𝟖 

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيان .أ
𝒏→+∞

(𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏) =
𝒗𝟎

𝟏−𝒒
 

lim
𝑛→+∞

(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) = lim
𝑛→+∞

𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) =

𝑣0
1 − 𝑞

 

(𝑣𝑛) متقاربة) ⇒ −1 < 𝑞 < 1 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑞𝑛+1 = 0) 

 𝒏لة بدلا 𝒗𝒏عبارة الحدّ العام  تعيينو 𝒒الأساس  حساب .ب

lim
𝑛→+∞

(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) = 18 ⇒
𝑣0
1 − 𝑞

= 18 ⇒ 1 − 𝑞 =
1

3
⇒ 𝑞 =

2

3
 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 6(

2

3
)
𝑛

 

𝒏  :𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  برهان .ج = 𝒗𝒏 − 𝟑  

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  = 𝑣0 − 𝑢0 . محققة لأنّ:  3 = 3 

𝑢𝑛نفرض أنّ راجع: فرض الت = 𝑣𝑛 − 3 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  = 𝑣𝑛+1 − 3 

𝑢𝑛+1 =
2

3
𝑢𝑛 − 1 =

2

3
(𝑣𝑛 − 3) − 1 =

2

3
𝑣𝑛 − 3 = 𝑣𝑛+1 − 3  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  = 𝑣𝑛 − 3 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 3 = 6(
2

3
)
𝑛

− 3  

 
 

 ت إ( 2015)بكالوريا  .38 حل التمرين

1. 𝒖𝒏 = 𝟓 × 𝟐
𝒏 × 𝟑𝒏−𝟏 المتتالية .(𝒖𝒏) ب( هندسية( 

𝑢𝑛+1 = 5 × 2
𝑛+1 × 3𝑛 = 5 × 𝟐 × 2𝑛 × 𝟑 × 3𝑛−1 = 𝟔𝑢𝑛  

𝒗𝟏التي من أجلها  𝒏قيمة  .2 + 𝒗𝟐 +⋯+ 𝒗𝒏 = 𝒏 هي: 𝟐𝟎𝟏𝟓 =  )أ( 𝟑𝟏

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 =
𝑛

2
(𝑣1 + 𝑣𝑛) =

𝑛

2
[1 + 4⏟  

𝑣1

+ 1 + 4𝑛⏟    
𝑣𝑛

] 

= 𝑛(2𝑛 + 3) = 2𝑛2 + 3𝑛  

𝑆𝑛 = 2015 ⇒ 2𝑛2 + 3𝑛 − 2015 = 0 ⇒ 𝑛 = 31  
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 ت إ( 2015)بكالوريا  .39 حل التمرين

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐 حساب .1

𝑢1 = 50 (1 −
5

100
) + 3 = 50 × 0,95 + 3 = 50,5  

𝑢2 = 50,5 (1 −
5

100
) + 3 = 50,5 × 0,95 + 3 = 50,975  

𝒏  :𝒖𝒏+𝟏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  بيانأ.  .2 = 𝟎, 𝟗𝟓𝒖𝒏 + 𝟑  

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 (1 −
5

100
) + 3 = 0,95𝑢𝑛 + 3  

 يست هندسية حسابية ولليست  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢0 + 𝑢2⏟    
100,975

≠ 2𝑢1⏟
101

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست حسابية  

𝑢0 × 𝑢2⏟    
2548,75

≠ 𝑢1
2⏟

2550,25

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ليست هندسية  

𝒗𝒏نضع:  𝒏من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 𝟔𝟎 − 𝒖𝒏  

 طلب تعيين أساسها وحدّها الأولهندسية يُ  (𝒗𝒏)المتتالية أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 60 − 𝑢𝑛+1 = 60 − 0,95𝑢𝑛 + 3 = 63 − 0,95𝑢𝑛 

= 0,95(60 − 𝑢𝑛) = 0,95𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 0,95هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 10  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 استنتاجو،  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 10(0,95)𝑛  ; 𝑢𝑛 = 60 − 𝑣𝑛 = 60 − 10(0,95)𝑛  

 𝟐𝟎𝟏𝟕ر عدد العمال سنة يقدت .ج

2012 + 𝑛 = 2017 ⇒ 𝑛 = 5 ; 𝑢5 = 60 − 10(0,95)
5 = 52262  

 (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية د يحدت .د

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = [60 − 10(0,95)
𝑛+1] − [60 − 10(0,95)𝑛] 

= 10(0,95)𝑛(1 − 0,95) = 0,5(0,95)𝑛 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

  (𝒖𝒏)نهاية المتتالية  حساب .ه

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[60 − 10(0,95)𝑛] = 60  ;  [(0,95)𝑛 → 0] 

 العدد  لأنهّ مهما يكنألف عامل  60يمكن أن يصل عدد عمال المصنع إلى لا 

𝑛(0,95)10فإنّ  𝑛الطبيعي  ≠ 0 . 
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 ت إ( 2016)بكالوريا  .40 حل التمرين

𝒗𝟎 = 𝟏𝟖  ،𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 = 𝟑𝟖 

𝒒هو  (𝒗𝒏)المتتالية أنّ أساس  بيان .1 =
𝟐

𝟑
 

𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 = 38 ⇒ 𝑣0 + 𝑣0𝑞 + 𝑣0𝑞
2 = 38 ⇒ 18(𝑞2 + 𝑞 + 1) = 38

⇒ 𝑞2 + 𝑞 −
10

9
= 0 ⇒ 𝑞 =

2

3
 (الحل السالب مرفوض) 

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة الحدّ العام  كتابةأ.  .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 18 (

2

3
)
𝑛

 

 (𝒗𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسةب. 

{
𝑣0 > 0
0 < 𝑞 < 1

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

 (𝒗𝒏)اية نه حسابجـ. 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

18 (
2

3
)
𝑛

= 0  

3. 𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏 

 ∞+إلى  𝒏عندما يؤول  𝑺𝒏نهاية  استنتاجو،  𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .أ

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) = 18(

1 − (
2
3
)
𝑛

1 −
2
3

) 

𝑆𝑛 = 54 [1 − (
2

3
)
𝑛

] ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = 54  

𝑺𝒏بحيث  𝒏العدد الطبيعي  تعيين .ب =
𝟑𝟓𝟏𝟎

𝟖𝟏
 

𝑆𝑛 =
3510

81
⇒ 54 [1 − (

2

3
)
𝑛

] =
3510

81
⇒ 1 − (

2

3
)
𝑛

=
65

81
 

⇒ (
2

3
)
𝑛

=
16

81
= (

2

3
)
4

⇒ 𝑛 = 4  
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 ت إ( 2016)بكالوريا  .41 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟓 ، 𝒖𝒏+𝟏 =
𝟒

𝟕
𝒖𝒏 +

𝟑

𝟕
 

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐الحدّين  حساب .1

𝑢1 =
4

7
𝑢0 +

3

7
=
4

7
(5) +

3

7
=
23

7
 

𝑢2 =
4

7
𝑢1 +

3

7
=
4

7
(
23

7
) +

3

7
=
113

49
 

𝒏  :𝒖𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  برهانأ.  .2 > 𝟏 

𝑢𝑛نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  > 𝑢0 . محققة لأنّ:  1 = 5 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  > 1 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  > 1 

𝑢𝑛 > 1 ⇒
4

7
𝑢𝑛 >

4

7
⇒
4

7
𝑢𝑛 +

3

7
> 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 1  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  > 1 

 متناقصة تماما (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان ب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
4

7
𝑢𝑛 +

3

7
− 𝑢𝑛 =

3

7
(1 − 𝑢𝑛)  

𝑢𝑛 > 1 ⇒ 1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

  (𝒖𝒏)المتتالية ج تقارب استنتاجـ. 

 فهي إذن متقاربة 1متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية  

𝒗𝒏بـ:  ℕالمعرّفة على  (𝒗𝒏)لتكن المتتالية  .3 = 𝒖𝒏 − 𝟏 

 ا أساسها وحدّها الأولينعمتتالية هندسية م (𝒗𝒏)أنّ  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 1 =
4

7
𝑢𝑛 +

3

7
− 1 =

4

7
𝑢𝑛 −

4

7
=
4

7
(𝑢𝑛 − 1) =

4

7
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ   
4

7
𝑣0 وحدهّا الأول  = 4  

𝒖𝒏أنّ  استنتاجو 𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .ب = 𝟏 + 𝟒(
𝟒

𝟕
)
𝒏

 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 4(

4

7
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 1 = 1 + 4(
4

7
)
𝑛

 

  𝒖𝒏نهاية  حساب .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[1 + 4 (
4

7
)
𝑛

] = 1  ;  [(
4

7
)
𝑛

→ 0] 
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 ت إ( 2017)بكالوريا  .42 حل التمرين

𝒖𝟎 = −𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐 

𝒏  :𝒖𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  برهانأ.  .1 < 𝟑 

𝑢0أنّ نتحقق تحقيق التراجع:  < 𝑢0 . محققة لأنّ:  3 = −1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  < 3 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 3 

𝑢𝑛 < 3 ⇒
1

3
𝑢𝑛 < 1 ⇒

1

3
𝑢𝑛 + 2 < 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 3  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 3 

 أنهّا متقاربة استنتاجوماما متزايدة ت (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان ب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3
𝑢𝑛 + 2 − 𝑢𝑛 = 2 −

2

3
𝑢𝑛 =

2

3
(3 − 𝑢𝑛) 

𝑢𝑛 < 3 ⇒ 3 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

 ربةفهي إذن متقا 3متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية  

2. 𝒗𝒏 = 𝟑 − 𝒖𝒏 

هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ
𝟏

𝟑
 حدّها الأول تعيينو 

𝑣𝑛+1 = 3 − 𝑢𝑛+1 = 3 −
1

3
𝑢𝑛 − 2 = 1 −

1

3
𝑢𝑛 =

1

3
(3 − 𝑢𝑛) =

1

3
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  
1

3
𝑣0 وحدهّا الأول  = 3 − 𝑢0 = 4  

𝒏  :𝑺𝒏بيان أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .ب = 𝟑(𝒏 − 𝟏) + 𝟐 (
𝟏

𝟑
)
𝒏

 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 3 − 𝑣0 + 3 − 𝑣1 +⋯+ 3 − 𝑣𝑛 

𝑆𝑛 = 3(𝑛 + 1) − 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 3(𝑛 + 1) − 4(

1 − (
1
3
)
𝑛+1

1 −
1
3

) 

𝑆𝑛 = 3𝑛 + 3 − 6 [1 − (
1

3
)
𝑛+1

] = 3𝑛 + 3 − 6 + 6(
1

3
) (
1

3
)
𝑛

 

𝑆𝑛 = 3(𝑛 − 1) + 2 (
1

3
)
𝑛
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 ت إ( 2017)بكالوريا  .43 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟐  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑𝒖𝒏 − 𝟐 

 (𝒖𝒏)المتتالية اتجاه تغيرّ  تخمينثمّ  𝒖𝟑، 𝒖𝟐، 𝒖𝟏 حساب .1

𝑢1 = 3𝑢0 − 2 = 3(2) − 2 = 4  

𝑢2 = 3𝑢1 − 2 = 3(4) − 2 = 10  

𝑢3 = 3𝑢2 − 2 = 3(10) − 2 = 28  

 متزايدة (𝑢𝑛)نلاحظ أنّ المتتالية        

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 

 يطُلب تعيين حدّها الأول 𝟑هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 = (3𝑢𝑛+1 − 2) − (3𝑢𝑛 − 2) = 3(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) 

𝑣𝑛+1 = 3𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 3هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 𝑢1 − 𝑢0 = 2  

 متزايدة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  استنتاجو،  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 تعيين .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 2 × 3𝑛  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

3. 𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .أ

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑣0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 3𝑛 − 1  

𝒖𝒏أنّ  بيان .ب = 𝑺𝒏 + 𝒖𝟎 عبارة  استنتاجو𝒖𝒏  بدلالة𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑢1 − 𝑢0 + 𝑢2 − 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 

𝑆𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝑢0 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑆𝑛 + 𝑢0 = 3
𝑛 − 1 + 2 = 3𝑛 + 1  

 
 ت إ( 2د 2017)بكالوريا  .44 حل التمرين

𝒖𝟎 = −𝟐  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 + 𝟏 

𝒏  :𝒖𝒏أنّ من أجل كل عدد طبيعي  بيانأ.  .1 < 𝟐 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 . محققة لأنّ: 2 = −2 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  < 2 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 2 

𝑢𝑛 < 2 ⇒
1

2
𝑢𝑛 < 1 ⇒

1

2
𝑢𝑛 + 1 < 2 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 2  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 2 

 أنهّا متقاربة استنتاجو (𝒖𝒏)المتتالية اتجاه تغيرّ  تعيين ب. 
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𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2
𝑢𝑛 + 1 − 𝑢𝑛 = 1 −

1

2
𝑢𝑛 =

1

2
(2 − 𝑢𝑛)  

𝑢𝑛 < 2 ⇒ 2 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

 فهي إذن متقاربة 2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛) ما أنّ المتتاليةب  

2. 𝒗𝒏 = 𝟐𝒖𝒏 − 𝟒 

 𝒗𝟎وحدّها الأول  𝒒هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 2𝑢𝑛+1 − 4 = 2(
1

2
𝑢𝑛 + 1) − 4 = 𝑢𝑛 − 2 =

1

2
(2𝑢𝑛 − 4) 

𝑣𝑛+1 =
1

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

2
𝑣0 وحدهّا الأول  = 2𝑢0 − 4 = −8  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاجو 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −8(

1

2
)
𝑛

 

𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛 − 4 ⇒ 𝑢𝑛 =
1

2
(𝑣𝑛 + 4) =

1

2
[−8 (

1

2
)
𝑛

+ 4] = −4(
1

2
)
𝑛

+ 2  

    𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
1

2
(𝑣0 + 4) +

1

2
(𝑣1 + 4) +⋯+

1

2
(𝑣𝑛 + 4) 

𝑆𝑛 = 2(𝑛 + 1) +
1

2
[𝑣0 (

1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
)] 

𝑆𝑛 = 2(𝑛 + 1) +
1

2
[−8(

1 − (
1
2
)
𝑛+1

1 −
1
2

)] = 2(𝑛 + 1) − 8 [1 − (
1

2
)
𝑛+1

] 

𝑆𝑛 = 8(
1

2
)
𝑛+1

+ 2𝑛 − 6  

 
 ت إ( 2د 2017)بكالوريا  .45 حل التمرين

𝒗𝟎حيث  𝒗𝟎والحدّ الأول  𝒆𝟐ذات الأساس  (𝒗𝒏)المتتالية الهندسية نعتبر  = 𝟏 

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .1

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) =

𝑒2𝑛+2 − 1

𝑒2 − 1
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2. 𝒖𝒏 = 𝒘𝒏 − 𝒗𝒏  و  𝒘𝒏 = 𝟐𝒏 + 𝟒 + 𝒆
𝟐𝒏 

 𝒖𝟎وحدّها الأول  𝒓أساسها وتعيين حسابية  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان

𝑢𝑛 = 𝑤𝑛 − 𝑣𝑛 = 𝑤𝑛 − 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 2𝑛 + 4 + 𝑒2𝑛 − 𝑒2𝑛 = 2𝑛 + 4 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 2𝑛 + 6 − 2𝑛 − 4 = 2  

𝑟أساسها  حسابية (𝑢𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 𝑢0 وحدهّا الأول 2 = 4  

𝟒 :أنّ  إثبات .3 + 𝟔 + 𝟖 +⋯+ (𝟐𝒏 + 𝟒) = (𝒏 + 𝟏)(𝒏 + 𝟒) 

4 + 6 + 8 +⋯+ (2𝑛 + 4) = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛)

=
𝑛 + 1

2
(4 + 2𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4)  

  𝒏بدلالة  𝑻𝒏المجموع  استنتاج .4

𝑇𝑛 = 𝑤0 + 𝑤1 +⋯+𝑤𝑛 = 𝑢0 + 𝑣0 + 𝑢1 + 𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 

𝑇𝑛 = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4) +
𝑒2𝑛+2 − 1

𝑒2 − 1
 

 
 ت إ( 2018)بكالوريا  .46التمرين حل 

-I 𝒖𝟎 = 𝟓𝟎  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝒖𝒏+𝟏  و  𝟐𝟎 = 𝟎, 𝟕𝒖𝒏 + 𝟔 

,𝟎متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)ن أنّ ابره .1  𝒏بدلالة  𝒗𝒏وكتابة عبارة  𝟕

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 20 = 0,7𝑢𝑛 − 14 = 0,7(𝑢𝑛 − 20) = 0,7𝑣𝑛  

𝑣0 دهّا الأولوح 0,7هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 𝑢0 − 20 = 30  

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 30(0,7)𝑛  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحدّ العام  ةباكتأ.  .2

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 20 = 30(0,7)𝑛 + 20  

𝐥𝐢𝐦ب احسو (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  تعيينب. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

 طريقة     

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 30(0,7)
𝑛+1 + 20 − 30(0,7)𝑛 − 20 = 30(0,7)𝑛(0,7 − 1) 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = −9(0,7)
𝑛 ; 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

 طريقة    

𝑢𝑛 بما أنّ  = 𝑣𝑛 + 0)متناقصة تماما (𝑣𝑛)  المتتاليةو 20 < 𝑞 < 𝑣0 و1 > 0)  

 متناقصة تماما(𝑢𝑛)  المتتاليةنستنتج أنّ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

30(0,7)𝑛 + 20 = 20  ; [(0,7)𝑛 → 0] 
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-II 

  2018ثمّ في سنة  2017عدد المشتركين في سنة حساب  .1

𝑢1 = 50(1 − 0,3) + 6 = 50(0,7) + 6 = 41  

𝑢2 = 41(1 − 0,3) + 6 = 41(0,7) + 6 = 34,7  

 3470و  4100هو  2018و  2017 تيمنه نستنتج أنّ عدد المشتركين في سن

 على الترتيب مشترك

𝒖𝒏+𝟏ر العبارة يبرتأ.  .2 = 𝟎, 𝟕𝒖𝒏 + 𝟔 

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛(1 − 0,3) + 6 = 0,7𝑢𝑛 + 6  

 لأنّ: 𝟐𝟎𝟐𝟐 سنةابتداءً من مشترك  2400يصبح عدد المشتركين أقل من ب. 

𝑢𝑛 < 24 ⇒ 30(0,7)𝑛 + 20 < 24 ⇒ 30(0,7)𝑛 < 4 ⇒ (0,7)𝑛 <
2

15
 

⇒ 𝑛 ln 0,7 < ln (
2

15
) ⇒ 𝑛 >

ln (
2
15
)

ln 0,7
⇒ 𝑛 > 5,65 ⇒ 𝑛 = 6  

 
 

 ت إ( 2018)بكالوريا  .47التمرين حل 

𝒖𝟎 = −𝟏  ،𝟐𝒖𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏 + 𝟔 

𝒏  :𝒖𝒏عي من أجل كل عدد طبين بالتراجع أنهّ اأ. بره .1 < 𝟔 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 . محققة لأنّ:  6 = −1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  < 6 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 6 

2𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 6 ⇒ 𝑢𝑛+1 =
1

2
𝑢𝑛 + 3 

𝑢𝑛 < 6 ⇒
1

2
𝑢𝑛 < 3 ⇒

1

2
𝑢𝑛 + 3 < 6 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 6  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 6 

 ج أنهّا متقاربةاواستنت (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  ةساب. در

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2
𝑢𝑛 + 3 − 𝑢𝑛 = 3 −

1

2
𝑢𝑛 =

1

2
(6 − 𝑢𝑛)  

𝑢𝑛 < 6 ⇒ 6 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

 فهي إذن متقاربة 6بالعدد  ىلعة ومحدودة من الأيدازمت (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟔 

متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)ن أنّ ابي .أ
𝟏

𝟐
  𝒗𝟎يطُلب تعيين حدّها الأول  
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𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 6 =
1

2
𝑢𝑛 − 3 =

1

2
(𝑢𝑛 − 6) =

1

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

2
𝑣0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 − 6 = −7  

𝐥𝐢𝐦ب احسو 𝒏بدلالة  𝒗𝒏 ةباتك .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −7(

1

2
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 6 = −7(
1

2
)
𝑛

+ 6  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

[−7 (
1

2
)
𝑛

+ 6] = 6  ; [(
1

2
)
𝑛

→ 0] 

  𝒏بدلالة  𝑷𝒏و  𝑺𝒏ب اسح .3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 6 + 𝑣1 + 6 +⋯+ 𝑣𝑛 + 6 

𝑆𝑛 = 6(𝑛 + 1) + 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 6(𝑛 + 1) − 14 [1 − (

1

2
)
𝑛+1

] 

𝑆𝑛 = 14 (
1

2
)
𝑛+1

+ 6𝑛 − 8  

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × 𝑣2…× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0𝑞 × 𝑣0𝑞
2…× 𝑣0𝑞

𝑛 

𝑃𝑛 = 𝑣0
𝑛+1 × 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑣0

𝑛+1 × 𝑞
𝑛(𝑛+1)
2 = (−7)𝑛+1 × (

1

2
)

𝑛(𝑛+1)
2
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 ع ت( 2008)بكالوريا  .48 حل التمرين

𝑰المعرّفة على المجال  𝒇 الدالةنعتبر  .1 = [𝟏; 𝒇(𝒙)بالعبارة :  [𝟐 =
𝒙+𝟐

−𝒙+𝟒
 

 𝑰متزايدة تماما على  𝒇 الدالةأنّ  بيان .أ

𝑓′(𝑥) =
6

(−𝑥 + 4)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ 𝐼 متزايدة تماما على 𝑓 الدالة  

 𝑰ينتمي إلى  𝑰  ،𝒇(𝒙)المجال من  𝒙من أجل كل عدد حقيقي أنّه  بيان .ب

{
𝑥 ∈ 𝐼

𝐼 متزايدة على 𝑓
⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [𝑓(1); 𝑓(2)] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [1; 2] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼  

2. 𝒖𝟎 =
𝟑

𝟐
𝒖𝒏+𝟏و   = 𝒇(𝒖𝒏)  

 𝑰ينتمي إلى  𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ بالتراجع  برهان .أ

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ∈ 𝐼  ّمحققة لأن(𝑢0 =
3

2
( 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ∈ 𝐼 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ∈ 𝐼 

𝑢𝑛 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑓(𝑢𝑛) ∈ 𝐼 ⇒ 𝑢𝑛+1 ∈ 𝐼  

𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ∈ 𝐼 

 أنهّا متقاربة استنتاجو (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛 + 2

−𝑢𝑛 + 4
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛 + 2 − 𝑢𝑛(−𝑢𝑛 + 4)

−𝑢𝑛 + 4
=
𝑢𝑛
2 − 3𝑢𝑛 + 2

−𝑢𝑛 + 4

=
(𝑢𝑛 − 1)(𝑢𝑛 − 2)

−𝑢𝑛 + 4
 

𝑢𝑛 ∈ [1; 2] ⇒ {
(𝑢𝑛 − 1)(𝑢𝑛 − 2) ≤ 0

−𝑢𝑛 + 4 ≥ 2
⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 ل فهي متقاربةسفومحدودة من الأ متناقصة (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهانأ.  .3 = 𝟏 +
𝟏

(
𝟑

𝟐
)
𝒏
+𝟏

 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  = 1 +
1

(
3

2
)
0
+1

𝑢0)محققة لأنّ   = 1 +
1

2
=
3

2
( 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  = 1 +
1

(
3

2
)
𝑛
+1

 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  = 1 +
1

(
3

2
)
𝑛+1

+1
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𝑢𝑛+1 =

1 +
1

(
3
2)
𝑛

+ 1
+ 2

−1 −
1

(
3
2)
𝑛

+ 1
+ 4

=

3 +
1

(
3
2)
𝑛

+ 1

3 −
1

(
3
2)
𝑛

+ 1

=

3(
3
2)
𝑛

+ 4

(
3
2)
𝑛

+ 1

3 (
3
2)
𝑛

+ 2

(
3
2)
𝑛

+ 1

 

=
3 (
3
2)
𝑛

+ 4

3 (
3
2)
𝑛

+ 2

=
3(
3
2)
𝑛

+ 2 + 2

3 (
3
2)
𝑛

+ 2

= 1 +
2

3 (
3
2)
𝑛

+ 2

 

= 1 +
2

2 [
3
2 (
3
2)
𝑛

+ 1]

= 1 +
1

(
3
2)
𝑛+1

+ 1

 

𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  = 1 +
1

(
3

2
)
𝑛
+1

 

𝐥𝐢𝐦النهاية :  تعيينب. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 +
1

(
3
2)
𝑛

+ 1

= 1  ; (
3

2
)
𝑛

→ +∞ ;
1

(
3
2)
𝑛

+ 1

→ 0 

 
 ع ت( 2008)بكالوريا  .49 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟓

𝟐
𝒏 : 𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي و  =

𝟐

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐  

  (𝒅)والمنحنى  ()أ. رسم المستقيم  .1

 𝒖𝟒 و 𝒖𝟎 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟑على حامل محور الفواصل الحدود  تمثيلب. 

 

 وتقاربها (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية وجـ.  

𝑢0)بما أنّ ترتيب الحدود تصاعدي  < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢4)  والمسافة بين كل

 متزايدة ومتقاربة (𝑢𝑛)حدّين متتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالية 

𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهانأ.  .2 ≤ 𝟔 

𝑢0نتحقق أنّ التراجع:  تحقيق ≤ 𝑢0)محققة لأنّ  6 =
5

2
( 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 6 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 6 

𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒
2

3
𝑢𝑛 ≤ 4 ⇒

2

3
𝑢𝑛 + 2 ≤ 6 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≤ 6  
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𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 6 

 تزايدةم (𝒖𝒏)تحقق أنّ الب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

3
𝑢𝑛 + 2 − 𝑢𝑛 = 2 −

1

3
𝑢𝑛 =

6 − 𝑢𝑛
3

 

𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒ −𝑢𝑛 ≥ −6 ⇒ 6 − 𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة  

 متقاربة  (𝒖𝒏)بيان أنّ جـ.  

 متزايدة ومحدودة من الأعلى فهي متقاربة (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية   

𝒏 : 𝒗𝒏من أجل كل عدد طبيعي نضع  .3 = 𝒖𝒏 − 𝟔 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول (𝒗𝒏)أنّ  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 6 =
2

3
𝑢𝑛 − 4 =

2

3
(𝑢𝑛 − 6) =

2

3
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
2

3
 ، حيث :  𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 = 𝑢0 − 6 =
5

2
− 6 = −

7

2
 

𝐥𝐢𝐦 استنتاجثمّ  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −

7

2
(
2

3
)
𝑛

⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 6 = −
7

2
(
2

3
)
𝑛

+ 6  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

−
7

2
(
2

3
)
𝑛

+ 6 = 6  ;  [(
2

3
)
𝑛

→ 0] 
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 ع ت( 2009)بكالوريا  .50 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝟏 = 𝒖𝒏+𝟐و  𝟐 =
𝟒

𝟑
𝒖𝒏+𝟏 −

𝟏

𝟑
𝒖𝒏  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏 

 𝒗𝟎 و𝒗𝟏 حساب .1

𝑣0 = 𝑢1 − 𝑢0 = 1   

𝑣1 = 𝑢2 − 𝑢1 =
4

3
𝑢1 −

1

3
𝑢0 − 𝑢1 =

1

3
𝑢1 −

1

3
𝑢0 =

1

3
 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها (𝒗𝒏)أنّ  برهان .2

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 =
4

3
𝑢𝑛+1 −

1

3
𝑢𝑛 − 𝑢𝑛+1 =

1

3
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) =

1

3
𝑣𝑛  

𝑞اسها متتالية هندسية أس (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
1

3
  

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حسابأ.  .3 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏 

𝑆𝑛 = 𝑣0 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) =

1 − (
1
3)
𝑛

1 −
1
3

=
3

2
[1 − (

1

3
)
𝑛

]  

𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّه  برهانب.  =
𝟑

𝟐
[𝟏 − (

𝟏

𝟑
)
𝒏

] + 𝟏 

𝑆𝑛 = 𝑣0 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑢1 − 𝑢0 + 𝑢2 − 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1 = 𝑢𝑛 − 𝑢0

⇒ 𝑢𝑛 = 𝑆𝑛 + 𝑢0 =
3

2
[1 − (

1

3
)
𝑛

] + 1  

 متقاربة (𝒖𝒏)أنّ  بيانجـ. 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

3

2
[1 − (

1

3
)
𝑛

]
⏟      

→1

+ 1 =
3

2
+ 1 =

5

2
 ⇒ (𝑢𝑛) متقاربة  

 

 
 

 ع ت( 2009)بكالوريا  .51 حل التمرين

(𝒖𝒏)  متتالية هندسية متزايدة تماما حدها الأول𝒖𝟏  وأساسها𝒒  : حيث

{
𝒖𝟏 + 𝟐𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 = 𝟑𝟐
𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × 𝒖𝟑 = 𝟐𝟏𝟔

 

 𝒖𝟏الحد الأول  استنتاجلهذه المتتالية و 𝒒والأساس  𝒖𝟐 حسابأ.         .1

𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 = 216 ⇒ 𝑢2
3 = 216 ⇒ 𝑢2 = √216

3
= 6  
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𝑢1 + 2𝑢2 + 𝑢3 = 32 ⇒ 𝑢1 + 𝑢3 = 20 ⇒
𝑢2
𝑞
+ 𝑢2. 𝑞 = 20 ⇒

6

𝑞
+ 6𝑞 = 20

⇒ 6𝑞2 − 20𝑞 + 6 = 0 ⇒ 3𝑞2 − 10𝑞 + 3 = 0  

 ∆′= 16 ; 𝑞′ =
5 − 4

3
=
1

3
 ;  𝑞′′ =

5 + 4

3
= 3 

𝑞متزايدة تماما ، نستنتج أنّ  (𝑢𝑛)متتالية بما أنّ ال = 𝑢1، منه  3 =
𝑢2

𝑞
=
6

3
= 2 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحد العام  كتابة .ب

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 × 3

𝑛−1  

𝑺𝒏حيث يكون ب 𝒏عدد الطبيعي ال تعيين، ثمّ  𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .ج = 𝟕𝟐𝟖 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) = 2 (

3𝑛 − 1

3 − 1
) ⇒ 𝑆𝑛 = 3

𝑛 − 1  

𝑆𝑛 = 728 ⇒ 3
𝑛 − 1 = 728 ⇒ 3𝑛 = 729 ⇒ ln(3𝑛) = ln 729 

⇒ 𝑛 ln3 = ln 729 ⇒ 𝑛 =
ln 729

ln 3
⇒ 𝑛 = 6  

2. 𝒗𝟏 = 𝒗𝒏+𝟏و   𝟐 =
𝟑

𝟐
𝒗𝒏 + 𝒖𝒏  

 𝒗𝟑و   𝒗𝟐 حساب .أ

𝑣2 =
3

2
𝑣1 + 𝑢1 = 3 + 2 = 5  ;  𝑣3 =

3

2
𝑣2 + 𝑢2 =

15

2
+ 6 =

27

2
 

𝒘𝒏 .ب =
𝒗𝒏

𝒖𝒏
−
𝟐

𝟑
هندسية أساسها  متتالية (𝒘𝒏)بيان أنّ . 

𝟏

𝟐
    

𝑤𝑛+1 =
𝑣𝑛+1
𝑢𝑛+1

−
2

3
=

3
2𝑣𝑛 + 𝑢𝑛

3𝑢𝑛
−
2

3
=
1

2

𝑣𝑛
𝑢𝑛
+
1

3
−
2

3
=
1

2

𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
1

3

=
1

2
(
𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
2

3
) =

1

2
𝑤𝑛  

هندسية أساسها  (𝑤𝑛) منه نستنتج أنّ المتتالية
1

2
 

 .𝒏بدلالة  𝒗𝒏 استنتاج، ثمّ  𝒏بدلالة  𝒘𝒏 كتابة .ج

𝑤1 =
𝑣1
𝑢1
−
2

3
= 1 −

2

3
=
1

3
⇒ 𝑤𝑛 = 𝑤1. 𝑞

𝑛−1 =
1

3
(
1

2
)
𝑛−1

=
1

3 × 2𝑛−1
 

𝑤𝑛 =
𝑣𝑛
𝑢𝑛
−
2

3
⇒
𝑣𝑛
𝑢𝑛
= 𝑤𝑛 +

2

3
⇒ 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 (𝑤𝑛 +

2

3
) 
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𝑣𝑛 = 2 × 3
𝑛−1 (

1

3 × 2𝑛−1
+
2

3
) = (

2 × 3𝑛−1

3 × 2𝑛−1
+
2 × 2 × 3𝑛−1

3
)

= (
3𝑛−2

2𝑛−2
+ 4 × 3𝑛−2) = (

3

2
)
𝑛−2

(1 + 2𝑛)  

 

 
 ع ت( 2010)بكالوريا  .52 حل التمرين

1. 𝒖𝟎 = 𝒏  :𝒖𝒏+𝟏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝟔 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 +

𝟏

𝟑
 

 على محور الفواصل 𝒖𝟒و  𝒖𝟎 ، 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟐  ،𝒖𝟑الحدود:  تمثيل .أ

 

 (∆) و(𝑫)المستقيمين إحداثيي نقطة تقاطع  تعيين .ب

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ∩ (𝐷) ⇒ {

𝑦 = 𝑥

𝑦 =
1

2
𝑥 +

1

3

⇒ {

𝑦 = 𝑥

𝑥 =
1

2
𝑥 +

1

3

⇒ {

𝑦 = 𝑥

𝑥 =
2

3

⇒ 𝑀(
2

3
;
2

3
)  

 (𝒖𝒏)تخمين حول اتجاه تغير المتتالية  اءعطا .ج

𝑢0)ود تنازلي بما أنّ ترتيب الحد > 𝑢1 > ⋯ > 𝑢4)  والمسافة بين كل حدّين

 متناقصة ومتقاربة (𝑢𝑛)متتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالية 

𝒏 : 𝒖𝒏عدد طبيعي أنّه من أجل كل  إثباتأ.  .2 >
𝟐

𝟑
 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  >
2

3
𝑢0)محققة لأنّ   = 6( 

𝑢𝑛 نفرض أنّ فرض التراجع:  >
2

3
 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  >
2

3
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𝑢𝑛 >
2

3
⇒
1

2
𝑢𝑛 >

1

3
⇒
1

2
𝑢𝑛 +

1

3
>
1

3
+
1

3
⇒ 𝑢𝑛+1 >

2

3
 

𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  >
2

3
 

 (𝒖𝒏)اتجاه تغير المتتالية  استنتاجب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2
𝑢𝑛 +

1

3
− 𝑢𝑛 = −

1

2
𝑢𝑛 +

1

3
 

𝑢𝑛 >
2

3
⇒ −

1

2
𝑢𝑛 <

1

3
⇒ −

1

2
𝑢𝑛 +

1

3
< 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0  

 متناقصة (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية 

3. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 −
𝟐

𝟑
 

 ولهندسية يطُلب تحديد أساسها وحدّها الأ (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
2

3
=
1

2
𝑢𝑛 +

1

3
−
2

3
=
1

2
𝑢𝑛 −

1

3
=
1

2
(𝑢𝑛 −

2

3
) =

1

2
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
1

2
 ، حيث :  𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 = 𝑢0 −
2

3
= 6 −

2

3
=
16

3
 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج، و 𝒗𝒏 عبارة الحدّ العام كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

16

3
(
1

2
)
𝑛

 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
2

3
=
16

3
(
1

2
)
𝑛

+
2

3
 

  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  حساب .ج

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) =

16

3
(
1 − (

1
2)
𝑛+1

1 −
1
2

) 

𝑆𝑛 =
32

3
[1 − (

1

2
)
𝑛+1

]  

  𝑺′𝒏المجموع  استنتاج

𝑆′𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 +
2

3
+ 𝑣1 +

2

3
+⋯+ 𝑣𝑛 +

2

3
 

𝑆𝑛
′ = 𝑆𝑛 +

2

3
(𝑛 + 1) =

32

3
[1 − (

1

2
)
𝑛+1

] +
2

3
(𝑛 + 1)  
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 ع ت( 2011لوريا )بكا .53 حل التمرين

𝒖𝟎 = −𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑𝒖𝒏 + 𝟏  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 +
𝟏

𝟐
 

 هندسية )ب( (𝒗𝒏)المتتالية  .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +
1

2
= 3𝑢𝑛 + 1 +

1

2
= 3𝑢𝑛 +

3

2
= 3(𝑢𝑛 +

1

2
) = 3𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  = 3  

 )جـ( ∞− هي : (𝒖𝒏)المتتالية ة نهاي .2

𝑣0 = 𝑢0 +
1

2
= −1 +

1

2
= −

1

2
 ; 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞

𝑛 = −
1

2
× 3𝑛  

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 −
1

2
= −

1

2
× 3𝑛 −

1

2
= −

1

2
(3𝑛 + 1) 

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

−
1

2
(3𝑛 + 1) = −∞  

3. 𝑺𝒏 =
𝟏−𝟑𝒏+𝟏

𝟒
                                                      )جـ( 

𝑆𝑛 = −
1

2
(1 + 𝑒ln 3 + 𝑒ln 3

2
+ 𝑒ln3

3
+⋯+ 𝑒ln3

𝑛
) 

𝑆𝑛 = −
1

2
(1 + 3 + 32 +⋯+ 3𝑛) = −

1

2
(
3𝑛+1−1

3−1
) =

1−3𝑛+1

4
   

 

 
 

 ع ت( 2011لوريا )بكا .54 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟔 ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝜶𝒖𝒏 + 𝟏  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 +
𝟏

𝜶−𝟏
 

 𝜶متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ  إثباتأ.  .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +
1

𝛼 − 1
= 𝛼𝑢𝑛 + 1 +

1

𝛼 − 1
= 𝛼𝑢𝑛 +

𝛼

𝛼 − 1

= 𝛼 (𝑢𝑛 +
1

𝛼 − 1
) = 𝛼𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  = 𝛼  

 𝜶و  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاجثمّ  𝒗𝒏عبارة  كتابةب. 

𝑣0 = 𝑢0 +
1

𝛼 − 1
= 6 +

1

𝛼 − 1
=
6𝛼 − 5

𝛼 − 1
; 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞

𝑛 = (
6𝛼 − 5

𝛼 − 1
)𝛼𝑛  

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 −
1

𝛼 − 1
= (

6𝛼 − 5

𝛼 − 1
)𝛼𝑛 −

1

𝛼 − 1
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 متقاربة (𝒖𝒏)التي تكون من أجلها المتتالية  𝜶قيم العدد الحقيقي  نتعييجـ. 

(𝑢𝑛) متقاربة ⇒ lim
𝑛→+∞

𝛼𝑛 = 0 ⇒ 0 < 𝛼 < 1  ; ( lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −
1

𝛼 − 1
) 

 حيث : 𝑻𝒏و  𝑺𝒏المجموعين  𝒏بدلالة  حساب .2

𝑺𝒏 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏       و𝑻𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝛼 =
3

2
⇒ 𝑣0 =

6(
3
2) − 5

3
2 − 1

= 8 ;
1

𝛼 − 1
=

1

3
2 − 1

= 2 

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 8 [

(
3
2)
𝑛+1

− 1

3
2 − 1

] 

𝑆𝑛 = 16 [(
3

2
)
𝑛+1

− 1]  

𝑇𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 − 2 + 𝑣1 − 2 +⋯+ 𝑣𝑛 − 2 

𝑇𝑛 = 𝑆𝑛 − 2(𝑛 + 1) = 16 [(
3

2
)
𝑛+1

− 1] − 2(𝑛 + 1)  

 

 
 ع ت( 2012)بكالوريا  .55 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = √𝟐𝒖𝒏 + 𝟑 

−]الدالة المعرّفة على المجال  𝒉لتكن . 1 
𝟑

𝟐
; 𝒉(𝒙)كما يلي:  ]∞+ = √𝟐𝒙 + 𝟑  

 على محور الفواصل 𝒖𝟑و 𝒖𝟎 ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐ود الحد تمثيل .أ
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 وتقاربها (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغيّرو .ب

𝑢0)بما أنّ ترتيب الحدود تصاعدي  < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢3)  والمسافة بين كل حدّين

 متزايدة ومتقاربة (𝑢𝑛)متتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالية 

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي أنّه بالتراجع  برهان .2 < 𝒖𝒏 < 𝟑 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 < 𝑢0)محققة لأنّ  3 = 1( 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑢𝑛 < 3 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 𝑢𝑛+1 < 3 

0 < 𝑢𝑛 < 3 ⇒ 3 < 2𝑢𝑛 + 3 < 9 ⇒ 0 < √3 < √2𝑢𝑛 + 3 < 3

⇒ 0 < 𝑢𝑛+1 < 3  

𝑛  :0من أجل كل عدد طبيعي  منه نستنتج أنّه < 𝑢𝑛 < 3 

  (𝒖𝒏)المتتالية  اتجاه تغيرّ دراسة .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = √2𝑢𝑛 + 3 − 𝑢𝑛 =
(√2𝑢𝑛 + 3 − 𝑢𝑛)(√2𝑢𝑛 + 3 + 𝑢𝑛)

√2𝑢𝑛 + 3 + 𝑢𝑛

=
−𝑢𝑛

2 + 2𝑢𝑛 + 3

√2𝑢𝑛 + 3 + 𝑢𝑛
  =
−(𝑢𝑛 + 1)(𝑢𝑛 − 3)

√2𝑢𝑛 + 3 + 𝑢𝑛
 

0 < 𝑢𝑛 < 3 ⇒ {
−(𝑢𝑛 + 1)(𝑢𝑛 − 3) > 0

√2𝑢𝑛 + 3 + 𝑢𝑛 > 0
⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

𝐥𝐢𝐦 حسابومتقاربة  (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  استنتاج .4
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

 نهايتها 𝑙ولتكن  فهي متقاربة ىلعدودة من الأة ومحيدازمت (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية  

(𝑢𝑛) متقاربة ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ √2𝑙 + 3 = 𝑙 

⇒ 2𝑙 + 3 = 𝑙2 ⇒ 𝑙2 − 2𝑙 − 3 = 0 ⇒ 𝑙 = 3  

𝑙ملاحظة: القيمة  = 0مرفوضة لأنّ  1− < 𝑢𝑛 < 3. 

 

 
 

 ع ت( 0122)بكالوريا  .56 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟏𝟑

𝟒
𝒏  :𝒖𝒏+𝟏ومن أجل كل عدد طبيعي   = 𝟑 + √𝒖𝒏 − 𝟑 

𝒏  :𝟑من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهان .1 < 𝒖𝒏 < 𝟒 

3نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 < 𝑢0)محققة لأنّ  4 =
13

4
( 

3نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑢𝑛 < 4 

3ن أنّ نبرهبرهان التراجع:  < 𝑢𝑛+1 < 4 
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3 < 𝑢𝑛 < 4 ⇒ 0 < 𝑢𝑛 − 3 < 1 ⇒ 0 < √𝑢𝑛 − 3 < 1 

⇒ 3 < 3 + √𝑢𝑛 − 3 < 4 ⇒ 3 < 𝑢𝑛+1 < 4  

𝑛  :3منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  < 𝑢𝑛 < 4 

𝒏  :𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي أنّه  بيان .2 − 𝒖𝒏 =
−𝒖𝒏

𝟐+𝟕𝒖𝒏−𝟏𝟐

√𝒖𝒏−𝟑+𝒖𝒏−𝟑
               . 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3 + √𝑢𝑛 − 3 − 𝑢𝑛

=
(√𝑢𝑛 − 3 − (𝑢𝑛 − 3)) (√𝑢𝑛 − 3 + (𝑢𝑛 − 3))

√𝑢𝑛 − 3 + 𝑢𝑛 − 3

=
(𝑢𝑛 − 3) − (𝑢𝑛 − 3)

2

√𝑢𝑛 − 3 + 𝑢𝑛 − 3
=
−𝑢𝑛

2 + 7𝑢𝑛 − 12

√𝑢𝑛 − 3 + 𝑢𝑛 − 3
 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)أنّ  استنتاج

−𝑢𝑛
2 + 7𝑢𝑛 − 12 = −(𝑢𝑛 − 3)(𝑢𝑛 − 4) 

3 < 𝑢𝑛 < 4 ⇒ {
−𝑢𝑛

2 + 7𝑢𝑛 − 12 > 0

√𝑢𝑛 − 3 + 𝑢𝑛 − 3 > 0
⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

 (𝒖𝒏)المتتالية  ر تقاربيبرت .3

 دودة من الأعلى فهي متقاربة متزايدة ومح (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

4. (𝒗𝒏)  المتتالية المعرّفة علىℕ  :بـ𝒗𝒏 = 𝐥𝐧 (𝒖𝒏 − 𝟑) 

متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ  برهان .أ
𝟏

𝟐
 حدّها الأول حساب، ثمّ  

𝑣𝑛+1 = ln(𝑢𝑛+1 − 3) = ln√𝑢𝑛 − 3 =
1

2
ln(𝑢𝑛 − 3) =

1

2
𝑣𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)تنتج أنّ المتتالية منه نس =
1

2
وحدهّا الأول  

𝑣0 = ln(𝑢0 − 3) = ln
1

4
= − ln 4 

𝐥𝐢𝐦 حسابثمّ  𝒏بدلالة  𝒖𝒏و  𝒗𝒏كلا من  كتابة .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −(

1

2
)
𝑛

ln 4 = −
ln 4

2𝑛
 

𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛 − 3) ⇒ 𝑢𝑛 − 3 = 𝑒
𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

𝑣𝑛 + 3 = 𝑒−
𝑙𝑛4
2𝑛 + 3  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒−
𝑙𝑛 4
2𝑛 + 3 = 𝑒0 + 3 = 4  ; (−

𝑙𝑛 4

2𝑛
→ 0) 
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𝐥𝐢𝐦أنّ  وبيان 𝒏بدلالة  𝑷𝒏 كتابة .ج
𝒏→+∞

𝑷𝒏 =
𝟏

𝟏𝟔
        

𝑃𝑛 = (𝑢0 − 3)(𝑢1 − 3)(𝑢2 − 3) × …× (𝑢𝑛 − 3) 

𝑃𝑛 = 𝑒
𝑣0 × 𝑒𝑣1 × 𝑒𝑣2 × …× 𝑒𝑣𝑛 = 𝑒𝑣0+𝑣1+𝑣2+⋯+𝑣𝑛 = 𝑒

𝑣0(
1−𝑞𝑛+1

1−𝑞
)
 

𝑃𝑛 = 𝑒

− ln4(
1−(

1
2
)
𝑛+1

1−
1
2

)

= 𝑒
−2 𝑙𝑛4[1−(

1
2
)
𝑛+1

]
 

 

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒
−2 𝑙𝑛 4[1−(

1
2
)
𝑛+1

]
= 𝑒−2 𝑙𝑛 4 = 𝑒ln(

1
4
)
2

= 𝑒ln
1
16 =

1

16
 

 
 

 ع ت( 2013)بكالوريا  .57 حل التمرين

-I  المتتالية(𝒗𝒏)  معرّفة علىℕ بـ :𝒗𝒏 =
𝟓𝒏+𝟏

𝟔𝒏
 

 حدّها الأول أساسها ويطُلب تحديد هندسية  متتالية (𝒗𝒏)أنّ  بيان .1

𝑣𝑛 =
5(5𝑛)

6𝑛
= 5(

5

6
)
𝑛

; 𝑣𝑛+1 = 5(
5

6
)
𝑛+1

= 5(
5

6
)
𝑛

(
5

6
) =

5

6
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
5

6
𝑣0لأول وحدهّا ا  = 5  

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒏→+∞

𝒗𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

5 (
5

6
)
𝑛

= 0  [(
5

6
)
𝑛

→ 0] 

-II 𝒖𝟎 = 𝒏  ،𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي و 𝟏 = √𝟓𝒖𝒏 + 𝟔 

𝒏  ،𝟏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهان .1 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟔 

1نتحقق أنّ : تحقيق التراجع ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0)محققة لأنّ  6 = 1( 

1نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 

1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 6 

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒ 5 ≤ 5𝑢𝑛 ≤ 30 ⇒ 11 ≤ 5𝑢𝑛 + 6 ≤ 36 

⇒ 1 ≤ √11 ≤ √5𝑢𝑛 + 6 ≤ 6 ⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 6  

𝑛  :1منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 

 (𝒖𝒏)المتتالية اتجاه تغيرّ  راسةد .2
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𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = √5𝑢𝑛 + 6 − 𝑢𝑛 =
(√5𝑢𝑛 + 6 − 𝑢𝑛)(√5𝑢𝑛 + 6 + 𝑢𝑛)

√5𝑢𝑛 + 6 + 𝑢𝑛

=
−𝑢𝑛

2 + 5𝑢𝑛 + 6

√5𝑢𝑛 + 6 + 𝑢𝑛

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒ { ≥
√5𝑢𝑛 + 6 + 𝑢𝑛 > 0

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 0

⇒  (𝑢𝑛) المتتالية  

𝒏  ،𝟔من أجل كل عدد طبيعي أنّه  برهانأ.    .3 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟓

𝟔
(𝟔 − 𝒖𝒏) 

6 − 𝑢𝑛+1 = 6 − √5𝑢𝑛 + 6 =
(6 − √5𝑢𝑛 + 6)(6 + √5𝑢𝑛 + 6)

6 + √5𝑢𝑛 + 6

=
30 − 5𝑢𝑛

6 + √5𝑢𝑛 + 6
=

5

6 + √5𝑢𝑛 + 6
(6 − 𝑢𝑛) 

6 + √5𝑢𝑛 + 6 ≥ 6 ⇒
1

6 + √5𝑢𝑛 + 6
≤
1

6
⇒

5

6 + √5𝑢𝑛 + 6
≤
5

6
 

⇒
5

6 + √5𝑢𝑛 + 6
(6 − 𝑢𝑛) ≤

5

6
(6 − 𝑢𝑛) ⇒ 6 − 𝑢𝑛+1 ≤

5

6
(6 − 𝑢𝑛)  

𝒏  ،𝟎من أجل كل عدد طبيعي أنّه  بيانب.  ≤ 𝟔 − 𝒖𝒏 ≤ 𝒗𝒏 

𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒ −𝑢𝑛 ≥ −6 ⇒ 6 − 𝑢𝑛 ≥ 0… 

𝑛  ،6من أجل كل عدد طبيعي أنّه نبرهن بالتراجع   − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 

6نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  − 𝑢0 ≤ 𝑣0  ّ6)محققة لأن − 𝑢0 = 5 = 𝑣0( 

6نفرض أنّ فرض التراجع:  − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 

6نبرهن أنّ برهان التراجع:  − 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑣𝑛+1 

{6 − 𝑢𝑛+1 ≤
5

6
(6 − 𝑢𝑛)

6 − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛

⇒ 6 − 𝑢𝑛+1 ≤
5

6
𝑣𝑛 ⇒ 6− 𝑢𝑛+1 ≤ 𝑣𝑛+1 

𝑛  ،6من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛… 

𝑛  ،0من أجل كل عدد طبيعي أنّه  نستنتج  ومن  ≤ 6 − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 

𝐥𝐢𝐦 استنتاج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

{
0 ≤ 6 − 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛
lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 0
⇒ lim
𝑛→+∞

6 − 𝑢𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 6  

 

134

متزايدة

−𝑢𝑛
2 + 5𝑢𝑛 + 6 ≥ 0



 ع ت( 2013)بكالوريا  .58 حل التمرين

1. 𝒖𝟎 =
𝟏

𝟐
𝒏    ،𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي و  = 𝒇(𝒖𝒏) 

 على محور الفواصل  𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  تمثيل .أ

 
 وتقاربها (𝒖𝒏)المتتالية تخمين حول اتجاه تغيّر  .ب

𝑢0)بما أنّ ترتيب الحدود تصاعدي  < 𝑢1 < 𝑢2 < 𝑢3)  والمسافة بين كل حدّين

 متزايدة ومتقاربة (𝑢𝑛)متتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالية 

;𝟎]على المجال متزايدة تماما  𝒇أنّ الدالة  ثباتإأ.  .2 𝟏] 

𝑓′(𝑥) =
2

(𝑥 + 1)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ [0; الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال [1  

𝒏  ،𝟎من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهانب.  < 𝒖𝒏 < 𝟏 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 < 𝑢0)محققة لأنّ  1 =
1

2
( 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑢𝑛 < 1 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 𝑢𝑛+1 < 1 

{
0 < 𝑢𝑛 < 1

الدالة 𝑓 متزايدة
⇒ 𝑓(0) < 𝑓(𝑢𝑛) < 𝑓(1) ⇒ 0 < 𝑢𝑛+1 < 1  

𝑛  :0منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  < 𝑢𝑛 < 1 

 (𝒖𝒏)المتتالية اتجاه تغيرّ  دراسةجـ. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

− 𝑢𝑛 =
−𝑢𝑛

2 + 𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

=
𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 + 1
 

135



0 < 𝑢𝑛 < 1 ⇒ {
𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛) > 0
𝑢𝑛 + 1 > 0

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0  

 متزايدة (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية 

3. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏
 

هندسية أساسها  متتالية (𝒗𝒏)أنّ  برهان .أ
𝟏

𝟐
 𝒗𝟎، يطُلب تحديد حدّها الأول  

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1
=

2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

− 1

2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 1

=
𝑢𝑛 − 1

2𝑢𝑛
=
1

2
(
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
) =

1

2
𝑣𝑛  

𝑞ها متتالية هندسية أساس (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
1

2
 ، حيث :  𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 =
𝑢0 − 1

𝑢0
=

1
2 − 1

1
2

= −1  

 (𝒖𝒏)نهاية  حساب .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −(

1

2
)
𝑛

; 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
⇒ 𝑢𝑛 − 1 = 𝑣𝑛. 𝑢𝑛

⇒ 𝑢𝑛(1 − 𝑣𝑛) = 1 ⇒ 𝑢𝑛 =
1

1 − 𝑣𝑛
=

1

1 + (
1
2)
𝑛  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

1 + (
1
2)
𝑛 = 1  ; [ lim

𝑛→+∞
(
1

2
)
𝑛

= 0] 

 

 
 

 ع ت( 2014)بكالوريا  .59 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐

𝟑
𝒖𝒏 −

𝟒

𝟑
  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝟒 

 سية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأولمتتالية هند (𝒗𝒏)أنّ  بيان .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 4 =
2

3
𝑢𝑛 −

4

3
+ 4 =

2

3
𝑢𝑛 +

8

3
=
2

3
(𝑢𝑛 + 4) =

2

3
𝑣𝑛  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  =
2

3
 ، حيث :  𝑣0وحدهّا الأول  

𝑣0 = 𝑢0 + 4 = 5  
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 𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏كلا من  كتابة .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 5(

2

3
)
𝑛

;  𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 4 = 5(
2

3
)
𝑛

− 4  

 ℕعلى  (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .3

 : طريقة 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

3
𝑢𝑛 −

4

3
− 𝑢𝑛 = −

1

3
𝑢𝑛 −

4

3
=
−𝑢𝑛 − 4

3
 

𝑣𝑛 = 5(
2

3
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 > 0 ⇒ −𝑣𝑛 < 0 ⇒ −𝑢𝑛 − 4 < 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0  

 متناقصة (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية      

 متناقصة  𝑣𝑛والمتتالية  لهما نفس اتجاه التغيّر 𝑢𝑛 و𝑣𝑛المتتاليتان  : طريقة     

(𝑣0 > 0 و 0 < 𝑞 <  ة أيضامتناقص 𝑢𝑛، منه نستنتج أنّ المتتالية  (1

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .4

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 − 4 + 𝑣1 − 4 +⋯+ 𝑣𝑛 − 4 

𝑆𝑛 = (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) − 4(𝑛 + 1) = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) − 4(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = 5(
1 − (

2
3)
𝑛+1

1 −
2
3

) − 4(𝑛 + 1) = 15 [1 − (
2

3
)
𝑛+1

] − 4(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = −15 (
2

3
)
𝑛+1

− 4𝑛 + 11  

5. 𝒘𝒏 = 𝟓(
𝟏

𝒗𝒏+𝟓
− 𝟏) 

 ℕمتزايدة تماما على  (𝒘𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ

𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 = 5(
1

𝑣𝑛+1 + 5
− 1) − 5 (

1

𝑣𝑛 + 5
− 1) =

5

𝑣𝑛+1 + 5
−

5

𝑣𝑛 + 5

=
−5(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛)

(𝑣𝑛+1 + 5)(𝑣𝑛 + 5)
 

{
صةمتناق  (𝑣𝑛) المتتالية

𝑣𝑛 = 5(
2

3
)
𝑛 ⇒ {

−5(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛) > 0
(𝑣𝑛+1 + 5)(𝑣𝑛 + 5) > 0

⇒ 𝑤𝑛+1 − 𝑤𝑛 > 0  

 ℕمتزايدة تماما على  𝑤𝑛ومنه نستنتج أنّ المتتالية 

𝐥𝐢𝐦 حساب .ب
𝒏→+∞

(𝒖𝒏 −𝒘𝒏) 
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lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 −𝑤𝑛) = lim
𝑛→+∞

(𝑣𝑛 − 4) − 5 (
1

𝑣𝑛 + 5
− 1) 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

5 (
2

3
)
𝑛

= 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 − 𝑤𝑛) = −4 − 5 (
1

5
− 1) = 0  

 
 

 ع ت( 2014)بكالوريا  .60 حل التمرين

-I 𝒖𝒏 = 𝒆
𝟏

𝟐
−𝒏

 

 ية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأولمتتالية هندس (𝒖𝒏)أنّ  بيان .1

𝑢𝑛+1 = 𝑒
1
2
−𝑛−1 = 𝑒

1
2
−𝑛 × 𝑒−1 = 𝑢𝑛 × 𝑒

−1  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ  = 𝑒−1  وحدهّا الأول𝑢0 = 𝑒
1

2  

𝐥𝐢𝐦 حساب .2
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒
1
2
−𝑛 = 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متقاربة  

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 𝑒

1
2 (
1 − 𝑒−𝑛−1

1 − 𝑒−1
)  

-II 𝒗𝒏 = 𝐥𝐧𝒖𝒏 

 (𝒗𝒏)تالية نوع المت استنتاجو 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عن  التعبير .1

𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛 = ln 𝑒
1
2
−𝑛 =

1

2
− 𝑛  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = (
1

2
− 𝑛 − 1) − (

1

2
− 𝑛) = −1  

𝑟أساسها  حسابيةمتتالية  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  = 𝑣0وحدهّا الأول  1− =
1

2
  

  𝒏بدلالة  𝑷𝒏العدد  حسابأ.  .2

𝑃𝑛 = ln(𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛) = ln(𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛) 

𝑃𝑛 = ln 𝑢0 + ln 𝑢1 +⋯+ ln𝑢𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛) 

𝑃𝑛 =
𝑛 + 1

2
(
1

2
+
1

2
− 𝑛) =

(𝑛 + 1)(1 − 𝑛)

2
=
1 − 𝑛2

2
 

𝑷𝒏بحيث :  𝒏مجموعة قيم العدد الطبيعي  تعيينب.  + 𝟒𝒏 > 𝟎 
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𝑃𝑛 + 4𝑛 > 0 ⇒
1 − 𝑛2

2
+ 4𝑛 > 0 ⇒ −𝑛2 + 8𝑛 + 1 > 0 

⇒ 𝑛 ∈ ]4 − √17⏟    
−0,123

; 4 + √17⏟    
8,123

[ ⇒ 𝑛 ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8}  

 

 
 ع ت( 2015)بكالوريا  .61 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝒆
𝟐 − 𝒏  :𝒖𝒏+𝟏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝟏 = (𝟏 + 𝒖𝒏)𝒆

−𝟐 − 𝟏 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏  و 𝒖𝟑 حساب .1

𝑢1 = (1 + 𝑢0)𝑒
−2 − 1 = 𝑒2. 𝑒−2 − 1 = 0  

𝑢2 = (1 + 𝑢1)𝑒
−2 − 1 = 𝑒−2 − 1  

𝑢3 = (1 + 𝑢2)𝑒
−2 − 1 = 𝑒−2. 𝑒−2 − 1 = 𝑒−4 − 1  

𝒏  :𝟏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  إثبات .2 + 𝒖𝒏 > 𝟎 

1أنّ  نتحققتحقيق التراجع:  + 𝑢0 > 1)محققة لأنّ  0 + 𝑢0 = 𝑒
2( 

1نفرض أنّ فرض التراجع:  + 𝑢𝑛 > 0 

1نبرهن أنّ برهان التراجع:  + 𝑢𝑛+1 > 0 

1 + 𝑢𝑛+1 = (1 + 𝑢𝑛)𝑒
−2 

1 + 𝑢𝑛 > 0 ⇒ (1 + 𝑢𝑛)𝑒
−2 > 0 ⇒ 1 + 𝑢𝑛+1 > 0  

𝑛  :1منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  + 𝑢𝑛 > 0 

 متناقصة (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  بيان .3

𝑒−2 < 1 ⇒ (1 + 𝑢𝑛)𝑒
−2 < 1 + 𝑢𝑛 ⇒ 1 + 𝑢𝑛+1 < 1 + 𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 𝑢𝑛 

 متناقصة (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية 

4. 𝒗𝒏 = 𝟑(𝟏 + 𝒖𝒏) 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول (𝒗𝒏)أنّ  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 3(1 + 𝑢𝑛+1) = 3(1 + 𝑢𝑛)𝑒
−2 = 𝑣𝑛. 𝑒

−2  

𝑞متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه نستنتج أنّ  = 𝑒−2  وحدهّا الأول𝑣0  : حيث ، 

𝑣0 = 3(1 + 𝑢0) = 3𝑒2  

𝐥𝐢𝐦 حساب، ثمّ  𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏 كتابة .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 3𝑒2(𝑒−2)𝑛 = 3𝑒−2𝑛+2  

𝑣𝑛 = 3(1 + 𝑢𝑛) ⇒ 1 + 𝑢𝑛 =
1

3
𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 =

1

3
𝑣𝑛 − 1 = 𝑒−2𝑛+2 − 1  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒−2𝑛+2 − 1 = −1  
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:                                             ℕمن  𝒏أنّه من أجل كل  بيان .ج

𝐥𝐧 𝒗𝟎 + 𝐥𝐧𝒗𝟏 +⋯+ 𝐥𝐧𝒗𝒏 = (𝒏 + 𝟏)(−𝒏 + 𝟐 + 𝐥𝐧𝟑)  

ln 𝑣0 + ln 𝑣1 +⋯+ ln𝑣𝑛 = ln(𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛) 

= ln(3𝑒2 × 3𝑒0 × 3𝑒−2 × 3𝑒−2𝑛+2) = ln(3𝑛+1 × 𝑒2+0−2−4…−2𝑛+2) 

= ln(3𝑛+1) + ln 𝑒
𝑛+1
2
(2−2𝑛+2) = (𝑛 + 1) ln 3 + (𝑛 + 1)(−𝑛 + 2) 

= (𝑛 + 1)(−𝑛 + 2 + 𝑙𝑛 3)  

 

 
 

 ع ت( 2015)بكالوريا  .62 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) =
𝟒𝒙+𝟏

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ 

 ]∞+;𝟎]المجال على  𝒇الدالة اتجاه تغيرّ  تعيين .1

𝑓′(𝑥) =
3

(𝑥 + 1)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]∞+;0]  

𝒚ذي المعادلة  (𝑫)بالنسبة إلى المستقيم  (𝑪𝒇)وضعية  دراسة .2 = 𝒙 

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
4𝑥 + 1

𝑥 + 1
− 𝑥 =

−𝑥2 + 3𝑥 + 1

𝑥 + 1
 

𝑥بما أنّ  ≥ 𝑓(𝑥)، فإنّ إشارة  0 − 𝑥  من إشارة(−𝑥2 + 3𝑥 + 1) 

𝑥 ∈ [0;
3 + √13

2
[ : 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 ⇒ (𝐷) فوق (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]
3 + √13

2
;+∞[ : 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒ (𝐷) تحت (𝐶𝑓) 

(𝐶𝑓) ∩ (𝐷) = {(
3 + √13

2
;
3 + √13

2
)} 

;𝟎]المجال على  (𝑫)و (𝑪𝒇) تمثيل .3 𝟔] 

-II {
𝒖𝟎 = 𝟐

𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)
}و       

𝒗𝟎 = 𝟓
𝒗𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒗𝒏)

 

على حامل محور  𝒗𝟑و 𝒗𝟎  ،𝒗𝟏  ،𝒗𝟐؛  𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  إنشاءأ.  .1

 الفواصل
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 (𝒗𝒏)و (𝒖𝒏)متتاليتين الاتجاه تغير وتقارب كل من  تخمينب. 

𝑢0)تصاعدي  (𝑢𝑛)بما أنّ ترتيب حدود المتتالية  < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢4) 

𝑣0)تنازلي  (𝑣𝑛)وترتيب حدود المتتالية  > 𝑣1 > ⋯ > 𝑣4)  ّنخمّن أن ،

، وبما أنّ المسافة بين كل حدّين متناقصة (𝑣𝑛)متزايدة والمتتالية  (𝑢𝑛)المتتالية 

 تانمتقارب (𝑣𝑛)و  (𝑢𝑛) تينمتتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالي

ℕ  :𝟐من  𝒏أنّه من أجل كل  إثباتأ.  .2 ≤ 𝒖𝒏 < 𝜶     و𝜶 < 𝒗𝒏 ≤  حيث  𝟓

2نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 < 𝛼  ّمحققة لأن(𝛼 ≈ 𝑢0 و3,3 = 2( 

2نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

2نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

{
2 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼

[2; 𝛼[ متزايدة على 𝑓
⇒ 𝑓(2) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) < 𝑓(𝛼) ⇒ 2 ≤ 3 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼  

𝑛  :2ستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي منه ن ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

𝛼نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑣0 ≤ 𝛼)محققة لأنّ  5 ≈ 𝑣0 و3,3 = 5( 

𝛼نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑣𝑛 ≤ 5 

𝛼نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 𝑣𝑛+1 ≤ 5 

{
𝛼 < 𝑣𝑛 ≤ 5

]𝛼; 𝑓 متزايدة على [5
⇒ 𝑓(𝛼) < 𝑓(𝑣𝑛) ≤ 𝑓(5) ⇒ 𝛼 < 𝑣𝑛+1 ≤

21

6
≤ 5  

𝑛  :𝛼منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  < 𝑣𝑛 ≤ 5 

 (𝒗𝒏)و (𝒖𝒏)متتاليتين الاتجاه تغير كل من  استنتاجب. 

𝑢𝑛 ∈ [2; 𝛼[: 𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒  المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة

𝑣𝑛 ∈ ]𝛼; 5]: 𝑓(𝑣𝑛) − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 < 0 ⇒  المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة

ℕ  :𝒗𝒏+𝟏من  𝒏أنّه من أجل كل  إثباتأ.  .3 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟑
(𝒗𝒏 − 𝒖𝒏)  
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𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 =
4𝑣𝑛 + 1

𝑣𝑛 + 1
−
4𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 + 1

=
(4𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1) − (4𝑢𝑛 + 1)(𝑣𝑛 + 1)

(𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1)

=
3(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)

(𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1)
 

{
𝑢𝑛 ≥ 2

𝑣𝑛 > 𝛼 ≥ 2
⇒ (𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1) ≥ 9 ⇒

3

(𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1)
≤
3

9
 

⇒
3(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)

(𝑣𝑛 + 1)(𝑢𝑛 + 1)
≤
1

3
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) 

⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

3
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)  

ℕ  :𝟎من  𝒏أنّه من أجل كل  بيانب.  < 𝒗𝒏 − 𝒖𝒏 ≤ (
𝟏

𝟑
)
𝒏−𝟏

 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑣0 − 𝑢0 ≤ (
1

3
)
−1

 :        محققة لأنّ .  

 (
1

3
)
−1

= 𝑣0 و3 − 𝑢0 = 3 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ (
1

3
)
𝑛−1

 

0برهن أنّ نبرهان التراجع:  < 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤ (
1

3
)
𝑛

 

{
𝑢𝑛+1 < 𝛼
𝑣𝑛+1 > 𝛼

⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 > 0… 

{
 

 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

3
(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ (
1

3
)
𝑛−1 ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤

1

3
(
1

3
)
𝑛−1

⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑢𝑛+1 ≤ (
1

3
)
𝑛

… 

𝑛  :0نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي   و  من < 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ (
1

3
)
𝑛−1

 

𝐥𝐢𝐦أنّ :  استنتاججـ. 
𝒏→+∞

(𝒗𝒏 − 𝒖𝒏) = 𝟎 

{
 
 

 
 
0 < 𝑣𝑛 − 𝑢𝑛 ≤ (

1

3
)
𝑛−1

lim
𝑛→+∞

(
1

3
)
𝑛−1

= 0

⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) = 0  
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 (𝒗𝒏)و (𝒖𝒏)هاية كل من د نيحدت

{
(𝑢𝑛) و(𝑣𝑛) متقاربتان

lim
𝑛→+∞

(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛) = 0
⇒ {

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = 𝑙
⇒
4𝑙 + 1

𝑙 + 1
= 𝑙 

⇒ 𝑙 = 𝛼  

 
 

 ع ت( 2016وريا )بكال .63 حل التمرين

I- 𝒇(𝒙) = √𝟐𝒙 + 𝟖  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .1
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

√2𝑥 + 8 = +∞  

  𝒇الدالة اتجاه تغيرّ  دراسةب. 

𝑓′(𝑥) =
2

2√2𝑥 + 8
=

1

√2𝑥 + 8
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓 متزايدة  

𝒚ذي المعادلة  (∆)مع المستقيم  (𝑪)منحنى إحداثيي تقاطع ال تعيين .2 = 𝒙 

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇒ √2𝑥 + 8 = 𝑥 ⇒ 2𝑥 + 8 = 𝑥2 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 − 8 = 0 ⇒ 𝑥 = 4 

(𝐶) ∩ (∆) = {(4; 4)} 

 (∆)و (𝑪)رسم  .3

-II  𝒖𝟎 = 𝒏  ،𝒖𝒏+𝟏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝟎 = 𝒇(𝒖𝒏) 

 ا( موضحا خطوط الإنشاءدون حسابه) 𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  تمثيل .1
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 وتقاربها (𝒖𝒏)متتالية التخمين حول اتجاه تغيرّ ضع و .2

𝑢0)تصاعدي  (𝑢𝑛)بما أنّ ترتيب حدود المتتالية  < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢4) 

متزايدة  (𝑢𝑛)والمسافة بين كل حدّين متتابعين تتقلص ، نخمّن أنّ المتتالية 

 ومتقاربة

𝒏  :𝟎ه من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّ  برهانأ.  .3 ≤ 𝒖𝒏 < 𝟒  

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 < 𝑢0 . محققة لأنّ:  4 = 0 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 < 4 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 < 4 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 4 ⇒ 8 ≤ 2𝑢𝑛 + 8 < 16 ⇒ √8 ≤ √2𝑢𝑛 + 8 < 4 

⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 < 4 

𝑛  :0من أجل كل عدد طبيعي  أنّهمنه نستنتج   ≤ 𝑢𝑛 < 4 

 (𝒖𝒏)متتالية الاتجاه تغيرّ  دراسةب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = √2𝑢𝑛 + 8 − 𝑢𝑛 =
(√2𝑢𝑛 + 8 − 𝑢𝑛)(√2𝑢𝑛 + 8 + 𝑢𝑛)

√2𝑢𝑛 + 8 + 𝑢𝑛

=
2𝑢𝑛 + 8 − 𝑢𝑛

2

√2𝑢𝑛 + 8 + 𝑢𝑛
=
−𝑢𝑛

2 + 2𝑢𝑛 + 8

√2𝑢𝑛 + 8 + 𝑢𝑛
 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 4 ⇒ {
−𝑢𝑛

2 + 2𝑢𝑛 + 8 > 0

√2𝑢𝑛 + 8 + 𝑢𝑛 > 0
⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة  

𝒏  :𝟒أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيانجـ.  − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟐
(𝟒 − 𝒖𝒏) 

4 − 𝑢𝑛+1 = 4 − √2𝑢𝑛 + 8 =
(4 − √2𝑢𝑛 + 8)(4 + √2𝑢𝑛 + 8)

4 + √2𝑢𝑛 + 8
 

=
16 − 2𝑢𝑛 − 8

4 + √2𝑢𝑛 + 8
=

8 − 2𝑢𝑛

4 + √2𝑢𝑛 + 8
=

2

4 + √2𝑢𝑛 + 8
(4 − 𝑢𝑛) 

√2𝑢𝑛 + 8 ≥ 0 ⇒ 4 + √2𝑢𝑛 + 8 ≥ 4 ⇒
1

4 + √2𝑢𝑛 + 8
≤
1

4
 

⇒
2

4 + √2𝑢𝑛 + 8
≤
1

2
⇒

2

4 + √2𝑢𝑛 + 8
(4 − 𝑢𝑛) ≤

1

2
(4 − 𝑢𝑛)

⇒ 4 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(4 − 𝑢𝑛)  

𝒏  :𝟒أنّه من أجل كل عدد طبيعي  استنتاج  − 𝒖𝒏 ≤
𝟏

𝟐𝒏
(𝟒 − 𝒖𝟎) 

4نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  − 𝑢0 ≤
1

20
(4 − 𝑢0)  :ّمحققة لأن . 

1

20
= 1 
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4نفرض أنّ فرض التراجع:  − 𝑢𝑛 ≤
1

2𝑛
(4 − 𝑢0) 

4رهن أنّ نببرهان التراجع:  − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2𝑛+1
(4 − 𝑢0) 

{
4 − 𝑢𝑛+1 ≤

1

2
(4 − 𝑢𝑛)

4 − 𝑢𝑛 ≤
1

2𝑛
(4 − 𝑢0)

⇒ 4 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
×
1

2𝑛
(4 − 𝑢0) 

⇒ 4− 𝑢𝑛+1 ≤
1

2𝑛+1
(4 − 𝑢0)  

𝐥𝐢𝐦 استنتاجد. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

{
0 < 4 − 𝑢𝑛 ≤

1

2𝑛
(4 − 𝑢0)

lim
𝑛→+∞

1

2𝑛
(4 − 𝑢0) = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

4 − 𝑢𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 4  

 
 

 ع ت( 2016)بكالوريا  .64 حل التمرين

I- 𝒇 بـ:  ]∞+;𝟎]المجال معرّفة على الدالة العددية ال𝒇(𝒙) =
𝟓𝒙

𝒙+𝟐
  

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .1
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

5𝑥

𝑥 + 2
= lim
𝑥→+∞

5𝑥

𝑥
= 5  

 وتشكيل جدول تغيّراتها 𝒇الدالة اتجاه تغيرّ  دراسةب. 

𝑓′(𝑥) =
10

(𝑥 + 2)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة على المجال ]∞+;0]  

 
;𝟎]من المجال  𝒙من أجل كل عدد حقيقي أنّه  بيان .2 +∞[ :𝒇(𝒙) ≥ 𝟎 

{
𝑥 ≥ 0

 𝑓 متزايدة على ]∞+;0]
⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0  

-II 𝒖𝟎 = 𝒏  ،𝒖𝒏+𝟏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝟏 =
𝟓𝒖𝒏

𝒖𝒏+𝟐
 

𝒏  :𝟏بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  برهانأ.  .1 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟑  
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1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  3 = 1 

1نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

1 نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3 

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3
𝑓 متزايدة
⇒    𝑓(1) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(3) ⇒ 1 ≤

5

3
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3 

𝑛  :1أنّه من أجل كل عدد طبيعي منه نستنتج    ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

 أنهّا متقاربة تاجاستن، ثمّ  (𝒖𝒏)متتالية الاتجاه تغيرّ  دراسةب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
5𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 2

− 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 − 𝑢𝑛

2

𝑢𝑛 + 2
=
𝑢𝑛(3 − 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 + 2
 

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 ⇒ {
𝑢𝑛(3 − 𝑢𝑛) ≥ 0
𝑢𝑛 + 2 > 0

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

 أنهّا متقاربةستنتج ن،  زايدة ومحدودة من الأعلىمت (𝑢𝑛)متتالية البما أنّ 

2. (𝒗𝒏)  المتتالية العددية المعرّفة علىℕ  : كما يلي𝒗𝒏 = 𝟏 −
𝟑

𝒖𝒏
 

متتالية هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ  برهان .أ
𝟐

𝟓
 𝒗𝟎حدّها الأول ، يطُلب حساب  

𝑣𝑛+1 = 1 −
3

𝑢𝑛+1
= 1 −

3

5𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 2

= 1 −
3(𝑢𝑛 + 2)

5𝑢𝑛
= 1 −

3

5
−
6

5𝑢𝑛
 

𝑣𝑛+1 =
2

5
−
6

5𝑢𝑛
=
2

5
(1 −

3

𝑢𝑛
) =

2

5
𝑣𝑛  ; 𝑣0 = 1 −

3

𝑢0
= 1 − 3 = −2  

متتالية هندسية أساسها  (𝑣𝑛)أنّ منه نستنتج 
2

5
𝑣0حدهّا الأول و،   = −2 

  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  ستنتاجاو 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة  كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −2(

2

5
)
𝑛

 ;  𝑣𝑛 = 1 −
3

𝑢𝑛
⇒
3

𝑢𝑛
= 1 − 𝑣𝑛 

⇒ 𝑢𝑛 =
3

1 − 𝑣𝑛
=

3

1 + 2 (
2
5
)
𝑛  

 (𝒖𝒏)المتتالية نهاية  حساب .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

3

1 + 2 (
2
5
)
𝑛 = 3  ; [(

2

5
)
𝑛

→ 0] 

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏المجموع  𝒏بدلالة  كتابة .3 =
𝟏

𝒖𝟎
+

𝟏

𝒖𝟏
+⋯+

𝟏

𝒖𝒏
 

𝑆𝑛 =
1

𝑢0
+
1

𝑢1
+⋯+

1

𝑢𝑛
=
1

3
(
3

𝑢0
+
3

𝑢1
+⋯+

3

𝑢𝑛
) 

146



=
1

3
(1 − 𝑣0 + 1 − 𝑣1 +⋯+ 1 − 𝑣𝑛) 

=
1

3
[−(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) + (𝑛 + 1)]  

=
1

3
[−𝑣0 (

1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + (𝑛 + 1)]  =

1

3
[2(

1 − (
2
5
)
𝑛+1

1 −
2
5

) + (𝑛 + 1)] 

=
1

3
[
10

3
(1 − (

2

5
)
𝑛+1

) + (𝑛 + 1)]  

 

 
 

 ع ت( 2د 2016)بكالوريا  .65 حل التمرين

𝑰المعرّفة على المجال  𝒇 العدديةالدالة نعتبر  = [𝟎; 𝒇(𝒙)كما يلي:  [𝟒 =
𝟏𝟑𝒙

𝟗𝒙+𝟏𝟑
 

 𝑰متزايدة تماما على المجال  𝒇 الدالةأنّ  بيانأ.  .1

𝑓′(𝑥) =
169

(9𝑥 + 13)2
 ;  𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ 𝐼 متزايدة تماما على المجال 𝑓 الدالة  

 𝑰ينتمي إلى  𝑰  ،𝒇(𝒙)المجال من  𝒙من أجل كل عدد حقيقي أنّه  بيانب. 

{
𝑥 ∈ [0; 4]

𝐼 متزايدة على 𝑓
⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [𝑓(0); 𝑓(4)] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [0;

52

49
] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ 𝐼  

2. 𝒖𝟎 = 𝒖𝒏+𝟏و  𝟒 = 𝒇(𝒖𝒏)  

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهان .أ ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟒  

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  4 = 4 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 4 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 4 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 4
حسب 1.ب
⇒    0 ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 4 ⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 4  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 4 

 أنهّا متقاربة استنتاجو،  (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
13𝑢𝑛

9𝑢𝑛 + 13
− 𝑢𝑛 =

−9𝑢𝑛
2

9𝑢𝑛 + 13
 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 4 ⇒ {
−144 ≤ −9𝑢𝑛

2 ≤ 0
13 ≤ 9𝑢𝑛 + 13 ≤ 49

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة  

 فهي إذن متقاربة 0متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّه  بيان .3 ≠ 𝟎 
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𝑢𝑛ن أجل م = 𝑢𝑛+1يكون  0 = ثابتة )معدومة( وهذا  (𝑢𝑛)وتكون المتتالية  0

𝑛: 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي ، ومنه نستنتج أنّه مع كونها متناقصةناقض تي ≠ 0. 

𝑢𝑛: يمكننا أيضا استعمال البرهان بالتراجع لإثبات أنّ ملاحظة ≠ 0. 

𝒗𝒏كما يلي :  ℕالمعرّفة على متتالية العددية ال (𝒗𝒏)لتكن  .4 = 𝟐 +
𝟏𝟑

𝒖𝒏
 

 𝒗𝟎أساسها وحدّها الأول يطُلب تعيين حسابية  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  برهان .أ

𝑣𝑛+1 = 2 +
13

𝑢𝑛+1
= 2 +

13

13𝑢𝑛
9𝑢𝑛 + 13

= 2 +
9𝑢𝑛 + 13

𝑢𝑛
= 2 +

13

𝑢𝑛
+ 9 

𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 + 9 

𝑣0وحدهّا الأول  9حسابية أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية ج أنّ منه نستنت = 2 +
13

4
=
21

4
 

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛𝑟 =
21

4
+ 9𝑛 =

36𝑛 + 21

4
 

𝒖𝒏أنّ :  استنتاج .ج =
𝟓𝟐

𝟑𝟔𝒏+𝟏𝟑
𝐥𝐢𝐦 حسابو 

𝒏→+∞
𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 2 +
13

𝑢𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

13

𝑣𝑛 − 2
=

13

36𝑛 + 21
4 − 2

=
13

36𝑛 + 13
4

 

𝑢𝑛 =
52

36𝑛 + 13
 

 

 
 

 ع ت( 2د 2016)بكالوريا  .66 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟎 ، 𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐𝒖𝒏+𝟐

𝒖𝒏+𝟑
  ،𝒗𝒏 =

𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

 𝒗𝟎وحدّها الأول  𝒒تعيين أساسها هندسية يطُلب  (𝒗𝒏)متتالية أنّ ال بيان .1

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1 + 2
=

2𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛 + 3

− 1

2𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛 + 3

+ 2
=

𝑢𝑛 − 1
𝑢𝑛 + 3
4𝑢𝑛 + 8
𝑢𝑛 + 3

=
1

4
(
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 2
) =

1

4
𝑣𝑛 

أساسها هندسية  (𝑣𝑛)المتتالية منه نستنتج أنّ 
1

4
𝑣0وحدهّا الأول   =

𝑢0−1

𝑢0+2
= −

1

2
  

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عن عبارة الحدّ العام  التعبيرأ.  .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = −

1

2
(
1

4
)
𝑛

= −
1

2 × 4𝑛
= −

1

2 × 22𝑛
= −

1

22𝑛+1
 

148



  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحدّ العام  استنتاجب. 

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 2
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 + 2) = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛(1 − 𝑣𝑛) = 2𝑣𝑛 + 1 

⇒ 𝑢𝑛 =
2𝑣𝑛 + 1

1 − 𝑣𝑛
=

1 −
1
22𝑛

1 +
1

22𝑛+1

 

𝐥𝐢𝐦 حسابجـ. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
1
22𝑛

1 +
1

22𝑛+1

= 1  ; (
1

22𝑛
→  و 0

1

22𝑛+1
→ 0) 

𝑺𝒏المجموع :  𝒏بدلالة  حسابأ.  .3 = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = −

1

2
(
1 − (

1
4)
𝑛+1

1 −
1
4

) 

𝑆𝑛 = −
2

3
[1 − (

1

4
)
𝑛+1

]  

أنّ : ب. تحقق 
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
=
𝟏

𝟑
(𝟏 − 𝒗𝒏)  

1

𝑢𝑛 + 2
=

1

2𝑣𝑛 + 1
1 − 𝑣𝑛

+ 2
=

1

3
1 − 𝑣𝑛

=
1 − 𝑣𝑛
3

=
1

3
(1 − 𝑣𝑛)  

𝑺′𝒏المجموع :  𝒏بدلالة  استنتاججـ.  =
𝟏

𝒖𝟎+𝟐
+

𝟏

𝒖𝟏+𝟐
+⋯+

𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

𝑆′𝑛 =
1

𝑢0 + 2
+

1

𝑢1 + 2
+⋯+

1

𝑢𝑛 + 2
 

𝑆′𝑛 =
1

3
(1 − 𝑣0) +

1

3
(1 − 𝑣1) + ⋯+

1

3
(1 − 𝑣𝑛) 

𝑆′𝑛 =
1

3
[(𝑛 + 1) − (𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛)] =

1

3
[(𝑛 + 1) − 𝑆𝑛] 

𝑆𝑛
′ =

1

3
[(𝑛 + 1) +

2

3
[1 − (

1

4
)
𝑛+1

]]  
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 ع ت( 2017)بكالوريا  .67 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟏

𝟒
  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑 −

𝟏𝟎

𝒖𝒏+𝟒
 ، 𝒗𝒏 =

𝒖𝒏+𝟐

𝟏−𝒖𝒏
 

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه  برهانأ.  .1 < 𝒖𝒏 < 𝟏  

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 < 𝑢0 . محققة لأنّ:  1 =
1

4
 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑢𝑛 < 1 

0نّ نبرهن أبرهان التراجع:  < 𝑢𝑛+1 < 1 

0 < 𝑢𝑛 < 1 ⇒ 4 < 𝑢𝑛 + 4 < 5 ⇒ 2 <
10

𝑢𝑛 + 4
<
5

2
 

⇒
1

2
< 3 −

10

𝑢𝑛 + 4
< 1 ⇒ 0 <

1

2
< 𝑢𝑛+1 < 1  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  < 𝑢𝑛 < 1 

 انهّا متقاربة استنتاجومتزايدة تماما  (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3 −
10

𝑢𝑛 + 4
− 𝑢𝑛 =

(3 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 + 4) − 10

𝑢𝑛 + 4

=
−𝑢𝑛

2 − 𝑢𝑛 + 2

𝑢𝑛 + 4
=
(1 − 𝑢𝑛)(2 + 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 + 4
 

0 < 𝑢𝑛 < 1 ⇒ {

0 < 1 − 𝑢𝑛 < 1
2 < 2 + 𝑢𝑛 < 3
4 < 𝑢𝑛 + 4 < 5

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

 فهي إذن متقاربة 1بالعدد  ىلعة ومحدودة من الأيدازمت (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيانأ.  .2
𝟓

𝟐
  

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 + 2

1 − 𝑢𝑛+1
=
5 −

10
𝑢𝑛 + 4

−2 +
10

𝑢𝑛 + 4

=

5𝑢𝑛 + 10
𝑢𝑛 + 4
−2𝑢𝑛 + 2
𝑢𝑛 + 4

=
5𝑢𝑛 + 10

2 − 2𝑢𝑛
 

𝑣𝑛+1 =
5(𝑢𝑛 + 2)

2(1 − 𝑢𝑛)
=
5

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) منه نستنتج أنّ المتتالية
5

2
𝑣0 وحدهّا الأول  =

𝑢0+2

1−𝑢0
= 3  

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عن  التعبير

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 3(

5

2
)
𝑛

 

𝒖𝒏  أنّ: إثباتب.  = 𝟏 −
𝟑

𝒗𝒏+𝟏
𝐥𝐢𝐦 استنتاجو 

𝒏→+∞
𝒖𝒏 
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𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 2

1 − 𝑢𝑛
⇒ 𝑣𝑛(1 − 𝑢𝑛) = 𝑢𝑛 + 2 ⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 + 1) = 𝑣𝑛 − 2 

⇒ 𝑢𝑛 =
𝑣𝑛 − 2

𝑣𝑛 + 1
=
𝑣𝑛 + 1 − 3

𝑣𝑛 + 1
= 1 −

3

𝑣𝑛 + 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 −
3

𝑣𝑛 + 1
= lim
𝑛→+∞

1 −
3

3 (
5
2)
𝑛

+ 1

= 1   

 

 
 ع ت( 2017)بكالوريا  .68 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙−𝟏𝟔

𝒙+𝟏𝟏
  ،𝑫𝒇 = [−𝟒; 𝟏] 

-I  الدالةأنّ تحقق 𝒇  𝟒−]متزايدة تماما على المجال; 𝟏]  

𝑓′(𝑥) =
49

(𝑥 + 11)2
 ;  𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ [−4; الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال [1  

𝒙من أجل كل أنّه  بيان    ∈ [−𝟒; 𝒇(𝒙)فإنّ  [𝟏 ∈ [−𝟒; 𝟏]  

{
−4 ≤ 𝑥 ≤ 1

[−4; 𝑓 متزايدة على [1
⇒ 𝑓(−4)⏟  

−4

≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1)⏟

−
13
12

⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [−4; 1]  

-II 𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

 على حامل محور الفواصل  𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  تمثيل .1

 

 وتقاربها (𝒖𝒏)متتالية التخمين حول اتجاه تغيرّ ال

  ةقاربمتمتناقصة و (𝑢𝑛)متتالية ال       

𝒏  :−𝟒بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  برهان .2 < 𝒖𝒏 ≤ 𝟎   

4−نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  0 = 0 

4−نفرض أنّ فرض التراجع:  < 𝑢𝑛 ≤ 0 

4−نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 𝑢𝑛+1 ≤ 0 
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−4 < 𝑢𝑛 ≤ 0
I حسب
⇒  −4 < 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 0 ⇒ −4 < 𝑢𝑛+1 ≤ 0  

𝑛 : −4من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  < 𝑢𝑛 ≤ 0 

 متناقصة تماما (𝒖𝒏)متتالية الأنّ  بيان

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 − 16

𝑢𝑛 + 11
− 𝑢𝑛 =

−𝑢𝑛
2 − 8𝑢𝑛 − 16

𝑢𝑛 + 11
= −

(𝑢𝑛 + 4)
2

𝑢𝑛 + 11
 

−4 < 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ 7 < 𝑢𝑛 + 11 ≤ 11 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة  

3. 𝒗𝒏 × 𝒖𝒏 = 𝟏 − 𝟒𝒗𝒏 

حسابية أساسها  (𝒗𝒏)متتالية الأنّ  إثبات
𝟏

𝟕
  

𝑣𝑛 × 𝑢𝑛 = 1 − 4𝑣𝑛 ⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 + 4) = 1 ⇒ 𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛 + 4
 

𝑣𝑛+1 =
1

𝑢𝑛+1 + 4
=

1

3𝑢𝑛 − 16
𝑢𝑛 + 11

+ 4
=

1

7𝑢𝑛 + 28
𝑢𝑛 + 11

=
𝑢𝑛 + 11

7𝑢𝑛 + 28
 

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛 + 4 + 7

7𝑢𝑛 + 28
=

𝑢𝑛 + 4

7(𝑢𝑛 + 4)
+

7

7(𝑢𝑛 + 4)
=
1

7
+ 𝑣𝑛  

𝑟حسابية أساسها  (𝑣𝑛)متتالية الأنّ منه نستنتج    =
1

7
 

 :   𝑺المجموع  حساب

𝑆 = 𝑣0 × 𝑢0 + 𝑣1 × 𝑢1 +⋯+ 𝑣2016 × 𝑢2016 

𝑆 = 1 − 4𝑣0 + 1 − 4𝑣1 +⋯+ 1 − 4𝑣2016 

𝑆 = 2017 − 4(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣2016) = 2017 − 4 (
2017

2
) (𝑣0 + 𝑣2016) 

𝑣0 =
1

𝑢0 + 4
=
1

4
 ; 𝑣2016 = 𝑣0 + 2016𝑟 =

1

4
+
2016

7
=
1153

4
 

𝑆 = 2017 − 4034 (
1

4
+
1153

4
) = −1161792  

 

 
 ع ت( 2د 2017)بكالوريا  .69 حل التمرين

{
𝒖𝟎 = 𝟏

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝒖𝒏 + 𝟏

}و       
𝒗𝟎 = 𝟔

𝒗𝒏+𝟏 =
𝟑

𝟒
𝒗𝒏 + 𝟏

 

  𝒗𝟏و 𝒖𝟏الحدّين  حساب .1

𝑢1 =
3

4
𝑢0 + 1 =

3

4
+ 1 =

7

4
 ; 𝑣1 =

3

4
𝑣0 + 1 =

9

2
+ 1 =

11

2
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𝒖𝒏+𝟐 كتابةأ.  .2 − 𝒖𝒏+𝟏  بدلالة𝒖𝒏+𝟏 − 𝒖𝒏  

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛+1 + 1 −

3

4
𝑢𝑛 − 1 =

3

4
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)  

 متناقصة تماما (𝒗𝒏)متتالية متزايدة تماما وال (𝒖𝒏)متتالية الأنّ  ناهبرب. 

(𝑢𝑛) متزايدة تماما ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 

𝑢1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  − 𝑢0 >  . محققة لأنّ: 0

𝑢1 − 𝑢0 =
7

4
− 1 =

3

4
⇒ 𝑢1 − 𝑢0 > 0 

𝑢𝑛+1نفرض أنّ فرض التراجع:  − 𝑢𝑛 > 0 

𝑢𝑛+2نبرهن أنّ برهان التراجع:  − 𝑢𝑛+1 > 0 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒
3

4
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) > 0 ⇒ 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 > 0  

 تماما متزايدة (𝑢𝑛)متتالية الأنّ منه نستنتج 

(𝑣𝑛) متناقصة تماما ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 < 0 

𝑣1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  − 𝑣0 <  . محققة لأنّ: 0

𝑣1 − 𝑣0 =
11

2
− 6 = −

1

2
⇒ 𝑣1 − 𝑣0 < 0 

𝑣𝑛+1نفرض أنّ فرض التراجع:  − 𝑣𝑛 < 0 

𝑣𝑛+2نبرهن أنّ برهان التراجع:  − 𝑣𝑛+1 < 0 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 < 0 ⇒
3

4
(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛) < 0 ⇒ 𝑣𝑛+2 − 𝑣𝑛+1 < 0  

 تماما ةقصانمت (𝑣𝑛)متتالية الأنّ منه نستنتج 

3. 𝒘𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝒗𝒏 

  𝒘𝟎هندسية يطُلب تعيين حدّها الأول  (𝒘𝒏)متتالية الأنّ  برهان

𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝑣𝑛+1 =
3

4
𝑢𝑛 + 1 −

3

4
𝑣𝑛 − 1 =

3

4
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) =

3

4
𝑤𝑛 

هندسية أساسها  (𝑤𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
3

4
𝑤0 وحدهّا الأول  = 𝑢0 − 𝑣0 = −5  

 𝒏بدلالة  𝒘𝒏عن  التعبير

𝑤𝑛 = 𝑤0 × 𝑞
𝑛 = −5(

3

4
)
𝑛

 

 متجاورتان (𝒗𝒏)و (𝒖𝒏)متتاليتين الأنّ  بيان .4

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = lim
𝑛→+∞

−5(
3

4
)
𝑛

= 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 0 

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 
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{

(𝑢𝑛) متزايدة

(𝑣𝑛) متناقصة

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛

⇒ (𝑢𝑛) و(𝑣𝑛) متجاورتان  

 

 
 

 ع ت( 2د 2017)بكالوريا  .70 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙+𝟏

𝒙+𝟑
  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ ، 𝒖𝟎 = 𝜶  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

-I قيمة  تعيين𝜶  حتى تكون(𝒖𝒏) متتالية ثابتة 

(𝑢𝑛) ثابتة ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 ⇒
3𝛼 + 1

𝛼 + 3
= 𝛼 ⇒ 𝛼(𝛼 + 3) = 3𝛼 + 1 

⇒ 𝛼2 = 1 ⇒ 𝛼 = 1  

-II 𝜶 = 𝟓  

 لفواصلعلى حامل محور ا 𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  تمثيلأ.  .1

 
 وتقاربها (𝒖𝒏)متتالية التخمين حول اتجاه تغيّر ضع وب. 

 1ومتقاربة نحو العدد متناقصة  (𝑢𝑛)متتالية ال

𝒗𝒏بـ:  ℕالمعرّفة على  (𝒗𝒏)نعتبر المتتالية  .2 =
𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏+𝟏
 

هندسية أساسها  (𝒗𝒏)متتالية الأنّ  برهان .أ
𝟏

𝟐
 حدّها الأول يطُلب تعيين 

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1 + 1
=

3𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛 + 3

− 1

3𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛 + 3

+ 1
=

2𝑢𝑛 − 2
𝑢𝑛 + 3
4𝑢𝑛 + 4
𝑢𝑛 + 3

=
2(𝑢𝑛 − 1)

4(𝑢𝑛 + 1)
=
1

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

2
𝑣0 ولوحدهّا الأ  =

𝑢0−1

𝑢0+1
=
2

3
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𝐥𝐢𝐦 حسابو 𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏ر عن يعبالت .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

2

3
(
1

2
)
𝑛

 

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 + 1) = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛(1 − 𝑣𝑛) = 1 + 𝑣𝑛 

⇒ 𝑢𝑛 =
1 + 𝑣𝑛
1 − 𝑣𝑛

=
1 +

2
3
(
1
2
)
𝑛

1 −
2
3
(
1
2
)
𝑛  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 +
2
3 (
1
2)
𝑛

1 −
2
3 (
1
2)
𝑛 = 1  

 :𝒏بدلالة  𝑺′𝒏المجموع  استنتاجو 𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑣𝑛 + 𝑣𝑛+1 +⋯+ 𝑣𝑛+2016 = 𝑣𝑛 (
1 − 𝑞2017

1 − 𝑞
) 

𝑆𝑛 =
2

3
(
1

2
)
𝑛

(
1 − (

1
2)
2017

1 −
1
2

) =
4

3
(
1

2
)
𝑛

[1 − (
1

2
)
2017

]  

𝑢𝑛 =
1 + 𝑣𝑛
1 − 𝑣𝑛

⇒ 𝑢𝑛 + 1 =
1 + 𝑣𝑛
1 − 𝑣𝑛

+ 1 =
2

1 − 𝑣𝑛
⇒

1

𝑢𝑛 + 1
=
1

2
(1 − 𝑣𝑛) 

𝑆′𝑛 =
1

𝑢𝑛 + 1
+

1

𝑢𝑛+1 + 1
+

1

𝑢𝑛+2 + 1
+⋯+

1

𝑢𝑛+2016 + 1
 

𝑆′𝑛 =
1

2
(1 − 𝑣𝑛) +

1

2
(1 − 𝑣𝑛+1) + ⋯+

1

2
(1 − 𝑣𝑛+2016) 

𝑆′𝑛 =
1

2
(2017) −

1

2
(𝑣𝑛 + 𝑣𝑛+1 +⋯+ 𝑣𝑛+2016) 

𝑆′𝑛 = −
1

2
(𝑆𝑛 − 2017) = −

1

2
(
4

3
(
1

2
)
𝑛

[1 − (
1

2
)
2017

] − 2017)  

 

 
 

 ع ت( 2018)بكالوريا  .71 التمرينحل 

𝒖𝟎 = 𝟏  ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝟏 −
𝟗

𝒖𝒏+𝟓
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𝒏 :𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه ن ابرهالأ.  .1 > −𝟐  

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  > 𝑢0 . محققة لأنّ:  2− = 1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  > −2 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ  برهان التراجع: > −2 

𝑢𝑛 > −2 ⇒ 𝑢𝑛 + 5 > 3 ⇒
1

𝑢𝑛 + 5
<
1

3
⇒ −

9

𝑢𝑛 + 5
> −3

⇒ 1 −
9

𝑢𝑛 + 5
> −2 ⇒ 𝑢𝑛+1 > −2  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  > −2 

 ج أنهّا متقاربةاواستنت ℕمتتالية متناقصة تماما على  (𝒖𝒏) ن أنّ اب. بي

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 1 −
9

𝑢𝑛 + 5
− 𝑢𝑛 =

(1 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 + 5) − 9

𝑢𝑛 + 5
 

=
−𝑢𝑛

2 − 4𝑢𝑛 − 4

𝑢𝑛 + 5
=
−(𝑢𝑛 + 2)

2

𝑢𝑛 + 5
 

𝑢𝑛 > −2 ⇒ {
−(𝑢𝑛 + 2)

2 < 0
𝑢𝑛 + 5 > 3

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 فهي إذن متقاربة 2−متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

𝒏 :𝒗𝒏نضع من أجل كل عدد طبيعي  .2 =
𝟏

𝒖𝒏+𝟐
 

أساسها  حسابية (𝒗𝒏)متتالية الت أنّ اثبا
𝟏

𝟑
 يطُلب تعيين حدّها الأول 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛+1 + 2
−

1

𝑢𝑛 + 2
=

1

3 −
9

𝑢𝑛 + 5

−
1

𝑢𝑛 + 2
 

=
𝑢𝑛 + 5

3𝑢𝑛 + 6
−

1

𝑢𝑛 + 2
=
𝑢𝑛 + 5 − 3

3𝑢𝑛 + 6
=

𝑢𝑛 + 2

3(𝑢𝑛 + 2)
=
1

3
 

أساسها  حسابية (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

3
𝑣0 وحدهّا الأول  =

1

𝑢0+2
=
1

3
  

𝐥𝐢𝐦ب ا، وحس 𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏ر عن يعبالت .3
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛𝑟 =
1

3
+
1

3
𝑛 =

𝑛 + 1

3
 

𝑣𝑛 =
1

𝑢𝑛 + 2
⇒ 𝑢𝑛 + 2 =

1

𝑣𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

1

𝑣𝑛
− 2 =

3

𝑛 + 1
− 2 =

−2𝑛 + 1

𝑛 + 1
 

𝒖𝟎𝒗𝟎 :ن أنّ ابي .4 + 𝒖𝟏𝒗𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏𝒗𝒏 =
𝟏

𝟑
(𝟏 − 𝒏𝟐) 
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𝑢𝑛 =
1

𝑣𝑛
− 2 =

1 − 2𝑣𝑛
𝑣𝑛

⇒ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = 1 − 2𝑣𝑛  

𝑢0𝑣0 + 𝑢1𝑣1 +⋯+ 𝑢𝑛𝑣𝑛 = (1 − 2𝑣0) + (1 − 2𝑣1) + ⋯+ (1 − 2𝑣𝑛) 

= (𝑛 + 1) − 2(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) = (𝑛 + 1) − 2 [
𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛)] 

= (𝑛 + 1) − (𝑛 + 1) (
1

3
+
𝑛 + 1

3
) = (𝑛 + 1) (1 −

𝑛 + 2

3
) 

= (𝑛 + 1) (
1 − 𝑛

3
) =

1

3
(1 − 𝑛2)  

 

 

 

 
 

 

 ع ت( 2018)بكالوريا  .72التمرين حل 

𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏 + 𝐥𝐧 (
𝟐𝒏+𝟑

𝟐𝒏+𝟏
) 

 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 و𝒖𝟑ب احس .1

𝑢1 = 𝑢0 + ln 3 = ln 3  

𝑢2 = 𝑢1 + ln
5

3
= ln 3 + ln 5 − ln 3 = ln 5  

𝑢3 = 𝑢2 + ln
7

5
= ln 5 + ln 7 − ln 5 = ln 7  

: 𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّه ن ابي .2
𝟐𝒏+𝟑

𝟐𝒏+𝟏
> 𝟏  

𝑛 ∈ ℕ ⇒ 2𝑛 + 3 > 2𝑛 + 1 ⇒
2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
> 1  

 (𝒖𝒏)ج اتجاه تغيّر المتتالية ااستنت

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = ln (
2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
) ; 
2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
> 1 ⇒ ln (

2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
) > 0 

⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة تماما  

3. (𝒗𝒏)  من أجل كل عدد طبيعي متتالية عددية معرّفة𝒏  :بـ𝒗𝒏 = 𝟐𝒏 + 𝟏 

𝒏 :𝒆𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّه ن ابرهال .أ = 𝒗𝒏  

𝑒𝑢0أنّ  نتحققتحقيق التراجع:  = 𝑣0  :ّمحققة لأن . 𝑒𝑢0 = 1 = 𝑣0 

𝑒𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  = 𝑣𝑛 

𝑒𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  = 𝑣𝑛+1 
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𝑒𝑢𝑛+1 = 𝑒
𝑢𝑛+ln(

2𝑛+3
2𝑛+1

)
= 𝑒𝑢𝑛 × 𝑒

ln(
2𝑛+3
2𝑛+1

)
= 𝑣𝑛 (

2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
) 

= (2𝑛 + 1) (
2𝑛 + 3

2𝑛 + 1
) = 2𝑛 + 3 = 𝑣𝑛+1  

𝑛 : 𝑒𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنّه منه نستنتج  = 𝑣𝑛 

𝐥𝐢𝐦ب احسو 𝒏بدلالة  (𝒖𝒏)متتالية عبارة الحدّ العام للج ااستنت .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑒𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = ln 𝑣𝑛 = ln (2𝑛 + 1)  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

ln (2𝑛 + 1) = +∞  

 :𝑺𝒏 و𝑻ب المجموعين احس .4

𝑆𝑛 = ln (
𝑣1
𝑣0
) + ln (

𝑣2
𝑣1
) +⋯+ ln (

𝑣𝑛
𝑣𝑛−1

) = ln (
𝑣1
𝑣0
×
𝑣2
𝑣1
× …×

𝑣𝑛
𝑣𝑛−1

) 

 = ln (
𝑣𝑛
𝑣0
) = ln(2𝑛 + 1) ⇒ 𝑆𝑛 = 𝑢𝑛  

𝑇 = 𝑒𝑢1439 + 𝑒𝑢1440 +⋯+ 𝑒𝑢2018 = 𝑣1439 + 𝑣1440 +⋯+ 𝑣2018 

𝑇𝑛 =
580

2
[2(1439) + 1 + 2(2018) + 1] = 580 × 3458 = 2005640  

2018)هو مجموع  𝑇و  2حسابية أساسها  (𝑣𝑛)تتالية الملاحظ أنّ ) − 1439 + 1) 

 .((𝑣𝑛) حدودحد من 
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 ت ر( 2008)بكالوريا  .73 حل التمرين

;𝟎]المعرّفة على المجال  𝒇 العددية الدالةنعتبر  𝒇(𝒙)بالعبارة :  [𝟐 =
𝟐𝒙+𝟑

𝒙+𝟐
 

;𝟎]على المجال  𝒇 الدالةتغيرّات  دراسةأ.  .1 𝟐] 

𝑓′(𝑥) =
1

(𝑥 + 2)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ [0; الدالة 𝑓 متزايدة على المجال [2  

  (𝑪) إنشاءب. 

𝒙أنهّ إذا كان  برهانجـ.   ∈ [𝟎; 𝒇(𝒙)فإنّ  [𝟐 ∈ [𝟎; 𝟐] 

{
𝑥 ∈ [0; 2]

[0; 𝑓 متزايدة على [2
⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [𝑓(0); 𝑓(2)] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [

3

2
;
7

4
] 

⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [0; 2]  

𝒖𝟎كالآتي :  ℕعلى  (𝒖𝒏)متتالية العددية النعرّف  .2 = 𝒖𝒏+𝟏و  𝟎 = 𝒇(𝒖𝒏)  

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐الحدّين  حسابو (𝒖𝒏)ر وجود المتتالية يبرت .أ

𝑢𝑛نبرهن أنّ  (𝑢𝑛)تبرير وجود المتتالية ل ≠ نبرهن بالتراجع أنهّ ، ولذلك  2−

𝑛 :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  ≥ 0 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≥ 𝑢0 . محققة لأنّ:  0 = 0 

𝑢𝑛 نفرض أنّ فرض التراجع:  ≥ 0 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≥ 0 

𝑢𝑛 ≥ 0
𝑓 متزايدة 
⇒    𝑓(𝑢𝑛) ≥ 𝑓(0) ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥

3

2
≥ 0  

𝑛: 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ نستنتج  ≥ 𝑢𝑛وبالتالي  0 ≠ −2  

 .𝑛من أجل كل عدد طبيعي معرّفة  (𝑢𝑛)منه فإنّ المتتالية و

𝑢1 = 𝑓(𝑢0) =
2𝑢0 + 3

𝑢0 + 2
=
3

2
 ;  𝑢2 = 𝑓(𝑢1) =

2𝑢1 + 3

𝑢1 + 2
=
6

7
2

=
12

7
 

 على محور الفواصل  𝒖𝟐 و 𝒖𝟎 ، 𝒖𝟏الحدود  تمثيل .ب
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 وتقاربها  (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية و .ج

 ةتقاربمومتزايدة  (𝑢𝑛)المتتالية نلاحظ أنّ 

𝟎 أنّ : 𝒏عدد الطبيعي على البالتراجع  برهانأ.  .3 ≤ 𝒖𝒏 ≤ √𝟑 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  3√ = 0 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ √3 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3
حسب 1.ب
⇒    0 ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 4 ⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 4  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي ه أنّ منه نستنتج        ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3 

𝒖𝒏+𝟏فإنّ :  𝒏عدد الطبيعي أنهّ مهما يكن ال برهانب.  > 𝒖𝒏  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛 + 3

𝑢𝑛 + 2
− 𝑢𝑛 =

3 − 𝑢𝑛
2

𝑢𝑛 + 2
=
(√3 − 𝑢𝑛)(√3 + 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 + 2
 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ 𝑢𝑛  

  (𝒖𝒏)ج تقارب استنتا    

 فهي إذن متقاربة 3√متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية     

𝒖𝒏+𝟏تحقق أنّ : الجـ.  − √𝟑 ≤
𝟐−√𝟑

𝒖𝒏+𝟐
(𝒖𝒏 − √𝟑)  

𝑢𝑛+1 − √3 =
2𝑢𝑛 + 3

𝑢𝑛 + 2
− √3 =

(2 − √3)𝑢𝑛 + (3 − 2√3)

𝑢𝑛 + 2

=
(2 − √3)(𝑢𝑛 − √3)

𝑢𝑛 + 2
=
2 − √3

𝑢𝑛 + 2
(𝑢𝑛 − √3)  

;𝟎[من  𝒌 عدد حقيقي تعيين     𝒖𝒏+𝟏|بحيث :  ]𝟏 − √𝟑| ≤ 𝒌|𝒖𝒏 − √𝟑| 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ √3 ⇒ 2 ≤ 𝑢𝑛 + 2 ≤ √3 + 2 ⇒
1

√3 + 2
≤

1

𝑢𝑛 + 2
≤
1

2

⇒
2 − √3

√3 + 2
≤
2 − √3

𝑢𝑛 + 2
≤
2 − √3

2
 

{
 
 

 
 𝑢𝑛+1 − √3 =

2 − √3

𝑢𝑛 + 2
(𝑢𝑛 − √3)

2 − √3

𝑢𝑛 + 2
≤
2 − √3

2

⇒ 𝑢𝑛+1 − √3⏟      
≤0

≥
2 − √3

2
(𝑢𝑛 − √3)⏟      

≤0

⇒ |𝑢𝑛+1 − √3| ≤
2 − √3

2
|𝑢𝑛 − √3| ⇒ 𝑘 =

2 − √3

2
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𝒏أنهّ من أجل  بيان     ∈ ℕ∗  :|𝒖𝒏 − √𝟑| ≤ 𝒌
𝒏|𝒖𝟎 − √𝟑| 

{
 
 

 
 |𝑢𝑛 − √3| ≤ 𝑘|𝑢𝑛−1 − √3|

|𝑢𝑛−1 − √3| ≤ 𝑘|𝑢𝑛−2 − √3|

⋮

|𝑢1 − √3| ≤ 𝑘|𝑢0 − √3|

⇒ |𝑢𝑛 − √3| ≤ 𝑘
𝑛|𝑢0 − √3|  

 يمكننا أيضا استعمال البرهان بالتراجع     

𝐥𝐢𝐦 استنتاج    
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

{
0 ≤ |𝑢𝑛 − √3| ≤ 𝑘

𝑛|𝑢0 − √3|

lim
𝑛→+∞

𝑘𝑛|𝑢0 − √3| = 0
⇒ lim
𝑛→+∞

|𝑢𝑛 − √3| = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = √3  

 

 
 

 ت ر( 2008)بكالوريا  .74 حل التمرين

1. 𝒇 يأتي كما  ]∞+;𝟐−[دالة العددية المعرّفة على ال :𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟓

𝒙+𝟐
 

 عند أطراف مجموعة التعريف 𝒇الدالة  نهايات حساب .أ

lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

𝑥2 + 5

𝑥 + 2
→ 9
→ 0+

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 5

𝑥 + 2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞  

 ل جدول تغيراتهايشكوت 𝒇اتجاه تغيرّ  اسةدر .ب

𝑓′(𝑥) =
2𝑥(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 5)

(𝑥 + 2)2
=
𝑥2 + 4𝑥 − 5

(𝑥 + 2)2
=
(𝑥 − 1)(𝑥 + 5)

(𝑥 + 2)2
 

𝑥 ∈ ]−2; 1[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ الدالة 𝑓 متناقصة  

𝑥 ∈ [1;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة  
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𝒚دلته معاالذي  (𝑫)أنّ المستقيم  بيان .ج = 𝒙 −           (𝑪𝒇)مقارب للمنحنى  𝟐

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 5 − (𝑥2 − 4)

𝑥 + 2
= lim
𝑥→+∞

9

𝑥 + 2
= 0  

;𝟏]أنّ صورة المجال  بيان .د
𝟓

𝟐
;𝟏]المجال محتواة في  [

𝟓

𝟐
] 

{
𝑥 ∈ [1;

5

2
]

[1;
5

2
] 𝑓 متزايدة على المجال 

⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [𝑓(1); 𝑓 (
5

2
)] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [2;

5

2
]

⇒ 𝑓 ([1;
5

2
]) ⊂ [1;

5

2
]  

2. 𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

 (𝑶𝒙)على حامل محور الفواصل  𝒖𝟐و  𝒖𝟎  ،𝒖𝟏 تمثيل .أ

 
 (𝒖𝒏)اتجاه تغير وتقارب المتتالية  تخمين .ب

 اربةمتزايدة ومتق (𝑢𝑛)نلاحظ أنّ المتتالية 

𝒏 :𝟏عدد طبيعي أنهّ من أجل كل  بيان .ج ≤ 𝒖𝒏 ≤
𝟓

𝟐
  

1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤
5

2
𝑢0 . محققة لأنّ:   = 1 

1نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤
5

2
 

1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
5

2
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1 ≤ 𝑢𝑛 ≤
5

2 حسب 1.ب
⇒    1 ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤

5

2
⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤

5

2
 

𝑛 : 1من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤
5

2
 

 متزايدة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ بيان 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛
2 + 5

𝑢𝑛 + 2
− 𝑢𝑛 =

5 − 2𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 2

 

𝑢𝑛 ≤
5

2
⇒ 5 − 2𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

𝐥𝐢𝐦 حسابمتقاربة و (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  استنتاج .د
𝒏→+∞

𝒖𝒏. 

متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية
5

2
 فهي إذن متقاربة 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒
𝑙2 + 5

𝑙 + 2
= 𝑙 ⇒ 2𝑙 = 5 ⇒ 𝑙 =

5

2
 

 
 ت ر( 2009)بكالوريا  .75 حل التمرين

 2009الأعداد الطبيعية التي مربع كل منها يقسم  تعيينأ.  .1

2009 = 72 × 41 7و  1هي  2009الأعداد الطبيعية التي مربعاتها تقسم  ⇒  

 𝒖𝟎و 𝒂 حساب .ب

𝑢1
2 + 𝑢2 + 35𝑎

2 = 2009 ⇒ 𝑎2𝑢0
2 + 𝑎2𝑢0 + 35𝑎

2 = 2009

⇒ 𝑎2(𝑢0
2 + 𝑢0 + 35) = 2009 ⇒ 𝑎

2 ∣ 2009                   

⇒ 𝑎 = 𝑎 أو 1 = 7 

• 𝑎 = 1 ∶  𝑢0
2 + 𝑢0 + 35 = 2009 ⇒ 𝑢0

2 + 𝑢0 − 1974 = 0 ;  

   ∆=  (ليس مربعا تاما) 7897

• 𝑎 = 7 ∶  𝑢0
2 + 𝑢0 + 35 = 41 ⇒ 𝑢0

2 + 𝑢0 − 6 = 0 ;  

   ∆= 25 ; 𝑢0 = 𝑢0 أو (مرفوض) 3− = 2  

𝑢1
2 + 𝑢2 + 35𝑎

2 = 2009 ⇒ 𝑎 = 7 ;  𝑢0 = 2  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 حساب .2

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑎
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 2 × 7

𝑛  

3. 𝑺𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏عن  التعبير .أ

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
𝑎𝑛+1 − 1

𝑎 − 1
) = 2(

7𝑛+1 − 1

7 − 1
) 
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𝑆𝑛 =
1

3
(7𝑛+1 − 1)  

𝑺𝒏 حتى يكون 𝒏العدد الطبيعي  تعيين .ب = 𝟖𝟎𝟎  

𝑆𝑛 = 800 ⇒
1

3
(7𝑛+1 − 1) = 800 ⇒ 7𝑛+1 − 1 = 2400 

⇒ 7𝑛+1 = 2401 ⇒ ln 7𝑛+1 = ln 2401    

⇒ (𝑛 + 1) ln 7 = ln 2401 ⇒ 𝑛 + 1 =
ln 2401

ln 7
= 4 ⇒ 𝑛 = 3  

 
 ت ر( 2011بكالوريا ) .76 حل التمرين

(𝒖𝒏)  المتتالية العددية المعرّفة علىℕ∗ كما يلي :𝒖𝒏 =
(𝒏+𝟏)𝟐

𝒏(𝒏+𝟐)
 

𝒖𝒏فإنّ :  𝒏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  إثبات .1 = 𝟏 +
𝟏

𝒏(𝒏+𝟐)
           

𝑢𝑛 =
(𝑛 + 1)2

𝑛(𝑛 + 2)
=
𝑛2 + 2𝑛 + 1

𝑛(𝑛 + 2)
=
𝑛(𝑛 + 2) + 1

𝑛(𝑛 + 2)
= 1 +

1

𝑛(𝑛 + 2)
 

𝒖𝒏أنّ :  استنتاج > 𝟏 

𝑛 > 0 ⇒
1

𝑛(𝑛 + 2)
> 0 ⇒ 1 +

1

𝑛(𝑛 + 2)
> 1 ⇒ 𝑢𝑛 > 1  

  (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ  دراسة .2

𝑓(𝑛)درس اتجاه تغيرّ الدالة ن = 𝑢𝑛 المجال على ℕ∗ 

𝑓′(𝑛) = −
2𝑛 + 2

[𝑛(𝑛 + 2)]2
 ;  𝑓′(𝑛) < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 تهانهاي حسابومتقاربة  (𝒖𝒏)المتتالية  أنّ  بيان

 فهي إذن متقاربة 1متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1 +
1

𝑛(𝑛 + 2)
= 1  

3. 𝑷𝒏 = 𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × …× 𝒖𝒏 

𝑷𝒏فإنّ :  𝒏أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  منبالتراجع أنهّ  إثبات =
𝟐𝒏+𝟐

𝒏+𝟐
 

𝑃1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  =
4

3
𝑢1 . محققة لأنّ:   =

4

3
 

𝑃𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  =
2𝑛+2

𝑛+2
 

𝑃𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  =
2𝑛+4

𝑛+3
 

𝑃𝑛+1 = 𝑢1 × 𝑢2 × …× 𝑢𝑛+1 = 𝑃𝑛 × 𝑢𝑛+1 =
2𝑛 + 2

𝑛 + 2
×

(𝑛 + 2)2

(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)
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=
2(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)
=
2𝑛 + 4

𝑛 + 3
 

𝑛 : 𝑃𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  =
2𝑛+2

𝑛+2
 

𝐥𝐢𝐦 حسابو 𝑷𝒏بدلالة  𝑺𝒏عن  التعبير .4
𝒏→+∞

𝑺𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 = ln 𝑢1 + ln 𝑢2 +⋯+ ln𝑢𝑛 

= ln(𝑢1 × 𝑢2 × …× 𝑢𝑛) = ln 𝑃𝑛  

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

ln 𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

ln (
2𝑛 + 2

𝑛 + 2
) = ln 2  

 
 ت ر( 2011)بكالوريا  .77 حل التمرين

(I 𝒇(𝒙) = 𝟑 −
𝟒

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

  𝒇الدالة تغيرات  ةسادر .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= 3  

𝑓′(𝑥) =
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑓 الدالة  

 𝒇لدالة اتغيرات  جدول 

 

 

 

 

  ) fC(للمنحنى مستقيمات المقاربة الن يعيت .2

𝑦مستقيمين مقاربين أفقيين ، أحدهما معادلته  ) fC(يقبل المنحنى  =  ∞−بجوار  1−

𝑦معادلته والآخر  =  ∞+بجوار  3

  𝝎نقطة انعطاف  ) fC(للمنحنى ن أنّ ابي .3

𝑓′′(𝑥) =
4𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1)2 − 8𝑒2𝑥(𝑒𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)4
=
4𝑒𝑥(−𝑒𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)4
 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑒𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

;𝜔(0، نستنتج أنّ  0تنعدم وتغيرّ إشارتها عند النقطة ذات الفاصلة  𝑓′′(𝑥)بما أنّ  1) 

 ) fC(لمنحنى انقطة انعطاف 

 𝝎عند  ) fC(معادلة لمماس  ةباكت

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1  
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4. 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈الدالة تغيرات  ةسادر .أ

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −∞  

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 =
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
− 1 =

4𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 + 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2
= −

(𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒ ℝ متناقصة على 𝑔 الدالة 

 𝒈الدالة تغيرات جدول   

 

 

 

 

 

𝒈(𝒙)ن أنّ ياب .ب = ,𝟐حيث :  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟕 < 𝜶 < 𝟐, 𝟖 

;2,7[مستمرو ورتيبة على المجال  𝑔الدالة    ⏟𝑔(2,7)و  ]2,8
≈0,05

× 𝑔(2,8)⏟  
≈−0,03

< 0  ،

𝑔(𝑥)المعادلة أنّ ه نستنتج من = 2,7حيث :  αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 2,8 

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة

𝒇(𝒙):  المعادلة ℝأ. حل في  .5 = 𝟎 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= 0 ⇒ 3 =

4

𝑒𝑥 + 1
⇒ 𝑒𝑥 + 1 =

4

3
⇒ 𝑒𝑥 =

1

3
 

⇒ 𝑥 = − ln 3  

𝒚الذي معادلته :  (∆)المماس والمستقيم ب. رسم  = 𝒙 المنحنى و)fC ( 
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(II  𝒖𝟎 = 𝟏 ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

 على حامل محور الفواصل 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 و 𝒖𝟐ل يمثت .1

𝒏  ،𝟏ن أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ياب .2 ≤ 𝒖𝒏 < 𝜶  

1تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0 < 𝛼  ّمحققة لأن(𝑢0 = 1) 

1فرض التراجع : نفرض أنّ   ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

1رهان التراجع : نبرهن أنّ  ب ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼
ℝ متزايدة على 𝑓  ّلأن
⇒          𝑓(1)⏟

≈1,9

≤ 𝑓(𝑢𝑛)⏟  
𝑢𝑛+1

< 𝑓(𝛼)⏟
𝛼

⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

𝑛  :1منه، نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

[𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) − 𝛼 = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) = 𝛼] 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ياب .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 = 𝑔(𝑢𝑛) 

𝑢𝑛 < 𝛼
لأنّ  𝑔 متناقصة
⇒      𝑔(𝑢𝑛) > 𝑔(𝛼) ⇒ 𝑔(𝑢𝑛) > 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة تماما   

𝐥𝐢𝐦ن أنّ : متقاربة وبيا (𝒖𝒏)ج أنّ ااستنت .4
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝜶 

 ، فهي إذن متقاربة 𝛼بالعدد  ىلعة ومحدودة من الأيدازمت (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

 . لدينا :(𝑢𝑛)إلى نهاية المتتالية  𝑙نرمز بـ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) − 𝑙 = 0 ⇒ 𝑔(𝑙) = 0 

⇒ 𝑙 = 𝛼  

 
 ت ر( 2012)بكالوريا  .78 حل التمرين

𝒛𝟐) المعادلة ℂ فيحل  .1 + 𝟐𝒛 + 𝟒)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
  

𝑧1 = −1 + 𝑖√3 ; 𝑧2 = −1 − 𝑖√3 

𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ; ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧3 = √3 + 𝑖 ; 𝑧4 = √3 − 𝑖 

𝑆 = {−1 + 𝑖√3 ; −1 − 𝑖√3 ;  √3 + 𝑖 ; √3 − 𝑖}  

2. 𝒛𝑫 = −𝟏 + 𝒊√𝟑  ،  𝒛𝑪 = −𝟏 − 𝒊√𝟑 ،  𝒛𝑩 = √𝟑 − 𝒊 ،  𝒛𝑨 = √𝟑 + 𝒊 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑪 ، 𝒛𝑩 ،  𝒛𝑨 و 𝒛𝑫 كتابة .أ

𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
6  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ = 2𝑒−𝑖

𝜋
6  

𝑧𝐶 = −1 − 𝑖√3 = 2(−
1

2
−
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

4𝜋
3  ;  𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ = 2𝑒𝑖

2𝜋
3  
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أنّ :  التحقق .ب
𝒛𝑫−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑪
= 𝒊  

𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−(√3 + 1) + (√3 + 1)𝑖

(√3 + 1) + (√3 + 1)𝑖
=
−1 + 𝑖

1 + 𝑖
=
−(1 − 𝑖)2

2
=
2𝑖

2
= 𝑖  

 متعامدان (𝑩𝑫)و  (𝑨𝑪)ن استنتاج أنّ المستقيمي

arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
⇒ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

𝜋

2
⇒ (𝐴𝐶) ⊥ (𝐵𝐷)  

3. 𝒛𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏
𝒆
𝟐𝒏𝝅

𝟑
𝒊

 ، 𝑳𝒏 = 𝒛𝑫 × 𝒛𝒏 

 على الشكل الجبري 𝑳𝟏 ،  𝑳𝟎 كتابة .أ

𝐿0 = 𝑧𝐷 × 𝑧0 = 𝑧𝐷(𝑒
0) = 𝑧𝐷 = −1 + 𝑖√3  

𝐿1 = 𝑧𝐷 × 𝑧1 = 2𝑒
𝑖
2𝜋
3 ×

1

2
𝑒𝑖
2𝜋
3 = 𝑒𝑖

4𝜋
3 = −

1

2
−
√3

2
𝑖  

𝒖𝒏 .ب = |𝑳𝒏| 

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  اثبات •

𝑢𝑛+1 = |𝐿𝑛+1| = |𝑧𝐷 × 𝑧𝑛+1| = |𝑧𝐷| × |
1

2𝑛+1
𝑒
(2𝑛+2)𝜋

3 𝑖| = 2 ×
1

2𝑛+1

=
1

2𝑛
=
1

2
(2 ×

1

2𝑛
) =

1

2
|𝑧𝐷 × 𝑧𝑛| =

1

2
|𝐿𝑛| =

1

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)المتتالية أنّ منه نستنتج  =
1

2
𝑢0 وحدهّا الأول  = |𝐿0| = 2 

  𝑺𝒏المجموع  حساب •

𝑆𝑛 = ‖𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ + ‖𝑂𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖…+ ‖𝑂𝑀𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝐿0| + |𝐿1| + ⋯+ |𝐿𝑛| 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 2(

1 −
1
2𝑛+1

1 −
1
2

) 

𝑆𝑛 = 4(1 −
1

2𝑛+1
)  

  𝑺𝒏نهاية  إيجاد •

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

4 (1 −
1

2𝑛+1
) = 4  ; (

1

2𝑛+1
→ 0) 
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 ت ر( 2013)بكالوريا  .79 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝒆
𝟐  ،𝒖𝒏 = √

𝒖𝒏−𝟏

𝒆
  ،𝒗𝒏 =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝒖𝒏 +

𝟏

𝟐
 

هندسية أساسها  متتالية (𝒗𝒏)أنّ  بيان .1
𝟏

𝟐
 حدّها الأول حسابو 

𝑣𝑛+1 =
1

2
ln 𝑢𝑛+1 +

1

2
=
1

2
ln√

𝑢𝑛
𝑒
+
1

2
=
1

2
ln (
𝑢𝑛
𝑒
)

1
2
+
1

2
=
1

4
ln (
𝑢𝑛
𝑒
) +

1

2

=
1

4
ln 𝑢𝑛 +

1

4
=
1

2
(
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
) =

1

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  
1

2
𝑣0 وحدهّا الأول  = 1 +

1

2
=
3

2
  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج، ثمّ  𝒏بدلالة  𝒗𝒏 كتابة .2

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

3

2
(
1

2
)
𝑛

 

𝑣𝑛 =
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
⇒ ln 𝑢𝑛 = 2𝑣𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

2𝑣𝑛−1 = 𝑒3(
1
2)
𝑛
−1

 

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) =

3

2
(
1 − (

1
2
)
𝑛+1

1 −
1
2

) 

𝑆𝑛 = 3 [1 − (
1

2
)
𝑛+1

]  

𝐥𝐢𝐦 حساب  
𝒏→+∞

𝑺𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

3 [1 − (
1

2
)
𝑛+1

] = 3  ; [(
1

2
)
𝑛+1

→ 0] 

  𝒏بدلالة  𝑷𝒏الجداء  حساب .4

𝑃𝑛 = 𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = 𝑒
2𝑣0−1 × 𝑒2𝑣1−1 × …× 𝑒2𝑣𝑛−1 = 𝑒2𝑆𝑛−𝑛−1  

𝑃𝑛 = 𝑒
6[1−(

1

2
)
𝑛+1

]−𝑛−1
  

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒏→+∞

𝑷𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒

6[1−(
1
2)
𝑛+1

]−𝑛−1
⏟            

→−∞ = 0   
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 ت ر( 2014)بكالوريا  .80 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧 (𝒙 − 𝟏)  ،𝑫𝒇 = ]𝟏;+∞[  

𝒇(𝒙)إشارة  تحديد .1 − 𝒙 

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −ln (𝑥 − 1) 

𝑥 ∈ ]1; 2[ ⇒ 𝑥 − 1 ∈ ]0; 1[ ⇒ ln(𝑥 − 1) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 

𝑥 ∈ [2;+∞[ ⇒ 𝑥 − 1 ∈ [1;+∞[ ⇒ ln(𝑥 − 1) ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 ≤ 0 

 
  𝒇اتجاه تغيرّ  تعيينأ.  .2

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥 − 1
=
𝑥 − 2

𝑥 − 1
 

𝑥 ∈ ]1; 2[ ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ الدالة 𝑓 متناقصة  

𝑥 ∈ [2;+∞[ ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة  

𝒙أنهّ إذا كان  بيانب.  ∈ [𝟐; 𝒆 + 𝒇(𝒙)فإنّ  [𝟏 ∈ [𝟐; 𝒆 + 𝟏] 

{
𝑥 ∈ [2; 𝑒 + 1]

الدالة 𝑓 متزايدة
⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [𝑓(2)⏟

2

; 𝑓(𝑒 + 1)⏟      
𝑒

] ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ [2; 𝑒 + 1] 

-II  𝒖𝟎 = 𝒆 + 𝟏 ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒖𝒏 − 𝐥𝐧(𝒖𝒏 − 𝟏) 

ℕ  ،𝒖𝒏من  𝒏بالتراجع أنهّ من أجل كل  برهان .1 ∈ [𝟐; 𝒆 + 𝟏]      

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ∈ [2; 𝑒 + 𝑢0 . محققة لأنّ:  [1 = 𝑒 + 1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ∈ [2; 𝑒 + 1] 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ∈ [2; 𝑒 + 1] 

𝑢𝑛 ∈ [2; 𝑒 + 1]
حسب 2.ب
⇒    𝑓(𝑢𝑛) ∈ [2; 𝑒 + 1] ⇒ 𝑢𝑛+1 ∈ [2; 𝑒 + 1]  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي ه أنّ منه نستنتج  ∈ [2; 𝑒 + 1] 

 (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 

𝑢𝑛 ∈ [2; 𝑒 + 1]
1.I حسب
⇒    𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 نهايتها حسابو (𝒖𝒏)المتتالية ر تقارب يبرت .3

 فهي إذن متقاربة 2متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛) اليةبما أنّ المتت

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) = 𝑙
1.I حسب
⇒    𝑙 = 2  
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 ت ر( 2014)بكالوريا  .81 حل التمرين

 𝟓𝒏للعدد  16، بواقي القسمة الإقليدية على  𝒏حسب قيم  دراسة .1

54𝑘 ≡ 1[16] ;  54𝑘+1 ≡ 5[16] ;  54𝑘+2 ≡ 9[16] ;  54𝑘+3 ≡ 13[16] ; 

2. 𝑫𝒑 = 𝟓
𝒑 و  𝑪𝒏 = 𝟏𝟔𝒏 + 𝟗 

𝑪𝒏يحقق  𝒏أنهّ يوجد عدد طبيعي  بيان .أ = 𝑫𝒑 

𝐶𝑛 = 𝐷𝑝 ⇒ 5
𝑝 = 16𝑛 + 9 ⇒ 5𝑝 ≡ 9[16] ⇒ 𝑝 = 4𝑘 + 2 ;  𝑘 ∈ ℕ  

𝒑من أجل  𝒏 تعيين .ب = 𝟔 

16𝑛 + 9 = 56 ⇒ 16𝑛 = 15616 ⇒ 𝑛 = 976  

3. 𝒇(𝒙) = 𝟓(𝟒𝒙+𝟐) − 𝟗  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ 

  𝒇تغيرّات الدالة  دراسة

𝑓(𝑥) = 𝑒ln 5
(4𝑥+2)

− 9 = 𝑒(4𝑥+2)ln5 − 9 ; 𝑓′(𝑥) = (4 ln 5)𝑒(4𝑥+2)ln 5 
𝑓′(𝑥)بما أنّ   >  𝐷𝑓متزايدة تماما على  𝑓، فإنّ الدالة  0

𝑓(0) = 16 ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒(4𝑥+2)ln5 − 9 = +∞ 

 

 

 

 

 

 

 𝒇(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑓(𝑥)من جدول التغيرّات ، نستنتج أنّ  > 𝑥من أجل  0 ∈ 𝐷𝑓 

4. 𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟓
𝟒 (𝒖𝒏 +

𝟗

𝟏𝟔
) −

𝟗

𝟏𝟔
 

𝒏  ،𝒖𝒏عدد طبيعي بالتراجع أنهّ من أجل كل  برهان .أ =
𝟓(𝟒𝒏+𝟐)−𝟗

𝟏𝟔
 

𝑢0تحقيق التراجع :  =
52−9

16
=  )محققة( 1

𝑢𝑛نفرض أنّ  فرض التراجع : =
5(4𝑛+2)−9

16
 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ  برهان التراجع : =
5(4𝑛+6)−9

16
 

𝑢𝑛+1 = 5
4 (𝑢𝑛 +

9

16
) −

9

16
= 54 (

5(4𝑛+2) − 9

16
+
9

16
) −

9

16
 

=
54 × 5(4𝑛+2) − 9

16
=
5(4𝑛+6) − 9

16
 

𝑛  ،𝑢𝑛عدد طبيعي أنهّ من أجل كل نستنتج منه،  =
5(4𝑛+2)−9

16
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 عدد طبيعي 𝒖𝒏، فإنّ  𝒏عدد طبيعي أنهّ من أجل كل  برهان .ب

54𝑘+2 ≡ 9[16] ⇒ 54𝑘+2 − 9 ≡ 0[16] ⇒ 16 ∣ (54𝑘+2 − 9) ⇒ 𝑢𝑛 ∈ ℕ   

 (𝒖𝒏)غيرّ المتتالية اتجاه ت استنتاج .5

𝑢𝑛بما أنّ  =
1

16
𝑓(𝑛)  ،

1

16
>  (𝑢𝑛)متزايدة ، نستنتج أنّ المتتالية  𝑓(𝑛)والدالة  0

 متزايدة.

 
 

 ت ر( 2015)بكالوريا  .82 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = √𝟔𝒖𝒏 + 𝟏𝟔 

1. 𝒉(𝒙) = √𝟔𝒙 + 𝟏𝟔  ،𝑫𝒉 = [−
𝟖

𝟑
; +∞[ 

 على محور الفواصل 𝒖𝟑و 𝒖𝟎 ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود  تمثيل .أ

 
 وتقاربها (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغيرّو .ب

 نلاحظ أنّ المتتالية متزايدة ومتقاربة

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنهّ  برهانأ.  .2 ≤ 𝒖𝒏 < 𝟖 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 < 𝑢0 . محققة لأنّ:  8 = 0 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 < 8 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 < 8 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 8 ⇒ 16 ≤ 6𝑢𝑛 + 16 < 64 ⇒ 0 ≤ 4 ≤ 𝑢𝑛+1 < 8  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 < 8 
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𝒏 : 𝒖𝒏+𝟏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  بيانب.  − 𝒖𝒏 =
(𝟖−𝒖𝒏)(𝒖𝒏+𝟐)

√𝟔𝒖𝒏+𝟏𝟔+𝒖𝒏
 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = √6𝑢𝑛 + 16 − 𝑢𝑛 =
(√6𝑢𝑛 + 16 − 𝑢𝑛)(√6𝑢𝑛 + 16 + 𝑢𝑛)

√6𝑢𝑛 + 16 + 𝑢𝑛
 

=
−𝑢𝑛

2 + 6𝑢𝑛 + 16

√6𝑢𝑛 + 16 + 𝑢𝑛
=
(8 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 + 2)

√6𝑢𝑛 + 16 + 𝑢𝑛
 

  (𝒖𝒏) اتجاه تغيرّ استنتاججـ. 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 8 ⇒
(8 − 𝑢𝑛)(𝑢𝑛 + 2)

√6𝑢𝑛 + 16 + 𝑢𝑛
> 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة  

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  بيانأ.  .3 < 𝟖 − 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟏

𝟐
(𝟖 − 𝒖𝒏) 

𝑢𝑛+1 < 8 ⇒ −𝑢𝑛+1 > −8 ⇒ 8 − 𝑢𝑛+1 > 0 … 

8 − 𝑢𝑛+1 = 8 − √6𝑢𝑛 + 16 =
(8 − √6𝑢𝑛 + 16)(8 + √6𝑢𝑛 + 16)

8 + √6𝑢𝑛 + 16

=
−6𝑢𝑛 + 48

8 + √6𝑢𝑛 + 16
=

6(8 − 𝑢𝑛)

8 + √6𝑢𝑛 + 16
 

𝑢𝑛 ≥ 0 ⇒ √6𝑢𝑛 + 16 ≥ 4 ⇒ 8 + √6𝑢𝑛 + 16 ≥ 12 

⇒
1

8 + √6𝑢𝑛 + 16
≤
1

12
⇒

6

8 + √6𝑢𝑛 + 16
≤
1

2
 

⇒
6(8 − 𝑢𝑛)

8 + √6𝑢𝑛 + 16
≤
1

2
(8 − 𝑢𝑛)⏟    

>0

⇒ 8 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(8 − 𝑢𝑛) … 

0نستنتج أنّ  و  من  < 8 − 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
(8 − 𝑢𝑛) 

𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  بيانب.  < 𝟖 − 𝒖𝒏 ≤ 𝟖(
𝟏

𝟐
)
𝒏

              

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 8 − 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ 8 = 0 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  < 8 − 𝑢𝑛 ≤ 8(
1

2
)
𝑛

 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  < 8 − 𝑢𝑛+1 ≤ 8(
1

2
)
𝑛+1

 

{
0 < 8 − 𝑢𝑛+1 ≤

1

2
(8 − 𝑢𝑛)

0 < 8 − 𝑢𝑛 ≤ 8(
1

2
)
𝑛 ⇒ 0 < 8 − 𝑢𝑛+1 ≤ 8(

1

2
)
𝑛+1

 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 8 − 𝑢𝑛 ≤ 8(
1

2
)
𝑛
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𝐥𝐢𝐦 استنتاج
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

{
 

 0 < 8 − 𝑢𝑛 ≤ 8(
1

2
)
𝑛

lim
𝑛→+∞

8 (
1

2
)
𝑛

= 0

⇒ lim
𝑛→+∞

8 − 𝑢𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 8  

 
 ت ر( 2016)بكالوريا  .83 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟐𝒙−𝟏
  ،𝑫𝒇 = [𝟏;+∞[  

  ]∞+;𝟏]متزايدة تماما على المجال  𝒇 الدالةأنّ  بيان .1

𝑓′(𝑥) =
2𝑥(2𝑥 − 1) − 2𝑥2

(2𝑥 − 1)2
=
2𝑥(𝑥 − 1)

(2𝑥 − 1)2
 

𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة على المجال ]∞+;1]  

2. 𝒖𝟎 = 𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

 على محور الفواصل (𝒖𝒏)للمتتالية الحدود الأربعة الأولى  تمثيل .أ

 
 وتقاربها (𝒖𝒏)المتتالية تخمين حول اتجاه تغيرّ  اءعطا .ب

 ةتقاربمومتناقصة  (𝑢𝑛)المتتالية نلاحظ أنّ 

𝒏 : 𝟏من أجل كل عدد طبيعي أنهّ  برهان .ج ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟔  

1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  6 = 6 

1نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 

1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 6 

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6
𝑓 متزايدة
⇒    𝑓(1) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(6) ⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤

36

11
≤ 6  

𝑛 : 1من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 
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  (𝒖𝒏)اتجاه تغيرّ المتتالية  دراسة .د

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛 − 1
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛)

2𝑢𝑛 − 1
 

1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 6 ⇒
𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛)

2𝑢𝑛 − 1
≤ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 (𝒖𝒏)تقارب المتتالية  تبرير .ه

 متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

3. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏
𝒘𝒏و   = 𝐥𝐧(𝒗𝒏) 

 لأول حدّها ايطُلب تعيين ،  2متتالية هندسية أساسها  (𝒘𝒏)أنّ  برهان .أ

𝑤𝑛+1 = ln(𝑣𝑛+1) = ln (
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1
) = ln(

𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛 − 1
− 1

𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛 − 1

) 

= ln (
𝑢𝑛
2 − 2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛
2

) = ln (
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
)
2

= 2 ln 𝑣𝑛 = 2𝑤𝑛  

𝑤0 وحدهّا الأول 2سية أساسها هند (𝑤𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = ln 𝑣0 = ln (
5

6
)  

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏ثمّ  𝒏بدلالة  𝒘𝒏 كتابة .ب

𝑤𝑛 = 𝑤0 × 𝑞
𝑛 = 2𝑛 ln (

5

6
)  

𝑤𝑛 = ln 𝑣𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 𝑒
𝑤𝑛 = 𝑒2

𝑛 ln(
5
6) = (

5

6
)
2𝑛

 

𝒖𝒏أنّ :  بيان .ج =
𝟏

𝟏−(
𝟓

𝟔
)
𝟐𝒏 حسابو 𝐥𝐢𝐦

𝒏→+∞
𝒖𝒏 

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
⇒ 𝑣𝑛. 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛(1 − 𝑣𝑛) = 1 

⇒ 𝑢𝑛 =
1

1 − 𝑣𝑛
=

1

1 − (
5
6
)
2𝑛

 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

1 − (
5
6
)
2𝑛
= 1  ; [(

5

6
)
2𝑛

→ 0] 
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 𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .4

𝑆𝑛 =
1

𝑤0
+
1

𝑤1
+⋯+

1

𝑤𝑛
=
1

𝑤0
+

1

𝑤0 × 𝑞
+⋯+

1

𝑤0 ×
𝑛

 

=
1

𝑤0
(1 +

1

𝑞
+
1

𝑞2
+⋯+

1

𝑞𝑛
)

⏟              
1
𝑞
حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها 

=
1

𝑤0
(
1 − (

1
𝑞
)
𝑛+1

1 −
1
𝑞

) 

𝑆𝑛 =
2

ln (
5
6
)
[1 − (

1

2
)
𝑛+1

]  

 
 ت ر( 2017)بكالوريا  .84 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐−𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]−∞; 𝟏]  ،𝒖𝟎 = −𝟏   ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

  𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐على حامل محور الفواصل الحدود  تمثيل .1

 

 وتقاربها (𝒖𝒏)متتالية التخمين حول اتجاه تغيرّ ضع و

  ةتقاربمومتزايدة  (𝑢𝑛)متتالية النلاحظ أنّ   

𝒏  ،𝒖𝒏بالتراجع أنّ من أجل كل عدد طبيعي  برهان .2 < 𝟏   

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  < 𝑢0 . محققة لأنّ:  1 = −1 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  < 1 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ رهان التراجع: ب < 1 
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𝑢𝑛 < 1 ⇒ 2 − 𝑢𝑛 > 1 ⇒
1

2 − 𝑢𝑛
< 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 1  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  < 1 

 أنهّا متقاربة استنتاجو (𝒖𝒏)متتالية اتجاه تغيرّ ال دراسة .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2 − 𝑢𝑛
− 𝑢𝑛 =

(𝑢𝑛 − 1)
2

2 − 𝑢𝑛
 

𝑢𝑛 < 1 ⇒
(𝑢𝑛 − 1)

2

2 − 𝑢𝑛
> 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

4. 𝒗𝒏 =
𝟐

𝟏−𝒖𝒏
 

  𝟐حسابية أساسها  (𝒗𝒏)متتالية الأنّ  برهان .أ

𝑣𝑛+1 =
2

1 − 𝑢𝑛+1
=

2

1 −
1

2 − 𝑢𝑛

=
2(2 − 𝑢𝑛)

1 − 𝑢𝑛
=
2(1 − 𝑢𝑛) + 2

1 − 𝑢𝑛
 

= 2 +
2

1 − 𝑢𝑛
= 2 + 𝑣𝑛  

𝑣0وحدهّا الأول  2حسابية أساسها  (𝑣𝑛)متتالية المنه نستنتج أنّ  = 1 

 𝒏بدلالة  𝒗𝒏حدّ العام العبارة  تعيين

𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛𝑟 = 2𝑛 + 1  

𝐥𝐢𝐦 حسابو 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحدّ العام  استنتاج .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 =
2

1 − 𝑢𝑛
⇒ 𝑣𝑛(1 − 𝑢𝑛) = 2 ⇒ 𝑢𝑛. 𝑣𝑛 = 𝑣𝑛 − 2 

⇒ 𝑢𝑛 =
𝑣𝑛 − 2

𝑣𝑛
=
2𝑛 − 1

2𝑛 + 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2𝑛 − 1

2𝑛 + 1
= lim
𝑛→+∞

2𝑛

2𝑛
= 1  

 

 
 ت ر( 2د 2017)بكالوريا  .85 حل التمرين

𝒖𝟏 =
𝟏

𝒂
   ،𝒖𝒏+𝟏 =

𝒏+𝟏

𝒂𝒏
𝒖𝒏  حيث ،𝒂  2عدد حقيقي أكبر من أو يساوي 

𝒖𝒏غير معدوم :  𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّ  بيانأ.  .1 > 𝟎 

𝑢1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  > 𝑢1 . محققة لأنّ:  0 =
1

𝑎
𝑎و  ≥ 2 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  > 0 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ ن التراجع: برها > 0 
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𝑢𝑛 > 0 ⇒
𝑛 + 1

𝑎𝑛⏟  
>0

𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 0  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  > 0 

 أنهّا متقاربة استنتاجمتناقصة تماما ثمّ  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛 (

𝑛 + 1

𝑎𝑛
− 1) = 𝑢𝑛 [

(1 − 𝑎)𝑛 + 1

𝑎𝑛
] 

{
𝑎 ≥ 2
𝑛 ≥ 1

⇒ (1 − 𝑎)𝑛 ≤ −1 ⇒ (1 − 𝑎)𝑛 + 1 ≤ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية  

2. 𝒗𝒏 =
𝟏

𝒂𝒏
𝒖𝒏 

هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  بيان .أ
𝟏

𝒂
 𝒂بدلالة  𝒗𝟏حدّها الأول  تعيينو 

𝑣𝑛+1 =
1

𝑎(𝑛 + 1)
𝑢𝑛+1 =

1

𝑎(𝑛 + 1)
×
𝑛 + 1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 =

1

𝑎
×
1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 =

1

𝑎
× 𝑣𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

𝑎
𝑣1 وحدهّا الأول  =

1

𝑎
𝑢1 =

1

𝑎2
  

 𝒂و  𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة الحدّ العام كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1 =

1

𝑎2
(
1

𝑎
)
𝑛−1

= (
1

𝑎
)
𝑛+1

=
1

𝑎𝑛+1
  

𝐥𝐢𝐦 حسابو 𝒖𝒏عبارة  استنتاج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 =
1

𝑎𝑛
𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 × 𝑎𝑛 =

𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
=
𝑛

𝑎𝑛
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑎𝑛
= lim
𝑛→+∞

𝑛

𝑒𝑛 ln𝑎
= 0  ; ( lim

𝑥→+∞

𝑥

𝑒𝑥
= 0) 

  𝒂و 𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع  حساب .3

𝑆𝑛 = 𝑢1 +
1

2
𝑢2 +

1

3
𝑢3 +⋯+

1

𝑛
𝑢𝑛 

= 𝑎𝑣1 +
1

2
(2𝑎 × 𝑣2) +

1

3
(3𝑎 × 𝑣3) + ⋯+

1

𝑛
(𝑎𝑛 × 𝑣𝑛) 

= 𝑎𝑣1 + 𝑎𝑣2 +⋯+ 𝑎𝑣𝑛 = 𝑎(𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛) 

= 𝑎𝑣1 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) = 𝑎 (

1

𝑎
)
2

(
1 − (

1
𝑎
)
𝑛

1 −
1
𝑎

) =
1 − (

1
𝑎
)
𝑛

𝑎 − 1
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𝐥𝐢𝐦حيث  𝒂قيمة  تعيين
𝒏→+∞

𝑺𝒏 =
𝟏

𝟐𝟎𝟏𝟔
 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 =
1

2016
⇒ lim

𝑛→+∞

1 − (
1
𝑎
)
𝑛

𝑎 − 1
=

1

2016
⇒

1

𝑎 − 1
=

1

2016
 

⇒ 𝑎 − 1 = 2016 ⇒ 𝑎 = 2017  

 
 ت ر( 2018)بكالوريا  .86التمرين حل 

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙

𝒆.𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[  ،𝒖𝟎 =

𝟓

𝟒𝒆
  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

𝒏 : 𝒖𝒏عدد طبيعي ن بالتراجع أنهّ من أجل كل ابره. أ .1 >
𝟏

𝒆
  

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  >
1

𝑒
𝑢0 . محققة لأنّ:   =

5

4
(
1

𝑒
) 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  >
1

𝑒
 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  >
1

𝑒
 

𝑓′(𝑥) =
2(𝑒. 𝑥 + 1) − 2𝑒𝑥

(𝑒. 𝑥 + 1)2
=

2

(𝑒. 𝑥 + 1)2
;  𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓 متزايدة  

{
𝑢𝑛 >

1

𝑒

𝑓 متزايدة

⇒ 𝑓(𝑢𝑛) > 𝑓 (
1

𝑒
) ⇒ 𝑢𝑛+1 >

1

𝑒
 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج       >
1

𝑒
 

𝒏 : 𝒖𝒏+𝟏عدد طبيعي أنهّ من أجل كل ن اب. بي − 𝒖𝒏 =
𝒆.𝒖𝒏(

𝟏

𝒆
−𝒖𝒏)

𝒆.𝒖𝒏+𝟏
 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛

𝑒. 𝑢𝑛 + 1
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛 − 𝑒. 𝑢𝑛
2

𝑒. 𝑢𝑛 + 1
=
𝑒. 𝑢𝑛 (

1
𝑒
− 𝑢𝑛)

𝑒. 𝑢𝑛 + 1
 

 أنهّا متقاربةتبرير و (𝒖𝒏)ج اتجاه تغيرّ المتتالية ااستنت 

𝑢𝑛 >
1

𝑒
⇒
1

𝑒
− 𝑢𝑛 < 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 < 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية 

  𝒗𝟎يطُلب تعيين حدّها الأول  𝟐هندسية أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية ت اثبا .2

𝑣𝑛+1 =
𝑒. 𝑢𝑛+1

𝑒. 𝑢𝑛+1 − 1
=

𝑒 (
2𝑢𝑛

𝑒. 𝑢𝑛 + 1
)

𝑒 (
2𝑢𝑛

𝑒. 𝑢𝑛 + 1
) − 1

=
2𝑒. 𝑢𝑛
𝑒. 𝑢𝑛 − 1

= 2𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 2هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  =
𝑒.𝑢0

𝑒.𝑢0−1
= 5  
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 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة كتابة 

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 = 5 × 2𝑛  

ℕ: 𝒗𝒏من  𝒏من أجل كل تحقق أنّ الأ.  .3 = 𝟏 +
𝟏

𝒆.𝒖𝒏−𝟏
  

𝑣𝑛 =
𝑒. 𝑢𝑛

𝑒. 𝑢𝑛 − 1
=
𝑒. 𝑢𝑛 − 1 + 1

𝑒. 𝑢𝑛 − 1
= 1 +

1

𝑒. 𝑢𝑛 − 1
 

𝐥𝐢𝐦ب احسو  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة ج ااستنت
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

𝑣𝑛 = 1 +
1

𝑒. 𝑢𝑛 − 1
⇒ 𝑒. 𝑢𝑛 − 1 =

1

𝑣𝑛 − 1
⇒ 𝑒. 𝑢𝑛 =

𝑣𝑛
𝑣𝑛 − 1

 

𝑢𝑛 =
𝑣𝑛

𝑒(𝑣𝑛 − 1)
=

5 × 2𝑛

𝑒(5 × 2𝑛 − 1)
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

5 × 2𝑛

𝑒(5 × 2𝑛 − 1)
= lim
𝑛→+∞

1

𝑒
(
5 × 2𝑛

5 × 2𝑛 − 1
) 

 = lim
𝑛→+∞

1

𝑒
(1 +

1

5 × 2𝑛 − 1
) =

1

𝑒
 

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏موع المج باحسب. 

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 5(2𝑛+1 − 1)  

 7على  𝟐𝒏بواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝒏حسب قيم العدد الطبيعي  دراسةأ.  .4

20 ≡ 1[7] ;  21 ≡ 2[7] ;  22 ≡ 4[7] ;  23 ≡ 1[7] 

23𝑘 ≡ 1[7] ;  23𝑘+1 ≡ 2[7] ;  23𝑘+2 ≡ 4[7]  

 𝟕يقبل القسمة على  𝑺𝒏التي من أجلها  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيينب. 

𝑆𝑛 ≡ 0[7] ⇒ 5(2
𝑛+1 − 1) ≡ 0[7]

5 أولي مع 7
⇒     2𝑛+1 − 1 ≡ 0[7] 

 ⇒ 2𝑛+1 ≡ 1[7] ⇒ 𝑛 + 1 = 3𝑘 ⇒ 𝑛 = 3𝑘 − 1 ; 𝑘 ∈ ℕ∗  
 

 
 

 ت ر( 2018)بكالوريا  .87التمرين حل 

𝒖𝒏 = 𝟐(𝟑)
𝒏 ، 𝒗𝟎 = 𝟒  ،𝒗𝒏+𝟏 = 𝟓𝒗𝒏 + 𝒖𝒏   

متتالية هندسية أساسها  (𝑤𝑛)أنّ ت اثبا .1
5

3
 يطُلب تعيين حدهّا الأول 

𝑤𝑛+1 =
𝑣𝑛+1
𝑢𝑛+1

+
1

2
=
5𝑣𝑛 + 𝑢𝑛
3𝑢𝑛

+
1

2
=
5

3
(
𝑣𝑛
𝑢𝑛
) +

5

6
=
5

3
(
𝑣𝑛
𝑢𝑛
+
1

2
) =

5

3
𝑤𝑛  

هندسية أساسها  (𝑤𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
5

3
𝑤0 وحدهّا الأول  =

𝑣0

𝑢0
+
1

2
=
5

2
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  𝒏بدلالة  𝒘𝒏عبارة الحد العام  ةباكت .2

𝑤𝑛 = 𝑤0 × 𝑞
𝑛 =

5

2
(
5

3
)
𝑛

 

ℕ: 𝒗𝒏من  𝒏أنهّ من أجل كل ج ااستنت = 𝟓
𝒏+𝟏 − 𝟑𝒏 

𝑤𝑛 =
𝑣𝑛
𝑢𝑛
+
1

2
⇒
𝑣𝑛
𝑢𝑛
= 𝑤𝑛 −

1

2
⇒ 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 (𝑤𝑛 −

1

2
) 

𝑣𝑛 = 2(3)
𝑛 [
5

2
(
5

3
)
𝑛

−
1

2
] = 5𝑛+1 − 3𝑛  

 8على  𝟓𝒏و 𝟑𝒏بواقي القسمة الإقليدية للعددين  ةسادر .3

30 ≡ 1[8] ;  31 ≡ 3[8] ;  32 ≡ 1[8] ⇒ 32𝑘 ≡ 1[8] ;  32𝑘+1 ≡ 3[8]  

50 ≡ 1[8] ;  51 ≡ 5[8] ;  52 ≡ 1[8]  ⇒ 52𝑘 ≡ 1[8] ;  52𝑘+1 ≡ 5[8]  

 8على  𝒗𝒏بواقي القسمة الإقليدية للعدد تعيين  .1

𝑛 = 2𝑘 2𝑘 + 1  

5𝑛+1 ≡ 5 1 [8] 

3𝑛 ≡ 1 3 [8] 

𝑣𝑛 ≡ 4 6 [8] 

  

 
  

181



 ر( 2008)بكالوريا  .88 حل التمرين

𝒛𝑨 = √𝟑 − 𝒊 ، 𝒛𝑩 = √𝟑 + 𝟑𝒊  

  Sالعبارة المركبة للتشابه المباشر  كتابة .1

𝑆(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 ⇒ 𝑎 =
𝑧𝐵
𝑧𝐴
=
√3 + 3𝑖

√3 − 𝑖
= √3𝑖 ⇒ 𝑧′ = √3𝑖𝑧  

 𝑺ة التشابه و نسب ةزاوي تعيين

𝑎 = √3𝑖 = √3𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑘 = |𝑎| = √3 ;  𝜃 = arg (𝑎) =

𝜋

2
 

2. 𝑨𝟎 = 𝑨  ،𝑨𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑨𝒏) 

 𝑨𝟐و  𝑨𝟎  ،𝑨𝟏النقط  إنشاء .أ

𝐴1 = 𝑆(𝐴0) ⇒ {
𝑂𝐴1 = √3𝑂𝐴0

(𝑂𝐴0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

2

  ;   𝐴2 = 𝑆(𝐴1) ⇒ {
𝑂𝐴2 = 3𝑂𝐴0

(𝑂𝐴0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋
 

 

𝒛𝒏ن أنّ : ابره .ب = 𝟐(√𝟑)
𝒏
𝒆𝒊(

𝒏𝝅

𝟐
−
𝝅

𝟔
)

 

𝑧0 تحقيق التراجع: = 2𝑒
𝑖(−

𝜋

6
)

 محققّة لأنّ : 

2𝑒𝑖(−
𝜋
6) = 2 [cos (−

𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)] = 2(

√3

2
−
1

2
) = √3 − 1 = 𝑧0 

𝑧𝑛أنّ  فرض التراجع: نفرض = 2(√3)
𝑛
𝑒𝑖(

𝑛𝜋

2
−
𝜋

6
)

 

𝑧𝑛+1أنّ نتحققّ التراجع:  تحقيق = 2(√3)
𝑛+1
𝑒𝑖(

(𝑛+1)𝜋

2
−
𝜋

6
)

 

𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) ⇒ 𝑧𝑛+1 = √3𝑖 × 𝑧𝑛 = √3𝑒
𝑖
𝜋
2 × 2(√3)

𝑛
𝑒𝑖(

𝑛𝜋
2 −

𝜋
6) 

𝑧𝑛+1 = 2(√3)
𝑛+1
𝑒𝑖(

𝜋
2+
𝑛𝜋
2 −

𝜋
6) = 2(√3)

𝑛+1
𝑒
𝑖(
(𝑛+1)𝜋
2 −

𝜋
6)  
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 (𝑶𝑨𝟏)إلى المستقيم  𝑨𝒏التي تنتمي من أجلها النقطة  nقيم  تعيين .ج

𝐴𝑛 ∈ (𝑂𝐴1) ⇒ arg(𝑧𝑛) = arg(𝑧1) + 𝑘𝜋 ⇒
𝑛𝜋

2
−
𝜋

6
=
𝜋

2
−
𝜋

6
+ 𝑘𝜋 

⇒
𝑛

2
=
1

2
+ 𝑘 ⇒ 𝑛 = 2𝑘 + 1 ; 𝑘 ∈ ℕ  

3. 𝒖𝟎 = 𝑨𝟎𝑨𝟏  و𝒖𝒏 = 𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏  

 qو أساسها  𝒖𝟎هندسية يطُلب تحديد حدها الأول  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان .أ

𝑢𝑛+1 = 𝐴𝑛+1𝐴𝑛+2 = |𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1| = |√3𝑖𝑧𝑛+1 − √3𝑖𝑧𝑛| 

= |√3𝑖(𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛)| = |√3𝑖||𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛| = √3𝑢𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية    =  وحدهّا الأول : 3√

𝑢0 = 𝐴1𝐴0 = |𝑧1 − 𝑧0| = |√3 + 3𝑖 − √3 + 𝑖| = |4𝑖| = 4 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 4 × √3

𝑛
 

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏 ، المجموع 𝒏بدلالة  حساب .ج = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 4(

√3
𝑛+1

− 1

√3 − 1
)  

𝐥𝐢𝐦حساب       
𝒏→∞

𝑺𝒏 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

4(
√3

𝑛+1
− 1

√3 − 1
) = +∞  ; (√3

𝑛+1
→ +∞) 
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1. 𝒇(𝒙) = 𝟑 + √𝒙 − 𝟏 ; 𝑫𝒇 = [𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .أ
𝒙
>
→𝟏

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
  

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

√𝑥 − 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

1

√𝑥 − 1
= +∞  

 تفسير النتيجة هندسيا

 1نصف مماس يوازي محور التراتيب عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(نى المنح يقبل

  𝒇تغيرّات الدالة  دراسة .ب

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 + √𝑥 − 1 = +∞  
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𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥 − 1
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة  

 𝒇تغيرات الدالة جدول 

 

 

 

 

  (𝑪)المنحنى  إنشاء

𝑓(𝑥)بما أنّ  = √𝑥 − 1 + 𝑥√)من الشكل  3 + 𝑎 + 𝑏 ّالمنحنى ( ، فإن)fC(  هو

)بالانسحاب الذي شعاعه  منحنى دالة "الجذر التربيعي" صورة 
−𝑎
𝑏
) 𝑢⃗، أي  (

1
3
) 

𝒚معادلته الذي  (𝑫)رسم المستقيم  .ج = 𝒙 

2. 𝒖𝟎 = 𝒖𝒏+𝟏و  𝟐 = 𝒇(𝒖𝒏)  

 على محور الفواصل  𝒖𝟐و  𝒖𝟎  ،𝒖𝟏الحدود  تمثيل .أ

 
 وتقاربها (𝒖𝒏)اتجاه تغير المتتالية  حول نيخمضع تو .ب

 ومتقاربةمتزايدة  (𝑢𝑛)نلاحظ أنّ المتتالية 

𝒏 :𝟐عدد طبيعي أنهّ من أجل كل بالتراجع  برهانأ.  .3 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝒖𝒏+𝟏و  𝟓 > 𝒖𝒏 

2نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ: 5 = 2 
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2نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 5 

2نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 5 

2 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 5 ⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛 − 1 ≤ 4 ⇒ 1 ≤ √𝑢𝑛 − 1 ≤ 2 

 ⇒ 4 ≤ √𝑢𝑛 − 1 + 3 ≤ 5 ⇒ 2 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 5  

𝑛 : 2من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 5 

𝑢1نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  > 𝑢0  . :ّمحققة لأن 𝑢1 = 𝑢0 و4 = 2 

𝑢𝑛+1نفرض أنّ فرض التراجع:  > 𝑢𝑛 

𝑢𝑛+2نبرهن أنّ برهان التراجع:  > 𝑢𝑛+1 

𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 1 > 𝑢𝑛 − 1 ⇒ √𝑢𝑛+1 − 1 > √𝑢𝑛 − 1 

⇒ √𝑢𝑛+1 − 1 + 3 > √𝑢𝑛 − 1 + 3 ⇒ 𝑢𝑛+2 > 𝑢𝑛+1  

𝑛 : 𝑢𝑛+1من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  > 𝑢𝑛 

𝐥𝐢𝐦 حسابومتقاربة  (𝒖𝒏)أنّ  استنتاج .ب
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

 متزايدة ومحدودة من الأعلى فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ √𝑙 − 1 + 3 = 𝑙 ⇒ √𝑙 − 1 = 𝑙 − 3 

⇒ 𝑙 − 1 = (𝑙 − 3)2 ⇒ 𝑙2 − 7𝑙 + 10 = 0 ⇒ 𝑙 = 5  

𝑙): الحل الثاني ملاحظة = 𝑢0مرفوض لأنّ  (2 =  متزايدة (𝑢𝑛) المتتاليةو 2
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𝒖𝟎 = 𝟐  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟏 

 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 حساب .1

𝑢1 =
2

3
𝑢0 + 1 =

4

3
+ 1 =

7

3
 ;  𝑢2 =

2

3
𝑢1 + 1 =

14

9
+ 1 =

23

9
 

𝑢3 =
2

3
𝑢2 + 1 =

46

27
+ 1 =

73

27
 

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + (
𝟐

𝟑
)
𝒏

 

 ثابتةمتتالية  (𝒗𝒏)أنّ  بالتراجع برهان .أ

𝑛  :𝑣𝑛+1نبرهن أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  − 𝑣𝑛 = 0 

𝑣1 نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  − 𝑣0 = 𝑣1 . محققة لأنّ: 0 = 𝑣0 و3 = 3 

𝑣𝑛+1نفرض أنّ فرض التراجع:  − 𝑣𝑛 = 0 

𝑣𝑛+2نبرهن أنّ برهان التراجع:  − 𝑣𝑛+1 = 0 
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𝑣𝑛+2 − 𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+2 + (
2

3
)
𝑛+2

− 𝑢𝑛+1 + (
2

3
)
𝑛+1

=
2

3
[𝑢𝑛+1 + (

2

3
)
𝑛+1

] + 1 −
2

3
[𝑢𝑛 + (

2

3
)
𝑛

] − 1

=
2

3
[(𝑢𝑛+1 + (

2

3
)
𝑛+1

) − (𝑢𝑛 + (
2

3
)
𝑛

)]

=
2

3
(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛) = 0 ⇒ 𝑣𝑛+2 − 𝑣𝑛+1 = 0  

 متتالية ثابتة (𝑣𝑛) أنّ منه نستنتج 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج .ب

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − (
2

3
)
𝑛

= 3 − (
2

3
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦 حساب .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

3 − (
2

3
)
𝑛

= 3  ; [(
2

3
)
𝑛

→ 0] 

 𝑺المجموع  حساب .3

𝑆 = 𝑤0 + 𝑤1 +⋯+𝑤𝑛 =
2

3
(0) − (

2

3
)
0

+
2

3
(1) − (

2

3
)
1

+⋯+
2

3
𝑛 − (

2

3
)
𝑛

 

=
2

3
(1 + 2 +⋯+ 𝑛) − [(

2

3
)
0

+ (
2

3
)
1

+⋯+ (
2

3
)
𝑛

] 

=
2

3
[
𝑛(𝑛 + 1)

2
] − [

1 − (
2
3
)
𝑛+1

1 −
2
3

] =
𝑛(𝑛 + 1)

3
− 3 [1 − (

2

3
)
𝑛+1

]  
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5. 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
(𝒙 +

𝟓

𝒙
)  ،𝑫𝒇 = [𝟏; 𝟓]             

  𝒇 الدالةتغيرّات  دراسة .أ

𝑓′(𝑥) =
1

2
(1 −

5

𝑥2
) =

1

2
(
𝑥2 − 5

𝑥2
)  

𝑥 ∈ [1; √5[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ الدالة 𝑓 متناقصة  

𝑥 ∈ [√5; 5]: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة  
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𝒚الذي معادلته  (∆)والمستقيم  (𝑪)المنحنى البياني  إنشاء .ب = 𝒙  

6. 𝒖𝟎 = 𝟓  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
(𝒖𝒏 +

𝟓

𝒖𝒏
)  

 𝒖𝟏 و𝒖𝟐 حساب .أ

𝑢1 =
1

2
(𝑢0 +

5

𝑢0
) =

1

2
(6) = 3  ;  𝑢2 =

1

2
(𝑢1 +

5

𝑢1
) =

1

2
(
14

3
) =

7

3
 

 على محور الفواصل  𝒖𝟐 و 𝒖𝟎 ، 𝒖𝟏ل الحدود يثتم .ب

 

𝒏 : 𝒖𝒏عدد طبيعي أنهّ من أجل كل  برهانأ.  .7 ≥ √𝟓 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≥ 𝑢0 لأنّ:  . محققة5√ = 5 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  ≥ √5 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≥ √5 

𝑢𝑛 ≥ √5
الدالة 𝑓 متزايدة
⇒      𝑓(𝑢𝑛) ≥ 𝑓(√5) ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ √5  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≥ √5 

 تماما متناقصة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

2
(𝑢𝑛 +

5

𝑢𝑛
) − 𝑢𝑛 =

5

2𝑢𝑛
−
1

2
𝑢𝑛 =

5 − 𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛
 

𝑢𝑛 ≥ √5 ⇒ 5 − 𝑢𝑛
2 ≤ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة تماما  

  متقاربة متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي إذن (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية 
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𝒖𝒏+𝟏نّ : فإ 𝒏عدد الطبيعي أنهّ مهما يكن ال برهانأ.  .8 − √𝟓 ≤
𝟏

𝟐
(𝒖𝒏 − √𝟓)  

𝑢𝑛+1 − √5 =
1

2
(𝑢𝑛 +

5

𝑢𝑛
) − √5 =

1

2
(
𝑢𝑛
2 − 2√5𝑢𝑛 + 5

𝑢𝑛
)

=
(𝑢𝑛 − √5)

2𝑢𝑛
(𝑢𝑛 − √5) = (

1

2
−
√5

2𝑢𝑛
) (𝑢𝑛 − √5) 

𝑢𝑛 ≥ √5 ⇒
√5

2𝑢𝑛
≥ 0 ⇒

1

2
−
√5

2𝑢𝑛
≤
1

2
⇒ 𝑢𝑛+1 − √5 ≤

1

2
(𝑢𝑛 − √5)  

𝒖𝒏): أنّ  استنتاج ب. − √𝟓) ≤ (
𝟏

𝟐
)
𝒏
(𝒖𝟎 − √𝟓) 

{
  
 

  
 𝑢𝑛 − √5 ≤

1

2
(𝑢𝑛−1 − √5)

𝑢𝑛−1 − √5 ≤
1

2
(𝑢𝑛−2 − √5)

⋮

𝑢1 − √5 ≤
1

2
(𝑢0 − √5)

⇒ 𝑢𝑛 − √5 ≤ (
1

2
)
𝑛

(𝑢0 − √5)  

 يمكننا أيضا استعمال البرهان بالتراجع     

𝐥𝐢𝐦 استنتاج    
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

{
 

 0 ≤ 𝑢𝑛 − √5 ≤ (
1

2
)
𝑛

(𝑢0 − √5)

lim
𝑛→+∞

(
1

2
)
𝑛

(𝑢0 − √5) = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 − √5 = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = √5  

 
 ر( 2009)بكالوريا  .92 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑𝒖𝒏 + 𝟐𝒏 + 𝟏  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝜶𝒏 + 𝜷  

 حدّها الأولمتتالية هندسية يطُلب حساب أساسها و (𝒗𝒏)بحيث تكون  𝜷و 𝜶 تعيين .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 𝛼(𝑛 + 1) + 𝛽 = 3𝑢𝑛 + 2𝑛 + 1 + 𝛼𝑛 + 𝛼 + 𝛽 

= 3(𝑢𝑛 + 𝛼𝑛 + 𝛽) − 2𝛼𝑛 − 2𝛽 + 2𝑛 + 1 + 𝛼 

= 3(𝑢𝑛 + 𝛼𝑛 + 𝛽) + (2 − 2𝛼)𝑛 + (𝛼 − 2𝛽 + 1) 

(𝑣𝑛) هندسية ⇒ (2 − 2𝛼)𝑛 + (𝛼 − 2𝛽 + 1) = 0 ⇒ {
2 − 2𝛼 = 0

𝛼 − 2𝛽 + 1 = 0

⇒ {
𝛼 = 1
𝛽 = 1
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 𝒏بدلالة  𝒗𝒏 و𝒖𝒏كلا من  حساب .2

{
𝛼 = 1
𝛽 = 1

⇒ 𝑣𝑛+1 = 3𝑣𝑛 ⇒ 𝑞 = 3 ; 𝑣0 = 𝑢0 + 1 = 1 ⇒ 𝑣𝑛 = 3
𝑛  

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑛 + 1 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 − 𝑛 − 1 = 3𝑛 − 𝑛 − 1  

 :                                                                   𝑺 و′𝑺المجموعين  حساب .3

𝑆 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) =

3𝑛+1 − 1

2
 

𝑆′ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 − 1 + 𝑣1 − 2 +⋯+ 𝑣𝑛 − 𝑛 − 1 

= 𝑆 − (1 + 2 +⋯+ 𝑛 + 1) = 𝑆 −
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)

2
 

=
3𝑛+1 − 𝑛2 − 3𝑛 − 3

2
 

 5على  𝟑𝒏بواقي القسمة الإقليدية للعدد  𝒏حسب قيم العدد الطبيعي  تعيينأ.  .4

30 ≡ 1[5] ;  31 ≡ 3[5] ;  32 ≡ 4[5] ;  33 ≡ 2[5] ;  34 ≡ 1[5] 

34𝑘 ≡ 1[5] ;  34𝑘+1 ≡ 3[5] ;  34𝑘+2 ≡ 4[5] ;  34𝑘+3 ≡ 2[5]  

 5للعدد مضاعفا  𝒖𝒏التي يكون من أجلها  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيينب. 

𝑢𝑛 ≡ 0[5] ⇒ 3
𝑛 − 𝑛 − 1 ≡ 0[5] ⇒ 3𝑛 − 𝑛 ≡ 1[5] 

𝑛 = 4𝑘: 34𝑘 − 4𝑘 ≡ 1[5] ⇒ −4𝑘 ≡ 0[5] ⇒ 𝑘 ≡ 0[5] ⇒ 𝑘 = 5𝑘′ 

⇒ 𝑛 = 20𝑘′  

𝑛 = 4𝑘 + 1: 34𝑘+1 − 4𝑘 − 1 ≡ 1[5] ⇒ −4𝑘 ≡ −1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 1[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 4[5] ⇒ 𝑘 = 5𝑘′ + 4 ⇒ 𝑛 = 20𝑘′ + 17  

𝑛 = 4𝑘 + 2: 34𝑘+2 − 4𝑘 − 2 ≡ 1[5] ⇒ −4𝑘 ≡ −1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 1[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 4[5] ⇒ 𝑘 = 5𝑘′ + 4 ⇒ 𝑛 = 20𝑘′ + 18  

𝑛 = 4𝑘 + 3: 34𝑘+3 − 4𝑘 − 3 ≡ 1[5] ⇒ −4𝑘 ≡ 2[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 3[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 2[5] ⇒ 𝑘 = 5𝑘′ + 2 ⇒ 𝑛 = 20𝑘′ + 11  

𝑢𝑛 ≡ 0[5] ⇒ 𝑛 ∈ {20𝑘′;  20𝑘′ + 11 ;  20𝑘′ + 17 ;  20𝑘′ + 18} ; 𝑘′ ∈ ℕ  

 
 ر( 2011)بكالوريا  .93 حل التمرين

 𝒖𝟎 استنتاج، ثمّ  𝒖𝟑 و𝒖𝟓الحدين  تعيين .1

𝑢3 = 𝑑𝑢
′
3 ;  𝑢5 = 𝑑𝑢

′
5 ; 𝑚. 𝑑 = 𝑢3. 𝑢5 

⇒ 𝑚 =
𝑢3. 𝑢5
𝑑

=
𝑑2. 𝑢′3. 𝑢

′
5

𝑑
= 𝑑. 𝑢′3. 𝑢

′
5 
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{
𝑢4 = 15

𝑚 + 𝑑 = 42
⇒ {

𝑢3 + 𝑢5 = 30
𝑚 + 𝑑 = 42

⇒ {
𝑑(𝑢′3 + 𝑢

′
5) = 30

𝑑(𝑢′3 × 𝑢
′
5 + 1) = 42

 

⇒ {
𝑑 ∣ 30
𝑑 ∣ 42

⇒ 𝑑|𝑃𝐺𝐶𝐷(30; 42) ⇒ 𝑑|6 ⇒ 𝑑 ∈ {1,2,3,6} 

• 𝑑 = 1: {
(𝑢′3 + 𝑢

′
5) = 30

(𝑢′3 × 𝑢
′
5) = 41

 ; 𝑥2 − 30𝑥 + 41 = 0 ; √∆ ∉ ℕ 

• 𝑑 = 2: {
(𝑢′3 + 𝑢

′
5) = 15

(𝑢′3 × 𝑢
′
5) = 20

 ; 𝑥2 − 15𝑥 + 20 = 0 ; √∆ ∉ ℕ 

• 𝑑 = 3: {
(𝑢′3 + 𝑢

′
5) = 10

(𝑢′3 × 𝑢
′
5) = 13

 ; 𝑥2 − 10𝑥 + 13 = 0 ; √∆ ∉ ℕ 

• 𝑑 = 6: {
(𝑢′3 + 𝑢

′
5) = 5

(𝑢′3 × 𝑢
′
5) = 6

 ; 𝑢′3 = 2 ; 𝑢
′
5 = 3  

 𝑢3 = 12 ; 𝑢5 = 18   

 0uاستنتاج 

𝑢5 = 𝑢3 + 2𝑟 ⇒ 2𝑟 = 𝑢5 − 𝑢3 = 6 ⇒ 𝑟 = 3  ; 

𝑢0 = 𝑢3 − 3𝑟 = 12 − 9 ⇒ 𝑢0 = 3  

  nبدلالة  )nu(كتابة  .1

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 3 + 3𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 3(𝑛 + 1)  

 و تعيين رتبته )nu(حد من حدود  2010بيان أنّ 

𝑢𝑛 = 2010 ⇒ 3(𝑛 + 1) = 2010 ⇒ 𝑛 + 1 = 670 ⇒ 𝑛 = 669  

 670و رتبته هي  )nu(حد من حدود  2010منه 

 10080ساوي ي )nu(حدود متعاقبة من  5تعيين الحد الذي ابتداءً منه يكون مجموع  .2

𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1 + 𝑢𝑘+2 + 𝑢𝑘+3 + 𝑢𝑘+4 = 10080 ⇒
5

2
(𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+4) = 10080 

𝑢𝑘 + 𝑢𝑘 + 12 = 4032 ⇒ 2𝑢𝑘 = 4020 ⇒ 𝑢𝑘 = 2010  

  nبدلالة   Sحساب المجموع   -أ

𝑆 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2…+ 𝑢2𝑛 =
2𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢2𝑛) 

𝑆 =
2𝑛 + 1

2
(3 + 3 + 6𝑛) ⇒ 𝑆 = (2𝑛 + 1)(3𝑛 + 3)  

 nبدلالة   2Sو   1Sاستنتاج المجموعين   -ب

𝑆1 = 𝑢0 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢2𝑛 

𝑆1 = 𝑢0 + 𝑢0 + 2𝑟 + 𝑢0 + 4𝑟 +⋯+ 𝑢0 + 2𝑛𝑟  

𝑆1 = (𝑛 + 1)𝑢0 + 2𝑟(1 + 2 +⋯+ 𝑛) 
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𝑆1 = 3(𝑛 + 1) + 2𝑟 [
𝑛

2
(1 + 𝑛)] = 3(𝑛 + 1) + 3𝑛(𝑛 + 1) 

𝑆1 = 3(𝑛 + 1)(1 + 𝑛) ⇒ 𝑆1 = 3(𝑛 + 1)
2  

𝑆2 = 𝑆 − 𝑆1 = 3(2𝑛 + 1)(𝑛 + 1) − 3(𝑛 + 1)
2 

𝑆2 = 3(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1 − 𝑛 − 1) ⇒ 𝑆2 = 3𝑛(𝑛 + 1)  

 

 
 

 ر( 2012)بكالوريا  .94 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟔𝒖𝒏 − 𝟗 

 7على  𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑  ،𝒖𝟒بواقي قسمة كل من  حساب( أ. 1

𝑢0 = 16 ⇒ 𝑢0 ≡ 2[7]   

 𝑢1 = 6𝑢0 − 9 ⇒ 𝑢1 ≡ 6(2) − 9[7] ⇒ 𝑢1 ≡ 3[7]   

𝑢2 = 6𝑢1 − 9 ⇒ 𝑢2 ≡ 6(3) − 9[7] ⇒ 𝑢2 ≡ 2[7]   

 𝑢3 = 6𝑢2 − 9 ⇒ 𝑢3 ≡ 6(2) − 9[7] ⇒ 𝑢3 ≡ 3[7]  

𝑢4 = 6𝑢3 − 9 ⇒ 𝑢4 ≡ 6(3) − 9[7] ⇒ 𝑢4 ≡ 2[7]  

𝒖𝟐𝒌حيث  bو  aيمة لـ تخمين ق .ب ≡ 𝒂[𝟕]   و𝒖𝟐𝒌+𝟏 ≡ 𝒃[𝟕] 

{
𝑢2𝑘 ≡ 2[7]

𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7]
⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = 3

 

𝒖𝒏+𝟐( أ. برهان أنّ 2 ≡ 𝒖𝒏[𝟕] 

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛 = 6𝑢𝑛+1 − 9 − 𝑢𝑛 = 6(6𝑢𝑛 − 9) − 9 − 𝑢𝑛 

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛 = 35𝑢𝑛 − 63 = 7(5𝑢𝑛 − 9) 

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛 ≡ 0[7] ⇒ 𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[7]  

𝒖𝟐𝒌برهان بالتراجع أنّ  .ب ≡ 𝟐[𝟕]   

𝑢0نتحقق أنّ  تحقيق التراجع: ≡  )محققة( [7]2

𝑢2𝑘نفرض أنّ  فرض التراجع: ≡ 2[7] 

𝑢2(𝑘+1)نبرهن أنّ  برهان التراجع: ≡ 2[7] 

{

𝑢2(𝑘+1) = 𝑢2𝑘+2

𝑢2𝑘+2 ≡ 𝑢2𝑘[7](حسب السؤال السابق)

𝑢2𝑘 ≡ (حسب فرض التراجع)[7]2

⇒ 𝑢2(𝑘+1) ≡ 2[7] 

𝒖𝟐𝒌+𝟏استنتاج أنّ :  ≡ 𝟑[𝟕] 

𝑢2𝑘+1 = 6𝑢2𝑘 − 9 ⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 6(2) − 9[7] ⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7]  

191



3 )𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 −
𝟗

𝟓
 

 هندسية وتعيين أساسها وحدها الأول )nv(بيان أنّ المتتالية  .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
9

5
= 6𝑢𝑛 − 9 −

9

5
= 6𝑢𝑛 −

63

5
= 6 (𝑢𝑛 −

9

5
) = 6𝑣𝑛 

𝑣𝑛+1 = 6𝑣𝑛  منه(𝑣𝑛)  متتالية هندسية أساسها𝑞 = 𝑣0و حدها الأول  6 = 𝑢0 −

9

5
= 16 −

9

5
=

71

5
 

 nبدلالة  nSو   nuحساب  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 =

71

5
(6)𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +

9

5
⇒ 𝑢𝑛 =

71

5
(6)𝑛 +

9

5
 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 +
9

5
+ 𝑣1 +

9

5
+⋯+ 𝑣𝑛 +

9

5
 

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 +
9

5
(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) +

9

5
(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 =
71

5
(
6𝑛+1 − 1

5
) +

9

5
(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 =
71

25
(6𝑛+1 − 1) +

9

5
(𝑛 + 1)  

 

 
 

 ر( 2014)بكالوريا  .95 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐

𝒙+𝟒
  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ 

 متزايدة تماما 𝒇لدالة أنّ ا بيان .1

𝑓′(𝑥) =
4𝑥(𝑥 + 4) − 2𝑥2

(𝑥 + 4)2
=
2𝑥2 + 16𝑥

(𝑥 + 4)2
 

𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝐷𝑓 الدالة 𝑓 متزايدة تماما على   

2. 𝒖𝟎 = 𝟑  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

 على حامل محور الفواصل 𝒖𝟒 و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑الحدود  تمثيل .أ
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 وتقاربها (𝒖𝒏)ضع تخمين حول اتجاه تغير المتتالية و .ب

 ومتقاربةة ناقصمت (𝑢𝑛) متتاليةالنلاحظ أنّ 

𝒏  ،𝟎عدد طبيعي بالتراجع أنهّ من أجل كل  برهانأ.  .3 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟑 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 𝑢0 . محققة لأنّ:  3 = 3 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3
الدالة 𝑓 متزايدة
⇒      𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(3) ⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤

18

7
≤ 3  

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 

 متناقصة (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيانب. 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛

2

𝑢𝑛 + 4
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛(𝑢𝑛 − 4)

𝑢𝑛 + 4
 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

 متقاربة (𝒖𝒏)أنّ المتتالية  استنتاججـ. 

  متناقصة ومحدودة من الأسفل فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛) بما أنّ المتتالية      

𝟕𝒖𝒏+𝟏عدد إشارة ال دراسةأ.  .4 − 𝟔𝒖𝒏  

7𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛 =
14𝑢𝑛

2

𝑢𝑛 + 4
− 6𝑢𝑛 =

8𝑢𝑛
2 − 24𝑢𝑛
𝑢𝑛 + 4

=
8𝑢𝑛(𝑢𝑛 − 3)

𝑢𝑛 + 4
 

0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3 ⇒ 7𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛 ≤ 0  
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𝒏  :𝟎عدد طبيعي أنهّ من أجل كل  استنتاج ≤ 𝒖𝒏+𝟏 ≤
𝟔

𝟕
𝒖𝒏 

{
0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3

7𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛 ≤ 0
⇒ {

0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3

𝑢𝑛+1 ≤
6

7
𝑢𝑛

⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤
6

7
𝑢𝑛  

𝒏  ،𝟎عدد طبيعي بالتراجع أنهّ من أجل كل  برهانب.  ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝟑(
𝟔

𝟕
)
𝒏

 

0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 ≤ 3(
6

7
)
0

𝑢0 . محققة لأنّ:   = 3 

0نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3(
6

7
)
𝑛

 

0نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3(
6

7
)
𝑛+1

 

{
0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤

6

7
𝑢𝑛

𝑢𝑛 ≤ 3(
6

7
)
𝑛 ⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 3(

6

7
)
𝑛+1

 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3(
6

7
)
𝑛

  

 ∞+إلى  𝒏عندما يؤول  (𝒖𝒏)نهاية المتتالية  حسابجـ.  

{
 

 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 3(
6

7
)
𝑛

lim
𝑛→+∞

3 (
6

7
)
𝑛

= 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0  

 
 ر( 2016)بكالوريا  .96 حل التمرين

{
𝐥𝐧𝒖𝟏 + 𝐥𝐧𝒖𝟐 = 𝟏𝟏

𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 = 𝒆
𝟒(𝟏 + 𝒆𝟑)

 

 𝒒قيمة الأساس  استنتاج، ثمّ  𝒖𝟏 و𝒖𝟐 حساب .1

{
ln 𝑢1 + ln 𝑢2 = 11

𝑢1 + 𝑢2 = 𝑒
4(1 + 𝑒3)

⇒ {
ln(𝑢1 × 𝑢2) = 11

𝑢1 + 𝑢2 = 𝑒
4(1 + 𝑒3)

⇒ {
𝑢1 × 𝑢2 = 𝑒

11

𝑢1 + 𝑢2 = 𝑒
4(1 + 𝑒3)

 

𝑥2 − 𝑒4(1 + 𝑒3)𝑥 + 𝑒11 = 0⏟                  
 𝑢1<𝑢2 هما حلا هذه المعادلة حيث 𝑢2و 𝑢1

 ;  ∆= 𝑒8(1 + 𝑒3)2 − 4𝑒11 

∆= 𝑒8(𝑒6 − 2𝑒3 + 1) = 𝑒8(𝑒3 − 1)2 ⇒ √∆= 𝑒4(𝑒3 − 1) 

𝑢1 =
𝑒4(1 + 𝑒3) − 𝑒4(𝑒3 − 1)

2
= 𝑒4; 𝑢2 =

𝑒4(1 + 𝑒3) + 𝑒4(𝑒3 − 1)

2
= 𝑒7 
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𝑞 =
𝑢2
𝑢1
=
𝑒7

𝑒4
⇒ 𝑞 = 𝑒3  

2. 𝒒 = 𝒆𝟑و 𝒖𝟏 = 𝒆
𝟒 

 𝒏ة بدلال 𝒖𝒏كتابة  .أ

𝑢𝑛 = 𝑢1𝑞
𝑛−1 = 𝑒4. 𝑒3𝑛−3 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

3𝑛+1  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .ب

𝑆𝑛 = ln 𝑢0 + ln 𝑢1 +⋯+ ln 𝑢𝑛 = 1 + 4 + 7 +⋯+ 3𝑛 + 1⏟                
حدود متتابعة لمتتالية حسابية أساسها 3

 

𝑆𝑛 =
𝑛 + 1

2
(1 + 3𝑛 + 1) =

3𝑛2 + 5𝑛 + 2

2
 

3. 𝒂𝒏 = 𝒏 + 𝟑 

;𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟐𝑺𝒏أنّ  انبي .أ 𝒂𝒏) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂𝒏; 𝟏𝟒) 

2𝑆𝑛 = 3𝑛
2 + 5𝑛 + 2 = (𝑛 + 3)(3𝑛 − 4) + 14 = (3𝑛 − 4)𝑎𝑛 + 14 

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎;𝑏)=𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑏;𝑟)
⇒                𝑃𝐺𝐶𝐷(2𝑆𝑛; 𝑎𝑛) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎𝑛; 14)  

;𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟐𝑺𝒏القيم الممكنة لـ: تعيين .ب 𝒂𝒏) 

𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(2𝑆𝑛; 𝑎𝑛) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎𝑛; 14) ⇒ 𝑑 ∣ 14 ⇒ 𝑑 ∈ {1; 2; 7; 14}  

;𝑷𝑮𝑪𝑫(𝟐𝑺𝒏التي من أجلها: 𝒏قيم الأعداد الطبيعية  تعيين .ج 𝒂𝒏) = 𝟕  

𝑑 = 7 ⇒ {
𝑎𝑛 ≡ 0[7]

𝑎𝑛 ≢ 0[14]
⇒ {

𝑛 + 3 ≡ 0[7]

𝑛 + 3 ≢ 0[14]
⇒ {

𝑛 ≡ 4[7]

𝑛 ≢ 11[14]
 

⇒ {
𝑛 = 7𝑘 + 4
𝑛 ≠ 14𝑘 + 11

⇒ {
𝑛 = 7𝑘 + 4
𝑘 = 2𝑘′

⇒ 𝑛 = 14𝑘′ + 4 ;  𝑘 ∈ ℕ  

 7على  𝟐𝒏، باقي القسمة الإقليدية للعدد  𝒏تبعا لقيم العدد الطبيعي  دراسة .4

23𝑘 ≡ 1[7] ;  23𝑘+1 ≡ 2[7] ;  23𝑘+2 ≡ 4[7] ; 

5. 𝒃𝒏 = 𝟑𝒏𝒂𝒏 − 𝟐𝑺𝒏 + 𝟏𝟒𝟑𝟕
𝟐𝟎𝟏𝟔 + 𝟏 

}جلها يكون : التي من أ 𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيين
𝒃𝒏 ≡ 𝟎[𝟕]
𝒏 ≡ 𝟎[𝟓]

 

{
𝑏𝑛 ≡ 0[7]

𝑛 ≡ 0[5]
⇒ {
3𝑛𝑎𝑛 − 2𝑆𝑛 + 1437

2016⏟      
≡23(672)[7]

+ 1 ≡ 0[7]

𝑛 ≡ 0[5]
 

⇒ {
3𝑛𝑎𝑛 − (3𝑛 − 4)𝑎𝑛 − 14 + 1 + 1 ≡ 0[7]

𝑛 ≡ 0[5]
⇒ {
4𝑎𝑛 + 2 ≡ 0[7]

𝑛 ≡ 0[5]
 

⇒ {
𝑎𝑛 ≡ 3[7]

𝑛 ≡ 0[5]
⇒ {
𝑛 + 3 ≡ 3[7]

𝑛 ≡ 0[5]
⇒ {
𝑛 ≡ 0[7]

𝑛 ≡ 0[5]
⇒ 𝑛 ≡ 0[35] 

⇒ 𝑛 = 35𝑘 ;  𝑘 ∈ ℕ  

 

195



𝟏𝟒𝟑𝟕𝟗𝒏+𝟏)أنّ العدد  بيان .6 − 𝟑 × 𝟒𝟏𝟐𝒏+𝟏 +  7يقبل القسمة على  (𝟓𝟐

1437 ≡ 2[7] ⇒ 14379𝑛+1 ≡ 23(3𝑛)+1[7] ⇒ 𝟏𝟒𝟑𝟕𝟗𝒏+𝟏 ≡ 𝟐[𝟕] 

412𝑛+1 ≡ 224𝑛+2[7] ⇒ 412𝑛+1 ≡ 4[7] ⇒ 𝟑 × 𝟒𝟏𝟐𝒏+𝟏 ≡ 𝟓[𝟕] 

14379𝑛+1 − 3 × 412𝑛+1 + 52 ≡ 2 − 5 + 3[7] 

14379𝑛+1 − 3 × 412𝑛+1 + 52 ≡ 0[7]  

 

 
 

 ر( 2017)بكالوريا  .97 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟕𝒖𝒏 + 𝟖 

𝒏  :𝟑𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بالتراجع أنّ  برهان .1 = 𝟕
𝒏+𝟏 − 𝟒 

3𝑢0:  تحقيق التراجع = 𝑢0)محققة لأنّ   3 = 1) 

3𝑢𝑛: نفرض أنّ :  فرض التراجع = 7
𝑛+1 − 4 

3𝑢𝑛+1: نبرهن أنّ :  برهان التراجع = 7
𝑛+2 − 4 

3𝑢𝑛+1 = 21𝑢𝑛 + 24 = 7(3𝑢𝑛) + 24 = 7(7
𝑛+1 − 4) + 24 = 7𝑛+2 − 4 

𝑛  :3𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنّ منه، نستنتج  = 7
𝑛+1 − 4 

1. 𝑺𝒏 = 𝟏 + 𝟕 + 𝟕
𝟐 +⋯+ 𝟕𝒏   و𝑺𝒏

′ = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

  𝑺𝒏المجموع  𝒏حساب بدلالة  .أ

𝑆𝑛  7وأساسها  1هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية هندسية حدهّا الأول 

𝑆𝑛 =
7𝑛+1 − 1

7 − 1
=
7𝑛+1 − 1

6
 

 𝑺′𝒏و  𝑺𝒏إيجاد علاقة بين 

𝑆𝑛
′ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =

1

3
(7 − 4 + 72 − 4 + 73 − 4 +⋯7𝑛+1 − 4) 

𝑆𝑛
′ =

1

3
[7 (

7𝑛+1 − 1

6
) − 4(𝑛 + 1)] =

1

3
[7𝑆𝑛 − 4(𝑛 + 1)]  

𝒏 :𝟏𝟖𝑺𝒏من أجل كل عدد طبيعي استنتاج أنّ  .ب
′ = 𝟕𝒏+𝟐 − 𝟐𝟒𝒏 − 𝟑𝟏 

18𝑆𝑛
′ = 6[7𝑆𝑛 − 4(𝑛 + 1)] = 6 [7 (

7𝑛+1 − 1

6
) − 4(𝑛 + 1)] 

= 7(7𝑛+1 − 1) − 24(𝑛 + 1) = 7𝑛+2 − 24𝑛 − 31  

 5على  𝟕𝒏بواقي قسمة العدد  𝒏عدد الطبيعي الدراسة حسب قيم أ.           .2

74𝑘 ≡ 1[5] ;  74𝑘+1 ≡ 2[5] ;  74𝑘+2 ≡ 4[5] ;  74𝑘+3 ≡ 3[5] 
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𝑺𝒏الطبيعية حتى يكون  𝒏ب.  تعيين قيم       
 5للقسمة على قابلا  ′

𝑆𝑛
′ ≡ 0[5] ⇒ 18𝑆𝑛

′ ≡ 0[5] ⇒ 7𝑛+2 − 24⏟
≡−1[5]

𝑛 − 31⏟
≡1[5]

≡ 0[5]

⇒ 7𝑛+2 + 𝑛 ≡ 1[5] 

 :طريقة أولى

( 5دورية )دورها  5على  𝑛( ، وبواقي قسمة 4دورية )دورها  5على  7𝑛بما أنّ بواقي قسمة 

 موافقة باستعمال الجدول التالي:، ونحل ال 20نأخذ المضاعف المشترك الأصغر للدورين وهو 
 

𝒏 ≡ [𝟐𝟎] 𝟕𝒏+𝟐 ≡ [𝟓] 𝟕𝒏+𝟐 + 𝒏 ≡ [𝟓] 𝒏 ≡ [𝟐𝟎] 𝟕𝒏+𝟐 ≡ [𝟓] 𝟕𝒏+𝟐 + 𝒏 ≡ [𝟓] 

0 4 4 10 1 𝟏 

1 3 4 11 2 3 

2 1 3 12 4 𝟏 

3 2 0 13 3 𝟏 

4 4 3 14 1 0 

5 3 3 15 2 2 

6 1 2 16 4 0 

7 2 4 17 3 0 

8 4 2 18 1 4 

9 3 2 19 2 𝟏 
 

𝑆𝑛
′ ≡ 0[5] ⇒ 𝑛 = 20𝑘 + 10 ; 20𝑘 + 12 ; 20𝑘 + 13 ; 20𝑘 + 19 ;  𝑘 ∈ ℕ  

 

 ، ثمّ نحل الموافقة الناتجة : 𝑘بدلالة  𝑛نكتب  طريقة ثانية:

𝑛 = 4𝑘: 7𝑛+2 + 𝑛 ≡ 1[5] ⇒ 74𝑘+2⏟  
≡4[5]

+ 4𝑘 ≡ 1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 2[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 3[5] ⇒ 𝑘 = 5𝛼 + 3 ⇒ 𝑛 = 4(5𝛼 + 3) = 20𝛼 + 12  

𝑛 = 4𝑘 + 1: 7𝑛+2 + 𝑛 ≡ 1[5] ⇒ 74𝑘+3⏟  
≡3[5]

+ 4𝑘 + 1 ≡ 1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 2[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 3[5] ⇒ 𝑘 = 5𝛼 + 3 ⇒ 𝑛 = 4(5𝛼 + 3) + 1 = 20𝛼 + 13  

𝑛 = 4𝑘 + 2: 7𝑛+2 + 𝑛 ≡ 1[5] ⇒ 74(𝑘+1)⏟    
≡1[5]

+ 4𝑘 + 2 ≡ 1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 3[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 2[5] ⇒ 𝑘 = 5𝛼 + 2 ⇒ 𝑛 = 4(5𝛼 + 2) + 2 = 20𝛼 + 10  

𝑛 = 4𝑘 + 3: 7𝑛+2 + 𝑛 ≡ 1[5] ⇒ 74(𝑘+1)+1⏟      
≡2[5]

+ 4𝑘 + 3 ≡ 1[5] ⇒ 4𝑘 ≡ 1[5] 

⇒ 𝑘 ≡ 4[5] ⇒ 𝑘 = 5𝛼 + 4 ⇒ 𝑛 = 4(5𝛼 + 4) + 3 = 20𝛼 + 19  
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 ر( 2د 2017)بكالوريا  .98 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟒𝒖𝒏 + 𝟏 

𝒏  ،𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّ:  بيانأ.  .1 =
𝟏

𝟑
(𝟒𝒏 − 𝟏) 

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  =
1

3
(40 − 𝑢0 . محققة لأنّ:  (1 = 0 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  =
1

3
(4𝑛 − 1) 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  =
1

3
(4𝑛+1 − 1) 

𝑢𝑛+1 = 4𝑢𝑛 + 1 =
4

3
(4𝑛 − 1) + 1 =

1

3
4𝑛+1 −

1

3
=
1

3
(4𝑛 − 1)  

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  =
1

3
(4𝑛 − 1) 

 أوليين فيما بينهما 𝒖𝒏+𝟏و 𝒖𝒏ن ين الطبيعييالعدد تحقق أنّ الب. 

𝑢𝑛+1 − 4𝑢𝑛 = 1
بيزو
العددين الطبيعيين 𝑢𝑛 و𝑢𝑛+1 أوليين فيما بينهما ⇒  

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 +
𝟏

𝟑
 

 𝒗𝟎وحدّها الأول  𝒒هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)أنّ المتتالية  إثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 +
1

3
= 4𝑢𝑛 + 1 +

1

3
= 4 (𝑢𝑛 +

1

3
) = 4𝑣𝑛  

𝑣0 وحدهّا الأول 4هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ    =
1

3
  

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏عن المجموع  التعبير .ب

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣3𝑛 = 𝑣0 (
𝑞3𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) =

1

9
(43𝑛+1 − 1)  

𝟒𝒏القاسم المشترك الأكبر للعددين الطبيعيين  تعيين .3 − 𝟒𝒏+𝟏و 𝟏 − 𝟏 

𝑃𝐺𝐶𝐷(4𝑛+1 − 1; 4𝑛 − 1) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(3𝑢𝑛+1; 3𝑢𝑛) = 3𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛+1; 𝑢𝑛)⏟          
1

 

= 3  

  𝟕على  𝟒𝒏للعدد ي القسمة الإقليدية باق،  𝒏حسب قيم العدد الطبيعي  دراسةأ.  .4

40 ≡ 1[7] ;  41 ≡ 4[7] ;  42 ≡ 2[7] ;  43 ≡ 1[7]  

43𝑘 ≡ 1[7] ;  43𝑘+1 ≡ 4[7] ;  43𝑘+2 ≡ 2[7]  

 𝟕القسمة على  𝑨𝒏حتى يقبل العدد  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيينب. 

𝐴𝑛 ≡ 0[7] ⇒ 9𝑆𝑛 − 6𝑛 − 3
6𝑛+4 ≡ 0[7] 

43𝑛+1 − 1 − 6𝑛 − 46𝑛+4 ≡ 0[7] (3 ≡ −4[7] ⇒ 36𝑛+4 ≡ 46𝑛+4[7]) 

43𝑛+1 − 1 − 6𝑛 − 43(2𝑛+1)+1 ≡ 0[7] ⇒ −1 − 6𝑛 ≡ 0[7]
−6≡1[7]
⇒     𝑛 ≡ 1[7]

⇒ 𝑛 = 7𝑘 + 1 ; 𝑘 ∈ ℕ  
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 ر( 2018)بكالوريا  .99التمرين حل 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟏

𝒙−𝟏
  ،𝑫𝒇 = ]−∞; 𝟏]  ،𝒖𝟎 = −𝟑  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

 على محور الفواصل  𝒖𝟑و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐الحدود تمثيل  .1

 
 ومتقاربةمتزايدة  (𝑢𝑛) متتاليةالنلاحظ أنّ 

𝒏  ،−𝟑ن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ابره .2 ≤ 𝒖𝒏 < −𝟏   

3−نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  ≤ 𝑢0 < 𝑢0 . محققة لأنّ: 1− = −3 

3−نفرض أنّ فرض التراجع:  ≤ 𝑢𝑛 < −1 

3−نبرهن أنّ برهان التراجع:  ≤ 𝑢𝑛+1 < −1 

−3 ≤ 𝑢𝑛 < −1
𝑓 متزايدة
⇒    𝑓(−3) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) < 𝑓(−1)

⇒ −3 ≤ −
5

2
≤ 𝑢𝑛+1 < −1  

𝑛 : −3 من أجل كل عدد طبيعيأنهّ منه نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 < −1 

𝒏  :𝒖𝒏+𝟏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ن ابيأ.  .3 + 𝟏 ≥
𝟑

𝟒
(𝒖𝒏 + 𝟏)   

𝑢𝑛+1 + 1 =
𝑢𝑛
2 + 1

𝑢𝑛 − 1
+ 1 =

𝑢𝑛
2 + 𝑢𝑛
𝑢𝑛 − 1

=
𝑢𝑛

𝑢𝑛 − 1
(𝑢𝑛 + 1) 

= (1 +
1

𝑢𝑛 − 1
) (𝑢𝑛 + 1) 

𝑢𝑛 ≥ −3 ⇒ 𝑢𝑛 − 1 ≥ −4 ⇒
1

𝑢𝑛 − 1
≤ −

1

4
⇒ 1 +

1

𝑢𝑛 − 1
≤
3

4
 

⇒ (1 +
1

𝑢𝑛 − 1
) (𝑢𝑛 + 1)⏟    

<0

≥
3

4
(𝑢𝑛 + 1)⏟    

<0

⇒ 𝑢𝑛+1 + 1 ≥
3

4
(𝑢𝑛 + 1)  
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𝒏  :𝒖𝒏أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ج اب. استنت + 𝟏 ≥ −𝟐(
𝟑

𝟒
)
𝒏

   

𝑢0نتحقق أنّ تحقيق التراجع:  + 1 ≥ −2(
3

4
)
0

2−. محققة لأنّ:  ≥ −2 

𝑢𝑛نفرض أنّ فرض التراجع:  + 1 ≥ −2(
3

4
)
𝑛

 

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ برهان التراجع:  + 1 ≥ −2(
3

4
)
𝑛+1

 

{
𝑢𝑛+1 + 1 ≥

3

4
(𝑢𝑛 + 1)

𝑢𝑛 + 1 ≥ −2 (
3

4
)
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 + 1 ≥ −2(

3

4
)
𝑛+1

 

𝑛 : 𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنهّ منه نستنتج  + 1 ≥ −2(
3

4
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦ب احس    
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

{
 

 −2(
3

4
)
𝑛

≤ 𝑢𝑛 + 1 < 0

lim
𝑛→+∞

−2(
3

4
)
𝑛

= 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 + 1 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −1  

4. 𝑺𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏. أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ن ابي𝒏      :

𝟖 [(
𝟑

𝟒
)
𝒏+𝟏

− 𝟏] ≤ (𝒖𝟎 + 𝟏) + (𝒖𝟏 + 𝟏) +⋯+ (𝒖𝒏 + 𝟏) < 𝟎 

(𝑢0 + 1) + (𝑢1 + 1) +⋯+ (𝑢𝑛 + 1) ≥ −2(
3

4
)
0

− 2(
3

4
)
1

−⋯− 2(
3

4
)
𝑛

≥ −2 [(
3

4
)
0

+ (
3

4
)
1

+⋯+ (
3

4
)
𝑛

] ≥ −2 [
1 − (

3
4
)
𝑛+1

1 −
3
4

]

≥ −8 [1 − (
3

4
)
𝑛+1

] ≥ 8 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1]… 

𝑢𝑛 < −1 ⇒ (𝑢0 + 1)⏟    
<0

+ (𝑢1 + 1)⏟    
<0

+⋯+ (𝑢𝑛 + 1)⏟    
<0

< 0… 

 : 𝑛أنهّ من أجل كل عدد طبيعي نستنتج  و  من

8 [(
3

4
)
𝑛+1

− 1] ≤ (𝑢0 + 1) + (𝑢1 + 1) +⋯+ (𝑢𝑛 + 1) < 0 

𝐥𝐢𝐦ج ااستنت
𝒏→+∞

𝑺𝒏 

(𝑢0 + 1) + (𝑢1 + 1) +⋯+ (𝑢𝑛 + 1) < 0 ⇒ 𝑆𝑛 + 𝑛 + 1 < 0 
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⇒ 𝑆𝑛 < −𝑛 − 1 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = −∞  ; ( lim
𝑛→+∞

−𝑛 − 1 = −∞) 

 
 

 ر( 2018)بكالوريا  .100حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
+ (𝟏 + 𝒙)𝒆−

𝟏

𝒙  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

(𝒖𝒏)  متتالية عددية معرّفة علىℕ∗  بحدّها العام𝒖𝒏 =
𝒏

𝒏+𝟏
𝒇 (

𝟏

𝒏
) −

𝒏𝟐

𝒏+𝟏
  

  𝒏بدلالة  𝒖𝒏 ةباكت .أ

𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
𝑓 (
1

𝑛
) −

𝑛2

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
[𝑛 + (1 +

1

𝑛
) 𝑒−𝑛] −

𝑛2

𝑛 + 1
 

 =
𝑛2

𝑛 + 1
+

𝑛

𝑛 + 1
[(
𝑛 + 1

𝑛
) 𝑒−𝑛] −

𝑛2

𝑛 + 1
= 𝑒−𝑛  

 𝒖𝟏هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدّها الأول  (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ابي

𝑢𝑛+1 = 𝑒
−𝑛−1 = 𝑒−𝑛 × 𝑒−1 = 𝑢𝑛 × 𝑒

−1  

𝑢1 وحدهّا الأول 𝑒−1هندسية أساسها  (𝑢𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 𝑒
−1  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏المجموع ب احس .ب

𝑛

𝑛 + 1
𝑓 (
1

𝑛
) −

1

𝑛 + 1
=

𝑛

𝑛 + 1
𝑓 (
1

𝑛
) −

𝑛2

𝑛 + 1
+
𝑛2 − 1

𝑛 + 1
= 𝑢𝑛 + (𝑛 − 1) 

 𝑆𝑛 = (
1

2
𝑓(1) −

1

2
) + (

2

3
𝑓 (

1

2
) −

1

3
) + (

3

4
𝑓 (

1

3
) −

1

4
) + ⋯+ (

𝑛

𝑛+1
𝑓 (

1

𝑛
) −

1

𝑛+1
) 

= 𝑢1 + (1 − 1) + 𝑢2 + (2 − 1) + 𝑢3 + (3 − 1) + ⋯+ 𝑢𝑛 + (𝑛 − 1) 

= (𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 +⋯+ 𝑢𝑛) + (1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛 − 1) 

= 𝑢1 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) +

𝑛(𝑛 − 1)

2
= 𝑒−1 (

1 − 𝑒−𝑛

1 − 𝑒−1
) +

𝑛(𝑛 − 1)

2
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 .1 حل التمرين

-I 𝑓(𝑥) =
9

6−𝑥
  ،𝐷𝑓 = ]−3; 6[ 

;𝟑−[على المجال  fوتشكيل جدول تغيرات الدالة  𝒇′(𝒙)حساب  .1 𝟔[ 

𝑓′(𝑥) =
9

(6 − 𝑥)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒     الدالة 𝑓 متزايدة

lim
𝑥
>
→−3

𝑓(𝑥) = 1 ;  lim
𝑥
<
→6

𝑓(𝑥) = +∞  

 

 

  3عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  )(ة معادلة المماس كتاب .2

(∆): 𝑦 = 𝑓′(3)(𝑥 − 3) + 𝑓(3) ⇒ 𝑦 = 𝑥 

 بدقة  )fC(و المنحنى  )(انشاء المماس 

 f(x) < 3فإن  x < 3بيان أنه إذا كان  .3

;3−[متزايدة تماما على المجال  𝑓بما أنّ الدالة  𝑥، فإنهّ من أجل  ]6 < 3 : 

𝑓(𝑥)لدينا  < 𝑓(3)  منه𝑓(𝑥) < 3 

-II  لتكن(𝒖𝒏)  : متتالية عددية معرفة كما يلي𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)    ;   𝒖𝟎 = −𝟑    

 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑  ،𝒖𝟒انشاء الحدود  .1
 

 
 

𝒏 : 𝒖𝒏برهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  .2 < 𝟑 

𝑢0تحقيق التراجع :  • < 𝑢0محققّة لأنّ ) 3 = −3) 

𝑢𝑛نفرض أنّ : التراجع : فرض  • < 3  

𝑢𝑛+1نبرهن أنّ : التراجع : برهان  • < 3  

𝑢𝑛 < 3 ⇒ 𝑓(𝑢𝑛) < 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 < 3 

𝑛  :𝑢𝑛نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي منه  < 3 
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  (𝒖𝒏)تحديد اتجاه تغير المتتالية  .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
9

6 − 𝑢𝑛
− 𝑢𝑛 =

𝑢𝑛
2 − 6𝑢𝑛 + 9

6 − 𝑢𝑛
=
(𝑢𝑛 − 3)

2

6 − 𝑢𝑛
 

𝑢𝑛 < 3 ⇒ 6 − 𝑢𝑛 > 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

 متزايدة ومحدودة من الأعلى ، نستنتج أنها متقاربة (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

-III  لتكن(𝒗𝒏) ة كما يلي : متتالية عددية معرف𝒗𝒏 =
𝟏

𝒖𝒏−𝟑
    

 حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول n(V(بيان أن المتتالية  •

𝑣𝑛+1 =
1

𝑢𝑛+1 − 3
=

1

9
6 − 𝑢𝑛

− 3
=

1

3𝑢𝑛 − 9
6 − 𝑢𝑛

=
6 − 𝑢𝑛
3(𝑢𝑛 − 3)

 

=
3 − 𝑢𝑛
3(𝑢𝑛 − 3)

+
3

3(𝑢𝑛 − 3)
= −

1

3
+ 𝑣𝑛 

−حسابية أساسها  (𝑣𝑛)نستنتج أنّ المتتالية 
1

3
𝑣0وحدّها الأول   =

1

𝑢0−3
= −

1

6
 

𝒖𝒏بيان أن :  • =
𝟔𝒏−𝟑

𝟐𝒏+𝟏
  

𝑣𝑛 = 𝑣0 + 𝑛𝑟 = −
1

6
−
1

3
𝑛 =

−2𝑛 − 1

6
 

1

𝑢𝑛 − 3
= 𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 − 3 =

1

𝑣𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

1

𝑣𝑛
+ 3 =

−6

2𝑛 + 1
+ 3 =

6𝑛 − 3

2𝑛 + 1
 

 :  nالبرهان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  •

𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × 𝒖𝟑 × …× 𝒖𝒏 =
𝟑𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
 

𝑢1تحقيق التراجع:  • =
3

3
=  )محققّة( 1

𝑢1نفرض أنّ التراجع: فرض  • × 𝑢2 × 𝑢3 × …× 𝑢𝑛 =
3𝑛

(2𝑛+1)
 

𝑢1 برهان التراجع: نبرهن أنّ  • × 𝑢2 × 𝑢3 × …× 𝑢𝑛 × 𝑢𝑛+1 =
3𝑛+1

(2𝑛+3)
 

𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 × …× 𝑢𝑛 × 𝑢𝑛+1 =
3𝑛

(2𝑛 + 1)
× 𝑢𝑛+1 

=
3𝑛

(2𝑛 + 1)
×
6𝑛 + 3

2𝑛 + 3
=

3𝑛

(2𝑛 + 1)
×
3(2𝑛 + 1)

2𝑛 + 3
=
3.3𝑛

2𝑛 + 3
=

3𝑛+1

(2𝑛 + 3)
 

 

𝑛 منه نستنتج أنهّ من أجل ∈ ℕ∗ :𝑢1 × 𝑢2 × 𝑢3 × …× 𝑢𝑛 =
3𝑛

(2𝑛+1)
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 .2 حل التمرين

𝒖𝟎 بـ: ℕالمعرفة على  (𝒖𝒏)نعتبر المتتالية  = 𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟒
𝒖𝒏 + 𝟑  

,𝒖𝟑الحدود ل يمثت .1 𝒖𝟐, 𝒖𝟏, 𝒖𝟎 على حامل محور الفواصل 
 

 
 ةتقاربمومتناقصة  (𝑢𝑛)أنّ المتتالية  تخمينننا اليمك .2

n :𝑢𝑛جل كل عدد طبيعي أه من ن  أبرهان بالتراجع ال .3 > 4 

𝑢0تحقيق التراجع :  • > 𝑢0لأنّ  )محققّة 4 = 6) 

𝑢𝑛نفرض أنّ : التراجع : فرض  • > 4 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ :  • > 4 

𝑢𝑛 > 4 ⇒
1

4
𝑢𝑛 > 1 ⇒

1

4
𝑢𝑛 + 3 > 4 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 4 

 متقاربة ثم تعيين نهايتها (𝒖𝒏)المتتالية  استنتاج أن   .4

 متناقصة ومحدودة من الأسفل ، فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية بما أنّ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒
1

4
𝑙 + 3 = 𝑙 ⇒

3

4
𝑙 = 3 ⇒ 𝑙 = 4  

5. 𝒘𝒏 = 𝐥𝐧(𝒖𝒏 − 𝟒)  
 تعين أساسها وحدها الأولوحسابية  (𝑤𝑛)برهان أن المتتالية  .أ

𝑤𝑛+1 = ln(𝑢𝑛+1 − 4) = ln (
1

4
𝑢𝑛 − 1) = ln [

1

4
(𝑢𝑛 − 4)] 

= ln (
1

4
) + ln(𝑢𝑛 − 4) = 𝑤𝑛 − ln 4 

−حسابية أساسها  (𝑤𝑛)منه المتتالية  ln 𝑤0وحدهّا الأول  4 = ln(𝑢0 − 4) = ln 2 
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𝒘𝒏:  ق أن  تحق  ال .ب = (𝟏 − 𝟐𝒏) 𝐥𝐧𝟐 

𝑤𝑛 = 𝑤0 + 𝑛𝑟 = ln 2 − 𝑛 ln 4 = ln 2 − 2𝑛 ln 2 ⇒ 𝑤𝑛 = (1 − 2𝑛) ln 2  

  𝒏بدلالة 𝒖𝒏كتابة  .ج

𝑤𝑛 = ln(𝑢𝑛 − 4) ⇒ 𝑢𝑛 − 4 = 𝑒
𝑤𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

𝑤𝑛 + 4 = 𝑒ln 2−𝑛 ln4 + 4 

⇒ 𝑢𝑛 =
𝑒ln 2

𝑒ln 4
𝑛 + 4 =

2

4𝑛
+ 4  

𝑢𝑛حيث يكون:  𝒏حساب اصغر قيمة للعدد الطبيعي  .د < 2. 10
−4 + 4 

𝑢𝑛 < 2. 10
−4 + 4 ⇒

2

4𝑛
+ 4 <

2

104
+ 4 ⇒

1

4𝑛
<
1

104
⇒ 4𝑛 > 104

⇒ ln(4𝑛) > ln(104) ⇒ 𝑛 ln 4 > 4 ln 10 ⇒ 𝑛 >
4 ln 10

ln 4
⇒ 𝑛 > 6,64 ⇒ 𝑛 = 7  

 
 .3 حل التمرين

 كما يلي : ℕمتتالية عددية معرفة على  )nu(لتكن  .1

6𝑢𝑛+1 − 4 𝑢𝑛 = 𝑛 + 3  ;  𝑢0 = 1 

n :𝒖𝒏اثبات بالتراجع أن من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≤
𝟏

𝟐
𝒏 + 𝟏 

𝑢0تحقيق التراجع :   • ≤ 𝑢0لأنّ  )محققّة 1 = 1) 

𝑢𝑛نفرض أنّ التراجع : فرض  • ≤
1

2
𝑛 + 1 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  • ≤
1

2
(𝑛 + 1) + 𝑢𝑛+1أي  1 ≤

1

2
𝑛 +

3

2
 

6𝑢𝑛+1 − 4 𝑢𝑛 = 𝑛 + 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 =
2

3
 𝑢𝑛 +

1

6
𝑛 +

1

2
 

𝑢𝑛 ≤
1

2
𝑛 + 1 ⇒

2

3
𝑢𝑛 ≤

1

3
𝑛 +

2

3
⇒
2

3
 𝑢𝑛 +

1

6
𝑛 +

1

2
≤
1

3
𝑛 +

2

3
+
1

6
𝑛 +

1

2

⇒ 𝑢𝑛+1 ≤
1

2
𝑛 +

7

6
⇒ 𝑢𝑛+1 ≤

1

2
𝑛 +

3

2
 (
7

6
<
3

2
 (لأنّ  

n :𝑢𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ منه نستنتج  ≤
1

2
𝑛 + 1 

 )nu(استنتاج اتجاه تغير المتتالية  .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2

3
 𝑢𝑛 +

1

6
𝑛 +

1

2
−  𝑢𝑛 =

1

6
𝑛 +

1

2
−
1

3
 𝑢𝑛 =

𝑛 + 3 − 2 𝑢𝑛
6

 

𝑢𝑛 ≤
1

2
𝑛 + 1 ⇒ 2𝑢𝑛 ≤ 𝑛 + 2 ⇒ 𝑛 + 3 ≥ 2𝑢𝑛 ⇒ 𝑛 + 3 − 2𝑢𝑛 ≥ 0

⇒ (𝑢𝑛) متزايدة  
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2. 𝒗𝒏 = 𝟐𝒖𝒏 − 𝒏 

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول )nv(اثبات أن  .أ

𝑣𝑛+1 = 2𝑢𝑛+1 − (𝑛 + 1) =
4

3
 𝑢𝑛 +

1

3
𝑛 + 1 − 𝑛 − 1 =

4

3
 𝑢𝑛 −

2

3
𝑛 

=
2

3
(2𝑢𝑛 − 𝑛) =

2

3
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
2

3
𝑣0وحدّها الأول   = 2𝑢0 = 2 

 nبدلالة  𝒖𝒏ثمّ  𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 2(

2

3
)
𝑛

 

𝑣𝑛 = 2𝑢𝑛 − 𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 =
1

2
𝑣𝑛 +

1

2
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = (

2

3
)
𝑛

+
1

2
𝑛  

 : (𝒗𝒏)و  (𝒖𝒏)دراسة تقارب المتتاليتين 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

(
2

3
)
𝑛

+
1

2
𝑛 = +∞ ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متباعدة    

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

(
2

3
)
𝑛

= 0 ⇒ المتتالية (𝑣𝑛) متقاربة    

 𝑺′𝒏و    𝑺𝒏المجموعين :  nحساب بدلالة  .ج

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 2(

1 − (
2
3
)
𝑛+1

1 −
2
3

)

⇒ 𝑆𝑛 = 6 [1 − (
2

3
)
𝑛+1

]  

𝑆′𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
1

2
𝑣0 +

1

2
𝑣1 +

1

2
+⋯+

1

2
𝑣𝑛 +

1

2
𝑛 

𝑆′𝑛 =
1

2
(𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛) +

1

2
(1 + 2 +⋯+ 𝑛) 

𝑆′𝑛 =
1

2
𝑆𝑛 +

𝑛

2
(𝑛 + 1) ⇒ 𝑆′𝑛 = 3 [1 − (

2

3
)
𝑛+1

] +
𝑛

2
(𝑛 + 1)  

𝑷𝒏الجداء :  nحساب بدلالة  .د = 𝒗𝟎 × 𝒗𝟏 × …× 𝒗𝒏 

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × 𝑣0. 𝑞
2 × …× 𝑣0. 𝑞

𝑛 

𝑃𝑛 = 𝑣0
𝑛+1. 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑣0

𝑛+1. 𝑞
𝑛(𝑛+1)
2 = 2𝑛+1 (

2

3
)

𝑛(𝑛+1)
2
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 .4 حل التمرين

 1uو حدها الأول  )nu(تعيين أساس المتتالية  .1

ln 𝑢3 − ln 𝑢4  = −1 ⇒ ln (
𝑢3
𝑢4
) = −1 ⇒

𝑢3
𝑢4
= 𝑒−1 ⇒

𝑢4
𝑢3
= 𝑒 ⇒ 𝑞 = 𝑒  

ln 𝑢3 + ln 𝑢4 = 5 ⇒ ln(𝑢1. 𝑒
2) + ln(𝑢1. 𝑒

3) = 5 

⇒ ln 𝑢1 + ln 𝑒
2 + ln 𝑢1 + ln 𝑒

3 = 5 ⇒ 2 ln 𝑢1 = 0 ⇒ 𝑢1 = 1  

𝑷𝒏لجداء : ، ثم حساب ا nبدلالة  nuكتابة  .2 = 𝒖𝟏 × 𝒖𝟐 × …× 𝒖𝒏 

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

𝑛−1  

𝑃𝑛 = 𝑢1 × 𝑢2 × …× 𝑢𝑛 = 1 × 𝑒 × …× 𝑒
𝑛−1 = 𝑒1+2+⋯+𝑛−1

⇒ 𝑃𝑛 = 𝑒
𝑛(𝑛−1)
2  

𝒗𝒏 = 𝐥𝐧𝒖𝒏+𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧𝒖𝒏 

 ة ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأولمتتالية حسابي (𝒗𝒏)اثبات أنّ  .3

𝑣𝑛 = ln 𝑢𝑛+1 − 2 ln 𝑢𝑛 = ln 𝑒
𝑛 − 2 ln 𝑒𝑛−1 = 𝑛 − 2(𝑛 − 1) = −𝑛 + 2 

𝑣𝑛+1 = −(𝑛 + 1) + 2 = −𝑛 + 2 − 1 = 𝑣𝑛 − 1  

𝑟اسها حسابية أس (𝑣𝑛)متتالية  الأنّ منه نستنتج  = 𝑣1وحدّها الأول  1− = 1 

𝑣𝑛 = 𝑣1 + (𝑛 − 1)𝑟 ⇒ 𝑣𝑛 = 2 − 𝑛  

𝑺𝒏المجموع :  𝒏حساب بدلالة  .4 = 𝒗𝟏 + 𝒗𝟐 +⋯+ 𝒗𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑣1 + 𝑣2 +⋯+ 𝑣𝑛 =
𝑛

2
(𝑣1 + 𝑣𝑛) =

𝑛

2
(1 + 2 − 𝑛)

⇒ 𝑆𝑛 =
𝑛

2
(3 − 𝑛)  

 
 .5 حل التمرين

𝒖𝒏+𝟏 =
𝟐𝒖𝒏 + 𝟏

𝒖𝒏 +  𝟐
 

 ثابتة )nu(التي من أجلها تكون المتتالية  0uتعيين قيم  .1

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ثابتة 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 ⇒ 𝑢0 =
2𝑢0 + 1

𝑢0 +  2
 

⇒ 𝑢0
2 + 2𝑢0 = 2𝑢0 + 1 ⇒ 𝑢0

2 = 1 ⇒ 𝑢0 = 𝑢0 أو 1− = 1  

𝒖𝟎نفرض أن  .2 = 𝟎 

n :𝟎اثبات أن من أجل كل عدد طبيعي  • ≤ 𝒖𝒏 < 𝟏 

0التراجع :  تحقيق ≤ 𝑢0 < 𝑢0)محققّة لأنّ  1 = 0) 

0فرض التراجع : نفرض أنّ  ≤ 𝑢𝑛 < 1 
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0برهان التراجع : نبرهن أنّ  ≤ 𝑢𝑛+1 < 1  

𝑢𝑛+1 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 +  2
=
2𝑢𝑛 + 4 − 3

𝑢𝑛 +  2
=
2(𝑢𝑛 + 2) − 3

𝑢𝑛 +  2
= 2 −

3

𝑢𝑛 +  2
 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 1 ⇒ 2 ≤ 𝑢𝑛 + 2 < 3 ⇒
1

3
<

1

𝑢𝑛 + 2
≤
1

2
 

⇒ −
3

2
≤ −

3

𝑢𝑛 + 2
≤ −1 ⇒ 2 −

3

2
≤ 2 −

3

𝑢𝑛 + 2
< 2 − 1 

⇒
1

2
≤ 𝑢𝑛+1 < 1 ⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 < 1  

 )nu(دراسة اتجاه تغير المتتالية  •

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛 +  2
− 𝑢𝑛 =

−𝑢𝑛
2 + 1

𝑢𝑛 +  2
=
(1 − 𝑢𝑛)(1 + 𝑢𝑛)

𝑢𝑛 +  2
 

0ما أنّ ب ≤ 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1، فإنّ  1 − 𝑢𝑛 >  متزايدة (𝑢𝑛)، منه المتتالية  0

3. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏− 𝟏

𝒖𝒏+ 𝟏
 

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول )nv(اثبات أن  •

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 −  1

𝑢𝑛+1 +  1
=

2𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛 +  2

− 1

2𝑢𝑛 + 1
𝑢𝑛 +  2

+ 1
=
𝑢𝑛 − 1

3𝑢𝑛 + 3
=
1

3
(
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛 + 1
) =

1

3
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
1

3
𝑣0وحدّها الأول   =

𝑢0− 1

𝑢0+ 1
= −1 

 )nv(، ثم حساب نهاية المتتالية  nبدلالة  nvكتابة  •

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −(

1

3
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 = −
1

3𝑛
  ;  lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = lim

𝑛→+∞
−
1

3𝑛
= 0  

 )nu(، ثم استنتاج نهاية المتتالية  nvبدلالة  nuكتابة  •

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 −  1

𝑢𝑛 +  1
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 +  1) = 𝑢𝑛 −  1 ⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 − 1) = −𝑣𝑛 − 1

⇒ 𝑢𝑛 =
−𝑣𝑛 − 1

𝑣𝑛 − 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

−𝑣𝑛 − 1

𝑣𝑛 − 1
= 1  

 
 .6 حل التمرين

𝒗𝒏 = 𝟐 − 𝒍𝒏𝒖𝒏    ;    𝒖𝒏+𝟏 = 𝒆√𝒖𝒏  ;  𝒖𝟎 = 𝒆 

209



 1vو  1u  ،0vحساب  .1

𝑢1 = 𝑒√𝑒 = 𝑒
3
2  ;  𝑣0 = 2 − ln 𝑢0 = 1  ;  𝑣1 = 2 − ln 𝑢1 = 2 −

3

2
=
1

2
 

 متتالية هندسية ، يطُلب تعيين أساسها )nv(اثبات أن  .2

𝑣𝑛+1 = 2 − ln 𝑢𝑛+1 = 2 − ln 𝑒√𝑢𝑛 = 1 − ln√𝑢𝑛 = 1 −
1

2
ln 𝑢𝑛 =

1

2
𝑣𝑛 

هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

2
 

  nبدلالة  nuثم  nvكتابة  .3

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 =

1

2𝑛
; ln 𝑢𝑛 = 2 − 𝑣𝑛 = 2 −

1

2𝑛
⇒  𝑢𝑛 = 𝑒

2−
1
2𝑛  

 )nv(و  )nu(دراسة تقارب المتتاليتين 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒2−
1
2𝑛 = 𝑒2 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متقاربة  

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

2𝑛
= 0 ⇒ المتتالية (𝑣𝑛) متقاربة  

 nبدلالة  nSحساب المجموع  .4

𝑆𝑛 = 𝑣0 +⋯+ 𝑣𝑛−1 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) =

1 −
1
2𝑛

1
2

= 2 (1 −
1

2𝑛
)  

 nبدلالة  nP حساب الجداء .5

𝑃𝑛 = 𝑢0 × …× 𝑢𝑛−1 = 𝑒
2−1 × 𝑒2−

1
2 × 𝑒2−

1
4 × 𝑒2−

1
8 × …× 𝑒

2−
1

2𝑛−1  

𝑃𝑛 = 𝑒
2𝑛−(1+

1
2+
1
4+
1
8+⋯+

1
2𝑛−1

)
= 𝑒2𝑛−2(1−

1
2𝑛
)

 

 
 .7 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 + 𝟐  

 . 𝒖𝟑و 𝒖𝟏  ،𝒖𝟐حساب القيم المضبوطة للحدود  .1

𝑢1 =
1

3
𝑢0 + 2 = 4 ; 𝑢2 =

1

3
𝑢1 + 2 =

10

3
 ;  𝑢3 =

1

3
𝑢2 + 2 =

28

9
 ;  

  (𝒖𝒏)التخمين بالنسبة لاتجاه تغي ر المتتالية 

 متناقصة (𝑢𝑛)المتتالية ، نخمن أنّ  𝑢3و 𝑢1  ،𝑢2من خلال القيم المضبوطة للحدود 

𝒏 : 𝒖𝒏من أجل كل عدد طبيعي بيان أن   .2 ≥ 𝟑 

𝑢0تحقيق التراجع :  ≥ 𝑢0)محققّة لأنّ  3 = 6) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ  ≥ 3 
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𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  ≥ 3  

𝑢𝑛 ≥ 3 ⇒
1

3
𝑢𝑛 ≥ 1 ⇒

1

3
𝑢𝑛 + 2 ≥ 3 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ 3 

 متناقصة واستنتاج أن ها متقاربة (𝒖𝒏)البرهان أن  المتتالية  .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3
𝑢𝑛 + 2 − 𝑢𝑛 = −

2

3
𝑢𝑛 + 2 

𝑢𝑛 ≥ 3 ⇒ −
2

3
𝑢𝑛 ≤ −2 ⇒ −

2

3
𝑢𝑛 + 2 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  

𝑢𝑛)ومحدودة من الأسفل متناقصة  (𝑢𝑛)أنّ المتتالية بما  ≥  متقاربة هاأنّ  ، نستنتج (3

4. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 + 𝜶  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝒗𝒏)ة المتتاليحيث تكون  αتعيين  .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 + 𝛼 =
1

3
𝑢𝑛 + 2 + 𝛼 =

1

3
(𝑢𝑛 + 6 + 3𝛼) =

1

3
𝑣𝑛 

𝑢𝑛 + 6 + 3𝛼 = 𝑢𝑛 + 𝛼 ⇒ 6 + 3𝛼 = 𝛼 ⇒ 𝛼 = −3  

𝑣𝑛+1 =
1

3
𝑣𝑛 ⇒ 𝑞 =

1

3
 ;  𝑣0 = 𝑢0 − 3 = 3  

  𝒏بدلالة  𝒖𝒏ابة واستنتاج كت 𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 3(

1

3
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 =
1

3𝑛−1
; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 3 ⇒ 𝑢𝑛 =

1

3𝑛−1
+ 3  

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

3𝑛−1
+ 3 = 3  

  𝒏بدلالة  𝑺𝒏حساب  .ج

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 3 + 𝑣1 + 3 +⋯+ 𝑣𝑛 + 3 

= 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + 3(𝑛 + 1) = 3(

1 −
1
3𝑛+1

1 −
1
3

) + 3(𝑛 + 1) 

=
9

2
(1 −

1

3𝑛+1
) + 3𝑛 + 1 = 3𝑛 −

1

2. 3𝑛−1
+
11

2
 

 
 .8 حل التمرين

1. (𝑢𝑛)  متتالية حسابية متناقصة معرّفة علىℕ دها الأول بح𝑢0  وأساسها𝑟 

}علما أن  :  𝒓و  𝒖𝟎تعيين  .أ
𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 + 𝒖𝟑 = 𝟐𝟒

𝒖𝟏
𝟐 + 𝒖𝟐

𝟐 + 𝒖𝟑
𝟐 = 𝟐𝟏𝟎
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𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 = 24 ⇒ 3𝑢2 = 24 ⇒ 𝑢2 = 8 

𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2 = 210 ⇒ 𝑢1

2 + 𝑢3
2 = 210 − 64 

⇒ (8 − 𝑟)2 + (8 + 𝑟)2 = 146 ⇒ 2𝑟2 = 18 

⇒ 𝑟2 = 9 ⇒ 𝑟 = −3   (لأنّ  المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة) 

𝑢0 = 𝑢2 − 2𝑟 = 8 + 6 ⇒ 𝑢0 = 14   

 𝑺′𝒏حساب المجموع و 𝒏بدلالة  𝒖𝒏كتابة  .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 ⇒ 𝑢𝑛 = 14 − 3𝑛  

𝑆′𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

𝑛 + 1

2
(14 + 14 − 3𝑛) 

𝑆′𝑛 =
(𝑛 + 1)(28 − 3𝑛)

2
 

2. 𝒗𝒏 = 𝒆
𝟏𝟒−𝟑𝒏  

 وحدها الأول  𝒒هندسية يطُلب تعيين أساسها  (𝒗𝒏)المتتالية بيان أن   .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑒
14−3(𝑛+1) = 𝑒14−3𝑛−3 = 𝑒14−3𝑛. 𝑒−3 = 𝑒−3. 𝑣𝑛 

𝑣0 وحدهّا الأول 𝑒−3أساسها  هندسية (𝑣𝑛) منه نستنتج أنّ المتتالية = 𝑒
14  

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝒗𝒏   

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒14−3𝑛 = 0 ; (14 − 3𝑛 → −∞ ⇒ 𝑒14−3𝑛 → 0) 

 متقاربة (𝑣𝑛)أنّ المتتالية ستنتج ن  

𝑺𝒏حساب المجموع :  .ب = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 𝑒14 (

𝑒−3𝑛−3 − 1

𝑒−3 − 1
)  

𝑷𝒏حساب الجداء   = 𝒗𝟎 × 𝒗𝟏 × …× 𝒗𝒏 

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × …× 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 𝑣0

𝑛+1 × 𝑞1+2+⋯+𝑛 

= 𝑣0
𝑛+1 × 𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 = 𝑒14(𝑛+1). 𝑒

−3(
𝑛(𝑛+1)
2 )

= 𝑒−
3
2𝑛
2+
25
2 𝑛+14  

𝐥𝐢𝐦، ثم   𝒖𝟐𝟎𝟏𝟏حساب  .ج
𝒏→+∞

𝑺𝒏   و𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑷𝒏  

𝑢2011 = 14 − 3(2011) = −6019  

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒14 (
𝑒−3𝑛−3 − 1

𝑒−3 − 1
) = −

𝑒14

𝑒−3 − 1
 

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒
−
3
2𝑛
2+
25
2 𝑛+14⏟          

→−∞ = 0   
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 .9 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝜶  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟓

𝟔
𝒖𝒏 + 𝟑𝟑𝟓  

 ثابتة (𝒖𝒏)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي تعيين ال .1

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 𝑢0 = 𝛼 ⇒ 𝛼 =
5

6
𝛼 + 335 ⇒ 𝛼 = 335 × 6 = 2010  

𝜶نضع في كل ما يلي :  .2 = 𝟐𝟎𝟎𝟗 

𝒏  :𝒖𝒏برهان بالتراجع أن  من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≤ 𝟐𝟎𝟏𝟎 

𝑢0تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0)محققّة لأنّ  2010 = 2009) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ  ≤ 2010 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  ≤ 2010  

𝑢𝑛 ≤ 2010 ⇒
5

6
𝑢𝑛 ≤ 1675 ⇒

5

6
𝑢𝑛 + 335 ≤ 2010 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≤ 2010 

𝑛  :𝑢𝑛منه نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 2010 

 ℕمتزايدة على  (𝒖𝒏)بيان أن  المتتالية  .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
5

6
𝑢𝑛 + 335 − 𝑢𝑛 = 335 −

1

6
𝑢𝑛 =

2010 − 𝑢𝑛
6

 

𝑢𝑛بما أنّ  ≤ 2010، فإنّ  2010 − 𝑢𝑛 ≥  متزايدة  (𝑢𝑛)، منه المتتالية  0

 محدودة من الأعلى ومتزايدة ، فهي إذن متقاربة (𝑢𝑛)المتتالية  : الاستنتاج

3. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟐𝟎𝟏𝟎  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝒗𝒏)المتتالية اثبات أن   .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2010 =
5

6
𝑢𝑛 + 335 − 2010 =

5

6
𝑢𝑛 − 1675 

=
5

6
(𝑢𝑛 − 2010) =

5

6
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
5

6
𝑣0وحدها الأول   = −1 

𝒏 : 𝑣𝑛بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −(

5

6
)
𝑛

 

𝒏 : 𝑢𝑛بدلالة  𝒖𝒏استنتاج كتابة  = 𝑣𝑛 + 2010 = 2010 − (
5

6
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦حساب  .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 : lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2010 − (
5

6
)
𝑛
 = 2010 

 𝑺′𝒏و   𝑺𝒏المجموعين :  𝒏حساب بدلالة  .د

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1−𝑞𝑛+1

1−𝑞
) = −(

1−(
5

6
)
𝑛+1

1−
5

6

) = −6(1 − (
5

6
)
𝑛+1

)    
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𝑆′𝑛 = 𝑣0 + 6𝑣1 + 6
2𝑣2 +⋯+ 6

𝑛𝑣𝑛 

= 𝑣0 + 6𝑣0. 𝑞 + 6
2𝑣0. 𝑞

2 +⋯+ 6𝑛𝑣0. 𝑞
𝑛 

= 𝑣0 (1 + 6𝑞 + 6
2𝑞2 +⋯+ 6𝑛𝑞𝑛)⏟                  

6𝑞 أساسهاو حدود متتابعة لمتتالية هندسية حدها الأول 1  

= 𝑣0 (
1 − (6𝑞)𝑛+1

1 − 6𝑞
) 

= −(
1 − (5)𝑛+1

1 − 5
) =

1 − (5)𝑛+1

4
 

 
 .10 حل التمرين

(𝑢𝑛)  : متتالية هندسية حدودها موجبة تماما حيث{
𝑢1 + 𝑢3 = 30𝑒

ln(𝑢2) − ln(𝑢4) + 2 ln 3 = 0
  

  (𝒖𝒏)أساس المتتالية  𝒒و 𝒖𝟏تعيين  .1

ln(𝑢2) − ln(𝑢4) + 2 ln 3 = 0 ⇒ ln(𝑢4) − ln(𝑢2) = 2 ln 3 

⇒ ln (
𝑢4
𝑢2
) = 2 ln 3 ⇒ ln (

𝑢2. 𝑞
2

𝑢2
) = 2 ln 3 ⇒ ln 𝑞2 = 2 ln 3 

⇒ 2 ln 𝑞 = 2 ln 3 ⇒ 𝑞 = 3  

𝑢1 + 𝑢3 = 30𝑒 ⇒ 𝑢1 + 𝑢1. 𝑞
2 = 30𝑒 ⇒ 10𝑢1 = 30𝑒 ⇒ 𝑢1 = 3𝑒  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 عبارة .2

𝑢𝑛 = 𝑢1. 𝑞
𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 3𝑒. 3

𝑛−1 ⇒ 𝑢𝑛 = 3
𝑛. 𝑒  

𝑺𝒏: المجموع  𝒏حساب بدلالة  .3 = 𝒖𝟏 + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) ⇒ 𝑆𝑛 =

3𝑒

2
(3𝑛 − 1)  

فة  (𝒗𝒏)تتالية نعتبر الم .4 𝒗𝒏كما يلي :  ℕعلى المعر  = 𝐥𝐧(𝒖𝒏+𝟐) + 𝐥𝐧(𝒖𝒏+𝟏)  

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .أ

𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛+2) + ln(𝑢𝑛+1) = ln(3
𝑛+2. 𝑒) + ln(3𝑛+1. 𝑒) 

= ln(3𝑛+2) + ln(𝑒) + ln(3𝑛+1) + ln(𝑒) 

= (𝑛 + 2) ln 3 + (𝑛 + 1) ln 3 + 2 ⇒ 𝑣𝑛 = (2𝑛 + 3) ln 3 + 2  

 𝒓حسابية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها  (𝒗𝒏)بيان أن  المتتالية 

𝑣𝑛+1 = (2𝑛 + 5) ln 3 + 2 = (2𝑛 + 3) ln 3 + 2 + 2 ln 3 = 𝑣𝑛 + 2 ln 3 

2حسابية أساسها  (𝑣𝑛)نستنتج أنّ المتتالية  ln 𝑣0وحدها الأول  3 = 3 ln 3 + 2 

𝒗𝟎حيث  𝒏تعيين العدد الطبيعي  .ب + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏 = 𝟏𝟐 + 𝟒𝟖 𝐥𝐧𝟑 

𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 12 + 48 ln 3 ⇒
𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛) = 12 + 48 ln 3 
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⇒
𝑛 + 1

2
[3 ln 3 + 2 + (2𝑛 + 3) ln 3 + 2] = 12 + 48 ln 3 

⇒
𝑛 + 1

2
[2(𝑛 + 3) ln 3 + 4] = 12 + 48 ln 3 

⇒ (𝑛 + 1)[(𝑛 + 3) ln 3 + 2] = 12 + 48 ln 3 

⇒ {
2(𝑛 + 1) = 12

(𝑛 + 1)(𝑛 + 3) = 48
⇒ 𝑛 = 5  

 
 .11 حل التمرين

-I 𝒖𝟎 =
𝟑

𝟐
  ،𝒖𝒏+𝟏 =

𝟑𝒖𝒏+𝟔

𝒖𝒏+𝟒
  

𝒏 : 𝟏من أجل كل عدد طبيعي بيان أن   .1 < 𝒖𝒏 < 𝟐 

1تحقيق التراجع :  < 𝑢0 < 𝑢0)محققّة لأنّ  2 =
3

2
) 

1فرض التراجع : نفرض أنّ  < 𝑢𝑛 < 2 

1برهان التراجع : نبرهن أنّ  < 𝑢𝑛+1 < 2  

𝑢𝑛+1 =
3𝑢𝑛 + 6

𝑢𝑛 + 4
=
3𝑢𝑛 + 12 − 6

𝑢𝑛 + 4
=
3(𝑢𝑛 + 4) − 6

𝑢𝑛 + 4
= 3 −

6

𝑢𝑛 + 4
 

1 < 𝑢𝑛 < 2 ⇒ 5 < 𝑢𝑛 + 4 < 6 ⇒
1

6
<

1

𝑢𝑛 + 4
<
1

5
 

⇒ −
6

5
< −

6

𝑢𝑛 + 4
< −1 ⇒ 3 −

6

5
< 3 −

6

𝑢𝑛 + 4
< 3 − 1 

⇒
9

5
< 𝑢𝑛+1 < 2 ⇒ 1 < 𝑢𝑛+1 < 2 

𝑛 : 1من أجل كل عدد طبيعي  هأنّ  منه نستنتج < 𝑢𝑛 < 2 

  (𝒖𝒏)دراسة اتجاه تغي ر المتتالية  .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
3𝑢𝑛 + 6

𝑢𝑛 + 4
− 𝑢𝑛 =

3𝑢𝑛 + 6 − 𝑢𝑛
2 − 4𝑢𝑛

𝑢𝑛 + 4
= −

𝑢𝑛
2 + 𝑢𝑛 − 6

𝑢𝑛 + 4

= −
(𝑢𝑛 + 3)(𝑢𝑛 − 2)

𝑢𝑛 + 4
 

1 < 𝑢𝑛 < 2 ⇒ {
(𝑢𝑛 + 3)(𝑢𝑛 − 2) < 0

𝑢𝑛 + 4 > 0
⇒ −

(𝑢𝑛 + 3)(𝑢𝑛 − 2)

𝑢𝑛 + 4
> 0

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة   

 متقاربة (𝒖𝒏)استنتاج أن  المتتالية 

 ة ومحدودة من الأعلى ، فهي متقاربة متزايد (𝑢𝑛)المتتالية بما أنّ 
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  (𝒖𝒏)نهاية المتتالية  تخمين .3

، منه  2، فهي متقاربة نحو  2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛)المتتالية بما أنّ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2 

-II لتكن الدالة 𝒇  فة على −ℝالمعر  𝒇(𝒙)كما يلي :  {𝟒−} =
𝟑𝒙+𝟔

𝒙+𝟒
 

𝒇(𝒙)حل المعادلة  .1 = 𝒙  

𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇒
3𝑥 + 6

𝑥 + 4
= 𝑥 ⇒

3𝑥 + 6

𝑥 + 4
− 𝑥 = 0 ⇒

−𝑥2 − 𝑥 + 6

𝑥 + 4
= 0 

⇒ −(𝑥 + 3)(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 3− = 2 ⇒ 𝛼 = −3 ;  𝛽 = 2  

2. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏+𝟑

𝒖𝒏−𝟐
  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝒗𝒏)المتتالية  اثبات أن   .أ

𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛+1 + 3

𝑢𝑛+1 − 2
=

3𝑢𝑛 + 6
𝑢𝑛 + 4

+ 3

3𝑢𝑛 + 6
𝑢𝑛 + 4

− 2
=

3𝑢𝑛 + 6 + 3𝑢𝑛 + 12
𝑢𝑛 + 4

3𝑢𝑛 + 6 − 2𝑢𝑛 − 8
𝑢𝑛 + 4

=
6𝑢𝑛 + 18

𝑢𝑛 − 2
 

=
6(𝑢𝑛 + 3)

𝑢𝑛 − 2
= 6𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه ، المتتالية  = 𝑣0وحدها الأول  6 =
𝑢0+3

𝑢0−2
=

3

2
+3

3

2
−2
= −9 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏واستنتاج كتابة  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = −9 × 6

𝑛  

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 3

𝑢𝑛 − 2
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 − 2) = 𝑢𝑛 + 3 ⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 − 1) = 2𝑣𝑛 + 3 

𝑢𝑛 =
2𝑣𝑛 + 3

𝑣𝑛 − 1
=
2(𝑣𝑛 − 1) + 5

𝑣𝑛 − 1
= 2 +

5

𝑣𝑛 − 1
= 2 −

5

9 × 6𝑛 + 1
 

𝐥𝐢𝐦حساب  .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2 −
5

9 × 6𝑛 + 1
= 2  

 
 .12 حل التمرين

(𝑢𝑛)  متتالية عددية معرّفة علىℕ  : كما يلي{
𝑢0 = 1

𝑢𝑛+1 = 3𝑢𝑛 + 2
  

  𝒖𝟏  ،𝒖𝟐حساب  .1

𝑢1 = 3𝑢0 + 2 = 5 ;  𝑢2 = 3𝑢1 + 2 = 17 
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2. 𝒗𝒏 =
𝟐

𝒖𝒏+𝟏
  

 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول وأساسها (𝒗𝒏)المتتالية بيان أن   .أ

𝑣𝑛+1 =
2

𝑢𝑛+1 + 1
=

2

3𝑢𝑛 + 2 + 1
=
1

3
(

2

𝑢𝑛 + 1
) =

1

3
𝑣𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
1

3
𝑣0وحدها الأول   =

2

𝑢0+1
= 1 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏واستنتاج كتابة  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣𝑛. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 =

1

3𝑛
 

𝑣𝑛 =
2

𝑢𝑛 + 1
⇒ 𝑣𝑛(𝑢𝑛 + 1) = 2 ⇒ 𝑢𝑛 =

2 − 𝑣𝑛
𝑣𝑛

=
2 −

1
3𝑛

1
3𝑛

⇒ 𝑢𝑛 = 2.3
𝑛 − 1  

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2.3𝑛 − 1 = +∞  

3. 𝑺𝒏 = 𝒗𝟎
𝟐 + 𝒗𝟏

𝟐 +⋯+ 𝒗𝒏−𝟏
𝟐 

𝑺𝒏بيان أن   .أ =
𝟗

𝟖
[𝟏 − (

𝟏

𝟗
)
𝒏
]   

𝑆𝑛 = 𝑣0
2 + 𝑣1

2 +⋯+ 𝑣𝑛−1
2  

= 𝑣0
2 + (𝑣0. 𝑞)

2 + (𝑣0. 𝑞
2)2 +⋯+ (𝑣0. 𝑞

𝑛−1)2 

= 𝑣0
2 + 𝑣0

2. 𝑞2 + 𝑣0
2. 𝑞4 +⋯+ 𝑣0

2. 𝑞2𝑛−2 

= 𝑣0
2(1 + 𝑞2 + 𝑞4 +⋯+ 𝑞2𝑛−2) 

= 𝑣0
2 (
1 − 𝑞2𝑛

1 − 𝑞2
) = (

1 − (
1
3
)
2𝑛

1 − (
1
3
)
2 ) = (

1 − (
1
9
)
𝑛

8
9

) 

=
9

8
[1 − (

1

9
)
𝑛

]  

𝑺𝒏بحيث :  𝒏أصغر عدد طبيعي تعيين  .ب >
𝟏𝟎

𝟗
 

𝑆𝑛 >
10

9
⇒
9

8
[1 − (

1

9
)
𝑛

] >
10

9
⇒ 1 − (

1

9
)
𝑛

>
80

81
⇒ −(

1

9
)
𝑛

> −
1

81
 

⇒
1

9𝑛
<
1

81
⇒ 9𝑛 > 81 ⇒ 𝑛 > 2 ⇒ 𝑛 = 3  
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91 
 

𝝅𝒏الجداء :  𝒏حساب بدلالة  .4 = 𝒗𝟎 × 𝒗𝟏 × … × 𝒗𝒏 

𝜋𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × … × 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × 𝑣0. 𝑞2 × … × 𝑣0. 𝑞𝑛 

𝜋𝑛 = 𝑣0
𝑛+1 × 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑣0

𝑛+1 × 𝑞
𝑛(𝑛+1)

2 ⇒ 𝜋𝑛 =
1

3
𝑛(𝑛+1)

2

= 3
−𝑛(𝑛+1)

2  

 

 
 .13 حل التمرين

𝑢0 = 1  ،𝑣0 = 2  ،𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛+2𝑣𝑛  

3
  ،𝑣𝑛+1 =

𝑢𝑛+4𝑣𝑛  

5
  ،𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 

 هندسية (𝒘𝒏)المتتالية برهان أنّ  .1

𝑤𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝑣𝑛+1 =
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
−

𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5

=
5𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 − 3𝑢𝑛 − 12𝑣𝑛  

15
=

2

15
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) 

𝑤𝑛+1بما أنّ  =
2

15
𝑤𝑛  فإنّ المتتالية ،(𝑤𝑛)  هندسية أساسها𝑞 =

2

15
 

 تعيين نهايتها 

0بما أنّ  < 𝑞 < lim، فإنّ  1
𝑛→+∞

(𝑤𝑛) = 0 

 𝒏بدلالة  𝒘𝒏كتابة 

𝑤0 = 𝑢0 − 𝑣0 = −1 ; 𝑤𝑛 = 𝑤0. 𝑞𝑛 = − (
2

15
)

𝑛

 

𝒖𝒏+𝟏كتابة  .2 − 𝒖𝒏   و𝒗𝒏+𝟏 − 𝒗𝒏  بدلالة𝒘𝒏  

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
− 𝑢𝑛 =

−2𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
= −

2

3
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛)

= −
2

3
𝑤𝑛 

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5
− 𝑣𝑛 =

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛  

5
=

1

5
(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) =

1

5
𝑤𝑛 

 (𝒗𝒏)و  (𝒖𝒏)المتتاليتين استنتاج اتجاه تغيّر 

𝑤𝑛 < 0 ⇒ {
−

2

3
𝑤𝑛 > 0

1

5
𝑤𝑛 < 0

⇒ {
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0
𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 < 0

⇒ {
المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة

المتتالية (𝑣𝑛) متناقصة
 

 𝒍لهما نفس النهاية يرُمز لها  (𝒗𝒏)و  (𝒖𝒏)المتتاليتين بيان أنّ  .3

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛) = lim
𝑛→+∞

(𝑣𝑛) = 𝑙  
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4. 𝒕𝒏 = 𝟑𝒖𝒏 + 𝟏𝟎𝒗𝒏  المتتالية . برهان أن(𝒕𝒏) ج قيمة ثابتة ، ثم  استنتا𝒍  

𝑡𝑛+1 = 3𝑢𝑛+1 + 10𝑣𝑛+1 = 3(
𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛  

3
) + 10 (

𝑢𝑛 + 4𝑣𝑛  

5
) 

= 𝑢𝑛 + 2𝑣𝑛 + 2𝑢𝑛 + 8𝑣𝑛 = 3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛 = 𝑡𝑛 ⇒ المتتالية (𝑡𝑛) ثابتة  

limثابتة ، فإنّ  (𝑡𝑛)المتتالية بما أنّ 
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = 𝑡0 = 3𝑢0 + 10𝑣0 = 23 

lim
𝑛→+∞

𝑡𝑛 = 23 ⇒ lim
𝑛→+∞

(3𝑢𝑛 + 10𝑣𝑛) = 23 ⇒ 3𝑙 + 10𝑙 = 23 

⇒ 13𝑙 = 23 ⇒ 𝑙 =
23

13
 

 
 .14 حل التمرين

𝒈(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟐𝒙 − 𝟏
  ،𝑫𝒈 = ]

𝟏

𝟐
; +∞[ 

 𝒈دراسة اتجاه تغير الدالة  .1

𝑔′(𝑥) =
2𝑥(2𝑥 − 1) − 2𝑥2

(2𝑥 − 1)2
=
2𝑥(𝑥 − 1)

(2𝑥 − 1)2
 

𝑥 ∈ ]
1

2
; 1[ ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒ ; الدالة 𝑔 متناقصة  𝑥 ∈ [1;+∞[ ⇒ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 

⇒ الدالة 𝑔 متزايدة  

𝒙بيان أنهّ إذا كان   .2 ≥ 𝒈(𝒙)فإن  𝟏 ≥ 𝟏 

;1]متزايدة تماما على المجال  𝑔بما أنّ الدالة   ، فإنّ : ]∞+

𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(1) ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ 1 

3. 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒈(𝒖𝒏)    و𝒖𝟎 = 𝟐 

n  :𝒖𝒏بيان بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  .أ ≥ 𝟏 

𝑢0تحقيق التراجع :  • ≥ 𝑢0)محققّة لأنّ  1 = 2) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ  • ≥ 1 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  • ≥ 1 

𝑢𝑛 ≥ 1
من السؤال 2
⇒     𝑔(𝑢𝑛) ≥ 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ 1 

  )nu(تحديد اتجاه تغير المتتالية  .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛  −  1
− 𝑢𝑛 =

−𝑢𝑛
2 + 𝑢𝑛

2𝑢𝑛  −  1
=
𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛)

2𝑢𝑛  −  1
 

𝑢𝑛 ≥ 1 ⇒ 1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة  
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 )nu(استنتاج تقارب المتتالية  .ج

 فهي متقاربة  1متناقصة ومحدودة من الأسفل بالعدد  (𝑢𝑛)نّ المتتالية بما أ

4. 𝒗𝒏 =
𝒖𝒏−𝟏

𝒖𝒏
𝒘𝒏و     = 𝐥𝐧 (𝒗𝒏) 

 يطلب تعيين حدها الأول 2متتالية هندسية أساسها  )nw(بيان أنّ  .أ

𝑤𝑛+1 = ln(𝑣𝑛+1) = ln (
𝑢𝑛+1 − 1

𝑢𝑛+1
) = ln(

𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛  −  1
− 1

𝑢𝑛
2

2𝑢𝑛  −  1

) 

= ln (
𝑢𝑛
2 − 2𝑢𝑛 + 1

𝑢𝑛
2

) = ln (
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
)
2

= 2 ln (
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
) 

= 2 ln(𝑣𝑛) = 2𝑤𝑛 

 :حدها الأولو 2متتالية هندسية أساسها  )nw( نستنتج أنّ  منه

 𝑤0 = ln(𝑣0) = ln (
𝑢0−1

𝑢0
) = ln (

1

2
) = − ln 2 

  nبدلالة  nuو  nwكتابة عبارة  .ب

𝑤𝑛 = 𝑤0. 𝑞
𝑛 = −2𝑛. ln 2  

𝑣𝑛 =
𝑢𝑛 − 1

𝑢𝑛
⇒ 𝑢𝑛. 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛(𝑣𝑛 − 1) = −1 ⇒ 𝑢𝑛 =

1

1 − 𝑣𝑛
 

𝑤𝑛 = ln(𝑣𝑛) ⇒ 𝑣𝑛 = 𝑒
𝑤𝑛 

𝑢𝑛 =
1

1 − 𝑣𝑛
⇒ 𝑢𝑛 =

1

1 − 𝑒𝑤𝑛
=

1

1 − 𝑒−2
𝑛.ln 2

 

 nuحساب نهاية 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

1 − 𝑒−2
𝑛.ln 2⏟    
→0

= 1   

 
 .15 حل التمرين

-I 𝑓(𝑥) =
4

4−𝑥
  ،𝐷𝑓 = [−2; 4[ 

𝐥𝐢𝐦حساب  .1
𝒙
<
→𝟒

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
<
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

4

4 − 𝑥
= +∞  

  fدراسة تغيرات الدالة  .2

𝑓′(𝑥) =
4

(4 − 𝑥)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة  
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 fجدول تغيرات الدالة 

 

𝒙𝟎عند النقطة ذات الفاصلة  (Δ)كتابة معادلة المماس  .3 = 𝟐 

𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) ⇒ (∆) ∶ 𝑦 = 𝑥  

𝟎 بيان أنه إذا كان :  .4 ≤ 𝒙 ≤ 𝟎فإن  𝟐 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟐 

;0]متزايدة تماما على المجال  𝑓بما أنّ الدالة   ، فإنّ : [2

 0 ≤ 𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(2) ⇒ 1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 ⇒ 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2  

 )fC(و المنحنى   )Δ(انشاء المماس  .5

 )انظر الشكل التالي(

-II 𝒗𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒗𝒏)    و𝒗𝟎 = −𝟏 

 (𝒗𝒏)تعريف المتتالية  •

𝑣𝑛+1 =
4

4 − 𝑣𝑛
 ;  𝑣0 = −1 

,𝒗𝟒انشاء الحدود • 𝒗𝟑, 𝒗𝟐, 𝒗𝟏, 𝒗𝟎  
 

 
 

 2ومتقاربة نحو العدد  متزايدة (𝑣𝑛)المتتالية  أنّ نستنتج 
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𝟎  برهان بالتراجع أنّ :  • ≤ 𝒗𝒏 ≤ 𝟐   

0تحقيق التراجع :  ≤ 𝑣1 ≤ 𝑣1)محققّة لأنّ  2 =
4

5
) 

0فرض التراجع : نفرض أنّ :  ≤ 𝑣𝑛 ≤ 2 

0برهان التراجع : نبرهن أنّ :  ≤ 𝑣𝑛+1 ≤ 2  

0 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 2
من السؤال 4
⇒     0 ≤ 𝑓(𝑣𝑛) ≤ 2 ⇒ 0 ≤ 𝑣𝑛+1 ≤ 2 

 متزايدة تماما (𝒗𝒏)برهان أن المتتالية  •

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 =
4

4 − 𝑣𝑛
− 𝑣𝑛 =

𝑣𝑛
2 − 4𝑣𝑛 + 4

4 − 𝑣𝑛
=
(𝑣𝑛 − 2)

2

4 − 𝑣𝑛
 

𝑣𝑛 ≤ 2 ⇒ 4 − 𝑣𝑛 ≥ 2 ⇒ 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 ≥ 0 ⇒  المتتالية (𝑣𝑛) متزايدة

 ، نستنتج أنها متقاربة  2متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑣𝑛)المتتالية  أنّ بما 

𝒗𝒏برهان بالتراجع أن :  • =
𝟔𝒏−𝟐

𝟑𝒏+𝟐
  

𝑣0تحقيق التراجع :  = −1  

𝑣𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ  =
6𝑛−2

3𝑛+2
 

𝑣𝑛+1 برهان التراجع : نبرهن أنّ  =
6𝑛+4

3𝑛+5
 

𝑣𝑛+1 =
4

4 − 𝑣𝑛
=

4

4 −
6𝑛 − 2
3𝑛 + 2

=
4(3𝑛 + 2)

6𝑛 + 10
=
4(3𝑛 + 2)

2(3𝑛 + 5)
=
6𝑛 + 4

3𝑛 + 5
 

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝒗𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

6𝑛 + 4

3𝑛 + 5
= lim
𝑛→+∞

6𝑛

3𝑛
= 2  

 
 .16 حل التمرين

𝑧3 = [𝑟3, 𝜃3] ، 𝑧2 = [𝑟2, 𝜃2] ، 𝑧1 = [𝑟1, 𝜃1] 

 :𝑧3 ، 𝑧2 ، 𝑧1د الأعداد المركبة اجيا .1

 طريقة أولى:

{
𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖)

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟2

3

⇒ {
(𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3)𝑒

(𝜃1+𝜃2+𝜃3)𝑖 = 8𝑒𝑖
𝜋
4

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟2

3

 

⇒ 𝑟2
3𝑒𝑖(3𝜃2) = 8𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ {

𝑟2
3 = 8

3𝜃2 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {

𝑟2 = 2

𝜃2 =
𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3

 

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
⇒
𝜋

2
< 𝜃1 +

𝜋

2
< 𝜋 ⇒

𝜋

2
< 𝜃2 < 𝜋 ⇒

𝜋

2
<
𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3
< 𝜋 
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⇒
1

2
<
1

12
+
2𝑘

3
< 1 ⇒ 0,6 < 𝑘 < 1,4 ⇒ 𝑘 = 1 ⇒ 𝜃2 =

𝜋

12
+
2𝜋

3
 

⇒ 𝜃2 =
3𝜋

4
 

{
 

 𝑟1 =
𝑟2
𝑞
=
2

2
= 1

𝜃1 = 𝜃2 − 𝑟 =
3𝜋

4
−
𝜋

2
=
𝜋

4

; {

𝑟3 = 𝑟2 × 𝑞 = 2 × 2 = 4

𝜃3 = 𝜃2 + 𝑟 =
3𝜋

4
+
𝜋

2
=
5𝜋

4

 

𝒛𝟏 = 𝒆
𝒊
𝝅
𝟒 =

√𝟐

𝟐
+
√𝟐

𝟐
𝒊; 𝒛𝟐 = 𝟐𝒆

𝒊
𝟑𝝅
𝟒 = −√𝟐 + √𝟐𝒊 ; 𝒛𝟑 = 𝟒𝒆

𝒊
𝟓𝝅
𝟒 = −𝟐√𝟐 − 𝟐√𝟐𝒊  

 :ثانيةطريقة 

{

𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖)

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 𝜃1 + 𝜃1 +
𝜋

2
+ 𝜃1 + 𝜋

𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟1 × 2𝑟1 × 4𝑟1

⇒

{
 
 

 
 (𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3)𝑒

(𝜃1+𝜃2+𝜃3)𝑖 = 8𝑒𝑖
𝜋
4

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃1 +
3𝜋

2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 8𝑟1

3

 

⇒ 8𝑟1
3𝑒
𝑖(3𝜃1+

3𝜋
2
)
= 8𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ {

8𝑟1
3 = 8

3𝜃1 +
3𝜋

2
=
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟1 = 1

𝜃1 = −
5𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3

 

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
⇒ 0 < −

5𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3
<
𝜋

2
⇒ 0 < −

5

12
+
2𝑘

3
<
1

2
 

⇒ 0,6 < 𝑘 < 1,4 ⇒ 𝑘 = 1 ⇒ 𝜃1 = −
5𝜋

12
+
2𝜋

3
⇒ 𝜃1 =

𝜋

4
 

{

𝑟2 = 𝑟1 × 𝑞 = 1 × 2 = 2

𝜃2 = 𝜃1 + 𝑟 =
𝜋

4
+
𝜋

2
=
3𝜋

4

 ; {
𝑟3 = 𝑟1 × 𝑞

2 = 1 × 22 = 4

𝜃3 = 𝜃1 + 2𝑟 =
𝜋

4
+ 𝜋 =

5𝜋

4

 

𝒛𝟏 = 𝒆
𝒊
𝝅
𝟒 =

√𝟐

𝟐
+
√𝟐

𝟐
𝒊; 𝒛𝟐 = 𝟐𝒆

𝒊
𝟑𝝅
𝟒 = −√𝟐 + √𝟐𝒊 ; 𝒛𝟑 = 𝟒𝒆

𝒊
𝟓𝝅
𝟒 = −𝟐√𝟐 − 𝟐√𝟐𝒊  

𝑂𝐴⃗⃗‖ج اواستنت CوA،Bالنقط  انشاء .2 ⃗⃗  ⃗‖،‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖،‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

‖𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧1| = 1 ; ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧2| = 2 ; ‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧3| = 4 
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𝑂𝐴2التي تحقق:  Mن مجموعة النقط يعيت .3 + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 

𝑂𝐴2 + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 ⇒ 1 + 4 + 16 + 𝑂𝑀2 = 22 

⇒ 𝑂𝑀2 = 1 

 1ونصف قطرها  𝑂هي الدائرة التي مركزها Mمجموعة النقط 

 على الشكل الجبري Lالمركب  العدد ةباكت .4     

𝐿 =
𝑧 + 𝑧2
𝑧

=
𝑥 + 𝑖𝑦 − √2 + √2𝑖

𝑥 + 𝑖𝑦
=
(𝑥 − √2) + (𝑦 + √2)𝑖

𝑥 + 𝑖𝑦
 

=
[(𝑥 − √2) + (𝑦 + √2)𝑖](𝑥 − 𝑖𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
 

=
[𝑥(𝑥 − √2) + 𝑦(𝑦 + √2)] + [𝑥(𝑦 + √2) − 𝑦(𝑥 − √2)]𝑖

𝑥2 + 𝑦2
 

𝐿 =
𝑥2 + 𝑦2 − √2𝑥 + √2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
√2𝑥 + √2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑖  

 حقيقيا Lن مجموعة النقط حتى يكون العدد يعيت .5     

𝐿 ∈ ℝ ⇒ {
√2𝑥 + √2𝑦 = 0

𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦 = −𝑥
(𝑥; 𝑦) ≠ (0; 0) 

𝑦هي المستقيم ذي المعادلة  حقيقيا Lمجموعة النقط حتى يكون العدد  = −𝑥  

 )المنصّف الثاني( باستثناء المبدأ

 
 .17 حل التمرين

𝒍𝒏𝒖𝟑 + 𝟐𝒍𝒏√𝒖𝟔 = 𝟏𝟏  ;  𝒍𝒏𝒖𝟑 − 𝒍𝒏 𝒖𝟐 = 𝟏 

 0uو حدها الأول  )nu(تعيين أساس المتتالية  .1

ln 𝑢3 − ln 𝑢2 = 1 ⇒ ln
𝑢3
𝑢2
= ln 𝑒  ⇒

𝑢3
𝑢2
= 𝑒 ⇒ 𝑞 = 𝑒  

ln 𝑢3 + ln 𝑢6 = 11 ⇒ ln(𝑢3. 𝑢6) = ln(𝑒
11) ⇒  𝑢3. 𝑢6 = 𝑒

11 

⇒ 𝑢0. 𝑒
3. 𝑢0. 𝑒

6 = 𝑒11 ⇒ 𝑢0
2. 𝑒9 = 𝑒11 ⇒ 𝑢0² =

𝑒11

𝑒9
= 𝑒2  ⇒ 𝑢0 = 𝑒  

 nu… + +  2u+  1u، ثم حساب المجموع :  nبدلالة  nuكتابة  .2

𝑢𝑛 = 𝑢0. 𝑞
𝑛 = 𝑒. 𝑒𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

𝑛+1  

𝑆 = 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) ⇒ 𝑆 = 𝑒2 (

1 − 𝑒𝑛

1 − 𝑒
)  

)nv(  متتالية عددية معرفة علىN  : بـ𝒗𝒏 = 𝟑𝒍𝒏 𝒖𝒏+𝟏 − 𝒍𝒏 𝒖𝒏 

 متتالية حسابية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول )nv(أن اثبات  .3
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𝑣𝑛 = 3 ln 𝑢𝑛+1 − ln 𝑢𝑛 = 3 ln 𝑒
𝑛+2 − ln 𝑒𝑛+1 = 3(𝑛 + 2) − (𝑛 + 1) 

𝑣𝑛 = 2𝑛 + 5  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = 2𝑛 + 7 − 2𝑛 − 5 = 2  

𝑟أساسها متتالية حسابية  )nv(، نستنتج أنّ منه = 𝑣0و حدها الأول  2 = 5 

 nv… + +  1v+  0v=  nS-1المجموع :  nحساب بدلالة  .4

𝑆𝑛 = 𝑣0 +⋯+ 𝑣𝑛−1 =
𝑛

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛−1) =

𝑛

2
(5 + 2𝑛 + 3) = 𝑛(𝑛 + 4)  

 
 .18 حل التمرين

  𝒒و  𝒖𝟎تعيين  (1

3𝑢0
2 = 𝑢3 − 𝑢1 ⇒ 3𝑢0

2 = 𝑢0𝑞
3 − 𝑢0𝑞 ⇒ 3𝑢0 = 𝑞(𝑞

2 − 1) 

{
𝑞 ∣ 3𝑢0

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑞; 𝑢0) = 1
⇒ 𝑞 ∣ 3 ⇒ 𝑞 = 𝑞  أو 1 = 3 

𝑢0بما أنّ  ≠ 𝑞فإنّ   0 ≠ 𝑞 منه  1 = 3 

3𝑢0 = 𝑞(𝑞
2 − 1) ⇒ 3𝑢0 = 3(8) ⇒ 𝑢0 = 8  

2) 𝒖𝟎 = 𝟖  ،𝒒 = 𝟑 

 𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑حساب الحدود  -أ

𝑢1 = 𝑢0. 𝑞 = 24  ; 𝑢2 = 𝑢1. 𝑞 = 72  ; 𝑢3 = 𝑢2. 𝑞 = 216  

 nبدلالة  𝒖𝒏تعيين عبارة  -ب

𝑢𝑛 = 𝑢0. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 8. 3

𝑛  

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

8. 3𝑛 = +∞ ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متباعدة  

3) 𝑺𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

:  -أ 𝑺𝒏التحقق أن  = 𝟒(𝟑
𝒏+𝟏 − 𝟏) 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑢0. 𝑞 + ⋯+ 𝑢0. 𝑞
𝑛 

𝑆𝑛 = 𝑢0(1 + 𝑞 +⋯+ 𝑞
𝑛) = 𝑢0(

𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) 

𝑆𝑛 = 8(
3𝑛+1 − 1

3 − 1
) = 4(3𝑛+1 − 1)  

 nبدلالة  𝑷𝒏حساب  -ب

𝑃𝑛 = 𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑢0. 𝑞 × 𝑢0. 𝑞
2 × …× 𝑢0. 𝑞

𝑛 

𝑃𝑛 = 𝑢0
𝑛+1. 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑢0

𝑛+1. 𝑞
𝑛(𝑛+1)
2 ⇒ 𝑃𝑛 = 8

𝑛+1. 3
𝑛(𝑛+1)
2  
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 13على  𝟑𝒏دراسة بواقي قسمة  -ج

30 ≡ 1[13] ;  31 ≡ 3[13] ; 32 ≡ 9[13] ; 33 ≡ 1[13]  

33𝑘 ≡ 1[13] ; 33𝑘+1 ≡ 3[13] ; 33𝑘+2 ≡ 9[13]  

𝑺𝒏حيث  nتعيين قيم  -د ≡ 𝟎[𝟏𝟑]  

𝑆𝑛 ≡ 0[13] ⇒ 4(3
𝑛+1 − 1) ≡ 0[13] 

𝑛 + 1 3𝑘 3𝑘 + 1 3𝑘 + 2  

3𝑛+1 ≡ 1 3 9 [13] 

3𝑛+1 − 1 ≡ 0 2 8 [13] 

4(3𝑛+1 − 1) ≡ 0 8 6 [13] 

𝑆𝑛 ≡ 0[13] ⇒ 𝑛 + 1 = 3𝑘 ⇒ 𝑛 = 3𝑘 − 1 ; 𝑘 ∈ ℕ∗  

 
 .19 حل التمرين

𝑧′ =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧 + 1 

 θوزاويته  𝒌، نسبته  ωذو اللاحقة  Ωتشابه مباشر يطُلب تعيين مركزه  𝒇 ر أن  يبرت .1

𝑎 =
1

2
(1 + 𝑖) =

√2

2
(
√2

2
+
√2

2
𝑖) =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4  ;  𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎

=
1

1 −
1
2
(1 + 𝑖)

=
2

1 − 𝑖
= 1 + 𝑖  

;Ω(1تشابه مباشر مركزه  𝑓منه ، نستنتج أنّ  ، نسبته  (1
√2

2
ته وزاوي 

𝜋

4
 

𝑨𝒏+𝟏نضع :  𝒏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝑶النقطة  𝑨𝟎نسمي  .2 = 𝒇(𝑨𝒏) 

  𝑨𝟏  ،𝑨𝟐  ،𝑨𝟑تعيين لاحقات النقط  .أ

𝐴1 = 𝑓(𝐴0) ⇒ 𝑧1 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧0 + 1 ⇒ 𝑧1 = 1  

𝐴2 = 𝑓(𝐴1) ⇒ 𝑧2 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧1 + 1 =

1

2
(1 + 𝑖) + 1 ⇒ 𝑧2 =

1

2
(3 + 𝑖)  

𝐴3 = 𝑓(𝐴2) ⇒ 𝑧3 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧2 + 1 =

1

4
(1 + 𝑖)(3 + 𝑖) + 1

⇒ 𝑧3 =
3

2
+ 𝑖  
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 هندسية  (𝒖𝒏)متتالية بيان أن  ال .ب

{
𝑢𝑛+1 = Ω𝐴𝑛+1
𝐴𝑛+1 = 𝑓(𝐴𝑛)

⇒ Ω𝐴𝑛+1 =
√2

2
Ω𝐴𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 =

√2

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)الية متتأنّ النستنتج  =
√2

2
𝑢0وحدهّا الأول   =

Ω𝐴0 = |𝜔| = |1 + 𝑖| = √2 

𝒖𝒏هي :   𝒖𝒏بيان أن  عبارة الحد العام        = √𝟐(
𝟏

√𝟐
)
𝒏

 

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞
𝑛 = √2(

√2

2
)

𝑛

⇒ 𝑢𝑛 = √2(
1

√2
)
𝑛

 

ونصف  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝑨𝒏تنتمي كل النقط ى حت 𝒏𝟎رتبة تعيين  .ج

,𝟎قطره  𝟏  

إذا وفقط إذا  0,1ونصف قطره  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝐴𝑛تنتمي النقط 

Ω𝐴𝑛كان  ≤ 0,1 

Ω𝐴𝑛 ≤ 0,1 ⇒ 𝑢𝑛 ≤ 0,1 ⇒ √2 (
1

√2
)
𝑛

≤ 0,1 ⇒ (
1

√2
)
𝑛

≤
0,1

√2
 

⇒ ln (
1

√2
)
𝑛

≤ ln (
0,1

√2
) ⇒ 𝑛 ln (

1

√2
)

⏟    
<0

≤ ln (
0,1

√2
) ⇒ 𝑛 ≥

ln (
0,1

√2
)

ln (
1

√2
)

 

⇒ 𝑛 ≥ 7,64 ⇒ 𝑛0 = 8  

  Ω𝑨𝟎𝑨𝟏المثلث تعيين طبيعة أ.           .3

{
Ω𝐴1 = 𝐴0𝐴1 = 1
(Ω𝐴1) ⊥ (𝐴0𝐴1)

⇒ المثلثΩ𝐴0𝐴1 قائم في 𝐴1 ومتساوي الساقين  

 

Ω 

227



 Ω𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏المثلث طبيعة  𝒏من أجل كل عدد طبيعي استنتاج       

بالتشابه المباشر  Ω𝐴0𝐴1المثلث هو صورة  Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1المثلث بما أنّ 

𝑓𝑛 = 𝑓𝑜𝑓𝑜…𝑜𝑓⏟      
𝑛 مرة

التشابه المباشر يحافظ على الأشكال ، أنّ علما ، و 

 ومتساوي الساقين 𝐴𝑛+1قائم في  Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1لث المثنستنتج أنّ 

 

𝐥𝐢𝐦حساب و 𝒏بدلالة 𝒍𝒏 كتابة ب.       
𝒏→+∞

𝒍𝒏  

𝑙𝑛 = Ω𝐴1 + Ω𝐴2 +⋯+ Ω𝐴𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) 

𝑙𝑛 =

1 − (
√2
2
)

𝑛

1 − (
√2
2
)

=
2

2 − √2
[1 − (

√2

2
)

𝑛

]  

lim
𝑛→+∞

𝑙𝑛 = lim
𝑛→+∞

2

2 − √2
[1 − (

√2

2
)

𝑛

] =
2

2 − √2
 ;  [(

√2

2
)

𝑛

→ 0] 

 
 .20 حل التمرين

}بحيث :  𝒓و 𝒖𝟎تعيين  .1
𝒖𝟎 + 𝒓 = 𝟒

𝒖𝟎
𝟐 = 𝒖𝟏𝟎 − 𝒖𝟏

 

𝑢0
2 = 𝑢10 − 𝑢1 ⇒ 𝑢0

2 = 𝑢0 + 10𝑟 − 𝑢0 − 𝑟 ⇒ 𝑢0
2 = 9𝑟 ⇒ 𝑟 =

𝑢0
2

9
 

𝑢0 + 𝑟 = 4 ⇒ 𝑢0 +
𝑢0
2

9
= 4 ⇒ 𝑢0

2 + 9𝑢0 − 36 = 0 ⇒ 𝑢0 = 3   

(𝑢0 ≥ 𝑢0 مرفوضة لأنّ  0 = −12 ) 

𝑢0 + 𝑟 = 4 ⇒ 𝑟 = 1  

𝑺𝒏حساب المجموع :  .2 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

𝑆𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢𝑛) =

𝑛 + 1

2
(𝑢0 + 𝑢0 + 𝑛𝑟) =

(𝑛 + 1)(𝑛 + 6)

2
 

3. 𝒗𝒏 = 𝒆
𝒖𝒏  ، 𝒕𝒏 = −

𝟏

𝒖𝒏
 

 هندسية  (𝒗𝒏)المتتالية بيان أن   .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑒
𝑢𝑛+1 = 𝑒𝑢𝑛+𝑟 = 𝑒𝑢𝑛+1 = 𝑒. 𝑒𝑢𝑛 ⇒ 𝑣𝑛+1 = 𝑒. 𝑣𝑛  

𝑣0وحدهّا الأول  𝑒هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه ، المتتالية  = 𝑒
𝑢0 = 𝑒3 
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𝑷𝒏: ، حيث  𝒏بدلالة  𝑷𝒏حساب عبارة  = 𝒗𝟎 × 𝒗𝟏 × …× 𝒗𝒏  

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑒. 𝑣0 × …× 𝑒
𝑛. 𝑣0 

𝑃𝑛 = 𝑣0
𝑛+1. 𝑒1+⋯+𝑛 = 𝑒3(𝑛+1). 𝑒

𝑛(𝑛+1)
2 = 𝑒

(𝑛+1)(
1
2
𝑛+3)

 

  (𝒕𝒏)و  (𝒗𝒏)د اتجاه تغي ر كل من المتتاليتين يحدت .ب

𝑒)فهي إذن متزايدة  𝑒هندسية أساسها  (𝑣𝑛)بما أنّ المتتالية  > 1) 

𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = −
1

𝑢𝑛+1
+
1

𝑢𝑛
=
𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛
𝑢𝑛. 𝑢𝑛+1

=
𝑟

𝑢𝑛. 𝑢𝑛+1
=

1

𝑢𝑛. 𝑢𝑛+1
 

.𝑢𝑛موجبة ، فإنّ  (𝑢𝑛)المتتالية بما أنّ حدود  𝑢𝑛+1 >  :، أي 0

𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 >  .متزايدة (𝑡𝑛)المتتالية ، منه  0

 
 .21 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟏

𝟖
  ،𝒖𝒏+𝟏 = (𝟐 − 𝒖𝒏)𝒖𝒏  

  (𝒅)والمستقيم  )fC(حنى المن انشاءأ.  .1

𝑓(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑥 = −𝑥2 + 2𝑥 ; 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 2 = 2(−𝑥 + 1) 

 
 𝒖𝟐و 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏ل على محور الفواصل الحدود يمثتب. 

 

 وتقاربها  (𝒖𝒏)ن بالنسبة لاتجاه تغي ر المتتالية يتخمال     

 1متزايدة ومتقاربة نحو العدد  (𝑢𝑛)من المنحنى البياني نخمن أنّ المتتالية       
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𝒏 : 𝟎من أجل كل عدد طبيعي أ.   برهان بالتراجع أن   .2 < 𝒖𝒏 < 𝟏 

0تحقيق التراجع :  • < 𝑢0 < 𝑢0)محققّة لأنّ  1 =
1

8
) 

0فرض التراجع : نفرض أنّ  • < 𝑢𝑛 < 1 

0برهان التراجع : نبرهن أنّ  • < 𝑢𝑛+1 < 1 

0 < 𝑢𝑛 < 1 ⇒ 0 < 𝑓(𝑢𝑛) < 1 ⇒ 0 < 𝑢𝑛+1 < 1 

𝑛 : 0من أجل كل عدد طبيعي منه ، نستنتج أنهّ  < 𝑢𝑛 < 1 

 ℕمتزايدة تماما على  (𝒖𝒏)ب. بيان أن  المتتالية 

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = (2 − 𝑢𝑛)𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(2 − 𝑢𝑛 − 1) = 𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛) 

0 < 𝑢𝑛 < 1 ⇒ −1 < −𝑢𝑛 < 0 ⇒ 0 < 1 − 𝑢𝑛 < 1 

  ⇒ 0 < 𝑢𝑛(1 − 𝑢𝑛) < 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 

 ℕمتزايدة تماما على  (𝑢𝑛)منه ، المتتالية 

 متقاربة  (𝒖𝒏)ج. استنتاج أن  المتتالية 

 ومحدودة من الأعلى ، فهي متقاربة متزايدة (𝑢𝑛)المتتالية     

𝐥𝐢𝐦حساب     
𝒏→+∞

𝒖𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ (2 − 𝑙)𝑙 = 𝑙 ⇒ 𝑙(1 − 𝑙) = 0 

⇒ 𝑙 = 0 (𝑢𝑛 > 𝑙 أو (مرفوضة لأنّ  0 = 1 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1  

3. 𝒗𝒏 = 𝐥𝐧 (𝟏 − 𝒖𝒏)  

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدها الأول (𝒗𝒏)المتتالية برهان أن   .أ

𝑣𝑛+1 = ln(1 − 𝑢𝑛+1) = ln[(1 − (2 − 𝑢𝑛)𝑢𝑛)] = ln(1 − 2𝑢𝑛 + 𝑢𝑛
2) 

= ln(1 − 𝑢𝑛)
2 = 2 ln(1 − 𝑢𝑛) ⇒ 𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛  

𝑣0وحدها الأول  2هندسية أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية منه ،  = ln (
7

8
) 

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = ln (

7

8
) . 2𝑛  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏استنتاج كتابة 

𝑣𝑛 = ln(1 − 𝑢𝑛) ⇒ 1 − 𝑢𝑛 = 𝑒
𝑣𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 = 1 − 𝑒

𝑣𝑛 = 1 − 𝑒ln(
7
8).2

𝑛

 

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏حساب المجموع  .ج

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = (2𝑛+1 − 1) ln (

7

8
)  
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 𝒏دلالة ب 𝑷𝒏استنتاج الجداء  .د

𝑃𝑛 = (1 − 𝑢0)(1 − 𝑢1) × …× (1 − 𝑢𝑛) 

ln 𝑃𝑛 = ln[(1 − 𝑢0)(1 − 𝑢1) × …× (1 − 𝑢𝑛)] 

ln 𝑃𝑛 = ln(1 − 𝑢0)⏟      
𝑣0

+ ln(1 − 𝑢1)⏟      
𝑣1

+⋯+ ln(1 − 𝑢𝑛)⏟      
𝑣𝑛

= 𝑆𝑛 ⇒ 𝑃𝑛 = 𝑒
𝑆𝑛

⇒ 𝑃𝑛 = 𝑒
(2𝑛+1−1) ln(

7
8
)

 

 
 .22 حل التمرين

𝒖𝟎 =
𝟏𝟏

𝟒
 ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝟑𝒖𝒏 − 𝟒 

  𝒖𝟐و   𝒖𝟏حساب الحدين  .1

𝑢1 = 3𝑢0 − 4 =
33

4
− 4 =

17

4
 ; 𝑢2 = 3𝑢1 − 4 =

51

4
− 4 =

35

4
 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)برهان أن  المتتالية  .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 3𝑢𝑛 − 4 − 𝑢𝑛 = 2𝑢𝑛 − 4 = 2(𝑢𝑛 − 2) 

𝑛  :𝑢𝑛نبرهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  > 2 

𝑢0تحقيق التراجع :  • > 𝑢0 )محققّة 2 =
11

4
 ) 

𝑢𝑛نفرض أنّ التراجع : فرض  • > 2 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  • > 2 

𝑢𝑛 > 2 ⇒ 3𝑢𝑛 > 6 ⇒ 3𝑢𝑛 − 4 > 2 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 2 

𝑢𝑛بما أنّ  > 𝑢𝑛)2، فإنّ  2 − 2) > 𝑢𝑛+1، أي  0 − 𝑢𝑛 >  ، منه المتتالية  0

(𝑢𝑛) متزايدة تماما 

3. 𝒗𝒏 = 𝟒𝒖𝒏 + 𝜶  ،𝜶 ∈ ℝ 

 هندسية  (𝒗𝒏)المتتالية حيث تكون  αعدد الحقيقي تعيين ال .أ

𝑣𝑛+1 = 4𝑢𝑛+1 + 𝛼 = 4(3𝑢𝑛 − 4) + 𝛼 = 12𝑢𝑛 − 16 + 𝛼 

= 3(4𝑢𝑛 +
𝛼 − 16

3
) 

هندسية إذا وفقط إذا  (𝑣𝑛)المتتالية تكون 
𝛼−16

3
= 𝛼  أي ،𝛼 − 16 = 3𝛼  

𝛼منه  = −8 

  𝒏بدلالة  𝒖𝒏و 𝒗𝒏كتابة  .ب

𝑣0 = 4𝑢0 − 8 = 3 ; 𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 3. 3𝑛 ⇒ 𝑣𝑛 = 3

𝑛+1  

𝑣𝑛 = 4𝑢𝑛 − 8 ⇒ 𝑢𝑛 =
1

4
𝑣𝑛 + 2 ⇒ 𝑢𝑛 =

3𝑛+1

4
+ 2  
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 محدودة  (𝒖𝒏)المتتالية بيان أن   .ج

limبما أنّ 
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = غير محدودة )محدودة  (𝑢𝑛)المتتالية ، نستنتج أنّ  ∞+

 من الأسفل فقط(

 متقاربة (𝒘𝒏)برهان أن  المتتالية  .د

𝑤𝑛 = 𝑢0 +
𝑢1
4
+
𝑢2
42
+⋯+

𝑢𝑛
4𝑛

 

=
1

4
𝑣0 + 2 +

1

42
𝑣1 +

2

4
+
1

43
𝑣2 +

2

42
+⋯+

1

4𝑛+1
𝑣𝑛 +

2

4𝑛
 

=
1

4
𝑣0 +

3

42
𝑣0 +

32

43
𝑣0 +⋯+

3𝑛

4𝑛+1
𝑣0 + 2 +

2

4
+
2

42
+⋯

2

4𝑛
 

=
𝑣0
4
(1 +

3

4
+ (
3

4
)
2

+⋯+ (
3

4
)
𝑛

) + 2 (1 +
1

4
+
1

42
+⋯

1

4𝑛
) 

=
3

4
(
1 − (

3
4
)
𝑛+1

1 −
3
4

) + 2(
1 −

1
4𝑛+1

1 −
1
4

) 

= 3 [1 − (
3

4
)
𝑛+1

] +
8

3
(1 −

1

4𝑛+1
) 

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 3 +
8

3
=
17

3
⇒ المتتالية (𝑤𝑛) متقاربة  
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′𝟐𝒚لمعادلة التفاضلية : أ. حل ا .1 − 𝒚 = 𝟎 

2𝑦′ − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ =
1

2
𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒

1
2𝑥  

𝒇(𝟐)الذي يحقق :  𝒇ب. تعيين الحل  = 𝟏 

𝑓(2) = 1 ⇒ 𝑐𝑒 = 1 ⇒ 𝑐 = 𝑒−1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒
1
2𝑥−1  

2. 𝒖𝒏 = 𝒆
𝒏−𝟐

𝟐  

 𝒒وأساسها  𝒖𝟎 هندسية يطُلب تعيين حدها الأول (𝒖𝒏)برهان أن  المتتالية  .أ

𝑢𝑛+1 = 𝑒
𝑛−1
2 = 𝑒

𝑛−2
2 +

1
2 = 𝑒

𝑛−2
2 . 𝑒

1
2 ⇒ 𝑢𝑛+1 = √𝑒. 𝑢𝑛  

𝑢0هندسية حدها الأول  (𝑢𝑛)المتتالية منه ،  = 𝑒
𝑞وأساسها  1− = √𝑒 

 𝒏بدلالة  𝑺𝟏حساب المجموع  .ب

𝑆1 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛−1 = 𝑢0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) ⇒ 𝑆1 = 𝑒

−1 (
√𝑒

𝑛
− 1

√𝑒 − 1
)  
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3. 𝒗𝒏 = 𝐥𝐧(𝒖𝒏)  

 𝒓وأساسها  𝒗𝟎حسابية يطُلب تعيين حدها الأول  (𝒗𝒏)المتتالية برهان أن   .أ

𝑣𝑛+1 = ln(𝑢𝑛+1) = ln(√𝑒. 𝑢𝑛) = ln√𝑒 + ln 𝑢𝑛 ⇒ 𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛 +
1

2
 

𝑣0حدها الأول  حسابية (𝑣𝑛)المتتالية منه،  = ln 𝑒
−1 = 𝑟وأساسها  1− =

1

2
 

𝑺𝟐المجموع :  𝒏حساب بدلالة  .ب = 𝒗𝟎 + 𝒗𝟏 +⋯+ 𝒗𝒏   

𝑆2 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 =
𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣𝑛) =

𝑛 + 1

2
(𝑣0 + 𝑣0 + 𝑛𝑟) 

𝑆2 =
𝑛 + 1

2
(−2 +

1

2
𝑛)  =

(𝑛 + 1)(𝑛 − 4)

4
 

𝑺𝟐حتى يكون  𝒏تعيين قيمة العدد الطبيعي  .ج =
𝟑

𝟐
 

𝑆2 =
3

2
⇒
(𝑛 + 1)(𝑛 − 4)

4
=
3

2
⇒ (𝑛 + 1)(𝑛 − 4) = 6 

⇒ 𝑛2 − 3𝑛 − 10 = 0 ⇒ 𝑛 = 5  

 𝒏بدلالة  𝑷حساب الجداء  .4

𝑃 = 𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑢0. 𝑞 × …× 𝑢0. 𝑞
𝑛 = 𝑢0

𝑛+1. 𝑞1+2+⋯+𝑛 

= 𝑢0
𝑛+1. 𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 = 𝑒−(𝑛+1). √𝑒

𝑛(𝑛+1)
2 = 𝑒−(𝑛+1). 𝑒

𝑛(𝑛+1)
4  

= 𝑒
𝑛(𝑛+1)
4 −(𝑛+1) = 𝑒

(𝑛+1)(𝑛−4)
4  
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𝒖𝟎 = 𝒆
𝟐  ،𝒖𝒏 = √

𝒖𝒏−𝟏

𝒆
  ،𝒗𝒏 =

𝟏

𝟐
𝐥𝐧𝒖𝒏 +

𝟏

𝟐
 

هندسية أساسها  (𝒗𝒏)بيان أن  المتتالية  .1
𝟏

𝟐
 حساب حدها الأولو،  

𝑣𝑛+1 =
1

2
ln 𝑢𝑛+1 +

1

2
=
1

2
ln√

𝑢𝑛
𝑒
+
1

2
=
1

2
ln (
𝑢𝑛
𝑒
)

1
2
+
1

2
=
1

4
ln (
𝑢𝑛
𝑒
) +

1

2
 

=
1

4
(ln 𝑢𝑛 − 1) +

1

2
=
1

4
ln 𝑢𝑛 +

1

4
=
1

2
(
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
) =

1

2
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية منه ، 
1

2
𝑣0، وحدها الأول   =

1

2
ln 𝑢0 +

1

2
=

3

2
 

  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .2

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 =

3

2
(
1

2
)
𝑛

=
3

2𝑛+1
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 𝒏بدلالة  𝒖𝒏استنتاج عبارة 

𝑣𝑛 =
1

2
ln 𝑢𝑛 +

1

2
⇒
1

2
ln 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 −

1

2
⇒ ln 𝑢𝑛 = 2𝑣𝑛 − 1 =

3

2𝑛
− 1 

ln 𝑢𝑛 = 3.2
−𝑛 − 1 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑒

3.2−𝑛−1  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏حساب المجموع  .3

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) =

3

2
(
(
1
2
)
𝑛+1

− 1

1
2
− 1

)

⇒ 𝑆𝑛 = −3(
1

2𝑛+1
− 1)  

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝑺𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

−3(
1

2𝑛+1
− 1) = 3  ; (

1

2𝑛+1
→ 0) 

 𝒏بدلالة  𝑷𝒏حساب الجداء  .4

𝑃𝑛 = 𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = 𝑒
2𝑣0−1 × 𝑒2𝑣1−1 × …× 𝑒2𝑣𝑛−1 

𝑃𝑛 = 𝑒
2(𝑣0+𝑣1+⋯+𝑣𝑛)−(𝑛+1) = 𝑒2𝑆𝑛−(𝑛+1) =

𝑒2𝑆𝑛

𝑒𝑛+1
⇒ 𝑃𝑛 =

𝑒
−6(

1
2𝑛+1

−1)

𝑒𝑛+1
 

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝑷𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑒
−6(

1
2𝑛+1

−1)

𝑒𝑛+1
→ 𝑒6

→ +∞
= 0   

 

 
 .25 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟏𝟔  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟔𝒖𝒏 − 𝟗 

 7على  𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑  ،𝒖𝟒( أ. حساب بواقي قسمة كل من 1

𝑢0 = 16 ⇒ 𝑢0 ≡ 2[7] 

𝑢1 = 6𝑢0 − 9 = 87 = 12 × 7 + 3 ⇒ 𝑢1 ≡ 3[7] 

𝑢2 = 6𝑢1 − 9 = 513 = 73 × 7 + 2 ⇒ 𝑢2 ≡ 2[7] 

𝑢3 = 6𝑢2 − 9 = 3069 = 438 × 7 + 3 ⇒ 𝑢3 ≡ 3[7] 

𝒖𝟐𝒌 بحيث: bو قيمة للعدد  aتخمين قيمة للعدد  .ب ≡ 𝒂[𝟕]   و𝒖𝟐𝒌+𝟏 ≡ 𝒃[𝟕] 

𝑢2𝑘 ≡ 2[7]  ⇒ 𝑎 = 2  ;  𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7] ⇒ 𝑏 = 3  
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n  ،𝒖𝒏+𝟐د طبيعي ( أ. برهان أن ه من أجل كل عد2 ≡ 𝒖𝒏[𝟕] 

𝑢𝑛+2 = 6𝑢𝑛+1 − 9 = 6(6𝑢𝑛 − 9) − 9 = 36𝑢𝑛 − 72 

{
36 ≡ 1[7]
72 ≡ 0[7]

⇒ 36𝑢𝑛 − 72 ≡ 𝑢𝑛[7] ⇒ 𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[7]  

k  ،𝒖𝟐𝒌برهان بالتراجع أن ه من أجل كل عدد طبيعي  .ب ≡ 𝟐[𝟕]   

𝑢0تحقيق التراجع:  • ≡ 2[7]  

𝑢2𝑘: نفرض أنّ فرض التراجع • ≡ 2[7] 

𝑢2𝑘+2برهان التراجع: نبرهن أنّ  • ≡ 2[7] 

{
𝑢2𝑘 ≡ 2[7]
𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[7]

⇒ {
𝑢2𝑘 ≡ 2[7]

𝑢2𝑘+2 ≡ 𝑢2𝑘[7]
⇒ 𝑢2𝑘+2 ≡ 2[7] 

𝑢2𝑘لدينا :  kنستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 2[7] 

𝒖𝟐𝒌+𝟏استنتاج أن  :  ≡ 𝟑[𝟕] 

{
𝑢2𝑘+1 = 6𝑢2𝑘 − 9
𝑢2𝑘 ≡ 2[7]

⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 6(2) − 9[7] ⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 3[7]  

3 )𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 −
𝟗

𝟓
 

 هندسية ، يطُلب تعيين أساسها و حدها الأول )nv(بيان أن  المتتالية  .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
9

5
= 6𝑢𝑛 − 9 −

9

5
= 6𝑢𝑛 −

54

5
= 6 (𝑢𝑛 −

9

5
)

⇒ 𝑣𝑛+1 = 6𝑣𝑛  

𝑞هندسية ، أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية نستنتج أنّ  =  : وحدها الأول 6

 𝑣0 = 𝑢0 −
9

5
= 16 −

9

5
=
71

5
 

  nSو   nuكلا من  nحساب بدلالة  .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 =

71

5
× 6𝑛 ; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +

9

5
⇒ 𝑢𝑛 =

71

5
× 6𝑛 +

9

5
 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 +
9

5
+ 𝑣1 +

9

5
+⋯+ 𝑣𝑛 +

9

5
 

𝑆𝑛 = 𝑣0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) +

9

5
(𝑛 + 1) =

71

5
(
6𝑛+1 − 1

6 − 1
) +

9

5
(𝑛 + 1) 

𝑆𝑛 =
71

25
(6𝑛+1 − 1) +

9

5
(𝑛 + 1)  
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𝒖𝟓 − 𝟑𝟏𝒖𝟏 − 𝟔𝒖𝟎
𝟑 = 𝟎…(𝟏)  ،𝒒 < 𝒖𝟎 

𝒒(𝒒𝟒( تكافئ : 1التحقق أن  المعادلة ) (1 − 𝟑𝟏) = 𝟔𝒖𝟎
𝟐 

𝑢5 − 31𝑢1 − 6𝑢0
3 = 0 ⇒ 𝑢0. 𝑞

5 − 31𝑢0. 𝑞 − 6𝑢0
3 = 0

⇒ 𝑞5 − 31𝑞 − 6𝑢0
2 = 0 ⇒ 𝑞(𝑞4 − 31) = 6𝑢0

2  

 علما أن هما أوليان فيما بينهما 𝒒و  𝒖𝟎تعيين  (2

{
𝑞 ∣ 6𝑢0

2

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑞; 𝑢0) = 1
⇒ 𝑞 ∣ 6 ⇒ 𝑞 ∈ {1; 2; 3; 6}  

𝑞 = 1: 𝑢0
2 = ;(مستحيل)5−  𝑞 = 2: 𝑢0

2 =  (مستحيل)5−

𝑞 = 3: 𝑢0
2 = 25 ⇒ 𝑢0 = 5  

𝑞 = 6: 𝑢0
2 =   ( مستحيل لأنه ليس مربع تام)1265

 3في نظام التعداد ذي الأساس  𝒖𝟑𝟎كتابة الحد  (3

𝑢30 = 𝑢0. 𝑞
30 = 5.330 = (3 + 2). 330 

𝑢30 = 3
31 + 2.330 + 0.329 + 0.328 +⋯+ 0 = 12000…000⏟      

30 صفرا 

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅3  

4) 𝑺𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏 

 nبدلالة  𝑺𝒏حساب المجموع  -أ

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢0. 𝑞 + ⋯+ 𝑢0. 𝑞
𝑛 = 𝑢0(1 + 𝑞 +⋯+ 𝑞

𝑛) 

𝑆𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) =

5

2
(3𝑛+1 − 1)  

 7على  𝟑𝒏دراسة بواقي قسمة  -ب

30 ≡ 1[7] ;  31 ≡ 3[7] ; 32 ≡ 2[7] ; 33 ≡ 6[7]  ;  34 ≡ 4[7]  

35 ≡ 5[7] ; 36 ≡ 1[7]  

36𝑘 ≡ 1[7] ;  36𝑘+1 ≡ 3[7] ; 36𝑘+2 ≡ 2[7] ; 36𝑘+3 ≡ 6[7] 

36𝑘+4 ≡ 4[7] ; 36𝑘+5 ≡ 5[7]
 

𝑺𝒏حيث  nتعيين قيم  -ج ≡ 𝟎[𝟕]  

𝑆𝑛 ≡ 0[7] ⇒ 5(
3𝑛+1 − 1

2
) ≡ 0[7] 

⇒
3𝑛+1 − 1

2
≡  (لأنّ  5 أولي مع 7) [7]0

⇒ 3𝑛+1 − 1 ≡ 3𝑛+1 زوجي و 2 أولي مع 7) [7]0 −  (لأنّ  1

⇒ 3𝑛+1 ≡ 1[7] ⇒ 𝑛 + 1 = 6𝑘 ⇒ 𝑛 = 6𝑘 − 1; 𝑘 ∈ ℕ∗  
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 .27 حل التمرين

𝑢0 = 14  ،𝑢𝑛+1 = 5𝑢𝑛 − 6 

  𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑  ،𝒖𝟒ب حسا .1

𝑢1 = 64 ; 𝑢2 = 314 ; 𝑢3 = 1564 ; 𝑢4 = 7814  

 زوجي nمن أجل  14فردي و  nمن أجل  64هما  𝑢𝑛يظهر أنّ الرقمين الأخيرين للعدد 

𝒖𝒏+𝟐برهان أن   .2 ≡ 𝒖𝒏[𝟒]  

𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 6 = 5(5𝑢𝑛 − 6) − 6 = 25𝑢𝑛 − 36 

{
25 ≡ 1[4]
36 ≡ 0[4]

⇒ 25𝑢𝑛 − 36 ≡ 𝑢𝑛[4] ⇒ 𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[4]  

 : 𝒖𝟐𝒌استنتاج أن  ≡ 𝒖𝟐𝒌+𝟏و  [𝟒]𝟐 ≡ 𝟎[𝟒] 

𝑢2𝑘لدينا :  𝑘نبرهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 2[4] 

𝑢0تحقيق التراجع:  • = 14 = 4(3) + 2 ⇒ 𝑢0 ≡ . منه القضية محققة  [4]2

𝑘ل من أج = 0 

        أي: 𝑘فرض التراجع: نفرض أنّ القضية محققة من أجل عدد طبيعي  •

𝑢2𝑘 ≡ 2[4] 

𝑘برهان التراجع: نبرهن أنّ القضية محققة من أجل العدد الطبيعي  • + أي :  1

𝑢2𝑘+2 ≡ 2[4] 

{
𝑢2𝑘 ≡ 2[4]
𝑢𝑛+2 ≡ 𝑢𝑛[4]

⇒ {
𝑢2𝑘 ≡ 2[4]

𝑢2𝑘+2 ≡ 𝑢2𝑘[4]
⇒ 𝑢2𝑘+2 ≡ 2[4] 

𝑢2𝑘لدينا :  kنستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 2[4] 

{
𝑢2𝑘+1 = 5𝑢2𝑘 − 6
𝑢2𝑘 ≡ 2[4]

⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 5(2) − 6[4] ⇒ 𝑢2𝑘+1 ≡ 0[4]  

𝟐𝒖𝒏برهان  بالتراجع أن   .3 = 𝟓
𝒏+𝟐 + 𝟑 

2𝑢0تحقيق التراجع:  • = 28 = 5
2 + 𝑛، منه القضية محققة من أجل  3 = 0 

       أي: 𝑛فرض التراجع: نفرض أنّ القضية محققة من أجل عدد طبيعي  •

2𝑢𝑛 = 5
𝑛+2 + 3 

𝑛برهان التراجع: نبرهن أنّ القضية محققة من أجل العدد الطبيعي  • + أي:  1

2𝑢𝑛+1 = 5
𝑛+3 + 3 

2𝑢𝑛+1 = 2(5𝑢𝑛 − 6) = 5(2𝑢𝑛) − 12 = 5(5
𝑛+2 + 3) − 12 

2𝑢𝑛+1 = 5
𝑛+3 + 3 ⇒ 2𝑢𝑛+1 = 5

𝑛+3 + 3 

2𝑢𝑛لدينا :  nنستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  = 5
𝑛+2 + 3 

𝟐𝒖𝒏استنتاج أن   ≡ 𝟐𝟖[𝟏𝟎𝟎] 

2𝑢𝑛لدينا :  nنبرهن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 28[100] 
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2𝑢0تحقيق التراجع:  • = 5
2 + 3 = 28 ⇒ 2𝑢0 ≡ منه القضية  . [100]28

𝑛ة من أجل محقق = 0 

 : أي 𝑛فرض التراجع: نفرض أنّ القضية محققة من أجل العدد الطبيعي  •

2𝑢𝑛 ≡ 28[100] 

𝑛برهان التراجع: نبرهن أنّ القضية محققة من أجل العدد الطبيعي  • +  :أي 1

2𝑢𝑛+1 ≡ 28[100] 

2𝑢𝑛 ≡ 28[100] ⇒ 5
𝑛+2 + 3 ≡ 28[100] ⇒ 5𝑛+2 ≡ 25[100] 

2𝑢𝑛+1 = 5
(𝑛+1)+2 + 3 = 5. 5𝑛+2 + 3 = 5(100𝑘 + 25) + 3 

= 5(100𝑘) + 128 = 100(5𝑘 + 1) + 28 = 100𝑘′ + 28 

⇒ 2𝑢𝑛+1 ≡ 28[100] 

2𝑢𝑛لدينا :  𝑛نستنتج أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 28[100] 

 𝒏تبعا لشفعية  𝒖𝒏تعيين الرقمين الأخيرين للكتابة العشرية للعدد  .4

2𝑢𝑛لدينا :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  ≡ 2𝑢𝑛، منه  [100]28 = 100𝑘 + 28  

𝑢𝑛أي  = 50𝑘 + 14 

𝑘 زوجي، لدينا: 𝑘من أجل  • = 2𝑘′  منه𝑢𝑛 = 100𝑘′ + ، أي الرقمين 14

 14الأخيرين هما 

𝑘 فردي، لدينا: 𝑘من أجل  • = 2𝑘′ + 𝑢𝑛منه  1 = 100𝑘′ + ، أي الرقمين 64

 64الأخيرين هما 

′100𝑘و بما أنّ  + 14 ≡ ′100𝑘و  [4]2 + 64 ≡ ( 2من السؤال )، نستنتج  [4]0

من أجل  64زوجي و 𝑛من أجل  14هما  𝑢𝑛الرقمين الأخيرين للكتابة العشرية للعدد أنّ 

𝑛 .فردي 

 
 .28 حل التمرين

𝑨𝟎𝑩𝟎 = 𝟖 𝒄𝒎  ،𝑩𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑩𝒏)  ،𝑺 (𝑨𝟎 ;  
𝟏

𝟐
 ;  
𝟑𝝅

𝟒
) 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑩𝟑، 𝑩𝟐، 𝑩𝟏 و𝑩𝟒لنقط ا انشاء .1

𝐵1 = 𝑆(𝐵0) ⇒ (𝐴0𝐵0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵1  و  = 8(

1

2
) = 4 𝑐𝑚  

𝐵2 = 𝑆(𝐵1) ⇒ (𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵2  و  = 4(

1

2
) = 2 𝑐𝑚  

𝐵3 = 𝑆(𝐵2) ⇒ (𝐴0𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵3  و  = 2(

1

2
) = 1 𝑐𝑚  

𝐵4 = 𝑆(𝐵3) ⇒ (𝐴0𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵4  و  = 1(

1

2
) =

1

2
 𝑐𝑚  
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 متشابهان 𝑨𝟎𝑩𝒏𝑩𝒏+𝟏  و 𝑨𝟎𝑩𝒏+𝟏𝑩𝒏+𝟐ن يالمثلث اثبات أن   .2

{
𝐵𝑛+1 = 𝑆(𝐵𝑛)
𝐵𝑛+2 = 𝑆(𝐵𝑛+1)

⇒ 𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2 = 𝑆(𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1) 

 ، فهما إذن متشابهان 𝑆بالتشابه  𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1صورة المثلث  𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2بما أنّ المثلث 

3. 𝒖𝒏 = 𝑩𝒏𝑩𝒏+𝟏  

 𝒒متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝒖𝒏)أن   اثبات .أ

𝑢𝑛+1 = 𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2 =
1

2
𝐵𝑛𝐵𝑛+1 =

1

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)أنّ المتتالية منه نستنتج  =
1

2
 

 𝒏 و𝒖𝟎بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞
𝑛 = 𝑢0 (

1

2
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦 .ج
𝒏→+∞

∑  𝒏 حساب

∑ 𝑛ا = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 [
1−(

1

2
)
𝑛+1

1−
1

2

] = 2𝑢0 [1 − (
1

2
)
𝑛+1
]  ; 

lim
𝑛→+∞

∑ 𝑛ا  = 2𝑢0 = 2𝐵0𝐵1  ; 

ℤحل في  .4 × ℤ  : 𝟑المعادلة𝒙 − 𝟒𝒚 = 𝟐 

;2)نلاحظ أنّ الثنائية  3𝑥حل خاص للمعادلة  (1 − 4𝑦 = 2  

{
3𝑥 − 4𝑦 = 2

3(2) − 4(1) = 2
⇒ 3(𝑥 − 2) = 4(𝑦 − 1) 

{
4 ∣ 3(𝑥 − 2)

𝑃𝐺𝐶𝐷(3; 4) = 1
⇒ 4 ∣ 𝑥 − 2 ⇒ 𝑥 = 4𝛼 + 2 ; 𝑦 = 3𝛼 + 1  ; 𝛼 ∈ ℤ 

𝑆 = {4𝛼 + 2 ; 3𝛼 + 1} ; 𝛼 ∈ ℤ  

 (∆)إلى المستقيم  𝑩𝒏التي من أجلها تنتمي النقطة  𝒏قي م العدد الطبيعي  تعيين .5

𝐵𝑛 ∈ (∆) ⇒ (𝐴0𝐵0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒ (𝐴0𝐵0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + ⋯+ (𝐴0𝐵𝑛−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒
3𝜋

4
+
3𝜋

4
+⋯+

3𝜋

4
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛

3𝜋

4
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

3𝑛

4
=
1

2
+ 𝑘 

⇒ 3𝑛 − 4𝑘 = 2 ⇒ 𝑛 = 4𝛼 + 2 ; 𝛼 ∈ ℕ  
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 .29التمرين حل 

𝟑الجذرين التربيعيين للعدد المرك ب  تعيين .1 − 𝟒𝒊 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ; 𝑧2 = 3 − 4𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 5

𝑥2 − 𝑦2 = 3
2𝑥𝑦 = −4

⇒ {
𝑥2 = 4

𝑦 = −
2

𝑥

⇒ {
𝑧1 = 2 − 𝑖
𝑧2 = −2 + 𝑖

 

2.  

  𝒃 ، 𝒂 و𝒄الأعداد المرك بة  تعيين .أ

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 + 6𝑖 ⇒ 3𝑏 = 6 + 6𝑖 ⇒ 𝑏 = 2 + 2𝑖 

𝑎. 𝑏. 𝑐 = −30 + 18𝑖 ⇒ 𝑎𝑐 =
−30 + 18𝑖

2 + 2𝑖
⇒ (𝑏 − 𝑟)(𝑏 + 𝑟) = −3 + 12𝑖

⇒ 𝑏2 − 𝑟2 = −3 + 12𝑖 ⇒ 𝑟2 = (2 + 2𝑖)2 + 3 − 12𝑖

⇒ 𝑟2 = 3 − 4𝑖 ⇒ 𝑟 = 2 − 𝑖 أو 𝑟 = −2 + 𝑖 

• 𝑟 = 2 − 𝑖 ⇒ {
𝑎 = 𝑏 − 𝑟 = 2 + 2𝑖 − 2 + 𝑖 = 3𝑖
𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 2 + 2𝑖 + 2 − 𝑖 = 4 + 𝑖

 

𝑎 = 3𝑖 ; 𝑏 = 2 + 2𝑖 ; 𝑐 = 4 + 𝑖  

• 𝑟 = −2 + 𝑖 ⇒ {
𝑎 = 𝑏 − 𝑟 = 2 + 2𝑖 + 2 − 𝑖 = 4 + 𝑖
𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 2 + 2𝑖 − 2 + 𝑖 = 3𝑖

 

𝑎 = 4 + 𝑖 ; 𝑏 = 2 + 2𝑖 ; 𝑐 = 3𝑖  

𝟑𝟖رتبة الحد  الذي قيمته  تعيين .ب − 𝟏𝟔𝒊 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 3𝑖 + 𝑛(2 − 𝑖) 

𝑢𝑛 = 38 − 16𝑖 ⇒ 3𝑖 + 𝑛(2 − 𝑖) = 38 − 16𝑖 ⇒ 𝑛(2 − 𝑖) = 38 − 19𝑖

⇒ 𝑛 =
38 − 19𝑖

2 − 𝑖
=
19(2 − 𝑖)

2 − 𝑖
= 19 

38منه نستنتج أنّ الحدّ  − 16𝑖 هو الحدّ العشرون 
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3.   𝒛𝑪 = 𝟒 + 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟑𝒊   

 في استقامية 𝑩 ، 𝑨 و𝑪النقط ن أن  بيا .أ

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
2 − 𝑖

4 − 2𝑖
=

2 − 𝑖

2(2 − 𝑖)
=
1

2
;
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

∈ ℝ ⇒ النقط 𝐵 ، 𝐴 و𝐶 في استقامية  

  𝑫 ةالنقطلاحقة  نتعيي .ب

𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐷 = −𝑧𝐵 ⇒ 𝑧𝐷 = −2 − 2𝑖  

  𝑭ة النقطلاحقة  تعيين .ج

𝐹 = 𝑇(𝐷) ⇒ 𝑧𝐹 = 𝑧𝐷 + 𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐷 + 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐹 = 2 − 4𝑖  

  (∆) مجموعةتعيين ال .د

𝑀 ∈ (∆) ⇒ |𝑖𝑧 + 3| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| ⇒ |𝑖(𝑧 − 3𝑖)| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| 

⇒ |𝑖||𝑧 − 3𝑖| = |𝑧 − (2 − 4𝑖)| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐹| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐹𝑀  

 [𝐴𝐹]هو محور القطعة  (∆)منه نستنتج أنّ 

  (′∆)معادلة  تعيين .ه

ℎ(𝐹) = 𝐹′ ⇒ 𝑧𝐹′ − 𝑧𝐴 =
1

2
(𝑧𝐹 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧𝐹′ =

1

2
(𝑧𝐹 + 𝑧𝐴) =

1

2
(2 − 𝑖) 

⇒ 𝑧𝐹′ = 1 −
1

2
𝑖  

ℎ(𝐴)بما أنّ  = 𝐴  ، ّهو محور القطعة  (′∆) فإن[𝐴𝐹′] . 

 لدينا طريقتين لكتابة معادلة محور قطعة مستقيمة.

 :الطريقة 

 . لدينا :[′𝐴𝐹]منتصف القطعة  𝐼لتكن النقطة 

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐹′
2

=
1 +

5
2
𝑖

2
=
1

2
+
5

4
𝑖  ;  𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥 −
1

2

𝑦 −
5

4

) ; 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
1

−
7

2

) 

𝑀 ∈ (∆′) ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑥 −
1

2
−
7

2
(𝑦 −

5

4
) = 0 

⇒ 𝑥 −
7

2
𝑦 +

31

8
= 0 ⇒ 8𝑥 − 28𝑦 + 31 = 0  

 :الطريقة 

𝑀 ∈ (∆′) ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐹′𝑀 ⇒ 𝐴𝑀2 = 𝐹′𝑀2 

⇒ 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 +
1

2
)
2

⇒ −6𝑦 + 9 = −2𝑥 + 𝑦 +
5

4
 

⇒ 2𝑥 − 7𝑦 +
31

4
= 0 ⇒ 8𝑥 − 28𝑦 + 31 = 0  
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−وزاويته  𝑫الذي مركزه  𝒓العبارة المرك بة للدوران  ةباكت .و
𝝅

𝟑
 

𝑀′ = 𝑟(𝑀) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐷 = 𝑒
−𝑖
𝜋
3(𝑧 − 𝑧𝐷) 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 + (

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧𝐷 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 + (

1

2
+
√3

2
𝑖) (−2 − 2𝑖) 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 − 1 + √3 − (1 + √3)𝑖  

 

 
 .30التمرين حل 

I- 𝒖𝟐 = 𝟐𝟏 − 𝟐𝟎𝒊  

 (𝑬)حل للمعادلة  𝒖أن   إثبات .1

𝑢4 − 42𝑢2 + 841 = (21 − 20𝑖 )2 − 42(21 − 20𝑖 ) + 841 

= 41 − 840𝑖 − 882 + 840𝑖 + 841 = 0  

𝒛𝟐)تكافئ  (𝑬)أن   بيان .2 + 𝟐𝟗)𝟐 − 𝟏𝟎𝟎𝒛𝟐 = 𝟎  

(𝑧2 + 29)2 − 100𝑧2 = 0 ⇔ 𝑧4 + 58𝑧2 + 841 − 100𝑧2 = 0

⇔ 𝑧4 − 42𝑧2 + 841 = 0  

 (𝑬)المعادلة  ℂحل في 

(𝑧2 + 29)2 − 100𝑧2 = 0 ⇒ (𝑧2 + 29 − 10𝑧)(𝑧2 + 29 + 10𝑧) = 0 

𝑧2 − 10𝑧 + 29 = 0 ; ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 = 5 − 2𝑖 ; 𝑧2 = 5 + 2𝑖 

𝑧2 + 10𝑧 + 29 = 0 ; ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧3 = −5 − 2𝑖 ; 𝑧4 = −5 + 2𝑖 

𝑆 = {5 − 2𝑖 ; 5 + 2𝑖 ;  −5 − 2𝑖 ; −5 + 2𝑖}  
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  𝒖قيم  استنتاج .3

{
𝑢2 = 21 − 20𝑖
𝑢 ∈ 𝑆(𝐸)

⇒ 𝑢 ∈ {5 − 2𝑖 ; −5 + 2𝑖}  

5لاحظ أنهّ بتربيع العددين   + 2𝑖 و − 5 − 2𝑖   21نحصل على + 20𝑖 

-II 𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟓 − 𝟐𝒊   ،𝒛𝑪 = −𝟑 + 𝒊  و𝒛𝑫 = −𝟓 + 𝟐𝒊 

  𝒛بدلالة  ′𝒛 كتابة .1

{
𝑓(𝐴) = 𝐵

𝑓(𝐶) = 𝐷
⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑏 = 𝑧𝐵 − 𝑎𝑧𝐴

⇒ {𝑎 =
10 − 4𝑖

5 − 2𝑖
= 2

𝑏 = 1

 

𝑀′ = 𝑓(𝑀) ⇒ 𝑧′ = 2𝑧 + 1  

 ذكر عناصرهو 𝒇التحويل طبيعة  تعيين .2

𝑎 = 2 ; 𝑏 = 1 ;  𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
= −1 

;𝜔(−1تحاكي مركزه  𝑓منه نستنتج أنّ التحويل    2ونسبته  (0

-III 𝒖𝟎 = 𝟎 ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐𝒖𝒏 + 𝟏 

 أوليان فيما بينهما 𝒖𝒏+𝟏 و𝒖𝒏ن يالعدد ن  أ بيان .1

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 = 1
بيزو
⇒ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛+1; 𝑢𝑛) = 1  

 (𝒖𝒏)ر حدود المتتالية يفست .2

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) ⇒ 𝑢𝑛 = |𝑧𝑛| 

 ، حيث : [𝑂𝑀𝑛]هي أطوال القطع المستقيمة  (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ حدود المتتالية 

 𝑀0 = 𝑂   و𝑀𝑛+1 = 𝑓(𝑀𝑛)  

𝒏  ،𝒖𝒏ن ه من أجل كل عدد طبيعي أ بيان .3 = 𝟐
𝒏 − 𝟏 

𝑢0تحقيق التراجع:  =  )محققة( 0

𝑢𝑛 نفرض أنّ فرض التراجع:  = 2
𝑛 − 1  

𝑢𝑛+1 أنّ  نبرهنبرهان التراجع:  = 2
𝑛+1 − 1  

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 = 2(2
𝑛 − 1) + 1 = 2𝑛+1 − 2 + 1 = 2𝑛+1 − 1  

𝑛  ،𝑢𝑛د طبيعي منه نستنتج أنهّ من أجل كل عد = 2
𝑛 − 1 

𝒖𝒏أ. بيان أن  :  .4 = 𝒖𝒑 + 𝟐
𝒑𝒖𝒏−𝒑 

𝑢𝑝 + 2
𝑝𝑢𝑛−𝑝 = 2

𝑝 − 1 + 2𝑝(2𝑛−𝑝 − 1) = 2𝑝 − 1 + 2𝑛 − 2𝑝 = 2𝑛 − 1

⇒ 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + 2
𝑝𝑢𝑛−𝑝  

;𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒖𝒏: أن   بيانب.  𝒖𝒑) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒖𝒑; 𝒖𝒏−𝒑) 

𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ; 𝑑′ = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) 
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𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 2𝑝𝑢𝑛−𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛−𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ 𝑑 ∣ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) ⇒ 𝑑 ∣ 𝑑′  

𝑑′ = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) ⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛−𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 2𝑝𝑢𝑛−𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ 𝑑′ ∣ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ⇒ 𝑑′ ∣ 𝑑  

{
𝑑 ∣ 𝑑′
𝑑′ ∣ 𝑑

⇒ 𝑑 = 𝑑′ ⇒ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝)  

 
 .31 حل التمرين

𝒖𝟎بـ:  ℕالمعرفة على  (𝒖𝒏)نعتبر المتتالية  = 𝒖𝒏+𝟏و  𝟏 =
𝟏

𝟑
𝒖𝒏 +

𝟏𝟎

𝟑
 

,𝒖𝟐حساب  .1 𝒖𝟏 : 

𝑢1 =
1

3
𝑢0 +

10

3
=
11

3
 ;  𝑢2 =

1

3
𝑢1 +

10

3
=
11

9
+
10

3
=
41

9
 

𝒏 :𝒖𝒏 جل كل عدد طبيعيأه من ن  أبرهان ال < 𝟓 

𝑢0تحقيق التراجع :  • < 𝑢0لأنّ  )محققّة 5 = 1) 

𝑢𝑛نفرض أنّ التراجع : فرض  • < 5 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  • < 5 

𝑢𝑛 < 5 ⇒
1

3
𝑢𝑛 <

5

3
⇒
1

3
𝑢𝑛 +

10

3
<
15

3
⇒ 𝑢𝑛+1 < 5 

 (𝒖𝒏)المتتالية دراسة اتجاه تغير  .2

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3
𝑢𝑛 +

10

3
− 𝑢𝑛 =

2

3
(5 − 𝑢𝑛) 

𝑢𝑛 < 5 ⇒ 5 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة  

 متقاربة ثم تعيين نهايتها (𝒖𝒏)المتتالية  استنتاج أن  

 ومحدودة من الأعلى ، فهي إذن متقاربة متزايدة (𝑢𝑛)المتتالية أنّ  بما

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒
1

3
𝑙 +
10

3
= 𝑙 ⇒

2

3
𝑙 =

10

3
⇒ 𝑙 = 5  

3. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟓 

 تعين أساسها وحدها الأولوهندسية  (𝒗𝒏)أن المتتالية  اثبات .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 5 =
1

3
𝑢𝑛 +

10

3
− 5 =

1

3
𝑢𝑛 −

5

3
=
1

3
(𝑢𝑛 − 5) =

1

3
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
1

3
𝑣0وحدهّا الأول   = 𝑢0 − 5 = −4 
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  𝒏 بدلالة 𝒖𝒏و 𝒗𝒏 كتابة .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = −4(

1

3
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 = −
4

3𝑛
; 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 5 ⇒ 𝑢𝑛 = −

4

3𝑛
+ 5  

 : 𝒖𝒏 نهاية استنتاج .ج

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

−
4

3𝑛
+ 5 = 5  

 : 𝑺𝒏حساب المجموع  .د

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 5 + 𝑣1 + 5 +⋯+ 𝑣𝑛 + 5

= 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) + 5(𝑛 + 1)

= −4(
1 −

1
3𝑛+1

1 −
1
3

) + 5(𝑛 + 1)

= −6(1 −
1

3𝑛+1
) + 5𝑛 + 5 ⇒ 𝑆𝑛 =

2

3𝑛
+ 5𝑛 − 1  

 
 .32 حل التمرين

𝒖𝟎 = 𝟓  ،𝒖𝒏+𝟏 =
𝟏

𝟐
𝒖𝒏 + 𝟐  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟒 

 ن أساسها وحدها الأوليتعيو هندسية (𝒗𝒏)المتتالية  أن   اثبات .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 4 =
1

2
𝑢𝑛 − 2 =

1

2
(𝑢𝑛 − 4) =

1

2
𝑣𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑣𝑛)منه المتتالية  =
1

2
𝑣0وحدهّا الأول   = 𝑢0 − 4 = 1 

 (𝒗𝒏)المتتالية وبيان تقارب  𝒏 بدلالة 𝒖𝒏و 𝒗𝒏 كتابة .2

𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = (

1

2
)
𝑛

⇒ 𝑣𝑛 =
1

2𝑛
;  𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 4 ⇒ 𝑢𝑛 =

1

2𝑛
+ 4  

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = lim
𝑛→+∞

1

2𝑛
= 0 ⇒ المتتالية (𝑣𝑛) متقاربة  

 :𝑺′𝒏و  𝑺𝒏 ينحساب المجموع .3

𝑆𝑛 = 𝑣0 + 𝑣1 +⋯+ 𝑣𝑛 = 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = (

1 −
1
2𝑛+1

1 −
1
2

) 

= 2(1 −
1

2𝑛+1
) = 2 −

1

2𝑛
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𝑆′𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 + 4 + 𝑣1 + 4 +⋯+ 𝑣𝑛 + 4 

= 𝑆𝑛 + 4(𝑛 + 1) = 4𝑛 + 6 −
1

2𝑛
 

 : 𝑲𝒏و  𝑺"𝒏  ،𝑷𝒏حساب  .4

𝑆"𝑛 = 𝑣0
2 + 𝑣1

2 +⋯+ 𝑣𝑛
2 = 𝑣0

2 + (𝑣0. 𝑞)
2 +⋯+ (𝑣0. 𝑞

𝑛)2 

= 𝑣0
2 + 𝑣0

2. 𝑞2 +⋯+ 𝑣0
2. 𝑞2𝑛 = 𝑣0

2(1 + 𝑞2 +⋯+ 𝑞2𝑛) 

= 𝑣0
2 (
1 − 𝑞2𝑛+2

1 − 𝑞2
) = (

1 − (
1
2
)
2𝑛+2

1 −
1
4

) ⇒ 𝑆"𝑛 =
4

3
(1 −

1

22𝑛+2
)  

𝑃𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑣0. 𝑞 × 𝑣0. 𝑞
2 × …× 𝑣0. 𝑞

𝑛 

= 𝑣0
𝑛+1 × 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑣0

𝑛+1 × 𝑞
𝑛(𝑛+1)
2 = (

1

2
)

𝑛(𝑛+1)
2

= 2
−𝑛2−𝑛
2  

𝐾𝑛 = 𝑣0 +
2

5
𝑣1 + (

2

5
)
2

𝑣2 +⋯+ (
2

5
)
𝑛

𝑣𝑛 

= 𝑣0 +
2

5
𝑣0. 𝑞 + (

2

5
)
2

𝑣0. 𝑞
2 +⋯+ (

2

5
)
𝑛

𝑣0. 𝑞
𝑛 

= 𝑣0 + (
2

5
𝑞) 𝑣0 + (

2

5
𝑞)
2

𝑣0 +⋯+ (
2

5
𝑞)
𝑛

𝑣0 

= 𝑣0 [1 + (
2

5
𝑞) + (

2

5
𝑞)
2

+⋯+ (
2

5
𝑞)
𝑛

] 

= 𝑣0 [1 + (
1

5
) + (

1

5
)
2

+⋯+ (
1

5
)
𝑛

] =
1 − (

1
5
)
𝑛+1

1 −
1
5

=
5

4
(1 −

1

5𝑛+1
)  

                                                 : 𝒏 جل كل عدد طبيعيأه من ن  أبرهان ال .5
1

𝑤0×𝑤1
+

1

𝑤1×𝑤2
+⋯+

1

𝑤𝑛×𝑤𝑛+1
=

𝑛+1

𝑤0×𝑤𝑛+1
 

 تحقيق التراجع: •
1

𝑤0×𝑤1
=

1

𝑤0×𝑤1
 )محققّة( 

 :نفرض أنّ  فرض التراجع: •

 
1

𝑤0×𝑤1
+

1

𝑤1×𝑤2
+⋯+

1

𝑤𝑛×𝑤𝑛+1
=

𝑛+1

𝑤0×𝑤𝑛+1
 

  :نبرهن أنّ  برهان التراجع: •

 
1

𝑤0×𝑤1
+

1

𝑤1×𝑤2
+⋯+

1

𝑤𝑛×𝑤𝑛+1
+

1

𝑤𝑛+1×𝑤𝑛+2
=

𝑛+2

𝑤0×𝑤𝑛+2
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1

𝑤0 × 𝑤1
+

1

𝑤1 × 𝑤2
+⋯+

1

𝑤𝑛 × 𝑤𝑛+1
+

1

𝑤𝑛+1 × 𝑤𝑛+2
 

=
𝑛 + 1

𝑤0 × 𝑤𝑛+1
+

1

𝑤𝑛+1 × 𝑤𝑛+2
=
(𝑛 + 1)𝑤𝑛+2 + 𝑤0
𝑤0 × 𝑤𝑛+1 × 𝑤𝑛+2

 

=

(𝑛 + 1) (𝑤𝑛+1 + 𝛼)⏟      
𝑤𝑛+2

+ 𝑤𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝛼⏟          
𝑤0

𝑤0 × 𝑤𝑛+1 × 𝑤𝑛+2
 

=
(𝑛 + 2)𝑤𝑛+1

𝑤0 × 𝑤𝑛+1 × 𝑤𝑛+2
=

𝑛 + 2

𝑤0 × 𝑤𝑛+2
 

 
 .33 حل التمرين

 ثابتة (𝒖𝒏) المتتاليةحتى تكون  𝒂ن العدد الحقيقي يعيت .1

9𝑢𝑛+1 = 𝑎𝑢𝑛 + 4 ⇒ 𝑢𝑛+1 =
𝑎

9
𝑢𝑛 +

4

9
 ; 𝑢0 = 1 

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) ثابتة 𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 = 1 ⇒
𝑎

9
+
4

9
= 1 ⇒ 𝑎 = 5  

2. 𝒂 = 𝟑 

n  :𝟑𝒖𝒏ن بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي ابره .أ > 𝟐 

𝑢𝑛+1 =
1

3
𝑢𝑛 +

4

9
 ; 3𝑢𝑛 > 2 ⇒ 𝑢𝑛 >

2

3
 

𝑢0: نتحقق أنّ  تحقيق التراجع >
2

3
𝑢0)صحيحة لأنّ   = 1) 

𝑢𝑛: نفرض أنّ  فرض التراجع >
2

3
  

𝑢𝑛+1: نبرهن أنّ  برهان التراجع >
2

3
  

𝑢𝑛 >
2

3
⇒
1

3
𝑢𝑛 >

2

9
⇒
1

3
𝑢𝑛 +

4

9
>
6

9
⇒ 𝑢𝑛+1 >

2

3

n  :3𝑢𝑛أنهّ من أجل كل عدد طبيعي منه نستنتج > 2 

 𝒖𝒏ج حصر للعدد ااستنتومتناقصة  (𝒖𝒏) المتتاليةن أن  ابي .ب

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
1

3
𝑢𝑛 +

4

9
− 𝑢𝑛 =

4 − 6𝑢𝑛
9

  

𝑢𝑛 >
2

3
⇒ −6𝑢𝑛 < −4 ⇒ 4 − 6𝑢𝑛 < 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة  

{
 

 
𝑢0 = 1

𝑢𝑛 >
2

3

(𝑢𝑛) متناقصة

⇒
2

3
< 𝑢𝑛 ≤ 1  
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3. 𝟑𝒗𝒏 = 𝟑𝒖𝒏 − 𝟐 

 ن أساسها وحدها الأوليعيهندسية يطُلب ت (𝒗𝒏)المتتالية  أن   تااثب .أ

3𝑣𝑛 = 3𝑢𝑛 − 2 ⇒ 𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 −
2

3
 

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
2

3
=
1

3
𝑢𝑛 +

4

9
−
2

3
=
1

3
𝑢𝑛 −

2

9
=
1

3
(𝑢𝑛 −

2

3
) =

1

3
𝑣𝑛  

هندسية أساسها  (𝒗𝒏) المتتاليةمنه نستنتج أنّ 
1

3
𝒗𝟎 وحدهّا الأول  = 𝑢0 −

2

3
=
1

3
  

  𝒏 بدلالة 𝒗𝒏عبارة  ةباكت .ب

𝑣𝑛 = 𝑣0 × 𝑞
𝑛 =

1

3
(
1

3
)
𝑛

= (
1

3
)
𝑛+1

 

: ااستنت 𝒖𝒏ج أن  =
𝟏

𝟑
[(
𝟏

𝟑
)
𝒏
+ 𝟐] 

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
2

3
= (
1

3
)
𝑛+1

+ 2(
1

3
) =

1

3
[(
1

3
)
𝑛

+ 2]  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏 المجموعب احس .4

𝑆𝑛 = 𝑢0 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑣0 +
2

3
+⋯+ 𝑣𝑛 +

2

3
 

= 𝑣0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) +

2

3
(𝑛 + 1) =

1

3
(
1 − (

1
3
)
𝑛+1

1 −
1
3

) +
2

3
(𝑛 + 1) 

=
1

2
[1 − (

1

3
)
𝑛+1

] +
2

3
(𝑛 + 1)

 
 .34 حل التمرين

-I    𝒖𝟎 = 𝟏  ،𝒖𝟐 + 𝒖𝟒 =
𝟓

𝟏𝟔
 

 𝒒حساب الأساس  .1

𝑢2 + 𝑢4 =
5

16
⇒ 𝑢0𝑞

2 + 𝑢0𝑞
4 =

5

16
⇒ 𝑞4 + 𝑞2 −

5

16
= 0  

𝑥 = 𝑞2 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 −
5

16
= 0 ⇒ 𝑥 =

1

4
⇒ 𝑞 =

1

2
  

𝑥: الحل ملاحظة = −
5

4
 موجبة تماما (𝑢𝑛)ود المتتالية حدمرفوض لأنّ  

0بما أنّ  < 𝑞 <  متقاربة (𝑢𝑛)، فإنّ المتتالية  1
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 𝒏بدلالة  𝒖𝒏كتابة عبارة  .2

𝑢𝑛 = 𝑢0. 𝑞
𝑛 ⇒ 𝑢𝑛 =

1

2𝑛
 

 𝒏بدلالة  𝑷𝒏حساب الجداء  .3

𝑃𝑛 = 𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑢0. 𝑞 × 𝑢0. 𝑞
2 × …× 𝑢0. 𝑞

𝑛 

= 𝑢0
𝑛+1. 𝑞1+2+⋯+𝑛 = 𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 =

1

2
𝑛(𝑛+1)
2

= 2
−𝑛2−𝑛
2  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏حساب المجموع  .4

𝑆𝑛 =
1

𝑢0
+
1

𝑢1
+⋯+

1

𝑢𝑛
= 1 + 2 +⋯+ 2𝑛 =

2𝑛+1 − 1

2 − 1
= 2𝑛+1 − 1  

-II 𝒘𝟎 =
𝟏

𝟑
  ،𝒘𝒏+𝟏 = 𝒘𝒏(𝟐 − 𝒘𝒏)  ،𝒗𝒏 = 𝟏 −𝒘𝒏 

 𝒗𝒏بدلالة  𝒗𝒏+𝟏كتابة  .1

𝑣𝑛+1 = 1 − 𝑤𝑛+1 = 1 − 𝑤𝑛(2 − 𝑤𝑛) = 1 − 2𝑤𝑛 + 𝑤𝑛
2 = (1 − 𝑤𝑛)

2

⇒ 𝑣𝑛+1 = 𝑣𝑛
2  

𝒗𝒏البرهان بالتراجع أنّ :  .2 = (
𝟐

𝟑
)
(𝟐)𝒏

 

𝑣0تحقيق التراجع :  =
2

3
𝑣0)محققّة لأنّ   = 1 − 𝑤0 = 1 −

1

3
=
2

3
) 

𝑣𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ  = (
2

3
)
(2)𝑛

 

𝑣𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ  = (
2

3
)
(2)𝑛+1

 

𝑣𝑛 = (
2

3
)
(2)𝑛

⇒ 𝑣𝑛
2 = [(

2

3
)
(2)𝑛

]

2

= (
2

3
)
2.(2)𝑛

⇒ 𝑣𝑛+1 = (
2

3
)
(2)𝑛+1

 

 𝒏بدلالة  𝝅𝒏حساب الجداء  .3

𝜋𝑛 = 𝑣0 × 𝑣1 × …× 𝑣𝑛 =
2

3
× (
2

3
)
2

× (
2

3
)
4

× (
2

3
)
8

× (
2

3
)
(2)𝑛

 

 = (
2

3
)
1+2+4+8+⋯+2𝑛

= (
2

3
)
2𝑛+1−1

 

 
 .35 حل التمرين

,𝟎]المعرفة على  fلتكن الدالة العددية  𝒇(𝒙)كما يلي :  ]∞+ =
𝟖𝒙−𝟔

𝒙+𝟏
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 fدراسة تغيرات الدالة  .1

𝑓′(𝑥) =
14

(𝑥 + 1)2
; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]∞+,0]  

𝑓(0) = −6 ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

8𝑥

𝑥
= 8  

 
2. 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)    و𝒖𝟎 = 𝟗 

 على محور الفواصل 𝒖𝟎  ،𝒖𝟏  ،𝒖𝟐  ،𝒖𝟑تمثيل الحدود  .أ

 

 
 

 6متقاربة نحو العدد  قصةانمت (𝑢𝑛)المتتالية يمكننا التخمين أنّ  .ب

n  :𝒖𝒏برهان بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .3 ≥ 𝟔 

𝑢0تحقيق التراجع :  • ≥ 𝑢0)محققّة لأنّ  6 = 9) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ :  • ≥ 6  

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ :  • ≥ 6  

𝑢𝑛+1 =
8𝑢𝑛 − 6

𝑢𝑛 + 1
=
8(𝑢𝑛 + 1) − 14

𝑢𝑛 + 1
⇒ 𝑢𝑛+1 = 8 −

14

𝑢𝑛 + 1
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𝑢𝑛 ≥ 6 ⇒ 𝑢𝑛 + 1 ≥ 7 ⇒
1

𝑢𝑛 + 1
≤
1

7
⇒ −

14

𝑢𝑛 + 1
≥ −2 

 ⇒ 8 −
14

𝑢𝑛 + 1
≥ 6 ⇒ 𝑢𝑛+1 ≥ 6  

  (𝒖𝒏)أ. دراسة اتجاه تغير المتتالية  .4

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =
8𝑢𝑛 − 6

𝑢𝑛 + 1
− 𝑢𝑛 =

−𝑢𝑛
2 + 7𝑢𝑛 − 6

𝑢𝑛 + 1
= −

(𝑢𝑛 − 6)(𝑢𝑛 − 1)

𝑢𝑛 + 1
 

𝑢𝑛 ≥ 6 ⇒ −
(𝑢𝑛 − 6)(𝑢𝑛 − 1)

𝑢𝑛 + 1
≤ 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة  

 )nu(ب. استنتاج تقارب المتتالية 

 ومحدودة من الأسفل ، نستنتج أنها متقاربة قصةانمت (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

𝒏  :|𝒖𝒏+𝟏أ. اثبات أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .5 − 𝟔| ≤
𝟐

𝟕
|𝒖𝒏 − 𝟔| 

𝑢𝑛+1 − 6 =
8𝑢𝑛 − 6

𝑢𝑛 + 1
− 6 =

2𝑢𝑛 − 12

𝑢𝑛 + 1
=

2

𝑢𝑛 + 1
(𝑢𝑛 − 6) 

𝑢𝑛 ≥ 6 ⇒ 𝑢𝑛 + 1 ≥ 7 ⇒
2

𝑢𝑛 + 1
≤
2

7
⇒ 𝑢𝑛+1 − 6 ≤

2

7
(𝑢𝑛 − 6) 

 ⇒ |𝑢𝑛+1 − 6| ≤
2

7
|𝑢𝑛 − 6|  

𝑢𝑛)لأنّ العبارتين  − 𝑢𝑛+1و  6 −  موجبتين( 6

𝒏  :|𝒖𝒏ب. اثبات بالتراجع أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  − 𝟔| ≤ 𝟑 (
𝟐

𝟕
)
𝒏

 

𝑢0|تحقيق التراجع :  • − 6| ≤ 3 (
2

7
)
0

3)محققّة لأنّ   ≤ 3) 

𝑢𝑛|فرض التراجع : نفرض أنّ  • − 6| ≤ 3 (
2

7
)
𝑛

  

𝑢𝑛+1|برهان التراجع : نبرهن أنّ  • − 6| ≤ 3 (
2

7
)
𝑛+1

  

|𝑢𝑛+1 − 6| ≤
2

7
|𝑢𝑛 − 6| ⇒ |𝑢𝑛+1 − 6| ≤ 3 (

2

7
)
𝑛

×
2

7
 

⇒ |𝑢𝑛+1 − 6| ≤ 3 (
2

7
)
𝑛+1

  

𝐥𝐢𝐦جـ. استنتاج 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

|𝑢𝑛 − 6| ≤ 3 (
2

7
)
𝑛

⇒ −3(
2

7
)
𝑛

≤ 𝑢𝑛 − 6 ≤ 3(
2

7
)
𝑛
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lim
𝑛→+∞

− 3(
2

7
)
𝑛

= lim
𝑛→+∞

3 (
2

7
)
𝑛

= 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 − 6 = 0

⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 6  

 
 .36 حل التمرين

1. 𝒛𝑨 = 𝟑 − 𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝟐 − 𝟐𝒊  ،𝒛𝑪 = −𝟐𝒊  ،𝒛𝑫 = 𝒛̅𝑪 

  .أ

 على الشكل الجبري ثمّ الأسي 𝒌كتابة العدد  .ب

𝑘 =
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

=
4𝑖

2
⇒ 𝑘 = 2𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋
2  

arg(𝑘) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝐶 قائم في 𝐵𝐶𝐷 المثلث  

𝒌𝒏حيث 𝒏 تعيين مجموعة قيم  .ج < 𝟎  

𝑘𝑛 < 0 ⇒ arg(𝑘𝑛) = (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒
𝑛

2
𝜋 = (2𝑘 + 1)𝜋 

⇒ 𝑛 = 4𝑘 + 2 ; 𝑘 ∈ ℕ  

2. 𝑺(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ = (𝟏 − 𝒊)𝒛 + 𝟐𝒊 

 𝑺تعيين طبيعة وعناصر التحويل  .أ

|1 − 𝑖| = √2 ; arg(1 − 𝑖) = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ; 𝑧𝜔 =

2𝑖

𝑖
= 2 

−، زاويته  2√نسبته هو تشابه مباشر  𝑆نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

4
;Ω(2ومركزه   0) 

′𝒛التحقق أنّ :  .ب − 𝒛 = 𝒊(𝝎 − 𝒛)  

𝑧′ − 𝑧 = (1 − 𝑖)𝑧 + 2𝑖 − 𝑧 = −𝑖𝑧 + 2𝑖 = 𝑖(2 − 𝑧) = 𝑖(𝜔 − 𝑧)  

𝑧′ − 𝑧 = 𝑖(𝜔 − 𝑧) ⇒
𝑧′ − 𝑧

𝜔 − 𝑧
= 𝑖 ;

{
 
 

 
 |

𝑧′ − 𝑧

𝜔 − 𝑧
| = 1

arg (
𝑧′ − 𝑧

𝜔 − 𝑧
) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

 

⇒ المثلث′Ω𝑀𝑀 قائم في 𝑀 ومتساوي الساقين  

3. 𝑨𝟎 = 𝑨  ،𝑨𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑨𝒏)  ،𝒖𝒏 = ‖Ω𝑨𝒏‖ 

 هندسية (𝒖𝒏)برهان أن  المتتالية  .أ

𝑢𝑛+1 = ‖Ω𝐴𝑛+1‖ = |𝑧𝑛+1 −𝜔| = |(1 − 𝑖)𝑧𝑛 + 2𝑖 − 2| 

= |(1 − 𝑖)𝑧𝑛 − 2(1 − 𝑖)| = |(1 − 𝑖)(𝑧𝑛 − 2)| 

= |1 − 𝑖||𝑧𝑛 − 2| = √2‖Ω𝐴𝑛‖ ⇒ 𝑢𝑛+1 = √2𝑢𝑛  
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𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)المتتالية منه  =  حيث: 𝑢0وحدهّا الأول  2√

𝑢0 = ‖Ω𝐴0‖ = |𝑧𝐴 −𝜔| = |1 − 𝑖| = √2  

 𝑺𝒏حساب المجموع  .ب

𝑆𝑛 = |𝑧0 − 𝜔| + |𝑧1 − 𝜔| +⋯+ |𝑧𝑛 − 𝜔| 

= ‖Ω𝐴0‖ + ‖Ω𝐴1‖ +⋯+ ‖Ω𝐴𝑛‖ = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 

= 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = √2(

√2
𝑛+1

− 1

√2 − 1
) = √2(√2 + 1) (√2

𝑛+1
− 1) 

= (2 + √2) (√2
𝑛+1

− 1)  

 

 
 

 .37 حل التمرين

𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟐𝒏 + 𝜶 ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐𝒖𝒏 − 𝟐𝒏 − 𝟏 ، 𝒖𝟎 = 𝟒 

 2ة هندسية أساسها متتالي (𝒗𝒏)ن حتى تكو 𝜶تعيين  .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 2(𝑛 + 1) + 𝛼 = 2𝑢𝑛 − 2𝑛 − 1 − 2𝑛 − 2 + 𝛼 

= 2𝑢𝑛 − 4𝑛 − 3 + 𝛼 = 2(𝑢𝑛 − 2𝑛 +
𝛼 − 3

2
)  

𝑣𝑛+1 = 2𝑣𝑛 ⇒
𝛼 − 3

2
= 𝛼 ⇒ 2𝛼 = 𝛼 − 3 ⇒ 𝛼 = −3  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏واستنتاج  𝒏بدلالة  𝒗𝒏كتابة  .2

𝑣0 = 𝑢0 + 𝛼 = 1 ; 𝑣𝑛 = 𝑣0. 𝑞
𝑛 = 2𝑛   

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 2𝑛 − 3 ⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 2𝑛 + 3 = 2𝑛 + 2𝑛 + 3  

 𝑺𝒏حساب  .3

𝑤𝑛 = 2𝑛 + 3; 

𝑆𝑛 = 𝑢0 +⋯+ 𝑢𝑛−1 = 𝑣0 + 𝑤0 +⋯+ 𝑣𝑛−1 + 𝑤𝑛−1 

= 𝑣0 (
𝑞𝑛 − 1

𝑞 − 1
) +

𝑛

2
(𝑤0 + 𝑤𝑛−1)  = 2

𝑛 − 1 +
𝑛

2
(3 + 2𝑛 + 1) 

= 2𝑛 + 𝑛2 + 2𝑛 − 1  

 𝟐𝒏 على 𝟕دراسة بواقي قسمة  .4

20 ≡ 1[7] ;  21 ≡ 2[7] ;  22 ≡ 4[7] ; 23 ≡ 1[7] 

23𝑘 ≡ 1[7] ;  23𝑘+1 ≡ 2[7] ;  23𝑘+2 ≡ 4[7]  
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𝑲𝟑𝒏حيث  𝒏تعيين قيم  .5 ≡ 𝟎[𝟕] 

𝐾3𝑛 ≡ 0[7] ⇒ 2
3𝑛 + 9𝑛2 + 6𝑛 − 1 ≡ 0[7] ⇒ 2𝑛(𝑛 + 3) ≡ 0[7]

⇒ {

𝑛 ≡ 0[7]

أو

𝑛 + 3 ≡ 0[7]

⇒ {

𝑛 = 7𝑘; 𝑘 ∈ ℕ

أو

𝑛 = 7𝑘 + 4

 

 

 
 .38 حل التمرين

𝒖𝒏 = 𝟓𝒖𝒏−𝟏 − 𝟔𝒖𝒏−𝟐 ; 𝒖𝟎 = 𝒖𝟏 = 𝟏 

𝒖𝒏البرهان أنّ :  .1 = 𝟐
𝒏+𝟏 − 𝟑𝒏 

𝑢0 نتحقق أنّ  تحقيق التراجع : • = 2
1 − 𝑢0)محققة لأنّ  30 = 1) 

𝑢𝑛 أنّ نفرض  التراجع :فرض  • = 2
𝑛+1 − 3𝑛  

𝑢𝑛+1 أنّ نبرهن التراجع :  برهان • = 2
𝑛+2 − 3𝑛+1 

𝑢𝑛+1 = 5𝑢𝑛 − 6𝑢𝑛−1 = 5(2
𝑛+1 − 3𝑛) − 6(2𝑛 − 3𝑛−1) 

= 5. 2𝑛+1 − 5. 3𝑛 − 6. 2𝑛 + 6. 3𝑛−1 

= 5. 2𝑛+1 − (2 + 3)3𝑛 − 3. 2𝑛+1 + 2. 3𝑛 = 2. 2𝑛+1 − 3.3𝑛 

= 2𝑛+2 − 3𝑛+1 

𝑛من أجل كل ه أنّ ومنه نستنتج  ∈ ℕ  :𝑢𝑛 = 2
𝑛+1 − 3𝑛 

 𝟐𝒏 و 𝟑𝒏 على 𝟓دراسة بواقي قسمة  .2

24𝑘 ≡ 1[5] ;  24𝑘+1 ≡ 2[5] ;  24𝑘+2 ≡ 4[5] ;  24𝑘+3 ≡ 3[5] 

34𝑘 ≡ 1[5] ;  34𝑘+1 ≡ 3[5] ;  34𝑘+2 ≡ 4[5] ;  34𝑘+3 ≡ 2[5] 

𝟏)حيث  𝒏ين قيم تعي .3 + 𝒖𝒏)  5يقبل القسمة على 

1 + 𝑢𝑛 ≡ 0[5] ⇒ 1 + 2
𝑛+1 − 3𝑛 ≡ 0[5] ⇒ 2𝑛+1 − 3𝑛 ≡ 4[5] 

𝑛 = 4𝑘 4𝑘 + 1 4𝑘 + 2 4𝑘 + 3  

2𝑛+1 ≡ 2 4 3 1 [5] 

3𝑛 ≡ 1 3 4 2 [5] 

2𝑛+1 − 3𝑛 ≡ 1 1 4 4 [5] 

1 + 𝑢𝑛 ≡ 0[5] ⇒ 𝑛 = 4𝑘 + 𝑛 أو 2 = 4𝑘 + 3 ; 𝑘 ∈ ℕ  

𝟐𝟎𝟏𝟐𝟒𝒏−𝟐باقي قسمة تعيين  .4 −  5على  𝟏𝟒𝟑𝟑𝟐𝟎𝟏𝟏

{
2012 ≡ 2[5] ⇒ 20124𝑛−2 ≡ 24𝑘+2[5] ⇒ 20124𝑛−2 ≡ 4[5]

1433 ≡ 3[5] ⇒ 14332011 ≡ 34𝑘+3[5] ⇒ 14332011 ≡ 2[5]

⇒ 20124𝑛−2 − 14332011 ≡ 2[5]  
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𝟑𝟑𝒏+𝟐البرهان أنّ :  .5 + 𝟐𝒏+𝟒 ≡ 𝟎[𝟓] 

 طريقة أولى •

33𝑛+2 + 2𝑛+4 = 9. 33𝑛 + 16. 2𝑛 = 9.27𝑛 + 16.2𝑛 

9 ≡ −1[5] ; 27 ≡ 2[5] ; 16 ≡ 1[5] 

{
9.27𝑛 ≡ −2𝑛[5]

16.2𝑛 ≡ 2𝑛[5]
⇒ 33𝑛+2 + 2𝑛+4 ≡ 0[5]  

 طريقة ثانية •

𝑛 = 4𝑘 4𝑘 + 1 4𝑘 + 2 4𝑘 + 3  

3𝑛 + 2 ≡ 2 1 0 3 [4] 

33𝑛+2 ≡ 4 3 1 2 [5] 

2𝑛+4 ≡ 1 2 4 3 [5] 

33𝑛+2 + 2𝑛+4 ≡ 0 0 0 0 [5] 

 𝑺𝒏حساب المجموع  .6

𝑆𝑛 = 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 

= (23 − 32) + (24 − 33) + (25 − 34) + ⋯+ (2𝑛+1 − 3𝑛) 

= (23 + 24 +⋯+ 2𝑛)⏟            
𝑣0=2

3 ; 𝑞=2

− (32 + 33 +⋯+ 3𝑛)⏟            
𝑤0=3

2 ; 𝑞′=3

 

= 23 (
2𝑛−2 − 1

2 − 1
) − 32 (

3𝑛−1 − 1

3 − 1
) 

= 23(2𝑛−2 − 1) −
32

2
(3𝑛−2 − 1) = 2𝑛+1 −

3𝑛

2
−
7

2
  

 

 
 .39 حل التمرين

1. 𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 

𝒇للمعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط:  𝒇(𝒙)د الحل اجإي .أ (
𝟏

𝟐
) = 𝟐 

𝑦′ + 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −2𝑦 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−2𝑥 

𝑓 (
1

2
) = 2 ⇒ 𝑐𝑒−1 = 2 ⇒ 𝑐 = 2𝑒 ⇒ 𝑓(𝑥) = 2𝑒−2𝑥+1

  ℝعلى  𝒇ن دالة أصلية للدالة يعيت .ب

𝑓′ + 2𝑓 = 0 ⇒ 𝑓 = −
1

2
𝑓′ ⇒ 𝐹(𝑥) = −

1

2
𝑓(𝑥) = −𝑒−2𝑥+1  

2. 𝒖𝒏 = ∫ 𝟐𝒆−𝟐𝒙+𝟏
𝒏+𝟏

𝒏
𝒅𝒙 
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: ال .أ 𝒖𝒏تحقق أن  = 𝒆(𝟏 − 𝒆
−𝟐)𝒆−𝟐𝒏 

𝑢𝑛 = ∫ 2𝑒−2𝑥+1
𝑛+1

𝑛

𝑑𝑥 = 𝐹(𝑛 + 1) − 𝐹(𝑛) = −𝑒−2𝑛−1 + 𝑒−2𝑛+1 

= (𝑒 − 𝑒−1)𝑒−2𝑛 = 𝑒(1 − 𝑒−2)𝑒−2𝑛  

 𝒖𝟎وحد ها الأول  𝒒هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝒖𝒏)متتالية ن أن  الابي .ب

𝑢𝑛+1 = 𝑒(1 − 𝑒
−2)𝑒−2𝑛−2 = 𝑒(1 − 𝑒−2)𝑒−2𝑛. 𝑒−2 = 𝑢𝑛. 𝑒

−2 

𝑢0 وحدهّا الأول 𝑒−2هندسية أساسها  (𝑢𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = 𝑒(1 − 𝑒
−2)  

 هاتقاربو (𝒖𝒏)متتالية اتجاه تغير ال ةسادر .ج

{
𝑢0 > 0
0 < 𝑞 < 1

⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متناقصة

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑒(1 − 𝑒−2)𝑒−2𝑛 = 0 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متقاربة  

3. 𝑺𝒏 = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏−𝟏 

: ابي .أ 𝑺𝒏ن أن  = ∫ 𝒇(𝒙)
𝒏

𝟎
𝒅𝒙 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 

= ∫ 𝑓(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
2

1

𝑑𝑥 +⋯+∫ 𝑓(𝑥)
𝑛

𝑛−1

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑛

0

𝑑𝑥  

 𝒏لة بدلا 𝑺𝒏ب المجموع احس .ب

𝑆𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑛

0

𝑑𝑥 = 𝐹(𝑛) − 𝐹(0) = 𝑒 − 𝑒−2𝑛+1 = 𝑒(1 − 𝑒−2𝑛)  

 

 
 

 .40 حل التمرين

𝒖𝒏 ≤ 𝒗𝒏 ≤ 𝒘𝒏 

 

: (∞−)تؤول إلى  (𝒗𝒏)إذا كانت  .1  ، فإن 

 محدودة من الأعلى (𝒖𝒏)المتتالية ب. 

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ⇒ (𝑢𝑛) محدودة من الأعلى  

 (∞−)تؤول إلى  (𝒖𝒏)المتتالية ج. 

{
𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛

lim
𝑛→+∞

𝑣𝑛 = −∞
⇒ lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = −∞  (النهاية بالمقارنة) 
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𝒖𝒏إذا كانت  .2 > 𝒘𝒏و  𝟏 = 𝟐𝒖𝒏  و𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝒍 :  ، فإن 

𝐥𝐢𝐦ج. 
𝒏→+∞

(𝒘𝒏 − 𝒖𝒏) = 𝒍 

lim
𝑛→+∞

(𝑤𝑛 − 𝑢𝑛) = lim
𝑛→+∞

(2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛) = lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛) = 𝑙  

  (𝒗𝒏)لا يمكننا الجزم فيما يخص نهاية د. 

{

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 2𝑙
⇒ 𝑙 ≤ lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 ≤ 2𝑙  

𝐥𝐢𝐦إذا كانت  .3
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝐥𝐢𝐦و  𝟐−
𝒏→+∞

𝒘𝒏 = 𝟐 :  ، فإن 

 محدودة من الأعلى (𝒗𝒏)المتتالية أ. 

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ⇒ (𝑢𝑛) محدودة من الأعلى  

 (𝒗𝒏)لا يمكننا الجزم فيما يخص نهاية ج. 

{

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = −2

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 2
⇒ −2 ≤ lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 ≤ 2  

𝒖𝒏ذا كانت إ .4 =
𝟐𝒏𝟐−𝟏

𝒏𝟐
𝒘𝒏و   =

𝟐𝒏𝟐+𝟑

𝒏𝟐
 :  ، فإن 

𝐥𝐢𝐦ب. 
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝟐 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

2𝑛2 − 1

𝑛2
= lim
𝑛→+∞

2𝑛2

𝑛2
= 2  

𝐥𝐢𝐦ج. 
𝒏→+∞

𝒗𝒏 = 𝟐 

{

𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛 ≤ 𝑤𝑛
lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 2

lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = 2
⇒ lim

𝑛→+∞
𝑣𝑛 = 2  
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 التوفيقة( -ة ليبدالت –الترتيبة  -العد )القائمة  .1

𝑛عددان طبيعيان حيث:  𝑛 و𝑝ليكن  ≥ 𝑝 

 التكرار الترتيب الاستعمال الرمز التسمية

 𝑛𝑝 القائمة
السحب على 

 التوالي بإرجاع
 ممكن مهم  

 الترتيبة
𝐴𝑛
𝑝 =

𝑛!

(𝑛 − 𝑝)!
 

السحب على 

ون دبالتوالي 

 إرجاع

 غير ممكن مهم  

𝐴𝑛 التبديلة
𝑛 =

𝑛!

0!
= 𝑛! 

 بحيثترتيبة 

(𝑛 = 𝑝) 
 غير ممكن مهم  

𝐶𝑛 التوفيقة
𝑝 =

𝑛!

𝑝! (𝑛 − 𝑝)!
 

السحب في آن 

 واحد
 غير ممكن غير مهم  

 

𝐶𝑛لاحظ أن  
𝑝 =

𝐴𝑛
𝑝

𝑝!
 

 الجمعيات واللجان:

  نائب، أمين،...( نستعمل الترتيبة  تحديد وظيفة الأشخاص )رئيس،في حالة𝐴𝑛
𝑝

 

  ة قيوفتحديد وظيفة الأشخاص نستعمل التفي حالة عدم𝐶𝑛
𝑝

 

 خواص:

𝑛! = 1 × 2 × 3 × …× 𝑛 = (𝑛 − 1)! × 𝑛 0! = 1! = 1 

𝐴𝑛
0 = 𝐶𝑛

0 = 𝐶𝑛
𝑛 = 1 𝐴𝑛

1 = 𝐶𝑛
1 = 𝑛 𝐶𝑛+1

𝑛 = 𝑛 + 1 

 

 :1 لامث

𝐸 :حيث 𝐸لتكن المجموعة  = {1; 2; 3; 4} 

 الجدول التالي يبي ن طريقة حساب الأعداد التي يمكن تشكيلها باستعمال هذه الأرقام 

نة من:  مكو 
 مكررة ومرتبة

 )قائمة(

 مكررة ومرتبةغير 

 )ترتيبة(

غير مكررة وغير 

 )توفيقة( مرتبة

42 رقمين = 16 𝐴4
2 =

4!

2!
= 12 𝐶4

2 =
4!

2! 2!
= 6 

43 أرقام 3 = 64 𝐴4
3 =

4!

1!
= 4! = 24 𝐶4

3 =
4!

3! 1!
= 4 

44 أرقام 4 = 256 𝐴4
4 =

4!

0!
= 4! = 24 𝐶4

4 =
4!

4! 0!
= 1 
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 ثلاثة أرقام فردية .أ

 كرة حمراء على الأقل .ب

 كرة خضراء على الأكثر .ج

 4كرة واحدة فقط تحمل الرقم  .د

 لون نفس الكرات من ثلاث  .ه

 لوان مختلفة الأكرات ثلاث  .و

 ثلاث كرات من لونين مختلفين .ز

  في حالة السحب:

 على التوالي بإرجاع ( 3،      اععلى التوالي بدون إرج( 2،      في آن واحد( 1

 :الحل

;𝑅)ألوان  3من  كرة 18لدينا في الكيس  𝐵; 𝑉)  منها فردية  9رقما  18بالإضافة إلى

[3; 3; 2; 1]  3] زوجية 9و; 3; 2; 1]. 

 في حالة السحب في آن واحد )توفيقة( .1

𝐶9: ثلاثة أرقام فردية .أ
3 =

9!

3!6!
=
9×8×7×6!

6×6!
= 84 

 :ء على الأقلكرة حمرا .ب

𝐶4
1 × 𝐶14

2⏟    
1𝑅2 و(𝐵;𝑉)

+⏟
أو

𝐶4
2 × 𝐶14

1⏟    
2𝑅1 و(𝐵;𝑉)

+⏟
أو

𝐶4
3⏟

3𝑅

= 452 … طريقة 

𝐶18
3⏟

الحالات الممكنة

− 𝐶14
3⏟

0𝑅=3(𝐵;𝑉)

= 452  طريقة (الحادثة العكسية)…

𝐶10 :كرة خضراء على الأكثر .ج
3⏟

0𝑉=3(𝐵;𝑅)

+ 𝐶8
1 × 𝐶10

2⏟    
1𝑉2 و(𝐵;𝑅)

= 480 

𝐶3 :4كرة واحدة فقط تحمل الرقم  .د
1⏟

1

×⏟
و

𝐶15
2⏟

2≠

= 315 

𝐶4 :ثلاث كرات من نفس اللون .ه
3⏟

3𝑅

+ 𝐶6
3⏟

3𝐵

+ 𝐶8
3⏟

3𝑉

= 80 

𝐶4 :ثلاث كرات مختلفة الألوان .و
1 × 𝐶6

1 × 𝐶8
1 = 192 

 ثلاث كرات من لونين مختلفين: .ز

𝐶4
1(𝐶6

2 + 𝐶8
2) + 𝐶6

1(𝐶4
2 + 𝐶8

2) + 𝐶8
1(𝐶4

2 + 𝐶6
2) = 544 … طريقة 

𝐶18
3⏟

الحالات الممكنة

− (80 + 192)⏟      
الحالتان السابقتان

= 544   طريقة (الحادثة العكسية)…
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:2 مثال 
1 كرات بيضاء مرقمة من  1 إلى 4 و6  كرات حمراء مرقمة من   4 يحتوي كيس على 

3 كرات. 1 إلى 8. نسحب عشوائيا من هذا الكيس  كرات خضراء مرقمة من  6 و8  إلى 
ما هو عدد الحالات التي نحصل فيها على:



 لي بدون إرجاع )ترتيبة(في حالة السحب على التوا .2

𝐴9ثلاثة أرقام فردية:  .أ
3 =

9!

6!
=
9×8×7×6!

6!
= 504 

 كرة حمراء على الأقل: .ب

3(𝐴4
1 × 𝐴14

2⏟      
1𝑅+2(𝐵;𝑉)

) + 3(𝐴4
2 × 𝐴14

1⏟      
2𝑅+1(𝐵;𝑉)

) + 𝐴4
3⏟

3𝑅

= 2712 … طريقة 

𝐴18
3⏟

الحالات الممكنة

− 𝐴14
3⏟

0𝑅=3(𝐵;𝑉)

= 2712 …   طريقة (الحادثة العكسية)

𝐴10كرة خضراء على الأكثر:  .ج
3⏟

0𝑉=3(𝐵;𝑅)

+ 3(𝐴8
1 × 𝐴10

2⏟      
1𝑉+2(𝐵;𝑅)

) = 2880 

𝐴3)3: 4كرة واحدة فقط تحمل الرقم  .د
1⏟

1

× 𝐴15
2⏟

2≠

) = 1890 

𝐴4ثلاث كرات من نفس اللون:  .ه
3⏟

3𝑅

+ 𝐴6
3⏟

3𝐵

+ 𝐴8
3⏟

3𝑉

= 480 

𝐴4)6ثلاث كرات مختلفة الألوان:  .و
1 × 𝐴6

1 × 𝐴8
1) = 1152 

 ثلاث كرات من لونين مختلفين: .ز

3[𝐴4
1(𝐴6

2 + 𝐴8
2) + 𝐴6

1(𝐴4
2 + 𝐴8

2) + 𝐴8
1(𝐴4

2 + 𝐴6
2)] = 3264 … طريقة 

𝐴18
3⏟

الحالات الممكنة

− (480 + 1152)⏟        
الحالتان السابقتان

= 3264 …  طريقة (الحادثة العكسية)

  

 في حالة السحب على التوالي بإرجاع )قائمة( .3

93: ثلاثة أرقام فردية .أ = 729  

 كرة حمراء على الأقل: .ب

3(41 × 142⏟      
1𝑅+2(𝐵;𝑉)

) + 3(42 × 141⏟      
2𝑅+1(𝐵;𝑉)

) + 43⏟
3𝑅

= 3088 … طريقة 

183⏟
الحالات الممكنة

− 143⏟
0𝑅=3(𝐵;𝑉)

= 3088 …  طريقة (الحادثة العكسية)

⏟103كرة خضراء على الأكثر:  .ج
0𝑉=3(𝐵;𝑅)

+ 3(81 × 102⏟      
1𝑉+2(𝐵;𝑅)

) = 3400 

⏟31)3: 4كرة واحدة فقط تحمل الرقم  .د
1

× 152⏟
2≠

) = 2025 
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⏟43اللون: ثلاث كرات من نفس  .ه
3𝑅

+ 63⏟
3𝐵

+ 83⏟
3𝑉

= 792 

4)6ثلاث كرات مختلفة الألوان:  .و × 6 × 8) = 1152 

 ثلاث كرات من لونين مختلفين: .ز

3[4(62 + 82) + 6(42 + 82) + 8(42 + 62)] = 3888 … طريقة 

183⏟
الحالات الممكنة

− (792 + 1152)⏟        
الحالتان السابقتان

= 3888 …  طريقة (الحادثة العكسية)

 :3مثال 

 نساء.  3رجال و  6تتكون جمعية من 

 . إدارة تتألف من رئيس، نائب وأميننريد تشكيل  .1

 بكم طريقة يمكن اختيار هذه الإدارة؟ .أ

 ما هو عدد الطرق لتشكيل إدارة بحيث يكون الرئيس رجلا .ب

 ما هو عدد الطرق بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأة .ج

بكم طريقة . أشخاص من بينهم رئيسا، نائبا وأمينا 5لجنة ذات تشكيل ن الآنريد  .2

 يمكن اختيار هذه اللجنة بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأة؟

 الحل:

 نريد تشكيل إدارة تتألف من رئيس، نائب وأمين  .1

ر ختياالممكنة لاطرق عدد ال بما أن نا حددنا وظائف الأعضاء )ترتيبة( فإن   .أ

 هو: هذه الإدارة

𝐴9
3 =

9!

6!
= 504  

𝐴6) لارج 6من بين الرئيس نختار  .ب
( ونختار العضوين الآخرين من بين 1

𝐴8الأعضاء الثمانية المتبقين )
عدد الطرق لتشكيل إدارة ، وبالتالي فإن   (2

 هو: بحيث يكون الرئيس رجلا

𝐴6
1 × 𝐴8

2 = 6 ×
8!

6!
= 336  

𝐴6) لارج 6من بين الرئيس نختار  .ج
𝐴3نساء ) 3من بين  ( ونختار نائبه1

1 )

𝐴7ونختار الأمين من بين الأعضاء السبعة المتبقين )
عدد  ، وبالتالي فإن   (1

 هو: الطرق بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأة

𝐴6
1 × 𝐴3

1 × 𝐴7
1 = 6 × 3 × 7 = 126  

أن نحدد لهما وظيفة ، في هذه الحالة أضفنا شخصين إلى هذه اللجنة دون  .2

𝐶6واختيارهما يتم من بين الأعضاء الستة المتبقين )
طرق عدد ال ، وبالتالي فإن   (2

 هو: ختيار هذه اللجنة بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأةالممكنة لا

𝐴6
1 × 𝐴3

1 × 𝐴7
1 × 𝐶6

2 = 126 × 15 = 1890  
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 حددستور ثنائي ال .2

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =∑𝐶𝑛
𝑝𝑥𝑛−𝑝𝑦𝑝

𝑛

𝑝=0

= 𝐶𝑛
0𝑥𝑛 + 𝐶𝑛

1𝑥𝑛−1𝑦 +⋯+ 𝐶𝑛
𝑛𝑦  

 مثال:

(𝑥 + 𝑦)2 =∑𝐶2
𝑝𝑥2−𝑝𝑦𝑝

2

𝑝=0

= 𝐶2
0𝑥2 + 𝐶2

1𝑥𝑦 + 𝐶2
2𝑦2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2  

(𝑥 + 𝑦)3 =∑𝐶3
𝑝𝑥3−𝑝𝑦𝑝

3

𝑝=0

= 𝐶3
0𝑥3 + 𝐶3

1𝑥2𝑦 + 𝐶3
2𝑥𝑦2 + 𝐶3

3𝑦3 

=

 خواص الاحتمالات .3

 

 لغة الحوادث الخاصية

0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1 𝐴 حادثة كيفية 

𝑃(∅) =  الحادثة المستحيلة 0

𝑃(𝐸) =  يدةالحادثة الأك 1

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) الحادثة العكسية 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 𝐵و 𝐴 حادثتان كيفيتان 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 𝐵و 𝐴 حادثتان غير متلائمتين 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) 𝐵و 𝐴 حادثتان كيفيتان 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) 𝐵و 𝐴 حادثتان مستقلتان 

 

 ثال:م

خضراء  3حمراء،  3كريات متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس، منها  11يحتوي كيس على 

 كريات من الكيس في آن واحد. ما احتمال الحصول على: 3نسحب بيضاء.  4و

 من اللون نفسهكريات  3 .أ

 واحدة من كل لونكرية  .ب

 على الأقل.واحدة كرية بيضاء  .ج
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𝑥3 + 3𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦2 + 𝑦3  

𝑛



 الحل:

 من اللون نفسهات كري 3 احتمال الحصول علىحساب  .أ

𝑃(𝐴) =

𝐶3
3⏟

3 حمراء

+ 𝐶3
3⏟

3 خضراء

+ 𝐶4
3⏟

3 بيضاء

𝐶10
3 =

6

120
=

1

20
 

 واحدة من كل لونكرية  احتمال الحصول علىحساب  .ب

𝑃(𝐵) =

𝐶3
1⏟

1 حمراء

× 𝐶3
1⏟

1 خضراء

× 𝐶4
1⏟

1 بيضاء

𝐶10
3 =

36

120
=

3

10
 

 على الأقلواحدة  بيضاءكرية  احتمال الحصول علىحساب  .ج

𝑃(𝐶) = 1 − 𝑃(𝐶̅)⏟
لا توجد كرية بيضاء

= 1 −

𝐶6
3⏟

3 كريات بين حمراء وخضراء

𝐶10
3 = 1 −

20

120
=
5

6
 

 

 ر عشوائيالأمل الرياضياتي، التباين والانحراف المعياري لمتغي  قانون الاحتمال،  .4

فة على مجموعة المخارج هو دالة عددية  𝑋متغي ر عشوائي  دة باحتمال معر   𝑃 ومزو 

𝑋 ∈ {𝑥1; 𝑥2; … ; 𝑥𝑛} ; 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) = 𝑃𝑖  ;  ∑𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

= 1  

 قانون الاحتمال

𝑋𝑖 𝑥1 𝑥2 … 𝑥𝑛 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 𝑃1 𝑃2 … 𝑃𝑛 

 

 الأمل الرياضياتي التباين الانحراف المعياري

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

 (عدد حقيقي ثابت 𝑎) خواص:

𝑬(𝒂𝑿) = 𝒂𝑬(𝑿) 𝑬(𝑿 + 𝒂) = 𝑬(𝑿) + 𝒂 𝑬(𝑿 + 𝒀) = 𝑬(𝑿) + 𝑬(𝒀) 
 

𝑽(𝒂𝒙) = 𝒂𝟐𝑽(𝑿) 𝑽(𝑿 + 𝒂) = 𝑽(𝑿) 𝝈(𝒂𝑿) = |𝒂|𝝈(𝑿) 𝝈(𝑿 + 𝒂) = 𝝈(𝑿) 
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 مثال:

خضراء  3حمراء،  3كريات متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس، منها  11يحتوي كيس على 

الذي المتغي ر العشوائي  𝑋، وليكن كريات من الكيس في آن واحد 3نسحب بيضاء.  4و

 يرفق بكل عملية سحب، عدد الكريات البيضاء المسحوبة.

 ؟𝑋قانون الاحتمال للمتغي ر العشوائي  ما هو .1

 .𝑋احسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغي ر العشوائي  .2

 

 الحل:

 𝑿قانون الاحتمال للمتغي ر العشوائي تعيين  .1

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶6
3

𝐶10
3 =

1

6
 ; 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
1 × 𝐶6

2

𝐶10
3 =

1

2
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
2 × 𝐶6

1

𝐶10
3 =

3

10
 ; 𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶4
3

𝐶10
3 =

1

30
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

6
 

1

2
 

3

10
 

1

30
 

 

) 1تأكد دائما أن  مجموع الاحتمالات يساوي 
1

6
+
1

2
+

3

10
+

1

30
= 1) 

 𝑿ف المعياري للمتغي ر العشوائي حساب الأمل الرياضي، التباين والانحرا .2

𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖 = 0(
1

6
) + 1 (

1

2
) + 2 (

3

10
) + 3 (

1

30
) 

=
1

2
+
3

5
+
1

10
=
6

5
 

𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2 =∑𝑋𝑖
2 × 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2 

= 02 (
1

6
) + 12 (

1

2
) + 22 (

3

10
) + 32 (

1

30
) − (

6

5
)
2

=
14

25
 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) =
√14

5
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 الاحتمالات الشرطية .5

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
 

𝑃𝐴   يسُمى الاحتمال الشرطي علما أن𝐴 محققة 

𝑃𝐴(𝐵)  تقُرأ: "احتمال𝐵   علما أن𝐴 "محققة 

 

 من الكتاب المدرسي( 211ص 1)ت :1 مثال

كرات خضراء لا نمي ز بينها عند اللمس. نسحب  3كرات حمراء و 6ي صندوق على يحتو

"الكرة المسحوبة الأولى حمراء"  𝐴كرتين على التوالي بدون إرجاع، ولتكن الحادثة 

 ."الكرة المسحوبة الثانية خضراء" 𝐵الحادثة و

𝑃(𝐴ثم  استنتج  𝑃𝐴(𝐵)و  𝑃(𝐴)احسب  ∩ 𝐵). 

 الحل:

𝑃(𝐴)كرات، أي:  9ت حمراء من أصل كرا 6لدينا  =
6

9
=

2

3
 

𝑃𝐴(𝐵)خضراء، أي:  3كرات من بينها  8بعد سحب كرة حمراء يبقى لدينا  =
3

8
 

𝑃𝐴(𝐵)بما أن   =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐴)
 : 𝑃(𝐴، فإن  ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) =

2

3
×
3

8
=

1

4
 

 

 :2 مثال
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اء ضبيكرات  8و 0،0،0،0،1،1كرات حمراء تحمل الأرقام  6يحتوي صندوق على 

 .. نسحب من الصندوق كرتين في آن واحد0،0،0،0،0،1،1،1تحمل الأرقام 

، فما هو احتمال أن تكونا 0كانت الكرتان المسحوبتان تحملان الرقم إذا  .0

 اوين؟ضبي

احسب احتمال الحصول على كرتين تحملان نفس اللون علما أن هما تحملان  .2

 .0الرقم 

 الحل:

 " 0كرتين تحملان الرقم الحصول على "الحادثة  𝐴لتكن 

 لدينا: ".اوينضبيالحصول على كرتين "الحادثة  𝐵و

𝑃𝐴(𝐵) =

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)⏟      
الحصول على كرتين بيضاوين تحملان الرقم 1

𝑃(𝐴)⏟
الحصول على كرتين  تحملان الرقم 1

=

𝐶5
2

𝐶14
2

𝐶9
2

𝐶14
2

=

10
91
36
91

=
10

36
=

5

18
 



 الحصول على كرتين من نفس اللون" "الحادثة  𝐶لتكن 

𝑃𝐴(𝐶) =

𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)⏟      
الحصول على كرتين من نفس اللون تحملان الرقم 1

𝑃(𝐴)⏟
الحصول على كرتين  تحملان الرقم 1

=

𝐶4
2 + 𝐶5

2

𝐶14
2

𝐶9
2

𝐶14
2

=

16
91
36
91

=
4

9
 

 

 شجرة الاحتمالات .6

في كثير من الأحيان يمكننا نمذجة تجربة عشوائية باستعمال شجرة الاحتمالات والتي 

 هل علينا الحصول على جميع المخارج المتعلقة بهذه التجربة وحساب احتمالاتها.تس

 

 :لاتشجرة الاحتماقواعد استعمال 

 1مجموع الاحتمالات الصادرة عن كل عقدة يساوي  .1

الموجودة الفروع احتمال الحادثة المتعلقة بكل مسار يساوي جداء احتمالات  .2

 على هذا المسار

 احتمال كل حادثة يساوي مجموع احتمالات المسارات المؤدية لهذه الحادثة .3

 

 :1مثال 

 .𝑆ية للحادثة الحادثة العكس 𝑆̅ثلاث حوادث و 𝐵 ، 𝐴 و𝑆لتكن 

 

 
 

 

A

0,8

S

0,1

S

0,9

B

0,2 S

0,2

S

0,8

 عقدة
= 1 

= 1 

= 1 

 𝑃𝐵(𝑆̅)احتمال شرطي 
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 فروع. 6مسارات و 4عقد،  3لدينا في هذه الشجرة 

𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝑆) = 0,8 × 0,1 = 0,08  

𝑃(𝐴 ∩ 𝑆̅) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝑆̅) = 0,8 × 0,9 = 0,72  

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝑆) = 0,2 × 0,2 = 0,04  

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝑆̅) = 0,2 × 0,8 = 0,16  

𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 0,08 + 0,04 = 0,12  

𝑃(𝑆̅) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆̅) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅) = 0,72 + 0,16 = 0,88 … طريقة 

𝑃(𝑆̅) = 1 − 𝑃(𝑆) = 1 − 0,12 = 0,88 … طريقة 

 :2مثال 

 أكمل شجرة الاحتمالات التالية:

 
 الحل:

  

 

3

5
 

3

4
 

1

4
 

0,1 

5

6
 

1

6
 0,1 
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𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐶) ⇒ 𝑃𝐴(𝐶) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐴)
=
0,3

2
5

=
3

4
 

𝑃𝐴(𝐷) = 1 − 𝑃𝐴(𝐶) = 1 −
3

4
=
1

4
 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐷) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐷) =
2

5
×
1

4
=
1

10
= 0,1  

𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −
2

5
=
3

5
 

𝑃(𝐵 ∩ 𝐷) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝐷) ⇒ 𝑃𝐵(𝐷) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐷)

𝑃(𝐵)
=
0,5

3
5

=
5

6
 

𝑃𝐵(𝐶) = 1 − 𝑃𝐵(𝐷) = 1 −
5

6
=
1

6
 

𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝐶) =
3

5
×
1

6
=
1

10
= 0,1  

 

 ت إ( 2002)بكالوريا  :3مثال

تحمل  (𝐵)كرات بيضاء  4كرات متماثلة لا نفرق بينها باللمس، منها  9كيس على يحتوي 

          . نسحب عشوائيا 1،2،2،3،3تحمل الأرقام  (𝑅)كرات حمراء  5و 1،2،3،3الأرقام 

 هذا الكيس كرتين على التوالي مع إرجاع الكرة المسحوبة. من

 شكل شجرة الاحتمالات الموافقة لهذه الوضعية في الحالتين الآتيتين: .1

 ألوان الكرات باعتماد .أ

 الكراتالأرقام المسجلة على  باعتماد .ب

 احسب احتمال كل من الحوادث التالية: .2

 : الكرتان المسحوبتان بيضاوانA .أ

 فقط حمراءن ين المسحوبتيالكرتإحدى : C .ب

 .1لا يظهر الرقم : D .ج

 الحل:

أن  السحب يتم على التوالي مع إرجاع الكرة المسحوبة فإن  احتمال الحصول على كرة بما 

هو  (𝐵)بيضاء 
4

9
هو  (𝑅)حمراء احتمال الحصول على كرة  و 

5

9
احتمال الحصول ا ، أم   

فهو على الترتيب:  3و  2،  1الأرقام على 
4

9
 و
3

9
 ،
2

9
. 
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  باعتماد شجرة الاحتمالات

 ألوان الكرات

  باعتماد شجرة الاحتمالات

 الكرات الأرقام المسجلة على

 
 

 

 

 

 

 

 

 :𝐶 ، 𝐴 و𝐷حساب احتمال الحوادث 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐵) =
4

9
×
4

9
=
16

81
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝐵) = (
4

9
×
5

9
) + (

5

9
×
4

9
) =

40

81
 

𝑃(𝐷) = 𝑃(2; 2) + 𝑃(2; 3) + 𝑃(3; 2) + 𝑃(3; 3) 

= (
1

3
)
2

+ (
1

3
×
4

9
) + (

4

9
×
1

3
) + (

4

9
)
2

=
49

81
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 حساب الطرق الممكنة للسحب كيفية

 

 لى التوالي بدون إرجاعأولا: السحب ع

على التوالي . نسحب حمراء 3و خضراء  4، كريات زرقاء 7لدينا كيس يحتوي على 

 كريات. 5بدون إرجاع 

هو: كريات زرقاء  5احتمال الحصول على  .1
𝐴7
5

𝐴14
5 =

3

286
 

𝐶5هو: خضراء  2و كريات زرقاء  3احتمال الحصول على  .2
2 ×

𝐴7
3×𝐴4

2

𝐴14
5 =

15

143
 

𝐶5هو: حمراء  3و كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .3
3 ×

𝐴7
2×𝐴3

3

𝐴14
5 =

3

286
 

هو: حمراء  1و خضراء  1، كريات زرقاء 3احتمال الحصول على  .4

𝐶5
1 ×𝐶4

1 ×
𝐴7
3×𝐴4

1×𝐴3
1

𝐴14
5 =

30

143
 

هو: حمراء  1و خضراء  2، كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .5

𝐶5
1 ×𝐶4

2 ×
𝐴7
2×𝐴4

2×𝐴3
1

𝐴14
5 =

27

143
 

 توضيح:

𝐶5يمثل العدد  ثانيةالفي الحالة 
الحالات الممكنة لترتيب الكرتين الخضراوين ضمن  2

 حالات مفصلة كالتالي: 11الكرات الخمس وهي 

     

     

 

𝐶5أما في الحالة الثالثة فيمثل العدد 
لات الممكنة لترتيب الكرات الحمراء الثلاث ضمن الحا 3

:  11الكرات الخمس وهي  𝐶5حالات أيضا لأن 
2 = 𝐶5

3 = 10 

     

     

 

𝐶5وفي الحالة الرابعة يمثل العدد 
لترتيب الكرة الخضراء ضمن  (5)الحالات الممكنة  1

𝐶4العدد الخمس و الكرات
لترتيب الكرة الحمراء ضمن الكرات  (4)الحالات الممكنة  1

 حالة مفصلة كالتالي: 21يكون لدينا والمتبقية ، الأربع 
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 لى التوالي بإرجاع: السحب عياثان

هو: كريات زرقاء  5احتمال الحصول على  .1
75

145
=

1

32
 

𝐶5هو: خضراء  2و كريات زرقاء  3احتمال الحصول على  .2
2 ×

73×42

145
=

5

49
 

𝐶5هو: حمراء  3و كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .3
3 ×

72×33

145
=

135

5488
 

          هو:حمراء  1و خضراء  1، كريات زرقاء 3احتمال الحصول على  .4

𝐶5
1 × 𝐶4

1 ×
73×41×31

145
=
15

98
 

        هو:حمراء  1و خضراء  2، كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .5

𝐶5
1 × 𝐶4

2 ×
72×42×31

145
=

45

343
 

 

 احدفي آن و: السحب ثالثا

هو: كريات زرقاء  5احتمال الحصول على  .1
𝐶7
5

𝐶14
5 =

3

286
 

هو: حمراء  3و كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .2
𝐶7
2×𝐶3

3

𝐶14
5 =

3

286
 

هو: حمراء  1و خضراء  2، كريات زرقاء  2احتمال الحصول على  .3
𝐶7
2×𝐶4

2×𝐶3
1

𝐶14
5 =

27

143
 

 

لاحظ أن  في حالة السحب في آن واحد نكتفي بالتوفيقات ولا نضربها في العدد الذي يحدد 

 .غير مهم   ترتيب سحب الكرات لأن  في هذه الحالة الترتيب

 

 ملاحظة:

كريات زرقاء )وهذا خطأ من الناحية اللغوية( بدلا من كريتين زرقاوين  2تعمدت كتابة 

سهيل على الطالب في الربط بين عدد ولون )وهو الصواب( بغرض الاختصار والت

 أهل اللغة.يا  ةعذرالمالنتيجة، ف الكريات المسحوبة وبين التوفيقات الموجودة في

 



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





 
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  .1التمرين 

. ما هو عدد الطرق لسحب 1مرقمة بالرقم  4و  0مرقمة بالرقم  6قريصات،  10نعتبر 

 قريصات في آن واحد بحيث: 3

 0قريصات مرقمة بالرقم كل ال .1

 0قريصتان مرقمتان بالرقم  .2

 0قريصة واحدة مرقمة بالرقم  .3

 قريصات مرقمة بنفس الرقم كل ال .4

 1قمة بالرقم قريصات مركل ال .5

 قريصتان مرقمتان بنفس الرقم. .6

 
  .2التمرين 

قريصات سوداء مرقمة  6و  4إلى  1قريصات بيضاء مرقمة من  4يحتوي كيس على 

قريصات من  3نسحب . 2و  1وقريصتين حمراوين مرقمتين بالرقمين  6إلى  1من 

 بحيث: الحالات الممكنةما هو عدد الكيس في آن واحد. 

 المسحوبة من اللون نفسهقريصات كل ال .1

 قريصة واحدة من كل لوننسحب  .2

 من نفس اللون قريصتان نسحب  .3

 قريصة واحدة بيضاءنسحب على الأقل  .4

 حمراءقريصة واحدة نسحب على الأقل  .5

 نفس الرقم المسحوبة تحمل قريصات كل ال .6

 .قريصات المسحوبة يشكل عددا زوجياال مارقمجموع أ .7

 
  .3التمرين 

 3. نسحب بطريقة عشوائية 17إلى  1قريصة مرقمة من  17يحتوي كيس على 

 قريصات في آن واحد. ما هو عدد الحالات الممكنة لسحب:

 قريصة واحدة تحمل عددا فرديا .1

 قريصتين كلتاهما تحمل عددا أوليا .2

 قريصة واحدة تحمل عددا زوجياعلى الأقل  .3

 .3دا يقبل القسمة على قريصة واحدة تحمل عد .4

 
  .4التمرين 

في  كريات 4عشوائيا سوداء. نسحب  3بيضاء و  5حمراء،  كريات 7يحتوي كيس على 

 عدد الحالات الممكنة:احسب آن واحد. 

 بدون تمييز كرياتلسحب هذه ال .1
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 من لون واحد كريات 4لسحب  .2

 الثلاثة نالوالأمن  كريات 4سحب ل .3

 من لونين مختلفين. رياتك 4لسحب  .4

 
  .5التمرين 

قريصات  3. نسحب من الكيس 7إلى  1قريصات مرقمة من  7يحتوي كيس على 

 الواحدة تلو الأخرى ونرتبها وفق ترتيب هذا السحب. 

 أرقام؟  3ما هو عدد الأعداد ذات  .1

 من بين هذه الأعداد كم عددا: .2

   3يبدأ بالرقم  .أ

   3وينتهي بالرقم  1م يبدأ بالرق .ب

 .6يحتوي على الرقم  .ج

 
  .6التمرين 

 سوداء.  4بيضاء و  كريات 3يحتوي كيس على 

 . على التوالي دون إرجاع كريات 4الكيس هذا نسحب من  .1

المسحوبة الثلاثة الأولى  كرياتبحيث تكون الما هو عدد الحالات الممكنة  .أ

 سوداء والرابعة بيضاء؟

 سوداء وواحدة بيضاء؟ كريات 3ا هو عدد الحالات الممكنة م .ب

أجب في هذه الحالة . على التوالي بإرجاع كريات 4الكيس هذا من الآن نسحب  .2

 عن السؤالين السابقين.

 
  .7التمرين 

أشخاص. ما هو عدد  4طالبات. نريد تشكيل لجنة مكونة من  3طلبة و  9قسم من يتكون 

 حالات الممكنة بحيث:ال

 واحدة توجد في اللجنة طالبة  .1

 واحدة على الأقلتوجد في اللجنة طالبة  .2

 لا توجد في اللجنة أيةّ طالبة  .3

 يوجد في اللجنة الجنسان معا .4

 .𝑥يوجد في اللجنة الطالب  .5

 
  .8التمرين 

 نساء.  3رجال و  6تتكون جمعية من 

 . ف من رئيس، نائب وأمينإدارة تتألنريد تشكيل  .1
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 بكم طريقة يمكن اختيار هذه الإدارة؟ .أ

 ما هو عدد الطرق لتشكيل إدارة بحيث يكون الرئيس رجلا .ب

 ما هو عدد الطرق بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأة .ج

بكم طريقة . اوأمين اأشخاص من بينهم رئيسا، نائب 5لجنة ذات تشكيل الآن نريد  .2

 بحيث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأة؟ يمكن اختيار هذه اللجنة

 
  .9التمرين 

إذا كانت  6و  5،  4،  3،  2،  1ما هو عدد الأعداد التي يمكن تشكيلها باستعمال الأرقام 

 هذه الأعداد تتكون من:

 ثلاثة أرقام .1

 ستة أرقام متمايزة .2

 1أربعة أرقام متمايزة تنتهي بالرقم  .3

 1مايزة بحيث يكون الرقم الأول مختلف عن أربعة أرقام مت .4

 300ثلاثة أرقام متمايزة بحيث يكون العدد أكبر من  .5

 ثلاثة أرقام متمايزة بحيث يكون العدد زوجيا. .6

 
  .10التمرين 

 3. نسحب عشوائيا من هذا الصندوق 9إلى  1مرقمة من  كريات 9يحتوي صندوق على 

 هو احتمال الحصول على: في آن واحد. ما كريات

 أرقامها زوجية كرياتثلاث  .1

 ، إحداها على الأقل تحمل رقما فردياكرياتثلاث  .2

 فقط تحملان رقمين أوليين ينكرت .3

 .9يساوي أرقامها مجموع  كرياتثلاث  .4

 
  .11التمرين 

 3راء، حم 3ا عند اللمس، منها متماثلة لا نفرق بينه كريات 10يحتوي كيس على 

 بيضاء.  4خضراء و

 :احتمال الحصول علىمن الكيس في آن واحد. ما  كريات 3نسحب  .1

 من اللون نفسه كريات 3 .أ

 واحدة من كل لون كرية .ب

 على الأقلواحدة بيضاء  كرية .ج

البيضاء  كرياتالذي يرفق بكل عملية سحب، عدد ال 𝑋نعتبر المتغيرّ العشوائي  .2

 المسحوبة.
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 ؟𝑋متغيرّ العشوائي ما هو قانون الاحتمال لل .أ

 .𝑋احسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيرّ العشوائي  .ب

 
  .12التمرين 

سوداء وكرتين خضراوين. نسجل على كل كرية  3كريات بيضاء،  4يحتوي كيس على 

ء الرقم وعلى كل كرية خضرا (2)وعلى كل كرية سوداء الرقم  (1−)بيضاء الرقم 

 في آن واحد.كريتين الكيس هذا نسحب من . (3)

الذي يرفق بكل عملية سحب، مجموع الرقمين المسجلين على المتغيرّ العشوائي  𝑋ليكن 

 الكرتين المسحوبتين.

 ؟ 𝑋المتغيرّ العشوائي ما هي قيم  .1

 𝑋قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي عينّ  .2

 .𝜎(𝑋)والانحراف المعياري  𝑉(𝑋) ، التباين𝐸(𝑋)احسب الأمل الرياضي  .3

 
  .13التمرين 

 (2)الرقم كرات تحمل  10و (1)الرقم كرات تحمل  5منها ، كرة 30يحتوي كيس على 

 في آن واحد.كرات  3الكيس هذا نسحب من . (3)الرقم كرة تحمل  15و

 احسب احتمال الحوادث التالية: .1

A.  2الرقم كل الكرات المسحوبة تحمل 

B. الكرات المسحوبة تتألف من رقمين فقط 

C.  أرقام مختلفة 3الكرات المسحوبة تحمل 

D.  2كرة واحدة على الأقل من الكرات المسحوبة تحمل الرقم 

E. مجموع أرقام الكرات المسحوبة عدد فردي 

F. جداء أرقام الكرات المسحوبة عدد زوجي 

جموع الرقمين الذي يرفق بكل عملية سحب، مالمتغيرّ العشوائي  𝑋ليكن  .2

 المسجلين على الكرتين المسحوبتين.

 ؟ 𝑋المتغيرّ العشوائي ما هي قيم  .3

 𝑋قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي عينّ  .4

 .𝜎(𝑋) والانحراف المعياري 𝑉(𝑋)، التباين 𝐸(𝑋) احسب الأمل الرياضي .5

 
  .14التمرين 

 بيضاء وكريتين حمراوين.  4وداء و منها س 5كرية،  11يحتوي صندوق على 

 :احسب احتمال سحبفي آن واحد.  كريات 4نسحب من الكيس  .1

 من اللون نفسهكريات  4 .أ

 من لونين مختلفينكريتين من اللون نفسه وكريتين  .ب
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 لونين مختلفينكريات من  4 .ج

 بيضاء  واحدة على الأقلحمراء وواحدة كرية  .د

الألوان المحصل ل عملية سحب، عدد الذي يرفق بكالمتغيرّ العشوائي  𝑋ليكن  .2

 .عليها

 ؟𝑋ما هو قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  .أ

 .𝑋احسب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيرّ العشوائي  .ب

 
  .15التمرين 

من العلب من عند  𝐴 .80% و𝐵يشتري تاجر علب من الشاي الأخضر من مصنعين 

من  %10. تأكد بعد الدراسة أنّ 𝐵من العلب من عند المصنع  %20و  𝐴مصنع ال

 تحتوي على آثار مبيدات.  𝐵من العلب المصنوعة في  %20و  𝐴العلب المصنوعة في 

 نختار علبة من عند التاجر ونعتبر الحوادث التالية:

𝐴  الحادثة: العلبة مصدرها المصنع𝐴 

𝐵 لمصنع الحادثة: العلبة مصدرها ا𝐵 

𝑆 .الحادثة: تحتوي العلبة على آثار المبيدات 

 ترجم الوضعية بشجرة .1

𝐵احسب احتمال الحادثة  .2 ∩ 𝑆 

 0,88بينّ أنّ احتمال أن لا تحتوي العلبة على آثار المبيدات هو  .3

فما هو احتمال أن يكون  على آثار المبيداتالمختارة تحتوي العلبة إذا كانت  .4

 ؟𝐵مصدرها هو المصنع 

 
  .16مرين الت

𝑛يحتوي كيس على  + 𝑛قريصة ) 8 ≥ سوداء.  𝑛قريصات بيضاء و  8( منها 2

نقطتين على كل قريصة بيضاء ويخسر نقطة يسحب لاعب قريصات من الكيس فيربح 

 على كل قريصة سوداء.

 𝑋في هذا السؤال يسحب اللاعب قريصتين على التوالي بإرجاع. ليكن  .1

 .شوائي الذي يرفق بكل عملية سحب قيمة الربح أو الخسارةالمتغيرّ الع

واحسب أمله  𝑋قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  𝑛عرّف بدلالة  .أ

 𝐸(𝑋)الرياضياتي 

 معدوما.حتى يكون الأمل الرياضياتي  𝑛قيمة للعدد عينّ  .ب

𝑛نفرض في هذا السؤال أنّ  .2 = قريصات في آن واحد.  3يسحب اللاعب . 6

 المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل سحب قيمة الربح أو الخسارة. 𝑌ليكن 

 .𝑌عرّف قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي 
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  .17التمرين 

(I 𝐶2و 𝐶1  حجرا نرد متوازنان. تحمل أوجه المكعب𝐶1  :الأعداد
4𝜋

3
،

4𝜋

3
،

𝜋

3
،

𝜋

3
الأعداد:  𝐶2كعب وتحمل أوجه الم 0 ، 0 ،

𝜋

2
،

𝜋

2
،

𝜋

6
،

𝜋

6
. نرمي 0 ، 0 ،

. 𝐶1 و𝐶2الحجرين في آن واحد ونسجل العددين الظاهرين على الوجهين العلويين لـ 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل رمية العدد  𝑋. ليكن 𝛼 و𝛽نرمز لهذين العددين بـ: 

sin(𝛼 + 𝛽) 

 ؟ )يمكن إعطاء النتائج في جدول(𝑋 العشوائينة للمتغيرّ ما هي القيم الممك .1

 𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .2

 𝑋 العشوائيللمتغيرّ  𝜎(𝑋)والانحراف المعياري  𝐸(𝑋)احسب الأمل الرياضي  .3

(II عندما يرمي الحجرين ويتحصل نقاط  10: يربح شخص نجري الآن اللعبة الآتية

sin(𝛼على  + 𝛽) = sin(𝛼أو  1 + 𝛽) = في باقي الحالات. نقاط  5ويخسر  1−

  قيمة الربح أو الخسارة. رميةالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل  𝑌ليكن 

 .𝑌عرّف قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  .1

 ؟نقطة 20مرات. ما هو احتمال أن يربح اللاعب  5نرمي حجري النرد  .2
 

 
  .18التمرين 

 2،  1قريصات متماثلة لا نفرق بينها باللمس تحمل الأرقام التالية:  6كيس أ على  يحتوي

قريصات متماثلة لا نفرق بينها باللمس  4، ويحتوي كيس ب على  4،  4،  2،  2، 

. نسحب قريصة من الكيس أ ثمّ قريصة من الكيس 4،  2،  1،  0تحمل الأرقام التالية: 

القريصة  𝑦مسجل على القريصة المسحوبة من الكيس أ و الرقم ال  𝑥ب ونسمي 

 المسحوبة من الكيس ب.

𝑥)احسب احتمال الحصول على رقمين متساويين  .1 = 𝑦) 

,𝑥)المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل ثنائية  𝑋ليكن  .2 𝑦)  العدد𝑥𝑦 عينّ قانون .

 .الرياضي هاحسب أملو 𝑋 العشوائياحتمال المتغيرّ 
 

 
  .19 التمرين

سوداء وثلاث قريصات  -1و  1يحتوي كيس على قريصتين بيضاوين تحملان الرقمين 

 . نسحب من هذا الكيس قريصتين في آن واحد.-1و  1،  1تحمل الأرقام التالية: 

 احسب احتمال الحادثتين التاليتين: .1

𝐴  ، "الحصول على قريصتين من نفس اللون" :𝐵 لى : "الحصول ع

 قريصتين من نفس اللون ولهما نفس الرقم"
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عملية سحب مجموع الرقمين المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل  𝑋ليكن  .2

 . المسجلين على القريصتين

  𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .أ

 وتباينه. 𝑋 لمتغيرّ العشوائيل مل الرياضيالأاحسب  .ب

الرقم المسجل  𝑎بدون إعادة، وليكن نسحب الآن من الكيس قريصتين بالتتابع و .3

الرقم المسجل على القريصة المسحوبة 𝑏 على القريصة المسحوبة الأولى و

الثانية. نعتبر في الفضاء المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

(𝑂; 𝑖; 𝑗; 𝑘⃗⃗)  المستويين(𝑃′)و (𝑃)  : حيث(𝑃): 𝑥 + 𝑎𝑦 + 𝑏 = و  0

(𝑃′): 𝑥 + 𝑏𝑦 − 𝑎 =  سب احتمال الحادثتين التاليتين:. اح0

𝐸 " :(𝑃′) ∥ (𝑃)  ، "𝐹 " :(𝑃′) ⊥ (𝑃) ". 

 
  .20التمرين 

من  %63من المشاركين يتكلمون اللغة الإنجليزية و %70في مؤتمر صحفي لوحظ أنّ 

يخُتار  من المشاركين يتكلمون اللغتين معا. %42المشاركين يتكلمون اللغة الفرنسية و

 صحفي مشارك لاستجوابه.

إلى الحادثة : "المشارك  𝐹إلى الحادثة : "المشارك يتكلم اللغة الإنجليزية" و  𝐴نرمز بـ 

 يتكلم اللغة الفرنسية"

𝑃𝐴(𝐹)بينّ أنّ  .1 =  𝑃𝐴(𝐹̅)، ثمّ استنتج  0,6

𝑃(𝐹بينّ أنّ  .2 ∩ 𝐴̅) = 0,21 

 أكمل شجرة الاحتمالات .3

 المشارك أيّ من اللغتين؟يتكلم ما هو احتمال أن لا  .4

 

 

 

A

0,7

F

F

A

F

F

… 𝑃(𝐴 ∩ 𝐹) = 0,42 

… 

… 

… 
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  .21التمرين 

نعتبر التجربة العشوائية 

الممثلة بشجرة الاحتمالات 

 التالية:

أجب بصحيح أو خطأ على 

كل من المقترحات التالية مع 

 التبرير:

 

𝑃(𝐴̅) = 0,6 (1 

𝑃𝐴(𝐵̅) = 0,7 (2 

𝑃(𝐵) = 0,7 (3 

 

 
  .22التمرين 

 %60منهم يستعملون الأنترنت و %90من الأشخاص لديهم حاسوب،  %20في مدينة 

من الأشخاص الذين ليس لديهم حاسوب يستعملون الأنترنت. نختار عشوائيا شخصا من 

 هذه المدينة. 

الشخص المختار لديه حاسوب "   إلى الحادثة : " 𝐴نرمز بـ 

𝐵 " : المختار يستعمل الأنترنت"الشخص  إلى الحادثة 

 شكل شجرة الاحتمالات .1

ما هو احتمال أن يكون الشخص المختار ليس لديه حاسوب ولا يستعمل  .2

 الأنترنت؟

𝑃(𝐴̅احسب  .3 ∩ 𝐵) و 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ثمّ استنتج ،𝑃(𝐵) 

علما أن الشخص المختار يستعمل الأنترنت، ما هو احتمال أن يكون لديه  .4

 حاسوب؟

 
  .23التمرين 

 6يضم  𝐴2بيضاء ووعاء  2حمراء و 3قريصات منها  5يضم  𝐴1وعاء  نعتبر

 بيضاء وواحدة خضراء. 3حمراء،  2قريصات منها 

"الحصول  𝑅نختار عشوائيا أحد الوعاءين ونسحب منه قريصة واحدة. نسمي الحادثة 

"الحصول  𝑉والحادثة  "الحصول على قريصة بيضاء" 𝐵على قريصة حمراء" والحادثة 

 على قريصة خضراء"

 

 

A

0,4

B

0,3

B

A

B

B

0,6
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 أكمل شجرة الاحتمالات .1

 ما هو احتمال الحصول على قريصة حمراء؟ .2

 ؟𝐴1ما هو احتمال الحصول على قريصة حمراء علما أنهّا من الوعاء  .3

حمراء على كل قريصة نقطة واحدة من الكيس فيربح  ةيسحب لاعب قريص .4

بيضاء، على كل قريصة نقطة واحدة  ويخسرعلى كل قريصة خضراء ونقطتين 

 عملية سحب أرباح القريصات.المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل  𝑋ليكن و

  𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .أ

 وتباينه. 𝑋 لمتغيرّ العشوائيل مل الرياضيالأاحسب  .ب

 

 
  .24التمرين 

, 1−قمة كما يلي: نرمي حجر النرد غير مزيف أوجهه مر −1 , 2 , 2 , 1 , مرتين  1

 متتاليتين ونسجل الرقمين الظاهرين.

 مجموعة الإمكانيات )الشاملة( Ωعينّ  .1

 احسب احتمال الحوادث التالية: .2

A.  3الحصول على رقمين مجموعهما 

B.  1الحصول على رقمين جداؤهما 

C. الحصول على رقمين متساويين 

 علما أنهما متساويين؟ 1هما ما هو احتمال الحصول على رقمين جداؤ .3

 مجموع الرقمين المحصل عليهمابالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق  𝑋ليكن  .4

  𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .أ

 وتباينه. 𝑋 لمتغيرّ العشوائيل مل الرياضيالأاحسب  .ب

 

A1

1
2

R3
5

B

A2

R

B
1
2

V
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  .25التمرين 

امتحان شهادة البكالوريا في مادة  فما فوق في 10كانت نسبة الحاصلين على معدل 

. أردنا التحقق من حصول هؤلاء %60الرياضيات في شعبة العلوم التجريبية هي 

 التلاميذ على شهادة البكالوريا فكانت النتائج كالتالي:

فما فوق في مادة  10احتمال أن يكون التلميذ ناجحا علما أنهّ متحصل على معدل 

الرياضيات هو 
9

10
 

فما فوق في مادة الرياضيات علما أنهّ  10أن يكون التلميذ متحصلا على معدل احتمال 

ناجح في البكالوريا هو 
14

15
 

فما فوق في مادة الرياضيات"  10التلميذ متحصل على معدل  : "𝑀نسمي الحادثة 

 التلميذ ناجح في البكالوريا" : "𝐴والحادثة 

 شكل شجرة الاحتمالات .1

𝑃(𝑀احسب  .2 ∩ 𝐴) و 𝑃(𝑀̅ ∩ 𝐴) ثمّ استنتج ،𝑃(𝐴) 

 𝑃𝑀̅(𝐴)احسب  .3

𝑃𝑀(𝐴)حيث:  𝑘عينّ العدد الحقيقي  .4 = 𝑘 × 𝑃𝑀̅(𝐴)ماذا تستنتج؟ . 

 
  .26التمرين 

من النساء يتحدثن لغة أجنبية  %25رجال،  %45نساء و %55يتكون مجتمع من 

 .من الرجال يتحدثون أيضا لغة أجنبية %35و

 نختار عشوائيا شخصا من هذا المجتمع ونعتبر الحوادث التالية:

𝐻  ، "رجل"𝐹  ، "امرأة"𝐴  ، "رجل يتحدث لغة أجنبية"𝐵 "امرأة تتحدث لغة أجنبية" 

 انقل شجرة الاحتمالات المقابلة ثمّ أكملها .1

احسب احتمال أن يكون  .2

 الشخص المختار:

 رجلا يتحدث لغة أجنبية .أ

 ة أجنبيةامرأة لا تتحدث لغ .ب

 شخصا يتحدث لغة أجنبية .ج

احسب احتمال أن يكون  .3

الشخص المختار امرأة علما 

 .أنه يتحدث لغة أجنبية

 

 

 
 

H

0,45

A

...

0,65

F

0,55 ...

B
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  .27التمرين 

𝐸نسحب على التوالي وبدون إرجاع ثلاثة عناصر من المجموعة  =

{−2; −1; 0; 1; ;𝑎)فنحصل على ثلاثية  {2 𝑏; 𝑐)  من عناصر𝐸 

 لثلاثيات المختلفة التي يمكن الحصول عليها؟ما هو عدد ا .1

ما هو عدد الثلاثيات المختلفة التي يمكن الحصول عليها حيث مجموع  .2

 عناصرها معدوم؟

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  .3 𝑖; 𝑗)  النقط

𝐶(2; ;𝐵(0 و (2 −4) ، 𝐴(2; مرجح الجملة  𝐺، ولتكن النقطة  (0

{(𝐴; 𝑎), (𝐵; 𝑏), (𝐶; 𝑐)}. 

 ؟𝐺ما هو احتمال وجود النقطة  .أ

 مرجح الجملة السابقة؟ 𝑂ما هو احتمال أن تكون النقطة  .ب

 
  .28التمرين 

رمي هذا النرد ن .4إلى  1نرد متوازن على شكل رباعي وجوه منتظم مرقم من  نعتبر

 مرتين متتاليتين ونعتبر الأحداث التالية:

𝐴" :  ، "مجموع الرقمين المحصل عليهما زوجي𝐵" :  4الرقم الأول المحصل عليه ، "

𝐶" :  الرقم المحصل عليه في الرمية الأولى أكبر تماما من الرقم المحصل عليه في

 الرمية الثانية".

 𝑃𝐴(𝐵)  ،𝑃𝐵(𝐶)  ،𝑃𝐴(𝐶)احسب الاحتمالات التالية:  .1

مستقلتين؟ هل الحادثتان  𝐴 و𝐶قلتين؟ هل الحادثتان مست 𝐴 و𝐵 هل الحادثتان .2

𝐶و 𝐵 مستقلتين؟ 

 
  .29التمرين 

من المكعبات  %40منها خضراء والبقية حمراء.  60مكعب،  100يحتوي صندوق على 

مرسوم عليها معينّ والبقية مرسوم  %20الخضراء مرسوم على كل وجه منها دائرة، 

مرسوم عليها  %𝑥من المكعبات الحمراء مرسوم عليها دائرة،  %20بينما  عليها نجمة،

0معينّ والبقية مرسوم عليها نجمة، حيث  ≤ 𝑥 ≤ 80. 

"الحصول على مكعب أحمر"،  𝑅"الحصول على مكعب أخضر"، إلى الحادثة  𝑉نرمز بـ: 

𝐶  ،"الحصول على مكعب مرسوم عليه دائرة"𝐿  الحصول على مكعب مرسوم عليه"

 "الحصول على مكعب مرسوم عليه نجمة" 𝐸معينّ" و 

-I .يمكنك الاستعانة بشجرة الاحتمالات( نسحب من الصندوق مكعبا واحدا( 

𝑃(𝐿)بينّ أنّ:  .1 = 0,12 + 0,004𝑥  

𝑃(𝐿)بحيث:  𝑥عينّ قيمة  .2 = 𝑃(𝐸) 

 مستقلتين 𝑉 و𝐿بحيث تكون الحادثتان  𝑥قيمة ينّ ع .3
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𝑥 أنّ نفرض  .4 = ب مكعب أخضر علما أنهّ يحمل رسم احتمال سح. احسب 50

 المعينّ.

-II .نسحب الآن ثلاثة مكعبات في آن واحد 

 ما هو احتمال سحب مكعب أحمر على الأقل؟ .1

 ما هو احتمال أن تكون المكعبات المسحوبة من نفس اللون؟ .2

 ما هو احتمال سحب مكعب واحد يحمل رسم الدائرة؟ .3

 

 
  .30التمرين 

𝑈1  خضراء و 5كرات حمراء و 3صندوق يحتوي على𝑈2  3صندوق يحتوي على 

 خضراء وكرتين بيضاوين. 3كرات حمراء ، 

، ثمّ نسحب 𝑈2ونضعها في الصندوق  𝑈1نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق 

 كرتين في آن واحد. 𝑈2عشوائيا من الصندوق 

A.  لصندوق احتمال سحب كرتين بيضاوين من ااحسب𝑈2 

B.  احتمال سحب كرتين خضراوين من الصندوق احسب𝑈2 

C.  احتمال سحب كرتين حمراوين من الصندوق احسب𝑈2 

D.  احتمال سحب كرتين مختلفتين في اللون من الصندوق احسب𝑈2. 

 

 
  .31التمرين 

𝑃(𝐴)حادثتان حيث:  𝐴 و𝐵لتكن  = 0,3  ،𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴و  0,8 ∩ 𝐵) = 0,2 .

 اختر الجواب الصحيح مما يلي مع التعليل:

 جـ ب أ 

𝟏 𝑃(𝐴̅) 0,8 0,2 0,7 

𝟐 𝑃(𝐵̅) 0,5 0,2 0,7 

𝟑 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 0,9 0,25 0,8 

𝟒 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅) 0,2 0,1 0,9 

𝟓 𝑃𝐵(𝐴) 0,5 0,3 0,25 

𝟔 𝑃𝐴(𝐵) 0,9 2/3  0,25 

𝟕 𝑃𝐵̅(𝐴̅) 0,5 0,3 0,8 

𝟖 𝑃𝐵̅(𝐴) 0,2 1/3 2/3 
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  .32التمرين 

 ملاحظة: أسئلة الأجزاء الثلاثة مستقلة عن بعضها البعض.

 3، حمراء 5منها  ،كريات متماثلة لا يمكن التمييز بينها باللمس 10يحتوي كيس على 

 زرقاء وكرتين صفراوين

-I  كريات في آن واحد. 3نسحب عشوائيا 

 ما هو عدد الحالات الممكنة لهذا السحب؟ .1

 احسب احتمال الحادثتين التاليتين: .2

A. تظهر الألوان الثلاثة في السحب 

B. من بين الكريات المسحوبة توجد على الأقل واحدة زرقاء 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل سحبة عدد الكريات الزرقاء  𝑋كن لي .3

 المسحوبة 

 واحسب أمله الرياضياتي 𝑋لعشوائي عينّ قانون احتمال المتغيرّ ا .أ

𝑃(𝑒𝑋احسب  .ب ≥ 𝑒) 

-II .نفرض أنّ الكريات المسحوبة في الجزء الأول كلها زرقاء ولم تعاد إلى الكيس 

 على التوالي وبدون إرجاع. ينتالآن من نفس الكيس كرينسحب 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير:

 42عدد الحالات الممكنة لهذا السحب هو  .1

الحصول على كريتين من نفس اللون هو  احتمال .2
10

42
 

هو  الثانية حمراء علما أنّ الأولى صفراء احتمال أن تكون الكرية .3
1

6
 

-III .نفرض أنّ الكريات المسحوبة في الجزء الثاني مختلفة اللون ولم تعاد إلى الكيس 

 على التوالي وبإرجاع الكرية المسحوبة. ينتالآن من نفس الكيس كرينسحب 

𝑃𝑅2بينّ أنّ 
(𝐽1) =

1

5
تعني الكرية  𝐽1تعني الكرية الثانية حمراء و 𝑅2، حيث:  

 الأولى صفراء.

 

 
 

  .33التمرين 

𝑈1  و كرات حمراء وكرتين خضراوين 3صندوق يحتوي على𝑈2  صندوق يحتوي

 𝑈1سحب كرة عشوائيا من الصندوق نقوم ب كرات خضراء وكرتين حمراوين. 3على 

 كرتين في آن واحد. 𝑈2، ثمّ نسحب عشوائيا من الصندوق 𝑈2ونضعها في الصندوق 

سحب  " للحادثة 𝐴بـ " و 𝑈1سحب كرة حمراء من الصندوق  " للحادثة 𝑅1 نرمز بـ

 "𝑈2كرتين حمراوين من الصندوق 
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𝑃(𝑅1و  𝑃(𝑅1)احسب الاحتمالين  .1 ∩ 𝐴) 

𝑃(𝐴)تحققّ أنّ  .2 =
11

75
 مستقلتان؟ 𝐴 و𝑅1. هل الحادثتان 

حمراوين، ما احتمال أنّ الكرة  𝑈2علما أنّ الكرتين المسحوبتين من الصندوق  .3

 كانت حمراء؟ 𝑈1المسحوبة من الصندوق 

. ونعيد التجربة العشوائية السابقة 𝑈1كرة حمراء إلى الصندوق  𝑛نضيف  .4

 10ويخسر  𝑈2عند سحبه لكرة خضراء من الصندوق نقاط  5يربح لاعب 

المتغيرّ العشوائي  𝑋الصندوق. نسمي عند سحبه لكرة حمراء من هذا نقاط 

 الذي يرفق بكل سحب مجموع أرباح اللاعب.

𝑃(𝑋بينّ أنّ:  .أ = −5) =
9𝑛+43

15(𝑛+5)
 

 . 𝑋قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  𝑛اعط بدلالة  .ب

 
  .34التمرين 

كرات سوداء  4كرات بيضاء و  6على  𝐴. يحتوي الصندوق 𝐴 و𝐵نعتبر صندوقين 

كرات بيضاء وكرتين سوداوين. نختار عشوائيا أحد  8على  𝐵ويحتوي الصندوق 

الصندوقين ونسحب منه كرة واحدة بإرجاع. إذا كانت الكرة المسحوبة بيضاء نعيد 

من نفس الصندوق، وإذا كانت الكرة المسحوبة سوداء نعيد السحب من الصندوق السحب 

 الآخر، ونواصل في تطبيق هذه القاعدة عند كل سحب.

-I  ليكن𝑃𝑛  احتمال أن يكون السحب رقم𝑛  من الصندوق𝐴 (𝑛 ∈ ℕ∗) 

إمّا  𝐴. )نذكر أنّ السحب الثاني يتمّ من الصندوق 𝑃2و 𝑃1احسب الاحتمالين  .1

وإمّا لأنّ السحب الأول  𝐴لأنّ السحب الأول كان كرة بيضاء من الصندوق 

 (.𝐵كان كرة سوداء من الصندوق 

𝑛، حيث من أجل كل  (𝑃𝑛)بينّ أنهّ توجد علاقة تراجعية تعطى بالمتتالية  .2 ≥

2   :𝑃𝑛 = 𝑎𝑃𝑛−1 + 𝑏  حيث𝑏و 𝑎 .عددان حقيقيان يطُلب تعيينهما 

-II بر المتتالية نعت(𝑢𝑛)  المعرفة علىℕ∗  بـ𝑢1 =
1

2
𝑛ومن أجل   ≥ 2 :         

𝑢𝑛 =
2

5
𝑢𝑛−1 +

1

5
 

 :      بـ ∗ℕالمعرفة على  (𝑣𝑛)حتى تكون المتتالية  𝛼عينّ العدد الحقيقي  .1

𝑣𝑛 = 𝑢𝑛 − 𝛼 متتالية هندسية 

 متقاربة وحددّ نهايتها (𝑢𝑛)بينّ أنّ المتتالية ، ثمّ  𝑛بدلالة  𝑢𝑛أعط عبارة  .2

𝑛برهن أنهّ من أجل كل  .3 ≥ 𝑃𝑛لدينا :  1 >
1

3
 

التي من أجلها يكون:  𝑛عينّ قيمّ العدد الطبيعي  .4
1

3
< 𝑃𝑛 <

1

3
+

1

10000
. 
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  .35التمرين 

يضم أربع قريصات  𝐴2ووعاء  9،  9،  0،  0يضم أربع قريصات مرقمة  𝐴1وعاء 

. نختار عشوائيا أحد الوعاءين ونسحب منه قريصة واحدة. نرفق 9،  1،  0،  0مرقمة 

𝑁بكل نتيجة سحب العدد  = 200𝑎  حيث𝑎 .هو الرقم الذي تحمله القريصة المسحوبة 

 أكمل شجرة الاحتمالات التالية .1

 "2009يساوي  𝑁العدد " 𝐴احسب احتمال الحادثة  .2

، ما هو احتمال أن تكون القريصة المسحوبة 2009يساوي  𝑁لما أنّ العدد ع .3

 ؟ 𝐴1من الوعاء 

 𝑁بكل نتيجة سحب مجموع أرقام العدد المتغيرّ العشوائي الذي يرفق  𝑋ليكن  .4

 𝑋 العشوائيالمتغيرّ عينّ قيمّ  .أ

 اتي.الرياضي هاحسب أملو 𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .ب

 
 

 
  .36لتمرين ا

على كرة  𝑈2كرات سوداء ويحتوي كيس  7كرات بيضاء و 5على  𝑈1يحتوي كيس 

 كرة سوداء. 11بيضاء و 

يسحب  6. إذا حصل على الرقم 6إلى  1يرمي لاعب حجر نرد أوجهه مرقمة من 

 .𝑈2وإلا يسحب كرة من الكيس  𝑈1عشوائيا كرة من الكيس 

 سحب كرة بيضاء ".  للحادثة " 𝐵ز بـ نرم

𝑃(𝐵)بينّ أنّ  .1 =
5

36
 

A1

1
2

01
2

9

A2

0

1

9

1
4
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الكرة المسحوبة تكون أنّ أكبر:  ينحتمالالا أي، المسحوبة بيضاء ةعلما أنّ الكر .2

 ؟ 𝑈2أم من الوعاء  𝑈1الوعاء من 

مرتين بحيث يعيد الصندوقين إلى تعدادها الأول بعد التجربة يكرر اللاعب هذه  .3

عدد طبيعي غير معدوم( إذا حصل  𝑥) نقطة 𝑥لاعب ال. يربح ولىالتجربة الأ

 𝑌اء. نسمي سودكرة إذا حصل على نقطة  20اء ويخسر بيضكرة على 

 .بعد الانتهاء من التجربتين المتغيرّ العشوائي الذي يرفق مجموع أرباح اللاعب

 𝑌 العشوائيالمتغيرّ عينّ قيمّ  .أ

اتي الرياضي هاحسب أملو 𝑌 يالعشوائعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .ب

 𝑥بدلالة 

𝐸(𝑌)يكون  𝑥من أجل أي قيم للعدد  .ج ≥  ؟ 0
 

 
 

  .37التمرين 

 3كرات حمراء و 5عدد طبيعي غير معدوم(،  𝑛كرة بيضاء ) 𝑛يحتوي وعاء على 

 كرات خضراء. نسحب عشوائيا كرتين في آن واحد.

 يضاوين؟ما هو احتمال الحصول على كرتين ب .1

 إلى احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون 𝑃(𝑛)نرمز بـ  .2

𝑃(𝑛)أثبت أنّ  .أ =
𝑛2−𝑛+26

(𝑛+7)(𝑛+8)
 

limاحسب  .ب
𝑛→+∞

𝑃(𝑛).فسّر النتيجة . 

𝑛نضع فيما يلي:  .3 = تين في آن واحد ثمّ يرجعهما إلى ر. يقوم لاعب بسحب ك4

 30عب مقابل إجراء هذين السحبين الوعاء ويعيد السحب مرة ثانية. يدفع اللا

كانت الكرتان من نفس إذا نقطة  40ويتحصل من أجل كل سحب على نقطة 

 . فقط إذا كانت الكرتان مختلفتين في اللوننقاط  5اللون، بينما يتحصل على 

ة دفوعالنقاط المفرق بكل سحبين المتغيرّ العشوائي الذي يرفق  𝑋ليكن 

 .اللاعبهذا والمتحصل عليها من طرف 

 𝑋 العشوائيالمتغيرّ عينّ قيمّ  .أ

 اتي.الرياضي هاحسب أملو 𝑋 العشوائيعينّ قانون احتمال المتغيرّ  .ب

 

 
  .38التمرين 

 3𝑛 على 10بواقي قسمة  𝑛أ. ادرس حسب قيم العدد الطبيعي  .1

                                         حيث: 10على  𝐴𝑛ب. عينّ باقي قسمة العدد 

𝐴𝑛 = 316𝑛+6 − 2 × 1092𝑛+3 − 13 
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حيث:  𝑥 و𝑦ذات المجهولين الصحيحين  (𝐸)نعتبر المعادلة  .2

(𝐸): 1008𝑥 − 343𝑦 = 301 

144𝑥تكافئ المعادلة  (𝐸)اثبت أنّ المعادلة  .أ − 49𝑦 = 43 

;𝑥0)تحقق أنّ  .ب 𝑦0) = (16;               حل خاص للمعادلة (47

144𝑥 − 49𝑦 = 1 

 (𝐸)استنتج حلول المعادلة  .ج

3. 𝐴  عدد طبيعي يكُتب𝑥𝑥0𝑥𝑥01̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ويكُتب  3في نظام التعداد ذي الأساس  ̅̅

𝑦611̅̅ ̅̅ ̅̅  7في نظام التعداد ذي الأساس  ̅

  𝑥 و𝑦عينّ قيمتي العددين الطبيعيين  .أ

 في النظام العشري 𝐴اكتب  .ب

عشوائيا  . نسحب3𝑛 على 10كرات مرقمة ببواقي قسمة  4يحتوي كيس على  .4

 كرتين في آن واحد

وي مجموع ااحسب احتمال الحصول على رقمين مجموعهما يس .أ

 2017أرقام العدد 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب مجموع  𝑋ليكن  .ب

 𝑋الرقمين المتحصل عليهما. عينّ قانون احتمال المتغيرّ العشوائي 

 واحسب أمله الرياضياتي.

 

 
  .39التمرين 

 تلميذة. نريد تشكيل لجنة للقسم تضم رئيسا ونائبا وأمينا.  12تلميذ و 18يتكون قسم من 

 ما هو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها؟ .1

 ما هو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها بحيث: .2

 يكون الأمين تلميذة .أ

 𝑥يوجد في اللجنة التلميذ  .ب

 يكون الرئيس تلميذا والأمين تلميذة .ج

 الرئيس ونائبه من جنسين مختلفين يكون .د

لا يريد الانضمام إلى  𝑥نفرض أنّ الرئيس تلميذ والأمين تلميذة وأنّ التلميذ  .3

 . 𝑦التلميذة 

 ما هو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها في هذه الظروف؟
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  .40التمرين 

 %9. يوجد (𝐸)وتلاميذ  (𝑃)، أساتذة  (𝐴)تشتمل مؤسسة تربوية على أعضاء إدارة 

من التلاميذ  %35من الأساتذة ،  (𝐻) %40تلاميذ. يمثل الرجال  %85أساتذة و

 من أعضاء الإدارة. نستجوب عشوائيا فردا من أفراد هذه المؤسسة. %75و

 شكل شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه التجربة .1

 ما هو احتمال أن يكون الفرد المستجوب امرأة ؟ .2

 احتمال أن يكون تلميذا ؟ 2−10ن الفرد المستجوب رجلا، ما هو بتقريب إذا كا .3
 

 
  .41التمرين 

خضراء وكرتين  4كرات متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس، منها  6يحتوي كيس على 

 حمراوين. 

هو احتمال الحصول على كرة الكيس. ما هذا من كرة واحدة  عشوائيا نسحب .1

 ء؟خضرا

هو احتمال الكيس. ما هذا من كرات  4على التوالي وبالإرجاع  عشوائيا نسحب .2

 الحصول على كرة خضراء مرتين فقط؟

 الكيس. هذا من  ةكر 𝑛على التوالي وبالإرجاع  عشوائيا نسحب .3

هو:       على الأقل احتمال الحصول على كرة خضراء بينّ أنّ  .أ

𝑃 = 1 − (
1

3
)

𝑛
 

             التي من أجلها يكون 𝑛الطبيعي  عينّ أصغر قيمة للعدد .ب

𝑃 ≥ log. )نأخذ 0,999 3 ≈ 0,48) 
 

 
  .42التمرين 

قريصات من الكيس في  3. نسحب 10إلى  1قريصات مرقمة من  10يحتوي كيس على 

 قريصات: 3آن واحد. احسب احتمال سحب 

A. أرقامها زوجية 

B. أرقامها فردية 

C. لأقل عدد غير أوليرقم احداها على ا 

D. فردي عدد هامجموع أرقام 

E.  زوجي عدد هاأرقامجداء 

F. أرقامها تشكل حدودا متتابعة لمتتالية حسابية 

G.  هندسية.أرقامها تشكل حدودا متتابعة لمتتالية 
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  .43التمرين 

راء حمكرات  3اوين وسودعلى كرتين  𝑈1. يحتوي الكيس 𝑈3و 𝑈1  ،𝑈2أكياس  3نعتبر 

كرات  3على  𝑈3بينما يحتوي كيس حمراء كرات  4اء وسودعلى كرة  𝑈2ويحتوي كيس 

 𝑈2وكرة من الكيس  𝑈1. نسحب عشوائيا كرة من الكيس حمراءكرات  4وسوداء 

 1 ، 2 ، 3. من أجل القيم 𝑈3، ثمّ نسحب عشوائيا كرة من الكيس  𝑈3ونضعهما في الكيس 

للحادثة "سحب كرة  𝑁𝑖" و𝑈𝑖للحادثة "سحب كرة حمراء من الكيس  𝑅𝑖نرمز بـ  𝑖لـ 

 "𝑈𝑖من الكيس سوداء 

 انقل واكمل شجرة الاحتمالات التالية .1

𝑁1احسب احتمال الحادثتين  .2 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3  و𝑁1 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑁3  ثمّ استنتج ،

𝑁1احتمال الحادثة  ∩ 𝑁3 

𝑅1احسب بنفس الطريقة احتمال الحادثة  .3 ∩ 𝑁3  ثمّ استنتج احتمال الحادثة ،𝑁3 

 مستقلتان؟ 𝑁1 و𝑁3هل الحادثتان  .4

اء، ما هو احتمال أن تكون الكرة سود 𝑈3من علما أنّ الكرة المسحوبة  .5

 ؟راءحم 𝑈1المسحوبة من 

 

 
  .44التمرين 

1. (𝑢𝑛)  متتالية حسابية حدهّا الأول𝑢1  وأساسها𝑟 

}علما أنّ :  𝑢1 و𝑟احسب  .أ
5𝑢1 + 25𝑢2 = 3

5𝑢3 + 𝑢6 = 1
 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة الحد العام  .ب

𝑢1حيث :  𝑝عينّ قيمة العدد الطبيعي  .ج + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑝 = 1 

 كل وجه مُعطى في الجدول التالي  نرمي زهرة نرد مزيفة بحيث احتمال ظهور .2

 

N1

N2

N3

R3

R2

N3

R3

R1

N2

N3

R3

R2

N3

R3
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 6 5 4 3 2 1 الوجه

 𝑢1 𝑢2 الاحتمال
11

75
 𝑢4 𝑢5 

4

15
 

 

 1 ، 2 ، 4 و5عينّ احتمال ظهور الأوجه  .أ

 علما أنّ الرقم الظاهر فردي 1احسب احتمال ظهور الوجه  .ب

 "الرقم 𝐵،  "الرقم الظاهر زوجي" 𝐴نعتبر الحادثتين التاليتين:  .ج

 مستقلتان؟ 𝐴 و𝐵". هل الحادثتان 3الظاهر مضاعف للعدد 

 
  .45التمرين 

-I المتتالية العددية  نعتبر(𝑢𝑛)  المعرّفة علىℕ∗  :بـ{
𝑢1 = 0,1

𝑢𝑛+1 = 0,24 − 0,2 𝑢𝑛
 

 𝑢3 ، 𝑢2 و𝑢4احسب الحدود  .1

𝑣𝑛بـ:  ∗ℕفة على المتتالية المعرّ  (𝑣𝑛)لتكن  .2 = 𝑢𝑛 − 0,2 

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدها الأول (𝑣𝑛)اثبت أنّ المتتالية  .أ

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛واستنتج عبارة  𝑛بدلالة  𝑣𝑛اكتب عبارة الحد العام  .ب

-II نسجل شهرا بعد شهر تعطلها ونلاحظ ما يلي:من أجل تحليل عمل آلة ورشة ، 

 لة مرة واحدة على الأكثر خلال شهرتتعطل الآ •

، فإنّ احتمال تعطلها في الشهر الموالي  (𝑚)إذا لم تتعطل الآلة خلال الشهر  •

(𝑚 +  0,24هو  (1

، فإنّ احتمال تعطلها في الشهر الموالي  (𝑚)إذا تتعطل الآلة خلال الشهر  •

(𝑚 +  0,04هو  (1

 0,1ها هو احتمال أن تتعطل الآلة في الشهر الأول من بداية عمل •

 𝑃𝑛من بداية عملها " ونرمز بـ  𝑛تتعطل الآلة في الشهر  للحادثة " 𝐸𝑛نرمز بـ 

 𝐸𝑛لاحتمال الحادثة 

𝑃1  ،𝑃𝐸1احسب الاحتمالات التالية:  .1
(𝐸2)  ،𝑃(𝐸1 ∩ 𝐸2)  ،𝑃(𝐸1

̅̅ ̅ ∩ 𝐸2) 

𝑃2 

𝑃𝐸𝑛أ. ما هي قيمتي  .2
(𝐸𝑛+1)  و𝑃𝐸𝑛̅̅ ̅̅ (𝐸𝑛+1) ؟ 

𝑛ب. برهن أنهّ من أجل كل  ∈ ℕ∗  :𝑃𝑛+1 = 0,24 − 0,2 𝑃𝑛 

 𝑛بدلالة  𝑃𝑛جـ. اكتب عبارة 

 متقاربة واحسب نهايتها. (𝑃𝑛)د. اثبت أنّ المتتالية 
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  .46التمرين 

ة )التنس، السباحة وكرة القدم( ونشاطات تمارس مجموعة من المتربصين نشاطات رياضي

متربص حسب نشاطه  150فكرية )الشطرنج والمطالعة(. يعطي الجدول التالي توزيع 

 الرياضي والفكري.

 

 المجموع  (F)كرة القدم  (N)السباحة (T) التنس 

 45 18 27 90  (E)الشطرنج

 33 9 18 60  (L)المطالعة

 150 45 27 78 المجموع

 

نختار عشوائيا متربصا. حدد في كل حالة من الحالات التالية الجواب الوحيد الصحيح مع 

 التعليل:

 احتمال الحادثة "يمارس المتربص التنس أو المطالعة" هو: .1

105

150
                             جـ) 

33

150
                         ب) 

138

150
 أ) 

 لمتربص كرة القدم والمطالعة" هو:احتمال الحادثة "يمارس ا .2

18

150
                               جـ) 

18

60
                          ب) 

18

45
 أ) 

يمثل العدد  .3
45

78
 احتمال الحادثة "يمارس المتربص ...": 

 أ) التنس والشطرنج                  ب) التنس علما أنهّ يمارس الشطرنج  

     جـ)  الشطرنج علما أنهّ يمارس  التنس  

 المطالعة" هو:السباحة علما أنهّ يمارس احتمال الحادثة "يمارس المتربص  .4

9

60
                                جـ) 

9

18
                         ب) 

9

27
 أ) 

 :"يمارس المتربص الشطرنج"" و كرة القدم"يمارس المتربص  تانالحادث .5

 أ) غير متلائمتين             ب) مستقلتان                 جـ) غير الجوابين
 

 
  .47التمرين 

( 2قريصات تحمل الرقم ) 4( و1قريصتين تحملان الرقم )على  𝑈1يحتوي كيس 

نسحب عشوائيا قريصة  اء.خضر اتكر 4اء و حمر اتكر 3على  𝑈2ويحتوي كيس 

 .𝑈1يس واحدة من الك

    ( " ،1سحب قريصة تحمل الرقم ) " 𝐴احسب احتمال الحادثتين التاليتين:  .1

𝐵 " ( "2سحب قريصة تحمل الرقم ) للحادثة 
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نعتبر في هذا السؤال التجربة العشوائية التالية: نسحب قريصة واحدة من الكيس  .2

𝑈1 ( نسحب كرة واحدة من1ونسجل رقمها. إذا كان هذا الرقم هو )  الكيس𝑈2 

 𝑛. ليكن 𝑈2( نسحب كرتين في آن واحد من الكيس 2وإذا كان هذا الرقم هو )

"الحصول لحادثة ل 𝐸𝑛 نرمز بـ:و 𝑈2عدد الكرات الحمراء المسحوبة من الكيس 

 كرة حمراء" 𝑛على 

𝑃(𝐸1)بينّ أنّ:  .أ =
11

21
𝑃(𝐸2)و   =

2

21
 

 محققة. 𝐸1لما أنّ الحادثة ع 𝐴احسب احتمال الحادثة  .ب
 

 
  .48التمرين 

عينّ الجواب الصحيح معللا لكل سؤال من الأسئلة التالية جواب واحد صحيح فقط. 

 اختيارك:

𝑃(𝐵)حادثتين مستقلتين بحيث  𝐴 و𝐵إذا كانت  .1 = 𝑃(𝐴) و0,3 = 0,6 

 فإنّ:

𝑃𝐴(𝐵) = 𝑃(𝐴      جـ) 0,4 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴   ب) 0,18 ∪ 𝐵) =  أ) 0,9

 يساوي: 𝑃𝐻(𝐹)نعتبر الشجرة المتوازنة المقابلة. الاحتمال الشرطي  .2

 أ) 0,63                            ب) 0,75                            جـ) 0,84

 
 :يساوي 𝑋الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  .3

√                              جـ) 2
3

2
                                  ب) 

3

2
 أ) 

𝑋𝑖 1 2 4 

𝑃𝑖 
1

2
 

1

4
 

1

4
 

 

4. 𝐵و 𝐴  حادثتان حيث𝑃(𝐵) = 0,5 ، 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴و  0,4 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =

𝑃(𝐴. احتمال الحادثة 0,35 ∩ 𝐵) :هو 

 أ) 0,1                           ب) 0,25                        جـ) لا نعرف
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5. 𝐵و 𝐴  حادثتان حيث𝑃𝐴(𝐵) = 0,4 ، 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴و  0,3 ∪ 𝐵) =

 هو: 𝑃(𝐵). احتمال الحادثة 0,68

 أ) 0,204                     ب) 0,272                           جـ) 0,5

 

 
  .49التمرين 

على  𝑈2ي صندوق كرات خضراء ويحتو 3كرات حمراء و 5على  𝑈1يحتوي صندوق 

 كرات حمراء. 4كرة خضراء و

-I  .نختار عشوائيا أحد الصندوقين ونسحب منه كرة واحدة 

𝑃(𝑢2)إذا علمت أنّ  = 2𝑃(𝑢1)  

 شكل شجرة الاحتمالات المناسبة لهذه التجربة .1

 احسب احتمال سحب كرة حمراء .2

 𝑈1احسب احتمال سحب كرة خضراء علما أنهّا سُحبت من الصندوق  .3

 

-II  نعتبر أنّ اختيار الصندوق𝑈1  الصندوق واختيار نقاط  4يعُطي𝑈2 يعُطي نقطتين ،

نقاط، وليكن  3بينما اختيار كرة حمراء يعُطي نقطة واحدة واختيار كرة خضراء يعُطي 

𝑋  نقاط الصندوق المختار والكرة المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب مجموع

 . وبةالمسح

  𝑋عينّ قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  .1

 .𝐸(𝑋) الرياضياتي الأملاحسب  .2

 

 
  .50التمرين 

من التلاميذ  %30بينت دراسة إحصائية لتلاميذ السنة الثالثة ثانوي بإحدى الثانويات أنّ 

. بعد اجتياز التلاميذ 𝐶ية والبقية من الإكمال 𝐵من الإكمالية  𝐴  ،45%قدموا من الإكمالية 

من التلاميذ القادمين من الإكمالية  %25لامتحان البكالوريا تبينّ ما يلي: نجح في الامتحان 

𝐴 من الذين قدموا من الإكمالية  %18و𝐵 من التلاميذ قدموا من الإكمالية  %84و𝐶 .

 جتياز امتحان البكالوريا. نختار تلميذا من تلاميذ السنة الثالثة ثانوي بطريقة عشوائية بعد ا

 إلى الحادثة "التلميذ المختار نجح في الامتحان" 𝑅يرمز 

 "𝐴إلى الحادثة "التلميذ المختار قادم من الإكمالية  𝐴يرمز 

 "𝐵إلى الحادثة "التلميذ المختار قادم من الإكمالية  𝐵يرمز 

 "𝐶إلى الحادثة "التلميذ المختار قادم من الإكمالية  𝐶يرمز 

 انجز شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه الوضعية .1

𝑃(𝐶أثبت أنّ  .2 ∩ 𝑅) = 0,21 
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 𝑅احتمال الحادثة  𝑃(𝑅)احسب  .3

 . 𝑃𝑅(𝐵)احسب الاحتمال الشرطي  .4

 
  .51التمرين 

بنتا. يختار كل تلميذ من القسم رياضة  15تلميذا من بينهم  35عدد تلاميذ قسم دراسي هو 

من الأولاد  %75فقط يمارسها في إطار نشاطات النادي الرياضي للمؤسسة. واحدة 

ممارسة  %10اختاروا ممارسة كرة اليد بينما اختار  %15اختاروا ممارسة كرة القدم و

من البنات اخترن ممارسة الكرة الطائرة والبقية اخترن ممارسة كرة  %60الكرة الطائرة. 

 رياضية، يتم اختيار تلميذ واحد منه بطريقة عشوائية. لتمثيل هذا القسم في منافسة اليد.

 إلى الحادثة "التلميذ المختار بنت" 𝐹إلى الحادثة "التلميذ المختار ولد" ويرمز  𝐺يرمز 

 إلى الحادثة "التلميذ المختار يمارس كرة القدم" 𝑇يرمز 

 إلى الحادثة "التلميذ المختار يمارس كرة اليد" 𝑀يرمز 

 لحادثة "التلميذ المختار يمارس الكرة الطائرة"إلى ا 𝑉يرمز 

 انقل الشجرة المقابلة على ورقة الإجابة، ثمّ أكملها .1

 𝑉احتمال أن تتحقق الحادثة  𝑃(𝑉)احسب  .2

 . 𝑃𝑉(𝐺)احسب الاحتمال الشرطي  .3

)تعُطى النتائج  احسب احتمال أن يكون التلميذ المختار لا يمارس كرة القدم. .4

 ر قابلة للاختزال(.على شكل كسور غي

 

 
  .52التمرين 

𝑈1  ،𝑈2 و𝑈3  كريات متماثلة. يحوي الكيس  6ثلاثة أكياس يحوي كل منها𝑈1  كريتين

كريات ثلاث ثلاث كريات بيضاء و 𝑈2كريات حمراء ويحوي الكيس  4بيضاوين و

........

........

T

75
100

................

........

........

F

........
........

........

V

60
100

𝑃(… ∩ 𝑇) =
3

7
 

 
 
………………………. 

 

………………………. 

 

………………………. 

 

………………………. 
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كريات بيضاء وكرية حمراء. نختار عشوائيا  فإنهّ يحوي خمس 𝑈3، أمّا الكيس حمراء

 كيسا ثمّ نسحب منه كرية واحدة.

 الوضعيةهذه المتوازنة التي تنمذج شكل شجرة الاحتمالات  .1

 𝑈3احسب احتمال سحب كرية بيضاء من الكيس  .2

 ؟اءبيضة ياحتمال سحب كرما  .3

 بيضاء.علما أنهّا  𝑈3من الكيس ة ياحسب احتمال سحب كر .4

 
  .53 التمرين

 . لا نفرق بينها عند اللمس اءسودكريات  7اء وبيضكريات  5على  𝑈1يحتوي كيس 

 .في آن واحدعشوائيا كريات  3لاعب سحب ي .1

 :ةادث التاليواحسب احتمال الح .أ

• 𝐴 "اللاعب كرية بيضاء واحدة فقط سحب ي" 

• 𝐵 "اللاعب كريتين بيضاوينسحب ي" 

• 𝐶 "كريات بيضاء 3اللاعب سحب ي" 

 𝑋وليكن مسحوبة،  نقاط من أجل كل كرية بيضاء 10يربح اللاعب  .ب

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب مجموع النقاط المحصل 

واحسب الأمل  𝑋عليها. عينّ قانون احتمال المتغيرّ العشوائي 

 .𝐸(𝑋)الرياضياتي 

كرية المسحوبة بيضاء يربح فإذا كانت ال، اللاعب كرية واحدة من الكيسسحب ي .2

الكرية المسحوبة سوداء، يعيد  توإذا كاننقاط ويتوقف عن اللعب،  10اللاعب 

اللاعب الكرية المسحوبة إلى الكيس ويسحب كرية أخرى في نفس الظروف. 

 تتكرر العملية وتتوقف اللعبة تلقائيا عند السحب الثالث.

 احسب احتمال الحوادث التالية:

• 𝐷 "ب في السحب الأوليربح اللاع" 

• 𝐸 "يربح اللاعب في السحب الثاني" 

• 𝐹 "يربح اللاعب في السحب الثالث" 

• 𝐺 "لا يربح اللاعب شيئا" 

 
  .54التمرين 

𝐷1  و𝐷2  حجرا نرد متوازنان. تحمل أوجه المكعب𝐷1  وتحمل  4،3،3،2،1،1الأرقام

 . 6،5،4،3،2،1الأرقام  𝐷2أوجه المكعب 

         𝐷1الظاهرين على الوجهين العلويين لـ  الرقميننرمي الحجرين في آن واحد ونسجل 

 .𝑎 و𝑏بـ: الرقمين . نرمز لهذين 𝐷2و 
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 احسب احتمال الحادثتين التاليتين: .1

 "رقمين متساويين"الحصول على  𝐴 .أ

 "رقمين فرديين"الحصول على  𝐵 .ب

الرقم ونسجل مرة واحدة  𝐷2نرمي الحجر جربة التالية: نعتبر في هذا السؤال الت .2

         ونرفق بكل رقم ظاهر ،𝑛الظاهر على الوجه العلوي الذي نرمز له بـ 

(1 ≤ 𝑛 ≤ ,𝑎)الثنائية  (6 𝑏)  حيث𝑎 = 5𝑛 + 𝑏و  3 = 3𝑛 + 1. 

𝑛من أجل  .أ ∈ ,𝑎)، أعط الثنائية  {1,2,3,4,5,6} 𝑏)  المرفقة

𝑑بالإضافة إلى  = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎, 𝑏)  

 احسب احتمال الحادثتين التاليتين: .ب

• 𝐶  عددين أوليين"الحصول على" 

• 𝐷  فيما بينهما عددين أوليين"الحصول على". 

 
  .55التمرين 

منهم  %15من التلاميذ مستواهم ضعيف في مادة الرياضيات و %25في ثانوية ما، 

اهم ضعيف في المادتين معا. نختار مستو %10مستواهم ضعيف في مادة الفيزياء و

 عشوائيا تلميذا واحدا من هذه الثانوية.

 في المادتين معا.احسب احتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا  .1

في مادة الرياضيات أو في احسب احتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا  .2

 مادة الفيزياء.

ما احتمال أن يكون مستواه  فيزياء،في مادة الإذا كان مستوى هذا التلميذ ضعيفا  .3

 في مادة الرياضيات أيضا؟ضعيفا 

ما احتمال أن يكون  في مادة الرياضيات،إذا كان مستوى هذا التلميذ ضعيفا  .4

 في مادة الفيزياء أيضا؟مستواه ضعيفا 

 
  .56التمرين 

3

4
ة يعملون بجد خلال السنة الدراسية. من مترشحي البكالوريا في أحد أقسام السنة النهائي 

احتمال نجاح مترشح يعمل بجد هو 
9

10
احتمال نجاح مترشح لم يعمل بجد هو و 

2

10
. نقول 

عمل بجد ولم ينجح أو نجح ولم يعمل بجد. نعتبر الحوادث عن مترشح أنهّ مفاجأة إذا 

 التالية:

𝑇 "المترشح يعمل بجد"  ،𝐴 "المترشح ناجح"  ،𝑆 "نختار عشوائيا "رشح مفاجأةالمت .

 مترشحا من هذا القسم.

 شكل شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه الوضعية .1

𝑇̅احسب احتمال الحوادث:  .2 ∩ 𝐴 و 𝑇 ∩ 𝐴̅ ، 𝑇 ∩ 𝐴 
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 ما احتمال أن يكون المترشح ناجحا؟ .3

 علما أن المترشح ناجح، ما احتمال أن يكون عمل بجد؟ .4

𝑃(𝑆)بينّ أنّ  .5 = 0,125. 

 

 
  .57التمرين 

 .5،3،1،1نعتبر نرد على شكل رباعي وجوه منتظم يحمل الأرقام التالية: 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل رميتين  𝑋نرمي هذا النرد مرتين، وليكن  .1

 مجموع الرقمين المسجلين على الوجه الأسفل خلال الرميتين.

  𝑋عينّ قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  .أ

 .𝐸(𝑋) الرياضياتي الأملب احس .ب

نرمي هذا النرد عدة مرات متتالية ونعتبر كل رمية مستقلة عن الأخرى، وليكن  .2

𝑢𝑛  لأول مرة على الوجه الأسفل في  3احتمال الحادثة التالية: "ظهور رقم

 عدد طبيعي غير معدوم. 𝑛" حيث 𝑛الرمية ذات الرتبة 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة ، ثمّ  𝑢2 ، 𝑢1 و𝑢3احسب  .أ

على  3رقم ال"لا يظهر للحادثة التالية:  𝑆𝑛الاحتمال  𝑛احسب بدلالة  .ب

𝑛الوجه الأسفل في الرمية ذات الرتبة  + 1" 

limاحسب  .ج
𝑛→+∞

𝑆𝑛 ما يمكن القول عن هذه الحادثة عندما يؤول .𝑛 

 ؟ ∞+إلى 

 
  .58التمرين 

-I  : وخمس كريات  -1،0،1،1،1يحتوي صندوق على خمس كريات بيضاء مرقمة بـ

 في آن واحدعشوائيا وسحب لا نفرق بينها عند اللمس. ن،  -1،0،0،1،1سوداء مرقمة بـ : 

 ونعتبر الحوادث التالية: من الصندوق كريات 3

𝐴 "الحصول على كرية بيضاء واحدة فقط"  ،𝐵  على"الحصول على كرية بيضاء 

المسحوبة من لونين كريات ال" 𝐷،  "المسحوبة لها نفس اللونكريات ال" 𝐶،  "الأقل

 ."المسحوبة معدومكريات مجموع أرقام ال" 𝐹،  "مختلفين

 𝐵 ، 𝐴 و𝐶احسب احتمال الحوادث  .أ

𝑃(𝐷)بينّ أنّ:  .ب =
5

6
  ،𝑃(𝐹) =

31

120
𝑃(𝐶و   ∩ 𝐹) =

7

120
 

وبة معدوم، ما احتمال أن تكون الكريات المسحكريات إذا كان مجموع أرقام ال .ج

 من نفس اللون؟

-II  المتغيرّ العشوائي نعتبر𝑋  كريات أرقام الالذي يرفق بكل عملية سحب مجموع

  المسحوبة
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  𝑋المتغيرّ العشوائي قيم عينّ  .1

 .𝐸(𝑋)الرياضياتي  هواحسب أمل 𝑋قانون احتمال المتغيرّ العشوائي عرّف  .2

 
  .59التمرين 

. نسحب عشوائيا وفي آن 12إلى  1كرية متجانسة ومرقمة من  12يحتوي صندوق على 

 كريات من هذا الصندوق. 3واحد 

 احسب احتمال الحوادث التالية: .1

A.  3أرقام تقبل القسمة على  3"الحصول على" 

B.  3"الحصول على رقم واحد يقبل القسمة على" 

C.  حسابية أساسها أرقام تشكل متتالية  3"الحصول على𝑟 = 3" 

D.  أرقام تشكل متتالية هندسية أساسها  3"الحصول على𝑞 =
1

2
" 

تقبل التي كريات عدد الالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب  𝑋ليكن  .2

 3أرقامها القسمة على 

  𝑋المتغيرّ العشوائي قيم عينّ  .أ

 .𝐸(𝑋)ضياتي الريا هواحسب أمل 𝑋قانون احتمال المتغيرّ العشوائي عرّف  .ب

 
  .60التمرين 

-I .انقل شجرة الاحتمالات التالية ثمّ أتممها 

 

302



-II عتماد على الشجرة، عينّ الإجابة الصحيحة الوحيدة لابا 

 من بين الاقتراحات التالية مع التعليل:     

𝑃(𝐴الاحتمال  .1 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) :هو 

 0,072ج(    0,4ب(   1,3أ( 

 هو: 𝑃(𝐶)الاحتمال  .2

 0,072ج(   0,2064ب(  0,1344أ( 

 هو: 𝑃(𝐵̅)الاحتمال  .3

 0,072ج(   0,42ب(   0,54أ( 

 هو: 𝑃𝐴∩𝐵(𝐶̅)الاحتمال  .4

 0,88ج(    0,6ب(  0,2536أ( 

 هو: 𝑋الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي  .5

 3,1020ج(    1ب(  1,1376أ( 

 
  .61التمرين 

احتمالات ظهورها في  6،5،4،3،2،1د غير متوازنة، تحمل أوجهها الأرقام زهرة نر

,𝑃6رمية واحدة هي  𝑃5, 𝑃4, 𝑃3, 𝑃2, 𝑃1. 

,𝑃6احسب الاحتمالات  .1 𝑃5, 𝑃4, 𝑃3, 𝑃2, 𝑃1  إذا علمت أنها تمثل بهذا الترتيب

𝑞حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها  =
1

2
 

 نرمي زهرة النرد هذه مرة واحدة. .2

 ما احتمال ظهور رقم زوجي؟ .أ

 ؟3ما احتمال ظهور رقم مضاعف لـ  .ب

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل رمية العدد المحصل عليه. 𝑋ليكن  .3

 عرّف قانون الاحتمال واحسب أمله الرياضياتي والتباين.

 
  .62التمرين 

احتمالات ظهورها في  6،5،4،3،2،1نة، تحمل أوجهها الأرقام زهرة نرد غير متواز

,𝑃6رمية واحدة هي  𝑃5, 𝑃4, 𝑃3, 𝑃2, 𝑃1. 

 :إذا علمت أنالاحتمالات هذه احسب  .1

• 𝑃5, 𝑃3, 𝑃1  أساسها  حسابيةتمثل بهذا الترتيب حدود متتابعة لمتتالية𝑟 =
1

8
  

• 𝑃6, 𝑃4, 𝑃2  بهذا الترتيب حدود متتابعة لمتتالية هندسية أساسها تمثل𝑞 =
1

2
 

• 3𝑃1 = 2𝑃2 

 احسب احتمال الحادثتين: .2

A. "ظهور رقم زوجي" 

B.  6رقم الظهور "عدم" 
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المتغير العشوائي الذي يرفق بكل رمية  𝑋ليكن و تين،زهرة النرد هذه مرنرمي  .3

 .ماالمحصل عليهالقيمة المطلقة لفرق الرقمين 

 ن الاحتمال واحسب أمله الرياضياتي.عرّف قانو

 
  .63التمرين 

زهرات نرد مكعبة، منها اثنتان عاديتان أوجه كل منهما تحمل مرقمة  3يحتوي كيس على 

. نسحب 6أوجه تحمل الرقم  3و 1أوجه تحمل الرقم  3، وواحدة خاصة لها 6إلى  1من 

مّ نرمي النردين ونسجل الرقمين الظاهرين على من هذا الكيس زهرتي نرد في آن واحد ث

 B"الزهرتان المسحوبتان عاديتان" والحادثة  Aالوجهين العلويين. نسمي الحادثة 

 "6"الوجهان العلويان يحملان الرقم 

 𝑃(𝐴̅)واحسب  Aعينّ الحادثة العكسية للحادثة  .1

𝑃(𝐵و  𝑃𝐴(𝐵)احسب  .2 ∩ 𝐴)  ثمّ استنتج ،𝑃(𝐵) 

𝑃𝐵(𝐴)بينّ أنّ  .3 =
1

7
. 

 
  .64التمرين 

𝑢1المعرّفة بحدها الأول  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية العددية  =
1

2
والعلاقة التراجعية  

𝑢𝑛+1 =
1

6
𝑢𝑛 +

1

3
 

𝑛المعرّفة من أجل المتتالية العددية  (𝑣𝑛)لتكن  ≥ 𝑣𝑛كما يلي:  1 = 𝑢𝑛 −
2

5
 

متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول، ثمّ اكتب عبارة  (𝑣𝑛)ن أنّ بيّ  .1

𝑢𝑛  بدلالة𝑛 

أوجه خضراء،  3أوجه حمراء و 3على  𝐴وي تحيث يح 𝐴 و𝐵نعتبر حجري نرد  .2

أوجه حمراء ووجهين أخضرين. نأخذ عشوائيا أحد  4على  𝐵وي تبينما يح

ى وجه أحمر نحتفظ بنفس الحجر وإذا حصلنا الحجرين ونرميه، إذا حصلنا عل

الحادثة  𝐴𝑛على وجه أخضر نغيرّ الحجر ونرمي مرّة ثانية وهكذا... نسمي 

𝐴𝑛" و 𝑛في الرمية  𝐴"نستعمل الحجر 
 𝑅𝑛الحادثة العكسية لها، ونسمي  ̅̅̅̅

𝑅𝑛" و 𝑛الحادثة "نحصل على وجه أحمر في الرمية 
ة لها، نرمز الحادثة العكسي ̅̅̅̅

 على الترتيب. 𝐴𝑛 و𝑅𝑛لاحتمالي الحادثتين  𝑎𝑛 و𝑟𝑛بـ 

 )يمكن استعمال شجرة الاحتمالات( 𝑎1 و𝑟1احسب  .أ

𝑛بملاحظة أنهّ من أجل كل  .ب ≥ 1 :                                         

𝑅𝑛 = (𝑅𝑛 ∩ 𝐴𝑛) ∪ (𝑅𝑛 ∩ 𝐴𝑛
̅̅̅̅ 𝑟𝑛نّ ، بينّ أ ( = −

1

6
𝑎𝑛 +

2

3
 

𝑛بينّ أنهّ من أجل كل  .ج ≥ 1 :                                                   

𝐴𝑛+1 = (𝐴𝑛 ∩ 𝑅𝑛) ∪ (𝐴𝑛
̅̅̅̅ ∩ 𝑅𝑛

̅̅̅̅ 𝑎𝑛+1، ثمّ استنتج أنّ:  ( =
1

6
𝑎𝑛 +

1

3
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lim، ثمّ احسب  𝑛بدلالة  𝑟𝑛استنتج عبارة  .د
𝑛→∞

𝑟𝑛. 

 
  .65التمرين 

𝑛عدد طبيعي و  𝑛حيث اء كرية سود 𝑛ريات حمراء وك 4يحتوي كيس على  ≥ 2 . 

𝑛نعتبر  .1 =  دون إرجاع. على التوالي ريات من الكيس ك 3نسحب و 5

 :تينالتالي تيناحسب احتمال الحادث .أ

A.  من نفس اللون"كريات  3"الحصول على 

B.  واحدة حمراء على الأقل كرة"الحصول على" 

 :الحصول على كرة واحدة حمراء فقط هواحتمال بينّ أنّ  .ب
10

21
 

 إرجاع.بعلى التوالي كريتين نسحب من الكيس وكيفي  𝑛في هذا الجزء نعتبر  .2

السوداء ات يكرعدد الالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب  𝑌وليكن 

 المسحوبة

 𝑌ر العشوائي المتغيّ احتمال  عرّف قانون .أ

𝐸(𝑌) :بينّ أنّ  .ب =
2𝑛

𝑛+4
 

𝐸(𝑌) :حيث 𝑛عينّ  .ج =
42

25
. 

 
  .66التمرين 

 أكمل شجرة الاحتمالات التالية:

 

 
  .67التمرين 

𝑛  صناديق  3. لدينا 4عدد طبيعي أكبر من أو يساوي𝑢3و 𝑢2 ، 𝑢1 :حيث 

𝑛)على كرة حمراء واحدة و 𝑢1لصندوق يحتوي ا • −  كرة بيضاء (1

𝑛)و وينحمرا تينعلى كر 𝑢2يحتوي الصندوق  • −  كرة بيضاء (2

𝑛)حمراء و اتكرثلاث على  𝑢3يحتوي الصندوق  • −  كرة بيضاء (3
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-I ين.كرت في آن واحدمنه سحب نختار عشوائيا صندوقا من بين الصناديق الثلاثة ثمّ ن 

  الحمراء المسحوبةكرات عدد الالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب  𝑋ليكن    

  𝑋المتغيرّ العشوائي قيم عينّ  .1

  𝑋قانون احتمال المتغيرّ العشوائي عرّف  .2

علما أننا حصلنا على كرتين حمراوين، ما هو احتمال أن يكون السحب من  .3

 ؟ 𝑢3الصندوق 

-II ق نسحب الآن الكرات من الصندو𝑢2  الواحدة تلو الأخرى بدون إرجاع دون توقف

يساوي الذي  𝑌المتغيرّ العشوائي نعتبر إلى أن نحصل على كرة بيضاء فنوقف التجربة. 

 إلى غاية إيقاف التجربة المسحوبةكرات العدد 

 𝐸(𝑌)مل الرياضياتي الأواحسب  𝑌قانون احتمال المتغيرّ العشوائي عرّف  .1

 𝑉(𝑌)والتباين 

𝐸(𝑌)حيث:  𝑛ين قيمة ع .2 =
13

11
. 

 
  .68التمرين 

 اختر الإجابة الصحيحة الوحيدة مع التعليل لكل واحدة من الأسئلة المستقلة التالية:

ات سوداء. نسحب منه عشوائيا كر 5وحمراء  اتكر 3يحتوي صندوق على  .1

 كرات.  3وفي آن واحد 

 وكرتين سوداوين هو: احتمال الحصول على كرة حمراء

 أ
15

28
 

 
 ب

15

64
 

 
 جـ

13

56
 

 
 د

75

512
 

تحسبا لانتشار عدوى الأنفلونزا في مدينة، تمّ تلقيح ثلث سكانها. نسبة المصابين  .2

بالعدوى ممن تمّ تلقيحهم هي 
1

10
. نختار عشوائيا شخصا من هذه المدينة، احتمال 

 . 0,25 مصاب بالعدوى هوأن يكون الشخص المختار 

 أن يكون الشخص المختار مصاب بالعدوى علما أنهّ ملقح هو:احتمال 

 أ
4

30
 

 
 ب

1

12
 

 
 جـ

3

40
 

 
 د

1

120
 

 1نقاط عند ظهور الرقم  10يرمي لاعب زهرة نرد متوازنة ويحصل على  .3

، وفي بقية الحالات لا يحصل على 4أو  2ونقطة واحدة عند ظهور الرقمين 

غير العشوائي الذي يرفق بكل رمية عدد النقاط المحصل المت 𝑋شيء. نسمي 

 عليها.

 هو: 𝑋 للمتغير العشوائي  𝑉(𝑋)التباين 

 2 د  13 جـ  16 ب  17 أ
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  .69التمرين 

يحتوي صندوق  اختر الإجابة الصحيحة الوحيدة مع التعليل لكل واحدة من الأسئلة التالية:

 ات سوداء.كر 3وحمراء  اتكر 5على 

 كرات.  3نسحب من الصندوق عشوائيا وفي آن واحد  .1

 اء هو:سود كرات 3احتمال الحصول على 

 أ
1

3!
 

 
 ب

1

120
 

 
 جـ

1

56
 

 هو: من نفس اللون اتكر 3احتمال الحصول على 

 أ
16

24
 

 
 ب

11

120
 

 
 جـ

11

56
 

  على التوالي بإرجاع كرات 5عشوائيا  نسحب الآن من الصندوق .2

 هو: سوداءكرات  5احتمال الحصول على 

) أ
1

5
)

5

 
 

) ب
3

8
)

5

 
 

) جـ
3

8
)

5

× (
5

8
)

3

 

 هو:سوداء  اتكر 3كرتين حمراوين و احتمال الحصول على

10 أ (
5

8
)

3

× (
3

8
)

2

 
 

2 ب (
5

8
) + 3 (

3

8
) 

 
) جـ

5

8
)

3

× (
3

8
)

2

 

ن على التوالي بدون إرجاع. ولتكن نسحب الآن من الصندوق عشوائيا كرتي .3

 الحوادث التالية:

𝑅1  "الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء" : 

𝑁1 "الكرة المسحوبة في المرة الأولى سوداء" : 

𝑅2  "الكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء" : 

𝑁2 "الكرة المسحوبة في المرة الثانية سوداء" : 

𝑃𝑅1
(𝑅2) يويسا: 

 أ
5

14
 

 
 ب

4

7
 

 
 جـ

5

8
 

𝑅1الحادثة احتمال  ∩ 𝑁2 :هو 

 أ
15

56
 

 
 ب

15

64
 

 
 جـ

16

49
 

 هو:الحصول على كرة حمراء في المرة الثانية احتمال 

 أ
3

28
 

 
 ب

5

7
 

 
 جـ

5

8
 

  الحصول على كرة حمراء في المرة الأولى علما أن الكرة المسحوبةاحتمال 

 هو: في المرة الثانية سوداء
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 أ
5

7
 

 
 ب

3

8
 

 
 جـ

15

56
 

 
 ت إ( 2015)بكالوريا  .70التمرين 

1. 𝐵و 𝐴  حادثتان من مجموعة إمكانيات، حيث𝑃(𝐴) = 𝑃𝐴(𝐵)و  0,3 =

𝑃(𝐴. احتمال الحادثة 0,4 ∩ 𝐵) :هو 

 أ) 0,12                      ب) 0,1                      جـ) 0,7

2. 𝐵و 𝐴  حادثتان مستقلتان من مجموعة إمكانيات، حيث𝑃(𝐴) = و  0,3

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴.  احتمال الحادثة 0,4 ∪ 𝐵) :هو 

 أ) 0,7                       ب) 0,58                  جـ) 0,12

3. 𝐵و 𝐴  حادثتان من مجموعة إمكانيات، حيث𝑃(𝐴) = 0,3  ،𝑃𝐴(𝐵) =

𝑃(𝐴و  0,4 ∪ 𝐵) =  هو: 𝑃(𝐵). احتمال الحادثة 0,68

 أ) 0,204                      ب) 0,272                      جـ) 0,5

 
 ت إ( 2015)بكالوريا  .71التمرين 

وينتج نوعين: سيارات تسير بالبنزين يرُمز إليها بـ  𝐴 و𝐵مصنع سيارات يشتغل بوحدتين 

𝐸 ر البنزين وأخرى بغي𝐸̅ رُبع انتاج هذا المصنع تصنعه الوحدة .𝐴. 

من صنع الوحدة اشترى شخص سيارة من إنتاج هذا المصنع، احتمال أن تكون هذه السيارة 

𝐴  وتسير بالبنزين يساوي
1

6
وتسير بالبنزين يساوي  𝐵من صنع الوحدة احتمال أن تكون ، و

3

8
 ير قابل للاختزال(. )تعُطى كل النتائج على شكل كسر غ

 𝐴تسير بالبنزين علما أنهّا من صنع الوحدة بينّ أنّ احتمال أن تكون السيارة  .1

يساوي 
2

3
. 

 .𝐵تسير بالبنزين علما أنهّا من صنع الوحدة احسب احتمال أن تكون السيارة  .2

 تسير بالبنزين.أ. احسب احتمال أن تكون السيارة  .3

 ؟𝐴من صنع الوحدة احتمال أن تكون ما تسير بالبنزين السيارة علما أنّ ب. 

 انجز شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه الوضعية.

 
 ت إ( 2016)بكالوريا  .72التمرين 

 تلميذ في إحدى الثانويات. 500الجدول التالي يعطي توزيع 

 التلميذ ذكور إناث

 يملك هاتفا نقالا 60 240

 لالا يملك هاتفا نقا 120 80
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الحادثة:  F" ، ذكراالحادثة: "التلميذ المختار  Hالثانوية ونسمي نختار عشوائيا تلميذا من 

الحادثة: "التلميذ لا يملك  𝑆̅الحادثة: "التلميذ يملك هاتفا نقالا" ،  S" ، أنثى"التلميذ المختار 

 هاتفا نقالا"

 شكل شجرة الاحتمالات لهذه الوضعية. .1

 ا يلي:احسب احتمال كل حادثة مم .2

 التلميذ المختار أنثى وتملك هاتفا نقالا .أ

 التلميذ المختار لا يملك هاتفا نقالا .ب

نفرض أنّ التلميذ المختار لا يملك هاتفا نقالا. ما هو احتمال أن يكون هذا التلميذ  .3

 ذكرا؟

 
 ت إ( 2016)بكالوريا  .73التمرين 

 .𝐵 ، A و𝐶جهات تقترح وكالة أسفار على زبائنها ثلاث و

، والباقي اختاروا الوجهة 𝐵اختاروا الوجهة  𝐴 ،50%من الزبائن اختاروا الوجهة  20%

𝐶 عند العودة من السفر أجرت الوكالة استجوابا لزبائنها حول مدى إعجابهم بالوجهة .

من أصحاب  %30كانوا معجبين بها ،  𝐴من أصحاب الوجهة  %50واستنتجت ما يلي: 

نختار كانوا معجبين بها.  𝐶من أصحاب الوجهة  %80كانوا غير معجبين بها ،  𝐵الوجهة 

: 𝑆̅: "الزبون معجب بالوجهة المختارة" و Sالحوادث التالية: ونسمي عشوائيا أحد الزبائن 

 الزبون غير معجب بالوجهة المختارة ". "

 
 انقل شجرة الاحتمالات المقابلة ثمّ أكمل القيم الناقصة. .1

𝐶. احسب احتمالات الحوادث التالية: أ .2 ∩ 𝑆 و 𝐵 ∩ 𝑆 ، 𝐴 ∩ 𝑆 

 ب. استنتج احتمال أن يكون الزبون معجب بالوجهة المختارة

من أصحاب نستجوب زبونا غير معجب بالوجهة المختارة، ما احتمال أن يكون  .3

 ؟𝐵الوجهة 

 

A

0,2

S
0,5

S
0,5

B0,5

S
0,7

S
0,3

C

0,3

S
0,8

S
0,2
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 ت إ( 2017)بكالوريا  .74التمرين 

اء امتحان شهادة البكالوريا مترشحين موزعين على ثلاث شعب هي: يستقبل مركز إجر

. (G)، شعبة التسيير والاقتصاد  (S)، شعبة العلوم التجريبية  (L)شعبة الآداب والفلسفة 

 .(F)والباقي إناث  (M)من المترشحين ذكور  47%

الفلسفة. شعبة الآداب وفي  %49شعبة العلوم التجريبية و في  %35من بين الذكور يوجد 

شعبة العلوم في  %49شعبة التسيير والاقتصاد و في  %10من بين الإناث يوجد 

 التجريبية. نختار عشوائيا مترشحا من هذا المركز.

 انجز شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه الوضعية. .1

 احسب احتمال كل حادثة مما يلي: .2

A. المترشح المختار أنثى ومن شعبة التسيير والاقتصاد 

B. المختار من شعبة التسيير والاقتصاد المترشح 

C. .المترشح المختار أنثى علما أنهّ من شعبة التسيير والاقتصاد 

 
 ت إ( 2017)بكالوريا  .75التمرين 

أجريت دراسة إحصائية حول العلاقة بين استعمال الأنترنت وامتلاك جهاز حاسوب في 

جهاز حاسوب، من سكان هذه المدينة يملكون  %80مدينة ما، فكانت النتائج كما يلي: 

من  %60جهاز حاسوب يستعملون الأنترنت، من سكان هذه المدينة الذين يملكون  90%

نختار عشوائيا  .جهاز حاسوب يستعملون الأنترنتسكان هذه المدينة الذين لا يملكون 

 .هذه المدينةشخصا من 

 از حاسوب"جهيملك إلى الحادثة: "الشخص المختار  Aيرمز 

 إلى الحادثة: "الشخص المختار يستعمل الأنترنت" Bيرمز 

 انجز شجرة الاحتمالات التي تنمذج هذه الوضعية. .1

 0,20جهاز حاسوب يساوي يملك أ. بينّ أنّ احتمال أن يكون الشخص المختار لا  .2

 جهاز حاسوب ويستعمل يملك ب. ما احتمال أن يكون الشخص المختار 

 الأنترنت؟

جهاز حاسوب ويستعمل يملك حتمال أن يكون الشخص المختار لا جـ. ما ا

 الأنترنت؟

 أحسب احتمال أن يكون الشخص المختار يستعمل الأنترنت .3

علما أنهّ يستعمل جهاز حاسوب يملك أحسب احتمال أن يكون الشخص المختار  .4

 الأنترنت.

 
 ت إ( 2د  2017)بكالوريا  .76التمرين 

حادثتاهما العكسيتان  𝐴̅ و𝐵̅حادثتان،  𝐴 و𝐵المقابلة تنمذج تجربة عشوائية حيث الشجرة 

 على الترتيب.
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انقل وأكمل الشجرة المقابلة ثمّ احسب الاحتمالات الآتية:                   .1

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) و 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅) 

 
 

 𝑃𝐵̅(𝐴)و  𝑃(𝐵)  ،𝑃𝐵(𝐴)أ. احسب الاحتمالات الآتية:  .2

 ب. انقل وأكمل الشجرة المقابلة.

 

 
 ت إ( 2د  2017)بكالوريا  .77التمرين 

، اقترُحت ثلاث إجابات واحدة منها فقط صحيحة،       في كل حالة من الحالات الآتية

 عينّ الاقتراح الصحيح مع التبرير.

1. 𝐵و 𝐴 مستقلتان.  حادثتان 

𝑃(𝐴إذا كان  ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)  و  0,03 =  فإنّ:  0,4

𝑃(𝐵) أ = 𝑃(𝐵) ب  0,43 = 𝑃(𝐵) جـ  0,075 = 0,37 

 

 

A

0,35

B

0,45

B

0,55

A

0,65 B

0,55

B

0,45

B

0,515

A

63
206

A

143
206

B

0,485 A

77
194

A

117
194
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2. 𝐵و 𝐴  .حادثتان 

𝑃(𝐴إذا كان  ∩ 𝐵) =
3

100
𝑃𝐴(𝐵)  و   =

1

4
 فإنّ:  

𝑃(𝐴) أ =
3

25
 

 
𝑃(𝐴) ب =

4

25
 

 
𝑃(𝐴) جـ =

3

400
 

3. 𝐵و 𝐴  .حادثتان 

𝑃(𝐴)إذا كان  = 𝑃(𝐵)  و  0,4 = 𝑃(𝐴  و  0,5 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) =  فإنّ:0,55

𝑷(𝑨 أ ∩ 𝑩) = 𝟎, 𝑷(𝑨 ب  𝟐 ∩ 𝑩) = 𝟎, 𝑷(𝑨 جـ  𝟒𝟓 ∩ 𝑩) = 𝟎, 𝟗 

 تجربة عشوائية.احتمال الجدول التالي يعرّف قانون  .4

3 𝛼 −1 −2 𝑥𝑖 

0,30 𝛽 0,50 0,12 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) 

 :0,32يساوي  𝑋حتى يكون الأمل الرياضياتي للمتغيرّ العشوائي  𝛼 و 𝛽قيمتا  

𝜷 أ = 𝟎, 𝜶 و 𝟎𝟖 = 𝜷 ب  𝟏 = 𝟎, 𝜶 و 𝟎𝟑 = 𝜷 جـ  𝟐 = 𝟎, 𝜶 و 𝟎𝟖 = 𝟐 

 

 
 ع ت( 2018)بكالوريا  .78التمرين 

كريات متماثلة لا نفرق بينها باللمس، منها أربع كريات بيضاء مرقمة  10يحوي صندوق 

ث كريات خضراء وثلا 3،  2،  2وثلاث كريات حمراء مرقمة بـ:  3،  2،  2،  1بـ: 

 كريات من هذا الصندوق. 3. نسحب عشوائيا وفي آن واحد 3،  3،  2مرقمة بـ: 

 : "الكريات الثلاث المسحوبة تحمل ألوان العلم الوطني"𝐴نعتبر الحادثتين 

        𝐵"الكريات الثلاث المسحوبة لها نفس الرقم" : 

 لى الترتيبع 𝐴 و𝐵احتمالي الحادثتين  𝑃(𝐴) و𝑃(𝐵)أ( احسب  .1

𝑃(𝐴ب( بينّ أنّ:  ∩ 𝐵) =
1

20
𝑃(𝐴ثمّ استنتج   ∪ 𝐵)و 𝑃𝐴(𝐵) 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة عملية سحب عدد الكريات  𝑋ليكن  .2

واحسب  𝑋التي تحمل رقما فرديا. عرّف قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي 

 .𝐸(𝑋)أمله الرياضياتي 

 

 
 ت ر( 2018)بكالوريا  .79التمرين 

خضراء. نسحب  4بيضاء و 3كريات متماثلة لا نفرق بينها باللمس، منها  7كيس به 

 عشوائيا وفي آن واحد كريتين من الكيس.

(I 1 احسب ) الحادثة احتمال𝐴" :سحب كريتين مختلفتين في اللون" 

 "ونسحب كريتين من نفس الل: "𝐵الحادثة احتمال ( احسب 2   
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II نقترح اللعبة التالية : للمشاركة يدفع اللاعب )𝛼 (𝐷𝐴)  حيث( ،𝛼  عدد طبيعي

، وإذا سحب كريتين  𝐷𝐴 100مُعطى( فإذا سحب كريتين بيضاوين يتحصل على 

، وإذا سحب كريتين خضراوين يخسر ما  𝐷𝐴 50يتحصل على  مختلفتين في اللون

 .𝛼ي يمثل ربح أو خسارة اللاعب بدلالة المتغيرّ العشوائي الذ 𝑋دفعه. وليكن 

100}هي  𝛼بدلالة  𝑋المتغيرّ العشوائي برّر أنّ قيمّ  .1 − 𝛼, 50 − 𝛼, −𝛼}  

 ثمّ عرّف قانون احتماله

𝐸(𝑋)هو:  𝑋الأمل الرياضياتي للمتغيرّ العشوائي  بينّ أنّ  .2 = −𝛼 +
300

7
  ،

 اللاعب.حتى تكون اللعبة في صالح  𝛼ثمّ اوجد أكبر قيمة ممكنة لـ 

 
 ر( 2018)بكالوريا  .80التمرين 

كريات لا نفرق بينها باللمس موزعة كما يلي: خمس كريات حمراء  9كيس يحوي 

وكرية  3،  2،  -3وثلاث كريات خضراء مرقمة بـ:  2،  2،  2،  1،  1مرقمة بـ: 

 كريات في آن واحد. 4. نسحب عشوائيا -1بيضاء مرقمة بـ: 

 احتمال الحوادث التالية:سب اح .1

A.  كريات من نفس اللون" 4"الحصول على 

B. "الحصول على كرية بيضاء على الأكثر" 

C.  كريات مجموع أرقامها معدوم" 4"الحصول على 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب عدد الكريات الخضراء  𝑋ليكن  .2

 المتبقية في الكيس. 

 ثمّ عرّف قانون احتماله  𝑋عينّ قيمّ المتغيرّ العشوائي  .أ

 𝑋للمتغيرّ العشوائي  𝐸(𝑋)احسب الأمل الرياضياتي  .ب

𝑋2"احتمال الحادثة: احسب  .ج − 𝑋 > 0" 

 
 ت إ( 2018)بكالوريا  .81التمرين 

أجُريت دراسة إحصائية على قسم 

نهائي تسيير واقتصاد حول 

ممارسة التلاميذ لرياضة ما، 

من  %70ئج كما يلي: فكانت النتا

لا  %50التلاميذ إناث، منهن 

من  %90يمارسن هذه الرياضة. 

التلاميذ الذكور يمارسون هذه 

الرياضة. نختار عشوائيا تلميذا 

من هذا القسم ونعتبر الحوادث 

 التالية:
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𝐺 التلميذ المختار ذكر : 

𝐹 التلميذ المختار أنثى : 

𝑆 ة: التلميذ المختار يمارس هذه الرياض 

 انقل الشجرة المقابلة ثمّ أكملها .1

𝑃𝑆̅(𝐹) ، 𝑃(𝐺 و𝑃𝑆(𝐺)احسب الاحتمالات الآتية:  .2 ∩ 𝑆̅) ، 𝑃(𝑆) 

 مستقلتان؟ برّر إجابتك 𝐺 و𝑆̅هل الحادثتان  .3

 

 ت إ( 2018)بكالوريا  .82التمرين 

. 𝐹يرُمز لهنّ بـ ونساء  𝐻م بـ تضم مؤسسة إنتاجية موظفين من الجنسين: رجالا يرُمز له

 موزعين حسب الجدول المقابل: "𝑇"والعمال  "𝐼"، المهندسون  "𝐴"منهم الإداريون 
 

  𝐴الإداريون  𝐼المهندسون  𝑇العمال 

 الرجال 12% 13% 27%

 النساء 16% 12% 20%
 

 يخضع الموظفون لفحص طبي دوري. نختار عشوائيا موظفا.

𝑃(𝐻)ل أن يكون الموظف رجلا هو احتما أ( بينّ أنّ  .1 = 0,52 

 ب( انقل ثمّ أتمم الشجرة

𝑃(𝐹احسب:  .2 ∩ 𝐼) و 𝑃(𝐻 ∩ 𝑇) 

 ؟ ما احتمال أن يكون الموظف مهندسا .3

 ؟ ما احتمال أن يكون الموظف رجلا علما أنهّ إداري .4
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 (ع ت 2019بكالوريا ) .83التمرين 

الرقم    يحتوي کيس على خمس  وكرية واحدة   1كريات حمراء منها أربع كريات تحمل 

وثلاث كريات تحمل   1وسبع كريات خضراء منها أربع كريات تحمل الرقم    2تحمل الرقم  

كريتين من الكيس  )كل الكريات متماثلة لا نفرق بينها عند اللمس(. نسحب عشوائيا    2الرقم  

 ث:حي B و A في آن واحد ونعتبر الحادثتين

A :"سحب كريتين من نفس اللون "، B" :  ."سحب كريتين تحملان نفس الرقم 

𝑃(𝐴)هو  𝐴  ( بين أن احتمال الحادثة1 =
31

66
  .𝐵  واحسب احتمال الحادثة 

 علما أن الكريتين المسحوبتين من نفس اللون، ما احتمال أن تحملا نفس الرقم؟  (2

المتغير العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات الحمراء المتبقية   𝑋 ( ليكن3

 في الكيس. 

 .𝐸(𝑋) واحسب أمله الرياضياتي 𝑋 عرف قانون الاحتمال للمتغير العشوائي    
 

 

 

 (ع ت 2019بكالوريا ) .84التمرين 

  0منها كريتان تحملان الرقم    كريات لا نفرق بينها عند اللمس  10يحتوي صندوق على  

الرقم   الرقم    1وثلاث تحمل    واحد وفي آن    ا. نسحب عشوائي2والكريات الأخرى تحمل 

المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب، جداء الأرقام   𝑋 ثلاث كريات من الصندوق. ليكن

 المسجلة على الكريات المسحوبة.

 .𝐸(𝑋) ثم احسب أمله الرياضياتي 𝑋 عرف قانون الاحتمال للمتغير العشوائي .1

هو   ابين أن احتمال الحصول على ثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجي .2
7

24
. 

ما احتمال الحصول    .نسحب الآن من الصندوق كريتين على التوالي دون إرجاع .3

 تحملان رقمين مجموعهما فردي علما أن جداء هما زوجي؟على كريتين 

 

 

 

 ر(  ت  2019بكالوريا ) .85التمرين 

التالية.  الحالات  المقترحة في كل حالة من  بين الأجوبة  توجد إجابة صحيحة واحدة من 

 اختر الإجابة الصحيحة مبررا اختيارك.  

وكريتين سوداوين تحملان  3,2,1  يحتوي كيس على ثلاث كريات بيضاء تحمل الأرقام

كريات عشوائيا    3الكريات لا نفرق بينها عند اللمس( نسحب من الكيس  )  2,1  الرقمين

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب عدد الكريات السوداء المسحوبة.  𝑋.  وفي آن واحد

 هي:  𝑋 قيم المتغير العشوائي .1

;1}أ(  2; ;0}ب(    ،   {3 2; ;0} ( ـج     ، {3 1; 2} 
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 هو:  𝑋لـ   𝐸(𝑋) الأمل الرياضياتي .2

𝐸(𝑋) ) أ =
4

5
𝐸(𝑋)  )ب  ،   =

6

5
𝐸(𝑋)جـ(     ،    =

11

10
 

الرقم   .3 تحمل  سوداء  واحدة  كرية  على  "الحصول  الكريات   1احتمال  من 

 " يساوي:المسحوبة

 (أ
7

10
ب(   ، 

9

10
جـ(  ، 

3

5
 

باقي قسمة مجموع مربعات الأرقام التي تحملها الكريات المسحوبة "احتمال  .4

 يساوي:   "1 هو 13على 

 (أ
2

5
ب(   ، 

3

10
جـ(  ، 

1

5
 

 

 

 

 ر(  ت  2019بكالوريا ) .86التمرين 

وثلاث كريات حمراء   4،  3،  2،  1يحتوي كيس على أربع كريات بيضاء تحمل الأرقام  

)كل الكريات متشابهة لا    2،  1وكريتين سوداوين تحملان الرقمين    3،  2،  1تحمل الأرقام  

 نفرق بينها عند اللمس(. نسحب عشوائيا وفي آن واحد ثلاث كريات من هذا الكيس . 

 :ية( احسب احتمال الحوادث التال1

 . "الحصول على كرية بيضاء واحدة: "𝐴  أ( الحادثة

 ."الحصول على كريتين بيضاوين على الأكثر: "𝐵 ب( الحادثة

 .  "الحصول على ثلاث كريات تحمل أرقاما غير أولية : "𝐶  ( الحادثةـج

الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات التي تحمل   𝑋 ( نعتبر المتغير العشوائي2

 أرقاما أولية.  

 ف قانون احتماله.  ، ثم عر   𝑋  ن قيم المتغير العشوائيي  أ( ع

𝑃(𝑋2  ب( احسب − 𝑋 ≤ 0). 
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 ر(  2019بكالوريا ) .87التمرين 

شفافين غير  يحتوي 𝑈1 و𝑈2  صندوقان   ،

و  4على   𝑈1  الصندوق حمراء   3كريات 

على  𝑈2   سوداء ويحتوي الصندوقكريات  

سوداوين   3 وکريتين  حمراء  كريات 

عند   بينها  نفرق  لا  متشابهة  كلها  )الكريات 

نرمي نردا غير مزيف ذا ستة أوجه    .اللمس(

 .6إلى  1مرقمة من 

الرقمان   ظهر  عشوائيا    4أو    2إذا  نسحب 

وفي   𝑈1  کريتين في آن واحد من الصندوق

عشوائيا کريتين في آن باقي الحالات نسحب  

 .𝑈2  واحد من الصندوق

 : ـالمعرفة ب 𝐵 ، 𝐴 و 𝐶 عتبر الأحداثن

 𝐴 :"سحب كريتين حمراوين" 

" : 𝐵سحب كريتين سوداوين" و 𝐶 " :سحب كريتين من لونين مختلفين" . 

 نقل، وأكمل شجرة الاحتمالات.  ا (1

 .𝐵 ، 𝐴 و 𝐶  حسب احتمالات الأحداثا (2

 المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب عند الكريات الحمراء المسحوبة.  𝑋 نعتبر

 .𝑋  أ( عين قيم المتغير العشوائي (3

 .𝑋 ب( عين قانون الاحتمال للمتغير العشوائي

 . 𝐸(𝑋)حسب الأمل الرياضياتيا (4

 
 ت إ( 2019بكالوريا ) .88التمرين 

مرتين متتاليتين ونسجل الرقم   6إلى    1نرمي نردا غير مزيف ذا ستة أوجه مرقمة من  

 .الظاهر على الوجه العلوي في كل مرة

 ما احتمال الحصول على رقمين زوجيين ؟  (1

 ؟ 6( ما احتمال الحصول على رقمين جداؤهما يساوي 2

 ( ما احتمال الحصول على رقمين أحدهما ضعف الآخر؟  3

 ؟2( ما احتمال الحصول على رقمين زوجيين أحدهما هو 4

 
 إ( ت  2019بكالوريا ) .89التمرين 

  : المعادلة ℝ ( حل في مجموعة الأعداد الحقيقية1

(4𝑥2 + 3𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 + 6) = 0 … (𝐸)  
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   𝑃𝑖 ـرمز بننسحب منه كرية واحدة و 4، 3، 2، 1كيس به أربع كريات تحمل الأرقام ( 2

 :ونضع 𝑖إلى احتمال سحب الكرية التي تحمل الرقم  

 𝑃4 = 2𝛼 و 𝑃3 = 𝛼 ، 𝑃2 = 𝛼2 ، 𝑃1 = 3𝛼2. 

 . 𝛼حدد قيمة  -

𝛼 ( نضع3 =
1

4
 : ، احسب احتمال الأحداث التالية 

A  ." سحب كرية تحمل رقما فرديا" : 

B  :" 4سحب كرية تحمل الرقم   ." 

C  3: "سحب كرية تحمل رقما أصغر من أو يساوي ." 

D   سحب كرية تحمل رقما حلا للمعادلة" :(𝐸)." 

 

 

 

 (ع ت 2020بكالوريا ) .90التمرين 

كريات حمراء   4على   U يحتوي وعاء

وعاء  6و ويحتوي    5على   V سوداء، 

الكريات    3كريات حمراء و سوداء وكل 

اللمس. نسحب  متماثلة ولا نفرق بينها عند  

أحد  من  واحد  آن  في  کريتين  عشوائيا 

 :الوعاءين بالكيفية التالية

من   عشوائيا  واحدة  بطاقة  بسحب  نقوم 

على   يحتوي  متماثلة   6كيس  بطاقات 

، إذا تحصلنا على    6إلى    1ومرقمة من  

 نسحب الكريتين من  5أو    3أحد الرقمين  

U وفي باقي الحالات نسحب الكريتين منV  . 

الحدث: "الحصول    M  ي م". نس5أو    3دث: "الحصول على أحد الرقمين  الح A يمنس

 على كريتين من نفس اللون". 

 هو V احتمال السحب من الوعاء 𝑃(𝐴̅)تحقق أن  .1
2

3
. 

من نفس اللون  ، بين أن احتمال أن تكوناU علما أن الكريتين المسحوبتين من .2

هو 
7

15
 . 

 𝑃(𝑀). واستنتجانقل شجرة الاحتمالات المقابلة ثم أكملها  .3

علما أن الكريتين المسحوبتين  U احتمال السحب من الوعاء 𝑃𝑀̅(𝐴)  احسب .4

 مختلفتا اللون؟
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 (ع ت 2020بكالوريا ) .91التمرين 

وكريتين   بيضاء  كريات  ثلاث  به  کيس 

حمراوين لا نميز بينها عند اللمس، نسحب  

الكيس  من  التوالي  على  كريتين  عشوائيا 

المسحوبة بالكيفية   الكرية  إذا كانت  التالية: 

بيضاء نعيدها إلى الكيس وإذا كانت حمراء  

 لا نعيدها إلى الكيس.

    أ. انقل شجرة الاحتمالات المقابلة  (1

 .ثم أكملها

𝐵  يرمز إلى الحصول على كرية بيضاء 

 الحصول على كرية حمراء.  إلى 𝑅 و

 الثانية حمراء.ب. احسب احتمال أن تكون الكرية المسحوبة 

عدد 𝑋 ليكن (2 لكريتين  بكل سحب  يرفق  الذي  العشوائي  الحمراء    المتغير  الكريات 

 المسحوبة. 

  .𝑋 أ. عين مجموعة قيم المتغير العشوائي

𝑃(𝑋ب. بين أن:  = 1) =
27

50
  .𝑋  ف قانون احتمال المتغير العشوائير  ، ثم ع

  .𝑋  العشوائيالأمل الرياضياتي للمتغير 𝐸(𝑋)  ج. احسب

 
 ر(  ت  2020بكالوريا ) .92التمرين 

وثلاث كريات خضراء   2،  2،  2،  2:  ـعلى أربع كريات حمراء مرقمة ب  کيسيحتوي  

الكريات لا نفرق بينها باللمس ، نسحب عشوائيا في آن واحد کريتين    .2،  3،  3:  ـمرقمة ب

 من هذا الكيس. 

الحصول على  " 𝐵 الحصول على كريتين تحملان نفس الرقم" و"   𝐴 :( نعتبر الحدثين1

 . "كريتين مختلفتين في اللون

 .𝐵و 𝐴 أ. احسب احتمال كل من الحدثين
كريتين تحملان نفس الرقم ومختلفتين في اللون  ب. بين أن احتمال الحصول على 

 يساوي
4

21
. 

 ج. استنتج احتمال الحصول على كريتين تحملان نفس الرقم أو مختلفتين في اللون. 

المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب جداء الرقمين الظاهرين على   𝑋 ( ليكن2

 .الكريتين المسحوبتين

 . 𝑋 للمتغير العشوائيعرف قانون الاحتمال     

، إذا كان  دينار  𝑥2يربح    4إذا كان جداء رقميهما    :كريتين  في لعبة، يقوم لاعب بسحب  (  3

  𝑥 و 𝑦)   .دينار  130يخسر    9وإذا كان جداء رقميهما  ،  دينار  𝑦2  يخسر  6جداء رقميهما  

 . (وميندعددان طبيعيان غير مع
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 .تكون هذه اللعبة عادلةحتى 𝑥 و 𝑦  ن قيمة كل منيع    

 
 

 ر(  ت  2020بكالوريا ) .93التمرين 

وثلاث كريات حمراء تحمل   2،  1يحتوي کيس على كريتين خضراوين تحملان الرقمين  

. ) الكريات متماثلة لا  4،  3،  3،  2وأربع كريات بيضاء تحمل الأرقام    2،  2،  1الأرقام  

 نفرق بينها باللمس (  

(I  كريات في آن واحد.  3نسحب من هذا الكيس 

 :التاليين 𝐵 و 𝐴 ( احسب احتمال كل من الحدثين1

    𝐴 " : كريات من نفس اللون 3الحصول على " 

    𝐵 : " ."الحصول على كرية بيضاء على الأقل 

 .المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب أكبر الأرقام المحصل عليها 𝑋 ( ليكن2

𝑃(𝑋بين أن:  .أ = 3) =
3

7
 .𝑋  ف قانون الاحتمال للمتغير العشوائيعر  ثم  

 .𝑋 الرياضياتي للمتغير العشوائياحسب الأمل  .ب
II ) كريات على التوالي دون إرجاع 3نسحب الآن. 

 .𝐶أرقام جداؤها عدد زوجي" . احسب احتمال  3الحدث: "الحصول على  𝐶ليكن      

 
 ر(  2020بكالوريا ) .94التمرين 

به   و   5صندوق  بيضاء  بينها    3كريات  نفرق  لا  متماثلة  الكريات  )كل  حمراء  كريات 

حمراء   كرية  إذا ظهرت  حيث:  واحدة  الصندوق كرية  من  نسحب  إلى  نباللمس(.  عيدها 

وإذا ظهرت ،  الصندوق ونضيف له كرية بيضاء

له  نكرية بيضاء   الصندوق ونضيف  إلى  عيدها 

 نية.  كرية حمراء، ثم نكرر العملية مرة ثا

المقابلة التي تنمذج 1 انقل شجرة الاحتمالات   )

 .هذه التجربة ثم أكملها

 7بين أن احتمال أن يوجد في الصندوق ( 2

كريات بيضاء هو  
1

8
. 

 4احسب احتمال أن يوجد في الصندوق  (3

 .كريات حمراء على الأقل

المتغير العشوائي الذي يأخذ كقيمة  𝑋 ليكن (4

 وجودة  عدد الكريات البيضاء الم

 .في الصندوق بعد العملية الثانية    

 . 7و 6، 5هي:  𝑋 برر أن قيم المتغير العشوائي .أ
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أمله  𝐸(𝑋) ، ثم احسب 𝑋 عرف قانون الاحتمال للمتغير العشوائي .ب

 .الرياضياتي

 
 ر(  2020بكالوريا ) .95التمرين 

عدد طبيعي    𝜋  (𝜋كرية بيضاء تحمل العدد  𝑛ا:  يحتوي صندوق على كريات متماثلة منه

𝑛و   ≥   كريات حمراء تحمل الأعداد  4و  )2
𝜋

2
    ،

𝜋

2
    ،

𝜋

3
وکريتين خضراوين تحملان   𝜋و    

  العددين
𝜋

2
و   

𝜋

3
 نسحب عشوائيا كريتين في آن واحد من هذا الصندوق. .

 حيث:   𝐴 و𝐵أ. احسب احتمال كل من  .1

𝐴 " : من نفس اللون ينكريت سحب " ،𝐵 : " تحملان نفس العدد   ينكريتسحب

 من نفس اللون".علما أنهما 

𝑃(𝐴)يكون:   حتى 𝑛العدد الطبيعي ن ي  عب.  =
17

55
.  

𝑛يلي:   مايفنفرض  .2 = العددين الظاهرين على الكريتين   𝛽 و 𝛼ونسمي   5

 العددالمتغير العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب  𝑋 نعتبر .المسحوبتين

cos(𝛼) cos (𝛽). 

، 1  :هي 𝑋 . برر أن قيم المتغير العشوائيأ
1

4
 ، 0 ، −

1

2
. 

𝑃(𝑋: ن أن  ب. بي   = 0) =
27

55
. 

 .𝐸(𝑋)واحسب أمله الرياضياتي 𝑋 ج. عين قانون احتمال المتغير العشوائي

 

 

 (ع ت 2021بكالوريا ) .96التمرين 

 بين ثلاثة رجاليراد تشكيل بطريقة عشوائية لجنة تتكون من عضوين من 

 𝐻3 و 𝐻2 ، 𝐻1 وامرأتان .𝐹2 و 𝐹1  

  :حيث 𝐶 و 𝐵 ، 𝐴 نعتبر الحوادث

𝐴 "عضوا اللجنة من نفس الجنس" 𝐵 "عضوا اللجنة من جنسين مختلفين " 

 𝐶 "𝐻1 عضو في اللجنة ". 

 .على الترتيب 𝐴 و 𝐵 احتمال 𝑃(𝐵) ، 𝑃(𝐴)أ. احسب  (1

 يساوي 𝐶 احتمال الحدث𝑃(𝐶)  ن أنب. بي     
2

5
. 

 يرفق بكل إمكانية اختيار لعضوين عدد الرجال في اللجنة.   𝑋 المتغير العشوائي (2

;0}هي  𝑋 أ. برر أن مجموعة قيم 1; 2}. 

 . 𝐸(𝑋) واحسب أمله الرياضياتي 𝑋 ب. عين قانون احتمال المتغير العشوائي
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 (ع ت 2021بكالوريا ) .97التمرين 

بطاقات متماثلة لا نفرق بينها باللمس، مكتوب على كل منها سؤال واحد،   9صندوق به  

،  2،  1، أربعة أسئلة في الجبر مرقمة بـ:  3و  2،  1:  ـمنها ثلاثة أسئلة في الهندسة مرقمة ب

 .2و 1وسؤالين في التحليل مرقمين بـ:  4و 3

 :نسحب عشوائيا بطاقة واحدة من الصندوق ونعتبر الحوادث التالية

" 𝐴سحب سؤال في الهندسة "،   𝐵  "و  "سحب سؤال في التحليل𝐶  " سحب سؤال في الجبر

 يحمل رقما زوجيا".  

 .  على الترتيب 𝐵 ، 𝐴 و 𝐶 الحوادث احتمال 𝑃(𝐶)و  𝑃(𝐵) ، 𝑃(𝐴)احسب  (1

 .1احتمال سحب سؤال رقمه مختلف عن  احسب (2

 يرفق بكل بطاقة مسحوبة رقم السؤال المسجل عليها.  𝑋المتغير العشوائي   (3

;1}هي  𝑋أ. برر أن مجموعة قيم   2; 3; 4} . 

أمله  𝐸(𝑋)ثم احسب  𝑋ب. عين قانون الاحتمال للمتغير العشوائي 

 الرياضياتي. 

𝐸(2021𝑋. استنتج قيمة ـج + 1442). 

 

 
 

 ر(  2021بكالوريا ) .98التمرين 

 ة متماثلة لا نفرق بينها باللمس.  يكر  12کيس به 

  .4، 3، 2، 1كل من الكريات الاثنتي عشرة تحمل رقما من بين الأعداد التالية:

 نسحب عشوائيا كرية واحدة من الكيس.  

   :، حيث𝑖إلى احتمال سحب كرة رقمها  𝑃𝑖بـ:  رمزن

𝑃4 =
1

4
𝑃3 و  =

1

4
 ، 𝑃2 =

1

6
 ، 𝑃1 =

1

3
. 

  4، 3، 2، 1ع الكريات الاثنتي عشرة حسب الأرقام زو .1

 : الآتية 𝐵 ، 𝐴 و 𝐶 احسب احتمال كل من الحوادث .2

    𝐴  "سحب كرة تحمل رقما فرديا "  

     𝐵 " 4  سحب كرية تحمل رقما من أرقام نظام التعداد ذي الأساس  "  

     𝐶 "   :2سحب كرة رقمها حل للمعادلة𝑥 = 𝑥2 " 

 يرفق بكل سحب لكرة الرقم الذي تحمله.   𝑋  العشوائيالمتغير  .3

 .أمله الرياضياتي𝐸(𝑋)  ثم احسب 𝑋 عن مجموعة قيم المتغير العشوائي
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 ر(  2021بكالوريا ) .99التمرين 

 يراد عشوائيا تشكيل لجنة تضم رئيسا ونائبا له من بين ثلاثة رجال

 𝐻3 و 𝐻2 ، 𝐻1وأربع نساء  𝐹4 و 𝐹3 ، 𝐹2 ، 𝐹1 

   .42بين أن عدد اللجان التي يمكن تشكيلها هو  .1

 :نعتبر الحوادث الآتية .2

     𝐴" اللجنة من نفس الجنس" ،  𝐵 " ن"اللجنة من جنسين مختلفي 

𝐶 "𝐻1 هو الرئيس" ، 𝐸 " اللجنة لا تضم كلا من  𝐻1و𝐹1" 

  𝑃(𝐵) ثم استنتج  𝐴 احتمال الحدث 𝑃(𝐴) احسب .أ

  𝑃(𝐸) و 𝑃(𝐶) احسب .ب

 يرفق بكل لجنة عند الرجال فيها.  𝑋  المتغير العشوائي .3

 أمله الرياضياتي. 𝐸(𝑋)  ثم احسب 𝑋 عين قانون احتمال
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  .1التمرين 

 قريصات في آن واحد بحيث: 3حساب عدد الطرق لسحب 

 0قريصات مرقمة بالرقم كل ال .1

𝐶6
3 =

6!

3! × 3!
=
6 × 5 × 4 × 3!

3! × 3!
=
6 × 5 × 4

6
= 20  

 0قريصتان مرقمتان بالرقم  .2

𝐶6
2 × 𝐶4

1 =
6!

2! × 4!
× 4 =

6 × 5 × 4!

2! × 4!
× 4 =

6 × 5 × 4

2
= 60   

 0ة مرقمة بالرقم قريصة واحد .3

𝐶6
1 × 𝐶4

2 = 6 ×
4!

2! × 2!
= 6 ×

4 × 3 × 2!

2! × 2!
=
6 × 4 × 3

2
= 36   

 1قريصات مرقمة بالرقم كل ال .4

𝐶4
3 =

4!

3! × 1!
=
4 × 3!

3!
= 4  

 قريصات مرقمة بنفس الرقم كل ال .5

𝐶6
3 + 𝐶4

3 = 20 + 4 = 24  

 قريصتان مرقمتان بنفس الرقم. .6

𝐶6
2 × 𝐶4

1 + 𝐶6
1 × 𝐶4

2 = 60 + 36 = 96  

 
  .2التمرين 

 عدد الحالات الممكنة بحيث:حساب 

 قريصات المسحوبة من اللون نفسهكل ال .1

𝐶6
3 + 𝐶4

3 = 20 + 4 = 24  

 قريصة واحدة من كل لوننسحب  .2

𝐶4
1 × 𝐶6

1 × 𝐶2
1 = 4 × 6 × 2 = 48  

 قريصتان من نفس اللون نسحب  .3

𝐶6
2 × 𝐶6

1 + 𝐶4
2 × 𝐶8

1 + 𝐶2
2 × 𝐶10

1 = 90 + 48 + 10

= 148 … طريقة 

𝐶12
3 − (24 + 48) = 220 − 72 = 148 … طريقة 

 اءرضقريصة واحدة خنسحب على الأقل  .4

𝐶4
1 × 𝐶8

2 + 𝐶4
2 × 𝐶8

1 + 𝐶4
3 = 112 + 48 + 4 = 164 … طريقة 

𝐶12
3 − 𝐶8

3 = 220 − 56 = 164 … طريقة 

 قريصة واحدة حمراءنسحب على الأقل  .5

𝐶2
1 × 𝐶10

2 + 𝐶2
2 × 𝐶10

1 = 90 + 10 = 100 … طريقة 
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𝐶12
3 − 𝐶10

3 = 220 − 120 = 100 … طريقة 

 قريصات المسحوبة تحمل نفس الرقم كل ال .6

𝐶3
3 + 𝐶3

3 = 1 + 1 = 2  

 قريصات المسحوبة يشكل عددا زوجياالمجموع أرقام  .7

أرقام زوجية، ونحصل على عدد زوجي  6و أرقام فردية 6يحتوي الكيس على 

 أرقام زوجية( أو )رقمين فرديين ورقم زوجي( 3عند سحب )

𝐶6
3 + 𝐶6

2 × 𝐶6
1 = 20 + 90 = 110  

 
  .3التمرين 

 عدد الحالات الممكنة لسحب:حساب 

 قريصة واحدة تحمل عددا فرديا .1

𝐶9
1 × 𝐶8

2 = 9 × 28 = 252  

 كلتاهما تحمل عددا أوليا قريصتين .2

𝐶7
2 × 𝐶10

1 = 21 × 10 = 210  

 قريصة واحدة تحمل عددا زوجياعلى الأقل  .3

𝐶8
1 × 𝐶9

2 + 𝐶8
2 × 𝐶9

1 + 𝐶8
3 = 288 + 252 + 56 = 596 … طريقة 

𝐶17
3 − 𝐶9

3 = 680 − 84 = 596 … طريقة 

 3قريصة واحدة تحمل عددا يقبل القسمة على  .4

𝐶5
1 × 𝐶12

2 = 5 × 66 = 330  

 
  .4التمرين 

 حساب عدد الحالات الممكنة:

 لسحب هذه الكريات بدون تمييز .1

𝐶15
4 = 1365  

 كريات من لون واحد 4لسحب  .2

𝐶7
4 + 𝐶5

4 = 35 + 5 = 40  

 كريات من الألوان الثلاثة 4لسحب  .3

𝐶7
2 × 𝐶5

1 × 𝐶3
1 + 𝐶7

1 × 𝐶5
2 × 𝐶3

1 + 𝐶7
1 × 𝐶5

1 × 𝐶3
2

= 315 + 210 + 105 = 630  

 كريات من لونين مختلفين. 4لسحب  .4

1365 − (40 + 630) = 695  
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  .5التمرين 

 :أرقام 3عدد الأعداد ذات حساب  .1

𝐴7
3 =

7!

(7 − 3)!
=
7!

4!
= 7 × 6 × 5 = 210  

 :أرقام بحيث 3ذات  الأعداد عددحساب  .2

𝟑 :3م أ( يبدأ بالرق . . 

𝐴6
2 =

6!

(6 − 2)!
=
6!

4!
= 6 × 5 = 30  

𝟏: 3وينتهي بالرقم  1ب( يبدأ بالرقم  . 𝟑 

𝐴5
1 =

5!

(5−1)!
=
5!

4!
= 5   

𝟔: 6ج( يحتوي على الرقم  . . . أو  𝟔 . . أو  . 𝟔 

3 × 𝐴6
2 = 3 × 30 = 90  

 

 
 

  .6التمرين 

 اء. حمر 4اء ورضكريات خ 3ي كيس على يحتو

 كريات على التوالي دون إرجاع.  4نسحب من هذا الكيس  .1

عدد الحالات الممكنة بحيث تكون الكريات المسحوبة الثلاثة الأولى  .أ

 خضراءوالرابعة حمراء 

𝐴4
1 × 𝐴3

1 × 𝐴2
1 × 𝐴3

1 = 4 × 3 × 2 × 3 = 72  

 خضراءوواحدة حمراء كريات  3عدد الحالات الممكنة لسحب  .ب

𝐶4
1 × 𝐴4

3 × 𝐴3
1 = 4 × 24 × 3 = 288  

 كريات على التوالي بإرجاع 4نسحب الآن من هذا الكيس  .2

عدد الحالات الممكنة بحيث تكون الكريات المسحوبة الثلاثة الأولى  .أ

 خضراءوالرابعة حمراء 

43 × 3 = 64 × 3 = 192  

 خضراءوواحدة حمراء كريات  3عدد الحالات الممكنة لسحب  .ب

4 × 43 × 3 = 4 × 192 = 768  
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  .7التمرين 

 عدد الحالات الممكنة بحيث:حساب 

 واحدة توجد في اللجنة طالبة  .1

𝐶3
1 × 𝐶9

3 = 3 × 84 = 252  

 واحدة على الأقلتوجد في اللجنة طالبة  .2

𝐶3
1 × 𝐶9

3 + 𝐶3
2 × 𝐶9

2 + 𝐶3
3 × 𝐶9

1 = 252 + 108 + 9 = 369  

  توجد في اللجنة أيةّ طالبة لا .3

𝐶9
4 = 126  

 يوجد في اللجنة الجنسان معا .4

𝐶3
1 × 𝐶9

3 + 𝐶3
2 × 𝐶9

2 + 𝐶3
3 × 𝐶9

1 = 252 + 108 + 9

= 369 … طريقة 

𝐶12
4 − 𝐶9

4 = 495 − 126 = 369 … طريقة 

 .𝒙يوجد في اللجنة الطالب  .5

𝐶11
3 = 165  

 

 
 

  .8التمرين 

 نساء.  3رجال و 6تتكون جمعية من 

 نريد تشكيل إدارة تتألف من رئيس، نائب وأمين.  .1

 ختيار هذه الإدارةالممكنة لاطرق حساب عدد ال .أ

𝐴9
3 =

9!

6!
= 504  

 عدد الطرق لتشكيل إدارة بحيث يكون الرئيس رجلا حساب .ب

𝐴6
1 × 𝐴8

2 = 6 ×
8!

6!
= 336  

 يث يكون الرئيس رجلا ونائبه امرأةعدد الطرق بححساب  .ج

𝐴6
1 × 𝐴3

1 × 𝐴7
1 = 6 × 3 × 7 = 126  

ث يكون الرئيس رجلا ختيار هذه اللجنة بحيالممكنة لاطرق حساب عدد ال .2

 ونائبه امرأة

𝐴6
1 × 𝐴3

1 × 𝐴7
1 × 𝐶6

2 = 126 × 15 = 1890  
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  .9التمرين 

       6و  5،  4،  3،  2،  1يمكن تشكيلها باستعمال الأرقام  عدد الأعداد التي حساب

 إذا كانت هذه الأعداد تتكون من:

 ثلاثة أرقام .1

63 = 216  

 ستة أرقام متمايزة .2

𝐴6
6 = 6! = 720  

 1أربعة أرقام متمايزة تنتهي بالرقم  .3

𝐴5
3 =

5!

2!
= 60  

 1ن أربعة أرقام متمايزة بحيث يكون الرقم الأول مختلف ع .4

𝐴5
1 × 𝐴5

3 = 5 × 60 = 300  

 300ثلاثة أرقام متمايزة بحيث يكون العدد أكبر من  .5

𝐴4
1 × 𝐴5

2 = 4 × 20 = 80  

 ثلاثة أرقام متمايزة بحيث يكون العدد زوجيا. .6

𝐴3
1 × 𝐴5

2 = 3 × 20 = 60  

 
  .10التمرين 

 احتمال الحصول على:حساب 

 زوجية ثلاث كريات أرقامها .1

𝑃(𝐴) =
𝐶4
3

𝐶9
3 =

4

84
=

1

21
 

 ثلاث كريات، إحداها على الأقل تحمل رقما فرديا .2

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −
1

21
=
20

21
 

 كرتين فقط تحملان رقمين أوليين .3

𝑃(𝐶) =
𝐶4
2 × 𝐶5

1

𝐶9
3 =

30

84
=

5

14
 

;𝟏}أي: ، 9ثلاث كريات مجموع أرقامها يساوي  .4 𝟐; ;𝟏}أو  {𝟔 𝟑; أو  {𝟓

{𝟐; 𝟑; 𝟒} 

𝑃(𝐷) =
3𝐶3

3

𝐶9
3 =

3

84
=

1

28
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  .11التمرين 

 احتمال الحصول على:حساب  .1

 من اللون نفسهكريات  3 .أ

𝑃(𝐴) =
𝐶3
3 + 𝐶3

3 + 𝐶4
3

𝐶10
3 =

6

120
=

1

20
 

 واحدة من كل لونكرية  .ب

𝑃(𝐵) =
𝐶3
1 × 𝐶3

1 × 𝐶4
1

𝐶10
3 =

36

120
=

3

10
 

 على الأقلواحدة زرقاء كرية  .ج

𝑃(𝐶) = 1 − 𝑃(𝐶̅) = 1 −
𝐶6
3

𝐶10
3 = 1 −

20

120
=
5

6
 

الذي يرفق بكل عملية سحب، عدد الكريات  𝑿نعتبر المتغيرّ العشوائي  .2

 اء المسحوبة.زرقال

 𝑿ر العشوائي قانون الاحتمال للمتغيّ تعيين  .أ

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶6
3

𝐶10
3 =

1

6
 ; 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
1 × 𝐶6

2

𝐶10
3 =

1

2
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
2 × 𝐶6

1

𝐶10
3 =

3

10
 ; 𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶4
3

𝐶10
3 =

1

30
 

𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

6
 

1

2
 

3

10
 

1

30
 

 .𝑿حساب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيرّ العشوائي  .ب

𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖 = 0(
1

6
) + 1 (

1

2
) + 2 (

3

10
) + 3 (

1

30
) 

=
1

2
+
3

5
+
1

10
=
6

5
 

𝑉(𝑋) =∑𝑋𝑖
2 × 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2 

= 02 (
1

6
) + 12 (

1

2
) + 22 (

3

10
) + 32 (

1

30
) − (

6

5
)
2

=
14

25
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𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) =
√14

5
 

 
  .12التمرين 

  𝑿المتغيرّ العشوائي قيم تعيين  .1

Ω = { 𝑅𝑅⏟
−1−1

; 𝑅𝐵⏟
−1+2

; 𝑅𝑉⏟
−1+3

; 𝐵𝐵⏟
2+2

; 𝐵𝑉⏟
2+3

; 𝑉𝑉⏟
3+3

} ⇒ 𝑋 ∈ {−2; 1; 2; 4; 5; 6}  

 𝑿غيرّ العشوائي قانون الاحتمال للمتتعيين  .2

𝑃(𝑋 = −2) =
𝐶4
2

𝐶9
2 =

1

6
;  𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
1 × 𝐶3

1

𝐶9
2 =

1

3
 

 𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
1 × 𝐶2

1

𝐶9
2 =

2

9
; 𝑃(𝑋 = 4) =

𝐶3
2

𝐶9
2 =

1

12
 

𝑃(𝑋 = 5) =
𝐶3
1 × 𝐶2

1

𝐶9
2 =

1

6
; 𝑃(𝑋 = 6) =

𝐶2
2

𝐶9
2 =

1

36
  

𝑋𝑖 −2 1 2 4 5 6 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

6
 

1

3
 

2

9
 

1

12
 

1

6
 

1

36
 

 

 𝝈(𝑿)والانحراف المعياري  𝑽(𝑿)، التباين 𝑬(𝑿)حساب الأمل الرياضي  .3

𝐸(𝑋) =∑𝑋𝑖 × 𝑃𝑖 

= −2(
1

6
) + 1 (

1

3
) + 2 (

2

9
) + 4 (

1

12
) + 5 (

1

6
) + 6 (

1

36
) =

16

9
 

𝑉(𝑋) =∑𝑋𝑖
2 × 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2 

= 4(
1

6
) + 1 (

1

3
) + 4 (

2

9
) + 16 (

1

12
) + 25 (

1

6
) + 36 (

1

36
) − (

16

9
)
2

 

=
847

162
 

𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √
847

162
=
11√14

18
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  .13التمرين 

 حساب احتمال الحوادث التالية: .1

A. 2مل الرقم كل الكرات المسحوبة تح 

𝑃(𝐴) =
𝐶10
3

𝐶30
3 =

6

203
 

B. الكرات المسحوبة تتألف من رقمين فقط 

𝑃(𝐵) =
(𝐶5

2 × 𝐶25
1 ) + (𝐶10

2 × 𝐶20
1 ) + (𝐶15

2 × 𝐶15
1 )

𝐶30
3 =

545

812
 

C.  أرقام مختلفة 3الكرات المسحوبة تحمل 

𝑃(𝐶) =
𝐶5
1 × 𝐶10

1 × 𝐶15
1

𝐶30
3 =

75

406
 

D.  2كرة واحدة على الأقل من الكرات المسحوبة تحمل الرقم 

𝑃(𝐷) = 1 − 𝑃(𝐷̅) = 1 −
𝐶20
3

𝐶30
3 = 1 −

57

203
=
146

203
 

E. مجموع أرقام الكرات المسحوبة عدد فردي 

𝑃(𝐸) =
𝐶20
3 + (𝐶10

2 × 𝐶20
1 )

𝐶30
3 =

102

203
 

F. لمسحوبة عدد زوجيجداء أرقام الكرات ا 

𝑃(𝐹) = 1 − 𝑃(𝐹̅) = 1 −
𝐶20
3

𝐶30
3 = 1 −

57

203
=
146

203
 

𝑃(𝐹): ملاحظة = 𝑃(𝐷)  لأنّ جداء أرقام الكرات المسحوبة يكون

عددا زوجيا إذا كانت كرة واحدة على الأقل من الكرات المسحوبة تحمل 

 .2الرقم 

لية سحب، مجموع الأرقام الذي يرفق بكل عمالمتغيرّ العشوائي  𝑿ليكن  .2

 المسجلة على الكرات المسحوبة.

A.  المتغيرّ العشوائي قيم تعيين𝑿  

Ω = {
{1,1,1}; {1,1,2}; {1,1,3}; {1,2,3}; {2,2,1}; {2,2,2}; {2,2,3};

{3,3,1}; {3,3,2}; {3,3,3}
}

⇒ 𝑋 ∈ {3; 4; 5; 6; 7; 8; 9}  

B.  قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي تعيين𝑿 

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶5
3

𝐶30
3 =

1

406
;  𝑃(𝑋 = 4) =

𝐶5
2 × 𝐶10

1

𝐶30
3 =

5

203
 

333



𝑃(𝑋 = 5) =
𝐶5
2 × 𝐶15

1 + 𝐶10
2 × 𝐶5

1

𝐶30
3 =

75

812
 

𝑃(𝑋 = 6) =
𝐶5
1 × 𝐶10

1 × 𝐶15
1 + 𝐶10

3

𝐶30
3 =

3

14
  

𝑃(𝑋 = 7) =
𝐶10
2 × 𝐶15

1 + 𝐶15
2 × 𝐶5

1

𝐶30
3 =

60

203
 

𝑃(𝑋 = 8) =
𝐶15
2 × 𝐶10

1

𝐶30
3 =

15

58
 ; 𝑃(𝑋 = 9) =

𝐶15
3

𝐶30
3 =

13

116
 

 

𝑋𝑖 3 4 5 6 7 8 9 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

406
 
5

203
 
75

812
 
3

14
 
60

203
 
15

58
 
13

116
 

 

C.  حساب الأمل الرياضي𝑬(𝑿) التباين ،𝑽(𝑿)  والانحراف المعياري

𝝈(𝑿) 

𝐸(𝑋) = 3 (
1

406
) + 4 (

5

203
) + 5 (

75

812
) + 6 (

3

14
) + 7 (

60

203
)

+ 8 (
15

58
) + 9 (

13

116
) = 7  

𝑉(𝑋) = 9 (
1

406
) + 16 (

5

203
) + 25 (

75

812
) + 36 (

3

14
) + 49 (

60

203
)

+ 64 (
15

58
) + 81 (

13

116
) − 72 =

45

29
 

𝜎(𝑋) = √
45

29
=
3√145

29
 

 
  .14التمرين 

 ب احتمال سحب:احس .1

A. 4  من اللون نفسهكريات 

𝑃(𝐴) =
𝐶5
4 + 𝐶4

4

𝐶11
4 =

1

55
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B.  من لونين مختلفينكريتين من اللون نفسه وكريتين 

𝑃(𝐵) =
(𝐶5

2 × 𝐶4
1 × 𝐶2

1) + (𝐶4
2 × 𝐶5

1 × 𝐶2
1) + (𝐶2

2 × 𝐶4
1 × 𝐶5

1)

𝐶11
4

=
16

33
 

C. 4  لونين مختلفينكريات من 

𝑃(𝐶̅) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) ⇒ 𝑃(𝐶) = 1 − [𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵)]

= 1 − (
1

55
+
16

33
) =

82

165
 

D.  اء رضخ واحدة على الأقلحمراء وواحدة كرية 

𝑃(𝐷) =
(𝐶2

1 × 𝐶4
1 × 𝐶5

2) + (𝐶2
1 × 𝐶4

2 × 𝐶5
1) + (𝐶2

1 × 𝐶4
3)

𝐶11
4 =

74

165
 

الألوان المحصل الذي يرفق بكل عملية سحب، عدد المتغيرّ العشوائي  𝑿ليكن  .2

 .عليها

 𝑿قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

𝑋 ∈ {1; 2; 3} ; 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐴) =
1

55
 ;  𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝐶)

=
82

165
 ;  𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃(𝐵) =

16

33
  

𝑋𝑖 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

55
 

82

165
 

16

33
 

 

 𝑿ب الأمل الرياضي، التباين والانحراف المعياري للمتغيرّ العشوائي احس .ب

𝐸(𝑋) = 1 (
1

55
) + 2 (

82

165
) + 3 (

16

33
) =

37

15
 

𝑉(𝑋) = 1 (
1

55
) + 4 (

82

165
) + 9 (

16

33
) − (

37

15
)
2

=
706

2475
 

𝜎(𝑋) = √
706

2475
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  .15التمرين 

 الوضعية بشجرة ةترجم .1

 
𝑩ب احتمال الحادثة احس .2 ∩ 𝑺 

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 0,2 × 0,2 = 0,04  

,𝟎ن أنّ احتمال أن لا تحتوي العلبة على آثار المبيدات هو ابي .3 𝟖𝟖 

𝑃(𝑆̅) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆̅) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅) = 0,8 × 0,9 + 0,2 × 0,8

= 0,72 + 0,16 = 0,88  

علما أنها  𝑩هو المصنع المختارة العلبة  احتمال أن يكون مصدرحساب  .4

 تحتوي على آثار المبيدات

𝑃𝑆(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝑆)

𝑃(𝑆)
=
𝑃(𝐵 ∩ 𝑆)

1 − 𝑃(𝑆̅)
=
0,04

0,12
=
1

3
 

 
  .16التمرين 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب قيمة الربح أو  𝑿ليكن  .1

 الخسارة

ب أمله اوحس 𝑿للمتغيرّ العشوائي  قانون الاحتمال تعريف .أ

 𝑬(𝑿)الرياضياتي 

𝑋 ∈ { 2⏟
𝐵𝐵

; −1⏟
𝐵𝑁+𝑁𝐵

; −4⏟
𝑁𝑁

} ; 𝑃(𝑋 = 2) = (
8

𝑛 + 8
)
2

=
64

(𝑛 + 8)2
   

A

0,8

S

0,1

S

0,9

B

0,2 S

0,2

S

0,8
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𝑃(𝑋 = −1) = 2 (
8

𝑛 + 8
) (

𝑛

𝑛 + 8
) =

16𝑛

(𝑛 + 8)2
  

𝑃(𝑋 = −4) = (
𝑛

𝑛 + 8
)
2

=
𝑛2

(𝑛 + 8)2
 

𝑋𝑖 2 −1 −4 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
64

(𝑛 + 8)2
 

16𝑛

(𝑛 + 8)2
 

𝑛2

(𝑛 + 8)2
 

 

𝐸(𝑋) = 2 ×
64

(𝑛 + 8)2
−

16𝑛

(𝑛 + 8)2
−

4𝑛2

(𝑛 + 8)2

=
−4𝑛2 − 16𝑛 + 128

(𝑛 + 8)2
 

 تى يكون الأمل الرياضياتي معدوماح 𝒏قيمة للعدد  تعيين .ب

𝐸(𝑋) = 0 ⇒
−4𝑛2 − 16𝑛 + 128

(𝑛 + 8)2
= 0 ⇒ −𝑛2 − 4𝑛 + 32 = 0

⇒ 𝑛 = 4  

 𝒀قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي تعريف  .2

𝑌 ∈ {−6⏟
3𝑁

; −3⏟
2𝑁+1𝐵

; 0⏟
1𝑁+2𝐵

; 3⏟
3𝐵

} ; 𝑃(𝑌 = −6) =
𝐶6
3

𝐶14
3

=
5

91
  ;  𝑃(𝑌 = −3) =

𝐶6
2 × 𝐶8

1

𝐶14
3 =

30

91
  

𝑃(𝑌 = 0) =
𝐶6
1 × 𝐶8

2

𝐶14
3 =

6

13
 ;  𝑃(𝑌 = 3) =

𝐶8
3

𝐶14
3 =

2

13
 

𝑌𝑖 −6 −3 0 3 

𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 
5

91
 

30

91
 

6

13
 

2

13
 

 

 
  .17التمرين 

(I  ليكن𝑿  المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل رمية العدد𝐬𝐢𝐧(𝜶 + 𝜷) 

 𝑿 العشوائير القيم الممكنة للمتغيّ تعيين  .1
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𝑋 ∈ {−1;−
√3

2
;−
1

2
; 0;
1

2
;
√3

2
; 1}  

 𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ  تعيين .2

1 
√3

2
 

1

2
 0 −

1

2
 −

√3

2
 −1 𝑋𝑖 

2

9
 

1

9
 

2

9
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 

1

9
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

 

 𝑿 العشوائي ب الأمل الرياضي والانحراف المعياري للمتغيرّاحس .3

𝐸(𝑋) = −1(
1

9
) −

√3

2
(
1

9
) −

1

2
(
1

9
) +

1

2
(
2

9
) +

√3

2
(
1

9
) + 1 (

2

9
) 

=
1

6
 

𝑉(𝑋) = 1 (
1

9
) +

3

4
(
1

9
) +

1

4
(
1

9
) +

1

4
(
2

9
) +

3

4
(
1

9
) + 1 (

2

9
) − (

1

6
)
2

 

=
5

4
⇒ 𝜎(𝑋) =

√5

2
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(II  ليكن𝒀  أو الخسارة يرفق بكل رمية قيمة الربح المتغيرّ العشوائي الذي 

 .𝒀عرّف قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي  .1

𝑌 ∈ {−5; 10} ; 𝑃(𝑌 = 10) =
1

9
+
2

9
=
1

3
 ; 𝑃(𝑌 = −5) =

2

3
 

10 −5 𝑌𝑖 

1

3
 

2

3
 𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 

 

 مرات 5رمي حجري النرد عندما ي نقطة 𝟐𝟎احتمال أن يربح اللاعب حساب  .2

 مرات ويخسر مرتين  3نقطة عندما يربح  20ب يربح اللاع

[3(10) + 2(−5) =  ومنه: [20

𝑃 = 𝐶5
3 (
1

3
)
3

(
2

3
)
2

=
40

243
 

 
  .18التمرين 

𝒙)ب احتمال الحصول على رقمين متساويين احس .1 = 𝒚) 

 1 2 2 2 4 4 

0 (1,0) (2,0) (2,0) (2,0) (4,0) (4,0) 

1 (𝟏, 𝟏) (2,1) (2,1) (2,1) (4,1) (4,1) 

2 (1,2) (𝟐, 𝟐) (𝟐, 𝟐) (𝟐, 𝟐) (4,2) (4,2) 

4 (1,4) (2,4) (2,4) (2,4) (𝟒, 𝟒) (𝟒, 𝟒) 

𝑃(𝐴) = (
1

6
×
1

4
)

⏟    
(𝟏,𝟏)

+ (
3

6
×
1

4
)

⏟    
(𝟐,𝟐)

+ (
2

6
×
1

4
)

⏟    
(𝟒,𝟒)

=
6

24
=
1

4
 

 ب أمله الرياضياحسو 𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ تعيين  .2

 1 2 2 2 4 4 

0 10 = 1 20 = 1 20 = 1 20 = 1 40 = 1 40 = 1 

1 11 = 1 21 = 2 21 = 2 21 = 2 41 = 4 41 = 4 

2 12 = 1 22 = 4 22 = 4 22 = 4 42 = 16 42 = 16 

4 14 = 1 24 = 16 24 = 16 24 = 16 44 = 64 44 = 64 

 

𝑋 ∈ {1; 2; 4; 16; 64}  
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𝑃(𝑋 = 1) =
9

24
 ;  𝑃(𝑋 = 2) =

3

24
 ;  𝑃(𝑋 = 4) =

5

24
  

𝑃(𝑋 = 16) =
5

24
 ;  𝑃(𝑋 = 64) =

2

24
 

64 16 4 2 1 𝑋𝑖 

2

24
 

5

24
 

5

24
 

3

24
 

9

24
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

𝐸(𝑋) =
9

24
+
6

24
+
20

24
+
80

24
+
128

24
=
81

8
 

 
  .19التمرين 

 :𝑨 و𝑩 ب احتمال الحادثتيناحس .1

𝑃(𝐴) =
𝐶2
2 + 𝐶3

2

𝐶5
2 =

2

5
  ;   𝑃(𝐵) =

𝐶2
2

𝐶5
2 =

1

10
 

الرقمين المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب مجموع  𝑿ليكن  .2

 المسجلين على القريصتين

  𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ تعيين  .أ

𝑋 ∈ { −2⏟
{−1;−1}

; 0⏟
{−1;1}

; 2⏟
{1;1}

} ; 𝑃(𝑋 = −2) =
𝐶2
2

𝐶5
2 =

1

10
 ; 𝑃(𝑋 = 0)

=
𝐶2
1 × 𝐶3

1

𝐶5
2 =

3

5
 ; 𝑃(𝑋 = 2) =

𝐶3
2

𝐶5
2 =

3

10
 

2 0 −2 𝑋𝑖 

3

10
 

3

5
 

1

10
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

 

 وتباينه 𝑿ب الأمل الرياضي للمتغيرّ العشوائي احس .ب

𝐸(𝑋) = −
2

10
+
6

10
=
2

5
 ; 𝑉(𝑋) =

4

10
+
12

10
−
4

25
=
36

25
 

 :𝑬 و𝑭 ب احتمال الحادثتيناحس .3

(𝑃′) ∥ (𝑃) ⇒ 𝑎 = 𝑏 ⇒ 𝑃(𝐸) =
𝐴2
2 + 𝐴3

2

𝐴5
2 =

2

5
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(𝑃′) ⊥ (𝑃) ⇒ 1 + 𝑎𝑏 = 0 ⇒ 𝑎𝑏 = −1 ⇒ 𝑃(𝐹) =
𝐴2
1 × 𝐴3

1

𝐴5
2 =

3

10
 

 

 
  .20تمرين ال

𝑃(𝐴) = 0,7 ;  𝑃(𝐹) = 0,63 ;  𝑃(𝐴 ∩ 𝐹) = 0,42 

𝑷𝑨(𝑭)ن أنّ ابي .1 = 𝟎,  𝑷𝑨(𝑭̅)ج ااستنتو 𝟔

𝑃(𝐴 ∩ 𝐹) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐹) ⇒ 𝑃𝐴(𝐹) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐹)

𝑃(𝐴)
=
0,42

0,7
= 0,6  

𝑃𝐴(𝐹̅) = 1 − 𝑃𝐴(𝐹) = 1 − 0,6 = 0,4  

𝑷(𝑭ن أنّ ابي .2 ∩ 𝑨̅) = 𝟎, 𝟐𝟏 

𝑃𝐹(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐹)

𝑃(𝐹)
=
0,42

0,63
=
2

3
⇒ 𝑃𝐹(𝐴̅) = 1 − 𝑃𝐹(𝐴) = 1 −

2

3
=
1

3
 

𝑃𝐹(𝐴̅) =
𝑃(𝐹 ∩ 𝐴̅)

𝑃(𝐹)
⇒ 𝑃(𝐹 ∩ 𝐴̅) = 𝑃(𝐹) × 𝑃𝐹(𝐴̅) =

0,63

3
= 0,21  

 شجرة الاحتمالات .3

 

 المشارك أيّ من اللغتيناحتمال أن لا يتكلم حساب  .4

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐹̅) = 0,3 × 0,3 = 0,09  

 
 

A

0,7

F

0,6

F

0,4

A

0,3 F

0,7

F

0,3

341



  .21التمرين 

 𝑃(𝐴̅) =  : صحيح 1) 0,6

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴̅) = 1 − 0,4 = 0,6  

𝑃𝐴(𝐵̅) =  : صحيح 2) 0,7

𝑃𝐴(𝐵̅) = 1 − 𝑃𝐴(𝐵) = 1 − 0,3 = 0,7  

𝑃(𝐵) =  : خطأ 3) 0,7

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = (0,4 × 0,3) + (0,6 × 0,4)

= 0,36  

 

 
  .22التمرين 

 شجرة الاحتمالات .1

لديه حاسوب ولا يستعمل  احتمال أن يكون الشخص المختار ليسحساب  .2

 الأنترنت

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅) = 0,8 × 0,4 = 0,32  

𝑷(𝑨̅ب احس .3 ∩ 𝑩) و 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)ج ااستنتو𝑷(𝑩) 

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,8 × 0,6 = 0,48  ;  𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,2 × 0,9 = 0,18  

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,18 + 0,48 = 0,66  

يستعمل  هعلما أنّ  لديه حاسوبالشخص المختار احتمال أن يكون حساب  .4

 الأنترنت

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
0,18

0,66
=

3

11
 

A

0,4

B

0,3

B

0,7

A

0,6 B

0,4

B

0,6
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  .23التمرين 

 شجرة الاحتمالات .1

 
 احتمال الحصول على قريصة حمراء .2

𝑃(𝑅) = 𝑃(𝐴1 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝐴2 ∩ 𝑅) = (
1

2
×
3

5
) + (

1

2
×
1

3
) =

7

15
 

 𝑨𝟏احتمال الحصول على قريصة حمراء علما أنهّا من الوعاء  .3

𝑃𝐴1(𝑅) =
𝑃(𝑅 ∩ 𝐴1)

𝑃(𝐴1)
=

3
10
1
2

=
3

5
 

A

0,2

B

0,9

B

0,1

A

0,8 B

0,6

B

0,4

A1

1
2

R
3
5

B

2
5

A2

1
2

R

1
3

B
1
2

V

1
6
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 فق بكل عملية سحب أرباح القريصاتالمتغيرّ العشوائي الذي ير 𝑿ليكن  .4

  𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ  تعيين .أ

𝑋 ∈ {−1; 1; 2} 

𝑃(𝑋 = −1) = 𝑃(𝐵) = (
1

2
×
2

5
) + (

1

2
×
1

2
) =

1

5
+
1

4
=

9

20
  

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝑅) =
7

15
 ;  𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑉) =

1

2
×
1

6
=

1

12
 

2 1 −1 𝑋𝑖 

1

12
 

7

15
 

9

20
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

 

 وتباينه 𝑿للمتغيرّ العشوائي  ب الأمل الرياضياحس .ب

𝐸(𝑋) = −1(
9

20
) + 1 (

7

15
) + 2 (

1

12
) =

11

60
 

𝑉(𝑋) = 1 (
9

20
) + 1 (

7

15
) + 4 (

1

12
) − (

11

60
)
2

=
4379

3600
 

 
  .24التمرين 

 Ωمجموعة الإمكانيات تعيين  .1

 

 
−1 −1 1 1 2 2 

−1 (−1, −1) (−1, −1) (1, −1) (1, −1) (2, −1) (2, −1) 

−1 (−1, −1) (−1, −1) (1, −1) (1, −1) (2, −1) (2, −1) 

1 (−1,1) (−1,1) (1,1) (1,1) (2,1) (2,1) 

1 (−1,1) (−1,1) (1,1) (1,1) (2,1) (2,1) 

2 (−1,2) (−1,2) (1,2) (1,2) (2,2) (2,2) 

2 (−1,2) (−1,2) (1,2) (1,2) (2,2) (2,2) 
 

𝛀 = {(−𝟏,−𝟏) ; (−𝟏, 𝟏) ; (−𝟏, 𝟐) ; (𝟏,−𝟏) ; (𝟏, 𝟏) ; (𝟏, 𝟐) ; (𝟐, −𝟏) ; (𝟐, 𝟏) ; (𝟐, 𝟐)}  

 

 ب احتمال الحوادث التالية:احس .2

A.  3الحصول على رقمين مجموعهما 

𝑃(𝐴) = 𝑃(1,2) + 𝑃(2,1) =
4

36
+
4

36
=
2

9
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B.  1الحصول على رقمين جداؤهما 

𝑃(𝐵) = 𝑃(−1,−1) + 𝑃(1,1) =
4

36
+
4

36
=
2

9
 

C. ن متساويينالحصول على رقمي 

𝑃(𝐶) = 𝑃(−1,−1) + 𝑃(1,1) + 𝑃(2,2) =
4

36
+
4

36
+
4

36
=
1

3
 

 علما أنهما متساويين 1ن جداؤهما احتمال الحصول على رقميحساب  .3

𝑃𝐶(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐶)
=
𝑃(𝐵)

𝑃(𝐶)
=

2
9
1
3

=
2

3
 

 صل عليهمامجموع الرقمين المحبالمتغيرّ العشوائي الذي يرفق  𝑿ليكن  .4

  𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ  تعيين .أ

 الرمية 

 الرمية 
−1 −1 1 1 2 2 

−1 −2 −2 0 0 1 1 

−1 −2 −2 0 0 1 1 

1 0 0 2 2 3 3 

1 0 0 2 2 3 3 

2 1 1 3 3 4 4 

2 1 1 3 3 4 4 

 

𝑋 ∈ {−2; 0; 1; 2; 3; 4} 

𝑃(𝑋 = −2) =
4

36
=
1

9
  ;  𝑃(𝑋 = 0) =

8

36
=
2

9
   

𝑃(𝑋 = 1) =
8

36
=
2

9
 ;  𝑃(𝑋 = 2) =

4

36
=
1

9
   

𝑃(𝑋 = 3) =
8

36
=
2

9
  ; 𝑃(𝑋 = 4) =

4

36
=
1

9
 

4 3 2 1 0 −2 𝑋𝑖 

1

9
 

2

9
 

1

9
 

2

9
 

2

9
 

1

9
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
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 وتباينه 𝑿ب الأمل الرياضي للمتغيرّ العشوائي احس .ب

𝐸(𝑋) = −
2

9
+
2

9
+
2

9
+
6

9
+
4

9
=
12

9
=
4

3
 

𝑉(𝑋) =
4

9
+
2

9
+
4

9
+
18

9
+
16

9
− (

4

3
)
2

=
28

9
 

 
  .25التمرين 

𝑃(𝑀) =
60

100
=
3

5
 ; 𝑃𝑀(𝐴) =

9

10
 ; 𝑃𝐴(𝑀) =

14

15
 ; 𝑃𝐴(𝑀̅) =

1

15
 

 شجرة الاحتمالات .1

 

𝑷(𝑴ب احس .2 ∩ 𝑨) و 𝑷(𝑨) ،ج ااستنتو𝑷(𝑴̅ ∩ 𝑨) 

𝑃(𝑀 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝑀) × 𝑃𝑀(𝐴) =
3

5
×
9

10
 =

27

50
  

𝑃𝐴(𝑀) =
𝑃(𝑀 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
⇒ 𝑃(𝐴) =

𝑃(𝑀 ∩ 𝐴)

𝑃𝐴(𝑀)
=

27
50
14
15

=
81

140
 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝑀 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝑀̅ ∩ 𝐴) ⇒ 𝑃(𝑀̅ ∩ 𝐴) = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝑀 ∩ 𝐴)

=
81

140
−
27

50
=

27

700
 

 𝑷𝑴̅(𝑨)ب احس .3

𝑃𝑀̅(𝐴) =
𝑃(𝑀̅ ∩ 𝐴)

𝑃(𝑀̅)
=
𝑃(𝑀̅ ∩ 𝐴)

1 − 𝑃(𝑀)
=

27
700
2
5

=
27

280
 

M

0,6

A

0,9

A

0,1

M

0,4 A

A
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𝑷𝑴(𝑨)حيث:  𝒌العدد الحقيقي  تعيين .4 = 𝒌 × 𝑷𝑴̅(𝑨)  

𝑃𝑀(𝐴) = 𝑘 × 𝑃𝑀̅(𝐴) ⇒ 𝑘 =
𝑃𝑀(𝐴)

𝑃𝑀̅(𝐴)
=

14
15
27
280

=
784

81
≈ 9,679  

 10أكبر من معدل في الرياضيات بمال حصولك على البكالوريا أنّ احت ستنتجن

احتمال حصولك على البكالوريا دون المعدل في تقريبا عشرة أضعاف  يساوي

 .الرياضيات )واللبيب بالإشارة يفهم(

 
  .26التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 
 احسب احتمال أن يكون الشخص المختار: .2

 غة أجنبيةرجلا يتحدث ل .أ

𝑃(𝐻 ∩ 𝐴) = 0,45 × 0,35 = 0,1575  

 امرأة لا تتحدث لغة أجنبية .ب

𝑃(𝐹 ∩ 𝐵̅) = 0,55 × 0,75 = 0,4125  

 شخصا يتحدث لغة أجنبية .ج

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐻 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝐵) = (0,45 × 0,35) + (0,55 × 0,25)

= 0,295  

 احسب احتمال أن يكون الشخص المختار امرأة علما أنه يتحدث لغة أجنبية .3

𝑃𝐶(𝐹) =
𝑃(𝐹 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐶)
=
0,55 × 0,25

0,295
= 0,466  

 

H

0,45

A

0,35

A

0,65

F

0,55 B

0,25

B

0,75
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  .27التمرين 

 المختلفة التي يمكن الحصول عليهاعدد الثلاثيات تعيين  .1

𝐴5
3 = 60  

ل عليها حيث مجموع عدد الثلاثيات المختلفة التي يمكن الحصوتعيين  .2

 عناصرها معدوم

2𝐴3
3 = 12   

 

(

 
 
 

{−2; 0; 2}⏟      
𝐴3
3

⇒

{
 
 

 
 
(−2; 0; 2)
(−2; 2; 0)
(0;−2; 2)
(0; 2;−2)
(2;−2; 0)
(2; 0;−2)

+ {−1; 0; 1}⏟      
𝐴3
3

⇒

{
 
 

 
 
(−1; 0; 1)
(−1; 1; 0)
(0;−1; 1)
(0; 1;−1)
(1;−1; 0)
(1; 0;−1))

 
 
 

 

3. 𝑪(𝟐; ;𝑩(𝟎;−𝟒) ، 𝑨(𝟐 و (𝟐 𝟎)  ،𝑮{(𝑨; 𝒂), (𝑩; 𝒃), (𝑪; 𝒄)} 

A.  احتمال وجود النقطة حساب𝑮 

𝑃(𝐴) = 1 −
12

60
= 1 −

1

5
=
4

5
 

B.  احتمال أن تكون النقطة حساب𝑶 مرجح الجملة السابقة 

𝐺 = 𝑂 ⇒ {
2𝑎 + 2𝑐 = 0
−4𝑏 + 2𝑐 = 0

⇒ {

𝑎 = −𝑐

𝑏 =
1

2
𝑐 ⇒

(𝑎; 𝑏; 𝑐) = (−𝑐;
1

2
𝑐; 𝑐) 

⇒ (𝑎; 𝑏; 𝑐) ∈ {(−2; 1; 2); (2;−1;−2)} 

⇒ 𝑃(𝐵) =
2

60
=

1

30
 

 

 
  .28التمرين 

 

4 3 2 1   

5 4 3 2 1 

6 5 4 3 2 

7 6 5 4 3 

8 7 6 5 4 
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 𝑷𝑨(𝑩)  ،𝑷𝑩(𝑪)  ،𝑷𝑨(𝑪)ب الاحتمالات التالية: احس .1

𝑃(𝐴) = 𝑃(1; 1) + 𝑃(1; 3) + 𝑃(2; 2) + 𝑃(2; 4) + 𝑃(3; 1)

+ 𝑃(3; 3) + 𝑃(4; 2) + 𝑃(4; 4) =
8

16
=
1

2
 

𝑃(𝐵) = 𝑃(4; 1) + 𝑃(4; 2) + 𝑃(4; 3) + 𝑃(4; 4) =
4

16
=
1

4
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(2; 1) + 𝑃(3; 1) + 𝑃(3; 2) + 𝑃(4; 1) + 𝑃(4; 2)

+ 𝑃(4; 3) =
6

16
=
3

8
 

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=

2
16
8
16

=
1

4
  

(𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(4; 2) + 𝑃(4; 4) =
2

16
=
1

8
) 

𝑃𝐵(𝐶) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐵)
=

3
16
4
16

=
3

4
  

(𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(4; 1) + 𝑃(4; 2) + 𝑃(4; 3) =
3

16
) 

𝑃𝐴(𝐶) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐴)
=

2
16
8
16

=
1

4
  

(𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑃(3; 1) + 𝑃(4; 2) =
2

16
=
1

8
) 

𝑃(𝐴لأنّ  نامستقلت 𝐴 و𝐵 الحادثتان .2 ∩ 𝐵)⏟      
1

8

= 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵)⏟        
1

2
×
1

4
=
1

8

  

𝑃(𝐴لأنّ  مستقلتينغير  𝐴 و𝐶الحادثتان  ∩ 𝐶)⏟      
1

8

𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐶)⏟        
1

2
×
3

8
=
3

16

  

𝑃(𝐵لأنّ  مستقلتينغير  𝐵 و𝐶الحادثتان  ∩ 𝐶)⏟      
3

16

𝑃(𝐵) × 𝑃(𝐶)⏟        
1

4
×
3

8
=
3

32
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  .29التمرين 

-I .نسحب من الصندوق مكعبا واحدا 

 

𝑷(𝑳)ن أنّ: ابي .1 = 𝟎, 𝟏𝟐 + 𝟎, 𝟎𝟎𝟒𝒙  

𝑃(𝐿) = 𝑃(𝑉 ∩ 𝐿) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝐿) = 0,6 × 0,2 + 0,4 ×
𝑥

100
 

= 0,12 + 0,004𝑥  

𝑷(𝑳)بحيث:  𝒙ن قيمة يعيت .2 = 𝑷(𝑬) 

𝑃(𝐸) = 𝑃(𝑉 ∩ 𝐸) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝐸) = 0,6 × 0,4 + 0,4 × (0,8 −
𝑥

100
) 

= 0,24 + 0,32 − 0,004𝑥 = 0,56 − 0,004𝑥  

𝑃(𝐿) = 𝑃(𝐸) ⇒ 0,12 + 0,004𝑥 = 0,56 − 0,004𝑥 ⇒ 0,008𝑥 = 0,44

⇒ 𝑥 = 55  

 لتينمستق 𝑽 و𝑳بحيث تكون الحادثتان  𝒙ن قيمة يعيت .3

𝑉 و𝐿 مستقلتان ⇒ 𝑃(𝐿) = 𝑃𝑉(𝐿) ⇒ 0,12 + 0,004𝑥 = 0,2 

 ⇒ 0,004𝑥 = 0,08 ⇒ 𝑥 = 20  

 ب احتمال سحب مكعب أخضر علما أنهّ يحمل رسم المعينّاحس .4

𝑃𝐿(𝑉) =
𝑃(𝑉 ∩ 𝐿)

𝑃(𝐿)
=
𝑃(𝑉) × 𝑃𝑉(𝐿)

𝑃(𝐿)
=

0,6 × 0,2

0,12 + 0,004 × 50
= 0,375  

 

V

0,6

C

0,4

L0,2

E

0,4

R

0,4
C

0,2

L
x

100

E

0,8-x/100
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-II ن واحد.نسحب الآن ثلاثة مكعبات في آ 

 ب احتمال سحب مكعب أحمر على الأقلاحس .1

𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴̅) = 1 −
𝐶60
3

𝐶100
3 = 1 −

34220

161700
≈ 0,79  

 ب احتمال أن تكون المكعبات المسحوبة من نفس اللوناحس .2

𝑃(𝐵) =
𝐶60
3 + 𝐶40

3

𝐶100
3 =

3

11
≈ 0,27  

 رةب احتمال سحب مكعب واحد يحمل رسم الدائاحس .3

60عدد المكعبات الخضراء التي تحمل رسم الدائرة هو:  .4 × 0,4 = 24 

40عدد المكعبات الحمراء التي تحمل رسم الدائرة هو:  × 0,2 = 8 

𝑃(𝐷) =
𝐶32
1 × 𝐶68

2

𝐶100
3 =

18224

40425
≈ 0,45  

 
  .30التمرين 

 

A. من الصندوق اوين بيضب احتمال سحب كرتين احس𝑼𝟐 

𝑃(𝐴) =
𝐶2
2

𝐶9
2 =

1

36
 (لا توجد علاقة بالسحب الأول) 

B. احتمال سحب كرتين خضراوين من الصندوق ب احس𝑼𝟐 

𝑃(𝐵) =
3

8
×
𝐶3
2

𝐶9
2 +

5

8
×
𝐶4
2

𝐶9
2 =

13

96
 

𝑈1

(3𝑅, 5𝑉)

𝑅 → 𝑈2

(4𝑅, 3𝑉, 2𝐵)

2𝐵

2𝑉

2𝑅

كرتان

مختلفتان

𝑉 → 𝑈2

(3𝑅, 4𝑉, 2𝐵)

2𝐵

2𝑉

2𝑅

كرتان

مختلفتان

3

8
 

5

8
 

351



C. احتمال سحب كرتين حمراوين من الصندوق ب احس𝑼𝟐 

𝑃(𝐶) =
3

8
×
𝐶4
2

𝐶9
2 +

5

8
×
𝐶3
2

𝐶9
2 =

11

96
 

D. احتمال سحب كرتين مختلفتين في اللون من الصندوق ب احس𝑼𝟐 

𝑃(𝐷) = 1 − 𝑃(𝐷̅) = 1 − [𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐶)] 

= 1 − (
1

36
+
13

96
+
11

96
) = 1 −

5

18
=
13

18
 

 
  .31التمرين 

𝑷(𝑨) = 𝟎, 𝟑  ،𝑷(𝑩) = 𝟎, 𝑷(𝑨و  𝟖 ∩ 𝑩) = 𝟎, 𝟐  

 جـ ب أ 

1 𝑃(𝐴̅)   0,7 

2 𝑃(𝐵̅)  0,2  

3 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) 0,9   

4 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅)  0,1  

5 𝑃𝐵(𝐴)   0,25 

6 𝑃𝐴(𝐵)  2/3   

7 𝑃𝐵̅(𝐴̅) 0,5   

8 𝑃𝐴(𝐵̅)  1/3  

 :التعليل

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 − 0,3 = 0,7   

𝑃(𝐵̅) = 1 − 𝑃(𝐵) = 1 − 0,8 = 0,2  

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,3 + 0,8 − 0,2 = 0,9  

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 1 − 0,9 = 0,1  

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
0,2

0,8
=
1

4
= 0,25    

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=
0,2

0,3
=
2

3
 

𝑃𝐵̅(𝐴̅) =
𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅)

𝑃(𝐵̅)
=
0,1

0,2
=
1

2
= 0,5   

𝑃𝐴(𝐵̅) = 1 − 𝑃𝐴(𝐵) = 1 −
2

3
=
1

3
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  .32التمرين 

-I  كريات في آن واحد 3نسحب عشوائيا 

 عدد الحالات الممكنة لهذا السحب .1

𝐶10
3 =

10!

3! × 7!
= 120  

 ب احتمال الحادثتين التاليتين:احس .2

A. لاثة في السحبتظهر الألوان الث 

𝑃(𝐴) =
𝐶5
1 × 𝐶3

1 × 𝐶2
1

𝐶10
3 =

30

120
=
1

4
 

B. من بين الكريات المسحوبة توجد على الأقل واحدة زرقاء 

𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵̅) = 1 −
𝐶7
3

𝐶10
3 = 1 −

7

24
=
17

24
 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل سحبة عدد الكريات الزرقاء  𝑿كن لي .3

 سحوبة الم

 ب أمله الرياضياتياوحس 𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3} 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶7
3

𝐶10
3 =

7

24
  ;  𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶3
1 × 𝐶7

2

𝐶10
3 =

21

40
 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶3
2 × 𝐶7

1

𝐶10
3 =

7

40
 ;   𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶3
3

𝐶10
3 =

1

120
 

 

3 2 1 0 𝑋𝑖 

1

120
 

7

40
 

21

40
 

7

24
 𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 

 

𝐸(𝑋) = 1 (
21

40
) + 2 (

7

40
) + 3 (

1

120
) =

36

40
=

9

10
 

𝑷(𝒆𝑿ب احس .ب ≥ 𝒆) 

𝑃(𝑒𝑋 ≥ 𝑒) = 𝑃(𝑋 ≥ 1) = 𝑃(𝐵) =
17

24
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-II  كريتين على التوالي وبدون إرجاعنسحب الآن  

 ، فقد ل كلها زرقاء ولم تعاد إلى الكيسمسحوبة في الجزء الأوالكريات البما أنّ 

 كريات حمراء وكرتين صفراوين 5صار لدينا 

 : صحيح 42عدد الحالات الممكنة لهذا السحب هو  .1

𝐴7
2 =

7!

5!
= 42  

احتمال الحصول على كريتين من نفس اللون هو  .2
𝟏𝟎

𝟒𝟐
 : خطأ 

𝐴5
2 + 𝐴2

2

𝐴7
2 =

22

42
 

هو  راءصفالثانية حمراء علما أنّ الأولى  احتمال أن تكون الكرية .3
𝟏

𝟔
 خطأ:  

 

𝑃𝐽1(𝑅2) =
5

6
 

-III لتوالي بإرجاع نسحب الآن كريتين على ا 

  ،الكريات المسحوبة في الجزء الثاني مختلفة اللون ولم تعاد إلى الكيسبما أنّ 

 واحدة صفراءكريات حمراء و 4فقد صار لدينا 

𝑷𝑹𝟐(𝑱𝟏)ن أنّ ابي =
𝟏

𝟓
  

𝑃𝑅2(𝐽1) =
𝑃(𝐽1 ∩ 𝑅2)

𝑃(𝑅2)
=
𝑃(𝐽1) × 𝑃(𝑅2)

𝑃(𝑅2)
= 𝑃(𝐽1) =

1

5
 

 (لاحظ أنّ  الحادثتين 𝐽1 و𝑅2 مستقلتان) 

 
 

R1

5
7

R2
4
6

J2

2
6

J1

2
7

R2
5
6

J2

1
6
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  .33التمرين 

 
𝑷(𝑹𝟏و  𝑷(𝑹𝟏)ب الاحتمالين احس .1 ∩ 𝑨) 

 كرات حمراء  3يصير لدينا  𝑈2ونضعها في  𝑈1عندما نسحب كرة حمراء من 

 ، ومنه:𝑈2كرات خضراء في  3و

𝑃(𝑅1) =
3

5
  

𝑃(𝑅1 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝑅1) × 𝑃𝑅1(𝐴) =
3

5
×
𝐶3
2

𝐶6
2 =

3

5
×
1

5
=

3

25
 

𝑷(𝑨)تحققّ أنّ ال .2 =
𝟏𝟏

𝟕𝟓
 

 يصير لدينا كرتين  𝑈2ونضعها في  𝑈1عندما نسحب كرة خضراء من 

 ، ومنه:𝑈2كرات خضراء في  4حمراوين و

𝑃(𝑉1) =
2

5
  

𝑃(𝑉1 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝑉1) × 𝑃𝑉1(𝐴) =
2

5
×
𝐶2
2

𝐶6
2 =

2

5
×
1

15
=

2

75
 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝑅1 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝑉1 ∩ 𝐴) =
3

25
+
2

75
=
11

75
 

𝑃(𝑅1)غير مستقلتين لأنّ  𝐴 و𝑅1الحادثتان  × 𝑃(𝐴) ≠ 𝑃(𝑅1 ∩ 𝐴) 

𝑃(𝑅1) × 𝑃(𝐴) =
3

5
×
11

75
=
11

125
; 𝑃(𝑅1 ∩ 𝐴) =

3

25
 

R1

3
5

A

1
5

A

4
5

V1

2
5

A

1
15

A

14
15
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علما أنّ  كانت حمراء 𝑼𝟏احتمال أنّ الكرة المسحوبة من الصندوق حساب  .3

 حمراوين 𝑼𝟐ن الصندوق الكرتين المسحوبتين م

𝑃𝐴(𝑅1) =
𝑃(𝑅1 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=

3
25
11
75

=
9

11
 

 المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل سحب مجموع أرباح اللاعب 𝑿ليكن  .4

𝑷(𝑿ن أنّ: ابي .أ = −𝟓) =
𝟗𝒏+𝟒𝟑

𝟏𝟓(𝒏+𝟓)
 

𝑃(𝑋 = −5) = 𝑃({𝑅; 𝑉}) =
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
𝐶3
1 × 𝐶3

1

𝐶6
2 +

2

𝑛 + 5
×
𝐶2
1 × 𝐶4

1

𝐶6
2

=
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
3

5
+

2

𝑛 + 5
×
8

15
=

9𝑛 + 43

15(𝑛 + 5)
 

  𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  .ب

𝑋 ∈ {−20;−5; 10}  

𝑃(𝑋 = −20) = 𝑃({𝑅; 𝑅}) =
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
𝐶3
2

𝐶6
2 +

2

𝑛 + 5
×
𝐶2
2

𝐶6
2

=
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
1

5
+

2

𝑛 + 5
×
1

15
=

3𝑛 + 11

15(𝑛 + 5)
 

𝑃(𝑋 = 10) = 𝑃({𝑉; 𝑉}) =
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
𝐶3
2

𝐶6
2 +

2

𝑛 + 5
×
𝐶4
2

𝐶6
2

=
𝑛 + 3

𝑛 + 5
×
1

5
+

2

𝑛 + 5
×
2

5
=

𝑛 + 7

5(𝑛 + 5)
 

𝑋𝑖 −20 −5 10 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
3𝑛 + 11

15(𝑛 + 5)
 

9𝑛 + 43

15(𝑛 + 5)
 

𝑛 + 7

5(𝑛 + 5)
 

 
  .34رين التم

-I  ليكن𝑷𝒏  احتمال أن يكون السحب رقم𝒏  من الصندوق𝑨 (𝒏 ∈ ℕ∗) 

 𝑷𝟐و 𝑷𝟏احسب الاحتمالين  .1

𝑃1 =
1

2
 

 ". لدينا:𝐴"تمّ السحب الثاني من الصندوق  الحادثة 𝐴2نسمي 

𝐴2 = (𝐴1 ∩ 𝐴2) ∪ (𝐵1 ∩ 𝐴2) 
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𝑃(𝐴2) = 𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴2) + 𝑃(𝐵1 ∩ 𝐴2) 

= 𝑃(𝐴1) × 𝑃𝐴1(𝐴2) + 𝑃(𝐵1) × 𝑃𝐵1(𝐴2) 

𝑃2 = 𝑃1 × 𝑃𝐴1(𝐴2) + (1 − 𝑃1) × 𝑃𝐵1(𝐴2) (𝑃(𝐵1) = 𝑃(𝐴1
̅̅  (لأنّ  (̅

𝑃𝐴1(𝐴2)  هو احتمال سحب الكرة الثانية من الصندوق𝐴 لما أنّ الكرة الأولى ع

، وتتحقق هذه الحادثة عندما تكون الكرة الأولى المسحوبة 𝐴سحبت من الصندوق 

كرات فإنّ:  10كرات بيضاء من بين  6يحتوي على  𝐴بيضاء، وبما أنّ الصندوق 

𝑃𝐴1(𝐴2) =
6

10
=
3

5
. 

𝑃𝐵1(𝐴2) هو احتمال سحب الكرة الثانية من الصندوق 𝐴  علما أنّ الكرة الأولى

، وتتحقق هذه الحادثة عندما تكون الكرة الأولى المسحوبة 𝐵سحبت من الصندوق 

كرات فإنّ:  10يحتوي على كرتين سوداوين من بين  𝐵سوداء، وبما أنّ الصندوق 

𝑃𝐵1(𝐴2) =
2

10
=
1

5
 . ومنه نستنتج أنّ:

𝑃2 =
1

2
×
3

5
+
1

2
×
1

5
=
4

10
=
2

5
 

، حيث من أجل كل  (𝑷𝒏)ن أنهّ توجد علاقة تراجعية تعطى بالمتتالية ابي .2

𝒏 ≥ 𝟐   :𝑷𝒏 = 𝒂𝑷𝒏−𝟏 + 𝒃  

 "𝐴من الصندوق  𝑛الحادثة: "يكون السحب رقم  𝐴𝑛نسمي 

𝐴𝑛−1  الحادثة: "يكون السحب رقم𝑛 −  "𝐴من الصندوق  1

𝐵𝑛−1 ب رقم الحادثة: "يكون السح𝑛 −  "𝐵من الصندوق  1

𝐴𝑛 = (𝐴𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛) ∪ (𝐵𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛) 

𝑃(𝐴𝑛) = 𝑃(𝐴𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛) + 𝑃(𝐵𝑛−1 ∩ 𝐴𝑛) 

= 𝑃(𝐴𝑛−1) × 𝑃𝐴𝑛−1(𝐴𝑛) + 𝑃(𝐵𝑛−1) × 𝑃𝐵𝑛−1(𝐴𝑛) 

𝑃𝑛 =
3

5
𝑃𝑛−1 +

1

5
(1 − 𝑃𝑛−1) = (

3

5
−
1

5
)𝑃𝑛−1 +

1

5

⇒ 𝑃𝑛 =
2

5
𝑃𝑛−1 +

1

5
 

-II 𝒖𝟏 =
𝟏

𝟐
 ، 𝒖𝒏 =

𝟐

𝟓
𝒖𝒏−𝟏 +

𝟏

𝟓
  ،𝒏 ≥ 𝟐 

 هندسية (𝒗𝒏)حتى تكون المتتالية  𝜶العدد الحقيقي  تعيين .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 𝛼 =
2

5
𝑢𝑛 +

1

5
− 𝛼 =

2

5
(𝑢𝑛 +

1

2
−
5

2
𝛼) =

2

5
𝑣𝑛

⇒
1

2
−
5

2
𝛼 = −𝛼 ⇒

3

2
𝛼 =

1

2
⇒ 𝛼 =

1

3
 

𝛼 منه نستنتج أنهّ من أجل  =
1

3
𝑞هندسية أساسها (𝑣𝑛) تكون المتتالية  =

2

5
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 متقاربة وحدّد نهايتها (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ابيو،  𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .2

𝑣1 = 𝑢1 −
1

3
=
1

2
−
1

3
=
1

6
; 𝑣𝑛 = 𝑣1. 𝑞

𝑛−1 =
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

 

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 𝛼 ⇒ 𝑢𝑛 =
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

+
1

3
 

−1 <
2

5
< 1 ⇒ lim

𝑛→+∞
(
2

5
)
𝑛−1

= 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 =
1

3
⇒ (𝑢𝑛) متقاربة  

𝒏ن أنهّ من أجل كل ابره .3 ≥ 𝟏 :𝑷𝒏 >
𝟏

𝟑
 

{
𝑢𝑛 =

2

5
𝑢𝑛−1 +

1

5

𝑃𝑛 =
2

5
𝑃𝑛−1 +

1

5

⇒ 𝑃𝑛 = 𝑢𝑛 =
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

+
1

3
 ; 
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

> 0

⇒
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

+
1

3
>
1

3
⇒ 𝑃𝑛 >

1

3
 

التي من أجلها يكون:  𝒏قيمّ العدد الطبيعي  تعيين .4
𝟏

𝟑
< 𝑷𝒏 <

𝟏

𝟑
+

𝟏

𝟏𝟎𝟎𝟎𝟎
 

𝑃𝑛 <
1

3
+

1

10000
⇒
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

+
1

3
<
1

3
+

1

10000
 

⇒
1

6
(
2

5
)
𝑛−1

<
1

10000
⇒ (

2

5
)
𝑛−1

< 6.10−4 

⇒ ln (
2

5
)
𝑛−1

< ln 6.10−4 ⇒ (𝑛 − 1) ln (
2

5
) < ln 6 − 4 ln 10 

⇒ 𝑛 − 1 >
ln 6 − 4 ln 10

ln 2 − ln 5
 (ln (

2

5
) <  (لأن 0

⇒ 𝑛 >
ln 6 − 4 ln 10

ln 2 − ln 5
+ 1 ⇒ 𝑛 > 9,1 ⇒ 𝑛 ≥ 10  

 
  .35التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 "𝟐𝟎𝟎𝟗يساوي  𝑵العدد " 𝑨ب احتمال الحادثة احس .2

𝑃(𝐴) =
1

2
×
1

2
+
1

2
×
1

4
=
1

4
+
1

8
=
3

8
 

 𝑵علما أنّ العدد  𝑨𝟏احتمال أن تكون القريصة المسحوبة من الوعاء ب احس .3

 𝟐𝟎𝟎𝟗ساوي ي
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𝑃𝐴(𝐴1) =
𝑃(𝐴1 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=

1
4
3
8

=
2

3
 

 𝑵المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب مجموع أرقام العدد  𝑿ليكن  .4

 𝑿 العشوائيقيمّ المتغيرّ  تعيين .أ

𝑋 ∈ {2; 3; 11} 

 ب أمله الرياضياتياوحس 𝑿 العشوائيقانون احتمال المتغيرّ  تعيين .ب

𝑃 (𝑋 = 2)⏟    
𝑎=0

= 2(
1

2
×
1

2
) =

1

2
 ;  𝑃 (𝑋 = 3)⏟    

𝑎=1

=
1

2
×
1

4
=
1

8
 

𝑃 (𝑋 = 11)⏟      
𝑎=9

= 𝑃(𝐴) =
3

8
 

𝑋𝑖 2 3 11 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

2
 

1

8
 

3

8
 

 

𝐸(𝑋) = 2 (
1

2
) + 3 (

1

8
) + 11 (

3

8
) =

11

2
 

 

 
 

 
 

A1

1
2

01
2

9

1
2

A2

1
2

0

1
2

1

1
4

9

1
4
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  .36التمرين 

𝑷(𝑩)ن أنّ ابي .1 =
𝟓

𝟑𝟔
 

 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝐵) =
1

6
×
5

12
+
5

6
×
1

12
=

5

36
 

 علما أنّ الكرة المسحوبة بيضاء أكبر ينحتمالالا أيتعيين  .2

𝑃𝐵(𝑈1) =
𝑃(𝑈1 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=

5
72
5
36

=
1

2
; 𝑃𝐵(𝑈2) =

𝑃(𝑈2 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=

5
72
5
36

=
1

2
 

 نستنتج أنّ الاحتمالين متساويان

  المتغيرّ العشوائي الذي يرفق مجموع أرباح اللاعب 𝒀ليكن  .3

 𝒀قيمّ المتغيرّ العشوائي تعيين  .أ

𝑌 ∈ {2𝑥; 𝑥 − 20;−40} 

 ب أمله الرياضياتي اوحس 𝒀قانون احتمال المتغيرّ العشوائي تعيين  .ب

𝑃(𝑌 = 2𝑥) = [𝑃(𝐵)]2 = (
5

36
)
2

=
25

1296
 

𝑃(𝑌 = −40) = [𝑃(𝐵̅)]2 = (1 −
5

36
)
2

= (
31

36
)
2

=
961

1296
 

𝑃(𝑌 = 𝑥 − 20) = 2 × 𝑃(𝐵) × 𝑃(𝐵̅) = 2 ×
5

36
×
31

36
=

310

1296
 

 لأنّ الكرة الأولى قد تكون بيضاء والثانية سوداء أو العكس 2نضرب في 

 

U1

1
6

B

5
12

B

7
12

U2

5
6

B

1
12

B

11
12
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𝑌𝑖 2𝑥 𝑥 − 20 −40 

𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 
25

1296
 

961

1296
 

310

1296
 

 

𝑬(𝒀)يكون حتى  𝒙قيم تعيين  .ج ≥ 𝟎  

𝐸(𝑌) ≥ 0 ⇒ 2𝑥 (
25

1296
) + (𝑥 − 20) (

961

1296
) − 40 (

310

1296
) ≥ 0 

⇒
1011𝑥 − 31620

1296
≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥

31620

1011
⇒ 𝑥 ≥ 32  

 
  .37التمرين 

 احتمال الحصول على كرتين بيضاوينحساب  .1

𝑃({𝐵; 𝐵}) =
𝐶𝑛
2

𝐶𝑛+8
2 =

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!
(𝑛 + 8)!
2! (𝑛 + 6)!

=

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)!
(𝑛 − 2)!

(𝑛 + 8)(𝑛 + 7)(𝑛 + 6)!
(𝑛 + 6)!

 

=
𝑛(𝑛 − 1)

(𝑛 + 8)(𝑛 + 7)
 

 إلى احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون 𝑷(𝒏)نرمز بـ  .2

𝑷(𝒏)ت أنّ اثبا .أ =
𝒏𝟐−𝒏+𝟐𝟔

(𝒏+𝟕)(𝒏+𝟖)
 

𝑃(𝑛) = 𝑃({𝐵; 𝐵}) + 𝑃({𝑅; 𝑅}) + 𝑃({𝑉; 𝑉}) =
𝐶𝑛
2 + 𝐶5

2 + 𝐶3
2

𝐶𝑛+8
2  

=
𝑛(𝑛 − 1) + 20 + 6

(𝑛 + 8)(𝑛 + 7)
=

𝑛2 − 𝑛 + 26

(𝑛 + 7)(𝑛 + 8)
 

𝐥𝐢𝐦ب احس .ب
𝒏→+∞

𝑷(𝒏) 

lim
𝑛→+∞

𝑃(𝑛) = lim
𝑛→+∞

𝑛2 − 𝑛 + 26

(𝑛 + 7)(𝑛 + 8)
= lim
𝑛→+∞

𝑛2

𝑛2
= 1  

 كلما كان عدد الكرات البيضاء كبيرا كان احتمال  :ر النتيجةيسفت

 أكبرالحصول على كرتين من نفس اللون 

3. 𝒏 = 𝟒 

 𝑿قيمّ المتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

𝑋 ∈ {50; 5;−20} 
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 اتيب أمله الرياضياوحس 𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعيين .ب

𝑋𝑖 50 5 −20 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
361

4356
 

1786

4356
 

2209

4356
 

𝑃(𝑋 = 50) = [𝑃(4)]2 = (
38

132
)
2

=
361

4356
 

𝑃(𝑋 = −20) = [1 − 𝑃(4)]2 = (1 −
38

132
)
2

=
2209

4356
 

𝑃(𝑋 = 5) = 2[𝑃(4)][1 − 𝑃(4)] = 2 (
38

132
) (
94

132
) =

1786

4356
 

𝐸(𝑋) = 50 (
361

4356
) + 5 (

1786

4356
) − 20 (

2209

4356
) = −

4300

1089
 

 
  .38التمرين 

 𝟑𝒏 على 𝟏𝟎بواقي قسمة  𝒏حسب قيم العدد الطبيعي  ةساأ. در .1

30 ≡ 1[10] ; 31 ≡ 3[10] ;  32 ≡ 9[10] ;  33 ≡ 7[10] ;  34 ≡ 1[10] 

34𝑘 ≡ 1[10] ;  34𝑘+1 ≡ 3[10] ;  34𝑘+2 ≡ 9[10] ; 34𝑘+3 ≡ 7[10]  

  10على  𝑨𝒏لعدد باقي قسمة ا تعيينب. 

𝐴𝑛 = 3
16𝑛+6 − 2 × 1092𝑛+3 − 13 

316𝑛+6 = 34(4𝑛+1)+2 ⇒ 316𝑛+6 ≡ 9[10] 

109 ≡ 32[10] ⇒ 1092𝑛+3 ≡ 34𝑛+6[10] ⇒ 1092𝑛+3 ≡ 9[10] 

𝐴𝑛 ≡ 9 − 2 × 9 − 13[10] ⇒ 𝐴𝑛 ≡ −22[10] ⇒ 𝐴𝑛 ≡ 8[10]  

2. (𝑬): 𝟏𝟎𝟎𝟖𝒙 − 𝟑𝟒𝟑𝒚 = 𝟑𝟎𝟏 

𝟏𝟒𝟒𝒙تكافئ المعادلة  (𝑬)عادلة ت أنّ المااثب .أ − 𝟒𝟗𝒚 = 𝟒𝟑 

𝑃𝐺𝐶𝐷(1008; 343; 301) = 7 ⇒ (𝐸): 144𝑥 − 49𝑦 = 43  

;𝟏𝟔)تحقق أنّ ال .ب 𝟏𝟒𝟒𝒙حل خاص للمعادلة  (𝟒𝟕 − 𝟒𝟗𝒚 = 𝟏 

144(16) − 49(47) = 2304 − 2303 = 1  

 (𝑬)ج حلول المعادلة ااستنت .ج

;16)أنّ بما  144𝑥حل خاص للمعادلة  (47 − 49𝑦 = 1  ، 

;688)نّ إف 144𝑥حل خاص للمعادلة  (2021 − 49𝑦 = 43 

{
144𝑥 − 49𝑦 = 43

144(688) − 49(2021) = 43
⇒ 144(𝑥 − 688) = 49(𝑦 − 2021) 
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{
49|144(𝑥 − 688)

𝑃𝐺𝐶𝐷(49; 144) = 1
⇒ 49|𝑥 − 688 

⇒ 𝑥 = 49𝑘 + 688 ; 𝑦 = 144𝑘 + 2021 

⇒ 𝑆 = {(49𝑘 + 688 ; 144𝑘 + 2021)} ; 𝑘 ∈ ℤ  

3. 𝑨 = 𝒙𝒙𝟎𝒙𝒙𝟎𝟏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝟑 = 𝒚𝟔𝟏𝟏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝟕  

  𝒙 و𝒚قيمتي العددين الطبيعيين  تعيين .أ

𝑥𝑥0𝑥𝑥01̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 3 = 𝑦611̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅7 ⇒ (36 + 35 + 33 + 32)𝑥 + 1 = 73𝑦 + 6. 72 + 8 

⇒ 1008𝑥 − 343𝑦 = 301 ⇒ (𝑥; 𝑦) = (49𝑘 + 688 ; 144𝑘 + 2021) 

{
0 ≤ 𝑥 < 3
0 ≤ 𝑦 < 7

⇒ {
0 ≤ 49𝑘 + 688 < 3
0 ≤ 144𝑘 + 2021 < 7

⇒ {
−14,04 ≤ 𝑘 < −13,98
−14,03 ≤ 𝑘 < −13,99

 

 ⇒ 𝑘 = −14 ⇒ (𝑥; 𝑦) = (2 ; 5)  

 في النظام العشري 𝑨 ةباكت .ب

𝐴 = 343(5) + 302 = 2017  

4.  

وي مجموع اب احتمال الحصول على رقمين مجموعهما يساحس .أ

 2017أرقام العدد 

𝑃(𝑆 = 10) = 𝑃({1; 9}) + 𝑃({3; 7}) = 2 ×
𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

3
 

 ب أمله الرياضياتياوحس 𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعيين .ب

 = {{1; 3}; {1; 7}; {1; 9}; {3; 7}; {3; 9}; {7; 9}}

⇒ 𝑋 ∈ {4; 8; 10; 12; 16}  

𝑃(𝑋 = 4) =
𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

6
 ;  𝑃(𝑋 = 8) =

𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

6
 

𝑃(𝑋 = 10) = 2 ×
𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

3
 ;  𝑃(𝑋 = 12) =

𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

6
  

𝑃(𝑋 = 16) =
𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶4
2 =

1

6
 

𝑋𝑖 4 8 10 12 16 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

6
 

1

6
 

1

3
 

1

6
 

1

6
 

𝐸(𝑋) =
4

6
+
8

6
+
10

3
+
12

6
+
16

6
= 10  
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  .39التمرين 

 عدد اللجان التي يمكن تشكيلها  .1

𝐴30
3 =

30!

27!
= 30 × 29 × 28 = 24360  

 عدد اللجان التي يمكن تشكيلها بحيث: .2

 يكون الأمين تلميذة .أ

𝐴12
1 × 𝐴29

2 = 9744  

 𝒙يوجد في اللجنة التلميذ  .ب

𝐴29
2 = 812  

 يكون الرئيس تلميذا والأمين تلميذة .ج

𝐴18
1 × 𝐴12

1 × 𝐴28
1 = 6048  

 يكون الرئيس ونائبه من جنسين مختلفين .د

2 × 𝐴18
1 × 𝐴12

1 × 𝐴28
1 = 12096  

             أنّ الرئيس تلميذ والأمين تلميذة علما عدد اللجان التي يمكن تشكيلها  .3

 𝒚التلميذة لا يريد الانضمام إلى  𝒙وأنّ التلميذ 

𝐴18
1 × 𝐴11

1 × 𝐴27
1 + 𝐴17

1 × 𝐴12
1 × 𝐴27

1 = 10854  

 
  .40التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 
 احتمال أن يكون الفرد المستجوب امرأة حساب  .2

𝑃(𝐹) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐹) + 𝑃(𝑃 ∩ 𝐹) + 𝑃(𝐸 ∩ 𝐹) 

= 0,06 × 0,25 + 0,09 × 0,6 + 0,85 × 0,65 = 0,6215  

A

0,06

H
0,75

F
0,25

P0,09

H
0,4

F
0,6

E

0,85

H
0,35

F
0,65
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 رجلعلما أنهّ تلميذا الفرد المستجوب احتمال أن يكون حساب  .3

𝑃𝐻(𝐸) =
𝑃(𝐻 ∩ 𝐸)

𝑃(𝐻)
=
𝑃(𝐻 ∩ 𝐸)

1 − 𝑃(𝐹)
=
0,85 × 0,35

0,3785
≈ 0,79  

 
  .41التمرين 

 احتمال الحصول على كرة خضراء حساب  .1

𝑃(𝐴) =
4

6
=
2

3
 

 احتمال الحصول على كرة خضراء مرتين فقط حساب  .2

𝑃(𝐵) = 𝐶4
2 (
2

3
)
2

(
1

3
)
2

=
8

27
 

 الكيسمن هذا  ةكر 𝒏نسحب عشوائيا على التوالي وبالإرجاع  .3

𝑷على الأقل هو احتمال الحصول على كرة خضراء ن أنّ ابي .أ = 𝟏 − (
𝟏

𝟑
)
𝒏

 

𝑃(𝑋 ≤ 1) = 1 − 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝐶𝑛
0 (
2

3
)
0

(
1

3
)
𝑛

= 1 − (
1

3
)
𝑛

 

𝑷التي من أجلها يكون  𝒏أصغر قيمة للعدد الطبيعي  تعيين .ب ≥ 𝟎, 𝟗𝟗𝟗 

𝑃 ≥ 0,999 ⇒ 1 − (
1

3
)
𝑛

≥ 1 − 10−3 ⇒ (
1

3
)
𝑛

≤ 10−3 

⇒ log (
1

3
)
𝑛

≤ log 10−3 ⇒ 𝑛 log
1

3
≤ −3 ⇒ 𝑛 ≥ −

3

log
1
3

 

⇒ 𝑛 ≥
3

log 3
⇒ 𝑛 = 7  

 
  .42التمرين 

 قريصات: 3ب احتمال سحب احس

A. أرقامها زوجية 

𝑃(𝐴) =
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
 

B. أرقامها فردية 

𝑃(𝐵) =
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
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C. رقم احداها على الأقل عدد غير أولي 

𝑃(𝐶) = 1 − 𝑃(𝐶̅) = 1 −
𝐶4

3

𝐶10
3 = 1 −

1

30
=

29

30
 

 (الأعداد الأولية هي 7,5,3,2 وغير الأولية هي 10,9,8,6,4,1) 

D. مجموع أرقامها عدد فردي 

𝑃(𝐷) = 𝑃(3 أرقام فردية) + 𝑃(رقمان زوجيان ورقم فردي)

=
𝐶5

3 + 𝐶5
2 × 𝐶5

1

𝐶10
3 =

1

2
 

E. جداء أرقامها عدد زوجي 

𝑃(𝐸) = 𝑃(رقم إحداها على الأقل زوجي) = 1 − 𝑃(3 أرقام فردية) 

= 1 −
𝐶5

3

𝐶10
3 = 1 −

1

12
=

11

12
 

F. أرقامها تشكل حدودا متتابعة لمتتالية حسابية 

𝑟 = ±1: Ω1 = {
{1; 2; 3}; {2; 3; 4}; {3; 4; 5}; {4; 5; 6}; {5; 6; 7};

{6; 7; 8}; {7; 8; 9}; {8; 9; 10}
} 

𝑟 = ±2: Ω2 = {
{1; 3; 5}; {3; 5; 7}; {5; 7; 9};
{2; 4; 6}; {4; 6; 8}; {6; 8; 10}

} 

𝑟 = ±3: Ω3 = {{1; 4; 7}; {2; 5; 8}; {3; 6; 9}; {4; 7; 10}} 

𝑟 = ±4: Ω4 = {{1; 5; 9}; {2; 6; 10}} 

𝑃(𝐹) = 20 ×
𝐶3

3

𝐶10
3 =

1

6
 

G.  هندسيةأرقامها تشكل حدودا متتابعة لمتتالية 

𝑞 = 𝑞 أو 2 =
1

2
: Ω = {{1; 2; 4}; {2; 4; 8}} 

𝑞 = 𝑞 أو  3 =
1

3
: Ω′ = {1; 3; 9} 

𝑃(𝐺) = 3 ×
𝐶3

3

𝐶10
3 =

1

40
 

 

 
  .43التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1
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𝑵𝟏ب احتمال الحادثتين احس .2 ∩ 𝑵𝟐 ∩ 𝑵𝟑  و𝑵𝟏 ∩ 𝑽𝟐 ∩ 𝑵𝟑  

𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) =
2

5
×
1

5
×
5

9
=

2

45
 

𝑃(𝑁1 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑁3) =
2

5
×
4

5
×
4

9
=

32

225
 

𝑵𝟏ج احتمال الحادثة ااستنت ∩ 𝑵𝟑 

𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁3) = 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) + 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) =
2

45
+
32

225

=
14

75
 

𝑹𝟏احتمال الحادثة ب احس .3 ∩ 𝑵𝟑  

𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) =
3

5
×
1

5
×
4

9
=

4

75
 

𝑃(𝑅1 ∩ 𝑅2 ∩ 𝑁3) =
3

5
×
4

5
×
3

9
=

4

25
 

N1

2
5

N2

1
5

N35
9

R3

4
9

R2

4
5

N34
9

R3

5
9

R1

3
5

N2

1
5

N34
9

R3

5
9

R2

4
5

N33
9

R3

6
9
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𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁3) = 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) + 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) =
4

75
+
4

25

=
16

75
 

 𝑵𝟑ج احتمال الحادثة ااستنت

𝑃(𝑁3) = 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁3) + 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁3) =
14

75
+
16

75
=
2

5
 

 ن يمستقلتغير  𝑵𝟏 و𝑵𝟑الحادثتان  .4

𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁3) =
14

75
 ;  𝑃(𝑁1) × 𝑃(𝑁3) =

2

5
×
2

5
=

4

25
 

𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁3) ≠ 𝑃(𝑁1) × 𝑃(𝑁3) ⇒ الحادثتان 𝑁1 و𝑁3 غير مستقلتين  

ما أنّ الكرة عل راءحم 𝑼𝟏احتمال أن تكون الكرة المسحوبة من حساب  .5

 اءسود 𝑼𝟑المسحوبة من 

𝑃𝑁3(𝑅1) =
𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁3)

𝑃(𝑁3)
=

16
75
2
5

=
8

15
 

 

 
  .44التمرين 

1. (𝒖𝒏)  متتالية حسابية حدّها الأول𝒖𝟏  وأساسها𝒓 

  𝒖𝟏 و𝒓ب احس .أ

{
5𝑢1 + 25𝑢2 = 3
5𝑢3 + 𝑢6 = 1

⇒ {
5𝑢1 + 25(𝑢1 + 𝑟) = 3

5(𝑢1 + 2𝑟) + (𝑢1 + 5𝑟) = 1

⇒ {
30𝑢1 + 25𝑟 = 3
6𝑢1 + 15𝑟 = 1

⇒ 𝑢1 =
1

15
; 𝑟 =

1

25
 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة الحد العام  ةباكت .ب

𝑢𝑛 = 𝑢1 + (𝑛 − 1)𝑟 =
1

15
+
1

25
(𝑛 − 1) =

3𝑛 + 2

75
 

𝒖𝟏 حيث: 𝒑قيمة العدد الطبيعي  تعيين .ج + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝒑 = 𝟏 

𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑝 = 1 ⇒
𝑝

2
(𝑢1 + 𝑢𝑝) = 1 ⇒

𝑝

2
(
1

15
+
3𝑝 + 2

75
) = 1 

⇒ 𝑝(3𝑝 + 7) = 150 ⇒ 3𝑝2 + 7𝑝 − 150 = 0 ⇒ 𝑝 = 6  
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2.  

 6 5 4 3 2 1 الوجه

 الاحتمال
1

15
 

8

75
 

11

75
 

14

75
 

17

75
 

4

15
 

 

 𝟏 ، 𝟐 ، 𝟒 و𝟓احتمال ظهور الأوجه  تعيين .أ

𝑢1 =
1

15
; 𝑢2 =

3(2) + 2

75
=

8

75
; 𝑢4 =

3(4) + 2

75
=
14

75
; 

𝑢5 =
3(5) + 2

75
=
17

75
 

 علما أنّ الرقم الظاهر فردي 𝟏احسب احتمال ظهور الوجه  .ب

 "فردي"الرقم الظاهر  𝐼والحادثة  "1"الرقم الظاهر  𝐶نسمي الحادثة 

𝑃𝐼(𝐶) =
𝑃(𝐶 ∩ 𝐼)

𝑃(𝐼)
=

𝑢1
𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢5

=

1
15
11
25

=
5

33
 

 ن يمستقلت غير 𝑨 و𝑩 الحادثتان .ج

𝑃(𝐴) = 𝑢2 + 𝑢4 + 𝑢6 =
14

25
 ;  𝑃(𝐵) = 𝑢3 + 𝑢6 =

31

75
 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑢6 =
4

15
  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ≠ 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) ⇒ الحادثتان 𝐴 و𝐵 غير مستقلتين  

 
  .45ن التمري

-I {
𝒖𝟏 = 𝟎, 𝟏

𝒖𝒏+𝟏 = 𝟎, 𝟐𝟒 − 𝟎, 𝟐 𝒖𝒏
 

 𝒖𝟑 ، 𝒖𝟐 و𝒖𝟒ب الحدود احس .1

𝑢2 = 0,24 − 0,2 𝑢1 = 0,24 − 0,2(0,1) = 0,22  

𝑢3 = 0,24 − 0,2 𝑢2 = 0,24 − 0,2(0,22) = 0,196  

𝑢4 = 0,24 − 0,2 𝑢3 = 0,24 − 0,2(0,196) = 0,2008  

2. 𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 − 𝟎, 𝟐 

 هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدها الأول (𝒗𝒏)ت أنّ المتتالية ااثب .أ

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 − 0,2 = 0,24 − 0,2𝑢𝑛 − 0,2 = −0,2(𝑢𝑛 − 0,2) 
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𝑣𝑛+1 = −0,2 𝑣𝑛 

𝑣1 وحدهّا الأول 0,2−هندسية أساسها  (𝑣𝑛) المتتاليةمنه نستنتج أنّ  = −0,1  

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏ج عبارة اواستنت 𝒏بدلالة  𝒗𝒏عبارة الحد العام  ةباكت .ب

𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1 = −0,1(−0,2)𝑛−1  

𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 + 0,2 = −0,1(−0,2)𝑛−1 + 0,2  

-II يمكننا الاستعانة بشجرة الاحتمالات 

 
 ب الاحتمالات التالية:احس .1

𝑃1 = 𝑃(𝐸1) = 0,1   

𝑃𝐸1(𝐸2) = 0,04  

𝑃(𝐸1 ∩ 𝐸2) = 𝑃(𝐸1) × 𝑃𝐸1(𝐸2) = 0,1 × 0,04 = 0,004  

𝑃(𝐸1̅̅ ̅ ∩ 𝐸2) = 𝑃(𝐸1̅̅ ̅) × 𝑃𝐸1̅̅̅̅ (𝐸2) = 0,9 × 0,24 = 0,216   

𝑃2 = 𝑃(𝐸2) = 𝑃(𝐸1 ∩ 𝐸2) + 𝑃(𝐸1̅̅ ̅ ∩ 𝐸2) = 0,22  

𝑷𝑬𝒏̅̅و  𝑷𝑬𝒏(𝑬𝒏+𝟏)قيمتي  تعيينأ.  .2 ̅̅ (𝑬𝒏+𝟏)  

𝑃𝐸𝑛(𝐸𝑛+1) = 0,04  ;  𝑃𝐸𝑛̅̅ ̅̅ (𝐸𝑛+1) = 0,24  

𝒏ن أنهّ من أجل كل اب. بره ∈ ℕ∗  :𝑷𝒏+𝟏 = 𝟎, 𝟐𝟒 − 𝟎, 𝟐 𝑷𝒏 

𝑃𝑛+1 = 𝑃(𝐸𝑛+1) = 𝑃(𝐸𝑛 ∩ 𝐸𝑛+1) + 𝑃(𝐸𝑛̅̅ ̅ ∩ 𝐸𝑛+1)

= 𝑃(𝐸𝑛) × 𝑃𝐸𝑛(𝐸𝑛+1) + 𝑃(𝐸𝑛
̅̅ ̅) × 𝑃𝐸𝑛̅̅ ̅̅ (𝐸𝑛+1)

= 0,04𝑃𝑛 + 0,24(1 − 𝑃𝑛) = 0,24 − 0,2𝑃𝑛  

 𝒏بدلالة  𝑷𝒏عبارة  ةباجـ. كت

𝑃𝑛 = −0,1(−0,2)
𝑛−1 + 0,2  ; [(𝑃𝑛) = (𝑢𝑛)] 

E1

0,1

E2

0,04

E2

0,96

E1

0,9 E2

0,24

E2

0,76
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 ب نهايتهاامتقاربة وحس (𝑷𝒏)ت أنّ المتتالية اد. اثب

1− بما أنّ      < 𝑞 <  متقاربة (𝑃𝑛)المتتالية نستنتج أنّ  1

lim
𝑛→+∞

𝑃𝑛 = lim
𝑛→+∞

[−0,1(−0,2)𝑛−1 + 0,2] = 0,2  

 
  .46التمرين 

𝑃(𝑇) =
78

150
; 𝑃(𝑁) =

27

150
; 𝑃(𝐹) =

45

150
; 𝑃(𝐸) =

90

150
; 𝑃(𝐿) =

60

150
 

 رس المتربص التنس أو المطالعة" هو:احتمال الحادثة "يما .1
𝟏𝟎𝟓

𝟏𝟓𝟎
 جـ) 

𝑃(𝑇 ∪ 𝐿) = 𝑃(𝑇) + 𝑃(𝐿) − 𝑃(𝑇 ∩ 𝐿) =
78 + 60 − 33

150
=
105

150
 

 احتمال الحادثة "يمارس المتربص كرة القدم والمطالعة" هو: .2
𝟏𝟖

𝟏𝟓𝟎
 جـ) 

𝑃(𝐹 ∩ 𝐿) =
18

150
 

يمثل العدد  .3
𝟒𝟓

𝟕𝟖
 متربص ...":احتمال الحادثة "يمارس ال 

 جـ)  الشطرنج علما أنهّ يمارس التنس

𝑃𝑇(𝐸) =
𝑃(𝐸 ∩ 𝑇)

𝑃(𝑇)
=
45

78
 

 المطالعة" هو:السباحة علما أنهّ يمارس احتمال الحادثة "يمارس المتربص  .4

𝟗

𝟔𝟎
 جـ) 

𝑃𝐿(𝑁) =
𝑃(𝑁 ∩ 𝐿)

𝑃(𝐿)
=

9

60
 

 :لمتربص الشطرنج""يمارس ا" و كرة القدم"يمارس المتربص  تانالحادث .5

 ب) مستقلتان

𝑃(𝐸 ∩ 𝐹)⏟      
27
150

=
9
50

= 𝑃(𝐸) × 𝑃(𝐹)⏟        
90
150×

45
150=

9
50

⇒ الحادثتان 𝐸 و𝐹 مستقلتان  

 

 
  .47التمرين 

  𝑩و  𝑨ب احتمال الحادثتين احس .1

𝑃(𝐴) =
2

6
=
1

3
 ;  𝑃(𝐵) =

4

6
=
2

3
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 بشجرة الاحتمالات يمكننا الاستعانة .2

 
 

𝑷(𝑬𝟏)ن أنّ: ابي .أ =
𝟏𝟏

𝟐𝟏
𝑷(𝑬𝟐)و   =

𝟐

𝟐𝟏
 

𝑃(𝐸1) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝐵 ∩ {𝑅; 𝑉}) =
1

3
×
3

7
+
2

3
×
12

21
=
11

21
 

𝑃(𝐸2) = 𝑃(𝐵 ∩ {𝑅; 𝑅}) =
2

3
×
12

21
=
11

21
 

 محققة 𝑬𝟏علما أنّ الحادثة  𝑨ب احتمال الحادثة احس .ب

𝑃𝐸1(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐸1)

𝑃(𝐸1)
=

1
7
11
21

=
3

11
 

 
  .48التمرين 

𝑷(𝑩)حادثتين مستقلتين بحيث  𝑨 و𝑩إذا كانت  .1 = 𝟎, 𝑷(𝑨) و𝟑 = 𝟎, 𝟔 

𝑷(𝑨 فإنّ: ∩ 𝑩) = 𝟎,  ب) 𝟏𝟖

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) = 0,3 × 0,6 = 0,18  

,𝟎 يساوي: 𝑷𝑯(𝑭)الاحتمال الشرطي  .2  جـ) 𝟖𝟒

𝑃𝐻(𝐹) =
𝑃(𝐹 ∩ 𝐻)

𝑃(𝐻)
=

𝑃(𝐹 ∩ 𝐻)

𝑃(𝐸 ∩ 𝐻) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝐻)
 

=
0,7 × 0,9

0,3 × 0,4 + 0,7 × 0,9
= 0,84  

A

1
3

R
3
7

V

4
7

B

2
3

{R;R}

3
21

{V;V}
6
21

{R;V}

12
21

→
𝐶3
2

𝐶7
2 =

3

21
 

 

→
𝐶4
2

𝐶7
2 =

6

21
 

 

→
𝐶3
1 × 𝐶4

1

𝐶7
2 =

12

21
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√ :يساوي 𝑿الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  .3
𝟑

𝟐
 ب) 

𝐸(𝑋) =
1

2
+
2

4
+
4

4
= 2 

𝑉(𝑋) =
1

2
+
4

4
+
16

4
− 4 =

3

2
⇒ 𝜎(𝑋) = √

3

2
 

4. 𝑷(𝑩) = 𝟎, 𝟓 ، 𝑷(𝑨) = 𝟎, 𝑷(𝑨و  𝟒 ∪ 𝑩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝟎, 𝟑𝟓           

𝑷(𝑨احتمال الحادثة  ∩ 𝑩) :𝟎 هو,  ب) 𝟐𝟓

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 0,4 + 0,5 − (1 − 0,35) 

= 0,25  

5. 𝑷𝑨(𝑩) = 𝟎, 𝟒 ، 𝑷(𝑨) = 𝟎, 𝑷(𝑨و  𝟑 ∪ 𝑩) = 𝟎, 𝟔𝟖         

,𝟎 هو: 𝑷(𝑩)احتمال الحادثة   جـ) 𝟓

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

= 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) 

⇒ 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) − 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) 

= 0,68 − 0,3 + 0,3 × 0,4 = 0,38 + 0,12 = 0,5  

 
  .49التمرين 

-I 𝑷(𝒖𝟐) = 𝟐𝑷(𝒖𝟏)  

 شجرة الاحتمالات  .1

E

0,3

G

0,6

H

0,4

F

0,7 G

0,1

H

0,9
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 مراءب احتمال سحب كرة حاحس .2

𝑃(𝑅) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝑅) =
1

3
×
5

8
+
2

3
×
4

5
=

89

120
 

 𝑼𝟏احتمال سحب كرة خضراء علما أنهّا سُحبت من الصندوق ب احس .3

𝑃𝑈1(𝑉) =
𝑃(𝑈1 ∩ 𝑉)

𝑃(𝑈1)
=

1
3 ×

3
8

1
3

=
3

8
 

-II  ليكن𝑿 ة سحب مجموع نقاط الصندوق المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملي 

 المختار والكرة المسحوبة 

  𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعيين .1

4)نقاط  5يعُطي  𝑈1سحب كرة حمراء من  + 1) 

4)نقاط  7يعُطي  𝑈1راء من خضسحب كرة  + 3) 

2)نقاط  3يعُطي  𝑈2سحب كرة حمراء من  + 1) 

2)ط نقا 5يعُطي  𝑈2سحب كرة خضراء من  + 3) 

𝑋منه نستنتج أنّ  ∈ {3; 5; 7} 

𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃(𝑈2 ∩ 𝑅) =
2

3
×
4

5
=

8

15
 

𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝑉) =
1

3
×
5

8
+
2

3
×
1

5
=

41

120
 

𝑃(𝑋 = 7) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝑉) =
1

3
×
3

8
=
1

8
 

 

U1

1
3

R

5
8

V

3
8

U2

2
3

R

4
5

V

1
5
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 𝑬(𝑿)الأمل الرياضياتي ب احس .2

𝑋𝑖 3 5 7 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
8

15
 

41

120
 

1

8
 

𝐸(𝑋) = 3 (
8

15
) + 5 (

41

120
) + 7 (

1

8
) =

211

60
 

 
  .50التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 

𝑷(𝑪ت أنّ اثبا .2 ∩ 𝑹) = 𝟎, 𝟐𝟏 

𝑃(𝐶 ∩ 𝑅) = 𝑃(𝐶) × 𝑃𝐶(𝑅) = 0,25 × 0,84 = 0,21  

  𝑷(𝑹)ب احس .3

𝑃(𝑅) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝐶 ∩ 𝑅) 

𝑃(𝑅) = 0,30 × 0.25 + 0,45 × 0,18 + 0,25 × 0,84 = 0,366  

 𝑷𝑹(𝑩)الاحتمال الشرطي ب احس .4

𝑃𝑅(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝑅)

𝑃(𝑅)
=
0,45 × 0,18

0,366
≈ 0,22  

 

A

0,30

R
0,25

R
0,75

B0,45

R
0,18

R
0,82

C

0,25

R
0,84

R
0,16
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  .51التمرين 

 تالاحتمالاشجرة  .1

 
 

 𝑽احتمال أن تتحقق الحادثة  𝑷(𝑽)ب احس .2

𝑃(𝑉) = 𝑃(𝐺 ∩ 𝑉) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝑉) =
2

35
+
9

35
=
11

35
 

  𝑷𝑽(𝑮)الاحتمال الشرطي ب احس .3

𝑃𝑉(𝐺) =
𝑃(𝐺∩𝑉)

𝑃(𝑉)
=

2

35
11
35

=
2

11
 

 احتمال أن يكون التلميذ المختار لا يمارس كرة القدمب احس .4

𝑃(𝑇̅) = 1 − 𝑃(𝑇) = 1 − 𝑃(𝐺 ∩ 𝑇) = 1 −
3

7
=
4

7
 

 
  .52التمرين 

 انظر نهاية التمرين()شجرة الاحتمالات  .1

 𝑼𝟑احتمال سحب كرية بيضاء من الكيس ب احس .2

𝑃(𝑈3 ∩ 𝐵) =
1

3
×
5

6
=

5

18
 

  اءبيضة ياحتمال سحب كرب احس .3

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝑈3 ∩ 𝐵) 

= (
1

3
×
1

3
) + (

1

3
×
1

2
) + (

1

3
×
5

6
) =

5

9
 

 

G

20
35

T

75
100

M
15
100

V

10
100

F

15
35 M

40
100

V

60
100

𝑃(…∩ 𝑇) =
3

7
 

 
 
………………………. 

 

………………………. 

 

………………………. 

 

………………………. 

 

𝑃(𝐺 ∩ 𝑇) =
3

7
 

𝑃(𝐺 ∩ 𝑀) =
3

35
 

𝑃(𝐺 ∩ 𝑉) =
2

35
 

𝑃(𝐹 ∩𝑀) =
6

35
 

𝑃(𝐹 ∩ 𝑉) =
9

35
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 بيضاءعلما أنهّا  𝑼𝟑س من الكية ياحتمال سحب كرب احس .4

𝑃𝐵(𝑈3) =
𝑃(𝑈3 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=

5
18
5
9

=
1

2
 

 
 

 
  .53التمرين 

 كريات عشوائيا في آن واحد 3لاعب سحب ي .1

 𝑩 ، 𝑨 و𝑪ادث وب احتمال الحاحس .أ

𝑃(𝐴) =
𝐶5
1 × 𝐶7

2

𝐶12
3 =

21

44
; 𝑃(𝐵) =

𝐶5
2 × 𝐶7

1

𝐶12
3 =

7

22
; 𝑃(𝐶) =

𝐶5
3

𝐶12
3 =

1

22
 

 ب الأمل الرياضياتي اوحس 𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعيين .ب

𝑋 ∈ {0; 10; 20; 30} 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶7
3

𝐶12
3 =

7

44
 ; 𝑃(𝑋 = 10) = 𝑃(𝐴) =

21

44
 

𝑃(𝑋 = 20) = 𝑃(𝐵) =
7

22
; 𝑃(𝑋 = 30) = 𝑃(𝐶) =

1

22
 

𝑋𝑖 0 10 20 30 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
7

44
 

21

44
 

7

22
 

1

22
 

𝐸(𝑋) = 10 (
21

44
) + 20 (

7

22
) + 30 (

1

22
) =

25

2
 

U1

1
3

B1
3

R

2
3

U2
1
3

B1
2

R

1
2

U3

1
3

B5
6

R

1
6
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 𝑭 ، 𝑬 ، 𝑫 و𝑮ب احتمال الحوادث احس .2

 

𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐵1) =
5

12
 ;  𝑃(𝐸) = 𝑃(𝑁1 ∩ 𝐵2) =

7

12
×
5

12
=

35

144
 

𝑃(𝐹) = 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝐵3) =
7

12
×
7

12
×
5

12
=

245

1728
 

𝑃(𝐺) = 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ 𝑁3) = (
7

12
)
3

=
343

1728
 

 
  .54التمرين 

 𝑨 و𝑩ب احتمال الحادثتين احس .1

𝑎 

𝑏 
1 1 2 3 3 4 

1 (𝟏; 𝟏) (𝟏; 𝟏) (2; 1) (3; 1) (3; 1) (4; 1) 

2 (1; 2) (1; 2) (𝟐; 𝟐) (3; 2) (3; 2) (4; 2) 

3 (1; 3) (1; 3) (2; 3) (𝟑; 𝟑) (𝟑; 𝟑) (4; 3) 

4 (1; 4) (1; 4) (2; 4) (3; 4) (3; 4) (𝟒; 𝟒) 

5 (1; 5) (1; 5) (2; 5) (3; 5) (3; 5) (4; 5) 

6 (1; 6) (1; 6) (2; 6) (3; 6) (3; 6) (4; 6) 

𝑃(𝐴) =
6

36
=
1

6
 ; 𝑃(𝐵) =

12

36
=
1

3
 

2. 𝒂 = 𝟓𝒏 + 𝟑 ، 𝒃 = 𝟑𝒏 + 𝟏 

,𝒂) اتالثنائي اءعطا .أ 𝒃)  المرفقة بالإضافة إلى𝒅 = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒂, 𝒃)  

B1

5
12

N1

7
12

B2

5
12

N2

7
12

B3
5
12

N3

7
12
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𝑛 𝑎 𝑏 𝑑 

1 8 4 4 

2 13 7 1 

3 18 10 2 

4 23 13 1 

5 28 16 4 

6 33 19 1 

 𝑪 و𝑫احتمال الحادثتين ب احس .ب

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝑛 = 2) + 𝑃(𝑛 = 4) =
2

6
=
1

3
 

𝑃(𝐷) = 𝑃(𝑛 = 2) + 𝑃(𝑛 = 4) + 𝑃(𝑛 = 6) =
3

6
=
1

2
 

 
  .55التمرين 

التلميذ ضعيف            الحادثة " 𝐹" وفي مادة الرياضياتالتلميذ ضعيف الحادثة " 𝑀نسمي 

 في مادة الفيزياء"

𝑃(𝑀) = 0,25 ;  𝑃(𝐹) = 0,15 ; 𝑃(𝑀 ∩ 𝐹) = 0,1 

 في المادتين معاب احتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا احس .1

𝑃(𝑀 ∩ 𝐹) = 0,1  

في مادة الرياضيات أو في احتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا ب اسح .2

 مادة الفيزياء

𝑃(𝑀 ∪ 𝐹) = 𝑃(𝑀) + 𝑃(𝐹) − 𝑃(𝑀 ∩ 𝐹) = 0,25 + 0,15 − 0,1 = 0,3  

علما في مادة الرياضيات ضعيفا مستوى هذا التلميذ احتمال أن يكون  باحس .3

   في مادة الفيزياءضعيف  أنهّ

𝑃𝐹(𝑀) =
𝑃(𝑀 ∩ 𝐹)

𝑃(𝐹)
=
0,1

0,15
=
2

3
 

 أنهّعلما  في مادة الفيزياءب احتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا احس .4

 في مادة الرياضياتضعيف 

𝑃𝑀(𝐹) =
𝑃(𝑀 ∩ 𝐹)

𝑃(𝑀)
=
0,1

0,25
=
2

5
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 ـ في مادة الفيزياء"التلميذ ضعيف الحادثة "ملاحظة: رمزت إلى  ليس لأنّ الفيزياء  (𝑭)ب

حتى لا  (𝑷))كما يكتبها البعض( ولكن لتفادي تسميتها بـ  𝑭𝒊𝒔𝒊𝒒𝒖𝒆أو  𝑭𝒊𝒔𝒊𝒄ب تكُت

 يقُال إنّ الأستاذ والفرنسية حادثتان غير متلائمتين أو أنهّما لا ينتميان لنفس المستوي.

 
  .56التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 

𝑻̅ب احتمال الحوادث: احس .2 ∩ 𝑨 و 𝑻 ∩ 𝑨̅ ، 𝑻 ∩ 𝑨 

𝑃(𝑇 ∩ 𝐴) = 𝑃(𝑇) × 𝑃𝑇(𝐴) =
3

4
×
9

10
=
27

40
 

𝑃(𝑇 ∩ 𝐴̅) = 𝑃(𝑇) × 𝑃𝑇(𝐴̅) =
3

4
×
1

10
=

3

40
 

𝑃(𝑇̅ ∩ 𝐴) = 𝑃(𝑇̅) × 𝑃𝑇̅(𝐴) =
1

4
×
2

10
=

1

20
 

 احتمال أن يكون المترشح ناجحا ب احس .3

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝑇 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝑇̅ ∩ 𝐴) =
27

40
+
1

20
=
29

40
 

 ناجح هعلما أنّ عمل بجد المترشح احتمال أن يكون ب احس .4

𝑃𝐴(𝑇) =
𝑃(𝑇 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=

27
40
29
40

=
27

29
 

𝑷(𝑺)ن أنّ ابي .5 = 𝟎, 𝟏𝟐𝟓 

𝑃(𝑆) = 𝑃(𝑇 ∩ 𝐴̅) + 𝑃(𝑇̅ ∩ 𝐴) =
3

40
+
1

20
=
5

40
= 0,125  

 

T

3
4

A

9
10

A

1
10

T

1
4

A

2
10

A

8
10
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  .57التمرين 

1.  

  𝑿تمال المتغيرّ العشوائي قانون اح تعيين .أ

 1 1 3 5 

1 2 2 4 6 

1 2 2 4 6 

3 4 4 6 8 

5 6 6 8 10 
 

𝑋 ∈ {2; 4; 6; 8; 10} 

𝑃(𝑋 = 2) =
4

16
=
1

4
 ;  𝑃(𝑋 = 4) =

4

16
=
1

4
 ;  𝑃(𝑋 = 6) =

5

16
 

𝑃(𝑋 = 8) =
2

16
=
1

8
 ;  𝑃(𝑋 = 10) =

1

16
 

𝑋𝑖 2 4 6 8 10 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

4
 

1

4
 

5

16
 

1

8
 

1

16
 

 

 𝑬(𝑿)ب الأمل الرياضياتي اسح .ب

𝐸(𝑋) = 2 (
1

4
) + 4 (

1

4
) + 6 (

5

16
) + 8 (

1

8
) + 10 (

1

16
) = 5  

 "𝒏في الرمية لأول مرة  3إلى الحادثة "ظهور الرقم  𝑨𝒏نرمز بـ  .2

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏عبارة  ةباكتو 𝒖𝟐 ، 𝒖𝟏 و𝒖𝟑ب احس .أ

𝑢1 = 𝑃(𝐴1) =
1

4
 

𝑢2 = 𝑃(𝐴2) = 𝑃(𝐴1̅̅ ̅ ∩ 𝐴2) = (1 −
1

4
) ×

1

4
=

3

16
 

𝑢3 = 𝑃(𝐴3) = 𝑃(𝐴1̅̅ ̅ ∩ 𝐴2̅̅ ̅ ∩ 𝐴3) = (1 −
1

4
)
2

×
1

4
=

9

64
 

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏الاحتمال ب احس .ب

𝑆𝑛 = 𝑃(𝐴𝑛+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝑃(𝐴1̅̅ ̅ ∩ 𝐴2̅̅ ̅ ∩ …∩ 𝐴𝑛+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = (1 −
1

4
)
𝑛+1

= (
3

4
)
𝑛+1
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𝐥𝐢𝐦ب احس .ج
𝒏→+∞

𝑺𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

(
3

4
)
𝑛+1

= 0  

 أنهّا مستحيلة دثةيمكن القول عن هذه الحا ∞+إلى  𝑛عندما يؤول 

 

 
  .58التمرين 

-I  

 𝑩 ، 𝑨 و𝑪ب احتمال الحوادث احس .أ

𝑃(𝐴) =
𝐶5
1 × 𝐶5

2

𝐶10
3 =

5

12
 ;  𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵̅) = 1 −

𝐶5
3

𝐶10
3 =

11

12
 

𝑃(𝐶) = 2
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

6
 

𝑷(𝑫)ن أنّ: ابي .ب =
𝟓

𝟔
  ،𝑷(𝑭) =

𝟑𝟏

𝟏𝟐𝟎
𝑷(𝑪و   ∩ 𝑭) =

𝟕

𝟏𝟐𝟎
 

𝑃(𝐷) = 𝑃(𝐶̅) = 1 − 𝑃(𝐶) = 1 −
1

6
=
5

6
 

𝑃(𝐹) = 𝑃{0; 0; 0} + 𝑃{−1; 0; 1} =
𝐶3
3

𝐶10
3 +

𝐶2
1 × 𝐶3

1 × 𝐶5
1

𝐶10
3 =

31

120
 

𝑃(𝐶 ∩ 𝐹) = 𝑃{−1; 0; 1} =
𝐶1
1 × 𝐶1

1 × 𝐶3
1

𝐶10
3

⏟        
الكريات البيضاء

+
𝐶1
1 × 𝐶2

1 × 𝐶2
1

𝐶10
3

⏟        
الكريات السوداء

=
7

120
 

A1

1
4

A1

3
4

A2

1
4

A2

3
4

A3
1
4

A3

3
4
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مجموع علما أنّ من نفس اللون المسحوبة احتمال أن تكون الكريات ب احس .ج

 معدوم هاأرقام

𝑃𝐹(𝐶) =
𝑃(𝐶 ∩ 𝐹)

𝑃(𝐹)
=

7
120
31
120

=
7

31
 

-II 𝑿  أرقام الكريات المسحوبةكل عملية سحب مجموع الذي يرفق بالمتغيرّ العشوائي  

  𝑿قيم المتغيرّ العشوائي  تعيين .1

 = {

{−1;−1; 0}⏟      
𝑋=−2

; {−1; 0; 0}; {−1;−1; 1}⏟              
𝑋=−1

; {0; 0; 0}; {−1; 0; 1}⏟            
𝑋=0

{0; 0; 1}; {−1; 1; 1}⏟            
𝑋=1

; {0; 1; 1}⏟    
𝑋=2

; {1; 1; 1}⏟    
𝑋=3

} 

𝑋 ∈ {−2;−1; 0; 1; 2; 3}  

 𝑬(𝑿)الرياضياتي  هب أملاوحس 𝑿المتغيرّ العشوائي قانون احتمال  تعريف .2

𝑃(𝑋 = −2) =
𝐶2
2 × 𝐶3

1

𝐶10
3 =

1

40
  

𝑃(𝑋 = −1) =
(𝐶2

1 × 𝐶3
2) + (𝐶2

2 × 𝐶5
1)

𝐶10
3 =

11

120
 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝐹) =
31

120
 

𝑃(𝑋 = 1) =
(𝐶3

2 × 𝐶5
1) + (𝐶2

1 × 𝐶5
2)

𝐶10
3 =

7

24
 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶2
2 × 𝐶3

1

𝐶10
3 =

1

4
  

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
  

 

𝑋𝑖 −2 −1 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

40
 

11

120
 

31

120
 

7

24
 

1

4
 

1

12
 

 

𝐸(𝑋) = −
2

40
−
11

120
+
7

24
+
2

4
+
3

12
=

9

10
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  .59التمرين 

. نسحب عشوائيا وفي 12إلى  1كرية متجانسة ومرقمة من  12يحتوي صندوق على 

 كريات من هذا الصندوق. 3آن واحد 

 احسب احتمال الحوادث التالية: .1

A.  3أرقام تقبل القسمة على  3"الحصول على" 

𝑃(𝐴) =
𝐶4
3

𝐶12
3 =

4

220
=

1

55
 

B. 3بل القسمة على "الحصول على رقم واحد يق" 

𝑃(𝐵) =
𝐶4
1 × 𝐶8

2

𝐶12
3 =

112

220
=
28

55
 

C.  أرقام تشكل متتالية حسابية أساسها  3"الحصول على𝒓 = 𝟑" 

𝑃(𝐶) = 𝑃({1; 4; 7} + {2; 5; 8} + {3; 6; 9} + {4; 7; 10} + {5; 8; 11}

+ {6; 9; 12}) =
6𝐶3

3

𝐶12
3 =

6

220
=

3

110
 

D.  تتالية هندسية أساسها أرقام تشكل م 3"الحصول على𝒒 =
𝟏

𝟐
" 

𝑃(𝐷) = 𝑃({4; 2; 1} + {8; 4; 2} + {12; 6; 3}) =
3𝐶3

3

𝐶12
3 =

3

220
 

المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات التي  𝑿ليكن  .2

 3تقبل أرقامها القسمة على 

  𝑿قيم المتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3} 

 𝑬(𝑿)ب أمله الرياضياتي اوحس 𝑿ل المتغيرّ العشوائي قانون احتما تعريف .ب

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶8
3

𝐶12
3 =

14

55
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
1 × 𝐶8

2

𝐶12
3 =

28

55
 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
2 × 𝐶8

1

𝐶12
3 =

12

55
 ;  𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶4
3

𝐶12
3 =

1

55
  

 

𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
14

55
 

28

55
 

12

55
 

1

55
 

 

𝐸(𝑋) =
28

55
+
24

55
+
3

55
= 1  
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A

0,6

B

0,3

C
0,4

C
0,6

B

0,7

A

0,4 B

0,7

C
0,48

C
0,52

B

0,3

  .60التمرين 

-I  شجرة الاحتمالات 

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 0,4  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵̅) = 0,42 ⇒ 𝑃𝐴(𝐵̅) =
0,42

𝑃(𝐴)
=
0,42

0,6

= 0,7  ;  𝑃𝐴(𝐵) = 1 − 𝑃𝐴(𝐵̅) = 0,3  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶̅) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃𝐴∩𝐵(𝐶̅) = 0,108 

⇒ 𝑃𝐴∩𝐵(𝐶̅) =
0,108

𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵)
=

0,108

0,6 × 0,3
= 0,6   

𝑃𝐴∩𝐵(𝐶) = 1 − 𝑃𝐴∩𝐵(𝐶̅) = 0,4  

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴̅) × 𝑃𝐴̅(𝐵) × 𝑃𝐴̅∩𝐵(𝐶) = 0,1344 

⇒ 𝑃𝐴̅∩𝐵(𝐶) =
0,1344

𝑃(𝐴̅) × 𝑃𝐴̅(𝐵)
=
0,1344

0,4 × 0,7
= 0,48   

𝑃𝐴̅∩𝐵(𝐶̅) = 1 − 𝑃𝐴̅∩𝐵(𝐶) = 0,52  

𝑃𝐴̅(𝐵̅) = 1 − 𝑃𝐴̅(𝐵) = 0,3  

 

𝑋  الاحتمال𝑃 

3 0,072 

2 0,108 

0 0,42 

2 0,1344 

3 0,1456 

0 0,12 
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-II  ن بين الاقتراحات التالية مع التعليل:الإجابة الصحيحة الوحيدة متعيين 

𝑷(𝑨الاحتمال  .1 ∩ 𝑩 ∩ 𝑪) :𝟎ج(  هو, 𝟎𝟕𝟐  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) × 𝑃𝐴∩𝐵(𝐶) = 0,6 × 0,3 × 0,4

= 0,072  

,𝟎ب(  هو: 𝑷(𝑪)الاحتمال  .2 𝟐𝟎𝟔𝟒 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 0,072 + 0,1344

= 0,2064  

,𝟎أ(  :هو 𝑷(𝑩̅)الاحتمال  .3 𝟓𝟒 

𝑃(𝐵̅) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵̅) = 0,42 + 0,12 = 0,54  

,𝟎ب(  هو: 𝑷𝑨∩𝑩(𝑪̅)الاحتمال  .4 𝟔 

𝑃𝐴∩𝐵(𝐶̅) =
0,108

𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵)
=

0,108

0,6 × 0,3
= 0,6  

 1,1376أ(  هو: 𝑋الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي  .5

𝐸(𝑋) = 2(0,108 + 0,1344) + 3(0,072 + 0,1456) = 1,1376  

 
  .61التمرين 

,𝑷𝟔ب الاحتمالات احس .1 𝑷𝟓, 𝑷𝟒, 𝑷𝟑, 𝑷𝟐, 𝑷𝟏  

∑𝑃𝑖

6

𝑖=1

= 1 ⇒ 𝑃1 (
1 − 𝑞6

1 − 𝑞
) = 1 ⇒ 2𝑃1 (1 −

1

26
) = 1 

 ⇒ 𝑃1 =
1

2 (1 −
1
26
)
=
32

63
 

𝑃1 =
32

63
 ; 𝑃2 =

16

63
; 𝑃3 =

8

63
 ; 𝑃4 =

4

63
; 𝑃5 =

2

63
 ; 𝑃6 =

1

63
 

 نرمي زهرة النرد هذه مرة واحدة .2

A. احتمال ظهور رقم زوجي 

𝑃(𝐴) = 𝑃2 + 𝑃4 + 𝑃6 =
16

63
+
4

63
+
1

63
=
1

3
 

B.  3احتمال ظهور رقم مضاعف لـ 

𝑃(𝐵) = 𝑃3 + 𝑃6 =
8

63
+
1

63
=
1

7
 

 يرفق بكل رمية العدد المحصل عليهلذي المتغير العشوائي ا 𝑿ليكن  .3

 ب أمله الرياضياتي والتبايناوحس قانون الاحتمال تعريف
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𝑋𝑖 1 2 3 4 5 6 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
32

63
 

16

63
 

8

63
 

4

63
 

2

63
 

1

63
 

 

𝐸(𝑋) = 1 (
32

63
) + 2 (

16

63
) + 3 (

8

63
) + 4 (

4

63
) + 5 (

2

63
) + 6 (

1

63
) 

=
40

21
 

𝑉(𝑋) =∑𝑋𝑖
2. 𝑃𝑖 − [𝐸(𝑋)]

2

6

𝑖=1

 

𝑉(𝑋) = 1 (
32

63
) + 4 (

16

63
) + 9 (

8

63
) + 16 (

4

63
) + 25 (

2

63
)

+ 36 (
1

63
) − (

40

21
)
2

=
626

441
 

 
  .62التمرين 

,𝑷𝟔ب الاحتمالات احس .1 𝑷𝟓, 𝑷𝟒, 𝑷𝟑, 𝑷𝟐, 𝑷𝟏 

𝑃3 = 𝑃1 +
1

8
; 𝑃5 = 𝑃1 +

1

4
 ;  𝑃2 =

3

2
𝑃1 ; 𝑃4 =

1

2
𝑃2 =

3

4
𝑃1 ; 

𝑃6 =
1

4
𝑃2 =

3

8
𝑃1   

∑𝑃𝑖

6

𝑖=1

= 1 ⇒ 𝑃1 +
3

2
𝑃1 + 𝑃1 +

1

8
+
3

4
𝑃1 + 𝑃1 +

1

4
+
3

8
𝑃1 = 1 

⇒
45

8
𝑃1 =

5

8
⇒ 𝑃1 =

1

9
 

𝑃1 =
1

9
 ; 𝑃2 =

1

6
; 𝑃3 =

17

72
 ; 𝑃4 =

1

12
; 𝑃5 =

13

36
 ; 𝑃6 =

1

24
 

 احسب احتمال الحادثتين: .2

A. "ظهور رقم زوجي" 

𝑃(𝐴) = 𝑃2 + 𝑃4 + 𝑃6 =
1

6
+
1

12
+
1

24
=

7

24
 

B.  6"عدم ظهور الرقم" 

𝑃(𝐵) = 𝑃6̅̅ ̅ = 1 − 𝑃6 = 1 −
1

24
=
23

24
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 الرياضياتي ب أملهاقانون الاحتمال وحستعريف  .3
 

 1 2 3 4 5 6 

1 0 1 2 3 4 5 

2 1 0 1 2 3 4 

3 2 1 0 1 2 3 

4 3 2 1 0 1 2 

5 4 3 2 1 0 1 

6 5 4 3 2 1 0 
 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃({1; 1} + {2; 2} + {3; 3} + {4; 4} + {5; 5} + {6; 6}) 

= 𝑃1
2 + 𝑃2

2 + 𝑃3
2 + 𝑃4

2 + 𝑃5
2 + 𝑃6

2 

= (
1

9
)
2

+ (
1

6
)
2

+ (
17

72
)
2

+ (
1

12
)
2

+ (
13

36
)
2

+ (
1

24
)
2

=
203

864
 

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃({1; 2} + {2; 1} + {2; 3} + {3; 2} + {3; 4} + {4; 3}

+ {4; 5} + {5; 4} + {5; 6} + {6; 5}) 

= 2(𝑃1𝑃2 + 𝑃2𝑃3 + 𝑃3𝑃4 + 𝑃4𝑃5 + 𝑃5𝑃6) 

= 2 [(
1

9
) (
1

6
) + (

1

6
) (
17

72
) + (

17

72
) (
1

12
) + (

1

12
) (
13

36
)

+ (
13

36
) (
1

24
)] =

53

216
 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃({1; 3} + {3; 1} + {2; 4} + {4; 2} + {3; 5} + {5; 3}

+ {4; 6} + {6; 4}) 

= 2(𝑃1𝑃3 + 𝑃2𝑃4 + 𝑃3𝑃5 + 𝑃4𝑃6) 

= 2 [(
1

9
) (
17

72
) + (

1

6
) (
1

12
) + (

17

72
) (
13

36
) + (

1

12
) (
1

24
)] =

167

648
 

𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃({1; 4} + {4; 1} + {2; 5} + {5; 2} + {3; 6} + {6; 3}) 

= 2(𝑃1𝑃4 + 𝑃2𝑃5 + 𝑃3𝑃6) 

= 2 [(
1

9
) (
1

12
) + (

1

6
) (
13

36
) + (

17

72
) (
1

24
)] =

137

864
 

𝑃(𝑋 = 4) = 𝑃({1; 5} + {5; 1} + {2; 6} + {6; 2}) 

= 2(𝑃1𝑃5 + 𝑃2𝑃6) = 2 [(
1

9
) (
13

36
) + (

1

6
) (
1

24
)] =

61

648
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𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃({1; 6} + {6; 1}) = 2(𝑃1𝑃6) = 2 [(
1

9
) (
1

24
)] =

1

108
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 3 4 5 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
203

864
 

53

216
 
167

648
 
137

864
 

61

648
 

1

108
 

 

𝐸(𝑋) = 1 (
53

216
) + 2 (

167

648
) + 3 (

137

864
) + 4 (

61

648
) + 5 (

1

108
) 

=
4301

2592
 

 
  .63التمرين 

 𝑷(𝑨̅)ب اوحس Aن الحادثة العكسية للحادثة يعيت .1

𝐴̅ "زهرة واحدة على الأقل خاصة" 

𝑃(𝐴̅) =
𝐶1
1 × 𝐶2

1

𝐶3
2 =

2

3
 

𝑷(𝑩و  𝑷𝑨(𝑩)ب احس .2 ∩ 𝑨) ج ااستنتو𝑷(𝑩) 

 

A

1
3

B

1
36

B

35
36

A

2
3

B
1
12

B

11
12
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𝑃𝐴(𝐵) =
1

36
 ;  𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) =

1

3
×
1

36
=

1

108
  

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐴̅) =
1

108
+ (

2

3
×
1

12
) =

7

108
 

𝑷𝑩(𝑨)ن أنّ ابي .3 =
𝟏

𝟕
 

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐵)
=

1
108
7
108

=
1

7
 

 
  .64التمرين 

𝒖𝟏 =
𝟏

𝟐
  ،𝒖𝒏+𝟏 =

𝟏

𝟔
𝒖𝒏 +

𝟏

𝟑
  ،𝒗𝒏 = 𝒖𝒏 −

𝟐

𝟓
 

 طلب تعيين أساسها وحدّها الأولمتتالية هندسية يُ  (𝒗𝒏)ن أنّ بيا .1

𝑣𝑛+1 = 𝑢𝑛+1 −
2

5
=
1

6
𝑢𝑛 +

1

3
−
2

5
=
1

6
𝑢𝑛 −

1

15
=
1

6
(𝑢𝑛 −

2

5
) 

𝑣𝑛+1 =
1

6
𝑣𝑛 ⇒ 𝑞 =

1

6
 ; 𝑣1 =

1

10
 

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛عبارة  ةباكت

𝑣𝑛 = 𝑣1 × 𝑞
𝑛−1 =

1

10
(
1

6
)
𝑛−1

⇒ 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛 +
2

5
=

1

10
(
1

6
)
𝑛−1

+
2

5
 

2. 𝑨𝒏  الحادثة "نستعمل الحجر𝑨  في الرمية𝒏" 

𝑹𝒏  الحادثة "نحصل على وجه أحمر في الرمية𝒏" 

  𝒂𝟏 و𝒓𝟏ب احس .أ

𝑎1 = 𝑃(𝐴1) =
1

2
 

𝑟1 = 𝑃(𝑅1) = 𝑃(𝐴1 ∩ 𝑅1) + 𝑃(𝐴1̅̅ ̅ ∩ 𝑅1) =
1

2
×
1

2
+
1

2
×
2

3
=
1

4
+
1

3
 

=
7

12
 

𝒓𝒏ن أنّ بيا .ب = −
𝟏

𝟔
𝒂𝒏 +

𝟐

𝟑
 

𝑟𝑛 = 𝑃(𝑅𝑛) = 𝑃(𝐴𝑛 ∩ 𝑅𝑛) + 𝑃(𝐴𝑛̅̅̅̅ ∩ 𝑅𝑛) 

= 𝑃(𝐴𝑛) × 𝑃𝐴𝑛(𝑅𝑛) + 𝑃(𝐴𝑛
̅̅̅̅ ) × 𝑃𝐴𝑛̅̅ ̅̅ (𝑅𝑛) 
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=
1

2
𝑎𝑛 +

2

3
(1 − 𝑎𝑛) = −

1

6
𝑎𝑛 +

2

3
 

𝑨𝒏+𝟏ن أنّ: ياب .ج = (𝑨𝒏 ∩ 𝑹𝒏) ∪ (𝑨𝒏̅̅̅̅ ∩ 𝑹𝒏̅̅ ̅̅ )  

𝑛"في الرمية  𝐴نستعمل الحجر  +  في الحالتين التاليتين: "1

أي:  وحصلنا على وجه أحمر 𝑛في الرمية  𝐴( استعملنا الحجر 1

𝐴𝑛 ∩ 𝑅𝑛 

أي:  روحصلنا على وجه أخض 𝑛في الرمية  𝐵ا الحجر ( استعملن2

𝐴𝑛̅̅̅̅ ∩ 𝑅𝑛̅̅̅̅ 

𝑛من أجل كل ومنه نستنتج أنهّ  ≥ 1 : 

 𝐴𝑛+1 = (𝐴𝑛 ∩ 𝑅𝑛) ∪ (𝐴𝑛̅̅̅̅ ∩ 𝑅𝑛̅̅̅̅ ) 

 

𝒂𝒏+𝟏ج أنّ: ااستنت =
𝟏

𝟔
𝒂𝒏 +

𝟏

𝟑
 

𝑎𝑛+1 = 𝑃(𝐴𝑛+1) = 𝑃(𝐴𝑛 ∩ 𝑅𝑛) + 𝑃(𝐴𝑛̅̅̅̅ ∩ 𝑅𝑛̅̅̅̅ ) 

= 𝑃(𝐴𝑛) × 𝑃𝐴𝑛(𝑅𝑛) + 𝑃(𝐴𝑛
̅̅̅̅ ) × 𝑃𝐴𝑛̅̅ ̅̅ (𝑅𝑛

̅̅̅̅ ) 

=
1

2
𝑎𝑛 +

1

3
(1 − 𝑎𝑛) =

1

6
𝑎𝑛 +

1

3
 

𝐥𝐢𝐦ب احسو 𝒏بدلالة  𝒓𝒏ج عبارة ااستنت .د
𝒏→∞

𝒓𝒏 

قة التراجعية ولهما يحققان نفس العلا (𝑢𝑛)و (𝑎𝑛)بما أنّ المتتالين 

𝑛فإنهما متساويتان ومنه فإنهّ من أجل كل نفس الحد الأول،  ≥ 1  :

𝑎𝑛 =
1

10
(
1

6
)
𝑛−1

+
2

5
 نستنتج أنّ:، وبالتالي  

𝑟𝑛 = −
1

6
𝑎𝑛 +

2

3
= −

1

6
[
1

10
(
1

6
)
𝑛−1

+
2

5
] +

2

3
= −

1

10
(
1

6
)
𝑛

+
3

5
 

lim
𝑛→+∞

𝑟𝑛 = lim
𝑛→+∞

−
1

10
(
1

6
)
𝑛

+
3

5
=
3

5
 

 
  .65التمرين 

A.  قريصات من نفس اللون" 3"الحصول على 

𝑃(𝐴) =
𝐴6
3 + 𝐴4

3

𝐴10
3 =

1

5
 

B.  قريصات بلونين مختلفين" 3"الحصول على 

𝑃(𝐵) =
3(𝐴6

1 × 𝐴4
2 + 𝐴4

1 × 𝐴6
2)

𝐴10
3 =

4

5
 

391



C.  15قريصات مجموع أرقامها  3"الحصول على" 

15 = {1 + 6 + 8}⏟      
6(𝐴2

1×𝐴1
1×𝐴1

1)

𝐴10
3

= {2 + 5 + 8}⏟      
6(𝐴2

1×𝐴2
1×𝐴1

1)

𝐴10
3

= {3 + 4 + 8}⏟      
6(𝐴1

1×𝐴1
1×𝐴1

1)

𝐴10
3

= {4 + 5 + 6}⏟      
6(𝐴1

1×𝐴2
1×𝐴1

1)

𝐴10
3

 

𝑷(𝑪) =
𝟔[(𝑨𝟐

𝟏 × 𝑨𝟏
𝟏 × 𝑨𝟏

𝟏) + (𝑨𝟐
𝟏 × 𝑨𝟐

𝟏 × 𝑨𝟏
𝟏) + (𝑨𝟏

𝟏 × 𝑨𝟏
𝟏 × 𝑨𝟏

𝟏) + (𝑨𝟏
𝟏 × 𝑨𝟐

𝟏 × 𝑨𝟏
𝟏)]

𝑨𝟏𝟎
𝟑

 

=
𝟑

𝟒𝟎
 

D.  علما أنهّا من نفس اللون" 15قريصات مجموع أرقامها  3"الحصول على 

𝑃(𝐷) = 𝑃𝐴(𝐶) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐴)
=
𝑃({1 + 6 + 8})

𝑃(𝐴)
=
1: 60

1: 5
=

1

12
 

 
  .66التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐶) ⇒ 𝑃𝐴(𝐶) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐴)
=
0,3

2
5

=
3

4
 

𝑃𝐴(𝐷) = 1 − 𝑃𝐴(𝐶) = 1 −
3

4
=
1

4
 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐷) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐷) =
2

5
×
1

4
=
1

10
= 0,1  

𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −
2

5
=
3

5
 

3

5
 

3

4
 

1

4
 

0,1 

5

6
 

1

6
 0,1 
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𝑃(𝐵 ∩ 𝐷) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝐷) ⇒ 𝑃𝐵(𝐷) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐷)

𝑃(𝐵)
=
0,5

3
5

=
5

6
 

𝑃𝐵(𝐶) = 1 − 𝑃𝐵(𝐷) = 1 −
5

6
=
1

6
 

𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐵) × 𝑃𝐵(𝐶) =
3

5
×
1

6
=
1

10
= 0,1  

 
  .67التمرين 

-I  

 

  𝑿قيم المتغيرّ العشوائي  تعيين .1

𝑋 ∈ {0; 1; 2} 

  𝑿قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعريف .2

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃({𝐵, 𝐵}) =
1

3
(
𝐶𝑛−1
2

𝐶𝑛
2
+
𝐶𝑛−2
2

𝐶𝑛
2
+
𝐶𝑛−3
2

𝐶𝑛
2
) 

=
1

3
(

(𝑛 − 1)!
2! (𝑛 − 3)!

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

+

(𝑛 − 2)!
2! (𝑛 − 4)!

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

+

(𝑛 − 3)!
2! (𝑛 − 5)!

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

) 

=
1

3
(
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)
+
(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)

𝑛(𝑛 − 1)
+
(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)

𝑛(𝑛 − 1)
) 

=
3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛(𝑛 − 1)
 

U1

1
3

{B;B}

{B;R}

U2
1
3

{B;B}

{B;R}

{R;R}

U3

1
3

{B;B}

{B;R}

{R;R}
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𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃({𝐵, 𝑅}) =
1

3
(
𝐶𝑛−1
1 × 𝐶1

1

𝐶𝑛
2

+
𝐶𝑛−2
1 × 𝐶2

1

𝐶𝑛
2

+
𝐶𝑛−3
1 × 𝐶3

1

𝐶𝑛
2

) 

=
1

3
(
2(𝑛 − 1)

𝑛(𝑛 − 1)
+
4(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)
+
6(𝑛 − 3)

𝑛(𝑛 − 1)
) =

12𝑛 − 28

3𝑛(𝑛 − 1)
 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃({𝑅, 𝑅}) =
1

3
(
𝐶2
2

𝐶𝑛
2
+
𝐶3
2

𝐶𝑛
2
) =

8

3𝑛(𝑛 − 1)
 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
3𝑛2 − 15𝑛 + 20

3𝑛(𝑛 − 1)
 
12𝑛 − 28

3𝑛(𝑛 − 1)
 

8

3𝑛(𝑛 − 1)
 

ما أننا حصلنا على عل 𝒖𝟑احتمال أن يكون السحب من الصندوق حساب  .3

 كرتين حمراوين

الحادثة "السحب من  𝐵الحادثة "الحصول على كرتين حمراوين" و  𝐴نسمي 

 "𝑢3الصندوق 

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=

1
3
×
𝐶3
2

𝐶𝑛
2

8
3𝑛(𝑛 − 1)

=

2
3𝑛(𝑛 − 1)

8
3𝑛(𝑛 − 1)

=
1

4
 

-II  

 𝑬(𝒀)مل الرياضياتي الأب احسو 𝒀قانون احتمال المتغيرّ العشوائي  تعريف .1

 𝑽(𝒀)و التباين 

ي )الكرة الأولى يمكننا الحصول على كرة بيضاء في السحب الأول أو الثان

 حمراء( أو الثالث )الكرتان الأوليان حمراوان(

𝑌 ∈ {1; 2; 3} ; 𝑃(𝑌 = 1) =
𝐴𝑛−2
1

𝐴𝑛
1
=
𝑛 − 2

𝑛
 ;  𝑃(𝑌 = 2)

=
𝐴2
1 × 𝐴𝑛−2

1

𝐴𝑛
2

=
2𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 1)
 

𝑃(𝑌 = 3) =
𝐴2
2 × 𝐴𝑛−2

1

𝐴𝑛
3 =

2𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
 

 

𝑌𝑖 1 2 3 

𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 
𝑛 − 2

𝑛
 

2𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 1)
 

2𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
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𝐸(𝑌) =
𝑛 − 2

𝑛
+
4(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)
+

6(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
 

=
(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 4(𝑛 − 2) + 6

𝑛(𝑛 − 1)
=
𝑛 + 1

𝑛 − 1
 

𝑉(𝑌) =
𝑛 − 2

𝑛
+
8(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)
+

18(𝑛 − 2)

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)
− (

𝑛 + 1

𝑛 − 1
)
2

 

=
(𝑛 − 2)(𝑛 − 1) + 8(𝑛 − 2) + 18

𝑛(𝑛 − 1)
− (

𝑛 + 1

𝑛 − 1
)
2

 

𝑉(𝑌) =
𝑛2 + 5𝑛 + 4

𝑛(𝑛 − 1)
− (
𝑛 + 1

𝑛 − 1
)
2

 

=
(𝑛2 + 5𝑛 + 4)(𝑛 − 1) − 𝑛(𝑛 + 1)2

𝑛(𝑛 − 1)2
=
2𝑛2 − 2𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 1)2
 

𝑬(𝒀)حيث:  𝒏قيمة  تعيين .2 =
𝟏𝟑

𝟏𝟏
 

𝐸(𝑌) =
13

11
⇒
𝑛 + 1

𝑛 − 1
=
13

11
⇒ 13𝑛 − 13 = 11𝑛 + 11 ⇒ 2𝑛 = 24 

⇒ 𝑛 = 12  

 

 
  .68التمرين 

احتمال الحصول على كرة حمراء وكرتين سوداوين هو:  .1
𝟏𝟓

𝟐𝟖
 )أ( 

𝐶3
1 × 𝐶5

2

𝐶8
3 =

30

56
=
15

28
 

أن يكون الشخص المختار مصاب بالعدوى علما أنهّ ملقح هو: احتمال  .2
𝟑

𝟒𝟎
  )جـ( 

الحادثة "الشخص المختار  𝐺الحادثة "الشخص المختار ملقح" و  𝑉نسمي 

 مصاب بالعدوى". لدينا:

𝑃(𝑉) =
1

3
; 𝑃(𝐺) = 0,25 =

1

4
 ; 𝑃𝐺(𝑉) =

1

10
 

𝑃𝑉(𝐺) =
𝑃(𝐺 ∩ 𝑉)

𝑃(𝑉)
=
𝑃(𝐺) × 𝑃𝐺(𝑉)

𝑃(𝑉)
=

1
4 ×

1
10
1
3

=
3

40
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 )جـ( 𝟏𝟑هو: 𝑿 العشوائي للمتغير  𝑽(𝑿)التباين  .3

 هو:𝑋 للمتغير العشوائي قانون الاحتمال 

𝑋𝑖 0 1 10 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

2
 

1

3
 

1

6
 

𝐸(𝑋) =
1

3
+
10

6
= 2 ; 𝑉(𝑋) =

1

3
+
102

6
− 22 = 13  

 

 
 

  .69التمرين 

 كرات.  3نسحب من الصندوق عشوائيا وفي آن واحد  .1

 كرات سوداء هو: 3ال الحصول على احتم
𝟏

𝟓𝟔
 )جـ( 

𝐶3
3

𝐶8
3 =

1

56
 

 كرات من نفس اللون هو: 3احتمال الحصول على 
𝟏𝟏

𝟓𝟔
 )جـ( 

𝐶3
3 + 𝐶5

3

𝐶8
3 =

11

56
 

  على التوالي بإرجاع كرات 5عشوائيا  نسحب الآن من الصندوق .2

) هو:داء سوكرات  5احتمال الحصول على 
𝟑

𝟖
)
𝟓

 )ب( 

𝐶5
5 (
3

8
)
5

= (
3

8
)
5

 

 هو:اء حمر اتكر 3اوين وسودكرتين  احتمال الحصول على

 𝟏𝟎 (
𝟓

𝟖
)
𝟑
× (

𝟑

𝟖
)
𝟐

 )أ( 

𝐶5
2 (
5

8
)
3

× (
3

8
)
2

= 10 (
5

8
)
3

× (
3

8
)
2
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 بدون إرجاع ا كرتين على التوالينسحب الآن من الصندوق عشوائي .3

 

 

𝑷𝑹𝟏(𝑹𝟐) يويسا: 
𝟒

𝟕
 )من شجرة الاحتمالات( )ب( 

𝑹𝟏احتمال الحادثة  ∩ 𝑵𝟐 :هو 
𝟏𝟓

𝟓𝟔
 )أ( 

𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁2) = 𝑃(𝑅1) × 𝑃𝑅1(𝑁2) =
5

8
×
3

7
=
15

56
 

 احتمال الحصول على كرة حمراء في المرة الثانية هو:
𝟓

𝟖
 جـ() 

𝑃(𝑅2) = 𝑃(𝑅1 ∩ 𝑅2) + 𝑃(𝑁1 ∩ 𝑅2) 

= 𝑃(𝑅1) × 𝑃𝑅1(𝑅2) + 𝑃(𝑁1) × 𝑃𝑁1(𝑅2) 

𝑃(𝑅2) =
5

8
×
4

7
+
3

8
×
5

7
=
35

56
=
5

8
 

 احتمال الحصول على كرة حمراء في المرة الأولى علما أن الكرة المسحوبة 

 هو:في المرة الثانية سوداء 
𝟓

𝟕
 )أ( 

𝑃𝑁2(𝑅1) =
𝑃(𝑅1 ∩ 𝑁2)

𝑃(𝑁2)
=
𝑃(𝑅1) × 𝑃𝑅1(𝑁2)

1 − 𝑃(𝑅2)
=

5
8 ×

3
7

3
8

=
5

7
 

 

 
 

R1

5
8

R2
4
7

N2

3
7

N1

3
8

R2
5
7

N2

2
7
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 ت إ( 2015)بكالوريا  .70التمرين 

𝑷(𝑨احتمال الحادثة  .1 ∩ 𝑩) :𝟎 هو,  أ) 𝟏𝟐

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) = 0,3 × 0,4 = 0,12  

𝑷(𝑨احتمال الحادثة  .2 ∪ 𝑩) :𝟎 هو,  ب) 𝟓𝟖

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

= 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴) × 𝑃(𝐵) [مستقلتان 𝐵و 𝐴 لأنّ  الحادثتان] 

= 0,3 + 0,4 − 0,12 = 0,58  

,𝟎    : هو 𝑷(𝑩)احتمال الحادثة  .3  جـ) 𝟓

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) = 0,3 × 0,4 = 0,12 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) + 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) − 𝑃(𝐴) = 0,68 + 0,12 − 0,3 = 0,5  

 

 
 

 ت إ( 2015)بكالوريا  .71التمرين 

يساوي  𝑨تسير بالبنزين علما أنهّا من أنّ احتمال أن تكون السيارة  بيان .1
𝟐

𝟑
 

𝑃𝐴(𝐸) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐸)

𝑃(𝐴)
=

1
6
1
4

=
2

3
 

 𝑩تسير بالبنزين علما أنهّا من احتمال أن تكون السيارة  حساب .2

𝑃𝐵(𝐸) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐸)

𝑃(𝐵)
=

3
8
3
4

=
1

2
 

 تسير بالبنزيناحتمال أن تكون السيارة  حسابأ.  .3

𝑃(𝐸) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝐸) =
1

6
+
3

8
=
13

24
 

 تسير بالبنزين هاعلما أنّ  𝑨من صنع الوحدة ارة أن تكون السي حساب احتمالب. 

𝑃𝐸(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐸)

𝑃(𝐸)
=

1
6
13
24

=
4

13
 

 شجرة الاحتمالات  .4
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 ت إ( 2016)بكالوريا  .72التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 
 احتمال كل حادثة مما يلي: حساب .2

 تفا نقالاالتلميذ المختار أنثى وتملك ها .أ

𝑃(𝐹 ∩ 𝑆) =
16

25
×
3

4
=
12

25
 

 التلميذ المختار لا يملك هاتفا نقالا .ب

𝑃(𝑆̅) = 𝑃(𝐻 ∩ 𝑆̅) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝑆̅) = (
9

25
×
2

3
) + (

16

25
×
1

4
) =

2

5
 

A

1
4

E

2
3

E

1
3

B

3
4

E

1
2

E

1
2

H

9
25

S

1
3

S

2
3

F

16
25

S

3
4

S

1
4
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 لا يملك هاتفا نقالا علما أنهّ  احتمال أن يكون التلميذ المختار ذكرا حساب .3

𝑃𝑆̅(𝐻) =
𝑃(𝐻 ∩ 𝑆̅)

𝑃(𝑆̅)
=

18
75
2
5

=
3

5
 

 

 
 

 ت إ( 2016)بكالوريا  .73التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

𝑪احتمالات الحوادث التالية:  حسابأ.  .2 ∩ 𝑺 و 𝑩 ∩ 𝑺 ، 𝑨 ∩ 𝑺 

𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) = 0,2 × 0,5 = 0,1  

𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) = 0,5 × 0,7 = 0,35  

𝑃(𝐶 ∩ 𝑆) = 0,3 × 0,8 = 0,24  

 لزبون معجب بالوجهة المختارةج احتمال أن يكون ااب. استنت

𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝑆) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑆) + 𝑃(𝐶 ∩ 𝑆) = 0,69  

 علما أنهّ غير معجب 𝑩من أصحاب الوجهة أن يكون الزبون  حساب احتمال .3

𝑃𝑆̅(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝑆̅)

𝑃(𝑆̅)
=
0,5 × 0,3

1 − 0,69
=
0,15

0,31
≈ 0,48  

 

 
 

 
 

 

A

0,2

S
0,5

S
0,5

B0,5

S
0,7

S
0,3

C

0,3

S
0,8

S
0,2
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 ت إ( 0172)بكالوريا  .74التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 

 :𝑩 ، 𝑨 و𝑪 ادثوحالاحتمال  حساب .2

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐹 ∩ 𝐺) = 0,53 × 0,1 = 0,053  

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐺) = 𝑃(𝐹 ∩ 𝐺) + 𝑃(𝑀 ∩ 𝐺) = 0,053 + 0,0752 = 0,1282  

𝑃(𝐶) = 𝑃𝐺(𝐹) =
𝑃(𝐹 ∩ 𝐺)

𝑃(𝐺)
=
0,053

0,1282
= 0,4134  

 
 ت إ( 2017 )بكالوريا .75التمرين 

 شجرة الاحتمالات  .1

 
جهاز حاسوب يساوي يملك أنّ احتمال أن يكون الشخص المختار لا  بيانأ.  .2

𝟎, 𝟐𝟎 

𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 − 0,8 = 0,2  

M

0,47

L

0,49

S0,35

G

0,16

F

0,53
L

0,53

S0,37

G

0,10

A

0,8

B

0,9

B

0,1

A

0,2 B

0,6

B

0,4
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 جهاز حاسوب ويستعمل يملك أن يكون الشخص المختار  حساب احتمالب. 

 الأنترنت

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0,8 × 0,9 = 0,72  

جهاز حاسوب ويستعمل يملك شخص المختار لا أن يكون ال حساب احتمالجـ. 

 الأنترنت

𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,2 × 0,6 = 0,12  

 احتمال أن يكون الشخص المختار يستعمل الأنترنت حساب .3

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,72 + 0,12 = 0,84  

جهاز حاسوب علما أنهّ يستعمل يملك احتمال أن يكون الشخص المختار  حساب .4

 الأنترنت

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
0,72

0,84
≈ 0,857  

 
 

 ت إ( 2د  2017)بكالوريا  .76التمرين 

 الاحتمالات شجرة  .1

 

𝑷(𝑨ب الاحتمالات الآتية: احس ∩ 𝑩) و 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩̅) 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵) = 0,35 × 0,45 = 0,1575  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅) = 𝑃(𝐴) × 𝑃𝐴(𝐵̅) = 0,35 × 0,55 = 0,1925  

 𝑷𝑩̅(𝑨)و  𝑷(𝑩)  ،𝑷𝑩(𝑨)الاحتمالات الآتية: ب احسأ.  .2

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝐵) = 0,1575 + 0,3575 = 0,515  

A

0,35

B

0,45

B

0,55

A

0,65 B

0,55

B

0,45
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𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐵)
=
0,1575

0,515
=

63

206
 

𝑃𝐵̅(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅)

𝑃(𝐵̅)
=

0,1925

1 − 𝑃(𝐵)
=
0,1925

0,485
=

77

194
 

 شجرة الاحتمالاتب. 

 

 
 ت إ( 2د  2017)بكالوريا  .77التمرين 

1. 𝑩و 𝑨  .حادثتان مستقلتان 

𝑷(𝑨إذا كان  ∩ 𝑩) = 𝟎, 𝑷(𝑨) و   𝟎𝟑 = 𝟎,  فإنّ:  𝟒

 𝑷(𝑩) = 𝟎,  )ب( 𝟎𝟕𝟓

𝑃(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=
0,03

0,4
= 0,075  

2. 𝑩و 𝑨  .حادثتان 

𝑷(𝑨إذا كان  ∩ 𝑩) =
𝟑

𝟏𝟎𝟎
𝑷𝑨(𝑩) و    =

𝟏

𝟒
  فإنّ:  

𝑷(𝑨) =
𝟑

𝟐𝟓
 )أ( 

𝑃(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃𝐴(𝐵)
=

3
100
1
4

=
3

25
 

3. 𝑩و 𝑨  .حادثتان 

𝑷(𝑨)إذا كان  = 𝟎, 𝑷(𝑩) و   𝟒 = 𝟎, 𝑷(𝑨 و   𝟓 ∪ 𝑩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 𝟎, 𝟓𝟓  

𝑷(𝑨 فإنّ: ∩ 𝑩) = 𝟎,  )ب( 𝟒𝟓

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 1 − 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) 

B

0,515

A

63
206

A

143
206

B

0,485 A

77
194

A

117
194
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𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) + 𝑃(𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) − 1 

 = 0,4 + 0,5 + 0,55 − 1 = 0,45  

يساوي  𝑿حتى يكون الأمل الرياضياتي للمتغيرّ العشوائي  𝜶 و 𝜷قيمتا  .4

𝟎, 𝜷 :هما 𝟑𝟐 = 𝟎, 𝜶 و 𝟎𝟖 =  )جـ( 𝟐

𝐸(𝑋) = −2(0,12) − 0,50 + 𝛼𝛽 + 3(0,30) = 𝛼𝛽 + 0,16 

{
0,12 + 0,5 + 𝛽 + 0,3 = 1

𝐸(𝑋) = 0,32
⇒ {

0,92 + 𝛽 = 1
𝛼𝛽 + 0,16 = 0,32

⇒ {
𝛽 = 0,08
𝛼 = 2

 

 

 
 ع ت( 2018)بكالوريا  .78التمرين 

  𝑷(𝑨) و𝑷(𝑩)ب احسأ(  .1

𝑃(𝐴) =
𝐶4
1 × 𝐶3

1 × 𝐶3
1

𝐶10
3 =

36

120
=

3

10
 

𝑃(𝐵) =
𝐶5
3 + 𝐶4

3

𝐶10
3 =

120
=

7

60
 

𝑷(𝑨ن أنّ: اب( بي ∩ 𝑩) =
𝟏

𝟐𝟎
  

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =

(𝐶2
1 × 𝐶2

1 × 𝐶1
1)⏟          

 كريات تحمل الرقم

+ (𝐶1
1 × 𝐶1

1 × 𝐶2
1)⏟          

 كريات تحمل الرقم

𝐶10
3 =

6

120
=

1

20
 

𝑷(𝑨ج ااستنت     ∪ 𝑩)و 𝑷𝑨(𝑩) 

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=

1
20
3
10

=
1

6
 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
3

10
+
7

60
−
1

20
=
11

30
 

 𝑬(𝑿)ب أمله الرياضياتي اوحس 𝑿قانون الاحتمال للمتغيرّ العشوائي تعريف  .2

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
 ; 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶5
1 × 𝐶5

2

𝐶10
3 =

5

12
 ; 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶5
2 × 𝐶5

1

𝐶10
3 =

5

12
 ; 𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
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𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

12
 

5

12
 

5

12
 

1

12
 

 

𝐸(𝑋) =
5

12
+
10

12
+
3

12
=
18

12
=
3

2
 

 

 
 

 ت ر( 2018)بكالوريا  .79التمرين 

 (I 1) الحادثة ب احتمال احس𝑨" :سحب كريتين مختلفتين في اللون" 

𝑃(𝐴) =
𝐶4
1 × 𝐶3

1

𝐶7
2 =

12

21
=
4

7
 

 "سحب كريتين من نفس اللون: "𝑩الحادثة ب احتمال احس( 2    

𝑃(𝐵) =
𝐶3
2 + 𝐶4

2

𝐶7
2 =

9

21
=
3

7
… طريقة 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −
4

7
=
3

7
… طريقة 

II ) ليكن𝑿  المتغيرّ العشوائي الذي يمثل ربح أو خسارة اللاعب بدلالة𝜶 

 :                                هي 𝜶بدلالة  𝑿المتغيرّ العشوائي أنّ قيمّ  تبرير .1

{𝟏𝟎𝟎 − 𝜶, 𝟓𝟎 − 𝜶,−𝜶}  

ويكون ربحه  𝐷𝐴 100على اللاعب سحب كريتين بيضاوين يتحصل عند 

100 − 𝛼 50يتحصل على  اللون مختلفتين في، وإذا سحب كريتين 𝐷𝐴 

50ويكون ربحه  − 𝛼 وتكون  ، وإذا سحب كريتين خضراوين يخسر ما دفعه

 𝛼خسارته 

 𝑿المتغيرّ العشوائي  قانون احتمالتعريف 

𝑃(𝑋 = 100 − 𝛼) = 𝑃({𝐵, 𝐵}) =
𝐶3
2

𝐶7
2 =

1

7
 ; 𝑃(𝑋 = 50 − 𝛼)

= 𝑃({𝐵,𝑁}) =
𝐶3
1 × 𝐶4

1

𝐶7
2 =

4

7
 ; 

𝑃(𝑋 = −𝛼) = 𝑃({𝑁,𝑁}) =
𝐶4
2

𝐶7
2 =

2

7
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𝑋𝑖 100 − 𝛼 50 − 𝛼 −𝛼 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

7
 

4

7
 

2

7
 

 

𝑬(𝑿): ن أنّ ابي .2 = −𝜶 +
𝟑𝟎𝟎

𝟕
   

𝐸(𝑋) =
100 − 𝛼

7
+
4(50 − 𝛼)

7
−
2𝛼

7
=
−7𝛼 + 300

7
= −𝛼 +

300

7
 

 بة في صالح اللاعبحتى تكون اللع 𝜶أكبر قيمة ممكنة لـ تعيين 

𝐸(𝑋) > 0 ⇒ −𝛼 +
300

7
> 0 ⇒ 𝛼 <

300

7

⇒ 42 𝐷𝐴 هي 𝛼 أكبر قيمة ممكنة لـ  

 

 
 

 ر( 2018)بكالوريا  .80التمرين 

 :𝑩 ، 𝑨 و𝑪 احتمال الحوادثب احس .1

𝑃(𝐴) =
𝐶5
4

𝐶9
4 =

5

126
 ;  𝑃(𝐵) =

𝐶1
1 × 𝐶8

3 + 𝐶8
4

𝐶9
4 = 1   

𝑃(𝐶) = 𝑃({1; 3;−1;−3}) + 𝑃({2; 2;−1;−3})

=
𝐶2
1 × 𝐶1

1 × 𝐶1
1 × 𝐶1

1

𝐶9
4 +

𝐶4
2 × 𝐶1

1 × 𝐶1
1

𝐶9
4 =

4

63
 

ريات الخضراء المتغيرّ العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب عدد الك 𝑿ليكن  .2

 المتبقية في الكيس

 ف قانون احتماله يعروت 𝑿قيمّ المتغيرّ العشوائي  تعيين .أ

𝑋 ∈ {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶3
3 × 𝐶6

1

𝐶9
4 =

1

21
 ; 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶3
2 × 𝐶6

2

𝐶9
4 =

5

14
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶3
1 × 𝐶6

3

𝐶9
4 =

10

21
 ; 𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶6
4

𝐶9
4 =

5

42
 

 

𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

21
 

5

14
 

10

21
 

5

42
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 𝑿للمتغيرّ العشوائي  𝑬(𝑿)الأمل الرياضياتي ب احس .ب

𝐸(𝑋) =
5

14
+
20

21
+
15

42
=
5

3
 

𝑿𝟐"احتمال الحادثة: ب احس .ج − 𝑿 > 𝟎" 

𝑋2 − 𝑋 > 0 ⇒ 𝑋(𝑋 − 1) > 0 ⇒ 𝑋 > 1 ⇒ 𝑃(𝑋2 − 𝑋 > 0)

= 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3) =
10

21
+
5

42
=
25

42
 

 
 ت إ( 2018)بكالوريا  .81التمرين 

 الاحتمالاتشجرة  .1

𝑷𝑺̅(𝑭) ، 𝑷(𝑮 و𝑷𝑺(𝑮)ب الاحتمالات الآتية: احس .2 ∩ 𝑺̅) ، 𝑷(𝑺) 

𝑃(𝑆) = 𝑃(𝐺 ∩ 𝑆) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝑆) = 0,3 × 0,9 + 0,7 × 0,5 = 0,62  

𝑃(𝐺 ∩ 𝑆̅) = 0,3 × 0,1 = 0,03  

𝑃𝑆̅(𝐹) =
𝑃(𝐹 ∩ 𝑆̅)

𝑃(𝑆̅)
=
𝑃(𝐹 ∩ 𝑆̅)

1 − 𝑃(𝑆)
=
0,7 × 0,5

1 − 0,62
=
0,35

0,38
≈ 0,92  

𝑃𝑆(𝐺) =
𝑃(𝐺 ∩ 𝑆)

𝑃(𝑆)
=
0,3 × 0,9

0,62
=
0,27

0,62
≈ 0,44  

 نيمستقلتغير  𝑮 و𝑺̅الحادثتان  .3

𝑃(𝐺) = 0,3 ;  𝑃(𝑆̅) = 0,38 ;  𝑃(𝐺) × 𝑃(𝑆̅)⏟        
0,114

≠ 𝑃(𝐺 ∩ 𝑆̅)⏟      
0,03

⇒ الحادثتان 𝐺 و𝑆̅ غير مستقلتين   

 

 

G

0,3

S

0,9

S

0,1

F

0,7 S

0,5

S

0,5
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 ت إ( 2018)بكالوريا  .82التمرين 

𝑷(𝑯)احتمال أن يكون الموظف رجلا هو  ن أنّ اأ( بي .1 = 𝟎, 𝟓𝟐 

𝑃(𝐻) = 0,12 + 0,13 + 0,27 = 0,52  

 شجرة الاحتمالاتب( 

𝑷(𝑭ب: احس .2 ∩ 𝑰) و 𝑷(𝑯 ∩ 𝑻) 

𝑃(𝐻 ∩ 𝑇) = 0,52 ×
27

52
= 0,27  ;  𝑃(𝐹 ∩ 𝐼) = 0,48 ×

12

48
= 0,12  

 ال أن يكون الموظف مهندسااحتمب احس .3

𝑃(𝐼) = 𝑃(𝐻 ∩ 𝐼) + 𝑃(𝐹 ∩ 𝐼) = 0,52 ×
13

52
+ 0,48 ×

12

48
 

= 0,13 + 0,12 = 0,25  

 

  احتمال أن يكون الموظف رجلا علما أنهّ إداريب احس .4

𝑃𝐴(𝐻) =
𝑃(𝐻 ∩ 𝐴)

𝑃(𝐴)
=

0,52 ×
12
52

0,52 ×
12
52
+ 0,48 ×

16
48

=
0,12

0,12 + 0,16
 

=
0,12

0,28
=
3

7
 

 

 
 

 

H

0,52

A

12
52

I
13
52

T

27
52

F

0,48
A

16
48

I
12
48

T

20
48
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 ع ت( 2019)بكالوريا  .83التمرين 

 

𝒏 = 𝟏𝟐 ; 𝒑 = 𝟐 ;  𝑪𝟏𝟐
𝟐 = 𝟔𝟔 

𝑷(𝑨)هو  𝑨 أن احتمال الحادثة بيان( 1 =
𝟑𝟏

𝟔𝟔
  .𝑩  احتمال الحادثة حسابو 

𝑃(𝐴) =
𝐶5
2 + 𝐶7

2

𝐶12
2 =

31

66
 ;  𝑃(𝐵) =

𝐶8
2 + 𝐶4

2

𝐶12
2 =

17

33
 

 من نفس اللون  هماعلما أن نفس الرقم نتحملاسحب كريتين  احتمال  حساب (2

𝑃𝐴(𝐵) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=

𝐶4
2 + 𝐶4

2 + 𝐶3
2

𝐶12
2

31
66

=

5
22
31
66

=
23

33
 

 .𝑬(𝑿)  أمله الرياضياتي حسابو 𝑿 قانون الاحتمال للمتغير العشوائي تعريف( 3

𝑋 = {3; 4; 5}  

𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶5
2

𝐶12
2 =

5

33⏟              
سحب  كريتين  حمراوين

  ; 𝑃(𝑋 = 4) =
𝐶5
1 × 𝐶7

1

𝐶12
2 =

35

66⏟                  
سحب  كرية  حمراء  وأخرى خضراء 

   

𝑃(𝑋 = 5) =
𝐶7
2

𝐶12
2 =

7

22⏟              
سحب  كريتين  خضراوين

 

𝑋𝑖 3 4 5 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
5

33
 

35

66
 

7

22
 

𝐸(𝑋) = 3 (
5

33
) + 4 (

35

66
) + 5 (

7

22
) =

25

6
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 ع ت( 2019)بكالوريا  .84التمرين 

 
𝒏 = 𝟏𝟎 ; 𝒑 = 𝟑 ;  𝑪𝟏𝟎

𝟑 = 𝟏𝟐𝟎 

 .𝑬(𝑿) أمله الرياضياتي  حسابثم   𝑿 قانون الاحتمال للمتغير العشوائي  تعريف .1

 = {111⏟
1

; 222⏟
8

; 001⏟
0

; 002⏟
0

; 110⏟
0

; 112⏟
2

; 220⏟
0

; 221⏟
4

; 012⏟
0

}

⇒ 𝑋 = {0; 1; 2; 4; 8}  

𝑃(𝑋 = 0) = 1 −
𝐶8
3

𝐶10
3 =

8

15
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶3
3

𝐶10
3 =

1

120
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶3
2 × 𝐶5

1

𝐶10
3 =

1

8
 ;  𝑃(𝑋 = 4) =

𝐶5
2 × 𝐶3

1

𝐶10
3 =

1

4
  

𝑃(𝑋 = 8) =
𝐶5
3

𝐶10
3 =

1

12
 

𝑋𝑖 0 1 2 4 8 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
8

15
 

1

120
 

1

8
 

1

4
 

1

12
 

𝐸(𝑋) = (
1

120
) + 2 (

1

8
) + 4 (

1

4
) + 8 (

1

12
) =

77

40
 

هو   اأن احتمال الحصول على ثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجي بيان .2
𝟕

𝟐𝟒
. 

هو  اثلاث كريات كل منها تحمل رقما زوجيالحدث "سحب  𝐴ليكن 
7

24
" 

𝑃(𝐴) =
𝐶7
3

𝐶10
3 =

7

24
 

احتمال الحصول على كريتين تحملان رقمين مجموعهما فردي علما أن حساب   .3

 .جداءهما زوجي

 "كريتين تحملان رقمين مجموعهما فرديالحدث "سحب  𝐵ليكن 

 "كريتين تحملان رقمين جداءهما زوجيالحدث "سحب  𝐶و

410



على   زوجيالحصول  جداءهما  زوجيا   رقمين  رقما  الأقل  على  بسحب    يكون 

فردين"(، رقميين  "سحب  الحادثة  عكس  على  أما    )وهي  رقمين الحصول 

رقما فرديا وآخر زوجيا مع  يكون بسحب    جداءهما زوجيومجموعهما فردي  

 ومنه:  ،لأننا نسحب على التوالي معامل الترتيباحتساب 

𝑃𝐶(𝐵) =
𝑃(𝐵 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐶)
=

2𝐴7
1 × 𝐴3

1

𝐴10
2

1 −
𝐴3
2

𝐴10
2

=

7
15
14
15

=
1

2
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 
𝒏 = 𝟓 ; 𝒑 = 𝟑 ; 𝑪𝟓

𝟑 = 𝟏𝟎 

;𝟎} (ـج هي: 𝑿 المتغير العشوائيقيم  .1 𝟏; 𝟐} 

𝑋)كريات بيضاء  3كريات في آن واحد نحصل على    3سحب   عند  = كريتين  أو ،  (0

𝑋)بيضاوين وأخرى سوداء   = 𝑋)كريتين سوداوين وأخرى بيضاء  ، أو  (1 = 2) . 

𝑬(𝑿)  )ب هو: 𝑿لـ  𝑬(𝑿) الأمل الرياضياتي .2 =
𝟔

𝟓
 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶3
3

𝐶5
3 =

1

10⏟              
سحب  3 كريات بيضاء 

  ; 𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶3
2 × 𝐶2

1

𝐶5
3 =

3

5⏟                
سحب  كريتين  بيضاوين  وأخرى سوداء 

   

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶3
1 × 𝐶2

2

𝐶5
3 =

3

10⏟                  
سحب  كريتين  سوداوين وأخرى بيضاء 

 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

10
 

3

5
 

3

10
 

𝐸(𝑋) =
3

5
+ 2 (

3

10
) =

6

5
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الرقم   .3 تحمل  سوداء  واحدة  كرية  على  "الحصول  الكريات    1احتمال  من 

جـ(   " يساوي:المسحوبة
𝟑

𝟓
 

 " 1الحصول على كرية واحدة سوداء تحمل الرقم الحدث " 𝐴ليكن 

𝑃(𝐴) =
𝐶1
1 × 𝐶4

2

𝐶5
3 =

3

5
 

باقي قسمة مجموع مربعات الأرقام التي تحملها الكريات المسحوبة "احتمال  .4

أ(  يساوي:  "1 هو 13على 
𝟐

𝟓
 

 على  هاباقي قسمة مجموع مربعات أرقامثلاث كريات الحدث "سحب  𝐵ليكن 

 "1 هو 13

 ها  مربعات أرقاميكون مجموع  أو  عند سحب الكريات  مثال:

𝑠هو  = 12 + 22 + 32 = 𝑟هو  13وباقي قسمته على  14 = 1. 

 = {


⏟  
𝑠=6;𝑟=6

; ⏟  
𝑠=11;𝑟=11

;


⏟  
𝑠=9;𝑟=9

; ⏟  
𝑠=17;𝑟=4

;


⏟  
𝑠=14;𝑟=1

} 

𝑃(𝐵) =
1 × 𝐶2

2

𝐶5
3 =

2

5
 

 

 ت ر(  2019)بكالوريا  .86التمرين 

 
𝒏 = 𝟗 ; 𝒑 = 𝟑 ; 𝑪𝟗

𝟑 = 𝟖𝟒 

 :احتمال الحوادث التالية حساب( 1

 .  "الحصول على كرية بيضاء واحدة: "𝑨  أ( الحادثة

𝑃(𝐴) =
𝐶4
1 × 𝐶5

2

𝐶9
3 =

10

21
 

 

 ."الحصول على كريتين بيضاوين على الأكثر: "𝑩 ب( الحادثة

 ."ءت بيضااكري 3الحصول على : "هي 𝐵̅  الحادثةلاحظ أنّ 

𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵̅) = 1 −
𝐶4
3

𝐶9
3 =

20

21
 

412

𝐶1
1× 𝐶2



 . "الحصول على ثلاث كريات تحمل أرقاما غير أولية: "𝑪 ( الحادثةـج

𝑃(𝐶) =
𝐶4
3

𝐶9
3 =

1

21
 

الذي يرفق بكل عملية سحب عدد الكريات التي تحمل   𝑿 ( نعتبر المتغير العشوائي2

 أرقاما أولية.  

 قانون احتماله.   تعريفو 𝑿 قيم المتغير العشوائي تعيينأ( 

كريات تحمل  5( و كريات تحمل أرقاما غير أولية ) 4الكيس لدينا في 

 منه:(، و أرقاما أولية )

𝑋 = {0; 1; 2; 3}  

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝐶) =
𝐶4
3

𝐶9
3 =

1

21
  ; 𝑃(𝑋 = 1) =

𝐶4
2 × 𝐶5

1

𝐶9
3 =

5

14
   

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
1 × 𝐶5

2

𝐶9
3 =

10

21
 ;  𝑃(𝑋 = 3) =

𝐶5
3

𝐶9
3 =

5

42
 

𝑋𝑖 0 1 2 3 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

21
 

5

14
 

10

21
 

5

42
 

𝑷(𝑿𝟐  حسابب(  − 𝑿 ≤ 𝟎). 

𝑋2 − 𝑋 ≤ 0 ⇒ 𝑋(𝑋 − 1) ≤ 0 ⇒ 𝑋 ∈ [0; 1] ⇒ 𝑋 ∈ {0; 1} 

𝑃(𝑋2 − 𝑋 ≤ 0) = 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) =
1

21
+
5

14
=
17

42
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𝑼𝟏  𝑼𝟐 
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 ل شجرة الاحتمالات. اكما (1

𝑃(𝑈2) = 1 −
1

3
=
2

3
 ; 𝑃𝑈1(𝐶) = 1 − (

2

7
+
1

7
) =

4

7
  

𝑃𝑈2(𝐵) =
𝐶2
2

𝐶5
2 =

1

10⏟            
𝑈2  سحب  كريتين  سوداوين من الصندوق

 ; 𝑃𝑈2(𝐶) = 1 − (
3

10
+
1

10
) =

6

10⏟                    
𝑈2  سحب  كريتين  من لونين مختلفين من الصندوق

 

 

 .𝑩 ، 𝑨 و 𝑪 احتمالات الأحداث حساب (2

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝐴) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝐴) = (
1

3
×
2

7
) + (

2

3
×
3

10
) =

31

105
 

𝑃(𝐵) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝐵) = (
1

3
×
1

7
) + (

2

3
×
1

10
) =

12

105
 

𝑃(𝐶) = 𝑃(𝑈1 ∩ 𝐶) + 𝑃(𝑈2 ∩ 𝐶) = (
1

3
×
4

7
) + (

2

3
×
6

10
) =

62

105
 

 .𝑿 قيم المتغير العشوائي تعيينأ(  (3

𝑋 = {0; 1; 2} 

 .𝑿 قانون الاحتمال للمتغير العشوائي تعيينب( 

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝐵) =
12

105
  ; 𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐶) =

62

105
   

U1

1
3

A

2
7

B
1
7

C

4
7

U2

2
3

A

3
10

B
1
10

C

6
10
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𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝐴) =
31

105
 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
12

105
 

62

105
 

31

105
 

 

 . 𝑬(𝑿)الأمل الرياضياتي  حساب (4

𝐸(𝑋) =
62

105
+ 2 (

31

105
) =

124

105
 

 

 ت إ( 2019)بكالوريا  .88التمرين 

𝑐𝑎𝑟𝑑() = 6 × 6 = 36  

 احتمال الحصول على رقمين زوجيين    حساب (1

 

𝑃1 =
9

36
=
1

4
 

 

 

   6احتمال الحصول على رقمين جداؤهما يساوي  حساب( 2

 

𝑃2 =
4

36
=
1

9
 

 

 

 

 1 2 3 4 5 6 
1       

2       

3       

4       

5       

6       

 1 2 3 4 5 6 
1       

2       

3       

4       

5       

6       
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 احتمال الحصول على رقمين أحدهما ضعف الآخر   حساب( 3

 

𝑃3 =
6

36
=
1

6
 

 

 

 2احتمال الحصول على رقمين زوجيين أحدهما هو  حساب( 4

 

𝑃4 =
5

36
=
1

9
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𝟒𝒙𝟐) : ( حل المعادلة1 + 𝟑𝒙 − 𝟏)(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟔) = 𝟎… (𝑬)  

4𝑥2 + 3𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1; 𝑥2 =
1

4
 

𝑥2 − 5𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝑥3 = 2 ; 𝑥4 = 3 

𝑆 = {−1;
1

4
; 2; 3}  

2 )𝑷𝟒 = 𝟐𝜶 و 𝑷𝟑 = 𝜶 ، 𝑷𝟐 = 𝜶
𝟐 ، 𝑷𝟏 = 𝟑𝜶

𝟐. 

 . 𝜶د قيمة يحدت     

𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4 = 1 ⇒ 3𝛼2 + 𝛼2 + 𝛼 + 2𝛼 = 1

⇒ 4𝛼2 + 3𝛼 − 1 = 0 ⇒ 𝛼 =
1

4
 

 1 2 3 4 5 6 
1       

2       

3       

4       

5       

6       

 1 2 3 4 5 6 
1       

2       

3       

4       

5       

6       
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 : احتمال الأحداث التالية حساب( 3

A  ."سحب كرية تحمل رقما فرديا" : 

𝑃(𝐴) = 𝑃1 + 𝑃3 =
3

16
+
1

4
=

7

16
 

B  :" 4سحب كرية تحمل الرقم ." 

𝑃(𝐵) = 𝑃4 =
1

2
 

C  3: "سحب كرية تحمل رقما أصغر من أو يساوي ." 

𝑃(𝐶) = 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 =
3

16
+
1

16
+
1

4
=
1

2
 

D  سحب كرية تحمل رقما حلا للمعادلة" :(𝑬)." 

𝑃(𝐷) = 𝑃2 + 𝑃3 =
1

16
+
1

4
=

5

16
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𝑼  𝑽 

  هو V احتمال السحب من الوعاء 𝑷(𝑨̅)تحقق أن  ال .1
𝟐

𝟑
. 

𝑃(𝐴̅) =
4

6
=
2

3
 

 من هماعلما أنمن نفس اللون  الكريتين المسحوبتين  أن احتمال أن تكون بيان .2

U  هو
𝟕

𝟏𝟓
 . 

𝑃𝐴(𝑀) =
𝐶4
2 + 𝐶6

2

𝐶10
2 =

7

15
 

 𝑷(𝑴). جاشجرة الاحتمالات واستنتل اكما .3

𝑃(𝑀) = 𝑃(𝐴 ∩𝑀) + 𝑃(𝐴̅ ∩ 𝑀) = (
1

3
×
7

15
) + (

2

3
×
13

28
) =

293

630
 

417



 

  𝑷𝑴̅(𝑨)   حساب .4

𝑃𝑀̅(𝐴) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝑀̅)

𝑃(𝑀̅)
=

1
3 ×

8
15

1 −
293
630

=
112

337
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 .شجرة الاحتمالاتاكمال أ.  (1

 

 احتمال أن تكون الكرية المسحوبة الثانية حمراء.  حسابب. 

𝑃(𝐵 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝑅) = (
3

5
×
2

5
) + (

2

5
×
1

4
) =

17

50
 

A

3

M

7
15

M

8
15

A

2
M

13
28

M

15
28

B

3
5

B

3
5

R

2
5

R

2
5

B

3
4

R

1
4
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1



لكريتين عدد 𝑿 ليكن (2 الذي يرفق بكل سحب  العشوائي  الحمراء   المتغير  الكريات 

 المسحوبة. 

  𝑿 مجموعة قيم المتغير العشوائي تعيينأ. 

 = {𝐵𝐵; 𝐵𝑅; 𝑅𝐵; 𝑅𝑅} ⇒ 𝑋 = {0; 1; 2}  

𝑷(𝑿أن:   بيانب.  = 𝟏) =
𝟐𝟕

𝟓𝟎
  

𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝑅) + 𝑃(𝑅 ∩ 𝐵) = (
3

5
×
2

5
) + (

2

5
×
3

4
) =

27

50
 

  .𝑿 قانون احتمال المتغير العشوائي تعريف

𝑃(𝑋 = 0) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐵) =
3

5
×
3

5
=

9

25
 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃(𝑅 ∩ 𝑅) =
2

5
×
1

4
=

1

10
 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
9

25
 

27

50
 

1

10
 

 

  .𝑿 الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي𝑬(𝑿)  حسابج. 

𝐸(𝑋) =
27

50
+
2

10
=
37

50
 

 

 ت ر(  2020)بكالوريا  .92التمرين 

 

𝒏 = 𝟕 ; 𝒑 = 𝟐 ; 𝑪𝟕
𝟐 = 𝟐𝟏 

1): 𝑨   "و الرقم"  نفس  تحملان  كريتين  على  على  " 𝑩 الحصول  كريتين  الحصول 

 . "مختلفتين في اللون
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 .𝑩و 𝑨 احتمال كل من الحدثين  حسابأ. 

𝑃(𝐴) =
𝐶5
2 + 𝐶2

2

𝐶7
2 =

11

21
 ;  𝑃(𝐵) =

𝐶4
1 × 𝐶3

1

𝐶7
2 =

4

7
 

أن احتمال الحصول على كريتين تحملان نفس الرقم ومختلفتين في   بيانب. 

  اللون يساوي
𝟒

𝟐𝟏
. 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
𝐶4
1 × 𝐶1

1

𝐶7
2 =

4

21
 

ج احتمال الحصول على كريتين تحملان نفس الرقم أو مختلفتين في اج. استنت

 اللون. 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) =
11

21
+
4

7
−
4

21
=
19

21
 

 . 𝑿 قانون الاحتمال للمتغير العشوائي تعريف( 2

 = {22; 23; 33} ⇒ 𝑋 = {4; 6; 9}  

𝑃(𝑋 = 4) =
𝐶5
2

𝐶7
2 =

10

21
 ;  𝑃(𝑋 = 6) =

𝐶5
1 × 𝐶2

1

𝐶7
2 =

10

21
 ;  

𝑃(𝑋 = 9) =
𝐶2
2

𝐶7
2 =

1

21
 

𝑋𝑖 4 6 9 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
10

21
 

10

21
 

1

21
 

 

 .حتى تكون هذه اللعبة عادلة𝒙 و 𝒚  قيمة كل من تعيين( 3

 . المتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب الربح الجبري الذي يحققه اللاعب 𝑌ليكن     

 يكون كالتالي:  𝑌تعريف قانون احتمال      

𝑌𝑖 𝑥2 −𝑦2 −130 

𝑃(𝑌 = 𝑌𝑖) 
10

21
 

10

21
 

1

21
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𝐸(𝑌) = 𝑥2 (
10

21
) − 𝑦2 (

10

21
) − 130 (

1

21
) =

10𝑥2 − 10𝑦2 − 130

21
 

𝐸(𝑌) = 0 ⇒ 10𝑥2 − 10𝑦2 − 130 = 0 ⇒ 10(𝑥2 − 𝑦2) = 130

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 = 13 ⇒ (𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦) = 13

⇒ {
𝑥 − 𝑦 = 1
𝑥 + 𝑦 = 13

⇒ {
𝑥 = 7
𝑦 = 6

 

 

 ت ر(  2020)بكالوريا  .93التمرين 

 

(I 𝒏 = 𝟗 ; 𝒑 = 𝟑 ;  𝑪𝟗
𝟑 = 𝟖𝟒 

 𝑩 و 𝑨 احتمال كل من الحدثين حساب( 1

𝑃(𝐴) =
𝐶3
3 + 𝐶4

3

𝐶9
3 =

5

84
 ;  𝑃(𝐵) = 1 − 𝑃(𝐵̅) = 1 −

𝐶5
3

𝐶9
3 =

37

42
  

 .أكبر الأرقام المحصل عليهاالمتغير العشوائي الذي يرفق بكل سحب  𝑿 ( ليكن2

𝑷(𝑿أن:   بيان .أ = 𝟑) =
𝟑

𝟕
 .𝑿  قانون الاحتمال للمتغير العشوائي تعريفو 

𝑃(𝑋 = 3) = 𝑃({113}) + 𝑃({123}) + 𝑃({133}) + 𝑃({223}) + 𝑃({233}) 

=
(𝐶2
2 × 𝐶2

1) + (𝐶2
1 × 𝐶4

1 × 𝐶2
1) + (𝐶2

1 × 𝐶2
2) + (𝐶4

2 × 𝐶2
1) + (𝐶4

1 × 𝐶2
2)

𝐶9
3  

=
2 + 16 + 2 + 12 + 4

84
=
36

84
=
3

7
 

 .𝑿 الأمل الرياضياتي للمتغير العشوائي حساب .ب

 =

{
 
 

 
 
112
122
222⏟
𝑋=2

 ;  
113 223
123 233
133⏟      

𝑋=3

 ;  
114 224
124 234
134 334⏟      

𝑋=4 }
 
 

 
 

⇒ 𝑋 = {2; 3; 4}  

𝑃(𝑋 = 2) = 𝑃({112}) + 𝑃({122}) + 𝑃({222})

=
(𝐶2

2 × 𝐶4
1) + (𝐶2

1 × 𝐶4
2) + 𝐶4

3

𝐶9
3 =

5

21
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𝑃(𝑋 = 4) = 1 −
𝐶8
3

𝐶9
3 =

1

3
 

𝑋𝑖 2 3 4 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
5

21
 

3

7
 

1

3
 

 

𝐸(𝑋) = 2 (
5

21
) + 3 (

3

7
) + 4 (

1

3
) =

65

21
 

II )احتمال   حساب𝑪. 

جداؤها عدد زوجي إذا سحبنا على الأقل كرية واحدة تحمل أرقام  3نحصل على 

 كريات تحمل أرقاما فردية. 3رقما زوجيا، وحادثتها العكسية هي سحب 

𝑃(𝐶) = 1 − 𝑃(𝐶̅) = 1 −
𝐴4
3

𝐴9
3 =

20

21
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 .شجرة الاحتمالاتاكمال ( 1

 

R

3
8

R

3
9

B

6
9

B

5
8

R

4
9

B

5
9

𝟑𝑹; 𝟓𝑩 

𝟑𝑹; 𝟔𝑩 

𝟑𝑹; 𝟕𝑩 

𝟒𝑹; 𝟔𝑩 

𝟒𝑹; 𝟔𝑩 

𝟓𝑹; 𝟓𝑩 

𝟒𝑹; 𝟓𝑩 
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كريات بيضاء هو   7أن احتمال أن يوجد في الصندوق  بيان( 2
𝟏

𝟖
. 

 إذا سحبنا في كل مرة كرية حمراء. كريات بيضاء 7في الصندوق يكون     

𝑃(𝑅 ∩ 𝑅) =
3

8
×
3

9
=
1

8
 

 .كريات حمراء على الأقل 4احتمال أن يوجد في الصندوق  حساب (3

 "في الصندوق كريات حمراء على الأقل 4د ووج الحادثة: " 𝐴نسمي      

𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃(𝐴̅) = 1 −
1

8
=
7

8
 

المتغير العشوائي الذي يأخذ كقيمة عدد الكريات البيضاء الموجودة في   𝑿 ليكن (4

 .الصندوق بعد العملية الثانية

 . 7و 6، 5هي:  𝑿 أن قيم المتغير العشوائي تبرير .أ

𝑋 = {5; 6; 7}  

 .𝑬(𝑿) حسابو 𝑿 قانون الاحتمال للمتغير العشوائي تعريف .ب

𝑃(𝑋 = 5) = 𝑃(𝐵 ∩ 𝐵) =
5

8
×
5

9
=
25

72
 

𝑃(𝑋 = 6) = 𝑃(𝑅 ∩ 𝐵) + 𝑃(𝐵 ∩ 𝑅) = (
3

8
×
6

9
) + (

5

8
×
4

9
) =

19

36
 

𝑃(𝑋 = 7) = 𝑃(𝑅 ∩ 𝑅) =
3

8
×
3

9
=
1

8
 

 

𝑋𝑖 5 6 7 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
25

72
 

19

36
 

1

8
 

 

𝐸(𝑋) = 5 (
25

72
) + 6 (

19

36
) + 7 (

1

8
) =

52

9
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𝜋  𝜋  𝜋 … 𝜋⏟        
𝑛

 𝜋  
𝜋

2
 
𝜋

2
 
𝜋

3
 
𝜋

2
 
𝜋

3
 

𝐶𝑛+6
2 =

(𝑛 + 6)!

2! (𝑛 + 4)!
=
(𝑛 + 6)(𝑛 + 5)(𝑛 + 4)!

2! (𝑛 + 4)!
=
(𝑛 + 6)(𝑛 + 5)

2
 

 :  𝑨 و𝑩احتمال كل من  حسابأ.  .1

𝑃(𝐴) =
𝐶𝑛
2 + 𝐶4

2 + 𝐶2
2

𝐶𝑛+6
2 =

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

+ 7

(𝑛 + 6)(𝑛 + 5)
2

=

𝑛(𝑛 − 1) + 14
2

(𝑛 + 6)(𝑛 + 5)
2

=
𝑛2 − 𝑛 + 14

𝑛2 + 11𝑛 + 30
 

 "سحب كريتين تحملان نفس العددالحادثة: " 𝐶نسمي       

𝑃(𝐵) = 𝑃𝐴(𝐶) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐶)

𝑃(𝐴)
=

𝐶𝑛
2 + 𝐶2

2

𝐶𝑛+6
2

𝐶𝑛2 + 𝐶4
2 + 𝐶2

2

𝐶𝑛+6
2

=
𝐶𝑛
2 + 𝐶2

2

𝐶𝑛2 + 𝐶4
2 + 𝐶2

2 

=

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

+ 1

𝑛!
2! (𝑛 − 2)!

+ 7
=

𝑛(𝑛 − 1) + 2
2

𝑛(𝑛 − 1) + 14
2

=
𝑛2 − 𝑛 + 2

𝑛2 − 𝑛 + 14
 

𝑷(𝑨)يكون:   حتى 𝒏العدد الطبيعي   تعيينب.  =
𝟏𝟕

𝟓𝟓
.  

𝑃(𝐴) =
17

55
⇒

𝑛2 − 𝑛 + 14

𝑛2 + 11𝑛 + 30
=
17

55
 

⇒ 55(𝑛2 − 𝑛 + 14) = 17(𝑛2 + 11𝑛 + 30) 

⇒ 38𝑛2 − 242𝑛 + 260 = 0 ⇒ 𝑛 = 5  

2. 𝒏 =   المتغير العشوائي الذي يرفق بكل نتيجة سحب العدد 𝑿 نعتبر .𝟓

𝐜𝐨𝐬(𝜶) 𝐜𝐨𝐬 (𝜷). 

، 𝟏  :هي 𝑿 أن قيم المتغير العشوائي تبرير. أ
𝟏

𝟒
 ، 𝟎 ،−

𝟏

𝟐
. 
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 =

{
 
 

 
 

{𝜋; 𝜋}⏟  
1

; {𝜋;
𝜋

2
}

⏟  
0

; {𝜋;
𝜋

3
}

⏟  

−
1
2

; {
𝜋

2
;
𝜋

2
}

⏟  
0

; {
𝜋

2
;
𝜋

3
}

⏟  
0

; {
𝜋

3
;
𝜋

3
}

⏟  
1
4 }

 
 

 
 

⇒ 𝑋 = {−
1

2
; 0;
1

4
; 1}  

𝑷(𝑿:  أن   بيانب.  = 𝟎) =
𝟐𝟕

𝟓𝟓
. 

تحمل العدد   كرية واحدة على الأقليكون بسحب  𝑋لاحظ أنّ انعدام 
𝜋

2
. 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶3
2 + (𝐶3

1 × 𝐶8
1)

𝐶11
2 =

27

55
 

 .𝑬(𝑿)  حسابو 𝑿 قانون احتمال المتغير العشوائي تعيينج. 

𝑃 (𝑋 = −
1

2
) =

𝐶6
1 × 𝐶2

1

𝐶11
2 =

12

55
 ;  𝑃 (𝑋 =

1

4
) =

𝐶2
2

𝐶11
2 =

1

55
 

𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶6
2

𝐶11
2 =

15

55
 

𝑋𝑖 −
1

2
 0 

1

4
 1 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
12

55
 

27

55
 

1

55
 

15

55
 

 

𝐸(𝑋) = −
1

2
(
12

55
) +

1

4
(
1

55
) + (

15

55
) =

37

220
 

 

 (ع ت 2021)بكالوريا  .96التمرين 

1) 𝒏 = 𝟓 ; 𝒑 = 𝟐 ;  𝑪𝟓
𝟐 = 𝟏𝟎 

 .𝑷(𝑨) و𝑷(𝑩) حسابأ.  
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𝑃(𝐴) =
𝐶3
2 + 𝐶2

2

𝐶5
2 =

2

5
 ;  𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴̅) = 1 −

2

5
=
3

5
 

  يساوي" ضو في اللجنةع 𝑪 " :𝑯𝟏 احتمال الحدث𝑷(𝑪)  أن بيانب.    
𝟐

𝟓
. 

𝑃(𝐶) =
𝐶1
1 × 𝐶4

1

𝐶5
2 =

2

5
 

 يرفق بكل إمكانية اختيار لعضوين عدد الرجال في اللجنة.   𝑿 المتغير العشوائي (2

;𝟎}هي  𝑿 أن مجموعة قيم تبريرأ.  𝟏; 𝟐}. 

 = { أتانامر نرجلا ، رجل  وامرأة  ،  } ⇒ 𝑋 = {0; 1; 2}  

 . 𝑬(𝑿) أمله الرياضياتي حسابو 𝑿 قانون احتمال المتغير العشوائي تعيينب. 

𝑃(𝑋 = 0) =
𝐶2
2

𝐶5
2 =

1

10
 ;  𝑃(𝑋 = 1) = 𝑃(𝐵) =

6

10
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶3
2

𝐶5
2 =

3

10
 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
1

10
 

6

10
 

3

10
 

 

𝐸(𝑋) =
6

10
+
6

10
=
6

5
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 . 𝑷(𝑪)و  𝑷(𝑩) ، 𝑷(𝑨)  حساب (1

𝑃(𝐴) =
3

9
 ;  𝑃(𝐵) =

2

9
 ;  𝑃(𝐶) =

2

9
 

 .1احتمال سحب سؤال رقمه مختلف عن  حساب (2
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 " 1سحب سؤال رقمه مختلف عن الحادثة: " 𝐷نسمي       

𝑃(𝐷) =
6

9
 

 يرفق بكل بطاقة مسحوبة رقم السؤال المسجل عليها.   𝑿لمتغير العشوائي ا (3

;𝟏}هي  𝑿أن مجموعة قيم  تبريرأ.  𝟐; 𝟑; 𝟒} . 

 = {1; 2; 3; 4} ⇒ 𝑋 = {1; 2; 3; 4}  

 . 𝑬(𝑿)  حسابو 𝑿قانون الاحتمال للمتغير العشوائي  تعيينب. 

𝑃(𝑋 = 1) =
3

9
; 𝑃(𝑋 = 2) =

3

9
; 𝑃(𝑋 = 3) =

2

9
; 𝑃(𝑋 = 4) =

1

9
 

𝑋𝑖 1 2 3 4 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
3

9
 

3

9
 

2

9
 

1

9
 

 

𝐸(𝑋) =
3

9
+
6

9
+
6

9
+
4

9
=
19

9
 

𝑬(𝟐𝟎𝟐𝟏𝑿. استنتج قيمة ـج + 𝟏𝟒𝟒𝟐). 

𝐸(2021𝑋 + 1142) = 2021 (
19

9
) + 1442 =

51377

9
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𝑷𝟒 =
𝟏

𝟒
𝑷𝟑 و  =

𝟏

𝟒
 ، 𝑷𝟐 =

𝟏

𝟔
 ، 𝑷𝟏 =

𝟏

𝟑
. 

  4، 3، 2، 1ع الكريات الاثنتي عشرة حسب الأرقام يزوت .1

𝑃4 =
1

4
=

3

12
𝑃3 و  =

1

4
=

3

12
 ، 𝑃2 =

1

6
=

2

12
  ، 𝑃1 =

1

3
=

4

12
 

كريات   3 ، 2تحمل الرقم   انتكري ،1كريات تحمل الرقم  4كيس د في الأي يوج

 . 4كريات تحمل الرقم  3و 3تحمل الرقم 
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 .𝑩 ، 𝑨 و 𝑪  احتمال الحوادث حساب .2

𝑃(𝐴) = 𝑃1 + 𝑃3 =
1

3
+
1

4
=

7

12
 

𝑃(𝐵) = 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 =
1

3
+
1

6
+
1

4
=
3

4
 

2𝑥 = 𝑥2 ⇒ 𝑥 ∈ {2; 4} ⇒ 𝑃(𝐶) = 𝑃2 + 𝑃4 =
1

6
+
1

4
=

5

12
 

 .𝑬(𝑿)  حسابو 𝑿 ن مجموعة قيم المتغير العشوائيييعت .3

𝑋 = {1; 2; 3; 4} 

𝐸(𝑋) = 𝑃1 + 2𝑃2 + 3𝑃3 + 4𝑃4 =
1

3
+
1

3
+
3

4
+ 1 =

29

12
 

 

 ر(  2021)بكالوريا  .99التمرين 

   .42أن عدد اللجان التي يمكن تشكيلها هو  بيان .1

𝑛 = 7 ; 𝑝 = 2 ;  𝐴7
2 = 42  

2.  

  𝑷(𝑩) جااستنتو 𝑷(𝑨) حساب .أ

𝑃(𝐴) =
𝐴3
2 + 𝐴4

2

𝐴7
2 =

3

7
 ; 𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴̅) = 1 − 𝑃(𝐴) = 1 −

3

7
=
4

7
 

  𝑷(𝑬) و 𝑷(𝑪) حساب .ب

لحساب و،  (𝐻1بعد عزل  )  بقينتة المتاء السبين الأعضمن  تار نائبا  خ ن  𝑃(𝐶)لحساب  

𝑃(𝐸)  بقينة المتسخماء البين الأعضمن  عضوين  تار  خن   (  بعد عزل𝐹1و 𝐻1  ) مع

   .(خر نائبا أو العكسلآئيسا واقد يكون الأول رمعامل الترتيب )ب احتسا

𝑃(𝐶) =
𝐴1
1 × 𝐴6

1

𝐴7
2 =

1

7
 ;  𝑃(𝐸) =

2𝐴5
2

𝐴7
2 =

20

21
 

 .𝑬(𝑿)  حسابو 𝑿  قانون احتمال تعيين .3

 = { أتانامر نرجلا ، رجل  وامرأة  ،  }⇒ 𝑋 = {0; 1; 2}  

428



𝑃(𝑋 = 0) =
𝐴4
2

𝐴7
2 =

2

7
 ;  𝑃(𝑋 = 1) =

2𝐴3
1 × 𝐴4

1

𝐴7
2 =

4

7
  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐴3
2

𝐴7
2 =

1

7
 

𝑋𝑖 0 1 2 

𝑃(𝑋 = 𝑋𝑖) 
2

7
 

4

7
 

1

7
 

 

𝐸(𝑋) =
4

7
+
2

7
=
6

7
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
       
       
       
       
       
       
       



  



7 

15 

17 

 25 

34 

46 

54 

0463 

80 

82 

99 

122 

159 

182 

203 

259 

96275 

308 

325 
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
        
        
        
    
    
    
    
  
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