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  بسم االله الرحمان الرحيم

 مدخل
      أعد هذا الكتاب استجابة لمتطلبات المنهاج الجديد الخاص بالسنة الثالثـة مـن التعلـيم               

ة الذي شـرع    الثانوي العام و التكنولوجي الخاص بشعبتي الآداب و الفلسفة و اللغات الأجنبي           

   .2008 – 2007في تطبيقه ابتداء من الدخول المدرسي 
  

      بالإضافة إلى الاحترام التام للمنهاج فقد حاولنا العمل بمختلف التوجيهات الواردة فيـه             

كما حرصنا على تجسيد المقاربة بالكفاءات التي بني عليها من خلال اختيار أنشطة مناسـبة               

  فاهيم أو عند إدماجها كما حظي استعمال تكنولوجيات الإعلامسواء عند مقاربة مختلف الم

  .و الاتصال بالاهتمام اللازم
  

  :أبواب تمت هيكلتها بنفس الكيفية على النحو التالي) 6 (ةيحتوي الكتاب على ست       

 .عرض للكفاءات المستهدفة إضافة إلى نبذة تاريخية •

 .أنشطة تمهيدية •

 .الدرس •

 .طرائق و تمارين محلولة •

 .أعمال موجهة •

 .استعد للبكالوريا •

 .تمارين و مسائل •

  .اختبر معلوماتك •

  أردنا أن نجعل من هذا الكتاب وسيلة عمل ممتعة و ناجعة في آن واحد، نتمنى أن

  . يسمح لكم من التحضير الجيد لامتحان نهاية السنة

، بكل اهتمـام،    و كون هذا العمل إنجازا بشريا فإنه لا يخلو من النقائص، وعليه فإننا نرحب             

  .بانتقادات القراء التي تهدف إلى إثراء و تحسين الكتاب و هم مشكورون مسبقا على ذلك
 



 :الدوال.1

I.   تمثيل دالة:  

3:  بـ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة  2( ) 2f x x x= − −     

 �                             �                                �  
 
 
 
 
 
II .  قراءة الفاصلةαلنقطة تقاطع المنحني مع محور الفواصل :  

  اضغط مرة أخرى على �      كبرعين فاصلة أ �       أو     باستعمال   �                � 

1,6956208α             و نقرأثم انقر αمن       αعين فاصلة أصغر من                                ≈  

 ثم انقر                              

 
                                  

  

  

  

 :لمتتالياتا.2

) المتتالية من الشكل  )nu f n=  

) نمثل المتتالية • )nu المعرفة على ℕ22:  بـ 3nu n n= − − 

   n                 �                 0       1لكتابة و        �                      � 
  نستعمل                            seqالخاصية ونحدد 

   

  

  

  

      �                 و نتممم                        �                             � 

                                       min 5= −Y ،  max 100=Y    

scl                             و                     5=Y                    

  



 :تراجعيةمتتالية معرفة بعلاقة .3

)نمثل المتتالية •   )nu المعرفة على ℕ0:  بـ 5u 1n حيث n و من أجل كل عدد طبيعي = ≥، 1

1
1

3n nu u −= +  

   النافذةنختار،        �                   �                     �                      �

              ثمweb ونختار                               ثم              ،seqونحدد الخاصية 

   نضغطu        ،لكتابة 

   7ثم        

  

  

  

                                                               
  :الإحصاء.4

 : السلسلة الاحصائية التالية فيما يلي  نعتبر
  )g(الكتلة  300 400 500 600 700    

  التكرار 40 45 51 54 57

�        EDIT       � انقر  �            لإظهار سلسلة �تمام التكرار الإجمالي       لإ   

   ،          فتسجل النتائج في L4التواترات في  :                             L3 و اتمم القوائم                 في 

                                              MATH5 حدد           L4       العمود  ثم          L4 

                                                                   2)L2(   
                              Sum()         2) L2              (3)L3 ( ثم)1(  

  

  

  

  

  

   :لمقاييسحساب ا. 5

  
 �                 )CALC( 1         �                        �  

                                L1 ، L2 و نقرأ                             X ، Xσ، 1Q3 وQ 
 
 
 
 
 
 



 
 

  

  
  الصفحة            الأبواب                       الصفحة            الأبواب                 

  

  ℤالقسمة الإقليدية في: 1الباب

  8..................................................الأنشطة 

  10....................................دروس و طرائق 

  18.........................................أعمال موجهة 

  20......................................استعد للبكالوريا 

  22...................................................تمارين 

  28......................................اختبر معلوماتك 

  

  المتتاليات العددية: 2الباب

  30.................................................الأنشطة 

  32....................................دروس و طرائق 

  40.........................................أعمال موجهة 

  42......................................استعد للبكالوريا 

  44...................................................تمارين 

  48...................................... اختبر معلوماتك

  

  اتجاه تغير دالة: 3الباب

  50.................................................الأنشطة 

  52....................................دروس و طرائق 

  56.........................................أعمال موجهة 

  58......................................استعد للبكالوريا 

  60...................................................تمارين 

 66......................................اختبر معلوماتك 

  

  

  الدوال كثيرات الحدود: 4الباب

  68.................................................الأنشطة 

  70....................................ق دروس و طرائ

  76........................................أعمال موجهة 

  78.....................................استعد للبكالوريا 

  80..................................................تمارين 

  86.....................................اختبر معلوماتك 

  

  الدوال التناظرية: 5الباب

  88.................................................الأنشطة 

  90....................................دروس و طرائق 

  94........................................أعمال موجهة 

  96.....................................استعد للبكالوريا 

  98..................................................تمارين 

  104...................................اختبر معلوماتك 

  

    الإحصاء و الاحتمالات: 6الباب  

  106...............................................الأنشطة 

  108..................................دروس و طرائق 

  116.......................................أعمال موجهة 

  118....................................استعد للبكالوريا 

  120.................................................تمارين 

  128....................................اختبر معلوماتك 
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  الكفاءات المستهدفة
 .معرفة و تحديد حاصل القسمة الإقليدية و باقيها 

 .حصر عدد بين مضاعفين متعاقبين لعدد صحيح 

 .تعيين مجموعة قواسم عدد طبيعي 

 .معرفة توافق عددين صحيحين 

 .معرفة خواص الموافقة و استعمالها في حل مشكلات 

  . خاصية متعلقة بعدد طبيعياستعمال مبدأ الاستدلال بالتراجع لإثبات صحة 
  
  

) التشفير الإنسان استخدم :ا������     )CRY PTOGRAPHIE منذ نحو ألفي عام قبل الميلاد لحماية  
  خوفاً من وقوع الرسائل الحساسة في  فترات الحروبفي وبلغ هذا الاستخدام ذروته  رسائله السرية، 
  التي كانت  شفرة قيصرم خوارزميته المعيارية المعروفة باسر وقام يوليوس قيصر بتطوي. العدو  أيدي 
  .مع قادة جيوشه تهومراسلا  لتأمين اتصالاته  نصا مشفَّراً 
   خلال عملية تعويض كل حرف بحرف آخر من القيصر في خوارزميته علىاعتمد  

  فمثلا بالنسبة للحروف الأبجدية إذا عوضنا الحرف ا. خطية لكل الحروف  سحب
  ...الحرف ج بالحرف و إلخحرف هـ،  نعوض الحرف ب بال،  بالحرف د

  ن  م  ل  ك  ي  ط  ح  ز  و  ه  د  ج  ب  أ

  ف  ع  س  ن  م  ل  ك  ي  ط  ح  ز  و  ه  د

  غ  ظ  ض  ذ  خ  ث  ت  ش  ر  ق  ص  ف  ع  س

  ج  ب  أ  غ  ظ  ض  ذ  خ  ث  ت  ش  ر  ق  ص

                                                                                                  

 .د س ق ع س ع ر ذ د ك د س ف و د ك: التاليةالرسالة فك، باستعمال شفرة قيصر،  �

 . إلى صديقك رسالةستعمال شفرة قيصر،، باأكتب �
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                    12      137  
                     11       17  

                                 5  
  


	�� ه��ا�   :137 12 11 5= × +  
  

 
  .11 ه� 137 ��� 12 ���� ���
�� ����  
  .5 ه� �137 ��� 12

 

  

  ول  ا����ط ا�
  

  . إذا كان مساويا لمجموع كل قواسمه الموجبة ما عدا نفسهنقول عن عدد طبيعي أنه تام: 1تعريف      
1 و لدينا 6 و1،2،3 الموجبة هي على التوالي  لأن قواسمهكامل عدد 6  فمثلا 2 3 6+ + =.  
 .ن كاملا496 و 28أثبت أن العددين  .1
  .الموجبة ما عدا نفسه  بمجموع قواسمه30 و 27 من العددينقارن كلا .2
  ان إذا كان مجموع  القواسم الموجبة لأحدهما ما عدا نفسهول عن عددين طبيعيين أنهما متحابنق: 2تعريف      

  .خر و العكس      مساويا للآ
  .متحابان 284 و 220أثبت أن العددين  .3

  

   قد برهن بدون استعمال الإعلام" لييونارد أولر" هل تعلم أن الرياضياتي 
  . مثالي  عدد2305843008139952128  الآلي أن العدد 

   الذين عرفهم  التاريخ ، استقر في البداية بـِ من أكبر العلماء "لييونارد أولر" 
     حيث ترأس  أكاديمية العلوم إلى1741سان بيترسبورق ثم  في برلين سنة   
   .1766غاية   

����� �� ��� ا	
�� ، ا	
����ء و ا	������ت و      �!"# 
   )'عه� #% أ�

  و ا���3د1ت ا�-(��  ا�'	�0*�ت ا��-�.� )� ا�-,�*� ا��+*(*�0.  

                                                                                                                EULER Leonhard 
Suisse, 1707-1783                                                                                                           

                            


���ا����ط ا�     
          

                                 b علىa عين باقي و حاصل قسمة بإتباع نفس المنهجية المقابلة .1
                                                                             :ين التاليتينتالحال  في  
  ∗ 312a 46b  و = =   ، ∗ 676a 13b  و = =                   .                           

 b بين مضاعفين متعاقبين للعدد الطبيعيaأحصر العدد الطبيعي .2

  :                                                                              في الحالتين التاليتين
  ∗ 170a 29b  و = =   ، ∗ 2007a 16b  و = =                                            .  

   ماذا تلاحظ ؟. 7 على366 و 660عين باقي قسمة كل من العددين  .3
] و ���� 7 أ���� ���ا���ن ���د
�366 و 660 نقول عن العددين ]660 366 7≡.  

  ؟5 #�"ا�!�ن  ��د��2008 و 153ه� ا	��دان  •
  ؟3 #�"ا�!�ن  ��د��69 و 274ه� ا	��دان  •
234aبين أن العددين  • 146b  و = 11n متوافقان بترديد= aما هو باقي قسمة. = b−على n؟  

174aبين أن العددين  • 109b  و = 13n متوافقان بترديد= a باقي قسمةما هو. = b−على n؟  

  .ضع تخمينا
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���ا����ط ا�      

]               نذكر أن  ]a b n≡ يعني أن للعددين الصحيحين  aو bة الإقليدية على نفس الباقي في القسمn.  
  : لإنجاز ورقة الحساب أدناه اتبع الخطوات التالية

في   عددين لهما نفس الباقي2B و2A، أحجز في الخليتين2D و حجزه في الخليةn بعد اختيار العدد الطبيعي∗  
  .nفي القسمة الإقليدية على  عددين آخرين لهما نفس الباقي2H و2G و في الخليتينnالقسمة الإقليدية على

) أحجز 3Aفي الخلية n علىaلتعيين باقي قسمة ∗   )2; 2MOD A D=ثم واصل بنفس الكيفية  ...  
  ...ثم واصل =    5G: PUISSANCE(A2;E2)، أحجز في الخلية2E في الخليةp بعد حجز عدد طبيعي∗  
  
  
  
  

           
  و العددينd وa، b، c بعد تغيير الأعداد الصحيحة 6لاحظ مختلف البواقي المحصل عليها في السطر .1

  . وفق الشروط المحددة أعلاهp وn  الطبيعيين 
aماذا تلاحظ على العددين  .2 c+ و b d+ ؟ a c× و b d× ؟ pa و pb؟  

  .nخمن بعض خواص الموافقة بترديد .3

                                   رابعالنشاط ال   
  : و قد توصلوا إلى النتيجة التاليةيم كان اليونان يتعاملون جيدا مع المربع التام لعدد طبيعي   في القد    

  .لعدد طبيعي   كلما جمعنا أعدادا فردية متتابعة و بالتتابع نحصل على مربع تام 
1، 1 مربع العدد 1:       و هكذا 3 4+ 1، 2 مربع العدد  4 و = 3 5 9+ +   ...، 3مربع العدد  9 و =

   :أنجز ورقة الحساب المقابلة بإتباع الخطوات التالية) 1      
  .49 إلى 1 أحجز الأعداد الفردية من 2B و ابتداء من الخلية B في العمود 
2أحجز 3C في الخلية 3B B= 3 أحجز 4C وفي الخلية  + 4C B= +   

  .4C ثم اسحب إلى الأسفل بع تحديد الخلية
1:  عين المجاميع التالية )2       3 5 7 9 11 13S = + + + + + +.                                                                                                                                                                                                                                                                                         
    1 3 5 7 9 ... 21 23S ′ = + + + + + + +.  

 1 3 5 7 9 ... 47 49S ′′ = + + + + + +   ماذا تلاحظ ؟. +
) خمن حساب المجموع )3       )1 3 5 ... 2 1n+ + + +   .n بدلالة−
1n حيثnطبيعيرض التخمين السابق صحيح من أجل عدد  بف)4       1n أثبت صحته من أجل العدد الطبيعي ≤ +.  

  .صية وراثية الخا هذه      نقول أن

)      نقول عن خاصية )P nمتعلقة بالعدد الطبيعي n1 أنها وراثية إذا كانت صحيحة من أجل العدد الطبيعيn +  
  .nطبيعي      كلما كانت صحيحة من أجل عدد 
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 ℤالقسمة الإقليدية في  ↵
  ℤقابلية القسمة في .1

  يعني وجودaيقسم العدد bالقول أن العدد.  غير معدومb عددان صحيحان وbو a :تعريف
a:  حيث  k عدد صحيح   kb= .لك أن نقول كذbقاسم للعدد a و أنأaمضاعف للعدد b .  

b نكتب     a و نقرأ b يقسم a .  

  :  أمثلة

• 48 8 6= 6 و منه × 48    
• ( ) ( )48 8 6= − × ) و منه − )6 48−  
• ( ) ( )65 13 5− = − )و منه  × )5 65−  
• ( ) ( )65 13 5− = − )و منه  × ) ( )13 65− −  

ℤ) a  نفس القواسم في−a وaللعددين الصحيحين   :لاحظةم   kb= يعني ( )a k b− = −(   

 ℤالقسمة الإقليدية في .2
  ، توجد ثنائية bو من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم a عدد صحيح من أجل كل :  مبرهنة

)وحيدة    ),q rمن الأعداد الصحيحة حيث  : a bq r= 0  و  + r b≤ <.  
)الثنائية    تسمى عملية البحث عن  ),q rبالقسمة الإقليدية للعدد aعلى العددb .يسمىqو r بهذا الترتيب حاصل و باقي   

  .b على العددa   القسمة الإقليدية للعدد
   وحيدq أي يوجد عدد صحيحb لـِ  إما محصور بين مضاعفين متتابعين وb إما مضاعف لـِ aالعدد  :  البرهان

)   حيث )1qb a q b≤ < 0 و نستنتج من هذا أن + a qb b≤ − <.  
r    بوضع a qb= a  نحصل على  − bq r= 0 مع + r b≤ <.  

  .b على عدد صحيح غير معدوم a يمكن تمديد مفهوم القسمة الإقليدية لعدد صحيح:لاحظةم  
a                ونحصل على bq r= 0  و  + r b≤ <.   

  :  أمثلة

          • 37 5 7 2= ×   . 5 على 37 هو باقي قسمة 2 و 5 على 37 هو حاصل قسمة 7 .   +
35              و نلاحظ أن  37 40≤ ) أي > )5 7 37 5 7 1× ≤ < × 37  و + 35 2− =.   

         • 95 7 13 4= ×   . 7 على 95 هو باقي قسمة 4 و 7 على 95 هو حاصل قسمة 13 .   +
91              و نلاحظ أن  95 98≤ 95 و > 91 4− =.  

         • 192 12 16=   . 12 على 192 هو باقي قسمة 0 و 12 على 192 هو حاصل قسمة 16 .   ×
192              و نلاحظ أن  192 204≤ 192 و > 192 0− =.   

         • ( )39 5 8 1− = × −   . 5 على −39 هو باقي قسمة 1 و 5 على −39 هو حاصل قسمة −8 .   +
40              و نلاحظ أن  39 35− ≤− ) و −> )39 40 1− − − =.  
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1

7

7×7=49

7×49=3432

2×7=14

2×7×7=98

2×7×49=686

2

4

4×7=28

4×49=196

4×343=1372

4

   بين مضاعفينa ، ثم أحصر العدد b على العدد الطبيعي aعين باقي قسمة العدد الصحيح :1  تمرين محلول

  . في كل حالة من الحالات الآتيةb   متعاقبين للعدد 

     1 .8159a=  52  وb=      .2. 725a=  91  وb=        .3 .7361a=−  47  وb=                              .

1.8159  :حل 52 156 47= ×      . 52 على 8159 هو باقي قسمة47 و52 على 8159 هو حاصل قسمة 156 .+
          52 156 8159 52 157× ≤ < 8112   أي × 8159 8164≤ <  .   
        2 .725 91 7 88= ×      . 91 على 725 هو باقي قسمة 88 و91 على 725 هو حاصل قسمة 7 .+

          91 7 725 91 8× ≤ < 637   أي × 725 728≤ <  .   
        3 .( )7361 47 157 18− = × −    هو باقي قسمة     18 و47 على −7361 هو حاصل قسمة −157 .+

) .  47 على −7361            ) ( )47 157 7361 47 156× − ≤− < × 7379  أي − 7361 7332− ≤− <−  .   

  .6 هو 10 عدد صحيح  باقي قسمته على a :2تمرين محلول  

  ؟           2 على aما هو باقي قسمة العدد . 2 ؟               5 على aما هو باقي قسمة العدد  .1

10:    حل   6a k=   . عدد صحيح k حيث +
     1    .10 5 1a k= + )  و منه+ )5 2 1 1a k= +    . 1 هو 5 على a  ومنه باقي قسمة +
    2    .2(5 3)a k=      . 0 هو 2 على aي قسمة ومنه باق +

  . ه عين مجموعة قواسم إلى جداء عوامل أولية و1372 حلل العدد :3تمرين محلول

1 إلى جداء عوامل أولية تحليله n عدد قواسم عدد طبيعي :طريقة    2
1 2 ... p

pn a a aαα α= × ×   : هو ×
              ( ) ( ) ( )1 21 1 ... 1pα α α+ × + × × +        

       .          نحسب جداء الأعداد المحصل عليها 

2 )1:حل   31372 2 7= ) هو1372عدد قواسم.× ) ( )2 1 3 1 12+ + .                                                 قاسما 12 يقبل إذن 1372العدد .  =
  . يمكن استعمال الشجرة الآتية 1372Dلإيجاد المجموعة  .   1372 مجموعة قواسم 1372Dلتكن ) 2        

                                      
                                                                                                            

                                       1 02                         
                                                    

  
                                                                       

                                                                                   12  
                                  

  

                                     22  

1372   هي إذن1372   مجموعة قواسم العدد                                        

1;2;4;7;14;28;49;98;

196;343;686;1372
D

   = 
   
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   ℤالموافقات  في  ↵
 تعريف .1
   n متوافقان بترديد b وaالقول أن عددين صحيحين . عدد طبيعي غير معدوم n :تعريف  
  .n نفس الباقي في القسمة الإقليدية علىb وaيعني أن للعددين   
]  نرمز    ]a b n≡ و نقرأ aيوافق bبترديد n .  

]:    أمثلة ]27 92 5≡،  [ ]12 34 11≡ ، [ ]24 3 7≡ ، [ ]20 1 7− ≡ ، [ ]59 3 8− ≡−   .  

] ، xمن أجل كل عدد صحيح   :ةلاحظم   ]0 1x≡.  

 مبرهنة .2
    نفس الباقيbو aيكون لـِ. عدد طبيعي غير معدوم nعددان صحيحان و b وa :  مبرهنة

a  إذا و فقط إذا كان nعلى   في القسمة الإقليدية  b− مضاعفا للعدد n.  
  .nالإقليدية على   في القسمةr  نفس الباقيb وaنفرض أن لـِ  :  البرهان

a   و منه  نضع  nq r= b'و  + nq r= 0 عددان صحيحان و q' وq حيث + r n≤ <.   
)   و منه )' 'a b nq r nq r n q q− = + − − = q'بوضع . − q q′′ = −  ��	
a  	��ن � b nq ′′− =  

7#  q a نستنتج هكذا أن . �
د �,*′′8 b− مضاعف لـ n.  
a نفرض :  عكسيا  b− مضاعف لـ n .  يوجد إذن عدد صحيحk حيث أن a b k n− =.  
  .n على b باقي قسمة r  ليكن 
b  لدينا  nq r= 0عدد صحيح و q حيث + r n≤ <.  

)  و منه  )a b k n nq r k n q k n r= + = + + = + +.  
q  بما أن   k+0 عدد صحيح  و r n≤   .nعلى a هو باقي القسمة الإقليدية للعدد r  فإن >

 .n  نفس الباقي في القسمة الإقليدية على b وa  ومنه لـِ 

    كان إذا و فقط إذاn متوافقين بترديدb وaيكون  .عدد طبيعي غير معدوم nعددان صحيحان و b وa :نتيجة    
    a b− مضاعفا لـ n.   

  

) 1عدد طبيعي غير معدوم يختلف عن  n  :    خاصية )2n≥.  
  .n قسمته على ، باقيnيوافق، بترديد a                 كل عدد صحيح

  . n باقي قسمته على r عدد صحيح و a   :ا�%�ه�ن   
a   نعلم أن  nq r= 0 عدد صحيح وq حيث + r n≤ aو منه  . > r nq− = .  

a   و بالتالي  r− مضاعف لِـ n.  

0 هو الباقي إلا إذا كان rنقول أن :ملاحظة   r n≤ ]فمثلا . > ]16 6   5 على16 ليس باقي قسمة 6 و≡5
6  لأن  ] لأن1أما الباقي فهو. ≤5 ]16 1 0 و≡5 1 5≤ <.  
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  :خاطئةالصحيحة و ال الموافقات الآتية أذكر من بين :1تمرين محلول   

   1  ([ ]26 11 ])  2     ؛  ≡5 ]32 18 10− ])  3     ؛ ≡ ]478 32 ])  4     ؛ ≡5 ]58 5 7≡−   

   5  ([ ]263 14 ]  )6  ؛   ≡5 ]144 11 ])  7      ؛ ≡19 ]2131 25 ])  8   ؛ ≡12 ]348 36 7≡       

] للبرهان على أن :طريقة    ]a b n≡يمكن البرهان على أن a b−مضاعف لِـ nان على أن لـِ أو البرهaو b   
         .n    نفس الباقي في القسمة الإقليدية على 

  :حل   

          1 (26 11 15− 15 و = 3 5= ]إذن . × ]26 11   . صحيحة≡5
          2 (32 18 50− − ) و −= )50 5 10− = − ]إذن . × ]32 18 10−   . صحيحة≡

      3 (478 32 446− 446 و = 89 5 1= × ]إذن . + ]478 32 ≡478و نكتب . خاطئة ≡5 [ ]32 5.  
      4 (58 5 63+ 63 و = 9 7= ]إذن . × ]58 5       . صحيحة−≡7

      5 (263    فإن4 هو كذلك5 على14 وبما أن باقي قسمة العدد4 هو إذن5 على263باقي قسمة. =3969
     [ ]263 14    . صحيحة≡5

      6 (144 19 7 11= × أن  نستنتج 19 باقي قسمته على19 يوافق بترديد144 و بما أن العدد+
[ ]144 11          . صحيحة≡19

      7 (2131 1430 12 1= × 25و+ 2 12 1= ×  إذن 12 تحصلنا على نفس الباقي في القسمة على +
[ ]2131 25    . صحيحة≡12

      8 (348 15799 7 6= × 36 و+ 5 7 1= ×   إذن7 لم نحصل على نفس الباقي في القسمة على+

[ ]348 36 348و نكتب . خاطئة≡7 ≡ [ ]36 7.  

] في كل حالة من الحالات الآتيةعين :2تمرين محلول ]( )a b n≡ باقي قسمة aعلى n و باقي قسمة b 

  .   ، ثم أذكر صحة أو خطأ الموافقةnعلى

   1  ([ ]262 927 ])  2     ؛  ≡5 ]322 78 4− ])  3     ؛ ≡ ]471 30 ])  4     ؛ ≡8 ]158 39 17≡   
  : حل 

        1 (262 5 52 2= × 927 و+ 5 185 2= ×        927  و باقي قسمة 2 هو5 على262 إذن باقي قسمة +

] إذن 5 لهما نفس الباقي في القسمة على 927 و262 و منه 2 هو5على  ]262 927   . صحيحة ≡5
        2 (( )322 4 81 2− = × − 78 و+ 4 19 2= ×     و باقي قسمة   2 هو4 على−322 إذن باقي قسمة +

] إذن 4 لهما نفس الباقي في القسمة على 78 و−322 و منه 2 هو4على 78  ]322 78 4−   . صحيحة ≡
        3(471 8 58 7= × 30 و+ 8 3 6= ×  6هو8على 30 و باقي قسمة 7 هو8 على471 إذن باقي قسمة +
] إذن 8 ليس لهما نفس الباقي في القسمة على30 و471و منه  ]471 30 ≡471و نكتب. خاطئة ≡8 [ ]30 8.  

     4 (158 17 9 5= × 39 و+ 17 2 5= ×  17على 39  و باقي قسمة5 هو17 على158 إذن باقي قسمة +
] إذن 17 لهما نفس الباقي في القسمة على 39 و158 و منه 5هو ]158 39   . صحيحة≡17
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    ℤالموافقات  في خواص  ↵
]: لديناaصحيح غير معدوم و من أجل كل عدد nعدد طبيعي من أجل كل :1الخاصية     ]a a n≡.  
0a لدينا :ا�%�ه�ن    a n− = a و منه × a−مضاعف للعدد n.  

   .عدد طبيعي غير معدوم nعددان صحيحان و b وa :2خاصيةال    
]إذا كان  ]a b n≡ فإن [ ]b a n≡.  

  نفس الباقي في القسمة الإقليدية a وb فإن لـِ n نفس الباقي في القسمة الإقليدية علىb وaلـِ  إذا آ�ن  :ا�%�ه�ن   
  .nعلى

  . أعداد صحيحةc وa، b.عدد طبيعي غير معدوم n : )خاصية التعدي( 3خاصيةال    
](إذا كان   ]a b n≡و [ ]b c n≡ (فإن[ ]a c n≡.  

]( أعداد صحيحة حيث c وa، b   :ا�%�ه�ن     ]a b n≡و [ ]b c n≡.(  
    )[ ]a b n≡و [ ]b c n≡ ( يعني)a b k n− b' و= c k n− =)( kو 'k عددان صحيحان  (  

)     و منه و بالجمع نحصل على )'a c k k n− = k'بما أن . + k+ عدد صحيح فإن [ ]a c n≡.   
  

  . أعداد صحيحةd وa، b، c.ير معدومعدد طبيعي غ n: )خاصية التلاؤم مع الجمع( 4خاصيةال    
] (إذا كان ]a b n≡و [ ]c d n≡  ( فإن[ ]a c b d n+ ≡ +.  

]( أعداد صحيحة حيث d وa، b، c   :ا�%�ه�ن      ]a b n≡و [ ]c d n≡.(  

   )[ ]a b n≡و [ ]c d n≡ ( يعني)a b k n− c' و= d k n− =)( kو 'k عددان صحيحان  (  
)  ومنه و بالجمع نحصل على ) ( )( ) 'a c b d k k n+ − + = k'بما أن.+ k+ عدد صحيح فإن[ ]a c b d n+ ≡ +.  

  
  . أعداد صحيحةd وa، b، c.عدد طبيعي غير معدوم n: )خاصية التلاؤم مع الضرب( 5خاصيةال    

] (إذا كان ]a b n≡و [ ]c d n≡  ( فإن[ ]a c b d n× ≡ ×.  
  

]( أعداد صحيحة حيث أنd وa، b، c  :ا�%�ه�ن       ]a b n≡و [ ]c d n≡.(  

   )[ ]a b n≡و [ ]c d n≡ ( يعني)a b k n− c' و= d k n− =)( kو 'k عددان صحيحان  (  

)   لدينا  )( ) ( ) ' 'a c b d a c ad ad b d a c d d a b a k n d k n a k d k n− = − + − = − + − = + = +  
a'   بما أن  k d k+ عدد صحيح فإن [ ]a c b d n≡.  

  . إلى جداء عدة أعداد صحيحةيتم تعميم الخاصية السابقة :�+*()      
  

  . عددان صحيحانb وa.عددان طبيعيان غير معدومينp وn :6خاصيةال    
]إذا كان ]a b n≡فإن [ ]p pa b n≡.  

  

   ).أنظر التمارين (  الاستدلال بالتراجع يمكنك استعمال:ا�%�ه�ن      
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  .=3691c  و  =255a= ، 837b: لتكن الأعداد الصحيحة التالية  :1 تمرين محلول  
   .11 على العددc وa،bعين باقي قسمة الأعداد  .1

aمة كل من باستعمال الموافقات عين باقي قس .2 b+ ، a c× ، a b c+ +، 2a، a b c× ×.  

  :حل  

  . على الترتيب6 ، 1 ، 2 هي 11 على العددc وa ، b نجد أن بواقي الأعدادباستعمال حاسبة  .1

]:  لدينا .2 ]
[ ]

2 11

1 11

a

b

 ≡
 ≡

] و بتطبيق خاصية الجمع نجد ]3 11a b+   .3 الباقي هو منه و≡

]       لدينا  ]2 11a≡ و [ ]6 11c ]صية الضرب نجد بتطبيق خا.≡ ]12 11ac ] و بما أن ≡ ]12 1 11≡   
]  فإنه بالتعدي  ]1 11ac   .1و منه الباقي هو ≡

:       لدينا
[ ]

[ ]

[ ]

2 11

1 11

6 11

a

b

c

 ≡ ≡
 ≡

] و بتطبيق خاصية الجمع نجد ]9 11a b c+ +    .9 و الباقي هو  ≡

]: ينا    لد ]2 11a≡ نجد 6 و بتطبيق الخاصية [ ]2 22 11a ]  أي ≡ ]2 4 11a    .4و الباقي هو  ≡

       
[ ]

[ ]

[ ]

2 11

1 11

6 11

a

b

c

 ≡ ≡
 ≡

] و بتطبيق خاصية الضرب نجد ]1 2 6 11a b c× × ≡ × ]أي × ]12 11a b c× × ≡  

]و         ]12 1 ]  نجدخاصية التعديتطبيق  و ب≡11 ]1 11a b c× ×   .1 و الباقي هو ≡

] عددان صحيحان حيث b و a :2   تمرين محلول ]3 5a ] و ≡ ]4 5b ≡.  
2aأن العددبين  .1 b+5 يقبل القسمة على.  

2عين باقي قسمة العدد .2 22a b+5 على. 

]تحقق أن  .3 ]1 5b ≡  .5 على1428b و2007bاستنتج باقي قسمة . −

  :حل  

]لدينا  .1 ]
[ ]

3 5

4 5

a

b

 ≡
 ≡

] و منه  ]
[ ]

2 6 5

4 5

a

b

 ≡
 ≡

] أي  ]
[ ]

2 1 5

4 5

a

b

 ≡
 ≡

] لأن  ]6 1  بتطبيق خاصية الجمع نحصل. ≡5

]:  على ]2 5 5a b+ ]  و بما أن≡ ]5 0 ] فإن ≡5 ]2 0 5a b+ 2aباقي قسمة . ≡ b+نستنتج هكذا . 0 هو5 على
2aأن العدد b+ 5يقبل القسمة على.  

]لدينا  .2 ]
[ ]

3 5

4 5

a

b

 ≡
 ≡

] و منه  ]
[ ]

2

2

2 2 9 5

16 5

a

b

 ≡ ×
 ≡

]   أي    ]
[ ]

2

2

2 3 5

1 5

a

b

 ≡
 ≡

] لأن  ]18 3 ] و ≡5 ]16 1 5≡. 

]: بتطبيق خاصية الجمع نحصل على ]2 22 4 5a b+ 2باقي قسمة العدد. ≡ 22a b+4 هو إذن5 على.  
]من الواضح أن .3 ]4 1 5≡ ] و منه باستعمال خاصية التعدي نحصل على− ]1 5b ≡ −. 

) نحصل على 6  بتطبيق الخاصية ) [ ]20072007 1 5b ≡ ] و − ]1428 14281 5b ] أي ≡ ]2007 1 5b ≡ ] و− ]1428 1 5b ≡.  
] و بما أن  ]1 4 5− ] فإن ≡ ]2007 4 5b   .1 هو5 على1428bباقي قسمة و 4 هو5 على2007bنستنتج أن باقي قسمة. ≡
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 الاستدلال بالتراجع ↵
  مبدأ الاستدلال بالتراجع .1

)  :                مسلمة )P n خاصية متعلقة بعدد طبيعي n 0وnعدد طبيعي .  
)                 للبرهان على صحة الخاصية )P nمن أجل كل عدد طبيعي n0 أكبر من أو يساويnيكفي أن :  

) أي 0nنتأكد من صحة الخاصية من أجل  .1 )0P n.  
) أي0n أكبر من أو يساويnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي .2 )P n 

) أي+1nو نبرهن صحة الخاصية من أجل )  فرضية التراجع  (  )1P n+ .  
    

   فإن                                                           
                ( )0P n      إذا كانت        ( )P n             ( )1P n+  
   صحيحة                        صحيحة                 صحيحة                 

 
 

                2المرحلة                                  1المرحلة                       

  كل إلا أنها تبقى ضرورية لأنهبصفة عامة المرحلة الأولى تتمثل في عملية تحقق بسيطة لا تطرح أي مش :لاحظةم  
  . يمكن لخاصية أن تكون وراثية و لكن خاطئة

  :بالفعل. خاطئة رغم أنها وراثية " 5 مضاعف للعددn،3nمن أجل كل عدد طبيعي:" الخاصية  :ثالم  
3 بحيث k  فإنه يوجد عدد صحيح5لعدد مضاعفا ل3n  إذا كان  5n k=.  
) لدينا إذن  ) ( )13 3 3 3 5 5 3n n k K+ = × = 13n و منه =   .5 هو الآخر مضاعف للعدد+

 مثال .2
) غير معدوم، nمن أجل كل عدد طبيعي:  " لنثبت صحة الخاصية التالية  )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + ="   

1n من أجل:المرحلة الأولى 1:  لدينا= 2
1

2

1n و منه الخاصية صحيحة من أجل=× =.  

  ):الوراثة ( المرحلة الثانية 

1n حيثnنفرض صحة الخاصية من أجل عدد طبيعي •••• ):  أي≤ )1
1 2 3 ...

2

n n
n

+
+ + + + =. 

1nلنبرهن صحة الخاصية من أجل  •••• ): أي+ ) ( ) ( )1 2
1 2 3 ... 1

2

n n
n n

+ +
+ + + + + + =. 

):  لدينا ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1 1

2

n n
n n n n n

+
+ + + + + + = + + + + + + = + +  

) و منه   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2
1 2 3 ... 1

2 2

n n n n n
n n

+ + + + +
+ + + + + + = =.  

) غير معدوم، nمن أجل كل عدد طبيعي " : الخلاصة )1
1 2 3 ...

2

n n
n

+
+ + + + ="   

  :الخلاصة

  عدد طبيعيأجل كل  من 
n0 أكبر من أو يساويn  
( )P nصحيحة . 
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  :أثبت، باستعمال الاستدلال بالتراجع، أنه:1 تمرين محلول 

3n، العدد nمن أجل كل عدد طبيعي n− 3 مضاعف للعدد.  

   :حل  
3n"    الخاصية  n− متعلقة بالعدد الطبيعي  " 3 مضاعف للعددn . الاستدلال بالتراجعنستعمل .  

0n=، 30من أجل : 1 المرحلة          0 0 3 0− = = 30 و منه ×   .3 مضاعف للعدد −0
  .=0n  نستنتج أن الخاصية صحيحة من أجل

0n حيثnنفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي: 2         المرحلة  ≥  
3n :أي n− 3 مضاعف للعدد.  

3          نضع  3n n k− 3و منه.  عدد طبيعي k  حيث = 3n k n= +  
) أي +1n         و نبرهن أن الخاصية صحيحة من أجل  ) ( )

3
1 1n n + − +  

  .3للعدد  مضاعف 

         
( ) ( )

( ) ( )

3 3 2 2

3 2 2

1 1 3 3 1 1 (3 ) 3 2

1 1 3 3 3 3( )

n n n n n n k n n n

n n k n n k n n

+ − + = + + + − − = + + +

+ − + = + + = + +
   

)23        و و بما أن  )k n n+ ) نستنتج أن 3 مضاعف للعدد + ) ( )
3

1 1n n+ −    .3 مضاعف للعدد +
n،3nمن أجل كل عدد طبيعي :    الخلاصة n− 3للعدد  مضاعف  .   

  
)نرمز بـِ :2   تمرين محلول )P n4 يقسم العدد3العدد: "  إلى الخاصية التالية 1n   ".عدد طبيعيn حيث +

)، إذا كانتnعيبين أنه من أجل كل عدد طبي .1 )P nصحيحة تكون ( )1P n   . صحيحة+

)هل يمكننا استنتاج أن الخاصية .2 )P nصحيحة من أجل كل عدد طبيعي n؟ اشرح . 

  :حل  

)نفرض أن .1 )P nصحيحة من أجل عدد طبيعي كيفي n 4 يقسم العدد3 أي أن العدد 1n   و يمكننا أن نعبر عن +

4  ذلك بوضع  1 3n k+   . عدد صحيحk حيث=
)رهن أن    لنب )1P n+ 14 يقسم العدد 3 صحيحة أي أن العدد 1n + +.  
14  لدينا  1 4 4 1n n+ + = × 4 و بما أن + 3 1n k=   :نستنتج أن) من الفرضية السابقة ( −

( )14 1 4 3 1 1n k+ + = − +  
)لدينا إذن    )14 1 4 3 4 1 3 4 3n k k+ + = × − + = ) و منه − )14 1 3 4 1n k+ + = −.  

14 لدينا إذن  1 3n k+ ′+ 4 مع = 1k k′ = 14 يقسم العدد 3نستنتج أن العدد .  و هو عدد صحيح− 1n + +.  
)ة و منه فالخاصي )1P n   . صحيحة+

)لا يمكننا استنتاج أن الخاصية .2 )P nصحيحة من أجل كل عدد طبيعي n فلابد من التحقق من صحتها من  

  . لأن وراثية الخاصية تبقى غير كافية=0n أجل
  و بالتالي فهي غير صحيحة من أجل2 لا يقسم العدد3 لأن العدد=0nلخاصية غير صحيحة من أجل     نلاحظ أن ا
  .n كل عدد طبيعي
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  التشفير التآلفي     

  .لمعلومات و المراسلات و قد شاع في أيامنا استعمال هذا المصطلحيستعمل التشفير لإخفاء ا        
0حيث( xفي إرفاق كل حرف أبجدي مرقم بعددالتشفير التآلفي تتلخص طريقة   27x≤    ) الأبجدية العربية  في حالة≥
a قسمة باقي y الطبيعيبالعدد  x b+المعرف بـِ  أي 28 على[ ]28y ax b≡ )a ث حي+ )0a  عددان b و≠

)ائيةتسمى الثن. معلومان فقط من طرف المرسل و المستقبل طبيعيان );a bمفتاح الشفرة .   

  : نحصل على الجدول التالي=7b و =3a  من أجل:مثال .1
  ن  م  ل  ك  ي  ط  ح  ز  و  هـ  د  جب     أ  الحرف

x  0    1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  
y  7  10  13  16  19  22  25  0  3  6  9  12  15  18  

  ق  ع  م  ي  ز  د  أ  ض  ث  ر  ف  ن  ك  ح  التشفير
  

  غ  ظ  ض  ذ  خ  ث  ت  ش  ر  ق  ص  ف  ع    س  الحرف

x  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26  27  
y  21  24  27  2  5  8  11  14  17  20  23  26  1  4  

  هـ  ب  ظ  خ  ش  ص  س  ل  ط  و  ج  غ  ذ  ت  التشفير
  "ط  ز ح ض ن م ح"  ، "ي  ح ك" ما هي الكلمة التي تشفيرها  •
  "خمسة جويلية عيد الاستقلال " عين تشفيرا للعبارة  •
 :تطبيق .2

)استعمل المفتاح •  . لإنشاء جدول مماثل للسابق5;3(
)استعمل المفتاح  •  "ز  ش ع ك و س ه ث ز ط ن ض ش ف ك وش:"  لفك التشفير و قراءة الرسالة التالية5;3(

 .قم بتشفير حكمة من الحكم الشهيرة و اطلب من زميلك فكها و قراءتها •
 ملاحظ هامة .3

3b و =7a                  نأخذ الآن  =  
]لا  أن تحقق مث • ]7 3 79 1 3 28× + ≡ × +.  
   ؟ من الحروف الأبجديةي و ب ماذا تستنتج بالنسبة للحرفين  •
  .عين من بين الحروف الأبجدية، حرفين أو أكثر لهما نفس التشفير •
  .3 تشفيرها  التيالحروف الأبجديةكل عين  •

جد حروف يتم تشفيرها بنفس الحرف مما يسبب صعوبات بالنسبة لكل من المرسل تو   مثلا نلاحظ أنه في هذه الحالة      
  .و المستقبل

)عين  • );28PGCD a .هل العددانa أوليان فيما بينهما ؟28 و   
  . في حالة الحروف الأبجدية28 أوليا مع العددaقة نختار العددفي الحالة العامة و تجنبا للوقوع في حالة مماثلة للساب
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  ا معينايوم الأسبوع الذي يصادف تاريخ   

  يوم منحديد يوم الأسبوع الذي يصادف أي  من هذا يمكن تانطلاقا . ثنينالا يوم 2007صادف  أول جانفي        
  .السابقة أو القادمةنوات  الس  

  .1962صادف  خمسة جويلية نريد  الذي نريد معرفة اليوم  )1
   يحسب إلا لا (1962خمسة جويلية   و  2007أول جانفي فصل بين  التي تn عدد الأيام ما هوـ 

   ) . 366 كما تأخذ السنة الكابسة التي عدد أيامها  أحد التاريخين  في المجموع
  . التي مرت بين التاريخينq ، أوجد عدد الأسابيع 7              ـ بقسمة العدد الموجود سابقا  على 

   .r  و q بدلالة nأكتب  .قية بعد مرور هذه الأسابيع بين التاريخين للأيام المتبr              ـ عين العدد 
  .1962 الأسبوع الذي صادف خمسة جويلية             ـ استنتج  يوم

  .السنة القادمة  من يوم الأسبوع الذي يصادف أول نوفمبربنفس الطريقة عين )2
 قرن عن تاريخ الاستقلال ؟ الاحتفال بمرور  يوم الأسبوع الذي يصادفما هو  )3

  ؟1954عين يوم الأسبوع الذي صادف أول نوفمبر )4

  #� ه" ا	�"م ا	/ي -�دف ��ر�* #�(دك ؟ )5

    تعيين بواقي قسمة قوى عدد طبيعي على آخر   

  .5 على2n، بواقي قسمة العدد الطبيعيn، حسب قيم العدد الطبيعيإلى تعييننهدف    
    وضع تخمين باستعمال المجدول .1111

   أحجز2Bفي الخلية. 27 إلى0 الأعداد الطبيعية منAأحجز في العمود  
 22A=  2في الخلية .ثم اسحب إلى الأسفل بعد تحديدهاCأحجز   

( )2;5MOD B=بعد تحديدها  ثم اسحب إلى الأسفل.  
  .ماذا تلاحظ ؟ ضع تخمينا

    إثبات صحة التخمين .2222

]:   أنقل ثم أتمم ما يلي • ]12 ... 5≡   ،   [ ]22 ... 5≡،       [ ]32 ... ]    و    ≡5 ]42 ... 5≡. 
1 من أجل 5 على2nاستنتج بواقي قسمة • 4n≤ ≤. 
]، kبين أنه من أجل كل عدد طبيعي • ]42 1 5k  : ما يلي) بعد نقلها (   ثم باستعمال خواص الموافقة أ أتمم ≡

[ ]4 12 ... 5k + ≡   ،   [ ]4 22 ... 5k + ≡،       [ ]4 32 ... 5k + ≡.  

4n إذا كان 5 على2nما هو إذن باقي قسمة  • k= ، 4 1n k= + ، 4 2n k= 4و   + 3n k=   ؟+

    تطبيقات .3333

 .5 على20072  و  14282عين بواقي قسمة  كل من  •
50   عين باقي قسمة العدد • 2000 832 2 3 2 2× − ×  .  5على    +

]تحقق أن  • ]2007 2  .5 على20082007 ثم استنتج باقي قسمة ≡5
2002بين أن العدد يقبل • 2000 20033 12 3 2007 2 42× − × +  .5على القسمة ×
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  موضوع محلول

  .6عين كل الأعداد الصحيحة قواسم العدد .1
2. 
) ا�-� 	��ن #% أ�n �@�A*% ا?�
اد ا�<,*, )4n −3�� ��!�� 
 .6د


 ا?�
اد اعين .3,*,>�n �@�Aن #% أ��	 �) ا�- )2n +3�� ��!�� 
 .6د

2 حيث aنعتبر العدد الناطق  .4

4

n
a

n

+=
−

. 

6، 4ف عن يختلnتحقق أنه من أجل كل صحيح •
1

4
a

n
= +

−
. 

 . عددا صحيحاa التي يكون من أجلهاnاستنتج الأعداد الصحيحة •

4 حيث bنعتبر العدد الناطق  .5

2

n
b

n

−=
+

. 

6، 2 يختلف عنnنه من أجل كل صحيحتحقق أ •
1

2
b

n
= −

+
. 

 . عددا صحيحاb التي يكون من أجلهاnاستنتج الأعداد الصحيحة •

 

  ر                                           تعاليقحل مختص                            

 6D بـِ ℤ في6إذا رمزنا إلى مجموعة قواسم العدد )1

} فإن  }6 6; 3; 2; 1;1;2;3;6D = − − − −  
     2( ( )4n 3
د−�� B!�� 6أن ��3	 ( )4n -�� إ��−�	6 D  

6  3  2  1  1−  2−  3−  6−  4n −  
10  7  6  5  3  2  1  2−  n  

  

     3 (( )2n +
3�� B!�� 6أن ��3	 ( )2n -�� إ��+�	6 D  

6  3  2  1  1−  2−  3−  6−  2n +  
4  1  0  1−  3−  4−  5−  8−  n  

  

6: لدينا)  4      4 6 2
1

4 4 4

n n

n n n

− + ++ = =
− − −

  

6 و منه 
1

4
a

n
= +

−
  

) عددا صحيحا إذا و فقط إذا كانa  يكون إذن )4n   6 ��!�� �ِـ−
} عنصر منn أي  }2 ;1;2;3;5;6;7;10−  

6:لدينا) 5      2 6 4
1

2 2 2

n n

n n n

+ − −− = =
+ + +

  

6 و منه 
1

2
b

n
= −

+
  

) عددا صحيحا إذا و فقط إذا كانbيكون إذن )2n   6 ��!�� �ِـ+
} عنصر منn أي  }8 ; 5; 4; 3; 1;0;1;4− − − − − 

-F�G 1 B!3**% ��اG B-	 HIفي6 أ ℤ.  

  
  
  
- 4n n ′− =  ��3	   4n n ′= +.  
  
  
  
  
- 2n n ′+ =  ��3	   2n n ′= −.  
  
  
  
-J ت أن�KLx y=%# M�N�G أن %��	 y 

  .x�����ل إ��
  
  
-P��.�"ال ا��ا QR�-I ��3-�I .  
  
  
 F)I 6 و−B�3I 6 أن ��3
د	% ا�<,*,*%-

���S# �( B!ا�T�ا

 ا?�
اد ا�<,*,ℤ.  
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   مع إرشاداتموضوع

  

 ، مرتبة من اليسار إلى اليمين ، يتم تحديدها بالنسبة لكل ا رقم15  يتكون رقم الحساب الجاري لإحدى البنوك من 
  :مشترك وفق النمط التالي

 . حسب جنس المشترك2 و إما1الرقم الأول هو إما •

 .الرقمان المواليان هما الرقمان الأخيران الموجودان في سنة ميلاده •

 .الرقمان المواليان يعينان شهر ميلاده •

 .إقامتهالرقمان المواليان هما رمز ولاية   •

 . الوطنيةهتعريفرقم بطاقة  الموالية هي الأرقام الستة •

  ).ن أن يكون أول الرقمين من المفتاح معدوما يمك( الرقمان الأخيران هما المفتاح  •
  : كما يلي) مفتاح المراقبة (     يتم تعيين المفتاح 

97المفتاح هو  r−حيث r97 هو باقي قسمة العدد المكون من الأرقام الثلاثة عشر الأولى على.  
2 من صحة مفتاح المراقبة الخاص برقم الحساب تحقق .1 85 05 33 565 001 89. 

2أثناء إجراء عملية سحب تم حجز خطأ الرقم   .2 85 05 33 569 001  ).خطأ في الرقم العاشر  ( 89

  .لمراقبة في هذه الحالة يسمح من اكتشاف وجود خطأتحقق أن مفتاح ا
  ).دون المفتاح( Bمن الأرقام الثلاثة عشر الأولى للعدد  العدد المكونA رقم حساب و ليكنBليكن .3
610H على الشكلAأكتب العدد • L× 60  حيث + 10L≤ < ( )2 85 05 33 565 001 89B =. 

]بين أن • ]610 27 27H وA ثم استنتج أن للعددين≡97 L+97 نفس الباقي في القسمة الإقليدية على. 

2ساب تحقق من صحة مفتاح المراقبة الخاص برقم الح باستعمال النتيجة السابقة • 85 05 33 565 001 89. 

 .أذكر مثالا لخطأ لا يسمح المفتاح من اكتشاف وجوده •

 

 إرشادات

2باقي قسمة .1 85 05 33 565 97 و منه المفتاح هو 8 هو97 على001 8 89− =. 

 .89casioتسمح من تعيين باقي القسمة مثل يمكن استعمال حاسبة 

 .66المفتاح هو .2

)لاحظ أن  .3 )36 210  . ثم نستعمل خواص الموافقة=10

L وL بحيث يكون لجزأيهماHنأخذ رقمي حساب لهما نفس الجزء ′  

  .97 القسمة الإقليدية علىنفس الباقي في

2نذكر عل سبيل المثال العددين  85 05 33 565 001 2 و 89 85 05 33 565 098 89.  
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,���%-, .
  .)��ر

  . ℤℤℤℤ ـ �2��3) ا���1) �0 1

 بين الأعداد المقترحة أدناه ، عين التي تكون من
   .204قاسمة للعدد 

2 ، 3 ، 4 ، 5 ، 6 ، 7 ، 8 ، 9 ، 10 ، 11 ، 12.  
  مضاعفاتالأعداد المقترحة أدناه ، عين من بين 

   .17لعدد  ا
0 ، 1 ، 17 ، 27 ، 51 ، 86 ، 119 ، 254.   
   ؟3ل القسمة على ما هو العدد الذي يقب. 1

   .94 ؛ 111 ؛ 206 ؛ 103
   ؟9ما هو العدد الذي يقبل القسمة على . 2

   .324 ؛ 525 ؛ 628 ؛ 205
   ؟3 و2ما هو العدد الذي يقبل القسمة على . 3

   .528 ؛ 261 ؛ 315 ؛ 205
   ؟9 و2ما هو العدد الذي يقبل القسمة على . 4

   .422 ؛ 357 ؛ 432 ؛ 228
 بين أنa b− و9 يقبل القسمة على a b+ يقبل 
  : حيث 11القسمة على

73a أ ـ 37b و= =       .   
86a ب ـ 68b و= =.   
32a 4ـ ـ 23b و= =.   

  .أكتب الأعداد التالية على شكل جداء عوامل أولية 
18 ، 24 ، 46 ، 51 ، 144.   

 على شكل جداء عوامل أولية ، 35أكتب العدد 
استنتج تحليلا إلى جداء عوامل أولية لكل من الأعداد 

7: التالية    .335 و235 ، ×35
عين مجموعة القواسم لكل من الأعداد الصحيحة 

   .75 و24 ، 20 : التالية
   .45عين كل القواسم الموجبة للعدد . 1
   .90لعدد عين كل القواسم الموجبة الزوجية ل. 2
 والتي هي 90عين كل القواسم الموجبة للعدد . 3

  .5مضاعفة للعدد 
 التي من أجلها يكون العدد nعين الأعداد الصحيحة 

3n    .7لقسمة على  يقبل ا+

   التي من أجلها يكون العددxعين الأعداد الصحيحة 
5x    .11 مضاعفا للعدد −

لعدد  التي من أجلها يكون اnعين الأعداد الصحيحة 
2 3n    .6 يقسم +

)عين كل الثنائيات  ),a b من الأعداد الطبيعية حيث 
39abيكون  =.   

aاشرح لماذا العدد  b+ هو عدد زوجي .  
)عين كل الثنائيات  );x y من الأعداد الصحيحة 

2التي تحقق  2 15x y− =.   
)أ ـ أنشر العبارة  )( )2 3x y− −.   

)عين كل الثنائيات ب ـ  );x y من الأعداد 
3 :الصحيحة التي تحقق 2xy x y= +.   

 7 بحيث aطبيعية غير المعدومة عين الأعداد ال) 1
50a وaيكون قاسما للعدد  <.   

33 	ِـما هي الكسور المساوية ) 2

21
 مقام لكل منها يكون ، 

  .50ا من عددا طبيعيا أصغر تمام

2 0� (
  . ℤℤℤℤ ـ ا���1) ا�235�

 في كل b على aعين باقي القسمة الأقليدية للعدد 
  :حالة من الحالات التالية 

118a أ ـ 5b و= =.   
152a ب ـ 7b و= =.   
A 118aـ ـ = 5b و− =.   
152a د ـ = 7b و− =.   

 والذي 100 الأصغر من nعين الأعداد الطبيعية 
   .5 هو41يكون باقي قسمتها على 

13إذا كان  21 16a = ×  a فما هو باقي قسمة +
   .13 على aقسمة  ؟ وما هو باقي 21على
x وباقي 1 هو23 عدد طبيعي باقي قسمته على 

   .13 هو17قسمته على 
  . متساويان 17 و23 علماّ أن حاصلي قسمتيه علىxينع

   .8 هو 12 على aباقي قسمة عدد طبيعي 
 ؟ 3 ؟ على4 ؟ على 6 على aما هو باقي قسمة 

   ؟2على 

5 

7 

13 

12 

14 

15 

16 

9 

11 

17 

18 

19 

20 

1 

2 

8 

6 

10 

3 

4 
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 على عدد طبيعي 524باقي القسمة الأقليدية للعدد 
   .15 وحاصل هذه القسمة هو r هو bغير معدوم 

   ؟r وbما هي القيم الممكنة للعددين 
 155 على كل من aحاصلا قسمتي عدد طبيعي 

 متساويان بينما باقيا القسمتين هما على التوالي 161و
   .aعين العدد . 23 و65

لعدد  على اaفي القسمة الأقليدية للعدد الطبيعي
  .22 والباقي هو13 نحصل علىbالطبيعي غير المعدوم

538a علما أنb  وaعين  b− =.   
)عين كل الثنائيات  );x y من الأعداد الطبيعية التي 

351تحقق  71x y= +.   
  . ℤℤℤℤ ـ ا���ا���ت �0 3

  :برر صحة العبارات التالية 
] أ ـ   ]45 3 ] ب ـ        .≡7 ]152 2 3≡  .  

] Aـ ـ ]29 1 6≡ ] د ـ         .− ]137 3 5≡ −.   
] و ـ  ]13 2 5− ] هـ ـ        .≡ ]17 7 10− ≡ − .   

]التالية ) 1(نعتبر الموافقة  ]37 4x≡  
  .)1(الموافقة  تحقق xعين خمسة أعداد صحيحة . 1

   ؟ )1(ويحقق 4صغر تماما من  الأا هو العدد الطبيعيم. 2
  :حيث  30 الأصغر من nعين كل الأعداد الطبيعية

[ ]4 7n ≡.   
n2  عدد طبيعي أكبر من أو يساوي.   

 nلعدد ا، عين قيم من الحالات التالية في كل حالة 
    .التي تحقق الموافقة المقترحة 

]   أ ـ ]46 0 n≡ ؛   
] ب ـ ]10 1 n≡؛   
] Aـ ـ ]27 5 n≡.   

 المعطاة أدناه باستعمال الموافقات أكتب العبارات
2n حيث nبترديد العدد الطبيعي  ≥.   

13 4a n= 5 ؛ + 14b n= − 111 و+ 34c n= −.  

  . ℤℤℤℤ ـ �8اص ا���ا���ت �0 5

n عدد صحيح يحقق [ ]140 12n  عين باقي ،≡
   .12 على nقسمة العدد 

  
x 2 هو 7 باقي قسمته على ، عدد صحيح.   

:  لكل من الأعداد الصحيحة التالية 7القسمة علىعين باقي 
5x 5x ؛ +   3x ؛ −15x ؛ 9x ؛ −

]: نضع  ]30757 10a ] ؛ ≡ ]15163 10b ≡ 
]و ]12924 10c ≡.   

   . 10 على c وa ، bعين باقي قسمة الأعداد ) 1
 لكل من الأعداد 10باقي القسمة الأقليدية على استنتج ) 2

  .المقترحة أدناه 
a أ ـ b c+ aب ـ      ؛   + b c−   ؛+

A aـ ـ b c+    ؛abc د ـ     ؛ −
ab هـ ـ ac bc+ 2 و ـ     ؛   + 2 2a b c+ +.  


 ا�3
د ��� ����   .11 ��� 67#� ه� 


 ا�3
د ��� ����  Q-�-!11 ��� 1367ا.   

�ّ*% أنّ   :[ ]20086 1 7≡.   

2008ا!-�-Q أنّ ا�3
د  20088 6− ��� 
��T�ا �KT	 7.   

  .  ـ ا>=��>ل �����ا:9 4

   ،n غير معدومبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي
( )1

1 2 3 ...
2

n n
n

+
+ + + + =.  

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي
( ) ( )2 2 2 2 1 2 1

0 1 2 ...
6

n n n
n

+ +
+ + + + =.   

  :  لدينا nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي

( )22
3 3 3 1

1 2 3 ...
4

n n
n

+
+ + + + =.   

)لتكن المتتالية )nu ـ المعرفة�ِ  :0 0u = 
1و 2 1n nu u+ = +.   

  : لدينا nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي 
2 1n

nu = −.   
n 1 عدد طبيعي أكبر تماما من.   
aو b عددان صحيحان حيث [ ]a b n≡.   

   ، pأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 
[ ]p pa b n≡.   

25 

26 

27 

28 

30 

32 

31 

35  

36  

37  

38  

21 

22 

33  

34  

39  

23 

29 

24 



 24

  .,��ر
. �2ّ�@ـّ�<.

  . ℤℤℤℤ ـ �2��3) ا���1) �0 1

 156mبعدا قطعة أرضية مستطيلة الشكل هما
   .90mو
  
  
  
  

بين حديدية المسافة ) أعمدة(يراد إحاطتها بسياج قائم بأوتاد 
  .وتد في كل زاوية غرس ؛ وكل اثنين منها ثابتة 

طبيعي  وتدين متتاليين ، هي عدد علما أن المسافة بين كل
   .2m وأكبر من 5mأقل من، مقدر بالمتر 

ـ أحسب عدد الأوتاد التي يمكن غرسها على محيط 
  . الأرضية القطعة
 عدد ثم 8لعددل  الموجبةقواسمعدد الأحسب ) 1
  .9 الموجبة للعددقواسمال
8عين كل القواسم الموجبة للعدد) 2 9×.  
ى يكون  حتnكيف يمكن اختيار العدد الطبيعي ) 1 

2

1

n

n

+
−

  . عددا صحيحا 

 a حيث من بين قواسم العددaعين الأعداد الطبيعية ) 2
 هو 2a وعدد قواسم ، 3 و2قاسمين أوليين فقط هما 

   .aثلاث مرات عدد قواسم العدد
)عين كل الثنائيات  );x y من الأعداد الصحيحة 

4التي تحقق  12 0xy y− − =.   

2 0� (
  . ℤℤℤℤ ـ ا���1) ا�235�

   ؟72 على 71دية للعدد ما هو باقي القسمة الأقلي
  . سطرا 4350كتاب مكتوب عليه 

  .سطرا ماعدا الصفحة الأخيرة ناقصة 34كل صفحة تحمل 
  ما هو عدد الأسطر الموجودة على الصفحة الأخيرة ؟

 حيث kعلما أنه يوجد عدد طبيعي 
100100 13 35k=    .13على100100عين باقي قسمة  . +

 n وmالباقيان للقسمة الأقليدية لكل من العددين 
  .12 و 8 هما على التوالي 17على 

mعين بواقي القسمة الأقليدية لكل من الأعداد  n+ ،  
m n×2 وm 17 على.   

لذي يكون  اnعين الأعداد الطبيعية غير المعدومة 
  . مساويا لمربع الحاصل 43باقي قسمتها على 

في كل حالة من الحالتين التاليتين ، عين حاصل قسمة 
   .b بمضاعفين متتابعين للعددa ثم أحصرb علىaالعدد

2008aأ ـ  21b و= =.   
3475aب ـ  = 53b و− =.   

 بمضاعفين متعاقبين للعدد 326أعط حصرا للعدد 
   .12مضاعفين متعاقبين للعدد ثم أحصره ب . 27

   و�8اℤℤℤℤ��A ـ ا���ا���ت �0 3

  :كم كانت تشير الساعة حيث 
   الساعة أشارت الثالثة ؟112أ ـ بعد 

   الساعة أشارت الثالثة ؟153ب ـ قبل 
  )مع ذكر صباحا أم مساء(

   .C ، محيط بالدائرة ABCDE المنتظم المضلع
M، نقطة متحركة على الدائرة    

   . Aنقطة انطلاقها هي 
  .نفرض الاتجاه المباشر هو اتجاه السهم 

   في كلMجد نقطة الوصول للنقطة
  :من الحالتين التاليتين 

 قوسا متتابعة في الاتجاه 15123 تقطع Mأ ـ النقطة
  .المباشر 

 قوسا متتابعة في الاتجاه 15132 تقطع Mب ـ النقطة
  .اشر غير المب

   .5 على 152712عين باقي قسمة العدد 
  : لكل من الأعداد 5عين بواقي القسمة الأقليدية على 

   .19621954 ؛ 20091429 ؛ 2008579 ؛ 238371 
  : للأعداد 9جد بواقي القسمة الأقليدية على 

   .2009375 و45734572 ، 121754
 ، n أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدومربر

] : يكون ]7254 0 9n ] ؛ ≡ ]3532 0 2n               ؛ ≡
[ ]1785 0 5n ]؛  ≡ ]51502 0 11n ≡.   
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  .10 على3743286 عين باقي القسمة الأقليدية للعدد
  يكون   ، nأثبت أنه من أجل كل عدد طبيعي 

[ ]23 2 0 7n n− ≡.    
  : يكون nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي 

1  ([ ]3 2 43 2 0 5n n+ ++ ≡   
2 (3 1 13 2n n+    . 5 يقبل القسمة على ++
3( 5 1 32 3n n+    .29 يقبل القسمة على ++

nعدد طبيعي.   
   .4 على 2n ، باقي قسمة nجد ، تبعا لقيم     

  :أتمم الجدول التالي .  عدد صحيح xأ ـ 
[ ]5  4  3  2  1  0  x ≡  
[ ]5            2x ≡  

 حيث xب ـ استنتج مجموعة قيم العدد الصحيح
[ ]2 3 5x ≡.  

   .11 على 54 جد باقي قسمة العدد أ ـ
:  لكل من الأعداد 11 استنتج بواقي القسمة على ب ـ
537 k 5 ؛ 137 k 5 ؛+ 237 k 5 ؛+ 337 k 5 و+ 437 k  مع +

k ∈ℕ.   
   ؟7 على 1999 ما هو باقي قسمة أ ـ. 1

   ؟7 على 2007 ما هو باقي قسمة ب ـ
] حيث nليكن العدد الطبيعي. 2 ]5 7n ≡.   
  .7 على 3n عين باقي قسمة العدد أ ـ

] بين أن ب ـ ]3 1 0 7n + ≡.   
3 .m عدد طبيعي حيث [ ]4 7m ≡.   

 ن أنبي[ ]3 1 0 7m − ≡.  
4 . ن ، بدون حساب ، أن3بي 31999 القسمة  يقبل +2007

  .7على 
الهدف هو إثبات أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير 

) ، العدد nمعدوم  )2 1A n n=    .6 مضاعف للعدد −
 ثم Aفي كل حالة من الحالات التالية ، أحسب العدد. 1

5n :6 علىAعين باقي قسمة 16n؛ = 32n؛ = =.  
2 . نفترض أن[ ]5 6n ≡.   
  .6 على 2n ما هو باقي قسمة أ ـ

) برر إذن في هذه الحالة أنب ـ )2 1n n   .6	ِـ مضاعف −
  :أملئ الجدول التالي . 3

 باقي قسمة
( )2 1n n − 

  6 على

 باقي قسمة
2 1n   على−

6  

 باقي قسمة
1n   على+

6  

 باقي قسمة
1n   على−

6  

 باقي قسمة
n6 على  

...  ...  ...  ...  0  

...  ...  ...  ...  1  

...  ...  ...  ...  2  
0  2  4  2  3  
...  ...  ...  ...  4  
...  ...  ...  ...  5  

  ماذا يمكن استنتاجه ؟. 4

  .  ـ ,���� ا����2ت 4

}نضع  69 إلى 65في التمارين من  }0, 1,2,..., 27=A 

  :لمرقمة كما يليونستعمل الحروف ا

  أ  ب  ت  ث  ج  ح  خ  د  ذ  ر  ز  س  شصض
14  13  12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  

  
  ط  ظ  ع  غ  ف  ق  ك  ل  م  ن  ه  و  ي
27  26  25  24  23  22  21  20  19  18  17  16  15  

xنقوم بعملية التشفير باستعمال التحويل y֏ حيث 
y3 قسمة  هو باقيx    .28 على +
  "الجزائر" شفر الكلمة ) 1
 x يوجدA من المجموعة yبين أنه من أجل كل) 2

 هو باقي قسمة y حيث يكون Aوحيد في المجموعة 
3x   .28 على +
  :حل تشفير كل من الكلمات التالية ) 3

   . وذوز ؛لثغوا ثهصاشثث ؛ تبضل
 في A للمجموعة fلتشفير كلمة نستعمل الدالة

)نفسها حيث )f x15 هو باقي قسمة العدد 2x  على   +
 هو رتبة الحرف قبل التشفير x ، مع اعتبار العدد 28

)و )f xشفير  هو رتبة الحرف بعد الت.  
 2Aفي العمود الأول من: نستعمل مجدول إكسال للمساعدة 

 نسجل 29B إلى 2B نسجل الحروف وأمامها من 29Aإلى 
 نحجز الوظيفة 2Cة في الخلي . Aأعداد المجموعة 

 نحجز الوظيفة 2D ؛ وفي الخلية 

57  

58  

60  

61  

62  

65  

66  

63  

64  

59  
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 ؛ ثم نحدد الخليتين معاً 
   .29ونسحبهما إلى غاية الصف 

   ".رياضيات"  شفر الكلمة أ ـ
   ".عرتناهطت"  حل التشفير للكلمة ب ـ

) في نفسها حيثA للمجموعة fنعتبر الدالة )f x 
14هو باقي قسمة العدد 3x    .28 على +

  ما هو المشكل المطروح ؟ " . سكر" شفر الكلمة ) 1
، A من المجموعةb وaين بين أنه من أجل كل عدد) 2

)إذا كان  ) ( )f a f b= فإن ، [ ]0 2a b− ≡.   
 حتى يكون تشفير fاشرح كيف يمكن اختيار الدالة) 3

  ل تشفير الكلمات ، ممكنا ؟ الكلمات وح
) حيث fنعرف التشفير بواسطة الدالة )f x هو 

11باقي قسمة  6x    .28 على +
   " .تلمسان" شفر كلمة ) 1
   .هغخعب ؛ شبكخغ: حل تشفير العبارتين التاليتين ) 2

x عدد طبيعي من المجموعة Aو y هو باقي 
7قسمة العدد  5x    . 28 على +

xباستعمال التحويل  y֏اية  شفر الجمل الت:  
  .آداب وفلسفة ؛ آداب ولغات أجنبية ؛ علوم تجريبية 

  .  ـ ا>=��>ل �����ا:9 5

( )nuمتتالية معرفة على ℕ ـ�ِ 0 3u  و من أجل =
n،  1كل عدد طبيعي 6n nu u+ = +.   

)أثبت أن المتتالية  )nu ثابتة .  

)لتكن المتتالية )nu ـ  المعرفة�ِ0 0,5u = 
)و )2

1n nu u+ =.   

n، 0برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي) 1 1nu< < .  

)استنتج تغيرات المتتالية) 2 )nu.   

) نعرف متتالية )nuعلى المجموعة  ℕ بـ  :

0 2u n، 12 ومن أجل كل عدد = 2 3n nu u n+− = +.   
   ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 

2 2 1n
nu n−= − +.   

 ، nأثبت بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي 
32 1n    .7 مضاعف للعدد −

 ، nجع أنه من أجل كل عدد طبيعي أثبت بالترا
23 1n    .8 مضاعف للعدد −

 أكبر n برهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي
5 ، 2من أو يساوي  4 3n n n≥ +.   

أكبر من أو nه من أجل كل عدد طبيعيأثبت أن) 1
) ، 2يساوي  )223 1n n≥ +.   

)نسمي ) 2 )nP 23: "  الخاصية 2 5n n n≥ +. "   

 الذي من nأ ـ ما هو أصغر عدد طبيعي غير معدوم 
   صحيحة ؟nPكون الخاصية أجله ت

ب ـ برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي أكبر من أو 
  . صحيحة nP تكون الخاصية ، 5يساوي 

( )nu ـ متتالية معرفة�ِ 0 3u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1طبيعي 4n nu u+ = −.   

أعط تخمينا لعبارة . 5u و1u ، 2u ، 3u ، 4uأحسب ) 1

nuلة  بدلاn.  
 ، nبرهن بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي) 2

2 3nu 2 و = 1 1nu + =.   
 ، نضع nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

( )1 3 5 ... 2 1ns n= + + + + −.   

 nsأعط تخمينا لعبارة  . 4s و1s ، 2s ، 3sأحسب ) 1
  .nبدلالة 

ود متتابعة لمتتالية حسابية  هو مجموع حدnsلاحظ ) 2
  .nأحسبه بدلالة 

2أن بالتراجع برهن  )3
ns n=.  

( )nuـ المتتالية المعرفة�ِ  0 1u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1nطبيعي nu n u+ = +.   

)أحسب الحدود الخمسة الأولى للمتتالية ) 1 )nu وأعط 
  . n بدلالة nuتخمينا لعبارة 

  .n بدلالة nu عبارة بريراستعمل البرهان بالتراجع لت) 2
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)المتتالية  )nu ـ معرفة�ِ 1 1u =، 2 3u  ومن أجل =
nكل  ∗∈ℕ، 2 12n n nu u u+ += −.   

 nuأعط تخمينا لعبارة . 5u و3u ، 4uأ ـ أحسب الحدود 
   .nبدلالة 

  .ب ـ برهن بالتراجع هذا التخمين 

n ، 2n برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي .1 n− 
   .2ل القسمة على يقب

) ، n برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي .2 )2 1n n −  
   .6مضاعف للعدد 

  .CـBـ��1.

 باقي القسمة nrنضع  ، nمن أجل كل عدد طبيعي 
  .9 على 2nالأقليدية للعدد 

  n  0  1  2  3  4  5  6  :أتمم الجدول التالي) 1
                nr  
   .nد طبيعي  من أجل كل عدnrاستنتج ) 2
باقي القسمة  ، nحسب قيم العدد الطبيعي ، عين ) 3

   .9 على 65nالأقليدية للعدد 
  .9 على 201165استنتج باقي قسمة ) 4

   .n بدلالة nuالهدف التعبير عن 

)المتتالية )nu ـ معرفة�ِ 0 7u   ومن أجل كل عدد طبيعي=
n ، 1 10 18n nu u+ = −.   
  . 5u و1u ، 2u ، 3u ، 4u أحسب )1

  ؛فار صهي أعداد تتكون من أرقام وسطها ألاحظ النتائج 
   .nفار وص أعط العلاقة بين عدد الأ

ثم برهن بالتراجع  ، n بدلالة nuأعط تخمينا لعبارة ) 2
  .هذا التخمين 

 من 2k للعدد5عين باقي القسمة الأقليدية على) 1
   .k للعدد الطبيعي8 إلى 1أجل القيم من 

الباقي للقسمة  ، nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ) 2
42الأقليدية للعدد  n 1 هو 5 على.   

417استنتج باقي قسمة  n 5 على.   

 العدد ، nبرهن أنه من أجل كل عدد طبيعي ) 3
4 3 4 22 17 3n n+ ++   5 يقبل القسمة على +

   .11 على 34عين باقي قسمة العدد ) 1

2 (ن حسب قيم العدد الطبيعي عيnة الأقليدية  بواقي القسم
   .11 على 4nللعدد 

n،3أثبت أنّه من أجل كل عدد طبيعي) 3 34 15 22n n− + 
  11يقبل القسمة على 

)ما هو باقي قسمة) 2 )3 1 12 21995 26 7n n+ ++    ؟11 على+

في نظام تحقّق من صحة البضائع توضع لصيقة عليها 
  12الترميز بالأعمدة والذي يشمل على

  الرقم متبوع  بالرقم الثالث عشر وهو
  . المفتاح 

  :الجدول التالي يعبر عن الترميز بالأعمدة 
12C11C10C9C  8C  7C  6C  5C  4C  3C  2C  1C    R  

 هو المفتاح ؛ Rحيث 
1C ، 

2C ،  ... ،
12C أر��م � ه


*3*KZ اد
   .9 و0 #,<�رة �*% ا�-'#*] وه� أ�

 ، 
T*>��ا 
,� 
  : بالطريقة التالية R ا��)-�حيحسب��('3
[ ]3 0 10i pS S R+ + ≡   
1حيث  3 5 7 9 11iS C C C C C C= + + + + +،   

2 4 6 8 10 12pS C C C C C C= + + + + +.  
4R:  المعطاة أعلاه لدينا في اللصيقة. 1 = ، 1 0C = ، 

2 1C   .إلخ  ... =
  .تحقق من أن الترميز لهذه اللصيقة صحيح 

  :أحسب مفتاح المرفق للترميز التالي . 2
7  3  5  1  2  4  2  3  0  6  1  5    R  

  : بين أن الترميزين التاليين لهما نفس المفتاح . 3
2  6  6  3  6  5  1  4  0  b  7  a    R    
2  6  6  3  6  5  1  4  0  a  7  b    R  

  . حتى يكون الترميز على اللصيقة التالية صحيحاcعين. 4
1  4  3  0  0  2  c  2  4  9  9  3    8  

   .e وdفي اللصيقة الموالية استبدل رقمين بحرفين . 5
1  2  0  8  5  3  7  6  3  9  e  d    1  

 ن أنبي :[ ]3 1 10e b≡ − −.   
)ستنتج القيم الممكنة للثنائية ا );e d.   
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

  

  .في كل سؤال اختر الاقتراح الصحيح 

1(        [ ]136 36 7≡.   

    [ ]136 60 9− ≡ −.  

    [ ]2008 608 100≡.   

    [ ]17 0 17≡ −.  

2(        100≡ [ ]0 4.   

    36≡ [ ]1 5.   

    121≡ [ ]1 3−.   

    21≡ [ ]21 6−.   

  .في كل سؤال اقتراح من بين الأربعة صحيح عينه

1( ( )P n خاصية متعلقة بالعدد الطبيعي n.   

)الخاصية )P n تكون محققة دوما .   

) حيث 0nإذا وجد عدد طبيعي  )0P n   محققة فإنه 
)، الخاصية nمن أجل كل عدد طبيعي  )P n تكون 

  .صحيحة 

( )3P 3ة ومن أجلخاصية محققk ≥،( )1P k + 
)تنتج من الخاصية )P k 3 إذن من أجل كلn ≥ ، 

( )P n تكون صحيحة .  

)إذا كانت الخاصيتان )0Pو ( )1P فنه من أجل 
) ،nكل عدد طبيعي  )P n.  

  :  هي 24 مجموعة القواسم الموجبة للعدد )2

{ }0;1;2;3;4;6;8;12;24.  

{ }1;2;3;4;6;8;12.  

{ }1;2;3;4;6;8;12;24.   

 { }2;3;4;6;8;12;24 .  

  : يمكن أن يكون 11 على nباقي قسمة عدد طبيعي  )3

  

    صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
  

9720aنعتبر العدد الطبيعي  =  

  .ميز بين الجمل الصيحة والجمل الخاطئة 

:  يقبل تحليلا إلى جداء عوامل أولية من الشكل aالعدد )1
3 32 3 5 9× × ×.  

   .40 هو a عدد قواسم العدد)2

   .a يقسم 100العدد ) 3

   .a مضاعف للعدد19440 العدد )4

   .5 على a هو باقي قسمة العدد 1 العدد )5

أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترحة 
  .صحيحة أم خاطئة 

aو bعددان صحيحان و n 2 عدد طبيعي أكبر من 
]حيث  ]a b n≡.   

1( [ ]0a b n− ≡.  

2( [ ]111 111a b n+ ≡ +.  

3( [ ]2a ab n≡.  

4( 2na nb n ≡  .   

5( a nk b=   . عدد صحيح k مع +

  ما قولك في العبارات التالية ؟

1( [ ]4 5a 4a إذن ≡    .5 مضاعف للعدد −

]إذا كان) 2 ]1 6a   .6 يقبل القسمة على 6a فإن ≡

] بما أن )3 ]42 0 ] فإن ≡6 ]21 0 6≡  

   .2aعدد  فإنه يكون قاسما للa قاسما للعدد b إذا كان )4

 فإن bعلىa باقي القسمة الأقليدية للعدد r إذا كان )5
2r 2 هو باقي القسمة الأقليدية للعددaعلى b.  

  

  ـأ

  ـد

  ـأ

  ـ:ـ

  ـب

  ـد

  ـأ

  ـب

  ـ:ـ

  ـد

  ـب

  ـأ

  ـ:ـ

  ـد

  ـب

  ـ:ـ

1122556

86 88 

89 
87 

90 
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  الكفاءات المستهدفة
 .التمييز بين متتالية و حدها العام 

 .التعرف على متتالية بالتراجع 

 .حساب الحدود الأولى لمتتالية معرفة بالتراجع 

 .تحديد اتجاه تغير متتالية حسابية أو هندسية 

 . من الحياة اليوميةحل مشكلاتل استعمال المتتاليات الحسابية و الهندسية 

: حدا الأولى لمتتالية من الشكلnلعام و مجموعحساب الحد ا 
1n n

u au b+ = +.  
  

  . م1855 م وتوفى عام 1777 عام برونشفايغ غوص في مدينة يكولد  كارل فريدير   
  .هاأستاذاً ومديراً لمرصدم 1807   عاش بمدينة غوتنغن حيث التحق بجامعتها ليصبح سنة 

   وعلموعلم الفلك يزياءوالف الرياضيات معروفاً لأبحاثه المتميزة في حقول  كان غوص  
   قياسات الأرض وعلم فيزياء الأرض، ومازال يعود له الفضل الكبير في عدد من المجالات  
  .  العلمية في وقتنا الحاضر  
   صغره فقد تعلم بمفرده القراءة و العد و عمره ثلاث سنوات كماص عبقريا منذكان غو      

   و يحكى أن أحد الأساتذة، بهدف الاستراحة، كلف تلامذته الذين ه   أنه أبهر مبكرا أساتذت
  غوصكارل فريديريك         كان من بينهم غوص و عمره ثمان سنوات، القيام ببعض العمليات الحسابية فاقترح عليهم

   م1855 – م 1777   . إلا أنه بعد لحظات قليلة قدم له غوص الحل الصحيح100 إلى1   حساب مجموع الأعداد من

1      كتب غوص المجموع المطلوب مرتين وذلك بإتباع ترتيبين متعاكسين     2 .......... 99 100

100 99 .......... 2 1

+ + + +
 + + + +

  

  : بحيث أن101 بعد ذلك أنه بتجميع كل عددين عموديا يحصل على نفس المجموع    لاحظ
   1 100 101+ = ،2 99 101+ = ،3 98 101+ = ، ... ،100 1 101+   . و هذا مائة مرة=

)     توصل هكذا إلى أن  )2 1 2 ... 100 100 101+ + + = 100 و منه × 101
1 2 ... 100 5050

2

×+ + + = =.  

 .1000 إلى1بإتباع نفس المنهجية أحسب مجموع الأعداد الطبيعية من •
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  	�ط أولا�   

)"منطقية " إليك في ما يلي الحدود الأولى لمتتالية  .1 )nu: 

 0 2u = ، 1 5u = ، 2 11u = ، 3 23u = ، 4 47u = ،...  
 ... ""الحد الذي قبله ثم إضافة ... نحصل على حد بالضرب في : "" أنقل ثم أتمم •

 .8u و 6uأحسب الحدين  •

1nu، عبر عنnمن أجل كل عدد طبيعي •  .nu بدلالة+

)"منطقية " إليك في ما يلي الحدود الأولى لمتتالية  .2 )nv: 

 0 5v = − ، 1 2v = − ، 2 1v = ، 3 4v = ، 4 7v = ،...  
 ... ""ثم طرح ...  نحصل على حد بضرب دليله في : "" أنقل ثم أتمم •

 .n بدلالةnv، عبر عنnمن أجل كل عدد طبيعي •

 .1428v و 2007vأحسب الحدين  •

1nv، عبر عنnمن أجل كل عدد طبيعي •  .nv بدلالة+

 ":منطقية " إليك، في كل حالة من الحالات التالية، الحدود الأربعة الأولى مرتبة من اليمين إلى اليسار لمتتالية  .3

 ؛−23 ؛ −11 ؛ −5 ؛ −2) ؛     جـ16 ؛ 8 ؛ 4 ؛ 2) ؛      ب−9 ؛ −7 ؛ −5 ؛ −3) أ

  .ع الشرح أوجد الحدين المواليين م
                                       

  

���ا�	�ط ا�  

)         نعتبر المتتاليتين )nuو  ( )nvالمعرفتين من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم nكما يلي :  
      1 8v )، nعدد طبيعي غير معدوم   و من أجل كل= )2 1nu n= 1   و   + 0,5n nv v+ =.  
)بين أن المتتالية .1 )nuمتتالية حسابية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول . 

)ما هي طبيعة المتتالية .2 )nv ؟ أحسب nvبدلالة n. 

1 المجموعين nأحسب بدلالة .3 2 ...n nS u u u= + + 1  و  + 2 ...n nS v v v′ = + + +. 

)باستعمال مجدول اكسال مثل بيانيا المتتاليتين .4 )nuو  ( )nvللحصول على الشكل الموالي : 

 
 
 

  
  
  
  
  

)ضع تخمينا حول اتجاه تغير المتتاليتين .5 )nuو  ( )nv .أثبت صحة تخمينك.  
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���ا� 	�طا�  

   من سنة%2 بنسبةB نسمة كل سنة في حين يزداد عدد سكان مدينة130 بـِ A         يزداد عدد سكان مدينة
  . نسمةB 6000 وA  بلغ عدد سكان كل مدينة من المدينتين2005في سنة .   إلى أخرى
 نمذجة الوضعية .1

2005 خلال السنةB إلى عدد سكان المدينةnv و بـِ A إلى عدد سكان المدينةnuنرمز بـِ  n+.  
 .1v و1u ثم أحسب 0v و0uعين •

1nuأوجد علاقة بين • )تحقق أن المتتالية. nu و+ )nuمتتالية حسابية يطلب تحديد أساسها r. 

 .n بدلالةnuعبر عن •

1nvأوجد علاقة بين • )تحقق أن المتتالية. nv و+ )nvمتتالية هندسية يطلب تحديد أساسها q. 

 .n بدلالةnvعبر عن •

 .2010 في سنةB وAقارن بين عددي سكان المدينتين •

  مين باستعمال مجدول أو حاسبة بيانيةالتخ .2

)باستعمال حاسبة بيانية أحجز المتتاليتين • )nuو ( )nvو ذلك باستعمال  ( )menu RECUR بالنسبة  

) و Casio   للحاسبة )mode Seqبة للحاسبة بالنسTi.  
  .أنجز جدولي المتتاليتين كما في الشكل المقابل •

    ؟Aعدد سكان المدينةBابتداء من أي سنة يفوق عدد سكان المدينة •

                    
  
  �ا��ا�	�ط ا�

  بالإضافة إلى ذلك .  سنويا%5فائدة مركبة نسبتها ببنك يقترح 10000DA أودع نبيل2000ي  في أول جانف         
   .2000DA من السنوات الموالية مبلغأول جانفي  كل  فإنه يودع في

2000 إلى رصيد نبيل  في أول جانفي من السنةnuنرمز بـِ  n+.  
 .2u و 1u  ثم احسب 0uعين  . 1

n ،1تحقق أنه من أجل كل عدد طبيعي . 2 1,05 2000n nu u+ = +. 

)بين أن المتتالية . 3 )nuليست حسابية و ليست هندسية . 

n،40000nكل عدد طبيعي نضع من أجل . 4 nv u= + 

)بين أن المتتالية • )nv لعين حدها الأو. 1,05 هندسية أساسها. 
 .n بدلالةnvثم استنتج  n بدلالةnu أحسب •
  ؟2010كم يكون رصيد نبيل في سنة  •

n  ،0نضع من أجل كل عدد طبيعي .5 1 1...n nS v v v −′ = + + 0     و+ 1 1...n nS u u u −= + + + 

nSأحسب •  .n بدلالة′

nS وn بدلالةnSأحسب •  .nبدلالة nS  ثم استنتج ′
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 متتالياتال ↵
 تعريف متتالية  .1
   معطى،0n من أو يساوي عدد طبيعي، أكبرn هي دالة ترفق بكل عدد طبيعيuمتتالية  :تعريف  
) العدد  )u n.  

  :  ترميز

) بدلا منnu بـِ u بالمتتاليةn نرمز إلى صورة العدد الطبيعي ∗      )u n.  
) بـِ uالية  نرمز إلى المتت∗      )

0
n n n

u
≥

  .  0n من أو يساوي أكبرn إذا كانت معرفة من أجل كل عدد طبيعي

)  بـuِ نرمز إلى المتتالية ∗      )n n
u

∈ℕ
) أو )nuعلى   إذا كانت معرفة ℕ.  

 و يسمى u  الحد العام للمتتاليةnuيسمى  ∗     
0nuحدها الأول .  

  .0u نرمز إلى حدها الأول بالرمزℕ على  معرفةu إذا كانت المتتالية∗     
) لابد من التمييز بين متتالية  :لاحظةم   )nu بين حدها وnuالذي هو عدد حقيقي .  

 طرق توليد متتالية .2
o توليد متتالية بالحد العام 

) يمكن تعريف متتالية :  تعريف )
0

n n n
u

≥
0n مع n بوضع من أجل كل عدد طبيعي n≥ ،  

   ( )nu f n=حيث  f علىدالة معرف [ [0 ;n + ∞.    

    :ثالم  

)نعتبر المتتالية     )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n   ِ2 بـ 1nu n= +.  
)  لدينا  )nu f n=حيث fهي الدالة المعرفة على [ [0;+ ) بـِ ∞ ) 2 1f x x= +.  

2 العلاقة  1nu n=   ...، 0،1،2والي بـِ على التnمن حساب قيمة كل الحدود و من أجل ذلك يكفي تعويض  تسمح +
0:   لدينا 2 0 1 1u = × + =   ،    1 2 1 1 3u = × + =    ،   2 2 2 1 5u = × +   ...و هكذا   =

o توليد متتالية بعلاقة تراجعية 

  : بالتراجع و ذلك بإعطاءيمكن تعريف متتالية  :  تعريف
 .قيمة الحد الأول )1

 . علاقة تراجعية تربط بين حدين متتابعين من المتتالية )2

    :ثالم

)نعتبر المتتالية     )nu ِ0 المعرفة  بـ 2u n،  1 و من أجل كل عدد طبيعي= 3 2n nu u+ = −.  
1  تسمح العلاقة  3 2n nu u+ = 1nu بحساب قيمة الحد−   .nu إذا علمت قيمة الحد الذي يسبقه+

1 و هكذا فإن 1u تسمح من حساب قيمة0u  معرفة قيمة 03 2 3 2 2 4u u= × − = × − =.  
2 و هكذا فإن 2u تسمح من حساب قيمة1u  معرفة قيمة 13 2 3 4 2 10u u= × − = × −   ...  و هكذا =
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) لتكن المتتالية :1   تمرين محلول )nuالمعرفة على ℕ 23:  كما يلي 1nu n= − +.   
  .20u و0u ، 1u، 2uأحسب .1

1nu الحدود nأكتب بدلالة  .2 +، 2nu، 3 2nu +.  
 

  :حل

1. 2
0 3(0) 1 1u = − + =،2

1 3(1) 1 2u = − + = −،2
2 3(2) 1 11u = − + = −، 2

20 3(20) 1 1199u = − + = −.  

2. 2 2
1 3( 1) 1 3 6 2nu n n n+ = − + + = − − −   ،   2 2

2 3(2 ) 1 12 1nu n n= − + = − +  

)  نعتبر المتتالية:2محلولتمرين     )nuالمعرفة على ℕ كما يلي :  

0 2u n  ،1 و من أجل كل عدد طبيعي = 2 1n nu u+ = − +.  

   . 1u، 2u ٍ، 3u  أحسب .1

  . 12u  و10u ، 11uأحسب، باستعمال حاسبة بيانية،  .2

  :حل

1. 1 02 1 2 2 1 3u u= − + = − × + = −،  ( )2 12 1 2 3 1 7u u= − + = − − + = ،        
         3 22 1 2 7 1 13u u= − + = − × + = −.  

)للحصول على حدود متتالية تراجعية بواسطة حاسبة بيانية  .2 )83TI   : نتبع المراحل التالية+

        [ ]MODE                  [ ]Y =           [ ]2ndثم [ ]WINDOW     [ ]2ndثم [ ]GRAPH 

 

     
    
     

  
10   :           نحصل هكذا على 1707u =   ،   11 3413u = 12   و     − 6827u =          .                                                                                         

)نعتبر المتتالية :3   تمرين محلول )nvالمعرفة على ℕ كما يلي :  

0 3v = n،  1 و من أجل كل عدد طبيعي − 2 5n nv v+ = +.  

  .2v و1v  أحسب .1

2nv عن كل من nvعبر بدلالة  .2 1nv و + −. 

  :حل
1. ( )1 02 3 2 3 5 1v v= + = − + = )     و      − )2 12 5 2 1 5 3v v= + = − + =. 

2. ( )2 12 5 2 2 5 5n n nv v v+ += + = + + 

2 و منه 4 15n nv v+ = +.  
1  من   2 5n nv v+ = 12  نستنج أن + 5n nv v −= 12 و بالتالي + 5n nv v− = − 

1و منه

5

2
n

n

v
v −

−=.  
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 الهندسية المتتالية - متتالية الحسابيةال ↵

 المتتالية الحسابية .1
) نقول أن المتتالية :تعريف   )nu0 متتالية حسابية حدها الأولuو أساسها r ) r عدد حقيقي (  
n :1nعيطبي  أجل كل عدد  إذا و فقط إذا كان من  nu u r+ = +.   

)إذا كانت :1خاصية   )nuمتتالية حسابية أساسها rفإنه من أجل كل عددين طبيعيين nو p،  
( )pn pu u n r= + −.  

0nu :  حالات خاصة u nr= )و   + )1 1nu u n r= + −.  

)إذا كانت :2خاصية   )nuمتتالية حسابية فإن :  
0

0 1 1........ ( 1)
2

n
n n

u u
S u u u u n−

+ = + + + + = +  
 

  

   :  بصفة عامة
S)عدد الحدود(×                          ــــــــــــــــــــ =  

  
   بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية حسابية إذا و فقط إذاc وa،b تكون الأعداد :3خاصية  

2a   كان  c b+   .c وa الوسط الحسابي للعددينbيسمى العدد . =

 المتتالية الهندسية.2         
)نقول أن المتتالية :  تعريف )nu0متتالية هندسية حدها الأولu و أساسهاq ) q عدد حقيقي (  

n :1nطبيعي  أجل كل عدد كان من  إذا و فقط إذا  nu u q+ = × .  
)إذا كانت :1خاصية   )nuمتتالية هندسية أساسها qفإنه من أجل كل عددين طبيعيين nو p،  

p
p

n
nu u q −= ×.  

0 :  حالات خاصة
n

nu u q= 1و   ×
1

n
nu u q −= ×.  

)إذا كانت :2خاصية   )nuمتتالية هندسية أساسها qفإن1 يختلف عن :  
1

0 1 1 0

1
........

1

n

n n

q
S u u u u u

q

+

−
 −= + + + + =  − 

  

   :  بصفة عامة
S)الحد الأول(×                          ــــــــــــــــــــ =.  

  
1q إذا كان  :  حالة خاصة )   فإن  = )0 1 1 0........ 1n nS u u u u n u−= + + + + = +  .  

   بهذا الترتيب حدودا متتابعة من متتالية هندسيةc وa،b تكون الأعداد غير المعدومة :3خاصية  
2a  إذا و فقط إذا كان  c b×   .c وa الوسط الهندسي للعددينbيسمى العدد . =

     الحد الأول+    الأخيرلحد ا

2 

 1     -   لأساس أس عدد الحدودا

 1           - ا�
�س      



 35

) لتكن المتتالية :1   تمرين محلول )nuالمعرفة على ℕ 3:  كما يلي 2nu n= − +.  
  .1u و0uأحسب.1

)أثبت أن المتتالية.2 )nuحسابية يطلب تعيين أساسها r. 

0، المجموعnأحسب، بدلالة.3 1 ........ nS u u u= + + +. 

) لإثبات أن:طريقة   )nuمتتالية حسابية يكفي أن نبين أنه من أجل كل عدد طبيعي n1 الفرقn nu u+   .r عدد ثابت−

           :حل
1 .0 3(0) 2 2u = − + 1   و   = 3(1) 2 1u = − + = −. 
)، nلدينا من أجل كل عدد طبيعي. 2 ) [ ]1 3 1 2 3 2 3n nu u n n+ − = − + + − − + = −  . 

) نستنتج هكذا أن المتتالية )nu3 حسابية أساسهاr = −. 

) :لدينا. 3 ) ( )0 2 3 2
1 1

2 2
nu u n

S n n
+ − += + × = + ) و منه × )( )1 4 3

2

n n
S

+ −
=.  

):2تمرين محلول    )nvمتتالية هندسية معرفة على ∗
ℕ 1 حدها الأول 3v 2q  و أساسها= =.  

  .3vٍ و  2v أحسب .1

 .nv، الحد العامnأحسب، بدلالة .2

1، المجموعnأحسب، بدلالة .3 2 ........ nS v v v= + + +.  

  :حل

1. 2 1 3 2 6v v q= × = × =،  3 2 6 2 12v v q= × = × =  . 

2.  1 1
1 3 2n n

nv v q − −= × = ×. 

3. 1 2 1

1
........

1

n

n

q
S v v v v

q

−= + + + = ×
−

) و منه  ) ( )1 2
3 3 1 2 3 2 1

1 2

n
n nS

−= × = − − = −
−

.                                         

  . 2007ة سنة نسم3630 و2005 نسمة سنة3000بلغ عدد سكان إحدى المدن الجزائرية  :3   تمرين محلول
  . نسبة تزايد السكان سنويا بهذه المدينة ثابتةα   نفرض أن

  . نسبة تزايد سكان المدينةαعين .1

  .ى العشرات ؟ يتم تدوير النتيجة إل2030كم سيكون عدد سكان هذه المدينة سنة .2

1q بمتتالية هندسية أساسهاα يتم نمذجة المقادير التي تتغير بنسبة ثابتة:طريقة   α= +.  

2005  مثلا إلى عدد سكان المدينة السنة nu لنرمز بـِ :حل n+ 0 و منه 3000u 2  و = 3630u =.  
2005 ثابتة فإن العلاقة بين عدد السكان خلال السنةαبما أن نسبة التزايد .1 n+وعدد السكان خلال السنة الموالية  

1n:  هي n nu u uα+ = )  أي + )1 1n nu uα+ = )نستنتج أن المتتالية. + )nu1 متتالية هندسية أساسهاq α= +.  

2 لدينا إذن 
2 0u u q= 2  و منه  × 2

0

u
q

u
2نجد هكذا . = 1,21q 1,1q و بالتالي = 0,1نستنتج أن . = 10%α = =.  

2030نلاحظ أن .2 2005 25= 25لدينا . +
25 0u u q= ) و منه × )25

25 3000 1,1u = 25 أي × 32504,12u ≈. 

  . نسمة32500 حوالي 2030  يكون عدد سكان المدينة سنة
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 متتالية الرتيبةال ↵
 اتجاه تغير متتالية .1
) :تعاريف   )nuمتتالية معرفة على ℕ.  

)القول عن .1 )nuأنها متزايدة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ ≥. 

)القول عن .2 )nuأنها متناقصة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ ≤. 

)القول عن .3 )nuأنها ثابتة يعني أنه من أجل كل عدد طبيعي n،1n nu u+ =. 

)القول عن .4 )nuأنها رتيبة يعني أنها إما متزايدة و إما متناقصة .  

  :  ملاحظات

متتاليةتبقى التعاريف السابقة صحيحة في حالة  ∗     
0

( )n n nu 0n حيثnعي معرفة من أجل كل عدد طبي≤ n≥.  

)نقول عنها أنها غير رتيبة و نذكر على سبيل المثال المتتالية.  توجد متتاليات ليست متزايدة و ليست متناقصة∗      )nu  

1 المعرفة بحدها العام 

2

n

nu
 = − 
 

  .  

)تكون المتتالية ∗      )nuثابتة إذا و فقط إذا و جد عدد حقيقي kعدد طبيعي  بحيث من أجل كلn،nu k=.  

  حسابيةاتجاه تغير متتالية  .2
          ( )nuمعرفة على متتالية حسابيةℕ،0 حدها الأولuو أساسها r.  

n،1n  لدينا من أجل كل عدد طبيعي nu u r+ −   :و منه =
) سالبا تماماr  إذا كان•     )0r<تماما فإن المتتالية متناقصة .   
) موجبا تماماr  إذا كان•     )0r>تمامالمتتالية متزايدة فإن ا .  
) معدوماr  إذا كان•     )0r  . فإن المتتالية ثابتة=

  اتجاه تغير متتالية هندسية .3
                 ( )nuمتتالية هندسية معرفة علىℕ،0 حدها الأولu و أساسهاq.  

1  أننعلم 
1 0

n
nu u q +

+ 0  و =
n

nu u q= .نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعيn،( )1 0 1n
n nu u u q q+ − =   :و منه −

0  إذا كان•     1q< 0 وكان> 0u )  فإن المتتالية< )nuتماما  متناقصة.   
0  إذا كان•     1q< 0 وكان> 0u )إن المتتالية  ف> )nuتماما  متزايدة.   
0 وكان<1q  إذا كان•     0u )  فإن المتتالية< )nuتماما  متزايدة.   
0 وكان<1q  إذا كان•     0u )  فإن المتتالية> )nuتماما  متناقصة.   
   .  فإن المتتالية ثابتة=1q  إذا كان•    
   .  تكون كل حدود المتتالية معدومة ابتداء من الحد الثاني=0q  إذا كان•    
1nفإن الفرق >0q إذا كان •    nu u+ ) المتتاليةمنه لا يحتفظ بإشارة ثابتة و nq لا يحتفظ بإشارة ثابتة لأن − )nu  

  . ليست رتيبة
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) لتكن  :1   تمرين محلول )nuالمتتالية المعرفة على ℕ 2:  كما يلي
nu n n= −.  

1n أحسب .1 nu u+   .n من اجل كل عدد طبيعي−

)استنتج اتجاه تغير المتتالية .2 )nu . 

) لدراسة اتجاه تغير متتالية:طريقة   )nu1 لا يكفي المقارنة بينu0 وu3 أو بينu2 وu  و إنما يجب المقارنة...  أو  
1nu     بين    .n  من أجل كل عدد طبيعيnu و+

           :حل

1. ( ) ( ) ( )2 2
1 1 1n nu u n n n n+

 − = + − + − −
 

1 و منه   2n nu u n+ − =. 

n،2دد طبيعيمن أجل كل ع .2 0n n ،1 أي من أجل كل عدد طبيعي≤ 0n nu u+ − ≥. 

) نستنتج هكذا أن المتتالية )nuمتزايدة . 

) نعتبر المتتالية:2تمرين محلول    )nuالمعرفة على ∗
ℕ كما يلي :  

1 4u n  ،1  و من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم =

1
1

2n nu u+ = −.  

)   برهن بالتراجع أن المتتالية )nuمتناقصة .  

  :حل
)أن المتتاليةإثبات  )nuمتناقصة يؤول إلى إثبات أنه، من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم n ،1n nu u+ ≤.  

2 :نتحقق من أن : المرحلة الأولى 1u u≤  

2  لدينا 1

1 1
1 4 1 1

2 2
u u= − = × − 2 و منه = 1u u≤.  

n،1nنفرض أنه من أجل عدد طبيعي غير معدوم : المرحلة الثانية nu u+ ≤.  
2نبرهن أن : المرحلة الثالثة 1n nu u+ +≤.  

1n  لدينا  nu u+ 1نحصل بعد ضرب الطرفين في. ≥

2
1 على 

1 1

2 2n nu u+ )نضيف. ≥   : إلى الطرفين لنجد−1(

1

1 1
1 1

2 2n nu u+ − ≤ 2 أي − 1n nu u+ +≤.  

n ،1n من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم: الخلاصة nu u+ )إذن المتتالية.   ≥ )nuمتناقصة .  

)لتكن :3   تمرين محلول )nvالمتتالية المعرفة على ℕِبـ  :
1

3

2

n

n n
v +=.  

)بين أن المتتالية .1 )nvساسها و حدها الأول هندسية يطلب تحديد أ. 

)ما هو اتجاه تغير المتتالية .2 )nv؟   

   :حل

1. 
1

1 2 1 1

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

n n n

n nn n n
v v

+

+ + + +

×= = = × =
×

)و منه المتتالية.  )nv3 هندسية أساسها

2
0 و حدها الأول

1

2
v = 

3 بما أن .2
1

2
0  و  < 0v )  فإن المتتالية< )nv متزايدة 

2

1

1 3

2 2

n

n nv v+

    − =         
.  
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من الشكل  متتالياتال ↵
n 1 n

u au b
+
= +  )0a≠ 0 وb ≠(  

      ( )nuعلى  معرفة متتالية ∗
ℕ1  بحدها الأولu1  و بالعلاقةn nu au b+ = 0b و≠0a حيث + ≠.  

aالحالة الأولى. 1 1=  
)تبر المتتالية نع :  مثال )nuعلى  المعرفة ∗

ℕ1  بحدها الأول 2u ∗ منn و من أجل كل =
ℕ، 1 3n nu u+ = −.  

)الواضح أن المتتالية من •     )nu3 حسابية أساسهاr = 1 و حدها الأول− 2u =.  
∗ منn من أجل كل •    

ℕ،( )1 1nu u n r= + 5 و منه − 3nu n= −.  

∗ منn من أجل كل •    
ℕ ،( )1 2 1...

2n n n

n
S u u u u u= + + + = ) و منه + )7 3

2n

n n
S

−
=  

∗ منn من أجل كل •    
ℕ،1 3n nu u+ − ) و منه المتتالية−= )nuمتناقصة .  

aالحالة الثانية. 2 0 و≠1 1

b
u

a
=

−
   

)المتتاليةنعتبر :   مثال )nuعلى المعرفة ∗
ℕ1  بحدها الأول 3u = ∗ منn و من أجل كل−

ℕ، 1 2 3n nu u+ = +.  
2: حساب الحدود الأولى يعطينا•     3u = 3  و − 3u = )���� أن ا��������...  ، − )nu����� .  

∗ منn لنبين بالتراجع أنه من أجل كل •    
ℕ ،3nu = −.  

1n الخاصية صحيحة من أجل∗ 1 لأن = 3u = −.  
1n حيث n نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي∗ 3nu أي أن ≤ = 1n هن صحتها من أجل ونبر− +.  

) لدينا  )1 2 3 2 3 3n nu u+ = + = − 1  و منه+ 3nu + = 1nإذن الخاصية صحيحة من أجل. − +.  
∗ منnنستنتج، حسب مبدأ البرهان بالتراجع، أن الخاصية صحيحة من أجل كل 

ℕ .ا��������إذن ( )nu����� .  

n ،1 من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم•     2 1...n nS u u u nu= + + + 3nS و منه = n=−.  

aالحالة الثالثة. 3 0 و≠1 1

b
u

a
≠

−
  

1 و المجموعnu الحد العام  لحساب    2 ...n nS u u u= + +  نستعين بالمتتالية ذات الحد العام +
1n n

b
v u

a
= −

−
.  

)نعتبر المتتالية:   مثال )nuعلىعرفة الم ∗
ℕ1  بحدها الأول 1u ∗ منn و من أجل كل =

ℕ، 1 2 3n nu u+ = +.  
)  لتكن المتتالية )nvالمعرفة على ∗

ℕ3: بحدها العامn nv u= +.  
∗ منn من أجل كل •    

ℕ ،( )1 1 3 2 3 3 2 6 2 3 2n n n n n nv u u u u v+ += + = + + = + = + =.  
∗ منnمن أجل كل   لدينا

ℕ،1 2n nv v+ )نستنتج أن المتتالية. = )nv2أساسها  هندسيةq 1 و حدها الأول= 4v =.  
∗ منn من أجل كل •    

ℕ،1 1
1 4 2n n

nv v q − −= × = 13    و  × 4 2 3n
n nu v −= − = × −.  

∗ منn من أجل كل•    
ℕ ،( )1 2 1

1
... 4 1 2

1

n
n

n n

q
S v v v v

q

−
′ = + + + = × =− −

−
3nلدينا .  nu v= −  

) و منه  ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 23 3 ... 3 ... 3 3 ... 3 3n n n nS v v v v v v S n′= − + − + + − = + + + − + + + = −  
)نستنتج هكذا أن  )4 1 2 3n

nS n=− − −.  
∗ منn من أجل كل •    

ℕ،1 1n n n nu u v v+ +− = ) و منه للمتتاليتين− )nuو ( )nv التغير نفس اتجاه.     
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)لتكن المتتالية :   تمرين محلول )nu 0 المعرفة بحدها الأولu α=1: و بالعلاقة

1
2

3n nu u+ = +     

3αنفرض)    أ =  

)   اثبت أن المتتالية )nuأحسب، بدلالة ثابتة ثم n0، المجموع 1 ........ nS u u u= + + +.  

2αنفرض)    ب ) و نعتبر المتتالية= )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n3: بالعلاقةn nv u= −.  

)بت أن المتتاليةأث .1 )nvمتتالية هندسية يطلب تعيين أساسها و حدها الأول .  

 .n بدلالة nu ثم استنتجn بدلالة nvأحسب .2

0، المجموعnأحسب، بدلالة .3 1 ........ nS u u u= + + +. 

)ما هو اتجاه تغير المتتالية .4 )nu؟  

     :حل

3α)  أ 0 و منه = 3u =  
n  ،3nuلنبين بالتراجع أنه من أجل كل عدد طبيعي  •     =.  

0n الخاصية صحيحة من أجل∗ 0 لأن = 3u =.  
0nحيث  n نفرض أن الخاصية صحيحة من أجل عدد طبيعي∗ 3nu أي أن ≤ 1n  ونبرهن صحتها من أجل= +.  

1 لدينا 

1 1
2 3 2 3

3 3n nu u+ = + = × + 1  و منه= 3nu + 1nإذن الخاصية صحيحة من أجل. = +.  

)إذن المتتالية . nلبرهان بالتراجع، أن الخاصية صحيحة من أجل كل عدد طبيعي نستنتج، حسب مبدأ ا )nuثابتة .  
)، n من أجل كل عدد طبيعي •     )0 1 0... 1n nS u u u n u= + + + = ) و منه + )3 1nS n= +.  
2α)  ب 0 و منه = 2u =  

1. ( )1 1

1 1 1
3 2 3 1 3

3 3 3n n n n nv u u u u+ += − = + − = − = 1  و منه   −

1

3n nv v+ =. 

)المتتالية إذن  )nv 1متتالية هندسية أساسها

3
q=0  و حدها الأول 1v =−( )0 0 3v u= −   .  

n:0لدينا من أجل كل عدد طبيعي .2

1

3

n
n

nv v q
 = × =−   

. 

3nلدينا  nv u= 3n و منه − nu v= 1إذن . +
3

3

n

nu
 =− +  

.  

)لدينا  .3 ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 13 3 ... 3 ... 3 3 ... 3n nS v v v v v v= + + + + + + = + + + + + + + 

)   و منه  )3 1S S n′= + 0 حيث + 1 ... nS v v v′ = + + 1nعدد حدود المجموع هو ( + +.(   

) لدينا  )

1

1
1

1
3 13

1 1
1 2 31
3

n

n

S

+

+

 −         ′ = − × =− −       −

)   و منه  )
1

3 1
1 3 1

2 3

n

S n
+  = − − + +     

.  

،nلدينا من أجل كل عدد طبيعي .4
1

1

1 1 1 1 2 1
1

3 3 3 3 3 3

n n n n

n nu u
+

+

                  − =− − − = − + =                           
. 

n ،1 نستنتج أنه من أجل كل عدد طبيعي 0n nu u+ − ) و منه المتتالية < )nuمتزايدة .        
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      النمو الديموغرافي   
100،  بلغ عدد سكان إحدى المدن 2005             في أول جانفي    . نسمة000

  )  مستقلان 2 و1الفرعان ( :  ملاحظة  
  إلى عدد سكانها في أول جانفيnu و نرمز بـِ %3 نفرض أن عدد سكان هذه المدينة يرتفع سنويا بنسبة قدرها .1

2005  من السنة  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2u و1u ؟  أحسب 0uما هي قيمة •
n ،1برهن أنه من أجل كل عدد طبيعي • 1,03n nu u+ = )استنتج طبيعة المتتالية. × )nu. 
 .nu عن nعبر بدلالة •
 ).لنتائجتدور ا( ؟ 2025  ؟ في أول جانفي2010 كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي  •
200باستعمال حاسبة بيانية عين ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة •    نسمة ؟000

  نفرض أن عدد الوفيات هو نفسه عدد الولادات بهذه المدينة إلا أنه و نظرا لنشاطها الاقتصادي المتميز فإن  .2
  .قرون بها سنويا شخص إضافي يست5000 

2005 إلى عدد سكانها في أول جانفي من السنة nv  نرمز بـِ  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2v و1v ؟  أحسب 0vما هي قيمة •
1nvعبر عن  • )استنتج طبيعة المتتالية. nv بدلالة + )nv. 
 .nu عن nعبر بدلالة •
 ).تدور النتائج( ؟ 2025  ؟ في أول جانفي2010كم يكون عدد سكان المدينة في أول جانفي  •
200ابتداء من أي سنة يتجاوز عدد سكان هذه المدينة •   نسمة ؟000

        تطور نسبة الزبائن 
  لاحظ المستورد في السنة الموالية. 1999 زبون خلال سنة 1000  أحد مستوردي السيارات بلغ عدد زبائن

  . زبون جديد630ه و أضيف إليهم، بفضل الإشهار، نئا من زب%40 أنه احتفظ بنسبة 
  .ية يتواصل بنفس الكيفية السابقة خلال السنوات العشر الموالائن نفرض أن تطور الزب

1999 خلال السنة الزبائن إلى عدد nu نرمز بـِ  n+ حيث nعدد طبيعي .  
 .2u و1uأحسب .1
1nuعبر عن  .2  .nu بدلالة +
)نعتبر المتتالية .3 )nvالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n ِ1050 بـn nv u= −. 

)ليةخمن طبيعة المتتا. 2v و0v ،1vأحسب  • )nv. 
)بين أن المتتالية  • )nvمتتالية هندسية يطلب تحديد أساسها . 
 .nu  ثم nv عن nعبر بدلالة •

 . ؟ يتم تدوير النتيجة إلى العشرات2008 المتوقع خلال سنةالزبائنما هو عدد  .4
 زبون إذا تواصل 1100 هذا المستورد في سنة ما زبائنباستعمال حاسبة بيانية، هل يظهر ممكنا بلوغ عدد  .5

   على نفس المنوال ؟ الزبائنتطور 
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  تخمين عبارة الحد العام ثم إثباتها   

  :   دراسة مثال

) المتتاليةنعتبر          )nuعلى المعرفة ℕ � 0: ِـ 0u n ،1 من أجل كل عدد طبيعيو  = 2 1n nu u+ = +.   

 nuتخمين عبارة •

 : ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع الخطوات التاليةأنجز و أتمم  .1
 .0 الأعداد الطبيعية ابتداء من1أحجز في السطر •
 . و هو يمثل قيمة الحد الأول0 العدد2Bأحجز في الخلية •
*2C :2ي الخليةأحجز ف • 2 1B=  . و هو يمثل قيمة الحد الثاني+
 . ثم اسحب إلى اليمين2Cحدد الخلية •
3B :2أحجز في الخلية • 1B 1nu  للحصول على + 1nu و ليس + +. 
  . ثم اسحب إلى اليمين3Bحدد الخلية •

 

    

  

 . يمكنك استعمال حاسبة بيانية عوض مجدول:    ملاحظة
1nuخمن عبارة  .2  .n بدلالةnu ثم استنتج عبارةn  بدلالة+

 إثبات صحة التخمين •

    استعمال الاستدلال بالتراجع:  الطريقة الأولى∗     

  .n بدلالةnu     أثبت باستعمال البرهان بالتراجع تخمينك الخاص بعبارة
  استعمال متتالية مساعدة:  الطريقة الثانية∗     

)     نعتبر المتتالية )nvمن أجل كل عدد طبيعي المعرفة n  1: �ِـn nv u= +.  
)يةبين أن المتتال• )nv  يطلب تعيين أساسها و حدها الأولمتتالية هندسية. 

 .n  بدلالة nu  ثم استنتج عبارة n بدلالة nvأحسب•

 .قارن مع تخمينك•

    :تطبيق      

) المتتاليةنعتبر          )nuعلى المعرفة ℕ � 0: ِـ 6u n ،1 من أجل كل عدد طبيعيو  = 3 10n nu u+ = −.   
 :أنجز و أتمم  ورقة الحساب الموالية و ذلك بإتباع نفس الخطوات السابقة .1111

 

  
  

5nuخمن عبارة  .2222  .n بدلالةnu ثم استنتج عبارةn  بدلالة−
 .ين مختلفتيناثبت صحة تخمينك بإتباع طريقت .3333
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  موضوع محلول

  

( )nv0 متتالية حدها الأولv موجب تماما وحيث من أجل كل عدد طبيعي n، 1 0,02n n nv v v+ − =.   
) بين أن المتتالية أ ـ .1 )nvر هذه المتتالية ؟ .ة يطلب تحديد أساسها  هندسيما هو اتّجاه تغي  

   .0v وn بدلالة nv عبر عن ب ـ
0:نضع  .2 1 1...n nS v v v −= + + + .   
   .0v وn بدلالة nS أحسب ـأ

) أحسب ب ـ )35
050nS حتى يكون n ، ثم عين قيم العدد الطبيعي1,02 v≥.   

  .%2 ، نفرض أن عدد السكان يرتفع كل سنة بنسبة 2000 جانفي1 مليون نسمة يوم30 �ـ بلغ عدد سكان بلد .3
   ؟2020 جانفي1 كم يبلغ عدد سكان هذا البلد يوم 

                                

  حل مختصر

1 عدد طبيعي غير معدوم ، n ليكن أ ـ .1 0,02n n nv v v+ − =   

1معناه  1,02n nv v+ ) إذن = )nv 1,02 متتالية هندسية أساسهاq =.   

1qبما أن  ) موجب تماما فإن المتتالية0v و< )nv متزايدة تماما .  

0 لدينا ب ـ
n

nv v q=أي ( )0 1,02
n

nv v=.   

0 أ ـ .2 1 1 0

1
...

1

n

n n

q
S v v v v

q−
−= + + + =
−

  

)أي  ) ( )0 0

1,02 1
50 1,02 1

0,02

n
n

nS v v
−

 = = −
 

.   

) ب ـ )35
1,02 1,9998≈  .  

050nS v≥ معناه ( )0 050 1,02 1 50
n

v v − ≥
 

) ومعناه  )1,02 1 1
n − ≥ 

)أي  )1,02 2
n ≥ .   

)ولدينا  )36
1,02 36n إذن ≈2,0398 ≥.   

  فإن %2بنسبة   بما أنّه يرتفعnفي السنة nuنفرض أن عدد السكان هو .3

1

2

100n n nu u u+ = 1 أي + 1,02n nu u+ ) ومنه المتتالية = )nu هي نفسها 

)المتتالية )nv .  

0 لدينا 2000 جانفي1في يوم 30v  1يوم   مقدرا بالمليون نسمة ، وفي=
) إذن 20v يكون 2020جانفي ) ( )20 20

20 0 1,02 30 1,02v v= = ×   

20أي  44,578422v   . مقدر بالمليون نسمة ≈

  تعاليق
 استعمال مباشرة التعريف لمتتالية 

   .ةهندسي
لدراسة اتّجاه التغير لمتتالية نطبق 

خواص حول المتتالية الهندسية كما 
يمكن دراسة إشارة العبارة 

1n nu u+ −.   
لحساب المجموع لاحظ عدد الحدود 

   .nهو
  

  .للحساب استعمل آلة حاسبة 
  
  

) يجب حسابnلتعيين )36
1,02 

)لأن  )35
 لا تحقق النتيجة 1,02

  .المحصل عليها 
  
  
  

 جانفي 1 إلى2000 جانفي1من
. سنة 20 توجد 2020
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  إرشادات مع موضوع

         

)نعتبر المتتالية  )nu فة علىالمعر ℕ0 :  �ِـ 2u 1 و= 0,6 1,2n nu u+ = −.  

) برهن بالتراجع أن المتتالية أ ـ .1 )nu متناقصة .  

n ، 3nu برهن أنّه من أجل كل عدد طبيعي ب ـ > −.   

n ، 3nuه من أجل كل عدد طبيعي استنتج أنّ  ـ�ـ < .  

) نعتبر المتتالية .2 )nv فة علىالمعر ℕ3 :  �ِـn nv u= +  

) برهن أن المتتالية أ ـ )nv هندسية يطلب تحديد أساسها .  

   .n بدلالةnu ثم استنتج عبارة الحد nv ، عبارة الحدn أحسب بدلالةب ـ

n ، 0 من أجل كل عدد طبيعي .3 1 ...n nS v v v= + + +.  

   .n بدلالة nS أحسب المجموع أ ـ

0 المجموع n استنتج بدلالةب ـ 1 ...n nT u u u= + + +.  

  

  إرشادات

  

1 تحقق من أن أ ـ .1 0u u≤بين أنه إذا كان 1 ثمp pu u+ ≤2 فإن 1p pu u+ +≤.    

) ضع ب ـ )P n 3 الخاصيةnu >   . ثم استعمل مرة ثانية الاستدلال بالتراجع −

x من البديهي إذا كانت متتالية متناقصة فإن حدها الأول يكون أكبر من كل الحدود الباقية وتذكر  ـ�ـ a< مع a 
  .حقيقي موجب تماما 

) للبرهان أن أ ـ .2 )nv 1 متتالية هندسية استعمل التعريف واحسبnv     .nv بدلالة+

  . استعمل العبارة المعطاة nuمتتالية هندسية ولحساب تطبق مباشر لعبارة الحد العام لnv بالنسبة لحساب ب ـ

  . يتم بتطبيق مباشر لمجموع حدود متتالية هندسيةn بدلالة nS حساب أ ـ .3

3n استعمل العلاقة المعطاة n بدلالة nT لحساب المجموع  ـب nv u=  ثم قم بالتعويض بالعبارة المحصل +
   .nSعليها للمجموع 
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  .���ر�� �������

�د��1�   ـ ا��""����ت ا�

)أحسب الحدود الخمس الأولى للمتتالية  )nuرفة  المع

1  أ ـ  :�ـ ℕعلى 

1nu
n

=
+

.   

0ب ـ  2u = − 1 3 1n nu u+ = +.   
 : �ـ ℕ المعرفة علىuتعطى الدالة 

( ) 22 5u n n= − +.   
   .u بالدالة2 و1 ، 0 أحسب الصور للعدادـأ 
)عداد  أحسب الأب ـ )13u ، ( )50uو ( )100u.   
) nكتب بدلالة  أ ـ!ـ )1u n + ثم ( )2u n  

)نعتبر المتتالية  )nuفة علىالمعر ℕ ـ� :   
0 2u 1 و = 3 2n nu u+ = −.   

   .3u و1u، 2uلحدود أحسب ا
  ) .يمكن استعمال حاسبة أو مجدول (10uأحسب الحد 

جد الأعداد الناقصة في كل من المتتاليات المنتهية 
  .التالية ؛ ثم أكتب علاقة تربط بين الحدود 

   .12 ؛ 14 ؛ ؟ ؛ 11 ؛ 6 ؛ 8 ؛ 3 ؛ 5 ؛ 0     أ ـ
   .؟ ؛ 91 ؛ 43 ؛ 19 ؛ 7 ؛ 1 ؛ −2    ب ـ

7 ؛ 5 ؛ 2   !ـ ـ

2
17 ؛ 

4
31 ؛ 

8
65 ؛ 

16
127 ؛ 

32
   .؟ ؛ 

  . ا��""����ت ا�()�'�� وا��""����ت ا�%$�#��  ـ 2

( )nu0 متتالية حسابية حدها الأول 7u  وأساسها =
3− .  
  . الحد الرابع عشر أحسب

0 :أحسب المجموع  1 13...= + + +S u u u.  
( )nuمتتالية حسابية حدها الأول 

1

3

2
= −u وأساسها 

3

2
  .احسب الحد الرابع والثلاثين . 

0أحسب  1 33...S u u u= + + +.   
( )nuمتتالية حسابية أساسها r . ( )nvو ( )nw 

 على الترتيب nمتتاليتان معرفتان من أجل كل عدد طبيعي

3  :ِ�ـ 1n nv u= 2 و − 3n nw u= +.   
)بين أن المتتاليتين  )nvو ( )nw حسابيتان مطلوب تعيين 
  .الأساس لكل منهما 

0المجموع أحسب  1 10...S u u u= + +  علما أنّه +
n ، 2من أجل كل عدد طبيعي 

3

n

nu =.   

: المجموعين التاليين أحسب 
1 1 1 1

1 ...
3 7 27 59049

S = + + + +  ؛ +

1 2 4 ... 16384S = + + + +.  
 nuتغير المتتاليات المعرفة بالحد العام أدرس اتجاه 

  :في كل من الحالات المقترحة أدناه 

1 أ ـ
3,5

2nu n= ب ـ  ؛         +
1

5
3nu n= −    ؛+

4!ـ ـ  3nu n= 2 د ـ          ؛   −
5n

n
u = −.  

)أدرس اتجاه تغير المتتالية  )nv المعرفة على 
   .nv بحدها العام ℕمجموعة الأعداد الطبيعية 

2 أ ـ     3n
nv = 2 ب ـ ؛           ×

3

n

nv    ؛   =

4 !ـ ـ    

5n n
v = د ـ  ؛            −

22

3

n

n n
v

+

= −.   

  . اّ�/�. �-ّ�+ ور��'� *""����  ـ 3

)نعتبر المتتالية  )nu المعرفة على ∗
ℕ ِـ� :  

21
n

n
u

n

−=.   

1nأدرس إشارة العبارة) 1 nu u+ استنتج اتجاه تغير  ، −
)المتتالية )nu.   

) تحققfأعط دالة) 2 )nu f n= .  باستعمال اتجاه تغير
ق من النتيجة المحصل عليها في السؤال  تحقfالدالة

  .السابق 
)نعتبر المتتالية  )nu المعرفة على ∗

ℕ  ِـ�:  
22 3 1

n

n n
u

n

− + +=.   

1nأدرس إشارة العبارة) 1 nu u+ استنتج اتجاه تغير  ، −
)المتتالية )nu.   

) تحققfأعط دالة) 2 )nu f n= .  باستعمال اتجاه تغير
 تحقق من النتيجة المحصل عليها في السؤال fالدالة

  .السابق 
)لتكن المتتالية  )nu المعرفة على ℕ ِـ� :  

2 5
3 3

4nu n n= − − +  

)أدرس اتجاه تغير المتتالية )nu باستعمال التعريف ثم 
  .باستعمال الدالة المرفقة لها 

)نعتبر المتتالية )nuالمعرفة على ∗
ℕ  ِـ�

2

4n

nu
n

=.   

3 

4 

2 

1 

6 

5 

7 

8 

9 

10 

11 

12  

13  

14  

15  
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1nأحسب العبارة) 1

n

u

u
+.   

)برهن أن المتتالية) 2 )nu متزايدة .  

)نعتبر المتتالية )nuالمعرفة على ∗
ℕ ِـ� 

2

2n

nu
n

=  

 ، nل عدد طبيعي غير معدومبرر أنه من أجل ك) 1
0nu >  
3n أثبت أنه إذا كان) 2 2فإن ≤ 2 1 0n n− − >،   

1nاحسب العبارة ) 3

n

u

u
استنتج أنه ابتداء من الحد الثالث  . +

)تكون المتتالية )nu متزايدة تماما .  
أدرس اتجاه ، في كل حالة من الحالات المقترحة أدناه 

)تغير المتتالية )nu.  

1 أ ـ

2 1n

n
u

n

−=
+

   ؛ 

ب ـ 
3

0,75n

nu
n

1n حيث=    ؛≤

2 ج ـ 2 5nu n n= +     ؛  +

  .نفس المطلوب للتمرين السابق 

 ـ أ
2

2

2 5nu
n n

=
+ +

)  ـب     ؛ )3
n

nu =    ؛ −

2 ـ ج 4n
nu = −.   

1nا��""����ت *� ا�012  ـ 4 nu au b++++ = += += += + .   

)لتكن المتتالية  )nu0 : �ـفة  المعر 2u  و من =
n ، 1أجل كل عدد طبيعي 3 2n nu u+ = −.  

n ، 1nنضع من أجل كل عدد طبيعي nv u= −.   
1nvأ ـ عبر عن     .nv بدلالة +

)ب ـ بين أن المتتالية  )nv هندسية .  
( )nu، ( )nvمتتاليتان معرفتان على ℕ ِـ�  :

0 1u = ، 1

3 1

2 2n nu u+ = 1n و+ nv u= +.   

) أثبت أن المتتالية أ ـ )nv هندسية .  
  .nu عبارةn ثم استنتج بدلالة n بدلالةnv أحسبب ـ

1 (( )nu فة كما يلي0:  متتالية معر 5u  ومن =
n ، 1أجل كل عدد طبيعي 3 1n nu u+ = +.   

   .3u و1u ، 2uأحسب 
)نعتبر المتتالية) 2 )nvفة علىالمعر ℕ كما يلي  :  

1

2n nv u= −.   

) أثبت أن المتتالية أ ـ )nv هندسية يطلب تحديد أساسها 
  .وحدها الأول

  .nu عبارةn ثم استنتج بدلالة n بدلالةnv أحسبب ـ
  .���ر�� �4ّ"�ـّ�ـ3 

  . ا��""����ت ا�()�'�� وا��""����ت ا�%$�#��  ـ 1

  .'�1�5ر��.

( )nv 4 : متتالية حسابية حيث 5v 8و = 7v = .   
  .0vعين أساس المتتالية وحدها الأول) 1
:  حيث nثم عين العدد الطبيعي. n بدلالة nvأحسب) 2

50nv =.   
6: جموع أحسب الم) 3 7 94...S v v v= + + +.   

  .'�1�5ر��.

( )nv1 متتالية حسابية حدها الأولv1 و 2 3

1 2 3

3

2
4 7

v v v

v v v

 + + =

 + − =

   

  . للمتتالية وأساسها2v و1v ، 2vعين الحدود) 1
  .n بدلالة nvأحسب الحد العام ) 2
  : عن المجموع nعبر بدلالة ) 3

1 2 ...n nS v v v= + + + .  
10nS : بحيث يكونnعين قيمة العدد الطبيعي) 4 = − .  

  .'�1�5ر��.

( )nu1 متتالية حسابية حدها الأولu .  
1 : علما أن2uاحسب حدها الثاني) 1 3 12u u+ = .  
3: علما أن4uاحسب الحد الرابع ) 2 4 5 30u u u+ + = .  
   .1uعين أساس هذه المتتالية وحدها الأول) 3
 :  بحيث يكونnنثم عيn بدلالة nuاكتب الحد العام ) 4

32nu = .  
1: احسب ) 5 2 ...n nS u u u= + + +.   

  .'�1�5ر��.
( )nu متتالية حسابية معرفة على مجموعة

0الأعداد الطبيعية بحدها الأول 2u =   
2: وبالعلاقة  5 25u u+ =.   

)عين أساس المتتالية الحسابية) 1 )nu.  
  . nبدلالة nuأكتب الحد العام ) 2
   .11أحسب قيمة الحد الذي رتبته ) 3
1 :أحسب المجموع ) 4 2 10...S v v v= + + + .  

  .'�1�5ر��.
( )n n
u

∈ℕ
0 : حيث متتالية حسابية 3 18u u+ = 

2و 5 34u u+ =  

16  

17  

18  

19  

20  

21  

22  

23  

24  

25  

26  
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 . لهذه المتتالية r والأساس0uأوجد الحد الأول) 1

 . nبدلالة nuأكتب الحد العام ) 2

  : المجموع nبدلالةاحسب ) 3
0 1 ...n nS u u u= + + + . 

78nS بحيثnأوجد العدد الطبيعي) 4 = .  
  .'�1�5ر��.

( )nu2 متتالية هندسية أساسها

3
  ومجموع حدودها 

  .19ي  يساو2uو 0u، 1u الثلاثة الأولى
  2uو 0u، 1uاحسب الحدود ) 1
  . nبدلالة nuاحسب الحد العام ) 2
 حيث nSالمجموع nاحسب بدلالة ) 3

0 1 1...n nS u u u −= + + +.   
 على شكل كسر 6Sيعطى ( 6Sثم استنتج المجموع

  ) قابل للاختزال غير
  

 في بنك 500DA وضع أحمد 2000في أول يناير 
 50DA أضاف،بدون فوائد ، ثم في أول كل شهر بانتظام 

  المبلغ المدفوع في الشهر السابقزيادة على 
 المبلغ nu و المبلغ مقدرا بالدينار لأول دفع1uنسمي

  .nالمدفوع في الشهر رقم
  .n بدلالة nuأكتب) 1
   ؟ 2007لغ الذي يضعه أحمد في أول ديسمبرما هو المب) 2
 31ة ما هو المبلغ الذي جمعه أحمد في رصيده إلى غاي) 3

   ؟2007ديسمبر 
 من البنزين 32000Lيوجد بمحطة توزيع البنزين 

  . أيام 10يريد صاحب المحطة توزيع هذه الكمية خلال
 ثم قرر أن ينقص من البيع في 5000Lباع في اليوم الأول
  .كل يوم نفس الكمية 

الكمية التي يجب تخفيضها يوميا حتى لا يوجد بنزين ما هي 
   أيام ؟10بعد 

 مليون 45,4 هو 1990عدد السكان لبلد في سنة 
  2002 مليون نسمة في سنة 52,6نسمة ؛ انتقل إلى 

عدد السكان بعد  nv و1990 عدد السكان في 0vنسمي 
n نفرض أن عدد السكان يتزايد كل سنة بتزايد .  سنة

   . rثابت 
  .rأحسب التزايد ) 1
   ؟2020ما هو عدد السكان هذا البلد في عام ) 2

  . اّ�/�. �-ّ�+ ور��'� *""����  ـ 2

) للمتتالية3u و1u ، 2uسب الحدود أح) 1 )nu 
0 �ِـالمعرفة  2u 1 و= 0,9 13n nu u+ = −.   

)أدرس اتجاه تغير المتتالية) 2 )nu.  
0أجب على نفس الأسئلة للتمرين السابق مع  2u = 

1و 3 1n nu u+ = −.   
a نعتبر المتتالية.  عدد حقيقي كيفي( )nu المعرفة 

�0uِـ  a=1 و 2,5 1,5n nu u+ = −.   
  :بين أنه

0aأ ـ إذا كان  ) فإن المتتالية= )nuتكون متناقصة .  
1aب ـ إذا كان  ) فإن المتتالية= )nuتكون ثابتة .  
2aج ـ إذا كان  )ية فإن المتتال= )nuتكون متزايدة .  

( )nu متتالية عددية معرفة على مجموعة الأعداد 
∗الطبيعية غير المعدومة

ℕ كما يلي :   
2 5

5 4nu n= − +.  

1(  ن أنبي( )nuها  متتالية حسابية يطلب تعيين حد
  .r و أساسها 1uالأول 

  .استنتج اتجاه تغيراتها 
 المجموع nاحسب بدلالة )2

1 2 ...n nS u u u= + + +.  
1nS : بحيث يكون nعين العدد الطبيعي )3 = .  

1nا��""����ت *� ا�012  ـ 3 nu au b++++ = += += += + .   

)لتكن المتتالية )nuفةـ المعر�  ( )1

1
1

3n nu u+ = −.   

)المتتالية  حتى تكون 0uعين الحد الأول) 1 )nuتة  ثاب.  
0نضع) 2 4u 2 و= 1n nv u= + .   
) برهن أن المتتاليةأ ـ )nv هندسية يطلب تحديد أساسها .  

  .0vأحسب حدها الأول
   .nu ، ثمn بدلالةnv استنتجب ـ

)المتتالية نعتبر  )nuفةـ المعر�  :   

0 1u 1 و=

3
2

4
n

n

u
u + = +.   

3 ذي المعادلةDأرسم المستقيمين ) 1
2

4
y x=  ∆ و+

yلمعادلةذي ا x= في معلم متعامد ومتجانس  .  

29 

30 

28  

32 

33 

31 

35 

36 

27  
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  .A فاصلة النقطةα نقطة تقاطعهما ولتكنAعين 
 ثم مثّل هذه الحدود على 3u و1u ، 2u أحسب أ ـ) 2

  .محور الفواصل 
   .5u و4u أنشئ هندسيا الحدينب ـ
nنضع ) 3 nv u α= −.   
   .2v و1v ثم0v  أحسب أ ـ 

) برهن أن المتتاليةب ـ )nvهندسية يطلب تحديد أساسها .  
  .n بدلالةnu ، ثمn بدلالةnv استنتج ـ!ـ

)لية المتتانعتبر  )nuفة1  �ـ المعرn nu au b+ = + ، 
0aمع  1a و≠    .0u والحد الأول≠

ستقيمين الذين  نقطة تقاطع المA فاصلةαنسمي 
yمعادلتيهما x=و y ax b= +.    

0uبين أنّه إذا كان) 1 α= المتتالية فإن( )nuتكون ثابتة .  
2 (0في ما يلي نفرض أنu α≠ .   

)برهن أن المتتالية )nvفةـ المعر�  n nv u α=  هي −
  .متتالية هندسية يطلب تحديد أساسها

   .0u وn بدلالةnu ، ثم0v وn بدلالةnvعبر عن ) 3

  . *)ـ�06

  .'�1�5ر��.
1 (( )n n

u
∈ℕ

0متتالية حسابية حدها الأول  1u  وأساسها =
2 .  
  . nبدلالة nuأكتب عبارة الحد العام   .أ 
0المجموع احسب   .ب  1 ...n nS u u u= + + +.   
2(( )n n

v
∈ℕ

5 متتالية هندسية حيث 32v 8و = 256v = .  
 ، ثم 0vعين أساس هذه المتتالية وحدها الأول  .أ 

  .nدلالة  بnvاكتب حدها العام
0احسب المجموع  .ب  1' ...n nS v v v= + + + .  
)نعتبر المتتالية العددية) 3 )n n

w
∈ℕ

من :  المعرفة بما يلي
n:  2أجل كل عدد طبيعي 2 1n

nw n= + + .  
0 المجموع ، nاحسب بدلالة 1 ...n nT w w w= + + +.   

 10تعاقد أحمد مع بنك لقرض مبالغ مالية لمدة 
 شهريا ثم 9000DA في السنة الأولى يقرض،سنوات 

 المبلغ nuنسمي  . %3كل سنة بنسبة ي يزيد القرض ف
   .nالذي يقرضه أحمد شهريا في السنة

  ما هو المبلغ المقترض شهريا في السنة الثانية ؟) 1
)بين أن المتتالية ) 2 )nu هندسية يطلب أساسها .  
  كم يصبح المبلغ المقترض شهريا في السنة العاشرة ؟) 3
ما هو المبلغ الكلي الذي اقترضه أحمد خلال العشر ) 4

  سنوات ؟
  . سنويا %5 لبضاعة في تزايد بنسبة 0pالسعر

 سعرها 2pسعر البضاعة خلال سنة ، و1pأحسب ) 1
   .0p سنة ، بدلالةn سعرها خلالnpخلال سنتين ، و

  خلال كم سنة يصبح سعر البضاعة أكثر من الضعف ؟) 2
،  نسمة 526 كان عدد سكان قرية 2000في سنة 
  . في كل سنة %2نة بدأ يتقلص بنسبةولأسباب معي

0: نضع  526u =، 1uو2001 عدد السكان لسنة nu 
  . سنةnعدد السكان هذه القرية بعد 

   .2u و1uحسبأ) 1
1nuعبر عن ) 2 .  عدد طبيعي n من أجل nu بدلالة+

   .n بدلالةnuاستنتج عبارة
  ؟2009ما هو عدد سكان هذه القرية في سنة ) 3
ما هي السنة التي يصبح فيها عدد السكان أقل من ) 4

  النصف ؟
 . أعط تفسيرا للنتيجتين 310u ، 311uأحسب) 5

  ؟ ابتداء من أي سنة تصبح القرية فارغة من السكان 
  .تعطى النتائج مقربة إلى عدد طبيعي

 8يقترح أحمد على عمر عقدين لكراء مسكن لمدة 
   في السنة الأولى5000DAيدفع عمر . سنوات 

ثمن الكراء يزداد كل سنة بقيمة ثابتة ، في العقد الأول ) 1
150DA.   

   .n ثمن الكراء للسنةnu نضع
   .2uأحسب الثمن  ) أ

  .8u ثم أحسب n بدلالة nuأكتب  ) ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات  ) ت

   .%3العقد الثاني ثمن الكراء يزداد كل سنة بنسبة في ) 2
   .n ثمن الكراء للسنةnvنضع 
   .2vأحسب الثمن  ) أ

 .8v ثم أحسب n بدلالة nvأكتب  ) ب

 .أحسب ثمن الكراء لثماني سنوات   ) ت

  .ما هو العقد الذي يختاره عمر ) 3

37 

38 

39 

40 

41 

42 
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

  .في كل سؤال اختر الاقتراح الصحيح 

) المتتالية )1 )nuالمعرفة من أجل كل عدد طبيعي n هي 
  .الية متناقصة متت

0 1u = 1 و− 0,1n nu u+ = +.  

2

3

n

nu
 =  
 

.  

 1

1nu
n

=
+

.  

0 4u 1 و= 2
n

n

u
u + =.  

) المتتالية )2 )nuطبيعي المعرفة من أجل كل عدد n هي 
  متتالية هندسية 

3 1nu n= −   ؛+

0 4u 1 و= 3n nu u+ = −.  
1

2nu n=   ؛+

0 1u 1 و= 1n nu u+ = +.  

  . الأربعة صحيح عينهفي كل سؤال اقتراح من بين

1( ( )nu ها العامفة بحد1 المتتالية المعر
nu

n
=  

( )nu متتالية هندسية ؛   

( )nu متتالية حسابية ؛   

( )nuتناقصة ؛ متتالية م  

( )nuمتزايدة  متتالية .  

0 :  �ـ متتاليتان معرفتان)2 14u  ومن أجل كل عدد =
n ، 1طبيعي  4 3n nu u+ = 1n  و+ nv u= +  

( )nvمتتالية متقاربة .  

( )nuمتتالية متقاربة .  

( )nv 4 متتالية هندسية أساسها.   

( )nu 4 متتالية هندسية أساسها.   

    صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ

)نعتبر المتتاليتين  )nuو ( )nvفتين علىمعر ℕ ـ�:   

0

1

2
u = ، 1

1
2

2n nu u+ = 4n  و− nv u= +.  

  .ميز بين الجمل الصيحة والجمل الخاطئة 

1( ( )nu1 متتالية هندسية أساسها

2
.   

2( ( )nu 2 متتالية حسابية أساسها−.   

3 (( )nv  1متتالية هندسية أساسها

2
.   

4( ( )nv 4حسابية أساسها  متتالية.  

5( ( )nv  متتالية هندسية متزايدة.  
أذكر في كل حالة إن كانت الجملة المقترحة 

  .صحيحة أم خاطئة 

( )nu2فة بحدها العام هي المتتالية المعر 3

1

n

n

−
+

.  

1( ( )nu متتالية متناقصة .  

) المتتالية)2 )nu متزايدة .  

) المتتالية)3 )nu1 حسابية أساسها يختلف عن−.   

) المتتالية)4 )nu 2 هندسية أساسها.  

1 المتتالية )5

nu

 
 
 

  . متناقصة 

  ما قولك عن العبارات التالية ؟
  . توجد متتالية في نفس الوقت حسابية وهندسية )1
إذا كان أساس المتتالية الهندسية موجب فتكون متزايدة ، ) 2

  .ساسها سالبا فتكون متناقصة وإذا كان أ
  .كل متتالية ثابتة هي هندسية وحسابية في آن واحد ) 3
n، 0 من أجل كل عدد طبيعي )4

n
nu u q= إذن ( )nu 

  .متتالية هندسية  
) تكون)5 )nuية حيث حدودها غير معدومة  متتالية هندس

 إذا وفقط إذا ، تحقق من أجل كل عددين qوأساسها 

n ، m وmطبيعيين  nm

n

u
q

u
−=.   

 

  ـأ

  ـ�ـ

  ـد

  ـأ

  ـ�ـ

  ـب

  ـد

  ـأ

  ـب

  ـ�ـ

  ـد

  ـب

  ـأ

  ـ�ـ

  ـد

  ـب
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  الكفاءات المستهدفة
 .تعيين اتجاه تغير دالة باستعمال إشارة الدالة المشتقة 

 .الربط بين جدول التغيرات و المنحني الممثل للدالة 
  

  

  دار الحكمة

   وغيرهم، وقيامه بإنشاءنالمسلمي عنايته بنشر العلوم المختلفة، ورعايته للعلماء من أبي جعفر المنصورعرف عن      

  وقد أرسل أبو. ةاللغة العربيفي قصر الخلافة ببغداد، وإشرافه عليه بنفسه، ليكون مركزا للترجمة إلى " بيت الحكمة " 

  ،والفلك والحساب والهندسة الطب فبعث إليه بكتب في اليونان يطلب منه بعض كتب الرومجعفر إلى إمبراطور    

  .من المترجمين بنقلها إلى العربية  فقام نفر  

   يوحنا بن ماسويه ، وقد أوكل إلى بيزنطةيم  وإقلةهرقلي دفعة كبيرة من الكتب بعد فتح  جائتههارون الرشيدوفي عهد    

  مهمة ترجمة الكتب ، فلم تعد تقتصر على حفظ الكتب بل وضم بيت الحكمة إلى جانب المترجمين الناسخين والخازنين   

  . الذين يتولون تخزين الكتب، والمجلدين وغيرهم من العاملين  

   الذي أولاه عناية فائقة، ووهبه كثيرا من ماله ووقته، وكان المأمونقد بلغ نشاط بيت الحكمة ذروته في عهد الخليفة     و

   خزانة كتب قبرصوقد استقدم المأمون من . يشرف على بيت الحكمة ، ويختار من بين العلماء المتمكنين من اللغات   

  .الروم   

   ، ومن أهم ما ميزالنجوموبذلك كان بيت الحكمة خزانة كتب ، ومركز ترجمة ، والتأليف و مركز للأبحاث ورصد    

   بيت الحكمة هو تعدد المصادر وهي الكتب القديمة و التراجم و الكتب التي الفت للخلفاء و الكتب التي نسخت من ما   

  حيث تم تدمير معظم )م1258= هـ 656( بغداد سنة المغولجعلها مجمعا علميا وظل بيت الحكمة قائما حتى اجتاح    

  .محتويات بيت الحكمة في ذلك الوقت   

    i بهارون الرشيد و يلقب العباس بن محمد بن علي ابن عبد االله بن هارون بن محمد بن عبد االله  

  . م809 و 786حكم بين . العباسيين وهو أشهر الخلفاء ،فة العباسي الخامسهو الخلي) م809  مارس24 - م 763حوالي (  

    i الليلة التي مات فيها الهادي واستخلف أبوه  في هـ170ولد عام . هارون الرشيد بن المأمونعبد االله   

  . هـ218 وتوفي عام       

  .833-  813: فترة الخلافة بالميلادي. 218- 198:  فترة الخلافة بالهجري  
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

  

      ا
	��ط ا�ول   

] المجال المعرفة علىfنعتبر الدالة                          )بـِ  −2;3[ ) 2 2f x x x= + −   

)  ليكن )fC تمثيلها البياني  في معلم  المرسوم أدناه.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 : أجب عن الأسئلة التاليةfباستعمال التمثيل البياني للدالة •

 .0 و−1، −3عين صور الأعداد الحقيقية  .1

)حل المعادلة  .2 ) 2f x = −. 

)حل المتراجحة  .3 ) 2f x > −. 

2حل المعادلة   .4 2 0x x+ − =. 

2حل المتراجحة  .5 2 0x x+ − ≤. 

)، إشارة xحدد في جدول، حسب قيم .6 )f x.  

 :تالية أجب عن الأسئلة الfباستعمال عبارة الدالة •

 .0 و−1، −3أحسب صور الأعداد الحقيقية  .1

)حل المعادلة  .2 ) 2f x = −. 

] منxبين أنه من أجل كل .3 ]3;2− ،( ) ( ) ( )1 2f x x x= − +. 

2حل المعادلة   .4 2 0x x+ − =. 

1xبالاعتماد على إشارة كل من  .5 2x  و − )، إشارة x حدد في جدول، حسب قيم+ )f x.  

2استنتج حلول المتراجحة  .6 2 0x x+ − >. 
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-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

-3 -2 -1 0 1 2 3

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2 -1 0 1 2 3 4

  

   ���

       ا
	��ط ا

) بـِ تمثيلها البياني ℝ المعرفة على f                          نعتبر الدالة )fCالممثل أدناه في معلم .  

)   ليكن  )اس المنحني مم∆( )fC0 عند النقطة التي فاصلتها. 

                                                                              

                                                                          ( )∆  

  

  

  

  

  

  

  

 . اتجاه تغير الدالةxسب قيمحدد ح .1

)عين  .2 )2f −، ( )2f ، ( )1f ) و− )1f. 

 .fشكل جدول تغيرات الدالة .3

)عين معادلة للمماس .4 )∆ . 

)خمن معادلة مماس المنحني .5 )fCحدد ميل كل من . 1 و عند النقطة التي فاصاتها−1 عند النقطة التي فاصلتها

 .المماسين

fعين، من بين التمثيلات البيانية التالية، التمثيل البياني للدالة .6  : مع التبريرf الدالة المشتقة للدالة′
 
 
 

  

  

  

( )2  

  ( )1  ( )3  
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 تذكير حول المعادلات و المتراجحات ↵
aإشارة .1 x b+  

0a عددان حقيقيان حيثa،b :مبرهنة ≠. 
+∞                

b

a
−               −∞  x  

aإشارة  a     عكس إشارةa       0       إشارة x b+  

0aيؤول حل متراجحة من الشكل: ملاحظة   x b+ ≤ ( )0a x b+ a إلى دراسة إشارة≤ x b+.  

2aإشارة .2 x b x c+ + 

          a،bو c0 أعداد حقيقية حيثa ≠.  

2aلدراسة إشارة x b x c+ 2حيث ∆ نميز ثلاث حالات و ذلك حسب إشارة المميز+ 4b ac∆ = −. 

∆0:الحالة الأولى   <  

2       ليس للمعادلة 0a x b x c+ +   : جذورا و لدينا=

+∞                                       −∞  x  
2aإشارة  aإشارة x b x c+ +  

 

∆0:الحالة الثانية   =  

2       للمعادلة 0a x b x c+ +  جذرا مضاعفا =
2

b
x

a
′ =   : و لدينا−

+∞                x ′                  −∞  x  
2aإشارة    a       إشارةa      0         إشارة x b x c+ +  

 

∆0:الحالة الثالثة   >  

2       للمعادلة 0a x b x c+ +  جذران متمايزان =
2

b
x

a

− − ∆′ = ، 
2

b
x

a

− + ∆′′ x و لدينا بفرض= x′ ′′<:  

+∞             x ′′                 x ′               −∞  x  
2aإشارة  a     إشارةa   0  عكس إشارةa  0     إشارة x b x c+ +  

  :حظةملا  

2يؤول حل متراجحة من الشكل .1 0a x b x c+ + ≤( )2 0a x b x c+ +   إلى دراسة إشارة≤
2a x b x c+ +. 

2aلدراسة إشارة  .2 x b x c+  : نتبع الخطوات التالية+

 .∆نحسب المميز •

) إن وجدت نعين الجذرور • )0∆     . ثم نستنتج الإشارة≤
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)إشارة كل من xحسب قيم أدرس :1تمرين محلول   )f x و  ( )g xحيث :  

( ) 2 4f x x= +    ،     ( ) 3 2g x x= − +  

)ة إشارةلدراس: طريقة )0a a x b≠ 0ax نقوم أولا بحل المعادلة+ b+   .a ثم نستنتج بعد تحديد إشارة=

  :حل

1. 2 4 0x + 2 يعني= 4x = 2x أي − = − .2 4x a هو من الشكل+ x b+ 2 معa 0a و بما أن= >: 

+∞                2−               −∞  x  
2إشارة  -         0          +           4x +  

2. 3 2 0x− + 3 يعني= 2x− = أي−
2

3
x =.3 2x− a هو من الشكل+ x b+3 معa = 0aما أن و ب− <: 

+∞                
2

3
               −∞  x  

3إشارة           +0          -            2x− +  

  

)إشارة كل من xحسب قيم أدرس :2لولتمرين مح    )f x ،  ( )g x  و ( )h xحيث :  

( ) 2 1f x x x= + +    ،     ( ) 2 2g x x x= − − + ،   ( ) 22 10 12h x x x= − +  

  :حل

∆3نا لدي .1 = 2 ومنه ليس للمعادلة − 1 0x x+ + 2 . حلولا= 1x x+ 2a  هو من الشكل + x b x c+ + 

1a مع  ∆0 و بما أن  = 0a  و>   : فإن<

+∞                                       −∞  x  
2إشارة  + 4x x− +  

 

∆9لدينا  .2 2 ومنه للمعادلة = 2 0x x− − + : جذران هما=
1 3

2
2

x
+′ = = −
−

 و 
1 3

1
2

x
−′′ = =
−

.  

2 2x x− − 2a  هو من الشكل + x b x c+ 1a مع+ = ∆0 و بما أن  − 0a  و<   : فإن >

  

+∞             1                 2−              −∞  x  
2إشارة  -         0         +        0       -          2x x− − +  

 

∆4لدينا  .3 22 ومنه للمعادلة = 10 12 0x x− + :  جذران هما=
10 2

2
4

x
−′ =  و =

10 2
3

4
x

+′′ = =.  

 22 10 12x x− 2a  هو من الشكل + x b x c+ 2a مع + ∆0 و بما أن  = 0a  و<   : فإن <

  

+∞             x ′′                 x ′               −∞  x  
22إشارة           +0        -          0           +         10 12x x− +  
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 تذكير حول المشتقات ↵

 الدوال المشتقة لدوال مألوفة. 1
       a،bو kأعداد حقيقية .fدالة و f   . دالتها المشتقة′

1
x  nx) n ∈ℕ2 وn ≥(   2x  a x b+  k  ( )f x  

2

1

x
−  1nnx −  2x  a  0  ( )f x′  

] [ و ∞−0;] [0;+ ∞  ℝ  ℝ  ℝ  ℝ  مجالات قابلية الاشتقاق  

  :أمثلة  

2الدالة    • 3x x 2x و دالتها المشتقة هي الدالة ℝ   قابلة للاشتقاق على֏− ֏.  

3xالدالة   • x֏قابلة للاشتقاق على   ℝ 23 و دالتها المشتقة هي الدالةx x֏.  

 العمليات على الدوال المشتقة. 2

       fو gبلتان للاشتقاق على مجال دالتان قاIمن ℝ .kعدد حقيقي .  

f

g
  

1

g
  f g  k f  f g+  الدالة  

Iباستثناء قيم xحيث ( ) 0g x =  I I I قابلة للاشتقاق على  

2

f g g f

g

′ ′−
  

2

g

g

′
−  f g g f′ ′+  k f ′  f g′   دالتها المشتقة هي  +′

 

 معادلة المماس. 3

) وℝ منI مجال دالة معرفة علىf :نتيجة  )fCتمثيلها البياني في معلم .   
) فإن تمثيلها البيانيI منa الاشتقاق عندf               إذا قبلت )fC يقبل عند النقطة ( )( );A a f a   

)              مماسا معامل توجيهه  )f a′و معادلته :  

( ) ( ) ( )y f a x a f a′= − + 

 إتجاه تغير دالة باستعمال إشارة الدالة المشتقة. 4

 .ℝ منI مجال دالة قابلة للاشتقاق علىf : مبرهنة
)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′   .I متزايدة تماما علىf فإن الدالة <

)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′   .I متناقصة تماما علىf فإن الدالة >

)،I منxإذا كان من أجل كل∗                 ) 0f x′  .I ثابتة علىf فإن الدالة =

   :ملاحظات  

)نية إذا انعدمتتبقى المبرهنة صحيحة في الحالتين الأولى و الثا • )f x′من أجل عدد منته من قيم x. 

  .دراسة اتجاه تغير دالة يعني تعيين المجالات التي تكون فيها الدالة متزايدة تماما، متناقصة تماما أو ثابتة •
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  : في كل حالة من الحالات التاليةℝ  المعرفة على f عين الدالة المشتقة للدالة:1تمرين محلول  

      ( )1( ) 3 1f x x= − + .        ( )2( ) 2 4 5f x x x= − + .  ( )3 ( ) 3 22 5 3f x x x x= − + +.  

  :حل

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىfالدالة .1 ) 3f x′ = −. 

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىfالدالة .2 ) 2 4f x x′ = −. 

)، ℝن مx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىfالدالة .3 ) 26 2 5f x x x′ = − +.  

[ المعرفة على المجالfنعتبر الدالة :2تمرين محلول    [1;− + ) بـِ ∞ ) 2 3

1

x
f x

x

+=
+

.  

 .fعين الدالة المشتقة للدالة .1

)عادلة لـِأكتب م .2 ) مماس المنحني∆( )fCالممثل للدالة f0 عند النقطة التي فاصلتها.  

    :حل

[ قابلة للاشتقاق على المجالfالدالة .1 [1;− + [ منxو لدينا من أجل كل ∞ [1;− + ∞، 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

2 1 1 2 3 2 2 2 3 1

1 1 1

x x x x
f x

x x x

+ − + + − − −′ = = =
+ + +

.  

)معادلة  .2 ) :هي ∆( )( ) ( )0 0 0y f x f′= − )  أي + ) ( )0 0y f x f′= × + 

) بما أن  ) ( )2 0 3
0 3

0 1
f

+
= =

+
) و )

( )2

1
0 1

0 1
f

−′ = = −
+

) فإن  ) : 3y x∆ = − +.  

] المعرفة على المجالfنعتبر الدالة :3تمرين محلول    ) بـِ −2;3[ ) 2f x x x= +.  

 .fأدرس اتجاه تغير الدالة .1

)عين معادلة لـِ .2 ) مماس المنحني∆( )fCالممثل للدالة fمثل على شاشة .−2 عند النقطة التي فاصلتها

)حاسبة بيانية المنحني )fCو المماس ( )∆.  

  :حل

] قابلة للاشتقاق علىfالدالة .1 ] منx و لدينا من أجل كل−2;3[ ]3;2− ،( ) 2 1f x x′ = +. 

2 1 0x + 2  يعني = 1x =   أي −
1

2
x = ) و منه إشارة − )f x′هي كالتالي :  

2                  
1

2
−                3−  x  

)إشارة  -         0          +           )f x′  

)نستنتج من إشارة )f x′أن الدالة fمتناقصة تماما على 
1

3;
2

 − −  
  

و متزايدة تماما على المجال
1

;2
2

 −  
.  

)معادلة  .2 ) :هي ∆( )( ) ( )2 2 2y f x f′= − + + − 

)لدينا )2 2f − ) و = )2 3f ′ − = 3:نجد بعد التعويض . − 4y x= − +.  
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    من جدول التغيرات إلى التمثيل البياني   

 

] معرفة على المجالf نعتبر فيما يلي جدول تغيرات دالة ]2;2−:  

  

2                                 1−                             2−  x  
  +  0  -  ( )f x′  

5                                                                  3−  
  

4−  

  

( )f x  

  

  

)من بين التمثيلات البيانية المرسومة أدناه عين المنحني .1 )fCالممثل للدالة f. 

 
 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

] منxنعلم أنه من أجل كل .2 ]2;2− ،( ) 2 3f x x bx= + −. 

 .bدول التغيرات معادلة من الدرجة الأولى ذات المجهولاستنتج من ج •

) ثم استنتج عبارةbأحسب العدد • )f x. 

)أحسب .3 )f x′ثم أدرس إشارتها على المجال [  .ك مع تلك الواردة في جدول التغيراتقارن نتائج. −2;2[

)تحقق أن النقطة .4 )1;0Aتنتمي إلى المنحني ( )fC. 

)أكتب معادلة للمستقيم .5 ) مماس المنحني∆( )fCعند النقطة A. 

)انيا عدد حلول المعادلة حدد بي .6 ) 1f x ] في المجال=  . ثم عينها جبريا−2;2[

] المعرفة على المجالgأنشئ التمثيل البياني للدالة .7 ):بـِ−2;2[ ) ( )g x f x= −  
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    ياني إلى جدول التغيراتمن التمثيل الب   

] المعرفة على المجالf  نعتبر الدالة ) بتمثيلها البياني−1;3[ )fCالمرسوم في الشكل أدناه.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 .fمن بين جداول التغيرات المقترحة عين جدول تغيرات الدالة .1

1             0            2−           3−  x  
        -       0     +      0        -  ( )f x′  

                4                            4  
  
0                            0  

  

( )f x  

  

  

  

1             0            2−           3−  x  
       +       0       -     0+          ( )f x′  

4                            4  
  

                0                            0  

  

( )f x  

  

  

): هي كالتاليfنعلم أن عبارة الدالة .2 ) 3 2f x x bx c= +  . عددان حقيقيانc وb حيث+

)   بقراءة بيانية عين كلا من  )0fو ( )1fثم استنتج أنه من أجل كل xمن [ ]3;1− ،( ) 3 23f x x x= +. 

fلتكن .3  .f الدالة المشتقة للدالة′

)أحسب • )f x′ثم أدرس على المجال [ ) إشارة−1;3[ )f x′. 

 .قارن مع جداول التغيرات أعلاه. fاتجاه تغير الدالةحدد  •

)عين معادلة للمستقيم .4 ) مماس المنحني∆( )fC0 عند النقطة التي فاصلتها. 

)أعد رسم المنحني .5 )fCثم أرسم المماس ( )∆. 

  

1             0            3−  x  
  +            0       -  ( )f x′  

4                               4  
  

0  

  

( )f x  
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0 1

1

x

y

  موضوع محلول

)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس     ; , )O i j
� �

.  

     ( )C هو التمثيل البياني لدالة f على المجال 
5 3

;
2 2

 −  
   

  .fل تغيرات الدالةشكل جدو. 1     

)ما هو عدد حلول المعادلة. 2       ) 0f x  في المجال=
5 3

;
2 2

 −  
  

      3 .kعدد حقيقي معطى .  

) عدد حلول المعادلةk      عين حسب قيم  )f x k=  

) إشارة xعين حسب قيم . 4      )f x  على المجال
5 3

;
2 2

 −  
  

):  المعرفة بـ gرسم التمثيل البياني للدالة . 5 ) ( )g x f x= −     

  

                    حل مختصر                                                     تعاليق

متزايدة تماما على fالدالة.1 
5 1

;
2 2

 − −  
  و متناقصة تماما على

1 3
;

2 2
 −  
. 

3

2
            

1

2
−         

5

2
−  x  

               
9

2
  

7

2
−                        

7

2
−  

( )f x  

)لمعادلة .2   ) 0f x  في المجال=
5 3

;
2 2

 −  
  . 1 و -2 تقبل حلين هما 

)حلول المعادلة .3   )f x k= هي فواصل نقط تقاطع المنحني مع المستقيم   

y   الذي معادلته  k=  

  عدد الحلول  kقيم 

7

2
k <   لا توجد حلول  −

7 9

2 2
k− ≤   حلين  >

9

2
k   ل مضاعفح  =

9

2
k   لا توجد حلول  <

  بالتناظر بالنسبة لمحور الفواصل g نحصل على التمثيل البياني للدالة .5

) لاحظ أن المنحني• )C يصعد من 

الأسفل على الأعلى في المجال 

5 1
;

2 2
 − −  
   

 من الأعلى إلى الأسفل في  و  يهبط

المجال 
1 3

;
2 2

 −  
  

  

  

y المستقيم  الذي معادلته • k=  

  . موازي لحامل محور الفواصل

  

)إشارة  يتم تعيين •  )f x بيانيا 

)أجزاء المنحنيبتعيين  )C التي تقع 

فوق محور الفواصل و التي تقع تحت 

  محور الفواصل

  
  

4. ( ) 0f x على المجال ≤

[ ]2;1−  

) و  ) 0f x على كل من ≥

المجالين
5

; 2
2

 − −  
   

 و 
1

1;
2

 
  
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  إرشاداتمع  موضوع

      

)3:  بـ ℝ المعرفة علىf     نعتبر الدالة ) 3 2f x x x= − +   

      ( )C هو المنحني  البياني للدالة fفي المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس ( ; , )O i j
� �

.  

)x : 2تحقق انه من أجل كل عدد حقيقي  .1 ) ( 2)( 1)f x x x= + −  

)'، احسب  x من أجل كل عدد حقيقي - أ  .2 )f x حيث 'fهي الدالة المشتقة للدالة . 

)' عين إشارة -          ب )f x من أجل كل عدد حقيقي x .  

  .ℝعلى f استنتج اتجاه تغير الدالة-          جـ

  ).لا يطلب حساب النهايات .(ℝعلى fشكل جدول تغيرا ت الدالة  - د

) المعادلةℝ حل في -أ.  3       ) 0f x =.  

)استنتج أن المنحني-          ب )Cهماات يقطع محور الفواصل في نقطتين يطلب تعيين إحداثي.  

  :انقل الجدول التالي ثم أتممه . 4      

2  1  0  1-  2-  2,5 - x  

            ( )f x  

]ارسم تمثيلا بيانيا للمنحني على المجال . 5        ]2,5;2−  

  :بقراءة بيانية . 6       

) عين عدد حلول المعادلة-           أ ) 2f x   )أعط حصرا للحلول في حالة وجودها .(=

) حل المتراجحة-           ب  ) 0f x <.  

       

  

  إرشادات

  

)رة الثانية لـااستعمل النشر منطلقا من العب.1    )f x.   

) طبق مشتق مجموع دوال أو مشتق الجداء إذا استعملت عبارة  -أ.2    )f x1 المعطاة في السؤال. 

)' لدراسة إشارة -             ب )f xالحدود من الدرجة الثانيةي ينبغي معرفة إشارة ثلاث .  

  ).1السؤال( على شكل جداء f لاحظ أن الدالة - أ. 3         

) حلول المعادلة-          ب ) 0f x ) هي فواصل نقط تقاطع المنحني= )Cمع محور الفواصل .  

) لاحظ نقط تقاطع المنحني-أ. 6           )C2ذي معادلته مع المستقيم الy =.   

) تكون -          ب ) 0f x ) إذا كان المنحني> )Cتحت محور الفواصل   
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2 3-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

( )fC

( )gC

( )kC

( )hC

��ر�� ��������  

�#"ا! �ت  ـ1
�&�د$ت و ا
   �*آ�" )'ل ا

)كل منإشارة  xحسب قيم درسا       )f x    

)و      )g xحيث :  

( ) 3 5f x x= −    ،     ( ) 3 5g x x= − +  

)إشارة كل من xحسب قيم أدرس            )f x    

) و  )g xحيث  :  

( ) 1
1

2
f x x= +    ،     ( ) 2

1
3

g x x= − −  

)إشارة كل من xحسب قيم درس         ا )f x    

) و  )g xحيث  :  

( ) 8 2f x x= − ،     ( ) 0,01 0,5g x x= − − 

) تمثيلات بيانية بعإليك أر         )fC،( )gC،( )hCو( )kC  

  . على الترتيبk وf،g، h لأربعة دوال تآلفية

  عين إشارة هذه الدوال

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   g وf       إليك جدول تغيرات الدالتين

5              3         1-  x  

  

  

  

( )f x  

  
  

+∞           0       −∞  x  
  

  

  

( )g x  

  g وf  تعرف على إشارة كل من 

     f،g، hو k دوال معرفة على [   : بـ−2;2[

( ) 1f x x= −   ،    ( ) 2 2g x x= + ،   

3
( )

2
h x x= +     ،  

1
( )

2
k x x= −  

)1 و  )C، 2( )C، 3( )C 4 و( )C تمثيلات بيانية   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  علما أن كل منحني من هذه المنحنيات هو لدالة من الدوال

 f،g، hو k أرفق كل منحن بدالته ، .  

)إشارة كل من xحسب قيم درسا            )f x  ،

( )g x،( )h x، ( )k xو ( )m x حيث:  

( ) 22 3f x x x= + −  ،   ( ) 2 7 12g x x x= − + − ،

( ) 22 5h x x x= − + ،  ( ) 21
5 20

2
k x x x= − + −  

        ( ) (2 10)(5 7 )m x x x= − −  

) تمثيلات بيانية بعإليك أر       )fC،( )gC،( )hCو( )kC 

لأربعة دوال كثيراث حدود من الدرجة 

بقراءة بيانية عين إشارة هذه .على الترتيبkوf،gالثانية

  .ℝالدوال على

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

6 

2-1-2

2

3

4

5

6

-1

-2

0 1

1

x

y

1( )C

2( )C

3( )C 

4( )C

7 

8 
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2 3-1-2

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

( )gC

( )fC

( )kC( )hC

-1-2

2

-1

0 1

1

x

y

-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

2

2

-1

0 1

1

x

y

-1-2

-1

-2

-3

-4

0 1 x

y

  

    

  

  

  

  

  

              

      f دالة معرفة على [  حيث جدول −2,5;2,5[

  :تغيراتها هو التالي

2,5         -0,5      2,5-  x  

               
9

4
  

  
( )f x  

  fمن بين المنحنيات المقترحة ، عين منحني الدالة 
 
 
 
 

)     1( 
 
 
 
 
 
 
 

)     2( 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)    3( 

  
 

        f دالة معرفة على ℝني في ايلها البي حيث تمث

  :معلم متعامد و متجانس  هو التالي

  

  

  

  

  

  

  

 من بين جداول التغيرات المقترحة عين جدول تغيرات 

  fالدالة
+∞         1,5       −∞  x  

               
3

2
−  

  
( )f x  

 
+∞         1,5       −∞  x  

                 

              
3

2
−  

( )f x  

  
+∞         1,5       −∞  x  

                 

             
3

2
  

( )f x  

  
��#��ت  ـ2
   �*آ�" )'ل ا

 في كل من الحالات f     عين الدالة المشتقة للدالة 

  :التالية

   1 (( ) 5 2f x x= −   

   2( 2( ) 2 3 10f x x x= − + −   

   3 (3 21 3
( ) 1

3 2
f x x x x= + − +  

 في كل من الحالات f       عين الدالة المشتقة للدالة 

  :التالية

   1 (
2

( )
1

x
f x

x
=

+
   

9 

10 

11 

12 
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   2( 
1

( )
x

f x
x

− +=   

   3 (
4 5

( )
4 5

x
f x

x

+=
−

  

            لحساب العدد f المشتقة للدالة الدالةاستعمل      

)المشتق      )'f a  في كل حالة من الحالات المقترحة    

  :لية التا      

1(( ) 2 7f x x= −      3وa 2aثم    ؛ = = − 

2(( ) 3 1f x x= − −    1 وa 2a ثم   ؛ = = − 

3(2( ) 3f x x= −      1وa = −.  

4(3( ) 1f x x= +      0 وa =.  

5(2 1
( )

2
f x x x= + 2  وa =.   

 المشتقلحساب العدد  fالمشتقة للدالةاستعمل       

( )'f aلة  للداf في كل حالة من الحالات المقترحة 

 :التالية 

1(
2

( )f x
x

=             2وa = −.  

2(
1

( )
2

f x
x

−=           و
1

2
a =.  

3(
3

( )
1

f x
x

=
+

        3وa = −.   

4(
2

( )
x

f x
x

+=       2وa = 3a ؛ ثم − = 

5 (
2

( )
3

x
f x

x

+=
−

 2    وa 3a ؛ ثم = = −  

f الدالة المعرفة علىℝ 2: بـ( )f x x=  

 3 من أجل القيمة fأحسب العدد المشتق للدالة )1

) لمنحني∆عين معادلة المماس )2 )Cالممثل للدالة f عند 

 .0النقطة التي فاصلتها

     fالدالة المعرفة على ℝ 3: بـ( ) 3f x x=  

 3 من أجل القيمة fأحسب العدد المشتق للدالة )2

) لمنحني∆عين معادلة المماس )2 )Cالممثل للدالة f عند 

 .0النقطة التي فاصلتها

 ينسب المستوي إلى معلم 24 إلى 17في التمارين من •

)متعامد ومتجانس  ; ; )O i j
� �

.  

fدالة قابلة للاشتقاق على ℝو ، A نقطة من 

)منحنيها )C.   

في كل حالة من الحالات الآتية ، أكتب معادلة لمماس 

)المنحني )Cعند النقطة Aذي معامل توجيهه هو والa  

1((2 ; 0)A 1 وa =     2(( 1 ; 3)A 2a و − = −  

3(( 2 ; 3)A  و−
3

2
a =   4((2 ; 2)A2 وa =  

لمماس المشتقة ، عين معامل التوجيه باستعمال       

)المنحني )C0 عند النقطة ذات الفاصلةx ثم أكتب معادلة ، 

  :له ، في كل حالة من الحالات التالية

)معادلة) 1 )C هي   :
22

5

x
y 0 ، و= 3x =  

)معادلة) 2 )C 2:   هي 4y x= − 0 ، و+ 2x =  

)معادلة) 3 )C 2:   هي 3 2y x x= − 0 ، و+ 1x =  

)معادلة) 4 )C هي   :
1

3

x
y

x

0 ، و=− 2x = −  

2 2y x x= ) هي معادلة للمنحني− )C .  أكتب

)معادلة لمماس المنحني )C1ة ذات الفاصلة عند النقط−.  

 
4

y
x

) هي معادلة للمنحني=− )C .  أكتب معادلة

)لمماس المنحني )C 2 عند النقطة ذات الفاصلة.   

21
2

2
y x= ) هي معادلة للمنحني− )C.   

)برهن أن مماس المنحني )C1 عند النقطة ذات الفاصلة ،

5يقطع محور الفواصل عند النقطة
; 0

2
B  
 
 

.   

( )Cو ( )D منحنيان معادلتيهما على الترتيب :  
2y x= 4  و 4y x= − −.   

)أدرس تقاطع المنحنيين ) 1 )Cو ( )D.   

)استنتج أن) 2 )D ِهو المماس لـ ( )C عند نقطة يطلب 

  .إحداثياها 

( )C2) منحن يشمل النقطة ; 4)A و (  مستقيم ∆(

3معادلته  5y x= +.   

)أكتب معادلة لمماس المنحني )Cعند النقطة A والذي ، 

)يوازي المستقيم )∆.   

( )Cمنحن يشمل النقطة ( 1 ; 3)A − −.   
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2 3-1-2-3-4

2
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4
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-2

-3

0 1

1

x

y

) أكتب معادلة لمماس المنحني )Cعند النقطة A والذي ، 

iشعاع توجيهه 
�

.   

معادلة لمماس  أدناه ،أكتب بن الحالات في كل حالة م

)المنحني )fCعند النقطة ω0 ذات الفاصلةx.  

1 (2: 3 4f x x x+ 0   و      ֏+ 0x =.  

2 (3 2: 2 3f x x x x− 0   و   ֏+ 1x = −.  

3 (
3

:
1 2

x
f x

x

+
−

0     و            ֏ 1x = 

     fالدالة المعرفة على ℝ كما يلي :   

        2( ) 5 4f x x x= − +  

)و )Pنيها الممثل في المعلم منح( ; ; )O i j
� �

.   

دالتها   واحسبℝ تقبل الاشتقاق علىfبرهن أن الدالة) 1

 المشتقة 

)أكتب معادلة لمماس المنحني) 2 )P عند نقطته 

(0 ; 4)E.   

) منMهل توجد نقطة) 3 )P يكون مماسه عندها  

موازيا للمستقيم ذي المعادلة 
1

2
y x=.   

4 (a أكتب معادلة لمماس المنحني.  عدد حقيقي( )P عند 

   .aطة ذات الفاصلةالنق

)استنتج أن المنحني) 5 )P يقبل مماسين كل منهما يشمل 

  .Oمبدأ المعلم

باستعمال النظريات على المشتقات أحسب الدالة 

  :من الحالات التالية في كل حالة fالمشتقة للدالة

1 (2: 3 4 1f x x x− +֏.  

2 (
2 1

: 5
2 2

x
f x x− +֏.  

3 (
23 12 1

:
6

x x
f x

+ +
֏.  

باستعمال النظريات على المشتقات أحسب الدالة 

  : في كل حالة من الحالات التاليةfالمشتقة للدالة

1(
2

:f x
x

−
    )2؛        ֏

1
:

2

x
f x

x

− +
+

֏.  

3  (
1

:
3

x
f x

x

+
−

 )4 ؛   ֏
2 6

:
1

x
f x

x

+
−

֏  

2 3y x= −  و +
2

y
x

)1 معادلتا المنحنيين= )C  

)2و )Cلى الترتيب الممثلين في معلم متعامد ومتجانس ع .  

)بين أنه يوجد مستقيم) 1  A يمس المنحنيين في نقطة∆(

 .يطلب تعيين إحداتييها

)أكتب معادلة للمستقيم) 2 )∆.  

)1أدرس وضعية كل من) 3 )C2  و( )C بالنسبة إلى 

)المستقيم )∆.  

 المعرفة f      باستعمال المشتقة ،ادرس اتجاه تغير الدالة

  : في كل حالة من الحالات التاليةℝعلى 

1(2( ) 6f x x x= − −       2( 2( ) 1f x x= −  

3( ( ) ( 2)( 4)f x x x= − −  4 (2( ) 3f x x x= + 

 المعرفة f      باستعمال المشتقة ،ادرس اتجاه تغير الدالة

  : في كل حالة من الحالات التاليةℝعلى 

1(3( ) 1f x x= +     2( 3( ) 1f x x= −  

3( 3( ) 3f x x x= +  4 (3 21 1
( ) 2

3 2
f x x x x= − −   

 المعرفة f      باستعمال المشتقة ،ادرس اتجاه تغير الدالة

  : في كل حالة من الحالات التالية Dعلى المجال 

 1  (
3

( )f x
x

[    ؛  =− [0;D = + ∞  

 2(  ( )
1

x
f x

x
=

−
[ ؛    [1;D = + ∞  

 3 ( 
2 1

( )
1

x
f x

x

+=
+

[ ؛  [; 1D = −∞ −  

 4  (
2 3

( )
4

x
f x

x

− +=
+

[؛ [; 4D = −∞ −  

 معرفة f      في كل حالة من الحالات التالية ، الدالة

تعرف على اتجاه تغير . و معطاة بتمثيلها البيانيℝعلى 

 fالدالة

  

  

  )1(    الحالة
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2
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-1
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0 1
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2 3 4 5-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

2 3-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

  

                        

  

  )  2(لة الحا

  

  

  

  

  

   

  )3(  الحالة

                                             

  

  

  

  

  

  

  )4( الحالة

  

  

  

  

                        

  

  )5(  الحالة

  

  

  

  : بـ ℝ معرفة علىh وf،g       نعتبر ثلاثة دوال 

     3( ) 3f x x x= −    ، 3 2( ) 3g x x x= − +   

   3     و 2( ) 3 1h x x x= + +.  

 ، 1fارقق كل جدول تغيرات من الجداول التالية للدوال

2f،3fبالدالة f،gأو h.  

+∞       0         2-    −∞  x  
                        5  

           
           1  

1( )f x  

   
+∞       1         1-    −∞  x  

                        2  
     

           2-  
2( )f x  

    
+∞       2         0     −∞  x  

           2  
   

                        0  
3( )f x  

  
 المعرفة f     الجدول التالي و جدول تغيرات الدالة

)3:  بـ ℝعلى )f x x=  
+∞            0         −∞  x  

             
                 0  

                          
( )f x  

:  بـ ℝ دوال معرفة على 4f و1f، 2f، 3fو 
3

1( ) 2f x x= −           ، 3
2( )f x x= −  

3
3

1
( )

2
f x x= +     3    و

3( ) 1f x x= −  

 و من بين المنحنيات التالية ، fانطلاقا من جدول تغيرات

  4f و1f ،2f، 3fتعرف على منحنيا الدوال

  

  

  

  

             )  1   ()                      2(  

  

  

  

  

)     3()                        4(  
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2 3 4
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2

-1
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0 1
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x
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A

B
C

)الشكل الموالي هو التمثيل البياني         )C  للدالة f 

]المعرفة على     :  بـ−4,5;0,5[

         3 2( ) 6 9 1f x x x x= − + +   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)احسب.1 0,5)f (4,5)نقبل أن  .− 11,125f =.  

  . fأعط جدول تغيرات . 2

  .f(3) و f(0)بقراءة بيانية عين .3

  :حل بيانيا المعادلتين التاليتين.4

)) أ ) 0f x ))  ،  ب= ) 4f x =.  

]حل بيانيا في المجال.5      : المتراجحة−4,5;0,5[

   ( ) 5f x ≤  

 : بـℝ المعرفة علىg التمثيل البياني للدالة Dليكن .6

( ) 1g x x= +.  

  .g(3) و g(0)احسب ) أ

   .ل في الشكDارسم ) ب

]حل بيانيا في المجال) جـ ]0,5;4,5−:  

3 المعادلة  26 9 1 1x x x x− + + = +  

3و المتراجحة  26 9 1 1x x x x− + + ≤ +.  

 ، عدد و إشارة mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي . 7

)حلول المعادلة  )f x m=.  

  : كما يليfيعطى جدول تغيرات دالة        

4             2            0          1-  x  

2 -                         2  

              3 -                         0  
( )f x  

  :مات المتوفرة في هذا الجدولباستعمال المعلو

  .f(0)عين ) 1

;0)هل النقطتان)2 1)A ;2) و− 3)B  تنتميان إلى −

   ؟fمنحني الدالة 

   .fاذكر تغيرات الدالة ) 3

) ثم بينf(1,8) و f(1,5)قارن بين ) 4 0,5)f −  

)  و  0,8)f −.  

  . fارسم تمثيلا بيانيا ممكنا للدالة ) 5

)الشكل الموالي هو التمثيل البياني        )Cدالة   لf  

]معرفة على  ) ، ومثلنا المماسات للمنحني−3;1[ )C عند 

  .2 و 1 ، 0النقط التي فواصلها 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  .f(2) و f، (1)f(0)بقراءة بيانية ،عين.1

  .f(2)' و f، '(1)f(0)'بقراءة بيانية ،عين .2

)عين معادلة المماس للمنحني.3 )C عند النقطة B.   

)2معرفة بالشكلfعلما أن الدالة . 4 )f x x bx c= + + 

   عددان حقيقيانc و bحيث 

  . c و bباستعمال النتائج السابقة عين 

) تحقق إذن أن )1 2 0f + =  

)نقبل أن  )1 2 0f − باستعمال هذه االنتائج وباستعمال  .=

)التمثيل البياني )C شكل جدول إشارة ، f على [ ]1;3−.  

] على المجالFهي مشتقة دالة  fالدالة . 5 ]1;3−.  

] على المجالFشكل جدول تغيرات الدالة  ]1;3−  
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

  : تعرف عليها،كل سؤال يتضمن إجابة واحدة صحية       

  :  بـ ℝ المعرفة علىf لتكن الدالة.1

           ( ) 0,1 0,6f x x= − +   

  .ℝ موجبة تماما علىf -أ

  .ℝ سالبة تماما علىf - ب

[ موجبة في f-جـ ] و سالبة في∞−6;[ [6;+ ∞.  

] موجبة في f -د [6;+ [ و سالبة في∞ ];6−∞.  

  :  بـ ℝ المعرفة علىfلتكن الدالة .2

       2( ) 25 156f x x x= − +   

) مميز -أ )f xسالب تماما .  

)'- ب )f xتنعدم مغيرة إشارتها على ℝ.  

[ متزايدة تماما على f الدالة-جـ ];12,5−∞    

]    و متناقصة تماما على  [12,5;+ ∞.  

)معادلة  ال-د ) 0f x   . تقبل حلا مضاعفا=

  :  بـ ℝ المعرفة علىfلتكن الدالة .3

       2( ) (1 )( 6 8)f x x x x= − − +   

  . نقطيقطع محور الفواصل في ثلاثf منحني الدالة -أ

  .ℝ رتيبة تماما علىfلة  الدا- ب

[ سالبة في المجالf الدالة-جـ [2;4.  

) المعادلة-د ) 5f x   .ℝ تقبل حلين في=

  :  المعرفة  بـ xللمتغير الحقيقي f لتكن الدالة.4

           
1

( )
0,05 1

f x
x

=
−

   

} معرفة على f الدالة -أ }20− −ℝ.   

 متناقصة تماما على كل مجال من  مجالات f الدالة - ب

  .عريفهامجموعة ت

) المعادلة -جـ ) 0f x    .ℝ تقبل حلولا في=

 -د
( )2

0,05
'( )

0,05 1
f x

x
=

−
  

  

  صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
 معرفة على المجال f      إليك جدول تغيرات دالة

[ ]2;1−.    

1       0      
1

3
−        1-      2-  x  

4                            0  
           

             
4

27
−                  2  

( )f x  

  العبارات التالية مع التبرير   أجب بصحيح أم خاطئ على

1 (f موجبة على [ ] و سالبة على −0;2[ ]0;1  

 متزايدة تماما علىfالدالة ) 2
1

2;
3

 − −  
  

3(
4

27
] قيمة حدية صغرى على المجال − ]1;1−  

  .دةيحفي نقطة وواصل فقطع محور ال يfةمنحني الدال) 4

)المعادلة ) 5 ) 1f x ] تقبل حلا واحدا ينتمي إلى= ]2;1− 

      الشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة كثير حدود من 

   .ℝمعرفة علىfلثالثة الدرجة ا

  

  

  

  

  

  

  

  . أجب بصحيح أم خاطئ على العبارات التالية دون تبرير

  . تنعدم مرتين مغيرة إشارتهاf'الدالة) 1

)المعادلة) 2 ) 0f x   . تقبل ثلاثة حلول حقيقية=

3( fموجبة تماما على المجال ] و سالبة تماما ∞−1;]

[على [1;+ ∞.  

[ قيمة حدية صغرى على المجال0) 4 ];0−∞.  

  يقطع المستقيم الذي معادلتهfمنحني الدالة. 5
5

6
y =  

  . في ثلاث نقط
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  الكفاءات المستهدفة
 .استعمال التمثيل البياني لدالة لحل معادلات 

 .استعمال التمثيل البياني لدالة لحل متراجحات 

 .مناقشة معادلة بيانيا 

 .تعيين نقطة الانعطاف 
  
  

  بن يحيى السموءل المغربي   

  كان والده و   كان عمه طبيبا  في بيئة علمية ، فقدو قد نشأالمغرب ب    ولد السموءل
  لإقليدس"الأصول " درس كتاب .  ومن ثم فقد شجعه على دراستهامن علماء الرياضيات  
  .للكرخي و كتب أخرى و عمل على إتمامها و تحسينها "البديع في الجبر " وكتاب    

   استطاع أن يؤلف كتابا في الرياضيات   طور السموءل  الطريقة التحليلية في علم الجبر،
   ، ويتكون هذا الكتاب التاسعة عشرة من عمره وهو في "الباهر في الجبر" ه  أطلق علي 

  يات الرياضية التي تجري على كثيراتمن أربعة أجزاء ، يعرض الجزء الأول منه العمل   
   الحدود لمجهول واحد ، بينما يتناول الجزء الثاني منه معادلات الدرجة الثانية ،  
  ، وانفردقياسيةاب فقد خصصه المغربي لشرح الكميات غير ال أما الجزء الثالث من الكت  
  .  الجزء الرابع بتطبيق الأسس الجبرية على عدد من المسائل الرياضية  

  وغير الرياضيات فقد كان المغربي أيضا من مشاهير أطباء الأمة الإسلامية في القرن الثاني عشر الميلادي ، وقد مارس  
  .   الطب والصيدلة معا

المفيد " وكتاب " في المياه " وكتاب " الموجز في الحساب " وكتاب " إعجاز المهندسين " كتاب :  من أشهر كتبهو  
  " . القوامي في الحساب الهندي " وقد قدم الكسور العشرية في كتابه " الأوسط في الطب 

   . م 1174 عام  حواليالمغربيالسموءل توفي 
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      ا
	��ط ا�ول   

)بـِ  ℝ  على المعرفتينg وfتيننعتبر الدال          ) 3 2f x x= )و  − ) 3g x x=  

)  ليكن )  في معلمf للدالة البيانيالتمثيل  ∆( ); ;O i j
� ��

.  

)أرسم المنحني .1 )∆. 

  . الحساب المقابلةباستعمال مجدول أنجز ورقتي .2

)نلاحظ أن ∗        )f xقيما كبيرة بالقدر الذي نريد بشرط أن يأخذ تأخذ x قيما كبيرة  
   ∞+ إلىx لما يؤول∞+ هيfنقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة . بالقدر الكافي 

)        :                        و نكتب )lim
x

f x
→+∞

= +∞  

) نلاحظ أن∗        )f x−  الذي نريد بشرط أن يأخذ قيما كبيرة بالقدر  تأخذ( )x−   

   ∞− إلىx لما يؤول∞− هيfنقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة. قيما كبيرة بالقدر الكافي 
):                                و نكتب )lim

x
f x

→−∞
= −∞ 

)قارن بين قيم .3 )f xو قيم ( )g xلما يأخذ x )على الترتيبx−( قيما كبيرة بالقدر الكافي .  
)خمن علاقة بين .4 )lim

x
f x

→+∞
) و  )lim

x
g x

→+∞
) من جهة و  )lim

x
f x

→−∞
) و  )lim

x
g x

→−∞
 . من جهة ثانية

 

   ���

     ا
	��ط ا

) بـِ ℝ المعرفتين على g وf    نعتبر الدالتين        ) 22 4 6f x x x= − )و   − ) 22g x x=  

)  ليكن )fCالتمثيل البياني للدالة  fفي معلم  ( ); ;O i j
� ��

.   

)مثل على شاشة حاسبة بيانية المنحني .1 )fC. 

) عين فواصل نقط تقاطع المنحني .2 )fCمع محور الفواصل . 

 : الحساب المواليةباستعمال مجدول أنجز ورقتي .3

 

  
  
  
  
  
  
  
 

 .لأول ماذا تلاحظ ؟ عبر عن ذلك بكتابات مناسبةكما في النشاط ا .4

)قارن بين قيم .5 )f xو قيم ( )g xلما يأخذ x )على الترتيبx− ( قيما كبيرة بالقدر الكافي.  
)خمن علاقة بين.  6  )lim

x
f x

→+∞
) و  )lim

x
g x

→+∞
) من جهة و  )lim

x
f x

→−∞
) و  )lim

x
g x

→−∞
 . من جهة ثانية
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�
�

         ا
	��ط ا
  

) بـِ ℝ المعرفتين على g وf            نعتبر الدالتين ) 3 2f x x x= + )  و − ) 3g x x=  

)  ليكن )fCالتمثيل البياني للدالة  fفي معلم  ( ); ;O i j
� ��

.  

  :باستعمال مجدول أنجز ورقتي الحساب الموالية .1

   
  

  
  
  
  
  
  
  
  

 .كما في النشاطين السابقين ماذا تلاحظ ؟ عبر عن ذلك بكتابات مناسبة .2

)قارن بين قيم .3 )f xو قيم ( )g xلما يأخذ x )على الترتيبx− ( قيما كبيرة بالقدر الكافي.  
)بينخمن علاقة  .4 )lim

x
f x

→+∞
) و  )lim

x
g x

→+∞
) من جهة و  )lim

x
f x

→−∞
) و  )lim

x
g x

→−∞
 . من جهة ثانية

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .5

)، ℝ منxتحقق أنه من أجل كل .6 ) ( ) 21 ( 2)f x x x x= − + )استنتج فواصل نقط تقاطع المنحني. + )fC 
 .مع محور الفواصل

)ليكن .7 ) مماس المنحني∆( )fC0 عند النقطة التي فاصلتها. 

)بين أن معادلة للمماس  • 2y:  هي∆( x= −. 

)مثل على شاشة حاسبة بيانية كلا من • )fCو ( )∆. 

)، إشارة الفرق xأدرس، حسب قيم • ) ( )2f x x− −  . 

)استنتج وضعية المنحني • )fCبالنسبة لمماسه ( )∆. 

)  نلاحظ أن المنحني )fCتسمى هذه النقطة نقطة انعطاف للمنحني. 0 يخترق مماسه عند النقطة التي فاصلتها( )fC.  

) نسمي نقطة انعطاف لمنحن:تعريف       )fCممثل لدالةfكل نقطة من ( )fC يخترق فيها ( )fCمماسه عندها .  
  

f و نرمز إليها بالرمزfنسمي المشتقة الثانية للدالة :تعريف f الدالة المشتقة للدالة′′ ′ ( )f f ′′′ ′=
  

. 

)، ℝ منxأحسب من أجل كل • )f x′′. 

)، إشارةxحدد حسب قيم • )f x′′ .ماذا تلاحظ ؟ 

)    إذا انعدمت:نتيجة       )f x′′0 مغيرة إشارتها عند قيمةxفإن المنحني الممثل للدالة fيقبل نقطة انعطاف   
  .0xفاصلتها        
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 الدوال كثيرات الحدود من الدرجة الأولى ↵

 دراسة مثال .1
):  بـℝِ المعرفة علىfنعتبر الدالة                              ) 3 2f x x= −    

)و  ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

):  لدينا حسب النشاط الأول:النهايات • )lim
x

f x
→−∞

= ) و ∞− )lim
x

f x
→+∞

= +∞.  

)، ℝ منxجل كل و لدينا من أℝ قابلة للاشتقاق علىf الدالة:المشتقة • ) 3f x′ =. 

)، ℝ منx من أجل كل:رة المشتقةإشا • ) 0f x′  .ℝا على متزايدة تمامf و منه الدالة<

 :جدول التغيرات •

+∞                                           −∞  x  
+  ( )f x′  

+∞  
  

−∞  

  
( )f x  
  

 

  :التمثيل البياني •

 : التقاطع مع المحورين

∗ ( ) 0f x 3 يعني= 2 0x − 2 أي =

3
x ) و منه يتقاطع= )fC  

)مع محور الفواصل )x x′2 في النقطة التي فاصلتها

3
.  

∗ ( )0 2f = )  و منه يتقاطع− )fC مع محور التراتيب( )y y′   
  .−2في النقطة التي ترتيبها

 نتائج .2

f:التمثيل البياني للدالة  • x ax b+֏هو المستقيم الذي معادلته y ax b=  . يكفي رسم نقطتين منه لتمثيله.+

):  نلاحظ من النشاط الأول أن • ) ( )lim lim 3
x x

f x x
→−∞ →−∞

) و = ) ( )lim lim 3
x x

f x x
→+∞ →+∞

=. 

  : أننقبل بصفة عامة
( ) ( )lim lim

x x
ax b ax

→−∞ →−∞
+ ) و   = ) ( )lim lim

x x
ax b ax

→+∞ →+∞
+ =  

  
 :نستنتج هكذا أنه •

0a إذا كان∗          )    فإن < )lim
x

ax b
→−∞

+ = )  و  ∞− )lim
x

ax b
→+∞

+ = +∞.  

0a إذا كان∗          )    فإن > )lim
x

ax b
→−∞

+ = )  و  ∞+ )lim
x

ax b
→+∞

+ = −∞. 

)  :مثال   ) ( )lim 3 1 lim 3
x x

x x
→−∞ →−∞

+ = = )  و   ∞− ) ( )lim 3 1 lim 3
x x

x x
→+∞ →+∞

+ = = +∞. 
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) : بـℝِ المعرفة علىf نعتبر الدالة:1تمرين محلول   ) 2 4f x x= +  

 .∞+ و عند∞− عند fعين نهايتي الدالة .1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2

)لمنحنيأرسم في معلم متعامد ا .3 )fCالممثل للدالة f.  

  :حل
1. ( ) ( )lim lim 2

x x
f x x

→−∞ →−∞
= = ) و ∞− ) ( )lim lim 2

x x
f x x

→+∞ →+∞
= = +∞. 

)، ℝ منxمن أجل كل .2 ) 2f x′ )، ℝ منxمن أجل كلنلاحظ أنه . = ) 0f x′ >  

  .ℝ متزايدة تماما علىfو منه الدالة
  

+∞                         −∞  x  
+                    ( )f x′  

+∞  
  

                            −∞  

  
( )f x  
  

2و المعادلة هو المستقيم ذfالمنحني الممثل للدالة .1 4y x= +  

)فمثلا . وتكفينا نقطتان لرسمه )0 4f ) و= )2 0f − =.  

) : بـℝِ المعرفة علىf نعتبر الدالة:2تمرين محلول    ) 2f x x= − +  

 .∞+ و عند∞− عند fين نهايتي الدالةع .1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2

)أرسم في معلم متعامد المنحني .3 )fCالممثل للدالة f.  

  :حل

2. ( ) ( )lim lim
x x

f x x
→−∞ →−∞

= − = ) و ∞+ ) ( )lim lim
x x

f x x
→+∞ →+∞

= − = −∞. 

)، ℝ منxمن أجل كل .3 ) 1f x′ = )، ℝ منxمن أجل كلنلاحظ أنه . − ) 0f x′ <  

  .ℝ متناقصة تماما علىfو منه الدالة
  

+∞                         −∞  x  
                  -  ( )f x′  

  +∞  
  

  −∞                              

  
( )f x  
  

2y هو المستقيم ذو المعادلةfالمنحني الممثل للدالة .3 x= − +  

)فمثلا . تان لرسمهوتكفينا نقط )0 2f ) و= )1 1f =.  
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 الدوال كثيرات الحدود من الدرجة الثانية ↵

 دراسة مثال .1
):  بـℝِ المعرفة علىfنعتبر الدالة     ) 22 4 6f x x x= − )   و  ليكن− )fCتمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j

� ��
.  

):  لدينا حسب النشاط الثاني:النهايات • )lim
x

f x
→−∞

= ) و ∞+ )lim
x

f x
→+∞

= +∞.  

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىf الدالة:المشتقة • ) ( )4 4 4 1f x x x′ = − = −. 

)،إشارة ℝ منx من أجل كل:رة المشتقةإشا • )f x′هي من نفس إشارة  ( )1x −. 

  1 0x − 1x يعني ≥ [ متناقصة تماما على المجالf و منه الدالة≥ ];1−∞   .  
  1 0x − 1x يعني ≤ ] متزايدة تماما على المجالf و منه الدالة≤ [1;+ ∞. 

)لدينا   :جدول التغيرات • )1 8f = − 

+∞                    1                     −∞  x  
             +0           -  ( )f x′  

+∞                                           +∞  
  

8−  

  
( )f x  
  

 

 . يمكن الاستعانة بنقط  مساعدةالرسمعند  :التمثيل البياني •

∗ 22 4 6 0x x− − 1x يعني= = 3x أو − ) و منه يتقاطع= )fC  
)مع محور الفواصل )x x′ فاصلتاهما في النقطتين اللتين(   .3 و−1(

∗ ( )0 6f = )يتقاطع. − )fC مع( )y y′6 في النقطة التي ترتيبها−.  

 نتائج .2

f:2ل البياني للدالة يسمى التمثي • x ax bx c+ +֏ ( )0a  .قطعا مكافئا ≠

):  نلاحظ من النشاط الثاني أن • ) ( )2lim lim 2
x x

f x x
→−∞ →−∞

) و = ) ( )2lim lim 2
x x

f x x
→+∞ →+∞

=. 

  :نقبل بصفة عامة أن

( ) ( )2 2lim lim
x x

ax bx c ax
→−∞ →−∞

+ + ) و   = ) ( )2 2lim lim
x x

ax bx c ax
→+∞ →+∞

+ + =  

  
 :تنتج هكذا أنهنس •

0a إذا كان∗          )    فإن < )2lim
x

ax bx c
→−∞

+ + = )  و  ∞+ )2lim
x

ax bx c
→+∞

+ + = +∞.  

0a إذا كان∗          )    فإن > )2lim
x

ax bx c
→−∞

+ + = )  و  ∞− )2lim
x

ax bx c
→+∞

+ + = −∞.  

)  :مثال   ) ( )2 2lim 3 2 lim 3
x x

x x x
→−∞ →−∞

+ − = = )  و   ∞+ ) ( )2 2lim 3 2 lim 3
x x

x x x
→+∞ →+∞

+ − = = +∞.  

            ( ) ( )2 2lim 2 2 lim 2
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + − = − = )  و   ∞− ) ( )2 2lim 2 2 lim 2
x x

x x x
→+∞ →+∞

− + − = − = −∞.  
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) : بـℝِ المعرفة علىf نعتبر الدالة:تمرين محلول   ) 2 2f x x x= − − +   

)     و ليكن )fCمتعامد تمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

 .∞+ و عند∞− عند fعين نهايتي الدالة .1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2

)عين نقط تقاطع المنحني .3 )fCمع محوري الإحداثيات . 

)أكتب معادلة للمستقيم .4 ) مماس المنحني∆( )fC1 فاصلتها عند النقطة التي. 

)أرسم في معلم متعامد المنحني .5 )fCو المماس ( )∆.  

  :حل
1. ( ) ( )2lim lim

x x
f x x

→−∞ →−∞
= − = ) و ∞− ) ( )2lim lim

x x
f x x

→+∞ →+∞
= − = −∞. 

)، ℝ منxمن أجل كل .2 ) 2 1f x x′ = − −. 

+∞                1

2
−               −∞  x  

2إشارة           +0          -            1x− −  

1 متزايدة تماما على المجالfإذن الدالة
;

2
 −∞ −  

1 و متزايدة تماما على المجال
;

2
 − + ∞  

  

+∞                      1

2
−                −∞  x  

   -             0+             ( )f x′  

                           9

4
                  

  

−∞  −∞  

  
( )f x  
  

 

)طعلتعيين نقط تقا .3 )fC مع( )x x′ 2:نقوم بحل المعادلة 2 0x x− − + =. 

9∆ = ،2x ′ = 1x و − ′′ )يتقاطع إذن. = )fC مع( )x x′1 و−2 في نقطتين فاصلتاهما.  
)لدينا  )0 2f ) و منه يتقاطع= )fC مع( )y y′2 في النقطة التي ترتيبها.  

)معادلة .4 ): هي∆( )( ) ( )1 1 1y f x f′= − +  
)لدينا  )1 0f ) و = )1 3f ′ = − 

)و بالتالي معادلة للمماس 3:  هي∆( 3y x= − +.  
)لرسم المنحني .5 )fCاعدة ننشئ بعض النقط المس 

  : و من أجل ذلك نملأ الجدول التالي
2  1  0  1-  2-  3-  x  
4-  0  2  2  0  4-  ( )f x  
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 الدوال كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة ↵

 دراسة مثال .1
):  بـℝِلى المعرفة عfنعتبر الدالة                              ) 3 2f x x x= + −    

)و  ليكن )fCمتعامد تمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

):  لدينا حسب النشاط الثالث:النهايات • )lim
x

f x
→−∞

= ) و ∞− )lim
x

f x
→+∞

= +∞.  

)، ℝ منx و لدينا من أجل كلℝ قابلة للاشتقاق علىf الدالة:مشتقةال • ) 23 1f x x′ = +. 

)، ℝ منx من أجل كل:رة المشتقةإشا • ) 0f x′  .ℝ متزايدة تماما علىf و منه الدالة<

  :جدول التغيرات •
 

+∞                                −∞  x  
+  ( )f x′  

+∞  
  

−∞  

( )f x  

 
)مثلنا في الشكل المقابل :التمثيل البياني • )fC 

) و مماسه  .2 و ترتيبها 0طة التي فاصلتها عند نقطة الانعطاف، النق∆(

 نتائج .2

3التمثيل البياني للدالة  • 2:f x ax bx cx d+ + +֏ ( )0a  0x بحيث أن0x فاصلتهايقبل نقطة انعطاف ≠

fالمشتقة الثانية تنعدم عندها   هي القيمة التي  . مغيرة إشارتها f للدالة′′

):  نلاحظ من النشاط الثالث أن • ) ( )3lim lim
x x

f x x
→−∞ →−∞

) و = ) ( )3lim lim
x x

f x x
→+∞ →+∞

=. 

  :نقبل بصفة عامة أن
  

( ) ( )3 2 3lim lim
x x

ax bx cx d ax
→−∞ →−∞

+ + + ) و   = ) ( )3 2 3lim lim
x x

ax bx cx d ax
→+∞ →+∞

+ + + =  

  
 :نستنتج هكذا أنه •

0a إذا كان∗      )    فإن < )3 2lim
x

ax bx cx d
→−∞

+ + + = )  و  ∞− )3 2lim
x

ax bx cx d
→+∞

+ + + = +∞.  

0a إذا كان∗      )    فإن > )3 2lim
x

ax bx cx d
→−∞

+ + + = )  و  ∞+ )3 2lim
x

ax bx cx d
→+∞

+ + + = −∞. 

  :مثال  

( ) ( )3 2 3lim 2 3 1 lim 2
x x

x x x x
→−∞ →−∞

− − + = = )  و  ∞− ) ( )3 2 3lim 2 3 1 lim 2
x x

x x x x
→+∞ →+∞

− − + = = +∞.  

     ( ) ( )3 3lim 3 3 4 lim 3
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + − = − = )   و    ∞+ ) ( )3 3lim 3 3 4 lim 3
x x

x x x
→+∞ →+∞

− + − = − = −∞ 
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) : بـℝِ المعرفة علىf نعتبر الدالة:تمرين محلول   ) 3 2 5 2f x x x x= − − + +   

)     و ليكن )fCمتعامد تمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

 .∞+ و عند∞− عند fعين نهايتي الدالة .1

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2

)، ℝ منxتحقق أنه من أجل كل .3 ) ( ) ( )22 3 1f x x x x= − − − )استنتج نقط تقاطع. − )fCمع ( )x x′. 

)أرسم في معلم متعامد المنحني .4 )fC.   

  :حل
1. ( ) ( )3lim lim

x x
f x x

→−∞ →−∞
= − = ) و ∞+ ) ( )3lim lim

x x
f x x

→+∞ →+∞
= − = −∞. 

)، ℝ منxمن أجل كل .2 ) 23 2 5f x x x′ = − − +. 

∆64  لدينا  =،5

3
x ′ = 1x و− ′′   :و منه. =

+∞             1                 5

3
−              −∞  x  

23إشارة  -        0        +       0         -          2 5x x− − +  
  

+∞          1            5

3
−           −∞  x  

       -       0     +      0        -  ( )f x′  
  5  +∞  

  

−∞                      121

27
−  

  
( )f x  
  

 

: نقوم بالنشر .3
( ) ( ) ( )2 3 2 2 3 22 3 1 3 2 6 2 5 2x x x x x x x x x x x f x− − − − − − − + + + = − − + + = 

( ) 0f x )   يعني  = ) ( )22 3 1 0x x x− − − − =  

2x أي  2    أو= 3 1 0x x− − − =  

 
��
  2 3 1 0x x− − − ∆5 ه� =   : و 
�� ا���ن ه��=

          
3 5

2
x

−′ =
−

  و  
3 5

2
x

+′′ =
−

  

� ا����د���2 ا�!�" ا��! �� �� 3 1 0x x− − −   : ه��=

)()!�'& إذن . −2,62 و−0,38  )fCمع ( )x x′�*   

�- ا�) ,�+ . �/�  .2 و−0,38 ، −2,62 �4ث 2!1 *�ا0

)لدينا كذلك .4 )0 2f ) و منه يقطع= )fC المحور  

( )y y′2 في النقطة التي ترتيبها.  
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  مسائل استمثال     

 : الأولىلةالمسأ

]معرفة على المجال الf  نعتبر الدالة         : بـِ−1;1[
                 ( ) 21f x x= −  

)و ليكن )fCفي معلم متعامد  ومتجانس منحنيها ( ); ,O i j
� ��

 .  

)نرسم داخل المنحني )fCمستطيلا MNQPمحوره ( )Oyحيث تقع   
) على المحورN وM النقطتان )Oxبينما تقع النقطتان Pو Qعلى المنحني ( )fC. 

)نرمز بـِ  )a xإلى مساحة المستطيل MNQP.  
)بين أن .1 ) 32 2a x x x= − +. 

] على المجالaأدرس اتجاه تغير الدالة .2  .ثم شكل جدول تغيراتها1;0[

 . الذي له أكبر مساحةMNQPلمستطيلعين بعدي ا .3

 : الثانيةلةالمسأ

  .cmوحدة الأطوال هي  السنتيمتر. لها له الشكل و الأبعاد أدناه" رمز"     تريد إحدى المؤسسات صنع 
  . التي تكون من أجلها مساحة الشكل أدناه أصغر ما يمكنx و قصد التقليص من التكاليف، نبحث عن قيمة

  
  
  
  
  
  
  
  

 : عن كل منxعبر بدلالة .1

 .CF والطولCDالطول •

 .ABG و مساحة المثلث CDEFمساحة المستطيل  •

24: استنتج أن مساحة الشكل المقابل هي .2 140 2400x x− +. 

] المعرفة على المجالfنعتبر الدالة .3 ):   بـ20ِ;0[ ) 24 140 2400f x x x= − +  
 .غيراتها ثم شكل جدول تfأدرس اتجاه تغير الدالة •

 .fباستعمال حاسبة بيانية أرسم التمثيل البياني للدالة •

  .حدد هذه المساحة.  التي تكون من أجلها مساحة الشكل أصغر ما يمكنxاستنتج مما سبق قيمة .4
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    الربط بين مساحة، دالة و منحن   

  .بع وضعيات هندسية، أربع منحنيات ممثلة في معلم متعامد و متجانس و أربع دوال        إليك في ما يلي أر
  ABCDو1 مربع طول ضلعه Mنقطة متغيرة من القطعة المستقيمة [ ]AB.  

x حيثx الأربعة يمثل مساحة جزء مظلل من الأجزاء الأربعة بدلالة  كل منحن من المنحنيات AM=.  
 .يتم تبرير مختلف الاختيارات. أرفق بكل شكل هندسي المنحني و الدالة المقابلة له .1

3من أجلها مساحة الجزء المضلل مساوية لـِ  التي تكون Mعين في كل حالة وضعية النقطة .2

4
  ؟

 :الوضعيات الهندسية •

    

  
  
  
  

           ( )1                            ( )2                          ( )3                           ( )4   

 :المنحنيات •

 

    
  
  
  
  
  

           ( )1                            ( )2                          ( )3                           ( )4   

 :الدوال •

                                    ( )1 :( ) 2
1 2 2 1f x x x= − +  

                                    ( )2 :( )2f x x=  

                                    ( )3 :( )3

1

2
f x =  

                                    ( )4 :( ) 2
4 2f x x x= − +  

  .عين جدول تغيرات كل دالة من الدوال الأربعة أعلاه .3
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  موضوع محلول

  

) :�ـ  ℝعلى المعرفة  fنعتبر الدالة ) 3 3 2f x x x= − + .  

Cالمنحني الممثل للدالة f في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ); ;O i J
� ��

.   

  ∞+ و∞− عند f أحسب نهايتي الدالةأ ـ )1
  .واستنتج جدول تغيراتها fالدالة ر تغي اتجاهأدرس ب ـ

0x التي فاصلتها Cمن المنحني Aبرهن أن النقطة )2    .C للمنحني نقطة انعطاف هي =
   .Aفي النقطة C للمنحني ∆اكتب معادلة للمماس )3
2y الذي معادلتهdبين أن المستقيم )4    .في ثلاث نقط يطلب تعيين إحداثياتها C يقطع المنحني =
)احسب )5 )2fو ( )2f    .C و ∆ ثم ارسم كلا من−

  

  حل مختصر
) أ ـ) 1 ) 3lim lim

x x
f x x

→−∞ →−∞
= = )و∞− ) 3lim lim

x x
f x x

→+∞ →+∞
= = +∞.  

) ولدينا ℝ تقبل الاشتقاق علىf الدالةب ـ ) ( )2 2' 3 3 3 1f x x x= − = −  

2 هما جدران لثلاثي الحدود1 و−1 لدينا  1x   : ومنه جدول الإشارة −
−∞         1−            1            +∞  x  
       +       0     -      0         + 2 1x −  

   :fجدول تغيرات الدالة
−∞         1−            1            +∞  x  
       +       0     -     0         + ( )'f x  

                   4                           +∞  
−∞                           0  

( )f x  

)، xلدينا من أجل كل عدد حقيقي )2 )" 6f x x=  

"f  مغيرة إشارتها0تنعدم عند ، ( )" 0f x 0x من أجل < > 
)و )" 0f x 0x من أجل > )   و  > )0 2f =  
)إذن  )0;2A هي نقطة انعطاف  للمنحني C  
3( ( )' 0 3f = 3:  هي ∆معادلة للمماس إذن − 2y x= − + .  
) نحل المعادلة)4 ) 2f x 3 أي= 3 2 2x x− + ) ومعناه= )2 3 0x x − = 

0xأي  3x أو= 3x أو= = −.   
)في نقط  C يقطع dإذن )0;2A ؛   

( )3;2Bو ( )3 ;2C −  

5(( )2 4f ) و= )2 0f − = .   
  

  

  تعاليق
 لحساب النهاية نعتمد على المبرهنة 
التي تنص على الحد الأكبر درجة 

  .لكثير الحدود 
معادلة لإيجاد الجذرين يكفي حل ال

2 1x =.   
  

تذكر المبرهنة حول المشتقة و اتجاه 
  .تغير دالة 

  
  

  تطبيق مباشر لمعادلة المماس 
  
  
  

الهدف من السؤالين الرابع 
والخامس تعيين بعض النقط 

  المساعدة لإنشاء المنحني
  A BC

2-1-2-3

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

A BC
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   مع إرشاداتموضوع

         

) :�ـ  ℝعلى المعرفة  fنعتبر الدالة ) 3 23f x x x= − .  

Cالمنحني الممثل للدالة f في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ); ;O i J
� ��

.   

   .∞+ و∞− عند كل منfحسب النهايتين للدالةأ .1

  . وشكل جدول تغيراتها fر الدالةتغيأدرس اتجاه  .2

   .0ة التي فاصلتها عند النقطCللمنحني ∆جد معادلة المماس .3

    . يطلب إيجاد معادلتيهما9ميل كل منهما  T'و Tمماسين Cبين أن للمنحني  .4

   . في نفس المعلمC ثم المنحني T'و T، ∆أرسم المماسات  .5

  

  

  إرشادات

  

  .اعتمد على مبرهنة الحد الأعلى درجة ∞+ و∞− عند كل منfلحسب النهايتين للدالة .1

  . هو حساب الدالة المشتقة ثم دراسة إشارتها fر الدالةتغيدراسة اتجاه  .2

   .معادلة المماسل تطبيق مباشر .3

) للإجابة عن هذا السؤال ، نحل المعادلة.4 )' 9f x    . وتجد حلين لها وهما فاصلتا نقطتي التماس =

ابحث عن  Cالمنحنيمتوازيين ولرسم   T'و Tموازيا لحامل محور الفواصل ،والمستقيمين ∆ لاحظ أن .5
  .بعض النقط المساعدة مثلا تقاطعه مع محور الفواصل 
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2 3-1-2-3

2

3

4

5

6

7

8

9

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

-10

0 1

1

x

y

  .���ر�� �������.

 التمارين ينسب المستوي إلى معلم في كل

  .متعامد ومتجانس 

  . ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا�و��  ـ 1

  :أرفق كل دالة بتمثيلها لبياني 
: 3 2f x x : ؛ ֏− 3 2g x x−  ؛ ֏−

: 3g x −֏  
  
  
  
  
  
  
  

  :أرفق كل دالة بجدول تغيراتها 
: 2 3f x x : ؛ ֏− 2 3g x x−  ؛ ֏−

: 3g x x−֏.   
+∞           2           −∞  x  

                 6−  ( )f x  
  

+∞           2           −∞  x  
                 1  ( )f x  

  
+∞           2           −∞  x  

                 7−  ( )f x  
  أنجز جدول تغيرات الدالة) 1

f المعطى تمثيلها البياني التالي  :  
  عين إحداثيات نقط تقاطع منحني) 2

  . مع محوري الإحداثيات fالدالة
)ما هي إشارة ) 3 )f x حسب قيم x.   

] المعرفة على fنعتبر الدالة     : �ـ −5;3[

( ) 1f x x= − +  
  .تغيراتها ثم مثلها بيانيا أنجز جدول 

   : �ـ ℝ المعرفة على fمثّل بيانيا الدالة 
( ) 4 1f x x= +.   

  . ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا�'�*��  ـ 2

 تغيرات الدالة ةسا درالمطلوب 9 إلى 6من في التمارين •
f ثم مثلها بيانياً في المستوي المنسوب إلى معلم 

( ); ,O I J   
2( ) 3 6 3f x x x= − +  
2( ) 5 6f x x x= − +   
2( ) 2 3f x x x= − + +  

( ) 2( 1)(3 )f x x x= − −    
      f  و g علىدالتان معرفتان ℝبـ  : 

2( ) 3 7 20f x x x= − −   2   و( ) 2 5g x x x= − +.  
( )fCو ( )gC هما التمثيلان البيانيان للدالتين f و g على 

  .الترتيب في معلم
) حل المعادلة -أ.1 ) ( )f x g x=.  
) عين إحداثيات نقط تقاطع المنحنيين- ب )fCو ( )gC.  
) ادرس إشارة -أ.2 ) ( )f x g x− حسب قيم x.   
) للمنحنيينةاستنتج الوضعية النسبي- ب )fCو ( )gC.  

)يمكن مشاهدة النتائج بيانيا برسم المنحنيين )fCو ( )gC 
  .على شاشة الحاسبة البيانية

)في الشكل الموالي مثلنا المنحنيين البيانيين       )fC 
)و )gC للدالتين f و g معرفتين علىالℝبـ  : 

2( ) 4 5 9f x x x= − −   2   و( ) 2g x x x= + −.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
)حل المعادلتين .1 ) 0f x ) و = ) 0g x =.  
)عين فواصل نقط تقاطع .2 )fCو ( )gC.   
)حل المتراجحة .3 ) ( )f x g x>.  

1 

-1-2

2

-1

-2

0 1

1

x

y

-1

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

2-1

2

-1

-2

0 1

1

x

y

3 

2 3

-1

0 1

1

x

y

4 

5 

2 

6 

7 

8 

9 

10 

11 
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�'�  ـ 3�'�  . ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا

 عين مجموعة fباستعمال جدول تغيرات الدالة
   ؛تعريفها و النهايات عند حدود مجموعة التعريف

 . ، مثلها بيانيا عين اتجاه تغيرها 

+∞       2           1 -       −∞  x  
          +        -+               '( )f x  

1                        0   
            3-                    −∞                    

( )f x

  
 ثم مثلها بيانياً في المستوي fادرس تغيرات الدالة 

)المنسوب إلى معلم  ); ,O I J   
1( 3( ) 3 6 3f x x x= − +  
2  (3( ) 5 6f x x x= − +   
3 (3 2( ) 2f x x x= − +  
4( ( )( ) 2 ( 1)(3 )f x x x x= + − −    

نقطة  I ثم أثبت أن النقطة fادرس تغيرات الدالة 
) لـ انعطاف )fCمنحني الدالة f و ارسم ( )fC  

1 (3( ) 1f x x x= −   I(1;0)   و +

2 (
3

( ) 4 1
3

x
f x x= − ;0)   و + 1)I −  

3 (3 2( ) 3 3f x x x= −   I(1;1)   و +
  :   حيث أن xقيقي  للمتغير الحfدالةلتكن ال       

         3 2( ) 3 4 5f x x x x= − + −.  
)ليكن  )fC رسمها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم 

)متعامد ومتجانس  ), ,O I J.   
)عين معادلة للمماس.1 )fC1قطة التي فاصلتها  عند الن.   

)ليكن .2 )D 4 المستقيم الذي معادلتهy x= −.   
)3بين أن  ) ( 4) ( 1)f x x x− − = −.   

)أدرس الوضعية النسبية للمنحنى.3 )fCو المستقيم ( )D.  

  : بـ ℝ المعرفة على fلدالة        نعتبر ا
          3( ) 3 3f x x x= − −.  

  .∞+ و عند∞−عندfادرس نهايتي الدالة .1
  .f مشتقة الدالةf'احسب . 2
  .fشكل جدول تغيرات الدالة. 3

)نسمي.4 )Cالتمثيل البياني للدالة f في معلم متعامد   
)و متجانس ; , )O i j

� �
.  
  .0ة التي فاصلتها للمنحني عند النقطTعين معادلة المماس 

)و Tارسم .5 )Cعلى المجال [ ]2;2,5−.  
  : بـ ℝ المعرفتين على gو   f     نعتبر الدالتين  

   2( ) 3f x x x= −     3  و( ) 3g x x x= −  
   :f دراسة الدالة .1
  f مشتقة الدالةf' احسب -أ

   .fثم استنتج جدول تغيرات f' ادرس إشارة- ب
  : g دراسة الدالة  .2
  g مشتقة الدالةg' احسب -أ

  .gثم استنتج جدول تغيرات g' ادرس إشارة- ب
  : gو   fالمقارنة بين الدالتين .3
) ارسم -أ )fCو ( )gC التمثيلان البيانيان للدالتين f و g 

)متعامد و متجانس  على الترتيب في معلم ; , )O i j
� �

  
]اقتصر الرسم على المجال( ]2;2−(  

)بقراءة بيانية ، اذكر عدد نقط تقاطع )fCو ( )gC و عين 
  .إحداثيات هذه النقط

)حل المعادلة- ب ) ( )f x g x=.  
)تقاطع طاستنتج بالحساب إحداثيات نق-جـ )fCو ( )gC.  

  .���ر�� �/ّ.-ـّ�ـ+.

1 ��  .  ـ ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا�و

أنشئ التمثيل البياني للدالة  21 إلى 18التمارين من في •
f  تها ثم شكل جدول تغيرا.  

: 4 3f x x −֏.  
: 3 4f x x− +֏.  

1
: 2

2
f x x− +֏.   

3 1
:

2 2
f x x +֏.   

  :المطلوب  25إلى  22في التمارين من  •
   .∞+ و∞−عند كل من fالدالة حساب نهايتي  - 
  . حساب الدالة المشتقة وتعيين إشارتها - 
  . ورسم منحنها f إنشاء جدول تغيرات الدالة- 
  

0 0 

12 

20 

18 

21 

19 

13 

14 

15 

16 

17 
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B

A

D

0 1

1

x

y

B

A

D

: 5 1f x x −֏.  
: 5 4f x x− +֏.  

5
: 5

2
f x x− +֏.   

5 3
:

2 2
f x x +֏.   

2 ��*�'�  .  ـ ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا
f دالة معرفة على ℝ كما يلي :  
 2( ) 3 5 2f x x x= − +. fC منحنيها البياني .  

  f للدالة ∞+ و∞−أحسب النهايتين عند .1
   .fأدرس اتجاه تغير الدالة .2
 مع حامل محور الفواصل ثم عند fCعين نقطتي تقاطع .3

  .fCس المنحني كل من هاتين النقطتين ، أكتب معادلة لمما
   .fCأنشئ المنحني .4

  :بيانيا كل من المنحنيات المعرفة بمعادلاتها التاليةمثل 

1C : 
22

5

x
y 2C : 2؛    = 4y x= − +       

3C : 2 3 2y x x= − +  

      f و g علىدالتان معرفتان ℝبـ  : 
2( ) 2 3f x x x= − −  21   و

( ) 2 3
2

g x x x= − − +.  

( )fCو ( )gCلتمثيلان البيانيان للدالتين  هما اf و g على 
)متعامد ومتجانس  الترتيب في معلم ; , )O i j

� �
.  

  . g و fادرس تغيرات الدالتين .1
)أنشئ.2 )fCو ( )gC.  
)عين جبريا احداثيات نقط تقاطع المنحنيين.3 )fCو( )gC ،

  .ثم تحقق من النتائج بيانيا
)ادرس جبريا إشارة .4 ) ( )f x g x−  أعط تفسيرا بيانيا ،

  .لهذه الإشارة
  : بـ ℝ المعرفتين على gو   f      نعتبر الدالتين  

   2( ) 1f x x x= − −   و    ( ) 3g x x= −  
 ( )fCو ( )D  التمثيلين البيانيين للدالتينf   وg في معلم 

)متعامد و متجانس  ; , )O i j
� �

.  
  .∞+ و∞−عند fأحسب نهايتي الدالة  .1
  .و ادرس إشارتهاf مشتقة الدالةf'احسب .2
  .fشكل جدول تغيرات الدالة .3

) للمنحني Tعين معادل المماس .4 )C عند النقطة التي 
0فاصلتاهما 2x =.  

)حل جبريا المعادلة.5 ) ( )f x g x=.  
)عين إحداثيات نقط تقاطع .6 )fCو ( )D.  
)،Tارسم .7 )Dو ( )fCفي نفس المعلم.  

)  في معلم نعتبر        ; , )O i j
� �

الذي  P القطع المكافئ 
2y معادلته ax bx c= + + ، ( 0)a ≠  

 يقطع محور P علما أن c و a  ،bعين الأعداد الحقيقية 
)الفواصل )Ox في النقطة A و يقطع 3 التي فاصلتها 

)محور التراتيب  )Oy في النقطة Bو يقبل 2 التي ترتيبها 
2مماسا عند هذه النقطة معادلته  2y x= +   

       المستوي منسوب إلى
  معلم متعامد و متجانس 

( ); ,O I J.  
  ℝ المعرفة علىf الدالة نعتبر
) بـ  ) 2f x ax bx c= + +   
   أعداد حقيقية،c وa، bحيث 

   تمثيلها البياني في الشكل Γو
  .المقابل

A و B نقطتان منΓالمماس للمنحني ، Γ عند A يشمل 
)النقطة  )0;3D  

)بقراءة بيانية احسب كلا من. 1 )1f ، ( )2fو ( )' 1f  
         .  c وa ، b باستعمال النتائج السابقة عين .2
3 �'��'�  .  ـ ا�!وال آ'�&ات ا�$!ود "� ا�!ر � ا

f دالة معرفة على ℝ كما يلي :  
        3 2( ) 3 5 4f x x x x= − − + .  

( )Cالمنحني البياني للدالة fمتجانس  و في معلم متعامد.  
   .fادرس تغيرات الدالة) 1
;1)أثبت أن النقطة ) 2 3)S ) للمنحنينقطة انعطاف − )C.  
)ارسم ) 3 )C.   

f دالة معرفة على ℝ حيث  :  

        ( ) 3 21 1 13
2

3 2 12
f x x x x= − − +    

   .∞+ وبجوار∞− بجوارfأحسب نهايتي الدالة.1
)أحسب المشتقة .2 )'f xثم أدرس إشارتها على ℝ.   
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   .fشكل جدول تغيرات الدالة .3

1أثبت أن النقطة .4
;0

2
I
 
 
 

 للرسم البياني نقطة انعطاف 

)في المستوي المنسوب إلى معلم fللدالة ); ;O i j
� �

 

): استنتج حلول المعادلة .5 ) 0f x =  

   .fمثل بيانيا الدالة.6

  : بـ ℝ المعرفة على f      نعتبر الدالة  
            3( ) 3 1f x x x= − −  

  ).اتجاه التغير و النهايات (ℝعلى fادرس تغيرات الدالة .1
)للمنحني  Tعين معادلة المماس . 2 )C الممثل للدالة f 

   .0عند النقطة التي فاصلتها
) بالنسبة للمنحنيTحدد وضعية المماس . 3 )C.  
2الذي معادلته  Pنعتبر القطع المكافئ .4 2 1y x x= − +  
  :   بـ ℝعلىالمعرفة  g ادرس تغيرات الدالة -أ

         2( ) 2 1g x x x= − +  
) نقطة مشتركة بين A(1;2) تحقق من أن النقطة- ب )C 
  .P و
  :   تحقق من أن -أ.5

   3 2 22 ( 2)( 1)x x x x x x− − − = − + +  
) ادرس وضعية - ب )C بالنسبة إلى P.  
)ارسم المنحنيين.6 )Cو  P في نفس المعلم .  

] المعرفة على f      نعتبر الدالة     : بـ −0,5;2[

          3 219 11
( ) 3

2 2
f x x x x= + + −  

)نرمز بـ )Cإلى التمثيل البياني للدالة f في معلم متعامد   
  .و متجانس

  .ثم ادرس إشارتهاf مشتقة الدالةf'احسب  .1
]على المجال  fل تغيرات الدالةشكل جدو .2 ]2;0,5−.  

)بين أن .3 2) 0f −   :  ثم تحقق أن =

      3
( ) ( 2)(3 1)

2
f x x x x

 = + − + 
 

  

]حل في المجال . 4 ) المعادلة−0,5;2[ ) 0f x  ، استنتج=

)أن المنحني )C يقطع محور الفواصل في ثلاث نقط يطلب 
 للمنحني 2T و1Tعين معادلتي المماسين .5.تعيين إحداثياتها

( )C 19و 0 عند النقطتين اللتين فاصلتاهما 163

18

− − 

  .على الترتيب
)  و1T، 2Tارسم .6 )C في المعلم( ; , )O i j

� �
.  

  
  ."2ـ�1ـ0.

�45�3ر��..  
   :�ـ  ℝعلى المعرفة  fنعتبر الدالة

                 ( ) 3 3f x x x= − + .  
Cالمنحني الممثل للدالة f في المستوي المنسوب إلى 

)معلم متعامد ومتجانس  ); ;O i J
� ��

.   
   . فرديةfبين أن الدالة) 1
مع حامل محور  Cعين إحداثيات نقط تقاطع المنحني ) 2

  .الفواصل 
   .fأدرس تغيرات الدالة) 3
عند النقطة التي  Cللمنحني  ∆أكتب معادلة للمماس ) 4

0 فاصلتها 3x = .  
  .Cثم المنحني  ∆ أنشئ) 5

�45�3ر��..  

f على المعرفة الدالةℝ  ـ�:( ) 3 4
1

3
f x x x= − +.   

 في المستوي المنسوب fل للدالة لمنحني الممثل Cيرمز
)إلى معلم متعامد ومتجانس ); ;O i J

� ��
.  

1أحسب ) 1

2
f
 
 
 

 ، 1

2
f
 − 
 

 ، ( )1fو ( )1f −.   

  . عند حدي مجال التعريف f أحسب نهايتي الدالة) 1
  .  وأنجز جدول تغيراتها fأدرس اتجاه تغير الدالة) 2
 عند النقطة التي C للمنحني∆أكتب معادلة المماس)3

0xفاصلتها =.   
 مع المستقيم الذي معادلته Cعين نقط تقاطع المنحني) 4
1y    .C   ثم∆أرسم  . =

نريد البحث عن دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة .1      
f ياني ، علما أن منحنيها الب( )fC الممثل في معلم متعامد 

)ومتجانس  ; , )O i j
� �

  : يحقق الشروط التالية
 - ( )fC يشمل النقطة O و يقبل في هذه النقطة مماسا 

  .- 2معامل توجيهه 
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) المماس للمنحني-  )fC 1التي فاصلتها  عند النقطة 
3موازي للمستقيم الذي معادلته  1y x= +.  

) النقطة-  1;2)A ) تنتمي إلى− )fC.  
3نضع  2( )f x ax bx cx d= + +   .f،عين الدالة +

3 :فيما يلي نقبل أن 2( ) 2f x x x x= + −  
)ط تقاطع المنحني عين إحداثيات نق. 2 )fC مع حامل 

  .محور الفواصل 
) للمنحنيTأعط معادلة المماس .3 )fC عند O عين ، 

)نقطة تقاطعه مع  )fC.  
)جد فواصل نقط المنحني.4 )fC التي يكون عندها المماس 

  .زيا لمحور الفواصلموا
) لنقط من المنحنيaنريد البحث عن الفاصلة .5 )fC يكون 

  . Oعندها المماس يشمل النقطة 
) هي حل للمعادلة a بين أن -ا ) '( )f a a f a=.  

  . عين النقط المطلوبة- ب
دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال  f      لتكن 

[  تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس C و4;0[

( ); ,O i j
� �

  

  
  
  
  
  
  
  

 يقبل Cالمنحنيِ .C تنتمي إلى R و M ، N ، P  ،Qالنقط 
مماس موازيا لحامل محور  Q و Nفي كل من النقطتين 

  في النقطة   Cاس للمنحني  هو المم∆المستقيم .الفواصل
5

2;
2

P
 
 
 

)و يشمل النقطة .  )3;1S.  

)عين) أ.1 )' 1f، ( )' 2fو ( )' 3f  
  .∆عين معادلة للمستقيم ) ب
تعمال التمثيل البياني عدد حلول المعادلة عين باس) أ. 2

( ) 3f x ] على المجال = ]0;4  

3ارسم المستقيم الذي معادلته ) ب

2 2

x
y =  ثم حل +

)المتراجحة  ) 3

2 2

x
f x < +  

]معرفة على Fهي مشتقة دالة  fالدالة . 3 أعط .4;0[
  . مبررا الجوابF  تغيرات الدالة

  .4cmيساوي  Pنعتبر مستطيلا محيطه       
علما ) ℓ و عرضه Lطوله (عين أبعاد  هذا المستطيل .1

23 تساويSأن مساحته 

4
cm.  

اد المستطيل بحيث تكون  مساحته نريد أن نعين أبع.2
  .عظمى

  .ℓبدلالة  S عبر عن -أ
  : بـ ℝ المعرفة على f نعتبر الدالة  - ب

          ( ) (2 )f x x x= −  
شكل جدول . و ادرس إشارتها f مشتقة الدالةf'احسب 

)ارسم .fتغيرات الدالة )fC المنحني الممثل للدالة f 
]على المجال ]0;2  

يساوي  P استنتج أبعاد المستطيل بحيث يكون محيطه -جـ
4cm  ومساحته Sعظمى .  

  باب محل تجاري شكلها مستطيل،
  220160cm وسطها زجاجة مساحتها
   ومحيطة بالخشب حيث 

  عرض الخشب لكل من اليمين واليسار
   ولكل من الأعلى 15cm ِ�ـيقدر

  21cm ِ�ـوالأسفل يقدر 
  .أحسب بعدي الباب حيث تكون مساحتها الكلية أصغر ما يمكن 

 نصنع مثلثا متقايس 1mطوله بنفس الخيط الذي           
 ، نرمز بـ a و مربعا طول ضلعه xالأضلاع طول ضلعه 

S إلى مجموع مساحتي المثلث و المربع .  
  
  
  
  
  

215cm

21cm

220160cm
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B C

A

M N

PQ

HB C

A

M N

PQ

H

)بين أن .1 )223 1
( ) 1 3

4 16
S x x x= + −  

   صغرى؟S تكون المساحة xمن أجل أية قيمة لـ .  2

xالمحصل عليها،احسب xمن أجل قيمة .3

a
.  

     عند صنع خيمة ، نريد الحصول على أكبر قدر ممكن  
  .من التهوية عندما يكون مدخل الخيمة مفتوحا

 ABCوضعنا مقطعا لمدخل الخيمة مثلثا متقايس الأضلاع 
  .2cmطول ضلعه 
  . يرفق بمقطع البابABC  داخل المثلثMNPQالمستطيل 

] من القطعة Mنريد إذن تعيين النقطة  ]BC بحيث تكون 
  .عظمى  MNPQمساحة المستطيل 

على  A المسقط العمودي للنقطة Hلهذا ، نعتبر النقطة 
)المستقيم  )BC،)نضع ).انظر الشكلBM NC x= =  

  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
 هي xبين أن مجموعة القيم التي يمكن أن يأخذها . 1

]المجال  ]0;1.  
3AHبين أن .2 =.  
3MQباستعمال مبرهنة طالس بين أن .3 x=  
   :هي   MNPQ للمستطيل Sاستنتج أن المساحة .4

     ( )2( ) 2 3S x x x= −.  
] على المجال Sادرس تغيرات الدالة .5 ]0;1.  
حتى تكون مساحته   MNPQاستنتج بعدي المستطيل . 6

  .أكبر ما يمكن
]نعتبر دائرة قطرها         ]AB4يث   حAB = .M 

]نقطة من ]AB.ننشئ الدائرتين اللتين قطراهما[ ]AM 
]و ]MB .  

  
  
  
  
  

AMنضع  x= ِو نرمز بـ ( )A x إلى مساحة الحيز  
  .الملون 

)بين أن. 1 )2( ) 4
2

A x x x
π= − +. 

) حتى تكون المساحةMعين وضعية النقطة. 2 )A x 
 .عظمى

 تكون من أجلها  المساحة   Mهل توجد وضعية للنقطة .3
( )A x أكبر تماما  من مجموع مساحتي القرصين اللذين 

]قطراهما ]AMو [ ]MB ؟   
التي تكون من أجلها Mعين وضعيات النقطة . 4

)المساحة )A xين  أصغر من نصف مساحة القرصين اللذ
]قطراهما ]AMو [ ]MB .  
   : بـ ℝ الدالة المعرفة على Vلتكن .1      

          3 2( ) 4 48 144V x x x x= − +.  
   .V ادرس تغيرات الدالة -أ

 متعامدفي معلم  Vرسم التمثيل البياني للدالة  أ- ب
( ; , )O i j
� �

||: حيث   || 2i =
�

|| و  || 100j =
�

.  
 ، نقطع من كل زاوية 12cm ورقة مربعة طول ضلعها 

  . بغرض صنع علبةxمنها مربعا طول ضلعه 
  
  
  
  
  
  
 هي xبين أن  مجموعة القيم التي بمكن أن يأخذها  -أ

]لالمجا ]0;6.   
) بين أن حجم العلبة معطى بـ- ب )V x.  

 يأخذ أكبر قيمة V التي تجعل الحجم x عين قيمة -جـ
  .ممكنة، عين قيمة هذا الحجم

12 

x 

43 

44 

A B 
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

  .في كل تمرين اختر الجمل الصحيحة من بين الاقتراحات 
   .ℝ المعرفة على fالة يعطى التمثيل البياني للد

  
  
  

  
  

   .ℝ متزايدة تماما على fأ ـ الدالة

)ب ـ إشارة  )'f xهي موجبة  على ] ]; 1−∞ − 
]و [1;+ ] وسالبة على ∞ ]1;1−.   

) تكون xج ـ من أجل كل عدد حقيقي ) 0f x ≥  

 يقطع محور الفواصل في ثلاث نقط fد ـ منحني الدالة
  .بالضبط 

 حيث يعطى جدول ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة 
  :تغيراتها كالآتي 

−∞                1−                     +∞ x  
 

                    
                          0  

( )f x  

 تنعدم دون أن تغير من إشارتها fأ ـ الدالة المشتقة للدالة
  .ℝعلى

  . تقبل نقطة انعطاف fب ـ الدالة
   .ℝ موجبة على fـ الدالةج 

)د ـ  )' 1 0f − =.   

  :  حيث ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة 

( ) 3 23f x x x=   . منحنيها C  وليكن −

)أ ـ  ) 2' 3 6f x x= −.   

  . يقطع حامل الفواصل في ثلاث نقط Cب ـ 

  . فردية fج ـ الدالة 
)د ـ النقطة  )1; 2ω    . C للمنحنينقطة انعطاف −

   خاطئ خاطئصحيح أمصحيح أم

 نقطة من نقطة انعطاف منحنى دالة كثير حدود هي) 1
  .المنحني 

   . نقطة انعطافمنحنى دالة زوجية يقبل ) 2

  .منحني كل دالة كثير حدود يقبل نقطة انعطاف ) 3

  .كل دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة تكون فردية) 4

منحني كل دالة كثير حدود من الدرجة الثانية يقبل نقطة ) 5
 .انعطاف

   : �ـ ℝ المعرفة علىfنعتبر الدالة 

( ) 2 2 1f x x x= − +.  

) يشمل النقطة ذات الإحداثيتين fمنحني الدالة) 1 )1;0.   

2y هي 0 عندfمعادلة مماس منحني الدالة) 2 x= +.  

3 ((    .f هما إحداثيتا نقطة الانعطاف لمنحني الدالة1;0(

[ متناقصة على المجال fالدالة ) 4 ];1−∞.   

)المعادلة ) 5 ) 0f x    .ℝ لا تقبل حلا في =

fفة علىالدالة المعر ℝ  ـ�:   

( ) 2 32f x x x= − −.  

  :  حيث b وaيوجد عددان حقيقيان ) 1

( ) ( )( )21f x x x ax b= − + +.  

 يقطع حامل محور الفواصل في ثلاث fمنحني الدالة) 2
  .نقط 

g:3 ومنحني الدالة fمنحني الدالة ) 3 x x֏ ،
  .2قطة ذات الفاصلة يتقاطعان في الن

g:3 ومنحني الدالة fمنحني الدالة) 4 x x֏ ،
  .يتقاطعان في النقطتين مجموع فاصلتيهما معدوما 

  .  يقبل نقطة انعطاف fمنحني الدالة ) 5
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  الكفاءات المستهدفة
  .∞+ و عند∞−استعمال التمثيل البياني لدالة لتخمين النهايات عند 
  .∞+ و عند∞−تحديد نهايتي دالة تناظرية عند 

 .يرها بيانياتعيين المستقيمات المقاربة و تفس 
 
  

  )م1040-1131(��
 ا����م 
   عاصمة الخيام ولد في نيسابور      حكيم وفلكي وعالم رياضيات وشاعر هو غياث الدين أبو الفتح عمر بن إبراهيم

  لتعلم القراءة والكتابة، ولما قوي واشتد ساعده رحل إلى سمرقند   خراسان، بدأ تعليمه الأولي في إحدى مدارس نيسابور
  ترجم إلى) الجبر والمقابلة( فألف كتاباً بالعربية ،    لدراسة الرياضيات،فأنجز نظاماً للأرقام أكثر اتساعاً من نظام الإغريق

  وعالج لأول مرة مسائل التكعيب في الجبر ولما  كما أوجد طريقة لاستخراج جذور الأرقام). 1851(   الفرنسية عام 
  وكلفه ببناء ، استدعاه السلطان السلجوقي لتعديل التقويم، شهرته في الرياضيات    برزت موهبته في علم الفلك إلى جانب

  ها كانت حافزاً له لقراءة شعر المعري فكان له الأثر في شعروإن إجادته للغة العربية والكتابة ب، فلكي في أصفهان     برج
   .الثقافتين الفارسية والعربية ولقبه الأوربيون بملك الحكمة   الرباعيات لغة وأسلوباً ومضموناً فلقب بالحكيم في

  .وفةالجبر والمقابلة قدم طريقة هندسية لحل بعض المعادلات باستعمال نقط تقاطع منحنيات مأل  في كتاب 
 

3:  لحل المعادلة من الدرجة الثالثة      ����  2 4 1 0x x x− − − = 

1  استعمل عمر الخيام تقاطع القطع الزائد ذي المعادلة 
y

x
=  

2   و القطع المكافئ ذي المعادلة  4y x x= − −.   
  :عر   يقول عمر الخيام في ما أنسب إليه من ش

        أفنيتُ عمري في اكتناه القضـاء
                                     وكشف ما يحجبـه في الخـفاء

       فلم أجـد أسـراره وانقضـى
                                     عمري وأحسست دبيب الفـناء

 
 



 88

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

  

      ا
	��ط ا�ول   
  

;  على المعرفة fةنعتبر الدال             ;
d d

c c
   −∞ − − + ∞      

):بـِ ∪ ) ax b
f x

cx d

+=
+

0c مع   ≠  

) ليكنو  )fC في معلم  البيانيهاتمثيل( ); ;O i j
� ��

. 

2a نفرض أن  .1 =،1b =،1c 1d و = = ) أي أن − ) 2 1

1

x
f x

x

+=
−

.  

) و التمثيل البياني الحساب أنجز ورقتي و راسم منحنياتباستعمال مجدول )fCأدناه : 
 
  

  
  
  
  
  
  

  
 

) من خلال ورقة الحساب الأولى و كذلك من التمثيل البياني،نلاحظ ∗        )fC،أن ( )f xقيما قريبة من تأخذ   

   2 هيfنقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة .بالقدر الكافي قيما كبيرة xبالقدر الذي نريد بشرط أن يأخذ 2العدد  
)         :          و نكتب∞+ إلىxلما يؤول  )lim 2

x
f x

→+∞
=  

)، من خلال ورقة الحساب الثانية و كذلك من التمثيل البيانيحظ نلا كما∗        )fC،أن ( )f xقريبة من قيما تأخذ   

) بشرط أن يأخذبالقدر الذي نريد 2 العدد )x−  ل في هذه الحالة أن نهاية الدالةنقو. قيما كبيرة بالقدر الكافيf2 هي  

)        :         و نكتب ∞− إلىxلما يؤول  )lim 2
x

f x
→−∞

=  

)، المنحني ) ∞− إلىxعلى التوالي لما يؤول ( ∞+ إلىxما يؤول ل،أنه  نلاحظ∗        )fC يقترب تدريجيا من   

2y ذو المعادلةالمستقيم  2y ول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلةنق. = )مستقيما مقاربا للمنحني  = )fC لما  

  ).∞− إلىxعلى التوالي لما يؤول ( ∞+ إلىx يؤول

1aنفرض أن  .2 = −،2b =،2c 3d و = ) أي أن = ) 2

2 3

x
f x

x

− +=
+

.  

) البياني باستعمال مجدول و راسم منحنيات أنجز ورقتي حساب مماثلة لتلك المنجزة أعلاه و التمثيل )fC .ماذا تستنتج ؟  

 .d وa،b،cأنجز نفس العمل السابق بتغيير قيم الأعداد .3
):   خمن في الحالة العامة • )lim

x
f x

→+∞
)  و    )lim

x
f x

→−∞
. 

)حدد في الحالة العامة معادلة المستقيم المقارب للمنحني • )fC لما يؤولxإلى +∞ 

   ).∞− إلىxعلى التوالي لما يؤول ( 
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���

         ا
	��ط ا
  

[  المعرفة على f            نعتبر الدالة [ ] [; ;a a−∞ + ) بـِ ∪∞ ) 1
f x

x a
=

−
    

)  ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

0aنفرض  .1 ) أي أن = ) 1
f x

x
=. 

)باستعمال مجدول و راسم منحنيات أنجز ورقتي الحساب و التمثيل البياني )fCأدناه :  

  
 
 

   
  

  

  

  

    

  

  

  

)ن التمثيل البياني نلاحظ، من خلال ورقة الحساب الأولى و كذلك م∗        )fCأن ،( )f x تأخذ قيما كبيرة بالقدر 

  ∞+ هيfنقول في هذه الحالة أن نهاية الدالة. 0 موجبا تماما وقريبا بالقدر الكافي من العددxالذي نريد بشرط أن يكون
):          بقيم أكبر و نكتب0 إلىxلما يؤول )

0
lim

x
f x

>→
= +∞  

)ك من التمثيل البياني كما نلاحظ، من خلال ورقة الحساب الثانية و كذل∗        )fCأن ،( )f x−     تأخذ قيما كبيرة 

 fلةنقول في هذه الحالة أن نهاية الدا. 0 سالبا تماما وقريبا بالقدر الكافي من العددxبالقدر الذي نريد بشرط أن يكون
):          بقيم أصغر و نكتب0 إلىx  لما يؤول∞−هي )

0
lim

x
f x

<→
= −∞  

)، المنحني0 إلىx نلاحظ أنه، لما يؤول∗        )fC0 يقترب تدريجيا من  المستقيم ذو المعادلةx محور ( =

0xنقول في هذه الحالة أن المستقيم ذو المعادلة ).التراتيب )  مستقيما مقاربا للمنحني= )fC. 

 .aنأخذ قيما مختلفة للعدد الحقيقي .2
) باستعمال مجدول و راسم منحنيات أنجز ورقتي حساب مماثلة لتلك المنجزة أعلاه  و التمثيل البياني )fC و ذلك بأخذ قيم 

 .a قريبة منxلـِ
):   خمن في الحالة العامة • )lim

x a
f x

<→
)  و    )lim

x a
f x

>→
. 

)حدد في الحالة العامة معادلة المستقيم المقارب للمنحني • )fC. 

[ المعرفة علىgنعتبر الدالة .3 [ ] [; ;a a−∞ + )بـِ ∪∞ ) b
g x

x a
=

−
 . عدد حقيقيb حيث

)، bخمن، حسب إشارة العدد الحقيقي )lim
x a

g x
<→

)  و    )lim
x a

g x
>→

.  
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 نهايات الدوال التناظرية ↵

;  المعرفة على f     نعتبر الدالة ;
d d

c c
   −∞ − − + ∞      

):  بـِ∪ ) ax b
f x

cx d

+=
+

0c مع 0ad  و≠ bc− ≠.  

)    و ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم .  


 ا
�ا
	:  ملاحظة���  f	������ 	
  . دا

 المستقيم المقارب الموازي لمحور الفواصل .1
)     :1 نتيجة  )lim

x

a
f x

c→−∞
=     ،   ( )lim

x

a
f x

c→+∞
=  

  

0yالقول عن المستقيم ذو المعادلة :              تعريف y=ه مستقيم مقارب و الموازي لمحور الفواصل أن  

)                للمنحني )fCيعني أن ) ∞−عند( ∞+ عند( ) 0lim
x

f x y
→+∞

= ) ( ) 0lim
x

f x y
→−∞

=.(   

)المنحني :2              نتيجة )fC يقبل، لما يؤول xو لما يؤول ∞+ إلى  xمستقيما مقاربا∞− إلى  ،  

a                موازيا لمحور الفواصل معادلته 
y

c
=.   

[المعرفة على fلة نعتبر الدا:مثال   [ ] [; 2 2;−∞ − − + ) بـِ ∪∞ ) 3 1

2 4

x
f x

x

+=
+

.  

):   لدينا ) 3
lim

2x
f x

→−∞
)و  = ) 3

lim
2x

f x
→+∞

=.  

3 نستنتج أن المستقيم ذو المعادلة 

2
y   .∞+ و∞− عندfثل للدالة  مستقيم مقارب للمنحني المم=

 المستقيم المقارب الموازي لمحور التراتيب .2
:1              نتيجة

0

1
lim

x x>→
= +∞، 

0

1
lim

x x<→
= −∞ ، 

1
lim

x a x a>→
= +∞

−
، 

1
lim

x a x a<→
= −∞

−
  

  

0xالقول عن المستقيم ذو المعادلة :              تعريف x=و الموازي لمحور التراتيب أنه مستقيم مقارب   

)                 للمنحني )fC يعني أن ( )
0

lim
x x

f x
>→

= )أو∞+ )
0

lim
x x

f x
>→

= −∞    

)                                        أو )
0

lim
x x

f x
<→

= )أو∞+ )
0

lim
x x

f x
<→

= −∞  

)المنحني :2              نتيجة )fCالممثل للدالة fيقبل مستقيما مقاربا موازيا لمحور التراتيب معادلته    
d

x
c

= −  

[المعرفة على f نعتبر الدالة:مثال   [ ] [; 3 3;−∞ − − + ) بـِ ∪∞ ) 1

3
f x

x
=

+
.  

:    لدينا
3

1
lim

3x x>→−
= +∞

+
، 

3

1
lim

3x x<→−
= −∞

+
.  

3xنستنتج أن المستقيم ذو المعادلة   =   .f مستقيم مقارب للمنحني الممثل للدالة−
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] المعرفة علىf نعتبر الدالة:1تمرين محلول   [0;+ ) بـِ ∞ )
1

x
f x

x

−=
+

)  و ليكن )fCبياني منحنيها ال .  

 .أعط تفسيرا بيانيا للنتيجة. ∞+ عندfأدرس نهاية الدالة .1

1yأرسم المستقيم ذو المعادلة.  ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2 = ) و المنحني− )fC.  

  :حل

)لدينا .1 ) 1
lim 1

1x
f x

→+∞

−= = 1yنستنتج أن المستقيم ذو المعادلة. − = )مستقيما مقاربا للمنحني− )fCعند +∞. 

] منxمن أجل كل .2 [0;+ ∞ ،( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

x x x x
f x

x x x

− + − − − − + −′ = = =
+ + +

. 

] منx من أجل كل [0;+ ∞ ،( ) 0f x′ ] متناقصة تماما علىf و منه الدالة> [0;+ )لدينا كذلك .  ∞ )0 0f =.  

  

+∞                         0  x  
                  -  ( )f x′  

                               0  
  

1−                              

  
( )f x  

  
  

] المعرفة علىfنعتبر الدالة :2تمرين محلول    [ ] ]1;1 1;3− ) بـِ ∪ ) 4

1
f x

x

−=
−

)  و ليكن )fCمنحنيها .  

 ج ؟ماذا تستنت. 1 عندfأدرس نهاية الدالة .1

1xأرسم المستقيم ذو المعادلة.  ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .2 ) و المنحني= )fC.  

  :حل

] منxأجل كلمن  .1 [ ] ]1;1 1;3− ∪ ،( ) 1
4

1
f x

x
= − ×

−
.  

 :لدينا
1

1
lim

1x x<→
= −∞

−
 و 

1

1
lim

1x x>→
= +∞

−
) و منه بعد الضرب في العدد   : نحصل على−4(

 

( )
1

lim
x

f x
<→

= ) و ∞+ )
1

lim
x

f x
>→

= 1xذو المعادلة نستنتج أن المستقيم. ∞− )مستقيما مقاربا للمنحني= )fC.  

] منxمن أجل كل .2 [ ] ]1;1 1;3− ∪ ،( )
( )2

4

1
f x

x
′ =

−
] متزايدة تماما علىfإذن.  [ و−1;1] ]1;3. 

3                 1               1−  x  
+                     +          ( )f x′  

2−                  +∞  
  

              −∞    2  

  
( )f x  
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 دراسة دالة تناظرية ↵

 :دراسة مثال. 1
[ المعرفة علىfنعتبر الدالة               [ ] [; 2 2;−∞ − − + ):  بـِ∪∞ ) 2 1

2

x
f x

x

+=
+

   

)  و  ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم ( ); ;O i j
� ��

.  

 :اتالنهاي •

        ∗  ( ) 2
lim 2

1x
f x

→−∞
= )    و   = ) 2

lim 2
1x

f x
→+∞

= =.   

)   يمكن أن نكتب∗         )f xعلى الشكل : ( ) ( ) 1
2 1

2
f x x

x
 = +  + 

2xلندرس إشارة .  +:  

+∞                2−               −∞  x  
2xإشارة  -         0          +           +  

)  لدينا  )
2

lim 2 1 3
x

x
→−

+ =  و −
2

1
lim

2x x<→−

  = −∞ + 
) و منه  )

2
lim

x
f x

<→−
= +∞.  

)  لدينا  )
2

lim 2 1 3
x

x
→−

+ =  و −
2

1
lim

2x x>→−

  = +∞ + 
) و منه  )

2
lim

x
f x

<→−
= −∞.  

) يقبل المنحني:المستقيمات المقاربة • )fC2واصل معادلته مستقيما مقاربا موازيا لمحور الفy  و مستقيما =

2xمقاربا موازيا لمحور الفواصل معادلته = −.  

[ منx من أجل كل:المشتقة • [ ] [; 2 2;−∞ − − + ∞∪ ،( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

2 2 1 2 1 3

2 2

x x
f x

x x

+ − +
′ = =

+ +
. 

[ منx من أجل كل:رة المشتقةإشا • [ ] [; 2 2;−∞ − − + ∞∪،( ) 0f x′ >. 

[ متزايدة تماما على كل من المجالين  f  نستنتج أن الدالة [; 2−∞ [ و − [2;− + ∞. 

   :جدول التغيرات •

+∞              2−           −∞  x  
+                     +          ( )f x′  

2                  +∞  
  

              −∞    2  

  
( )f x  

  
 

  .انظر الشكل المقابل :التمثيل البياني •

 ملاحظات. 2

; المعرفة علىfيسمى التمثيل البياني للدالة  ;
d d

c c
   −∞ − − + ∞      

):  بـِ∪ ) ax b
f x

cx d

+=
+

0c مع ≠   

0ad و  bc− aتا مستقيميه المقاربين قطعا زائدا معادل  ≠
y

c
d و =

x
c

= −.  
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} المعرفة علىf نعتبر الدالة:تمرين محلول   }1− −ℝ ِبـ ( ) 2 5

1

x
f x

x

−=
+

)  و ليكن )fCاني منحنيها البي .  

} منx بحيث من أجل كلaعين العدد الحقيقي .1 }1− −ℝ ،( ) 7

1
f x a

x
= +

+
. 

)استنتج أن.1 و∞+،∞− عندfأدرس نهايات الدالة .2 )fCيقبل مستقيمين مقاربين يطلب تعيين معادلتيهما . 

 . ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة .3

) أرسم المستقيمين المقاربين و المنحني .4 )fC.  

  :حل

)ينا مثلا من جهة لد .1 )0 2f )  و من جهة ثانية = )0 7f a= 7  و منه + 2a + 5a أي = = −. 

} منxو بالتالي من أجل كل }1− −ℝ ، ( ) 7
5

1
f x

x
= − +

+
.  

) لدينا ∗ .2 )lim 5
x

f x
→+∞

= )  و  − )lim 5
x

f x
→+∞

= − . 

} منx لدينا   من أجل كل∗          }1− −ℝ ، ( ) 1
5 7

1
f x

x
= − + ×

+
1xة  لندرس إشار. −:  

+∞                 1−               −∞  x  
1xإشارة   -         0          +           +  

 
1

1
lim

1x x<→−

  = −∞ + 
) نحصل على −5 و إضافة7 و منه بعد الضرب في )

1
lim

x
f x

<→−
= −∞.  

 
1

1
lim

1x x>→−

  = +∞ + 
) نحصل على −5 و إضافة7 و منه بعد الضرب في )

1
lim

x
f x

>→−
= +∞.  

)  نستنتج أن المنحني )fCيقبل مستقيما مقاربا موازيا لمحور الفواصل ( )x x′5 معا دلتهy =    و مستقيما مقاربا موازيا−

)  لمحور التراتيب )y y′1 معادلتهx = −.  

} منxمن أجل كل: لدينا .3 }1− −ℝ ، ( )
( )2

7

1
f x

x
′ = −

+
. 

} منx إذن من أجل كل }1− −ℝ،( ) 0f x′    و منه >

[ متناقصة تماما على المجالينfالدالة [; 1−∞ [ و− [1;− + ∞  

+∞              1−           −∞  x  
         -                     -  ( )f x′  

               +∞                5−     
  

5−                 −∞    

  
( )f x  

  
)لرسم المنحني .4 )fC يمكن رسم بعضبأكثر دقة  

) النقط المساعدة كنقطة تقاطع  )fCمع ( )y y′و المحصل   

) على ترتيبها بحساب )0fو نقطة تقاطع ( )fCمع ( )x x′  

) و المحصل على فاصلتها بحل المعادلة ) 0f x =.   
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     المستقيمات المقاربة من جدول التغيرات التعرف على 

  :4f و1f،2f،3f                 نعتبر فيما يلي جداول تغيرات أربع دوال

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :   أجب عن الأسئلة الموالية بواسطة قراءة لجداول التغيرات السابقة
 .عين بالنسبة لكل دالة مجموعة التعريف و النهايات عند أطراف هذه المجموعة .1
 .أعط تفسيرا  بيانيا لكل نهاية من النهايات السابقة .2
 يرات، التعرف على المستقيمات المقاربة الموازية لمحور التراتيب ؟كيف يتم، انطلاقا من جدول التغ .3

 كيف يتم، انطلاقا من جدول التغيرات، التعرف على المستقيمات المقاربة الموازية لمحور الفواصل ؟ .4

 

     المستقيم المقارب و قواسم عدد  طبيعي  

]المعرفة على f                         نعتبر الدالة [0;+ ) بـِ ∞ ) 3 3

1

x
f x

x

−=
+

   

)و ليكن )fCتمثيلها البياني في معلم .  

] منx بحيث من أجل كلb وaعين عددين حقيقيين .1 [0;+ ∞ ،( )
1

b
f x a

x
= +

+
. 

] على المجالfأدرس اتجاه تغير الدالة .2 [0;+  . ثم شكل جدول تغيراتها∞

)عين فاصلة نقطة تقاطع المنحني .3 )fCمع محور الفواصل . 

)رب للمنحنيبرر وجود مستقيم مقا .4 )fC. 

)أرسم المستقيم المقارب و المنحني .5 )fC. 

5xبين أنه إذا كان  .6 ) فإن < )2 3f x< <. 

1xيقسم العدد   التيxعين الأعداد الطبيعية غير المعدومة .7 3 من أجلها العدد + 3x −.  
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    الربط بين دالة، جدول تغيرات و منحن   

  .                 إليك في ما يلي ثلاث دوال، ثلاث جداول تغيرات و أربع منحنيات
  .ك  أرفق بكل دالة جدول تغيراتها و تمثيلها البياني مبررا في كل مرة اختيار

 :الدوال .1

[ المعرفة علىfالدالة • [ ] [;2 2;−∞ + ) بـِ ∪∞ ) 3
1

2
f x

x
= −

−
 

[ المعرفة علىgالدالة • [ ] [;1 1;−∞ + ) بـِ ∪∞ ) 1
2

1
g x

x
= −

−
 

[لمعرفة على اhالدالة • [ ] [;1 1;−∞ + ) بـِ ∪∞ ) 1 2

2 1

x
h x

x

−= −
−

 

 :جداول التغيرات .2

  
  
  
  
  

                 ( )1                                      ( )2                                   ( )3 

 :المنحنيات .3
 

  

  

  

  

                           ( )1                                ( )2  

  

  

    

  
  

                                       ( )3                                                 ( )4    
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  موضوع محلول

  

f على  المعرفة الدالة{ }3−ℝ  ـ�: ( ) 2 4

3

x
f x

x

−=
−

 .   

)يرمز  )C لمنحني الممثل للدالةلfنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس في المستوي الم( ); ;O i J
� ��

.  

  . عند حدود مجالات التعريف fلدالةالنهايات لحسب أ أ ـ )1
  . وشكل جدول تغيراتها fالدالة رتغياتجاه درس  أب ـ

)أوجد نقط تقاطع  )2 )C مع محوري الإحداثيات  

) أثبت أن المنحني)3 )C يقبل مماسينT و'T2  معامل توجيه كل منهما يساوي−.   

  .T'و Tعين معادلة لكل من 

) ثم المنحني T'وT  أرسم  )4 )C. 

  

  

  حل مختصر

) أ ـ) 1 ) 2
lim lim 2

x x

x
f x

x→−∞ →−∞
= )و= )lim 2

x
f x

→+∞
=.  

( )
3

lim
x

f x
<→

= )و∞− )
3

lim
x

f x
>→

= +∞  

) ب ـ )
( )2

2
'

3
f x

x

−=
−

} ومنه من أجل كل  }3x ∈ −ℝ ، ( )' 0f x <  

+∞                    3−               −∞ x  

            -                      -  ( )'f x  

                   +∞                    2                      
2                         −∞            

( )f x  

) تقاطع)2 )C مع ( )'xx 0 بوضعy 2 أي = 4
0

3

x

x

− =
−

2x ومعناه  =  

)تقاطع )C مع ( )'yy 0 بوضعx 2 أي = 0 4

0 3
y

× −=
−

4 ومعناه 

3
y =  

3 (( )' 2f x =   معناه −
( )2

2
2

3x

− = −
−

) أي  )2
3 1x −  ويكافئ =

3 1x − 3 أو= 1x − = 4x ومعناه − 2x أو= =.   

: 2 12T y x= − +   
'و : 2 4T y x= − +.    
  

  التمثيل البياني )4
  

  

  تعاليق

 أدرس إشارة 3 لحساب النهاية 
3x −.  
  

عندما تكون المشتقة سالبة فإن الدالة 
  .صة تكون متناق

  
  
  
  
  
  
  
  

//لاحظ أن  'T T.   
  

2 3 4 5 6 7-1-2-3

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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  إرشاداتمع  موضوع

         

f على  المعرفة الدالة{ }2− −ℝ  ـ�: ( ) 2 5

2

x
f x

x

−=
+

 .   

)يرمز  )C لمنحني الممثل للدالة لfفي المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس ( ); ;O i J
� ��

.  

   . عند حدود مجالات التعريفfحسب النهايتين للدالةأ أ ـ .1
   وشكل جدول تغيراتهاfر الدالةتغيأدرس اتجاه   ـب
2. ن إحداثيات نقط تقاطع المنحنيعي( )C مع حامل محور الفواصل  

3. ن معادلة ديكارتية للمستقيمعيT مماس المنحني( )C 0 في النقطة ذات الفاصلة.   

) وT :أنشئ كلا من  .4 )C.  

3: الذي معادلته ∆بين أن المستقيم  .5 2 0x y+ − ) يقطع المنحني= )C  في نقطتين يطلب تحديدهما.  

  

  إرشادات

  

اعتمد ∞+ و∞−لى شكل مجالات ثم عند كل من أكتب أول مجموعة عfلحسب النهايات للدالة أ ـ .1
2xأدرس إشارة −2على مبرهنة ؛ وعند  +.   

   .دراسة إشارتها  هو حساب الدالة المشتقة ثم fر الدالةتغيدراسة اتجاه ب ـ 

) يجب حل المعادلة مع حامل محور الفواصل Cين إحداثيات نقط تقاطع المنحنيلتعي .2 ) 0f x =.   

    .معادلة المماسل تطبيق مباشر .3

3على الشكل  ∆ كتابة معادلة .5 2y x= − ) ثم حل المعادلة + ) 3 2f x x= − +.   
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������  ���ر!  �

1�����	�
   ـ �����ت ا
�وال ا

[ المعرفة علىf نعتبر الدالة        [0;+   :  بـِ ∞

               ( ) 1 x
f x

x

−=    

)و ليكن )fCمنحنيها البياني  .  

أعط تفسيرا بيانيا . ∞+ عندfأدرس نهاية الدالة.1
 .للنتيجة

أرسم .  ثم شكل جدول تغيراتهاfأدرس اتجاه تغير الدالة.2
1yالمستقيم ذو المعادلة = ) و المنحني− )fC.  

       f معرفة على " مقلوب "  الدالة∗
ℝ   

  احسب النهايات التالية
   1( lim ( )

x
f x

→−∞
        2( lim ( )

x
f x

→+∞
   

   3 (
1

lim ( )
x

f x
→

         4 (
3

lim ( )
x

f x
→

   

   5 (
0

lim ( )
x

f x
<→

      6 (
0

lim ( )
x

f x
→>  

في  a إلى x عندما يؤول fاحسب نهاية الدالة        
  :كل حالة من الحالات التالية

   1 (2
( )

1

x
f x

x

+=
+

   ;      1a = −  

   2 (2
( )

2 1

x
f x

x

+=
−

   ;       1

2
a =   

   3(  2 3
( )

2

x
f x

x

−=
−

   ;      2a =  

   4  (3
( )

x
f x

x

−= ;       0a =  

   5  (2 5
( )

2

x
f x

x

+=
+

 ;      2a = −   

   6 (3
( )

4

x
f x

x

+=
−

  ;        4a =  

  ∞− إلى x عندما يؤول fاحسب نهايات الدالة      
  : في كل حالة من الحالات التالية∞+      ثم إلى 

1 (2 1
( )

1

x
f x

x

−=
+

      2 (5 1
( )

2 2

x
f x

x

−=
−

   

3 (2
( )

1

x
f x

x

−=
−

       4(1
( )

3

x
f x

x

−=
−

  

 باستعمال النظريات العامة حول النهايات احسب      
lim ( )
x

f x
→+∞

 يقبل مستقيماً f و أكّد إن كان منحني الدالة

  .موازيا لمحور الفواصلمقارباً 

   1 (1
( ) 1f x

x
= +            2 (2 6

( )
1 2

x
f x

x

+=
−

   

   3( 1
( )

0,5 1

x
f x

x

+=
−

        4 (1
( ) 3

2
f x

x
= −

+
   

   5 (1
( )

2
f x

x
=

+
            6 (2

( ) 1
2

x
f x

x

−= −
−

  

   7 (4
( )

3
f x

x

−=
+

            8 (1
( )

1

x
f x

x

+=
−

   

   9  (0,01
( )

2

x
f x

x
=

+
        10 (( ) 3

2 1

x
f x

x

−=
−

  

lim      احسب ( )
x

f x
→−∞

   و أكّد إن كان منحني الدالة 

f   ًموازيا لمحور الفواصليقبل مستقيماً مقاربا  

   1 (1
( ) 3

2
f x

x
= −

−
      2 (( )

5

x
f x

x
=

+
   

   3( 10
( )

10 20

x
f x

x

−=
+

    4 (1
( ) 6

3
f x

x
= − +

+
   

   5 (( )
2 7

x
f x

x

−=
+

      6 (2
( )

1 4

x
f x

x
=

−
  

  :احسب  النهايات التالية        

   
1

5 3
lim

2 2x

x

x→

+
−

              ، 
3

2 1
lim

3x

x

x→

− +
−

  ،    

   
2

3
lim

2x

x

x→−

−
+

             ،  
1
2

1
lim

2 1x

x

x→

+
−

   ،   

    
4

5 2
lim

4x

x

x→

−
−

              ، 
1

5 6
lim

1x

x

x→

−
−

  

   
2

3 4
lim

2x

x

x→

−
−

              ، 
2

2 4
lim

2x

x

x→−

−
− −

   

   
3

4

lim
4 3x

x

x→− +
             ، 

6

3 6
lim

6x

x

x→

+
−

  

     f دالة عددية معرفة على ] [ ] [;1 1;−∞ ∪   :بـ ∞+

                 1
( )

1

x
f x

x

+=
−

 

)أثبت أن المستقيم   )D 1 الذي معادلتهy  مستقيم =
)مقارب للمنحني )C الممثل للدالة f.  

     f 1 دالة عددية معرفة على
;

2
 +∞  
  :بـ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
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2 3-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

2 3-1-2-3

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

                 3
( )

2 1

x
f x

x

−=
−

 

)المستقيم أثبت أن   )D 1 الذي معادلته

2
y  مستقيم =

)مقارب للمنحني )C الممثل للدالة f.  
       f دالة عددية معرفة على ]   :بـ ∞−2;]

                 ( )
2

x
f x

x
=

−
 

)أثبت أن المستقيم  )D 1 الذي معادلتهy =  مستقيم −
)مقارب للمنحني )C الممثل للدالة f.  

       f 1 دالة تناظرية معرفة على

2

   − 
   

ℝ الشكل  

)الموالي هو )Cتمثيلها البياني  في معلم متعامد ومتجانس  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

بقراءة بيانية عين معادلة لكل من المستقيمين المقاربين 
  fللمنحني ثم شكل جدول تغيرات 

   11   نفس سؤال التمرين     
         
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

2�����	� �
   ـ درا�� دا

}على المعرفة fنعتبر الدالة        }1− −ℝ جدول  و ليكن

  :تغيراتها هو الجدول التالي

+∞                1-               −∞  x  

                  +∞                        0  

  

0                           −∞  

( )f x  

  . عند أطراف مجموعة التعريفfعين نهايات الدالة. 1

  .أعط تفسيرا بيانيا للنهايات السابقة. 2

 المعرفة fمع الدالة  13 نفس أسئلة التمرين        
[على [ ] [;2 2;−∞ +   و ليكن جدول تغيراتها هو ∪∞

  :الجدول التالي

+∞                2-               −∞  x  

2                        +∞                       

  

                 −∞                           2  

( )f x  

    .%��$ر!� #        

f الدالة العددية للمتغير الحقيقيx المعرفة على

{ }2− −ℝ   2:حيث
( ) 2

2
f x

x
= −

+
        

 ∞+ و عند∞− عندf احسب نهايتي الدالة-  أ ـ1
   .فسر النتيجة بيانيا

  فسر النتيجة بيانيا  .- 2 عند f احسب نهاية - ب
  . و ادرس إشارتهاf احسب مشتقة الدالة -جـ
  fالدالة شكل جدول تغيرات -د
  ـ المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس2 

( ; , )O i j
� �

)نسمي )C المنحني البياني الممثل للدالةf  
) ـ عين إحداثيات نقط تقاطع المنحني )C مع محوري 

  .الإحداثيات
)للمنحني ) ∆(كتب معادلة المماس ـ ا )C عند النقطة 

  . التي فاصلتها صفر 
)والمنحني) ∆(ـ أنشئ المماس  )C .  

10 

11 

12 

13 

14 

15 
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المتوسطة   الكلفة . تنتج إحدى الورشات أقلاما      

( )MC x ِبـ DAلصنع كمية xمن الأقلام هي :  

( ) 5 100
M

x
C x

x

0x  حيث   =+ >  

)بين انه يمكن كتابة. 1 )MC x على الشكل  :  

        ( )M

b
C x a

x
= +  

  . عددان حقيقيان يطلب تعيينهماb  وa حيث 
أعط تفسيرا بيانيا و آخر . ∞+ عندMC نهايةأدرس - أ. 2

  .اقتصاديا لهذه النتيجة
  . ثم فسر النتيجة بيانيا0 عندMC نهايةأدرس - ب
)احسب .3 )'MC x و ادرس إشارتها على ] [0;+∞.  

  .MCشكل جدول تغيرات .4
ارسم في معلم متعامد و متجانس المنحني الممثل . 5

   .MCللدالة
    .%��$ر!� #       

fتغير الحقيقي الدالة العددية للمx المعرفة على

{ }1− −ℝ   2: حيث 1
( )

1

x
f x

x

−
=

+
                       

)و ليكن  )C المنحني البياني الممثل للدالةf في المستوي

  تعامد و متجانس المنسوب إلى معلم م
  .f أدرس تغيرات الدالة.1
) عين نقط تقاطع المنحني.2 )C مع محوري الإحداثيات .  

3 .A ، B نقطتان من المنحني ( )C فاصلتاهما على 

)' و f(0)'أحسب . - 2 ، 0الترتيب  2)f   ثم استنتج ،−
)أن )C يقبل مماسين متوازيين عند النقطتين A ، B .  

  أكتب معادلتيهما 
) أنشئ المماسين ثم أرسم.4 )C.  

    .%��$ر!� #       

 fر الحقيقي الدالة العددية للمتغيx المعرفة على

{ }1−ℝ   2: حيث
( )

1

x
f x

x

− +
=

−
                            

)و ليكن )C المنحني البياني الممثل للدالةf في المستوي

  متعامد و متجانس المنسوب إلى معلم 

عين المستقيمات المقاربة .أدرس تغيرات الدالة تا .1
)للمنحني )C.  

)عين إحداثيات نقطتي تقاطع المنحني) أ .2 )C مع 

  .محوري الإحداثيات 
)بين أنه توجد نقطتان من المنحني) ب  )Cن معامل  يكو

  ).-1(جيه المماس عند كل منهما يساوي تو
)عين معادلة كل من المماسين للمنحني) جـ  )C عند 

   2 و 0النقطتين اللتين فاصلتاهما 
)أرسم المماسين و المنحني .3 )C   .   

    .%��$ر!� #       

f الدالة العددية للمتغير الحقيقيx المعرفة على

{ }2−ℝ   1: حيث
( )

2

x
f x

x

+
=

− +
                       

)و ليكن  )C المنحني البياني الممثل للدالةfفي المستوي 

  .لمنسوب إلى معلم متعامد و متجانسا
  . fأدرس تغيرات الدالة. 1
)عين إحداثيات نقطتي تقاطع المنحني. 2  )C مع محوري 

  .الإحداثيات
)بين أنه توجد نقطتان من المنحني. 3 )C يكون معامل 

  .3عندهما يساوي توجيه المماس 
)عين معادلة كل من المماسين للمنحني )C عند النقطتين

   .3 و 1اللتين فاصلتاهما 

)أرسم المماسين و المنحني . 4  )C  
    .%��$ر!�#       

 f و g عدديتان للمتغير الحقيقي  دالتانx معرفتان على 
} و ℝالترتيب على  }1−ℝ حيث:  

     21
( )

2
f x x=−     و( )

1

x
f x

x
=

−
   

( )fC و ( )gCن على الترتيب في مستو منحنياهما البيانيا

  .منسوب إلى معلم متعامد و متجانس 
  .gوf أدرس تغيرات كل من الدالتين  -أ.1
)عين معادلة لكل من المستقيمين المقاربين للمنحني- ب )gC   

)عين نقط تقاطع المنحنيين .2 )fC و ( )gC  

) أرسم المنحنيين .3 )fC و ( )gC.  

16 

17 

18 

19 

20 
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2-1-2-3-4

2

3

4

-1

-2

-3

0 1
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)(C

2-1-2-3

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

( )Γ 

2-1-2-3

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

( )γ

   f،g،hنعتبر فيما يلي جداول تغيرات ثلاث دوال     

+∞                 1             −∞  x  

                +∞                   3-  

3 -                      −∞  
( )f x  

  

+∞                 0               1-  x  

   5                                +∞                     

                     1   
( )g x  

 

+∞                 3            −∞  x  

 0                      +∞                  

                     

                    −∞                         0  

( )h x  

ند ععين بالنسبة لكل دالة مجموعة التعريف و النهايات . 1
  .أطراف هده المجموعة

  .أعط تفسيرا بيانيا لكل نهاية من النهايات السابقة.2
عين في كل حالة معادلة المستقيمات المقاربة لمنحنيات .3

 . في حالة وجودهاf،g،hالدوال

 ةث   إليك ثلاث منحنيات لثلاث دوال تناظرية و ثلا    
  . أرفق بكل تمثيل جدول التغيرات الموافق له.جداول تغيرات

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
  
  

+∞                 0            −∞  x  

 2                      +∞                  

                     

                    −∞                         2  

( )f x  

  
+∞              1 -             −∞  x  

                +∞                   0  

0                        −∞  
( )g x  

 
+∞                2-            −∞  x  

 1                      +∞                  

                     

                   −∞                           1  

( )h x  
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2 3 4 5 6 7-1-2

2

3

4
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0 1

1

x

y

  .���ر!  �+ّ*(ـّ�ـ'.     

أرفق بكل منحن من المنحنيات المبينة في الشكل دالة        
  :من الدوال التالية

1

1
( ) 3

1
f x

x
= −

+
 ،      2

5
( ) 2

1
f x

x
= −

−
،  

3

2
( ) 1

4
f x

x
= −

−
،      4

3
( ) 4

4
f x

x
= − +

+
 ، 

5

2
( ) 2

5
f x

x
= +

−
 ،      6

1
( ) 3

5
f x

x

−= −
+

 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

}المعرفة على f       لتكن الدالة  }2−ℝبـ   :  

            2 3
( )

2

x
f x

x

−=
− +

  

)و ليكن )C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
( ; , )O i j
� �

.  
  ).النهايات و اتجاه التغير(fادرس تغيرات الدالة.1
) للمنحني T عين معادلة المماس -أ.2 )C عند النقطة التي

  .1فاصلتها
) ادرس إشارة - ب ) ( 2)f x x−   .، فسر بيانيا النتيجة−
)هل توجد نقط من المنحني. 3 )C يكون عندها المماس 
)لـ )C2 موازيا للمستقيم الذي معادلتهy x=  ؟ إذا كان +

  . احداثياتهاالجواب نعم ، عين
  :الطريقة البيانية       

2بين أن حل المعادلة .1 4 5

2

x
x

x

−=
−

  ،)2x يؤول )   ≠

3إلى حل المعادلة 22 4 5 0x x x− − + =.   

}المعرفة على fنعتبر الدالة  .2 }2−ℝـ ب   :  

           5 4
( )

2

x
f x

x

−=
−

  

) اكتب -أ )f x على الشكل 
cx d

βα +
+

  

[ على المجالf استنتج اتجاه تغير الدالة- ب  ثم ∞−2;]

[على المجال [2;+ ∞.  

)في الشكل التالي رسمنا المنحني.3 )Cالممثل للدالة f  

)2:  بـℝالمعرفة على gنعتبر الدالة  )g x x=  

   .g اممثل للدالة gCارسم في نفس المعلم المنحني

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   : بقراءة بيانية عين عدد حلول المعادلة.4

         3 22 4 5 0x x x− − + =  
أعط قيمة مضبوطة إذا كان ذلك ممكنا أو قيمة مقربة لكل 

  .من الحلول

  : الطريقة الجبرية

3تحقق أن .1 2 22 4 5 ( 1)( 5)x x x x x x− − + = − − −  

  : كما يليℝ على  المعرفةhنعتبر الدالة .2

         2( ) 5h x x x= − −  

  .h ادرس تغيرات الدالة -أ

) حل في المعادلة - ب ) 0h x =  

  عين جبريا القيم المضبوطة لحلول المعادلة .3

      3 22 4 5 0x x x− − + =  

2 3 4 5 6 7 8 9-1-2-3-4-5-6-7-8-9

2

3

4

5

6

7

8

9

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

-9

0 1

1

x

y

1C

2C 

3C

 4C

 5C 

6C 

24 

25 

23 
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    : حيثfادون حسب دالةسكان بلد يزد      

           7 200
( )

20

x
f x

x

+=
+

  

  1960 هو عدد السنوات الجارية منذ من نهاية سنة xحيث 
)و  )f xمقدرة بملايين السكان   
   ؟1970 ؟ في 1960ما هو عدد السكان في سنة .1
   :xحقيقي موجب بين أنه من أجل كل عدد .2

       60
( ) 7

20
f x

x
= +

+
  

]على المجال fادرس تغيرات الدالة .3 [0;+ ∞.  
4.رهل السكان في هذا البلد في تزايد أم في تراجع؟ بر.  
)حل المعادلة.5 ) 8f x =.  
، حدد إذا كان بعد سنة fالدالةباستعمال جدول تغيرات .6

  . ملايين نسمة8 عدد السكان أكثر أو أقل من 2008
 fC،gC،hCالمنحنيات افي الشكل التالي مثلثن       

  :  على الترتيب المعرفة بـ k وf،g،hدوال ل لkCو
2( )f x x=                ، 3 2

( )
2 3

x
g x

x

−=
−

،   

32 1
( )

3 3
h x x= −  2       و( ) 1k x x x= + −  

2 3 4-1-2-3

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

  
I. 1.أعط جدولي تغيرات الدالتين - أ fو k.  
  .في الشكل kC و fC تعرف على المنحنيين - ب
)' احسب-أ.2 )h x حيث 'h مشتقة الدالة h شكل جدول ، 

  . h تغيرات الدالة 
  . في الشكلhC تعرف على المنحني - ب
  غير معرفة ؟g تكون الدالة x من أجل أي قيمة لـ -أ.3

 تعرف في الشكل على المستقيمين المقاربين - ب
  .gCحنيللمن
II.  نعتبر في ℝالمعادلة :  

         02332 23 =+−− xxx) .......  E(  
  :  على الشكل)E( بين أنه يمكن كتابة المعادلة -أ.1

         ( ) ( )f x g x=  
  ).E( استنتج حلا بيانيا للمعادلة - ب
  :  على الشكل) E( بين أنه يمكن كتابة المعادلة - أ. 2

         ( ) ( )h x k x=.  
  ).E( استنتج حلا بيانيا للمعادلة - ب
012 المعادلة ℝ حل في - أ. 3 2 =−+ xx.  
):  انشر   - ب )( )22 2 1x x x− + −    
   ).E( استنتج حلول المعادلة -جـ

هذا الثمن عرف .120DAثمن بضاعة هو .1       
  ثم انخفاضا بنسبة غير معروفة %25ارتفاعا مفاجئا بنسبة

y % . 120نعلم إذن أن ثمن البضاعة هو من جديدDA.  
   .yبوضع معادلة ثم حلها احسب قيمة 

دينار يعرف ارتفاعا بال  لبضاعةPبصفة عامة، ثمن .2
يعود إذن إلى قيمته .%  y   ثم انخفاضا بنسبة % xبنسبة 

  . Pالأصلية 

100: بإعطاء تفصيل للحسابات بين أن 

100

x
y

x
=

+
.  

] المعرفة على fنعتبر الدالة .3   :  بـ100;0[

              100
( )

100

x
f x

x
=

+
  

)و ليكن )C تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس 
( ; , )O i j
� �

  . وحدات5 من أجل 1cm: الوحدة.

10000:   بين أن-أ
( ) 100

100
f x

x
= −

+
.  

] علىf ادرس اتجاه تغير الدالة- ب  و شكل 100;0[
  .جدول تغيراتها

) للمنحنيT عين معادلة المماس -جـ )C عند النقطة التي
  .0فاصلتها 

)و T ارسم -د )C.  

2نريد أن يكون . 4

3
y x=.  

   .y وx عين بالحساب قيمتي -أ
 y وx بين ، مع الشرح كيف الحصول على قيمتي - ب

  بيانيا ؟

26 

27 

28 
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد

   : بـالمعرفة  xي  للمتغير الحقيقfلتكن الدالة      

               2
( )

5

x
f x

x

−
=

+
  

اختر الجواب الصحيح من ضمن الأجوبة المقترحة مع 
  التبرير

} معرفة على fالة   الد-أ }5−ℝ.  

 متزايدة تماما على كل من المجالين f الدالة - ب

] [; 5−∞ [ و − [5;− +∞.  

  .ة  ثابتf إشارة مشتقة الدالة -جـ
  . لا يقطع محور الفواصلf منحني الدالة -د

  . هو قطع مكافئf منحني الدالة -هـ
   هي 0 عند النقطة التي فاصلتهاfمماس منحني الدالة- و

 7 2

25 5
y x=− +.   

المعرفة  على  xي  للمتغير الحقيقfلتكن الدالة       

{ }0,5−ℝ بـ :   

               1
( )

0,5

x
f x

x

−
=

−
  

من بين الاقتراحات التالية يوجد جواب صحيح واحد على 
   - ب.الأقل ، تعرف على الأجوبة الصحيحة مع التبرير

) هو حل للمعادلة- 1 -أ ) 0f x =  
)' - ب ) 0f x  يختلف عن x من أجل كل عدد حقيقي <
1

2
.  

: معطاة بـ  f مشتقة الدالة -جـ
( )

2

0,5
( )

0,5
f x

x
=

−
  

 متناقصة تماما على كل من المجالين f الدالة -د
1

;
2

 
 −∞
  

1 و 
;

2

 
 +∞
  
.  

 يقبل المستقيم الذي معادلته f منحني الدالة -هـ
1y   . كمستقيم مقارب−=
 يقبل مماسين متوازيين معامل توجيه fمنحني الدالة - و

  .- 2كل منهما 
  

  يح أم خاطئيح أم خاطئصحصح

  :       أجب بصحيح أم خاطئ على كل مما يلي

المعرفة على  xي  للمتغير الحقيقfلتكن الدالة  

{ }500−ℝ 100 :  بـ
( )

500

x
f x

x

+
=

−
  

1y معادلته f  مستقيم مقارب لمنحني الدالة- 1 =−  

500x معادلتهf مستقيم مقارب لمنحني الدالة- 2 =−  

  :  هي f  عبارة أخرى للدالة- 3

              400
( ) 1

500
f x

x
= +

−
  

 يتقاطعان في f المستقيمان المقاربان لمنحني الدالة- 4

)النقطة التي إحداثياتها )500; 1−.  

0 إذا كان - 5 500x<   : فإن>

           1
(500) ( )

5
f f x< <    

  . تنعدم مرة واحدة على الأقلf مشتقة الدالة - 6

  :       أجب بصحيح أم خاطئ على كل مما يلي

   :  بـ المعرفة xي  للمتغير الحقيقfلتكن الدالة

        7
( ) 1

2( 2)
f x

x
=− +

−
  

}معرفة على fالدالة - 1 }1−ℝ  

2:  هي f عبارة أخرى للدالة- 2 11
( )

2 4

x
f x

x

− +
=

+
  

2x معادلته f مستقيم مقارب لمنحني الدالة- 3 =  

[ متناقصة تماما على f الدالة - 4  و متزايدة ∞+;2]

[تماما على  [;2−∞.  

عند النقطة التي fني الدالة  معامل توجيه مماس منح- 5

14 هو 1فاصلتها 

9
−.   

3 إذا كان - 6 5x< 1 فإن> 5
( )

6 2
f x< <.  

11إحداثياتها يشمل النقطة التي f منحني الدالة- 7
0;

4

    
.             

29 

30 

31 

32 
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  الكفاءات المستهدفة
إجراء محاكاة تجربة عشوائية بسيطة و ذلك بملاحظة تطور تواترات القيم      

 .المختلفة الناتجة 

 .الإمكانياتقانون الاحتمال المتعلق بتجربة عشوائية لها عدد منته من  

 الربط بين الوسط الحسابي و الأمل الرياضي و التباين التطبيقي و التباين النظري 

  .إحصائيةلسلسلة 

 .حساب احتمال وقوع حدث شرط وقوع حدث آخر  

 .بناء شجرة الإمكانيات المرجحة  

 .استعمال أشجار مرجحة للحصول على علاقة الاحتمالات الكلية  

 . حادثتين التحقق من استقلال 

بناء شجرة الإمكانيات المرجحة و استعمالها في حالة تكرار تجارب متطابقة           

 تقلة و مس
  

 قطعة نقود عند رمي   واحدا من بين حظين أياعند رمي قطعة نقود متوازنة ، الدراسة النظرية تؤكد أن للوجه حظ
هذا ...مرتين متتابعتين فإن الوجه سيظهر مرة واحدة وعند رمي القطعة أربعة رميات متتابعة  سيظهر الوجه مرتين

  كن عمليا لا يمكن الجزم بهذا ، إذ يمكن في الرميات الأربعة أنل مادام حظ ظهور الوجه هو نفسه حظ ظهور الظهر
  !...  لا يظهر الوجه أبدا 

في ستة حظوظ كي يظهر في رمية واحدة أي  6 مثلا حظ من بين 5للرقم . نفس الشيء بالنسبة لحجر نرد عادي 
يات الستة   المتتابعة أن لا يظهر  مرة واحدة هذا نظريا ، لكن عمليا يمكن خلال الرم5رميات متتابعة سيظهر الرقم 

 !... و لو مرة واحدة 5الرقم 
  . هذه الإشكاليات و غيرها  تختفي كلما كان عدد الرميات أكبر و أكبر  

   ) 1987 – 1903( قال أوندري كولموغوروف 
  اد   الكبيرة يرتكز على أساس أن الظواهر العشوائية بجوار الأعدالاحتمالإن قرار الإبيستمولوجيا في علم ": 

  . " أو أن العشوائية تتلاشى بكيفية ما الانضباط و الكبيرة جدا تولّد الصرامة و 
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 ���ا
���ط ا

�	

�ا
���ط ا 

  
  

   ا
	��ط ا�ول       
  . نرمي حجر نرد متوازن رمية واحدة و نسجل الرقم على الوجه العلوي 

  ماهي القيم التي يمكن الحصول عليها ؟) 1
  . ن و نسجل في كل مرة مجموع الرقمين المحصل عليهمانرمي حجر النرد هذا مرتين متتابعتي) 2

   ماهي القيم الناتجة ؟-    

  . نرمي حجر النرد هذا الآن ثلاث رميات متتابعة و نسجل في كل مرة مجموع الأرقام المحصل عليها) 3

   ماهي القيم الناتجة ؟-    
  

  

   

   .4 إلى 0 كرات متشابهة مرقمة من 5يضم صندوق 

  . ن في آن واحد و نسجل مجموع رقميهما نسحب كرتي) 1
  ؟هو عدد النتائج التي يمكن الحصول عليها ما)     أ

  . على الترتيب 7 و 1بين أن أصغر وأكبر نتيجتين يمكن الحصول عليهما هما )     ب

  هي النتائج المختلفة التي يمكن الحصول عليها ؟  ما)    ج

  ؟    5هو عدد الطرق للحصول على  ما) أ) 2   

1 هو 5بين أن احتمال الحصول على )      ب

5
   )طرق الكليةال الى عدد 9حصول على طرق النسبة عدد     ( 

  أكمل الجدول التالي ) 3   

7  ...  5  ....  1  ixالنتائج المحصل عليها    

  ...  
1

5
  ....    ( )iP xل عليها احتمال كل نتيجة محص  

 

  .أحسب الوسط الحسابي و التباين للتوزيع الناتج ) 4

  

  

   
يرميه لاعب رميتين متتابعتين و يسجل الرقم الظاهر  . 3 ، 2 ، 2 ، 1 ، 1 ، 0حجر نرد أوجهها تحمل الأرقام التالية 

 أن يكون ربحه هو مجموع الرقمين المحصل عليهما          Xيريد .  لاعبان X ، Y.  على الوجه العلوي في كل رمية 

  . أن يكون ربحه هو جداء الرقمين المحصل عليهما Yويريد ) دينار (  

   .Y و Xعرف قانوني الاحتمال لكل من ) 1
   .Y و Xأحسب الأمل الرياضياتي و التباين لكل من ) 2

 ا ؟أي الطريقتين مربحة أكثر لصاحبه) 3
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 ا
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ا��ا
	��ط ا      
  

  الفلسفةم مستواهم ضعيف في مادة  منه 15 % من التلاميذ مستواهم ضعيف في مادة الرياضيات و 25 % في ثانوية ما ،

  :نختار عشوائيا تلميذا واحدا من هذه الثانوية .  مستواهم ضعيف في المادتين معا  10 %و

   ، ما إحتمال أن يكون مستواه ضعيفا في مادة الرياضيات أيضا ؟لسفةادة الفإذا كان هذا التلميذ مستواه ضعيفا في م) 1

   أيضا ؟لسفةإذا كان هذا التلميذ مستواه ضعيفا في مادة الرياضيات ، ما إحتمال أن يكون مستواه ضعيفا في مادة الف) 2
   ؟لسفةفما إحتمال أن يكون مستوى هذا التلميذ ضعيفا في مادة الرياضيات أو في مادة ال) 3

  

   

  

و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة مغشوشة بحيث ) تحمل وجه وظهر ( قطعة عادية . يضم صندوق ثلاث قطع نقدية 
  . نختار عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق و نرميها مرة واحدة  . 1/3إحتمال ظهور الوجه هو  

  )كانيات يمكنك تشكيل شجرة الإم ( .أحسب ل إحتمال الحصول على وجه 

  

   
  .  كرات خضراء لا نفرق بينها عند اللمس 3 كرات حمراء و 6يضم صندوق 

  نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع 

  " الكرة الثانية خضراء " B و الحادثة " الكرة الأولى حمراء  "  Aلتكن الحادثة

)أحسب ) 1 )P A ،   

)أحسب) 2 )AP Bاحتمال أن تكون الكرة الثانية خضراء علما أن الكرة الأولى قد سحبت حمراء   

)استنتج ) 3 )P A B∩احتمال الحصول على كرة حمراء و كرة خضراء   

)هل ) 4 ) ( ) ( )P A B P A P B∩ =    ؟ ماذا تستنتج ؟×

  

   
 و كرتين خضراوين يحملان 8 إلى 6رات حمراء مرقمة من  و ثلاث ك5 إلى 1يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من 

   .على التوالي دون إرجاعنسحب عشوائيا كرتين  . 10 و  9الرقمين 

  "الكرتان من نفس اللون "  B   ،   "الكرتان تحملان رقمين فرديين  " A : أحسب إحتمال الحوادث التالية - 1

 C  "لون الكرتان تحملان رقميين فرديين و من نفس ال"  

  )أي وقوع إحداهما يؤثر في وقوع الأخرى  (  مستقلتان ؟B و A هل الحادثتان -     

  : ما إحتمال الحوادث التالية - 2

D "  الكرتان من لونين مختلفين       "  

 E "  الكرتان من لونين مختلفين و تحملان رقمين فرديين"  

  أن يكون رقماهما فرديين ؟الحادثة ال ما إحتم.  علما أننا سحبنا كرتين من لونين مختلفين - 3



 108

   تذبذب العينات- محاكاة تجربة عشوائية↵↵↵↵ 
  :تجربة عشوائية �

  .إنجازهاقبل تها نها عشوائية عندما لا يمكن أن نجزم بصفة قطعية نتيجأنقول عن تجربة                 

  .هورلظا تجارب تكون لنتائجها نفس حظوظ  ،سنختار في كل الأنشطة:  ملاحظة    

      n التجربة هذهر اكرتحصل عليها عند المت كل سلسلة إحصائية مشكلة من النتائج  ،nنسمي عينة مقاسها    :عينة �

  .مرة وفي نفس الظروف           
   :المحاكاة �

                              .اله وسندا ماديا نحققها باستعم لهااختار نموذجعندما ن،  محاكاة تجربة عشوائيةب  نقول أننا قمنا               

  )دون استعمال مجدول(دراسة مثال                                          

   :نعتبر التجربة العشوائية 

  .4 إلى1 قريصات مرقمة من 4، قريصة من كيس يحتوي على     نسحب عشوائيا دون الإعادة قبل السحب الموالي

 العمل داخل القسم أو خارجه �

      و يتمم الجدول الآتي )  10 كل تلميذ يتحصل عندئذ على عينة مقاسها( مرات 10يكرر كل تلميذ هذه التجربة 

  .و يمثل التواترات بيانيا

      
                                       

 العمل داخل القسم �

 .30نفرض أن عدد تلاميذ القسم هو

    و أخيرا نتائج كل القسم)  100 مقاسها عينة ( ثم نتائج ثلث القسم ) 20 قاسهاعينة م (يجمع الأستاذ نتائج تلميذين 
  :كي يتمم مع تلاميذه الجدول التالي)  300 عينة مقاسها (

    النتائج الممكنة  1  2  3  4

  التكرارات        

  التواترات        
  20العينة 

  التكرارات        

  التواترات        
  100 العينة

  التكرارات        

  التواترات        
  300ينة الع

  

                  ؟  ماذا تلاحظ بالنسبة لكل عينة:   يمثل الأستاذ التواترات بيانيا  ثم يفتح المناقشة مثلا بالسؤال
  :وهذا بغرض استدراج التلاميذ إلى ملاحظة

  تغير التكرارات من عينة إلى أخرى - 

  استقرار العينة كلّما كبر مقاسها -
 
  

  النتائج الممكنة  1  2  3  4

  التكرار        

  التواتر        
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  ستعمال المجدول إكسالبا محاكاة

 
     إلى A1  من الخلية ENT(ALEA()*4+1)= بواسطة  4 ، 3 ، 2 ، 1: أعداد عشوائية  أحجز � 

  ) . عددا عشوائيا 1500تحصل على    ( 50J1الخلية      
   .4 ، 3 ، 2 ، 1:  نسجل عدد النتائج الممكنة للأعداد Q1 إلى N1 في الخلايا من �
   و ثم سحب  N2  في الخلية  باستعمال 20عينة مقاسها  عين التوترات في �

 .Q2 إلى N2    الفأرة من 

    و ثم سحب 3Nفي الخلية  باستعمال 50 عين التوترات في عينة مقاسها �
 .Q 3 إلى 3N    الفأرة من

    و ثم 4Nفي الخلية  باستعمال1500 عين التوترات في عينة مقاسها �
 .Q 4 إلى 4N    سحب الفأرة من

  . و نمثل التواترات بيانيا باستعمال    المساعد البياني  Q4 إلى M1  نحدد الخلايا من �
  

 كي نشاهد تذبذب العينات و ملاحظة التواترات تؤول إلى وضعية F9نضغط على اللمسة : وأخيرا 
   ).الاحتمالو هو سبيل ممكن للتطرق إلى مفهوم ( استقرار 
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      قانون إحتمال لتجربة عشوائية ↵↵↵↵          

n نتيجة n             عند القيام بتجربة عشوائية حصلنا على  2 1x  ، ......، x  ، x . اترنا التجربة عددا كبيرا من المركر  

  �احتمالات  إلى                     تئول التواترات النظرية �يلي                   فكانت التواترات كما

                                        n 2 1p  ، ......، p  ، p 0 حيث ip 1≤ ≤  

1i                                        و                   
i

P =∑  

 عدد X عشوائيا و نعتبر نسحب كرتين). N( و الباقي سوداءB)( منها بيضاء 3 كرات متماثلة ، 5يضم كيس  : مثال     

  : في كل من الحالات التالية Xالكرات البيضاء المحصل عليها ، نريد تعريف قانون الاحتمال لـ 
 ، 10هنا لا يهم الترتيب و التكرار غير مسموح و عليه فعدد المخارج الكلي هو  : )في آن واحد( السحب المتزامن ) 1

}كلهم من الشكل  }( ; ), ( ; ), ( ; )N N N B B B 1  و منه
( ; ) ( 0)

10
p N N p X= = =   

   6
( ; ) ( 1)

10
p N B p X= = =  ، 3

( ; ) ( 2)
10

p B B p X= = = 

        20هنا الترتيب مهم و التكرار غير مسموح و عليه فعدد المخارج الكلي هو  : السحب على التوالي دون إرجاع) 2

 إلى مادام الأولى لم تعاد اختيارات 4ا أردنا سحب الكرة الثانية نجد أمامنا  اختيارات و إذا م5لسحب الكرة الأولى دلينا ( 

2إذن  ) 5 × 4 = 20الكيس و بالتالي  1 2
( ; ) ( 0)

5 4 20
p N N p X= = = × =  

          2 3 3 2 12
(( ; ), ( ; )) ( 1)

5 4 5 4 20
p N B B N p X= = = × + × =  

                                3 2 6
( ; ) ( 2)

5 4 20
p B B p X= = = × = 

 الكيس فيمكن إلىمادام الكرة المسحوبة تعاد ( هنا الترتيب مهم و التكرار مسموح : الإرجاع السحب على التوالي مع ) 3

5ج الكلي ار كلما أردنا سحب كرة و بالتالي فعدد المخاختيارات 5سحبها في المرة الثانية و عليه فأمامنا  25 5× =(   
2 2 4

( ; ) ( 0)
5 5 25

p N N p X= = = × = ،  2 3 3 2 12
(( ; ), ( ; )) ( 1)

5 5 5 5 25
p N B B N p X= = = × + × =  

3 3 9
( ; ) ( 2)

5 5 25
p B B p X= = = × =  

   الأمل الرياضياتي و التباين لقانون احتمال����    
 عريفت

1حيث   µالأمل الرياضياتي لقانون احتمال هو المعدل  �     1 2 2 .....
n

n n i i
i =1

p x p x p x P xµ = + + + =∑   

) حيث V التباين لقانون احتمال هو العدد �     )2
n

i i
i =1

V P x µ= Vσ  المعياري هوالانحراف    ،   ∑− =  

  µ تشتت القيم حول المعدل V يميز العدد الإحصاء كما في � : ملاحظات

2 بالدستور V يمكن حساب �              2
n

i i
i =1

V P x µ= −∑  

  . الأمل الرياضياتي إلى a يضاف ix لكل القيمa عند إضافة عدد ثابت � : خواص

nx  .....  1x  ix  

nf  .....  1f  if  
 

nx  .....  1x  ix  

np  .....  1p  ip  
 

2  1  0  ix  
3

10
  6

10
  1

10
  ip  

 

2  1  0  ix  
6

20
  12

20
  2

20
  ip  

 

2  1  0  ix  
9

20
  12

25
  4

25
  ip  
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   :1تمرين محلول  
  كريات بالإرجاع 3نسحب على التوالي .  نفرق بينها عند اللمس  لا5 إلى 1 كريات مرقمة من 5يحوي صندوق 

ت المسحوبة لنحصل رتيب الأرقام التي تحملها الكريانسجل بالت)  الصندوق إلىبعد كل سحبة نعيد الكرية أي ( 

  5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1عندئذ على ثلاثة أرقام من بين 

  ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟) 1 

  ما هو عدد الأعداد الممكنة ؟. هذه المرة لكن دون إرجاع الكرية المسحوبة نعيد التجربة ) 2 

   "4الكرية الثانية المسحوبة تحمل الرقم  " A ما احتمال الحادثة -   
 

 إمكانيات بالنسبة لرقم المئات ، من أجل 5هناك ( الأعداد المحصل عليها مشكلة من المئات و العشرات و الآحاد ) 1 :حل 

  ) إمكانيات لرقم الآحاد 5 إمكانية و من أجل كل إمكانية للعشرات هنا 25 إمكانيات لرقم العشرات أي 5نية هناك كل إمكا

5 و بالتالي هناك  5 5 125× ×    عددا ممكنا=

5في الحالة الثانية هناك ) 2 4 3 60× ×   )، الكرية المسحوبة لا ترجع باعتبار أن الأرقام مختلفة مثنى مثنى (  عددا =

 3 إمكانية تبقى  إمكانيات لرقم المئات و لكل4بقى  رقما للعشرات فت4 يناسب وضع الرقم A المخرج الذي يحقق الحادثة - 

4إمكانيات لرقم الآحاد أي  3 12×   حالة ملائمة و بالتالي=

  

   :2تمرين محلول 
 دينارا على الترتيب و يرمي منظم اللعبة حجري نرد متوازنين كل منهما ذو 10 و B ، 6 و Aيدفع لاعبان  

   و يدفع للاعبين ضعف مجموع رقمي الوجهين الظاهرين بعد الرمي4 إلى 1أربعة أوجه مرقمة من 

   . أحسب أمل الربح لكل لاعب-
 

}عند رمي الحجرين مجموعة النتائج الممكنة هي   :حل    }2,3,4,5,6,7,8S =  
  باعتبار أن النتيجة هي مجموع الرقمين الظاهرين 

   ستة دنانير و يأخذ ضعف النتيجة و بالتاليAيدفع اللاعب 

}قيم الربح هي  }2,0,2,4,6,8,10E ′ = −  
  قانون الاحتمال يعطى بالجدول التالي

  و
7

1

1i
i

p
=

=∑  

  :  هو الأمل الرياضياتي

    1 2 3 4 3 2 1 64
( 2) (0) (2) (4) (6) (8) (10) 4

16 16 16 16 16 16 16 16
µ = × − + × + × + × + × + × + × = =  

  . دينارا 4 هو Aإذن أمل الربح بالنسبة للاعب  

4 و بالتالي أمل ربحه A للاعب ix من كل القيم 4 نطرح Bلحساب  أمل الربح للاعب  0µ µ′ = − =  

  )لا له و لا عليه (  اللعبة عادلة Bبالنسبة للاعب  

10 8  6 4 2 0 -2 ix  
1

16
  2

16
  3

16
  4

16
  3

16
  2

16
  1

16
  ip  

4  3  2  1    
5  4  3  2  1  
6  5  4  3  2  
7  6  5  4  3  
8  7  6  5  4  
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  :حتمالات الشرطية الا ↵↵↵↵          
 عريفت. 1

) حيث ΩΩΩΩ حادثة من مجموع المخارج A نلتك     ) 0p A   Ap احتمالا جديدا يرمز له بالرمز ΩΩΩΩنعرف على  . ≠

)        نكتبB    حيث من أجل كل حادثة  )
( )

( )A

p A B
p B

p A

∩=  

Ap ل الشرطي علما أن  يسمى الاحتماAمحققة   

     ( ) ( / )Ap B p B A= إحتمال "  و تقرأB علما أن Aمحققة "   

  

  5 ، 3 ، 1 قريصات مرقمة بالأرقام 3و  8 ، 6 ، 4 ، 2 ، 0 قريصات مرقمة بالأرقام 5   صندوق يحوي  :مثال    

   قريصتين من الصندوق إرجاعدون نسحب عشوائيا على التوالي و .       لا نميز بينها عند اللمس 

 ما احتمال الحصول على رقمين زوجيين ؟ - 

  :الحل

  "القريصة الثانية تحمل رقما فرديا "  الحادثة Bو" القريصة المسحوبة الأولى تحمل رقما زوجيا "  الحادثة Aنسمي 

5واضح أن 
( )

8
p A ) و نريد حساب = ) ( / )    ( )p A p B A أي p A B×   ب التعريف حس∩

)لكن  / )p B A أرقام 7 هو احتمال سحب رقما زوجيا من الصندوق الذي لا يحوي إلا أربعة أرقام زوجية من بين   

4      أي      
( / )

7
p B A =  

5   و بالتالي  4 5
( )

8 7 14
p A B∩ = × =  

  : شجرة الإمكانيات ���� 
   :مثال      

  . نقد قطعتيم صندوق يض       
  ) تحمل وجه وظهر ( ادية ع A قطعة - 

  مغشوشةف Bالقطعة  - 

   .1/3 بحيث إحتمال ظهور الوجه هو   

   نختار عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق
   . و نرميها مرة واحدة

  .انجاز مخطط يوضح جميع الحالات التي يمكن أن نتحصل عليها  :  المطلوب- 

  "الحصول علة ظهر  " P، " الحصول على وجه  " B "  ،Fرمي القطعة  " A "  ،Bمي القطعة ر " Aباعتبار الحوادث 

( )p A يعني احتمال رمي القطعة Aأما ( )p F : ، احتمال الحصول على وجه( )p P : احتمال الحصول على وظهر  
  

  

( ) ( ) ( )P F P A P A FA = × ∩

1

2
1

2

( )P FA

1

2 � F :و�

"#$: P  1

2

1

3

2

3

A 

B 

( )P PB
( ) ( ) ( )P P P B P B PB = × ∩ 

( )P A

( )P B � F :و�

"#$: P  
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  : 1 محلولتمرين    
    )   A (  ، )B (  ، )C (  ثلاثة صناديق حيث:  

   كريات سوداء5 كريات حمراء و 3يضم  ) A( الصندوق                             

  يضم كريتين حمراوين و كرية سوداء ) B( الصندوق                             

   كريات سوداء3تين حمراوين و يضم كري ) C( الصندوق                             

  . نأخذ عشوائيا أحد الصناديق و نسحب منه عشوائيا كرية واحدة     

   ؟ )A( كون قد سحبت من الصندوق ت إحتمال أن هو إذا كانت الكرية المسحوبة حمراء فما    

%&  
���� ا����اء ������  �� ���� R ������ ا�! داء ����  :ا�1��2 ) �ة أو ا�.)�- ,+� ا�'*(   و �)'& ا��%$# N و ا�

   )A( إحتمال أن نكون قد أخذنا الصندوق 

): و سحبنا منه كرية حمراء هو  )P A R∩   
1 3 1

( )
3 8 8

P A R∩ = × =  

  : كرية حمراء إلىو هناك ثلاثة مسارات تؤدي 

      1 3 1 2 1 2 173
( )

3 8 3 3 3 5 360
P R = × + × + × =  

   ( ) 1 173 173
( )

( ) 8 360 45R

p A R
p A

p R

∩= = ÷ =  

  : 2 تمرين محلول   
     إذا كانت بيضاء ، نعيدها الى . نسحب عشوائيا كرة واحدة  . خضراء و ثلاث كرات حمراوينيضم صندوق كرتين       

   الصندوق مع إضافة كرة سوداء أخرى ثم نعيد إلىالصندوق و نضيف كرة بيضاء أخرى و إذا كانت سوداء نعيدها    

  :الية أحسب إحتمال الحوادث الت .عملية السحب مرة ثانية    

A "  يوجد ثلاث كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة الثالثة"  

         B "   يوجد خمس كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة"  
%&   

  . 1D ا�8)7وق �BCاء و A@ث آ�ات <��او�;ا�12 ,.)1 و= د آ�,+;  ) 3 ، 2( ��5: ��2 ��ت ا�8)7وق ���5)�4+� 

2 في السحبة الأولى هوحمراءإحتمال سحب كرة 
5

.     

   ) .3 ، 3( ية ئ قبل السحبة الثانية يمثل الصندوق بالثنا

3 في السحبة الأولى هو خضراءإحتمال سحب كرة 
5

 .   

   ) .4 ، 2( قبل السحبة الثانية يمثل الصندوق بالثنائية 

   :قابلمنلخص العملية بالمخطط ال

   ينتج  ) 4 ، 3 (  الثنائيةإلىباستعمال المسارات المؤدية ( إذن 
2 3 3 2 2

( )
5 6 5 6 5

P A = × + × =  

   :و بنفس الطريقة نجد 
3 4 2

( )
5 6 5

P B = × =  

5
8

A 

B 

C 

1
3

1
3

1
3

3
8

2
31

3

2
5

3
5

R 

N 
R 

N 
R 

N 

2

5

3

5

3

6
3

6

2

6
4

6

(((( ))))3;4

(((( ))))4;3

(((( ))))5;2

(((( ))))4;3

(((( ))))3;3

(((( ))))4;2

(((( ))))3;2
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   الحوادث المستقلة↵↵↵↵     
 تعريف

   إذا كان  أنهما مستقلتان إذا و فقطB و A                نقول عن حادثتين                

                                                ∩p(A B) = p(A) × p(B)  
p(A)≠     إذا كان                                    p(B/A) فإن 0 = p(B)  

  

  .هما أو عدمه غير مؤثر في الأخرى   الحادثتان المستقلتان هما اللتان يكون وقوع إحدا:  نتيجة     

  

  :  1لمثا      

  نتيجة الرمية الأولى لا تؤثر بحال من الأحوال في نتيجة الرمية الثانية. نرمي قطعة نقود مرتين متتابعتين  �          

   . الرميتان هما عبارتان عن حادثتين مستقلتين:   إذن            

  ات الأخرىرميبالثر بحال من الأحوال تأرمية لا تكل نتيجة  . ةتتابعم مرة n  رمي حجر نرد�         

  .الرميات كلها هي عبارة عن حادث مستقلة مثى مثى :              إذن 

  .مجتهدتان تحضران نفسيهما لامتحان شهادة البكالوريا بكل جد أختان لبنى و مروة  : 2ل مثا     

   إلا أن احتمال حصول لبنى على  – إن شاء االله –نجحان في امتحان شهادة البكالوريا تا لا شك أنهما سم  قال  الأستاذ لأبيه
   . 0,5 فهو  أما مروة0,9 ملاحظة جيد هو 

  "تحصل مروة على ملاحظة جيد  " M،  "  تحصل لبنى على ملاحظة جيد  " L نعتبر الحدثتين 

  .حتمال حصول الأختين معا على ملاحظة جيد ا) 1

) مستقلتان فإن M و L أن الحادثتين بما:    هو  ) ( ) ( ) 0,9 0,5 0,45p L M p L p M∩ = × = × =     

  .إحتمال حصول  إحدى الأختين فقط على ملاحظة جيد ) 2

):  هو   ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,9 0,5 0,1 0,5 0,50p L M L M p L p M p L p M ∩ ∪ ∩ = × + × = × + × =   

) استقلال الحادثتين إلى يؤدي M و L  لأن استقلال الحادثتين  )  ( )L M ، L M∩ ∩.   

   جدا ، قال لا نعرف ما يخبئه لنا الغد ،أب الأختين واقعي) 3

   .0,9 فليكن احتمال نجاح كل منهما في شهادة البكالوريا أصلا  هو 

   بناء على توقعات الأب و الأستاذ ،

  :حتمال حصول  الأختين معا على ملاحظة جيد   ا-

  المقابلة هو اعتمادا على الشجرة  و
       [ ]( ) ( ) ( ) ( )p B L B M p B L p B M∩ ∩ ∩ = ∩ × ∩  

0,9 0,9 0,9 0,5 0,3645= × × × = 

  

  

0,9

0,9

0,1

0,5

0,5

0,9


-�,: ا(&+"  �"وة : ا()'" 

BAC

BAC
L

L

M

M
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   .كرات حمراء  ثمان  كرات بيضاء و أربعيضم كيس       :1تمرين محلول    

  مستقلتان ؟ 2B و 1B هل الحادثتان. على التوالي دون إرجاع  نسحب عشوائيا كرتين  -1   

       1B " 2،  " ة الأولى بيضاءالكرB " ة الثانية بيضاءالكر "   

   مستقلتان ؟ 2B و 1Bهل الحادثتان  .على التوالي مع الإرجاع عشوائيا كرتين الآن  نسحب  - 2  

%&  

1 (1

4 1
( )

12 3
p B = =   ،   2

4 3 8 4 44 1
( )

12 11 12 11 132 3
p B = × + × = = ،   1 2

4 3 1
( )

12 11 11
p B B∩ = × =  

�+� أن 
1 1 1

11 3 3
≠   2B� "17 �012892 و 1B  56ن ا
�4د0123×

2 (1

4 1
( )

12 3
p B = =  ،  2

4 4 8 4 48 1
( )

12 12 12 12 144 3
p B = × + × = =   ،  1 2

4 4 1
( )

12 12 9
p B B∩ = × =  

�+� أن 
1 1 1

9 3 3
=    ن�2B ��2892 و 1B  56ن ا
�4د0123 ×

  : 2 تمرين محلول   
  . وين حمراين كرات بيضاء و كراتثلاثيضم كيس     

   .ي دون إرجاععددا من الكرات على التوال نسحب عشوائيا    

   " آ"ة <8, ا(آ	" &+"اء " N ،   " تان مختلفتا اللونالكر   "M:  نعتبر الحوادث التالية   

   مستقلتان ؟N و Mإذا كان عدد الكرا ت المسحوبة اثنتين ، هل الحادثتان ) 1   

   مستقلتان ؟N و Mإذا كان عدد الكرا ت المسحوبة ثلاثة ، هل الحادثتان ) 2   

  
%&  
��ة ا�-+�Bء ������ ) 1�� ����B ������ ة ا����اء���   R و �
   :�*� �I ا��%�رج ا����)� ه1   

                                           { }( , );( , );( , ); ( , )E B B B R R B R R=  

 J�I ن ا��.�ف ��Mض أن ا��O�   E P47(I �(�7� ، ��2ل>R2!�وي ا�   

               2 1
( )

4 2
p M = =  ،  

3
( )

4
p N =  S(� 1    و 3 3

( ) ( )
2 4 8

p M p N× = × =  

} و ��7)� }( , ); ( , )M N B R R B∩         إذن          =
2 1

( )
4 2

p A B∩ = =  

    N012892�� "17 و Mو ��� ا
�4د�23ن     
:   �*� �I ا�)V4�2 ه1 )  2

{ }( , , );( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , ); ( , , )E B B B B B R B R B R B B B R R R B R R R B R R R=  

     6 3
( )

8 4
p M = =        ،              

4 1
( )

8 2
p N = =       S(� 3      و 1 3

( ) ( )
4 2 8

p M p N× = × =  

} و ��7)� }( , , ); ( , , ); ( , , )M N B B R B R B R B B∩        إذن         =
3

( )
8

p M N∩ =  

    ���2892نN و Mو ��� ا
�4د�23ن    
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 في مادة العلوم 6. في أوراق مطوية متماثلة  سؤال داخل صندوق 20وضع .  شفهي لدخول أحد المعاهد امتحان في 

  .الاجتماعيات في مادة الأدب العربي و سؤالان في مادة 3 الفيزياء، في مادة 4 الرياضيات، في مادة 5 الطبيعية،

  
I ( بداخلها ثم يتركها خارج الصندوق و يسحب ورقة ثانية  أن يسحب ورقة واحدة يجيب عما ولمن المترشح الأيطلب   

  .  الصندوق إلىسحب ورقة ثالثة دون أن يعيد الثانية  ثم ييجيب عن ما بداخلها   

   ما إحتمال أن يمتحن المترشح في سؤالين حول الرياضيات و سؤال في مادة الفيزياء بهذا الترتيب ؟- 1   

  سؤالين حول الرياضيات و سؤال في مادة الفيزياء ؟ ما إحتمال أن يمتحن المترشح في - 2  
   ما إحتمال أن يمتحن المترشح في سؤال حول الأدب العربي على الأقل ؟- 3  

   ما إحتمال أن يمتحن المترشح في مواد علمية ؟- 4  

  

II (في سحب الأسئلة لكن سمح له بإعادة الوول طلب منه إتباع نفس طريقة المترشح الأنيالمترشح الثا ها الى رقة بعد طي   

   :ما إحتمال أن يمتحن المترشح .الصندوق كلما أجاب عما بداخلها     

          فقط ؟الاجتماعيات في مادة - 1  

   أسئلة من نفس المادة ؟3  في - 2  

  في نفس السؤال مرتين مختلفتين ؟ - 3  

   نفس السؤال ثلاث مرات ؟في - 4  

  

III (ف الإجابة عن أسئلة الرياضيات و الفيزياء و الأدب العربي فقط سحب سؤال  الذي يعرثالثيطلب من المترشح ال  

    يسمح له بسحب السؤال الثاني و إذا أجاب عن السؤال الثالث يسمح له بسحب إجابة صحيحة   عنهواحد فإذا أجاب     

  .الأخيرالسؤال الثالث و      
   أسئلة ؟3 يمتحن المترشح في أن ما إحتمال - 1  

   بناءا على سلم التنقيط السابق ؟10إحتمال أن يحصل هذا المترشح على علامة  ما - 2  

   ؟8ما إحتمال حصوله على علامة . إذا علمت أن المترشح قد أمتحن في ثلاثة أسئلة علمية - 3  

  .التي يتحصل عليها هذا المترشح النهائية  العلامة Xنعتبر  - 4  

    .Xعلى  الاحتمال عرف قانون )أ    
  .اتي حسب أمله الرياضيا )ب                 

  هل التنقيط في صالح المترشح ؟)                  ج
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 )A (  ، )B ( نحو هدف مقسم الى ثلاث مناطق هسهمأد راميا قوس ، كل منهما يسد  )III – II – I . (    

   في كل رمية ان الهدفيصيبان ماهران بحيث راميال 

   .دقّة التسديدلكنهما يتفاوتان في 
  :احتمالات إصابة كل منطقة من قبل كل رامي هي أن  إذ

  

  

  
  

  

  

  

   :ثلاثة أسهم متتابعة  يسدد  ) A(  الرامي )1

    ؟ III ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة -أ    

    بهذا الترتيب ؟ III – II – I ما احتمال أن يصيب المناطق  - ب  

   ؟ III – II – Iمناطق   ما احتمال أن يصيب ال-جـ  

  Aإذا ظهر الوجه يبدأ الرامي .  نرمي قطعة نقود عادية لتحديد الذي يبدأ أولا في التسديد . في مسابقة بينهما  )2

   .B و إلا يبدأ الرامي 

   للظهرP �ِـود و  لوجه قطعة النقF  �ِـنرمز) أ   

  )العنكبوتية (  أكمل الشجرة -     

  
  

  

  

  

  
  

   ؟IIIما احتمال أن تصيب هذه الرمية المنطقة . ديد رمية واحدة في حالة تس) ب

  ؟) أ ( ما احتمال أن تكون هذه الرمية للرامي  . III علما أن رمية واحدة قد سددت و أصابت المنطقة )ج

7 ي  على الترتيب ه III – II – Iلمناطق ته ل إصاباحتمالات Cقبل انطلاق المسابقة ، انضم رام بارع ) 3

10
،3

10
،0   

  . قرعة عادلة بينهم بإجراء   تقرر على إثر ذلك إعادة ترتيب المتسابقين 

  من هذا التمرين ) 2( أعد في الظروف الحالية الإجابة عن الأسئلة الثلاثة من الفرع -    

III  II I  ix  
7

12
  1

3
  1

12
  ( )iP X x=  

 

III  II I  iy  
1
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3
  1

3
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  موضوع محلول

                            
   مناطق مرقمةإلىفي إحدى حدائق التسلية توجد عجلة كبيرة مقسمة 

  يقوم المشرف على هذه اللعبة . و ملونة كما هو مبين في الشكل المقابل 

  .بتدوير العجلة التي تتوقف بعد عدة ثواني و يعلن عن الرقم الفائز المحدد بالسهم 

  :أحسب احتمالات الحوادث التالية ) 1

 A "  5الرقم الفائز مضاعف لـ "   

 B "  5الرقم الفائز ليس مضاعفا لـ  "   

 C "  11الرقم الفائز زوجي و أقل من                 "  

   دنانير ثم يختار رقما واحد10هذه اللعبة تقتضي أن يدفع كل لاعب ) 2

   DA 100ب   يربح اللاعاأزرق إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه -    

   DA 50 يربح اللاعب يابن إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه -    

   DA 10 يربح اللاعب اأخضر إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه -    

   . شيءا  لا يربح اللاعب أي أصفر إذا استقر السهم عند الرقم المختار وكان لونه -    

  قيقي الذي يجنيه كل لاعب يجرب حظه الربح الحX نعتبر 

  هل هذه اللعبة عادلة ؟.  و احسب أمله الرياضياتي X عرف قانون الاحتمال للربح الحقيقي -   

  تعاليق  حل مختصر

 E=} 15;14;13;12;11;10;9;8;7;6;5;4;3;2;1{لدينا ) 1

  3 و الموجودة على العجلة هو 5عدد الأرقام المضاعفة لـ 

)                     و منه         ) 3 1

15 5
= = =P A  

 B هي الحادثة العكسية للحادثة A 

1  ومنه      4
( ) 1 ( ) 1

5 5
p B p A= − = − =  

   5 1
( )

15 3
p C = =  

2 (  
  

  

  
7 4 2 2 190 38

( ) ( 10) 0 40 90
15 15 15 15 15 3

E X = − × + × + × + × = =  

  . و بالتالي اللعبة غير عادلة �

 E يفضل تصنيف عناصر �

حسب " ة حسب ما تمليه الحادث

و ذلك " الأرقام أو حسب الألوان 

   شجرة عاديةلباستعما
  

  

  

) يمكن حساب � )p B مباشرة 
   مما سبقالاستفادةولكن يفضل 

 ينبغي أولى معرفة الربح �

   )Xقيم ( الحقيقي الممكن تحقيقيه 

  
 تكون اللعبة عادلة إذا كان �

  الأمل الرياضياتي معدوما

                          

 "B��> دD>A 

 "B��> دD>E 


ـ 3 AF>�'� م�H5 أر 


ـ 12 J>�'� "17 �+H5 ر 

+ 90 + 40 0 - 10 
ix  

2

15
  

2

15
  

4

15
  

7

15
  

( )ip X x=  
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  مع إرشاداتموضوع    
  

  . ∆الثانية فيبدأ بحساب المميز     يريد تلميذ حل معادلات من الدرجة 

1إذا علمت أن إحتمال أن يكون مميز المعادلة الأولى سالب هو 
.
8

  :نفرض صحة الشرطين التاليين  . 

1  سالب بشرط أن يكون مميز المعادلة السابقة سالب هوإحتمال أن يكون مميز معادلة ما - 
.
20

  

1  إحتمال أن يكون مميز معادلة ما سالب بشرط أن يكون مميز المعادلة السابقة موجب أو معدوم هو-
.
20

  

  .  ) الأولى و الثانية (  إذا كان التلميذ يريد حل معادلتين فقط - 1

  التالية) العنكبوتية (  أكمل الشجرة -  أ
  

  

  

  

  

    .ℝتقبل حلولا في  عدد المعادلات التي  Xليكن ) ب  

 X ـ ل الاحتمالعرف قانون -        

  .اتي و التباين  الرياضيالأملأحسب ) ج  

  )انية و الثالثة الأولى ، الث  (  حل ثلاث معادلات فقطتلميذ إذا كان يريد ال- 2

  ؟ما إحتمال أن يكون مميز المعادلة الثالثة سالبا)   أ

   ؟ حقيقيةحلولا  ما إحتمال أن تكون المعادلات الثلاثة لا تقبل)   ب

  

  إرشادات

تملأ الشجرة بالاحتمالات المناسبة للتفريعات و باعتماد المعلومة و المعلومة )  أ ) 1
  .العكسية ثم الشرطين بعد ذلك 

  .المعادلات التي تقبل حلولا هي التي مميزها  موجب أو معدوم)   ب

  تضاف للشجرة السابقة تفريعات للمعادلة الثالثة) 2

  ية للحادثةد تحدد جميع المسارات المؤ- 

   حساب جداء الأعداد الموجود على كل مسار مؤدي لها- 

  حتمال حادثة ما هو مجموع الأعداد الناتجة عن كل مسار ا- 

  

Jو�Wا��.�د�� ا �+� ا��.�د�� ا��5

0∆ >

0∆ >

0∆ ≤

1
8
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 +KA191-LK 0Mر�  
  ا�����ل و ����ن ا�����ل ـ 1

في كل حالة مما ياتي أكمل قانون الإحتمال و احسب      

  الامل الرياضياتي و التباين دون استعمالا لحاسبة

  

   

  

  
  

  

  

  
 أوجهه ا  ، احدهما مكعب متوازنيين نردينرمي حجر      

  و الآخر رباعي وجوه أوجهه6 الى 1تحمل الأرقام من 

  4 الى 1تحمل الارقام من 

عرف قانون الإحتمال لرقم آحاد جداء الرقمين الناتجين و 
  أحسب امله الرياضياتي

   . 9 الى 0 مرقمة من ات قريص10يضم كيس      

   منها بيضاء و الباقي سوداء3

  ما احتمال الحصول على . نسحب قريصة واحدة 

  قريصة تحمل رقما فرديا ؟) 1
  ؟قريصة بيضاء  ) 2

.        نسحب الآن قريصتان على التوالي دون إرجاع ) 3

  ما احتمال الحصول على رقمين فرديين ؟)أ

  ما احتمال الحصول على قريصتين من نفس اللون ؟ ) ب
 عدد القريصات البيضاء المسحوبة ، عرف X نعتبر) ج

   و احسب أمله الرياضيXقانون احتمال لـ 

  ت متتابعة      نرمي قطعة نقود ثلاث مرا

  .حدد مجموعة المخارج ) 1
  كون الشجرة المناسبة ) 2

  ما احتمال أن يظهر في الرمية الثالثة وجه ؟) 3

ما احتمال .  نرمي حجر نرد عادية مرتين متتابعتين       

  :الحصول على 

  رقمي فرديين ؟) 1

  عددين مجموعهما فردي ؟) 2

  عددين جداؤهما زوجي ؟) 3

ال لعدد الأرقام الفردية الظاهرة في عرف قانون احتم) 4

  الرميتن و احسب التباين

  . مرات متتابعة 6نرمي قطعة نقود متوازنة       
  :أن يكون عدد مرات ظهور الوجه ما احتمال 

  يساوي عدد مرات ظهور الظهر  ؟) 1

  أكبر من عدد مرات ظهور الظهر ؟) 2

  مضاعف لعدد مرات ظهور الظهر ؟)  3
رات  عن قانوني احتمال لكل من عدد مما ذا نقول) 4

  ؟لظهرظهور الوجه و عدد مرات ظهورا

      نضع بين يدي طفل ثلاثة أقلام ملونة أخضر ، أحمر  

و أصفر و نطلب منه تلوين الأوجه الستة لعلبة مكعبة 

  ما عدد الكيفيات الممكنة للتلوين ؟. الشكل 

 و أخذ حجري نرد عاديين و x DA     دفع لاعب 

 ، يربح 7إذا كان مجموع الرقمين الظاهرين هو .رماهما 

20DA و إلا لا يربح أي شيئ .  

كم يجب على اللاعب أن يدفع في البداية حتى تكون اللعبة 

  عادلة ؟

   تين سوداوين و ثلاث كرات  كرA يضم صندوق       

ضاوين و ثلاث كرات ي كرتين بBو يضم الصندوق بيضاء 

  .سوداء 
  و نضعها  A من الصندوق يا كرة واحدةنسحب عشوائ  

   .B في الصندوق 

   بيضاء ؟ الكرة المسحوبةما احتمال أن تكون )1

 عدد الكرات Bفي الصندوق  أن يكونلاحتما ما  )2

  ؟ البيضاء يساوي عدد الكرات السوداء
 عدد الكرات  Bفي الصندوق  أن يكونلاحتماما  )3

   ؟البيضاء ضعف عدد الكرات السوداء

 6 ، منها 49 الى 1  مرقمة من 49       يضم كيس 

نسحب على التوالي دون . كريات حمراء و الباقي بيضاء 
   كريات 6ارجاع 

  ما عدد الطرق الكلية ؟) 1

7  

9  

3  

6  

4  

5  

10  

1  

7  2  0  -5 ix 

0,3 0,2  0,3 iP  
 

100  80  40  30 10 ix 

 0,1 0,15 0,2 0,5 iP  
 

10  2  1  0 -2 -6 ix  

0,05 0,1 0,1  0,2 0,4 iP  
 2  

8  
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 ت كريا3  وء كريات بيضا3ما احتمال الحصول على ) 2

 حمراء ؟

  كريات حمراء ؟6ما احتمال الحصول على ) 3

  كريات حمراء ؟5ما احتمال الحصول على ) 4

                        كريات حمراء ؟4ما احتمال الحصول على ) 5
.  تلميذة 12 تلميذا و 18        يتكون قسم مختلط من 

الترتيب ( مينا يراد تشكيل لجنة للقسم تضم رئيسا و نائبا و أ

  )مهم 

  ماهو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها ؟ )1
  :ماهو احتمال تشكيل لجنة بحيث  )2

  يكون الأمين تلميذة ؟) أ

   موجودا في اللجنة ؟Xالتلميذ ) ب

  يكون الرئيس تلميذا و الأمين تلميذة ؟) ج

  الرئيس و نائبه من جنسين مختلفين ؟) د

تلميذة وأن التلميذ نفرض أن الرئيس تلميذا والأمين ) 3   

X  لا يريد الإنضمام الى لجنة تضم التلميذة Y.   

   ماهو عدد اللجان التي يمكن تشكيلها في هذه الظروف ؟- 
 لا 20 الى 1 كرة مرقمة من 20يحتوي كيس على       

  .نفرق بينها عند اللمس 
  : نسحب كرة من الكيس ، ما هو إحتمال الحصول على - 1

          ؟4مضاعفا للعدد  كرة تحمل عددا -أ  

   ؟5 كرة تحمل عددا ليس من مضاعفات - ب  

 ، على التوالي دون ارجاع نسحب في هذه المرة كرتين - 2
  :ما هو إحتمال الحصول على 

   ؟4 كرتين تحملان عددين مضاعفين للعدد -أ  

  3 كرتين إحداهما تحمل عددا مضاعفا للعدد - ب  

   ؟4 و الثانية تحمل عددا مضاعفا للعدد
  على التوالي دون ارجاع كرات 3 نسحب الآن - 3

  : ما هو إحتمال الحصول على 

 ؟  4 ثلاث كرات تحمل أعددا مضاعفة للعدد -أ  

   ثلاث كرات مجموع أرقامها زوجي ؟- ب  

      نرمي قطعة نقود عادية ثلاث مرات متتابعة و نهتم 
  بعدد الأوجه في الرميات الثلاثاء

  ال و احسب أمله الرياضي و تباينهعرف قانون الاحتم) 1

   رميات متتابعة4أعد الإجابة عن السؤال من أجل ) 2

 الفشل فيها احتماليشارك فريد في لعبة حظ حيث      

نعتبر أن (  مرات متتابعة 3قرر فريد المحاولة  . 0,65

 لعدد Xنرمز بـ) . المحاولات مستقلة عن بعضها البعض 

  .ولاتمرات الفوز خلال ثلاث محا
  : الحادثتين احتمالما هو ) 1

A "  دوما يفشل في المحاولات الثلاثة"  

B "  ت الثلاثة نالمحاولايفوز مرة واحدة على الأقل في "  

  X للعدد الاحتمالعرف قانون ) 2
  Xأوجد الأمل الرياضياتي و التباين لـ ) 3

 ، 1 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 3يضم صندوق        

   .3 ، 1 ، 1ث قريصات حمراء تحمل الأرقام  و ثلا3 ، 2

 عدد Xنسحب عشوائيا قريصة واحدة من الصندوق ، ليكن 

 رقم القريصة Yوليكن . الكرات البيضاء ضمن السحبة 

  المسحوبة

  Y و Xعرف قانوني الإحتمال لكل من ) 1

  Y و Xأحسب الامل الرياضياتي لكل من ) 2

 فأيهما مربحة بالنسبة .إذا اعتبرنا الامر يتعلق بلعبتين ) 3

  للاعب ؟

  :  المعرف كمايلي X       نعتبر قانون الاحتمال  

4  3  2   -1  α 

a  
1

5
  1

4
  1

3
  ( )P X α=  

 aحدد قيمة العدد الحقيقي  )1

)أحسب )2 2)P X 5 و=
( )

2
P X  و ≤

( 1)P X ≺ 

 كريات 3 و 10 كريات تحمل الرقم 3      يحوي كيس 
   .15تحمل الرقم 

 العدد Xنسحب عشوائيا و في آن واحد كريتين و ليكن 
  .الذي يمثل مجموع الرقمين المحصل عليهما 

 .حدد مجموعة النتائج الممكنة   )1

    .Xحدد مجموعة القيم الممكنة للعدد  )2
 .Xعرف قانون الإحتمال لـ  )3

 .أحسب الامل الرياضياتي  )4

14  

15  

16  

17  

13  

12  

11  



 122

 .أحسب التباين  )5

)أوجد  )6 25)P X ≥. 

، 1 قريصات بيضاء تحمل الأرقام 5يحوي صندوق      
 ، و خمس قريصات سوداء تحمل الأرقام 4 و 3 ، 3  ،2
نسحب عشوائيا قريصة واحدة .  أيضا 3 ، 2 ، 2 ، 1 ، 1

+) 1( الذي يساوي Xمن الصندوق و نعتبر العدد الحقيقي
في حالة سحب قريصة بيضاء و صفر في حالة سحب 

 الذي يساوي الرقم Yقريصة سوداء ، و نعتبر أيضا العدد
  .ة المسحوبة الموجود على القريص

  . Y و Xعرف قانون الإحتمال لكل من  )1
 .أحسب الأمل الرياضياتي لكل عدد )2

 أيهما مربحة للاعب ؟. في حالة كونهما لعبتين  )3

 العلامة التي X      نرمي زهرة نرد رمية واحدة  و ليكن 

  :تحدد كمايلي 
  1إذا ظهر الرقم  ) 10- ( العلامة  •

 6إذا ظهرت الأرقام  ) 10( العلامة  •

 في الحالات الأخرى ) 0( العلامة  •

  حدد مجموعة المخارج ثم مجموعة القيم) 1

 زهرة النرد عادية عرف قانون الاحتمال للعدد تإذا كان) 2

 Xالحقيقي 

 أن زهرة النرد غير متوازنة بحيث احتمال ضنفر) 3

   .  0,12 هو 5 ، 4 ، 3 ، 2 ، 1ظهور الأوجه 

  ي هذه الحالة فX عرف قانون الاحتمال للعدد - 
���ـ 2���

"! و ا
 �ادث ا�
  ا�����ل ا

       A و B حادثتين من Eحيث   
 ( ) 0,4p A = ،  ( ) 0,8

A
p B ) و = ) 0,2.Ap B =  

)أنشئ الشجرة المثقلة ثم أحسب  )p A B∩ و ( )p B 

       A  و B حادثتين من Eحيث   
 ( ) 0,4p A = ،  ( ) 0,3p A B∩ =   
)و   ) 0,2.p A B∩ =  

) أحسب -  )Ap B و ( )
A

p B 

      A ، B  ،C و D ادث من وحEحيث   
 ( ) 0,3p A =  ، ( ) 0,5p B ) و = ) 0,05.Ap D =  

( ) 0,1Bp D ) و = ) 0,2.Cp D =  

)أنشئ الشجرة المثقلة ثم أحسب  )p D 

 في  لاعبين ممتازين6يتكون فريق كرة سلة من       
إثنين منهم في التسديد نسبة نجاح . تسديد الرميات الحرة 

 و آخرهم %90 ، و ثلاثة نسبة نجاحهم في التسديد 80%
   .% 95منصور نسبة نجاح التسديد عنده 

 حيث كل لاعب من هؤلاء كانت حضرنا مقابلة لهذا الفريق
  أخذنا أحد اللاعبين عشوائيا . له نفس فرص التسديد 

  " منصور ضيع التسديدة "  الحادثة Aنضع  
R " اجحة رمية ن"  
)أحسب الاحتمالات التالية ) 1 )p A ، ( )Ap R           

)و  )p A R∩  
)أحسب ) 2 )p R )  يمكنك استعمال الشجرة(  

ينجح في ) كرة المضرب (        لاعب تنس الميدان 
  و في الإرسال الثاني بنسبة %75نسبة الإرسال الأول ب

90% .  

إرسال خاطئ بالكرة ( ما احتمال ارتكابه خطأ مضاعف 

  ).الثانية 
   .10 الى 1 قريصات مرقمة من 10        يضم صندوق 

  .نسحب قريصتين على التوالي مع الإرجاع 

   .4أحسب احتمال الحصول على رقمين فرقهما ) 1

   علما أن  4 رقمين فرقهما أحسب احتمال الحصول على) 2

   .10    مجموعهما 

 % 45 و السكان مدخنون من % 55 ، مدينة مافي       

مدخنون و  % 30 و مدمنون على شرب القهوةمنهم 

 واحدا من رجلا عشوائيا نأخذ . مدمنون على شرب القهمو

   :مدينةهذه ال
دمنا  ، ما إحتمال أن يكون مرجل مدخناإذا كان هذا ال) 1

  لى شرب القهوة أيضا ؟ع

إحتمال ما،رجل مدمنا على شرب القهوة إذا كان هذا ال) 2

   ؟مدخنا أيضاأن يكون 
   ؟ على شرب القهوةامدخنا أو مدمنما إحتمال أن يكون ) 3

تحمل ( قطعة عادية . يضم صندوق ثلاث قطع نقدية      

و قطعة تحمل وجهين و القطعة الثالثة ) وجه وظهر 

نختار  . 1/3إحتمال ظهور الوجه هو  مغشوشة بحيث 
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. عشوائيا قطعة واحدة من الصندوق و نرميها مرة واحدة 

يمكنك تشكيل  ( .أحسب ل إحتمال الحصول على وجه 

  ).الشجرة 

 .  كرات بيضاء و كرتين سوداوين10يضم كيس       

  .نسحب كرتين على التوالي دون إرجاع 
الكرة المسحوبة في المرة الأولى "  للحادثة 1Bنرمز بـ

  "بيضاء 

  "الكرة المسحوبة في المرة الثانية بيضاء " للحادثة 2Bو بـ

)1 أحسب الإحتمال -  )p B 2 ثم مباشرة 1( / )p B B  

2   و استنتج  1( )p B B∩  

     A، B يضم .  كيسانAكرة حمراء و كرة خضراء  .

  .  كرات حمراء و كرة واحدة خضراء 3 يضم Bالكيس 

 ثم B و نضعها داخل الكيس Aنسحب كرة من الكيس 

   .Bنسحب كرة من الكيس 

  شكل الشجرة المناسبة) 1

  .ما احتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ) 2

مراء في السحبة الأولى ما احتمال الحصول على كرة ح) 3
  .بشرط أن تكون الكرة الثانية سوداء 

. كرتين سوداوين و ثلاث كرات بيضاءيضم صندوق     

إذا كانت بيضاء ، نعيدها الى . نسحب عشوائيا كرة واحدة 

  الصندوق و نضيف كرة بيضاء أخرى و إذا كانت سوداء 
نعيدها الى الصندوق مع إضافة كرة سوداء أخرى ثم 

  .  كرة ثانية سحبن

  شكّل الشجرة المناسبة) 1

  :أحسب إحتمال الحوادث التالية ) 2

A"  كرات سوداء في الصندوق قبل السحبة الثالثة 3يوجد "  

B"  كرات بيضاء في الصندوق قبل السحبة الثالثة 5يوجد"  

من  % 75من البنات و  % 25يتكون قسم من       

  .الأولاد 

من الأولاد هم  % 30 من البنات و % 60نفترض أن 

  .نأخذ عشوائيا تلميذا من القسم . تلاميذ جيدون 

  :  ما احتمال أن يكون -1
   جيدا ؟- ولدا ؟          جـ-  بنتا ؟          ب-  أ

 ماهو احتمال أن يكون ذلك التلميذ بنتا علما أنها عنصرا - 2

  جيدا ؟

 5 الى 1يضم كيس خمس كرات بيضاء مرقمة من      

 و كرتين 8 إلى 6 كرات حمراء مرقمة من و ثلاث

   .10 و  9خضراوين يحملان الرقمين 
   .على التوالي دون ارجاع نسحب عشوائيا - 

  : أحسب إحتمال الحوادث التالية - 1

A "  الكرتان تحملان رقمين فرديين"  

B  " الكرتان من نفس اللون"  
 C  " الكرتان تحملان رقميين فرديين و من نفس اللون"  

   مستقلتان ؟B و A هل الحادثتان -     

  : ما إحتمال الحوادث التالية - 2

D "  الكرتان من لونين مختلفين       "  

 E "  الكرتان من لونين مختلفين و تحملان رقمين فرديين"  

ما إحتمال .  علما أننا سحبنا كرتين من لونين مختلفين - 3

  أن يكون رقماهما فرديين ؟
#�$��
  )��ر&% 

واحدة حمراء ، إثنتان .  قريصات 7 يضم كيس      

  .صفراوتان  و أربع خضراء 

  تقتضي اللعبة سحب قريصة واحدة من الصندوق 
  10DA إذا كانت حمراء اللاعب يربح �

  5DA إذا كانت صفراء يخسرر اللاعب �

 إذا كانت خضراء يعيد اللاعب سحب قريصة أخرى �

ت الثانية حمراء دون إرجاع الاولى الى الكيس ، فإذا كان
  4DA و إلا يخسر 8DAيربح اللاعب 

. في نهاية اللعبة ) ربح أم خسارة ( نهتم بالربح الجبري 

   مجموعة الأرباح الممكنةEلتكن 

  أشئ الشجرة المثقلة المفصلة) أ) 1
  "اللاعب رابح  " Gأحسب احتمال الحادثة ) ب

 و أحسب الامل Eعرف قانون احتمال على المجموعة ) ج

  رياضياتي ال

 حينما تكون ةعبالربح الجبري الذي يقترح على اللقدر ) 2

سحبته الثانية قريصة حمراء و ذلك حتى تكون اللاعبة 
  .عادلة
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  :هدف و مساحة       

رامي قوس بارع دوما يصيب الهدف لكن إحتمال إصابة 

أية منطقة من المناطق الأربعة هو نسبة مساحتها الى 
  .مساحة الهدف ككل 

  

  

  

  

  

  

  

  

   العلامة النهائية المترتبة عن تسديد سهم واحدXليكن 

  .Xحدد القيم الممكنة لـ ) 1

  .Xعرف قانون الإحنمال لـ ) 2

  .أحسب الأمل الرياضياتي و الإنجراف المعياري) 3
   1 كريات تحمل الرقم 3 على Aيحتوي كيس       

   .0 و كرية واحدة تحمل الرقم- 1و كريتان تحملان الرقم 

 و كريتان -1 كريات تحمل الرقم 3 على Bيحتوي كيس 

   .1 و كرية واحدة تحمل الرقم0تحملان الرقم 
  نختار كيسا من بين الكيسين ثم نسحب كريتان منه بالتتابع

  . و بدون إرجاع

 مجموع الرقمين المسجلين على الكريتين Xنعتبر 

  .المسحوبتين

  .Xحدد قانون احتمال .1
    �(+I 1D     ;�508%X � ;+�2��@<Y ا��=�ل ا��  ) Z[�

  .أو أZ[(+I زر\�ء ) ��+� 

 شخص لهم أعين زرقاء 15 شخصا لهم لحى ، 20عددنا 

  . ملتحون 8منهم 

  نتحاور مع أحدهم عشوائيا 

  "رجل له عينان زرقاوتان  " B، " رجل له لحية  " Rنضع 
  :أحسب الاحتمالات التالية

( )p R  ،( )p B ، ( )p R B∩ و ( )Rp C  

  

��*ــ(+  

      )X ( ،)Y ( راميا قوس ، كل منهما يسدد سهما نحو

 0,90 ، 0,85احتمال كل منهما في إصابة الهدف . هدف
  .على الترتيب 

  :إذا علمت أن ) 1

   III – II – Iالمناطق  ) X(  إحتمالات إصابة الرامي - 

7على الترتيب هو  1 1
.
12 3 12

، ،  

   III – II – Iالمناطق  ) Y(  إحتمالات إصابة الرامي - 

  .متساوية 

  :متتابعة يسدد سهمه ثلاث مرات  ) X(  الرامي - 1

    ؟ III ما احتمال أن يصيب في كل رمية المنطقة - أ     

    بهذا الترتيب ؟ III – II – I إصابة  ما احتمال -   ب

   ؟ III – II – I ما احتمال أن يصيب المناطق  -جـ 

       نختار أحد الراميين مع العلم أن احتمال اختيار الرامي - 2

     )X (  ضعف احتمال اختيارالرامي )Y. (   
 ما احتمال أن تصيب هذه .  في حالة تسديد رمية واحدة - أ 

   ؟IIIالر مية المنطقة 

       III علما أن رمية واحدة قد سددت و أصابت المنطقة - ب

  ؟ ) X(  أن تكون هذه الرمية للرامي احتمالما  
رسان في نفس يد.  صديقان حميمان       سمير و منير

 عنه       قال ير الدراسي غير كافمستوى سم. القسم النهائي

   . 0.5 نجح في البكاوريا أن إحتمال أن يستاذالأ

 :    فأحسب0.7 هو نجع منيرا كان إحتمال أن ي  إذ

 .  إحتمال أن يعيشا معا هذه المدة-  -1

 .  إحتمال ان يعيش عمر وحده هذه المدة-  -2

 . إحتمال أن يعيش واحد منهما فقط هذه المدة -3 -

 .  إحتمال ان يعيش يوسف وحده هذه المدة-  -4

 .  إحتمال ان لا يعيشا معا هذه المدة -5- 

  . إحتمال أن لا يعيشا هذه المدة -  -6

   .مجموع الأحتمالات التي حصلت عليها أحسب -  -7

  ماذا تستنتج ؟     

 من صندوق إرجاعنسحب كرات على التوالي دون        
  .يضم كرات بيضاء و سوداء  

37  
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1 هوبيضاء الأولى الكرةكون ت أن احتمالإذا علمت أن 

8
،  

  :ة الشرطين التاليين نفرض صح

الكرة كون ت بشرط أن بيضاء كرة ماون تك أن احتمال - 

1 هو  بيضاء اسابقالمسحوبة 

20
  

الكرة كون ت بشرط أن بيضاءتكون كرة ما  أن احتمال - 

1 هو سوداء  اسابقالمسحوبة 

20
  

  . دون إرجاع إذا سحبنا كرتين على التوالي - 1

  التالية) العنكبوتية (  أكمل الشجرة -    أ

                                        
                                        

  

  

  

  

  
 

  

كرات السوداء عدد المساوي ل العدد الحقيقي ال Xليكن ) ب  

 عدد للالاحتمال ، عرف قانونضمن الكرتين المسحوبتين 

 .Xالحقيقي 

  .اتي و التباين مل الرياضيأحسب الأ) ج  

          إرجاعسحبنا ثلاث كرات على التوالي دون  إذا - 2

  )الأولى ، الثانية و الثالثة    ( 
  سوداء؟ الثالثة الكرةكون ت أن احتمالما )   أ

   كرات الثلاثة سوداء ؟ أن تكون الاحتمالما )   ب

  :الزمر الدموية       

بين توزيع مختلف الزمر الدموية على عينة الجدول التالي ي

  .من الناس

AB B A O الزمرة  
2% 6% 38% 39% Rh + 
1% 2% 6% 6% Rh - 

  :أكمل الشجرة التالية )1

  

  

  

  

  

  
  

  أخذ شخص عشوائيا من هذه العينة ، ما احتمال ) 2

  أن تكون فصيلته موجبة ؟) أ

   ؟Oأن تكون فصيلته سالبة علما أن زمرته ) ب
ينتج مصنع آلات حاسبة عادية وآلات حاسبة علمية        

إلا أن عدد الآلات العادية التي ينتجها ضعف عدد الآلات 

 أما 0,05 وجود خلل في حاسبة عادية هو احتمال. العلمية 

 0,03في حاسبة علمية فهو 

 أن احتمالأحسب . أخذ المراقب حاسبة واحدة عشوائيا 

  :تكون  

  .الحاسبة عادية ) 1

  حاسبة علميةال) 2

  الحاسبة فيها خلل ؟) 3

  .الحاسبة عادية علما أن فيها خلل ) 4

       )A(،)B ( الصندوق . صندوقان )A (  5يحوي 

 ) B(  كرات سوداء أما الصندوق 5كرات بيضاء و 

 كرات سوداء و كل الكرات 3 كرات بيضاء و 7فيحوي 
  .متماثلة 

 و نسجل  )B( نسحب عشوائيا كرة واحدة من الصندوق 

الذي  نسحب منه كرة  ) B( لونها و نعيدها الى الصندوق 

  .أخرى و نسجل لونها أيضا 

   ما إحتمال الحصول على كرتين بيضاوين ؟- 1
   ما إحتمال الحصول على كرتين من نفس اللون ؟- 2

         كل كرة بيضاء العلامة تمنح ل نعرف لعبة كمايلي  - 3

 + )α (  مة كل كرة سوداء العلالو ) - α. (   

   Xلعلامة النهائية   عرف قانون الإحتمال ل-    أ
  .اتيمل الرياضيالأ ثم أحسب 

الأمل  حتى يكون α عين قيمة العدد الحقيقي -   ب

   .1الرياضياتي مساو لـ

42  

41  

40  

A

RH +

RH −

B

AB

O

1
8 
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..... 

..... 

..... 

..... 

  ^ داء
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  �+�Bء
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        كرة سوداءB  (  ،n-3(  نضيف الى الصندوق - 4

  .و نعيد عملية السحب المبينة أعلاه 

  لحصول على كرتين بيضاوين ؟ ما إحتمال ا- أ  

) B(صندوق  كم من كرة سوداء ينبغي إضافتها الى ال- ب

    ؟0,25حتى يكون إحتمال سحب كرتين بيضاوين هو 
  يسدد رامي ثلاث رميات متتالية       

  ) .             أنظر الى الشكل ( نحو هدف 

  إذا علمت أن إحتمال إصابة 

                                     .    0,7هذا الرامي للهدف هو 
   أحسب إحتمال أن يصيب- 1

  الرامي الهدف ثلاث مرات ؟                                  

   أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرتين فقط ؟- 2

 أحسب إحتمال أن يصيب الرامي الهدف مرة واحدة - 3

  على الأقل ؟

) الشكل ( مناطق  إذا علمت أن الهدف مقسم الى ثلاث- 4

       0,1هو ) 1(بحيث إحتمال أن يصيب هذا الرامي المنطقة 

 أن احتمالو   0,2هو ) 2( أن يصيب المنطقة احتمالو 

   .احتمال فأحسب 0,4هو ) 3(يصيب المنطقة 

  ثلاث مرات ؟) 1( أن يصيب المنطقة - أ  

   أن تصيب كل رمية منطقة واحدة فقط ؟- ب

5 - X صاب المنطقة ، بحيث إذا أ راميالنقطة الممنوحة لل

 و المنطقة 7العلامة له ) 2( و المنطقة 10العلامة له ) 1(
الهدف كلية كانت العلامة أ  و إذا أخط5العلامة له ) 3(

   .صفر

مل الأ ثم أحسب Xلـ عرف قانون الإحتمال -    

   .اتي و الانحراف المعياريالرياضي

      ام التالية يضم صندوق خمس قريصات تحمل الأرق       
 )1 ، 2 ، 3 ، 4 ، x (  حيثx عدد طبيعي ، و ليكن 

p(n)سحب القريصة ذات الرقم   احتمالn .  إذا علمت أن

بهذا الترتيب  p(x) , p(4) , p (3) , p(2) , p(1)  الاعداد

   .1/15متتالية حسابية أساسها  تشكل حدود من
  p(x) , p(4) , p (3) , p(2) , p(1) أوجد الأعداد - 1

ه لرقم الذي تحملعدد الحقيقي المساوي لاال T ليكن - 2

 حتى يكون الامل xعين قيمة  . القريصة المسحوبة

  . و أحسب التباين عندئذ  .4 يساوي اتيالرياضي

 يطلب 9 إلى 0 كرات مرقمة من 10يضم صندوق       

.  كرات على التوالي دون إرجاع 3من اللاعب أن يسحب 
   .هي النتائج مرتبة حسب رتبة سحبها  )x , y , z( و لتكن 

  : الحصول على النمط التالي احتمال أحسب - 1

  .p(1)و ليكن  ) x = y = z( النمط الأول * 

  p(2)و ليكن  ) x = y ≠ z( النمط الثاني * 
  .p(3)و ليكن ) x = z ≠ y( النمط الثالث * 

  .p(4)و ليكن  )  y = z ≠ x(النمط الرابع * 

و ليكن  ) مختلفة مثنى مثنى x , y , z(خامس النمط ال* 

p(5). 

   . p(1) + p(2) + p(3) + p(4) + p(5) أحسب - 2

  ماذا تستنتج ؟ -    

 إذا سحب النمط DA 11 إذا علمت أن اللاعب يربح - 3

إذا سحب النمط   a DAالثاني أو الثالث أو الرابع و يخسر 

  . الخامس أو   الأول

 كل عملية ربح  المترتب عنلل الاحتمال عرف قانون -أ

  .سحب 

   .اتي  الرياضيملالأ أحسب - ب

لا (  يكون اللعب متعادل a من أجل أي قيمة للعدد -جـ
  ؟) خسارة و لا ربح 

 لسوء حظه - يريد أحمد أن يتصل بسعيد هاتفيا لكنه       

 نسي الرقم تماما ، فقرر عبثا القيام ببعض المحاولات و - 

 هو إحتمال أن Pإذا كان .  أرقام 6ذلك بتشكيل أعداد من 

  .    الأولىيصيب مبتغاه في المحاولة 

 ( تعطى النتائج على الشكل   
610n −× (  

    .P أحسب - 1

 تذكر أحمد أمرا هاما ، الرقم الصحيح يضم رقمين - 2

  . إن استطعت Pأحسب أنت . زوجيين متمايزين فقط 

من بين الأرقام الفردية . يئا آخر  بعد قليل تذكر أحمد ش- 3

أحسب " إن كنت ذكيا."3يوجد رقمان فقط من مضاعفات 
P.  

1
2

3
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 و ها هو أحمد بنفسه يؤكد لك أن الرقمين الزوجيين - 4

  ؟ Pفهل بإمكانك الآن حساب  . 10مجموعهما يساوي 

هل تعرف رقم هاتف سعيد ؟ .  سأل أحمد أخاه علي - 5

ضم أربعة أرقام فردية لا ، لكني أعرف أنه ي: قال علي 

  .Pساعدهما أنت بحساب . منها إثنان متساويان و متتابعان 
إن أحد الرقمين الزوجيين .  و يصرخ أحمد لقد تذكرت - 6

هل تتكرم  . 7 و ترتيبه الاول و الرقم الأخير هو 8هو 

  ؟ Pأنت بحساب 

 و بعد عدة محاولات إستطاع أحمد الإتصال بسعيد الذي - 7
اعه القصة و قال له يا أحمد تذكر دائما أن  ضحك كثيرا لسم

 و هو مكون من أربعة 30 هاتفي يساوي  مجموع أرقام

  . فإلى اللقاء  أرقام متساوية مثنى مثنى و متتابعة

   إن فهمت القصة فما رقم هاتف سعيد ؟- 

في لعبة يرمي اللاعب زهرة نرد متجانسة مرة واحدة       

 له برمية أخرى و هكذا و و كلما  كان الرقم زوجيا سمح

 رميات إجباريا  أو بتوقف اللاعب عن 10تنتهي اللعبة بعد 

  .الرمي تلقائيا 

  ؟ل على رقم فردي في الرمية الاولى ما إحتمال الحصو- 1

  ؟ على رقم فردي في الرمية الثانية  ما إحتمال الحصول- 2

 إذا أراد اللاعب أن يكون إحتمال حصوله على رقم - 3

 فما هو عدد الرميات الذي لا ينبغي 0,03من فردي أكبر 

  تجاوزه ؟
 مقابل كل 1DA تقتضي هذه اللعبة أن يدفع اللاعب - 4

على ) و لا يدفع مادام يحصل على رقم زوجي ( محاولة 

  . إذا حصل على رقم زوجي 5DA  أن يربح

  ؟ DA 20  ما إحتمال أن يربح اللاعب-أ    

  ربح ؟ ما إحتمال أن لا يخسر و لا ي-ب  
صاحب الرقم الزوجي :  تعدل اللعبة بالكيفية التالية  - 5

 و DA 2 و صاحب الرقم الفردي يخسرDA 5  يربح 

  . مرات فقط إلزاميا 3على كل لاعب أن يحاول 

  . المحصل عليه الربح X ليكن  
  اتي              ثم أحسب امله الرياضيX لـ  عرف قانون الإحتمال- 

  .ري   و انحرافه المعيا

  

  .و واحدة بيضاء  سوداء4 قريصات،5يضم صندوق       
  نسحب من الصندوق ) 1
  عدد Xليكن . قريصات على التوالي مع الإرجاع 6

 Xعرف قانون الاحتمال لـ . القريصة البيضاء المسحوبة
  .و احسب أمله الرياضياتي و انحرافه المعياري 

  ) .ة السابقة بنفس الكيفي(  مرة nنقوم الآن بالسحب ) 2
  . عدد القريصة البيضاء المسحوبةnXليكن

 و احسب أمله nX عرف قانون الاحتمال للعدد- 
  .الرياضياتي و انحرافه المعياري 

nX العدد الحقيقي nYليكن ) 3

n
 الذي يمثّل تواترات 

  صة البيضاءظهور القري
 و احسب أمله nY عرف قانون الاحتمال للعدد- 

  .الرياضياتي و انحرافه المعياري 
 كريات لا نفرق بينها عند 10يحتوي كيس على       

  . حمراء و زرقاوين7اللمس واحدة صفراء، 
إذا كانت : في لعبة تقتضي أولا سحب كرية من الصندوق

نت الكرية المسحوبة الكرية صفراء فإن اللعبة تتوقف، إذا كا
الكرية نسحب كرية ثانية دون إرجاع ،غير صفراء 

  .إلى الكيسالأولى المسحوبة 
   ما هو احتمال سحب كرية صفراء في السحب الأول؟-أ.1

   ما هو احتمال سحب كرية حمراء في السحب الأول؟- ب
 كرية صفراء في ب ما هو احتمال أن يسحب اللاع- ج

 كرية حمراء في السحب السحب الثاني علما أنه سحب
  الأول؟

  في هذا السؤال يمكن استعمال شجرة الاحتمالات.2
   ما هو احتمال سحب كرية زرقاء في السحب الأول -أ

  و كرية حمراء في السحب الثاني؟
   في السحب حمراءاحتمال سحب كرية بين أن  - ب

28لثاني هو ا

45
.  

   في السحب حمراءكرية لاعب يربح إذا سحب .3
  . أشخاص يشاركون في هذه اللعبة4.لثاني ا
  . احسب احتمال ألاّ يربح أحد من الأشخاص الأربعة-أ

 احسب احتمال أن يربح شخص على الأقل من - ب
  .الأشخاص الأربعة

47 
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  اختيار من متعدداختيار من متعدد
  في كل سؤال جواب واحد فقط صحيح      

A  و B حادثتان من فضاء احتمالي حيث   
P(A) = 0,7 ،  p(B) = 0,4 و ( ) 0,2p A B∪ =  

)قيمة الاحتمال ) 1 )p A B∪ هي :  
a (0,9   b(1,1    c(0,6  

)قيمة الاحتمال ) 2 )p A B∩ هي :  
a (0,8   b(0,2    c(0,1  

)قيمة الاحتمال  )p A B∩ هي :  
a (0,8   b(0,1    c(0,3  

)قيمة الاحتمال  )p A B∪ هي :  
a (0,8   b(0,9    c(0,1  

  جواب واحد على الأقل صحيح       
  و P تجربة تتبع قانون برنولي حيث احتمال النجاح هو 

  qاحتمال الإخفاق هو 
a (p < 1  
b (p = q  
c (p > q  
d (p < 0,5 
e (p = 1 - q  

  لى الأقل صحيحجواب واحد ع      
   )S(  من المأكولات سمك % 60في مطعم 

 ليست أسماك و لا % 30و  ) G(  من المثلجات % 20
  .مثلجات 

a (( ) 0,40p S =  
b (( ) 0,8p S G∪ =  
c (( ) 0,1p S G∩ =  
d (( ) 0,5p S G∩ =  
e (  ;   S G S G∩    غير متلائمتين∩

  
  
  
  
  

        صحيح أم خاطئصحيح أم خاطئ
ضد مرض ما ،  ) V( مطعمة مجتمع  من % 60        

 ، من بين الأشخاص A منهم حساسية % 5نلاحظ أن 
   . .A عرضة للحساسية % 10غير المطعمين ، 

نختار شخصا عشوائيا مطعما ، احتمال أن يكون عرضة 
  :للحساسية هو 

  a(( )Ap V                
  b (( )p V  
   c (( )Vp A               
   d (0,10  
   e (0,05                  
   f (0,6  

              A ، Bحادثتان مستقلتان   
a (( ) ( ) ( )p A B P A p B∩ = ×  
b (( ) ( )Ap B p A=  
c (( ) ( )Bp A p A=  
d (( ) ( ) ( )p A B P A p B∪ = ×  
e (( ) 1 ( )P B p A= −  

        ف قانون احتمال للعبة ما الجدول التالي يعر:  

  

  
  

 إذا حولت 100 يضرب الأمل الرياضياتي في العدد - 1

  .الإحتمالات الى نسب مئوية 

   .1 إذا أضيف لكل القيم العدد 1 يزداد الأمل  بـ - 2
   إذا نقصت كل القيم بنفس  %20 ينقص الأمل بنسبة - 3

  .    النسبة 

 0,2 يزداد الامل بمقدار 7 بالقيمة 6 إذا استبدلت القيمة - 4
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