




 

إلى روح والدي رحمه ا الذي ضحى بالنفس و النفيس من أجل وطنه أولا 
ثم من أجل أبنائه ثانيا و مضى إلى ربه دون أن يقطف أي من الثمرتين 

 رحمه ا رحمة واسعة وأسكنه فسيح جنته.
إلى الحضن الدافئ و اللمسة الحانية أمي الحبيبة حفظها ا ورعاها وجزاها 

 جزى والدة عن ولدها وألبسها لباس الصحة والعافية. عني خير ما
إلى حبيبة العمر ورفيقة الدرب ومهجة الفؤاد زوجتي وأم أبنائي أكرمها 

 ا وأحسن مثوبتها.

د لهذه حتى يعو إلى كل حر أبي يسعى لرفع الغبن والجهل والتخلف عن أمته
 مة مجدها وعزها التي كانت ترفل فيه يوم كانت خير أمة أُخرجت للناس.الأ

أن ينفع به كاتبه  إلى هؤلاء جميعا أهدي هذا العمل المتواضع ، سائلا المولى 
 وناشره وقارئه.

 عبد الكريم واضحي

������

، وإلى  إلى رياحين الدنيا أبنائي وأحبابي وقرة عيني أسامة ، محسن ووائل  

ورزقهم الُهدى والتُقى والعفاف  جميعا  حفظهم الله  حفيدي سامي  كنتي ريمة و 

 لنافع والعمل الصالح وجعلهم ذخرا لأمتهم ووطنهم. والغِنى والعلم ا
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𝒛الشكل الجبري لعدد مركّب :  = 𝒙 + 𝒊𝒚 

𝑅𝑒(𝑧) = 𝑥(الجزء الحقيقي) ;  𝐼𝑚(𝑧) = 𝑦(الجزء التخيّلي) ; 𝑖2 = −1 

𝑧 = 0 ⇒ {
𝑥 = 0 
𝑦 = 0

 ;  𝑧′ = 𝑥′ + 𝑖𝑦′ ;  𝑧 = 𝑧′ ⇒ {
𝑥 = 𝑥′ 
𝑦 = 𝑦′

 

𝒛̅ مرافق عدد مركّب : = 𝒙 − 𝒊𝒚 

𝑧 + 𝑧̅ = 2𝑥  ;  𝑧. 𝑧̅ = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑧̅ = 𝑧 ⇒ ;  𝑧  حقيقي   𝑧̅ = −𝑧 ⇒  𝑧 تخيّلي صرف

𝒓 طويلة عدد مركّب : = |𝒛| = √𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 

|𝑧|̅ = |𝑧| ;  |𝑧|2 = 𝑧. 𝑧̅ ;  |𝑧. 𝑧′| = |𝑧| × |𝑧′| ; |𝑧𝑛| = |𝑧|𝑛 ;  |
𝑧

𝑧′
| =

|𝑧|

|𝑧′|
 

𝒂𝒓𝒈(𝒛) مركّب :عدد  عمدة = 𝜽 + 𝟐𝒌𝝅 

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
𝑥

𝑟
 ; 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =

𝑦

𝑟
 

𝑎𝑟𝑔(𝑧̅) = −𝑎𝑟𝑔(𝑧)  ;   𝑎𝑟𝑔(𝑧. 𝑧′) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧′)   ; 

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧

𝑧′
) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧′) ;  𝑎𝑟𝑔(𝑧𝑛) = 𝑛. 𝑎𝑟𝑔(𝑧) 

𝑧  حقيقي ⇒ 𝑎𝑟𝑔(𝑧) = 𝑘𝜋  ; 𝑧 تخيّلي صرف  ⇒ 𝑎𝑟𝑔(𝑧) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

𝒛 مركّب :لعدد  المثلثّيالشكل  = 𝒓(𝒄𝒐𝒔 𝜽 + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 𝜽) 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟 (
𝑥

𝑟
+ 𝑖

𝑦

𝑟
) = 𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃)  ; 

(𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃)𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝜃) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝑛𝜃) 

𝒛 لعدد مركّب : الأسّيالشكل  = 𝒓𝒆𝒊𝜽 

𝑧̅ = 𝑟𝑒−𝑖𝜃; 𝑧. 𝑧′ = 𝑟. 𝑟′𝑒𝑖(𝜃+𝜃
′);
𝑧

𝑧′
=
𝑟

𝑟′
𝑒𝑖(𝜃−𝜃

′); (𝑟𝑒𝑖𝜃)
𝑛
= 𝑟𝑛. 𝑒𝑖𝑛𝜃 

𝑟𝑒𝑖
𝜋
2 = 𝑖 𝑟  ;   𝑟𝑒𝑖𝜋 = −𝑟 

 : ةمركّبالد اعدلألالتفسير الهندسي 

𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴  ;  ‖𝐴𝐵
⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴|  ;  [𝐴𝐵] منتصف 𝐼 ⇒  𝑧𝐼 =

𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

   

𝐺{(𝐴; 𝛼), (𝐵; 𝛽), (𝐶; 𝛾} ⇒ 𝑧𝐺 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝛽𝑧𝐵 + 𝛾𝑧𝐶
𝛼 + 𝛽 + 𝛾

   

7



|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| =
𝐴𝐶

𝐴𝐵
  ;  arg (

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

⇒ حقيقي  ,𝐶 على استقامة واحدة 𝐵, 𝐴 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

⇒ تخيّلي صرف  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 : 1مثال 

𝐶, 𝐵, 𝐴 : ثلاث نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 

𝑧𝐴 = 1  ،𝑧𝐵 = 2𝑖   و𝑧𝐶 = −1 − 𝑖 

 عيّن طويلة وعمدة العدد المركّب 
𝑧𝐵–𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 .𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث 

𝑧𝐵– 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
2𝑖 − 1

−2 − 𝑖
=
(−1 + 2𝑖)(−2 + 𝑖)

(−2 − 𝑖)(−2 + 𝑖)
= −

5𝑖

5
= −𝑖 

{

|
𝑧𝐵– 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐵– 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) = −
𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2

⇒ 𝐴 متساوي الساقين و قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 : 2مثال 

𝐸, 𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 : نقط من المستوي لواحقها على الترتيب 

 𝑧𝐴 = √3𝑖 ; 𝑧𝐵 = −√3𝑖 ; 𝑧𝐶 = 3 + 2√3𝑖 ; 

𝑧𝐷 = 3 − 2√3𝑖 ; 𝑧𝐸 = −3 + 2√3𝑖 

 :  A  ،B  ،C  ،D  ،Eمثلّ النقط 
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 يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها تنتمي إلى دائرة A  ،B  ،C  ،Dاثبت أنّ النقط 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

=
3 + √3𝑖

3 − 3√3𝑖
=
√3

3
𝑖 =

√3

3
𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐶𝐷 المثلث 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵

=
3 + 3√3𝑖

3 − √3𝑖
= √3𝑖 = √3𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 𝐵 قائم في 𝐵𝐶𝐷 المثلث 

، نستنتج أنّ النقط  (𝐶𝐷)قائمان ولهما نفس الوتر  𝐵𝐶𝐷و  𝐴𝐶𝐷بما أنّ المثلثين 

𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 مركزها  تنتمي إلى الدائرة التي𝜔  منتصف[𝐶𝐷]  قطرهاونصف 

𝑟 =
1

2
𝐶𝐷. 

𝑧𝜔 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2

=
3 + 2√3𝑖 + 3 − 2√3𝑖

2
= 3 ⇒ 𝜔(3; 0)  

𝑟 =
1

2
𝐶𝐷 =

1

2
|𝑧𝐷 − 𝑧𝑐| =

1

2
|−4√3𝑖| =

1

2
(4√3) ⇒ 𝑟 = 2√3  

بينّ أنّ 
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑬−𝒛𝑩
= 𝒆−𝒊

𝝅

 BEC، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  𝟑

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

=
3 + 3√3𝑖

−3 + 3√3𝑖
=
1 + √3𝑖

−1 + √3𝑖
=
(1 + √3𝑖)(−1 − √3𝑖)

4
 

=
2 − 2√3𝑖

4
=
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
3  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

) = −
𝜋

3

⇒ {
𝐵𝐸 = 𝐵𝐶

(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3

⇒ المثلث 𝐵𝐸𝐶 متقايس الأضلاع  

 : 3مثال 

𝐿عدد مركب حيث :  Lليكن  =
𝑧̅+2

𝑧+2
صورة  M. ولتكن z ≠ -2عدد مركب حيث  zو   

,𝑜)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  zالعدد المركب  𝑢⃗ , 𝑣 ). 

 Lن الجزء الحقيقي والتخيلي للعدد المركب عيّ  .1

𝐿 =
𝑧̅ + 2

𝑧 + 2
=
𝑥 − 𝑖𝑦 + 2

𝑥 + 𝑖𝑦 + 2
=
(𝑥 + 2 − 𝑖𝑦)(𝑥 + 2 − 𝑖𝑦)

(𝑥 + 2 + 𝑖𝑦)(𝑥 + 2 − 𝑖𝑦)
=
(𝑥 + 2 − 𝑖𝑦)2

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
 

𝐿 =
(𝑥 + 2)2 − 𝑦2 − 2𝑖𝑦(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
=
(𝑥 + 2)2 − 𝑦2

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
−

2𝑦(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
𝑖  

 حقيقيا Lمن المستوي بحيث يكون  Mن مجموعة النقط عيّ  .2

𝐿 حقيقي ⇒ {
2𝑦(𝑥 + 2) = 0

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 ≠ 0
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⇒ {
𝑦 = 0… (∆)

(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)
} أو

𝑥 = −2… (∆′)
(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)

 

حقيقيا هي اتحاد المستقيمين  Lبحيث يكون  Mمنه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

;𝐴(−2باستثناء النقطة  (∆) و(′∆) 0) 

 تخيليا صرفا Lمن المستوي بحيث يكون  Mن مجموعة النقط عيّ  .3

𝐿 تخيلي صرف ⇒ {
(𝑥 + 2)2 − 𝑦2 = 0

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦2 = (𝑥 + 2)2

(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)
 

⇒ {
𝑦 = 𝑥 + 2… (𝐷)
(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)

} أو
𝑦 = −𝑥 − 2… (𝐷′)
(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)

 

تخيليا صرفا هي اتحاد  Lبحيث يكون  Mمنه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

;𝐴(−2باستثناء النقطة  (𝐷) و(′𝐷)المستقيمين  0) 

 

 التحويلات النقطية :

𝑴(𝒛)  ;  𝑴′(𝒛′)  ;   𝝎(𝒛𝟎)  ;   𝒖⃗⃗ (𝒃) 

 النقطي التحويل العبارة المركّبة

𝒛′ = 𝒛 + 𝒃 لانسحاب ا𝑇  الذي شعاعه𝑢⃗  

𝒛′ − 𝒛𝟎 = 𝒌(𝒛 − 𝒛𝟎) التحاكي ℎ  مركزه الذي𝜔  و نسبته𝑘 

𝒛′ − 𝒛𝟎 = 𝒆
𝒊𝜽(𝒛 − 𝒛𝟎) الدوران 𝑅  مركزه الذي𝜔  و زاويته𝜃 

𝒛′ − 𝒛𝟎 = 𝒌𝒆
𝒊𝜽(𝒛 − 𝒛𝟎) 

،  𝜔مركزه الذي  𝑆 التشابه المباشر

 𝜃و زاويته  𝑘نسبته 

 

;𝑂)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس مثال :  𝑢⃗ , 𝑣 ) 

𝑧𝐴لاحقتيهما على الترتيب :  𝐵و  𝐴النقطتين  = 1 − 2𝑖  و𝑧𝐵 = −3 + 𝑖 

) 𝒖⃗⃗الذي شعاعه 𝑻 بالانسحاب  𝑩صورة النقطة  𝑪عينّ النقطة  .1
𝟐
𝟏
) 

𝐶 = 𝑇(𝐵) ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵 + 𝑧𝑢⃗⃗ = −3 + 𝑖 + 2 + 𝑖 ⇒ 𝑧𝐶 = −1 + 2𝑖  

 𝟐و نسبته  𝑨الذي مركزه  𝒉بالتحاكي  𝑪صورة النقطة  𝑫عينّ النقطة  .2

𝐷 = ℎ(𝐶) ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 = 2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) 

⇒ 𝑧𝐷 = 2𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 2(−1 + 2𝑖) − 1 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐷 = −3 + 6𝑖  

−و زاويته  𝑶الذي مركزه  𝑹بالدوران  𝑫صورة النقطة  𝑬عينّ النقطة  .3
𝝅

𝟐
 

𝐸 = 𝑅(𝐷) ⇒ 𝑧𝐸 − 𝑧𝑂 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐷 − 𝑧𝑂) 

 ⇒ 𝑧𝐸 = −𝑖𝑧𝐷 = −𝑖(−3 + 6𝑖) ⇒ 𝑧𝐸 = 6 + 3𝑖  
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;𝝎(𝟐الذي مركزه  𝑺بالتشابه المباشر  𝑬صورة النقطة  𝑭عينّ النقطة  .4 𝟏)  ،

نسبته 
𝟏

𝟐
و زاويته  

𝝅

𝟐
 

𝐹 = 𝑆(𝐸) ⇒ 𝑧𝐹 − 𝑧𝜔 =
1

2
𝑒𝑖
𝜋
2(𝑧𝐸 − 𝑧𝜔) ⇒ 𝑧𝐹 =

1

2
𝑖(𝑧𝐸 − 𝑧𝜔) + 𝑧𝜔 

=
1

2
𝑖(6 + 3𝑖 − 2 − 𝑖) + 2 + 𝑖 =

1

2
𝑖(4 + 2𝑖) + 2 + 𝑖 = 2𝑖 − 1 + 2 + 𝑖 

⇒ 𝑧𝐹 = 1 + 3𝑖  

 

′𝒛تعيين طبيعة التحويل النقطي المعرّف بعبارته المركّبة  = 𝒂𝒛 + 𝒃  ، وذكر عناصره

 المميزّة

𝑎 لتحويلالعناصر المميّزة ل طبيعة التحويل 

𝑎 = = 𝑢⃗  𝑧𝑢⃗⃗انسحاب شعاعه  1 𝑏 

𝑎 ∈ ℝ − 𝑘 𝑧𝜔نسبته و 𝜔تحاكي مركزه  {1} =
𝑏

1 − 𝑎
  ;   𝑘 = 𝑎 

𝑎 ∈ ℂ ; 

|𝑎| = 1 
 𝜃وزاويته  𝜔مركزه  دوران

𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
  ; 

𝜃 = arg(𝑎) 

𝑎 ∈ ℂ ; 

|𝑎| ≠ 1 

،  𝜔مركزه  تشابه مباشر

 𝜃وزاويته  𝑘نسبته 
𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
;  𝑘 = |𝑎| ; 

𝜃 = arg(𝑎) 
 

عيّن طبيعة التحويلات النقطية المعرّفة بالعبارات المركّبة التالية واذكر عناصرها  مثال :

 المميّزة

1. 𝒛′ = 𝒛 + 𝟐 − 𝒊 

𝑎 = = 𝑧𝑢⃗⃗حيث   𝑢⃗: التحويل هو انسحاب شعاعه  1 2 − 𝑖  أي ،𝑢⃗ (
2
−1
) 

2. 𝒛′ = 𝟐𝒛 + 𝟏 + 𝟑𝒊 

𝑎 = 𝑧𝜔حيث :  2نسبته و 𝜔تحاكي مركزه : التحويل هو  2 =
𝑏

1−𝑎
=
1+3𝑖

1−2
=

−1 − 3𝑖  أي ،𝜔(−1;−3) 

3. 𝒛′ = (
𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊) 𝒛 + 𝟐𝒊 

|𝑎| = |
1

2
+
√3

2
𝑖| = 𝑧𝜔حيث :  𝜔مركزه  : التحويل هو دوران 1 =

2𝑖

1

2
−
√3

2
𝑖
=

−√3 + 𝑖  أي ،𝜔(−√3; 𝜃حيث :  𝜃وزاويته  (1 = arg 𝑎 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋   ،

(cos 𝜃 =
1

2
 ; sin 𝜃 =

√3

2
) 
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4. 𝒛′ = 𝟐𝒊𝒛 + 𝟏 − 𝟐𝒊 

|𝑎| = |2𝑖| = 𝑧𝜔 حيث 𝜔مركزه  تشابه مباشر: التحويل هو  2 =
1−2𝑖

1−2𝑖
= 1  

;𝜔(1أي  𝑘، نسبته  (0 = |𝑎| = 𝜃وزاويته  2 = arg 𝑎 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  ،

(cos 𝜃 = 0 ; sin 𝜃 = 1) 

 

 العمليات على الشكل الجبري :

 :  1مثال 

 الأعداد المركّبة التالية على شكلها الجبرياكتب 

𝑧1 = (2 + 𝑖)
2 = 2² + 𝑖² + 4𝑖 = 4 − 1 + 4𝑖 = 3 + 4𝑖  

𝑧2 = (4 + 2𝑖)(4 − 2𝑖) = 4
2 − (2𝑖)2 = 16 − 4𝑖2 = 20  

𝑧3 = (2 − 𝑖)
2(1 + 2𝑖)2 = [(2 − 𝑖)(1 + 2𝑖)]2 

= (2 + 4𝑖 − 𝑖 − 2𝑖2)2 = (4 + 3𝑖)2 = 16 − 9 + 24𝑖 = 7 + 24𝑖  

𝑧4 = (3 − 2𝑖)
3 = 33 − 3(3)2(2𝑖) + 3(3)(2𝑖)2 − (2𝑖)3 

= 27 − 54𝑖 − 36 + 8𝑖 = −9 − 46𝑖  

𝑧5 = (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
)

3

 

= (−
1

2
)
3

+ 3(−
1

2
)
2

(𝑖
√3

2
) + 3 (−

1

2
)(𝑖

√3

2
)

2

+ (𝑖
√3

2
)

3

 

= −
1

8
+
3√3

8
𝑖 +

9

8
−
3√3

8
𝑖 =

8

8
= 1  

𝑧6 =
4 − 6𝑖

3 + 2𝑖
=
(4 − 6𝑖)(3 − 2𝑖)

(3 + 2𝑖)(3 − 2𝑖)
=
12 − 8𝑖 − 18𝑖 − 12

32 − (2𝑖)2
=
−26𝑖

9 + 4
 

=
−26𝑖

13
= −2𝑖  

𝑧7 =
1 + 𝑖

3 − 𝑖√2
=

(1 + 𝑖)(3 + 𝑖√2)

(3 − 𝑖√2)(3 + 𝑖√2)
=
3 + 𝑖√2 + 3𝑖 + 𝑖2 √2

32 − (𝑖√2)
2  

=
3 − √2 + (3 + √2)𝑖

9 + 2
=
3 − √2 + (3 + √2)𝑖

11
 

=
3 − √2

11
+
(3 + √2)

11
𝑖  

𝑧8 = (
1 + 𝑖

1 − 𝑖
)
4𝑛

= [
(1 + 𝑖)(1 + 𝑖)

(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
]

4𝑛

= (
1 + 𝑖 + 𝑖 + 𝑖2

1 − 𝑖2
)

4𝑛

 

12



= (
2𝑖

2
)
4𝑛

= (𝑖)4𝑛 = 1 

𝑧9 =
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)
=
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
 

=
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃)2 + (sin 𝜃)2
 

= (cos 𝜃)2 − (sin 𝜃)2 + 2𝑖 cos 𝜃 sin 𝜃 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃  

 

 تعيين الجذرين التربيعيين لعدد مركب :

𝒛𝟐 = 𝟖 − 𝟔𝒊 ;  𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ 𝑧2 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2⏟    
8

+ 2𝑥𝑦⏟
−6

𝑖; 

|𝑧2| = 𝑥2 + 𝑦2 = √82 + 62 = 10 

𝑧2 = 8 − 6𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 10

𝑥2 − 𝑦2 = 8
2𝑥𝑦 = −6

⇒ {
2𝑥2 = 18
𝑥𝑦 = −3

⇒ {
𝑥2 = 9

𝑦 = −
3

𝑥

⇒ {
𝑥 = 3
𝑦 = −1

} أو
𝑥 = −3
𝑦 = 1

  

8الجذرين التربيعيين للعدد  − 6𝑖  : هما𝑧1 = 3 − 𝑖    و𝑧2 = −3 + 𝑖 . 

𝒛𝟐 = −𝟏𝟓 + 𝟖𝒊 ; 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ 𝑧2 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2⏟    
−15

+ 2𝑥𝑦⏟
8

𝑖 

|𝑧2| = √(−15)2 + 82 = 17 

𝑧2 = −15 + 8𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 17

𝑥2 − 𝑦2 = −15
2𝑥𝑦 = 8

⇒ {
2𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = 4

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 =
4

𝑥

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = 4

} أو
𝑥 = −1
𝑦 = −4

  

15−الجذرين التربيعيين للعدد  + 8𝑖   : هما𝑧1 = 1 + 4𝑖    و𝑧2 = −1 − 4𝑖 . 

 

 حل معادلات من الدرجة الأولى :

𝟑𝒛 − 𝟐 + 𝒊 = (𝟏 + 𝒊)𝒛 − 𝟏 − 𝟐𝒊 

⇒ 3𝑧 − (1 + 𝑖)𝑧 = −1 − 2𝑖 + 2 − 𝑖 ⇒ (3 − 1 − 𝑖)𝑧 = 1 − 3𝑖 

⇒ (2 − 𝑖)𝑧 = 1 − 3𝑖 ⇒ 𝑧 =
1 − 3𝑖

2 − 𝑖
=
(1 − 3𝑖)(2 + 𝑖)

(2 − 𝑖)(2 + 𝑖)

=
2 + 𝑖 − 6𝑖 − 3𝑖2

5
=
5 − 5𝑖

5
= 1 − 𝑖  
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(𝟑 − 𝟒𝒊)𝒛𝟐 = 𝒊𝒛 ⇒ (3 − 4𝑖)𝑧2 − 𝑖𝑧 = 0 ⇒ 𝑧[(3 − 4𝑖)𝑧 − 𝑖] = 0 

 ⇒ 𝑧 = 3) أو 0 − 4𝑖)𝑧 − 𝑖 = 0  

(3 − 4𝑖)𝑧 = 𝑖 ⇒ 𝑧 =
𝑖

3 − 4𝑖
=
𝑖(3 + 4𝑖)

25
= −

4

25
+
3

25
𝑖 

𝑆 = {0 ; −
4

25
+
3

25
𝑖}  

𝒛 + 𝟏

𝒛 − 𝟏
= 𝟐𝒊 ⇒ 𝑧 + 1 = 2𝑖(𝑧 − 1) ⇒ 𝑧 − 2𝑖𝑧 = −1 − 2𝑖  

⇒ 𝑧(1 − 2𝑖) = −1 − 2𝑖 ⇒ 𝑧 =
−1 − 2𝑖

1 − 2𝑖
=
(−1 − 2𝑖)(1 + 2𝑖)

(1 − 2𝑖)(1 + 2𝑖)
 

⇒ 𝑧 =
−1 − 2𝑖 − 2𝑖 + 4

5
=
3 − 4𝑖

5
=
3

5
−
4

5
𝑖  

 

 حل معادلات من الدرجة الثانية :

𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟓 = 𝟎 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2  

𝑧1 =
−2 − 4𝑖

2
= −1 − 2𝑖 ;  𝑧2 =

−2 + 4𝑖

2
= −1 + 2𝑖  

𝒛𝟐 − 𝟒𝒛̅ − 𝟓 = 𝟎 ⇒ (𝑥 + 𝑖𝑦)2 − 4(𝑥 − 𝑖𝑦) − 5 = 0 

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 4𝑥 + 4𝑖𝑦 − 5 = 0 

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 − 5 + 2𝑖𝑦(𝑥 + 2) = 0 

⇒ {
𝑥2 − 𝑦2 − 4𝑥 − 5 = 0

2𝑦(𝑥 + 2) = 0
  

 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1− = 5 

 ⇒ 𝑧1 = −1 ;  𝑧2 = 5  

 𝑥 = −2 ⇒ 𝑦2 = 7 ⇒ 𝑦 = 𝑦 أو 7√ = −√7 

⇒ 𝑧3 = −2 + √7𝑖 ;  𝑧4 = −2 − √7𝑖 

𝑆 = {−1 ;  5 ;  −2 + √7𝑖 ;  −2 − √7𝑖}  

 

 الانتقال بين الأشكال الثلاثة )الجبري ، المثلثّي ، الأسّي( لعدد مركب :

 : 1مثال 

𝒛𝟏 = 𝟐 + 𝟐𝒊 ;  |𝑧| = √22 + 22 = √8 = 2√2  

cos 𝜃 =
𝑥

|𝑧|
=

2

2√2
=
√2

2
 ;  sin 𝜃 =

𝑦

|𝑧|
=

2

2√2
=
√2

2
 ;  𝜃 =

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 
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𝑧1 = 2√2(cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
) = 2√2𝑒𝑖

𝜋
4  

𝒛𝟐 =
√𝟑

𝟐
𝒆−𝒊

𝝅
𝟔 =

√3

2
[cos (−

𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)] =

√3

2
[
√3

2
−
1

2
𝑖 ] 

𝑧2 =
3

4
−
√3

4
𝑖  

𝒛𝟑 = 𝟒(𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟒
− 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟒
)

⏟                
ليس شكلا مثلثّيا

= 4 [cos (−
𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

𝜋

4
)] = 4𝑒−𝑖

𝜋
4  

𝑧3 = 4(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = 2√2 − 2√2𝑖  

𝒛𝟒 = −𝟑(𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟑
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟑
)

⏟                
ليس شكلا مثلثّيا

= 3 (−cos
𝜋

3
− 𝑖 sin

𝜋

3
) 

= 3 [𝑐𝑜𝑠 (𝜋 +
𝜋

3
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 +

𝜋

3
)] 

= 3(cos
4𝜋

3
+ 𝑖 sin

4𝜋

3
) = 3𝑒𝑖

4𝜋
3   

𝑧4 = 3(−
1

2
−
√3

2
𝑖) = −

3

2
−
3√3

2
𝑖  

𝒛𝟓 = √𝟓 (𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟔
)

⏟                
ليس شكلا مثلثّيا

= √5 [cos (
𝜋

2
−
𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
−
𝜋

6
)] 

= √5(𝑐𝑜𝑠 
𝜋

3
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
) = √5𝑒𝑖

𝜋
3  

𝑧5 = √5(
1

2
+
√3

2
𝑖) =

√5

2
+
√15

2
𝑖  

 : 𝒛𝟓طريقة ثانية لحساب 

𝒛𝟓 = √𝟓 (𝐬𝐢𝐧
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟔
) = √5(

1

2
+
√3

2
𝑖) 

= √5(𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
) = √5𝑒𝑖

𝜋
3 =

√5

2
+
√15

2
𝑖  
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 :  2مثال 

𝒛𝟏حيث :  𝒛𝟐و   𝒛𝟏نعتبر العددين المركّبين  = −√𝟑 + 𝒊    ،𝒛𝟐 = √𝟐 − √𝟐𝒊   

 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝟐و   𝒛𝟏اكتب 

{

|𝑧1| = √3 + 1 = 2

cos 𝜃1 = −
√3

2
 ;  sin 𝜃1 =

1

2

⇒ {

|𝑧1| = 2

arg(𝑧1) =
5𝜋

6

⇒ 𝑧1 = 2𝑒
𝑖 
5𝜋
6  

{

|𝑧2| = √2 + 2 = 2

cos 𝜃2 =
√2

2
 ;  sin 𝜃2 = −

√2

2

⇒ {
|𝑧2| = 2

arg(𝑧2) = −
𝜋

4

⇒ 𝑧2 = 2𝑒
−𝑖 
𝜋
4  

 

𝑳حيث :  𝑳استنتج الطويلة وعمدة للعدد المركّب  =
−√𝟑+𝒊

√𝟐−√𝟐𝒊
 

𝐿 =
𝑧1
𝑧2
⇒ {

|𝐿| =
|𝑧1|

|𝑧2|

arg(𝐿) = 𝜃1 − 𝜃2

⇒ {
|𝐿| =

2

2

arg(𝐿) =
5𝜋

6
+
𝜋

4

⇒ {
|𝐿| = 1

arg(𝐿) =
13𝜋

12

 

 

 على الشكل الجبري 𝑳اكتب العدد المركّب 

𝐿 =
−√3 + 𝑖

√2 − √2𝑖
=
(−√3 + 𝑖)(√2 + √2𝑖)

(√2 − √2𝑖)(√2 + √2𝑖)

⇒ 𝐿 =
−√6 − √2

4
+
−√6 + √2

4
𝑖  

 

𝐜𝐨𝐬استنتج قيمتي 
𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و    

𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
 

𝐿 =
−√6 − √2

4
+
−√6 + √2

4
𝑖 = cos

13𝜋

12
+ 𝑖 sin

13𝜋

12

⇒

{
 
 

 
 
cos

13𝜋

12
=
−√6 − √2

4

sin
13𝜋

12
=
−√6 + √2

4
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 : مجموعات النقط في الأعداد المركّبة

من المستوي  𝑀، تعيين مجموعة النقط  الأعداد المركّبةفي  الشهيرة والمتكررة ةسئلمن الأ

والتي تحقق علاقة معينة، وللإجابة عن هذه الأسئلة يمكننا استعمال طريقتين  𝑧ذات اللاحقة 

مختلفتين إحداهما حسابية )طويلة نوعا ما( والأخرى هندسية )بسيطة ومختصرة( ، وهذه 

 بعض القواعد التي تساعدك على تعيين مجموعة النقط :

1. |𝒛| = 𝒌  دائرة مركزها :𝑂  ونصف قطرها𝑘  حيث𝑘 > 0 

2. |𝒛 − 𝒛𝑨| = 𝒌  دائرة مركزها :𝐴  ونصف قطرها𝑘  حيث𝑘 > 0 

3. |𝒛 − 𝒛𝑨| = |𝒛 − 𝒛𝑩|  محور القطعة :[𝐴𝐵] 

4. 𝒂𝒓𝒈(𝒛) = 𝜽  : نصف مستقيم مبدؤه𝑂  وميلهtan 𝜃 

5. 𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝒛𝑨) = 𝜽  نصف مستقيم مبدؤه :𝐴  وميلهtan 𝜃 

6. 𝒂𝒓𝒈(
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
) = 𝟐𝒌𝝅  المستقيم :(𝐴𝐵)  باستثناء القطعة[𝐴𝐵] 

7. 𝒂𝒓𝒈(
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
) = 𝝅 + 𝟐𝒌𝝅  القطعة :[𝐴𝐵]  باستثناء النقطتين𝐵و 𝐴 

8. 𝒂𝒓𝒈(
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
) = 𝒌𝝅  المستقيم :(𝐴𝐵)  باستثناء النقطة𝐵 

9. 𝒂𝒓𝒈(
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
) =

𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅  نصف الدائرة التي قطرها :[𝐴𝐵]  باستثناء

 𝐵النقطة 

11. 𝒂𝒓𝒈(
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
) =

𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅  : الدائرة التي قطرها[𝐴𝐵]  باستثناء النقطة𝐵 

𝑧حيث  𝑧ذات اللاحقة  𝑀: لتعيين مجموعة النقط ملاحظة = 𝑧𝐴 + 𝑘𝑒
𝑖𝜃  نتعامل دائما ،

 مع القيمة الثابتة على النحو التالي:

 ℝ يمسح 𝜃ثابت و 𝑘 الحالة الأولى:

𝑧 = 𝑧𝐴 + 2𝑒
𝑖𝜃 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐴 = 2𝑒

𝑖𝜃  ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = 2 

 2ونصف قطرها  𝐴هي دائرة مركزها  𝑀مجموعة النقط 

 +ℝيمسح  𝑘ثابت و 𝜃 :الثانيةالحالة 

𝑧 = 𝑧𝐴 + 𝑘𝑒
𝑖
𝜋
4 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐴 = 𝑘𝑒

𝑖
𝜋
4  ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

tanوميله  𝐴هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  𝑀مجموعة النقط 
𝜋

4
= 1 

 

 ( 11للمزيد من التفاصيل انظر التمرين  )

 


 
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 .1التمرين 

 اكتب الأعداد المركبة التالية على شكلها الجبري :

𝑧1 = (2 + 𝑖)2  ،𝑧2 = (4 + 2𝑖)(4 − 2𝑖)  ،𝑧3 = (2 − 𝑖)2(1 + 2𝑖)2      ،

𝑧4 = (3 − 2𝑖)3  ،𝑧5 = (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
)
3

  ،𝑧6 =
4−6𝑖

3+2𝑖
  ،𝑧7 =

1+𝑖

3−𝑖√2
             ،

𝑧8 = (
1+𝑖

1−𝑖
)
4𝑛

  ،𝑧9 =
(cos𝜃+𝑖 sin𝜃)

(cos𝜃−𝑖 sin𝜃)
 . 

 

 
 .2التمرين 

 : ت  التاليةالمعادلا ℂفي مجموعة الأعداد المركبة حل 

1) 3𝑧 − 2 + 𝑖 = (1 + 𝑖)𝑧 − 1 − 2𝑖 ;  2) (3 − 4𝑖)𝑧2 = 𝑖𝑧 ;  3) 
𝑧 + 1

𝑧 − 1
= 2𝑖 

4)
𝑧̅ − 1

𝑧̅ + 1
= 𝑖  ;  5) 𝑧2 + 𝑧. 𝑧̅ − 4 − 6𝑖 = 0   

6) (1 + 𝑖)𝑧 − (2 − 𝑖)𝑧̅ + (3 + 4𝑖) = 0 ; 7) (2𝑧 + 1 − 𝑖)(𝑖𝑧̅ + 𝑖 − 2) = 0 

 

 
 .3التمرين 

𝑧2المعادلة :  ℂفي مجموعة الأعداد المركبة حل  .1 − 2𝑖𝑧̅ = 0… (1) 

,𝐶نسمي  .2 𝐵, 𝐴, 𝑂  منسوب الالمستوي المركب في  (1)صور حلول المعادلة        

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم الإلى  𝑢⃗ , 𝑣 )  .ثبت أنّ المثلث أ𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع. 
 

 
 .4التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 )  ، النقطA ،B  ،

C وD على الترتيب : هالواحق 

𝑧𝐷 = −2 + 𝑖  ،  𝑧𝐶 = −1 + 4𝑖  ،  𝑧𝐵 = 3 + 2𝑖   ،  𝑧𝐴 = 2 − 𝑖. 

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐶𝐷أثبت أنّ الرباعي 
 

 
 .5التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 )  ، النقطA  ،B 

 على الترتيب : هالواحق Cو

𝑧𝐶 = −1 − 2𝑖  ،  𝑧𝐵 = −2 + 3𝑖   ،  𝑧𝐴 = 3 − 𝑖. 

 احسب مجموع هذه اللواحق وفسّر النتيجة هندسيا.
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 .6التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 )  ، النقطA  ،B 

 على الترتيب : هالواحق Cو

𝑧𝐶 = 3  ،  𝑧𝐵 = 1 + 3𝑖   ،  𝑧𝐴 = −1 + 2𝑖. 

;(𝐴,−1)}مرجح الجملة  𝐺لاحقة النقطة  𝑧𝐺عيّن  .1 (𝐵, 2); (𝐶, 1)} 

 متوازيان (𝐵𝐺)و (𝐴𝐶) بيّن أنّ المستقيمين  .2

𝑀𝐴2− من المستوي التي تحقق Mعيّن مجموعة النقط  .3 + 2𝑀𝐵2 + 𝑀𝐶2 = 6 . 

 
 .7التمرين 

𝐿عدد مركب حيث :  𝐿ليكن  =
𝑧+1

𝑧−1
𝑧عدد مركب حيث  zو    ≠  ′𝑀و 𝑀النقطتان . ولتكن 1

متعامد المعلم المنسوب إلى الالمستوي في على الترتيب  𝐿و  z ينالمركب ينالعدد تيصور

,𝑂)متجانس الو 𝑢⃗ , 𝑣 ).  

 في كل حالة من الحالات  التالية : 𝑧ذات  اللاحقة  𝑀عيّن مجموعة النقط 

 حقيقيا. 𝐿يكون العدد  .1

 تخيليا صرفا. 𝐿يكون العدد  .2

 في استقامية. ′𝑀و 𝑂 ،𝑀 تكون النقط  .3

 
 .8التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب إلى ينُسب  𝑢⃗ , 𝑣 ) . 

𝐿حيث :  𝐿نعتبر العدد المركّب  =
𝑧−2+𝑖

𝑧+2𝑖
. 

 على شكله الجبري 𝐿كتب العدد المركّب ا .1

 حقيقيا. 𝐿التي يكون من أجلها  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط 𝐸 ن عي   .2

 .تخيليا صرفا 𝐿التي يكون من أجلها  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط 𝐹  نعي   .3

 .𝐹و 𝐸المجموعتين  ئنشأ .4

 
 .9التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 )  ،تينالنقط A 

𝑧𝐵  على الترتيب : تاهمالاحق Bو = −2 − 2𝑖   ،  𝑧𝐴 = 2 + 𝑖. 

 .[𝐴𝐵]ذات  القطر  (𝛤)الدائرة  كزمر 𝜔لاحقة النقطة  𝑧𝜔عيّن  .1

𝑧𝐶حيث :  𝑧𝐶النقطة ذات  اللاحقة  𝐶لتكن  .2 =
4−𝑖

1+𝑖
. 

 على الشكل الجبري. 𝑧𝐶اكتب  .أ

 .(𝛤)تنتمي إلى الدائرة  𝐶أثبت أنّ النقطة  .ب
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 .10التمرين 

 اكتب الأعداد المركّبة التالية على شكلها المثلثي :

𝑧1 = 1 + 𝑖   ،𝑧2 = 3 − 3𝑖   ،𝑧3 = −√3 − 𝑖   ،𝑧4 = 1 − 𝑖√3  ،            

𝑧5 = −√6 + 𝑖√2   ،𝑧6 = −√5 − 𝑖√15   ،𝑧7 = −2 + 2𝑖  ،𝑧8 =
5+11𝑖√3

7−4𝑖√3
  ،

𝑧9 =
1+𝑖

√3+𝑖
  ،𝑧10 =

2

1+𝑖√3
. 

 
 .11التمرين 

 حيث :  𝑧ذات  اللاحقة  𝑀للنقط  (𝛤)عيّن وأنشئ في كل حالة من الحالات  التالية المجموعة 

|𝑧 + 1 + 2𝑖| = |𝑧 − 4| (1    ،|𝑧 − 3𝑖| = 2 (2    ،|𝑧̅ − 2 + 𝑖| = 1 (3 

|𝑖𝑧 + 1 − 𝑖| = |𝑧 − 1| (4    ،|𝑧|2 = 𝑧 + 𝑧̅ (5    ،|
𝑧+3+𝑖

𝑧−1+𝑖
| = √2 (6 

arg (𝑧 + 2 − 3𝑖) =
𝜋

6
 (7    ،arg (

𝑧−1+2𝑖

𝑧−𝑖
) =

𝜋

2
 (8   ، 

 arg (𝑧̅ −
1

2
−

√3

2
𝑖) = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 (9    ،arg (

𝑧

𝑧̅
) = 2𝑘𝜋 (10            

arg(𝑧 − 1) − arg(𝑧 − 𝑖) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 (11  ،𝑧 = 1 + 𝑖 + 2𝑒𝑖𝜃 (12         

𝑧 = 1 + 𝑖 + 𝑘𝑒𝑖(
3𝜋

4
) (13    ،𝑧 = 𝑘(1 + 𝑖)𝑒𝑖(

7𝜋

12
)(14  .   

 
 .12التمرين 

𝑍حيث :  𝑍ليكن العدد المركب  =
√3+𝑖

1−𝑖
 

 .وعمدة له 𝑍حسب طويلة العدد المركب ا .1

 .على الشكل الجبري 𝑍كتب ا .2

cosاستنتج  .3
5𝜋

12
sinو 

5𝜋

12
. 

)ن أنّ بيّ  .4
𝑍

√2
)
12𝑛

 .عدد حقيقي 

 
 .13التمرين 

 بيّن مع التعليل صحة أو خطأ الجمل التالية :

𝑐𝑜𝑠طويلة العدد المركب  .1 (
𝜋

4
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

4
  1هي  (

1)عمدة للعدد المركب  .2 − √2)𝑒𝑖 
𝜋

3 هي   
𝜋

3
  

2عمدة للعدد المركب  .3 + 3𝑖  2معاكسة لعمدة للعدد المركب − 3𝑖  

4. 5 − 𝑖  و
5−𝑖

3𝜋+4√2−1
 مدة لهما نفس الع 
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 .14التمرين 

 عيّن عمدة لكل عدد من الأعداد المركبة التالية :

𝑧1 = (𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) ;  𝑧2 = (𝑐𝑜𝑠

𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
− 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
)     

𝑧3 = −2(𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) ;  𝑧4 = 𝑒𝑖

𝜋
3 × 𝑒−𝑖

𝜋
2  ; 𝑧5 = 𝑒𝑖𝜋 + 𝑒𝑖

𝜋
3  

 
 .15التمرين 

 عيّن الطويلة وعمدة لكل واحد من الأعداد المركبة التالية : 

𝑧1 = 4(cos
𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
)    ،𝑧2 = −3(cos

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
)  ،                        

𝑧3 = √5(sin
𝜋

6
+ 𝑖 cos

𝜋

6
)    ،𝑧4 = sin

𝜋

6
− 𝑖 cos

𝜋

6
. 

 
 .16التمرين 

𝑧  ،𝑣 و𝑢 : أعداد مركبة حيث 

 𝑧 = (3 + √3) + 𝑖(−3 + √3) ; 𝑢 = 3 + 𝑖√3 ; 𝑣 =
𝑧

𝑢
 

 .على الشكل الجبري 𝑣كتب ا .1

 . 𝑧و  𝑢  ،𝑣ن الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة عيّ  .2

cosاستنتج  .3
𝜋

12
sinو 

𝜋

12
. 

 .تخيّلي صرف 𝑧2010ثبت أنّ العدد أ .4

 
 .17التمرين 

 اكتب الأعداد المركّبة التالية على الشكل الجبري : .1

1) 𝑧 = 6𝑒𝑖
3𝜋
4  ;  2) 𝑧 = √5𝑒𝑖

3𝜋
2  ;  3) 𝑧 =

1

2
𝑒𝑖𝜋 ;  4) 𝑧 = 2√3𝑒−𝑖

2𝜋
3  

 اكتب الأعداد المركّبة التالية على الشكل الأسّي .2

1) 𝑧1 = 2 − 2𝑖 ;  2) 𝑧2 = 3√3 − 3𝑖 ;  3) 𝑧3 =
5

4
𝑖  ;  4) 𝑧4 = −1  

 أعط شكلا أسّيا للأعداد المركّبة التالية  .3

1) 𝑧1 = (2√3 + 6𝑖)𝑒𝑖
𝜋
2             ;              2) 𝑧2 = (√3 + 𝑖√3)𝑒𝑖

𝜋
3   

3) 𝑧3 = (1 − √2) 𝑒𝑖
𝜋
4                ;              4) 𝑧4 = 3(cos

𝜋

7
− 𝑖 sin

𝜋

7
) 

 
 .18التمرين 

𝑧1حيث :  𝑧2و   𝑧1نعتبر العددين المركبين  = −√3 + 𝑖  ،𝑧2 = √2 − √2𝑖 

 على الشكل الأسّي  𝑧2و 𝑧1اكتب  .1

22



𝐿حيث :  𝐿استنتج الطويلة وعمدة للعدد المركّب  .2 =
−√3+𝑖

√2−√2𝑖
 

 على الشكل الجبري 𝐿اكتب العدد المركّب  .3

 cosاستنتج قيمتي  .4
13𝜋

12
 sinو  

13𝜋

12
 

 
 .19التمرين 

𝑑 = 2 − 2𝑖 ;  𝑐 = 2𝑖 ;  𝑏 = −1 − 𝑖 ;  𝑎 = −1 + 𝑖 

حسب طويلة وعمدة لكل من العددين المركّب ا .1
𝑐−𝑎

𝑑−𝑎
و 

𝑐−𝑏

𝑑−𝑏
 

 .𝐵𝐶𝐷و 𝐴𝐶𝐷استنتج طبيعة المثلثين  .2

,𝐷ن أنّ النقط بيّ  .3 𝐶, 𝐵, 𝐴 تنتمي إلى دائرة يطُلب تحديد مركزها ونصف قطرها. 

 
 .20التمرين 

 التربيعيين لكل من الأعداد المركّبة التالية :عيّن الجذرين 

𝑧1 = 8 − 6𝑖    ،𝑧2 = −15 + 8𝑖    ،𝑧3 = −3 − 4𝑖   ،𝑧4 = 2𝑖   ،𝑧5 = −4    ،

𝑧6 = 1 + 4√5𝑖 

 
 .21التمرين 

 المعادلات  التالية : ℂحل في المجموعة 

1) 𝑧2 + 2𝑧 + 10 = 0 ;  2) 𝑧2 + 4 = 0 ;  3) 𝑧2 − 8√3𝑧 + 64 = 0 ; 

4) 𝑧2 − 3𝑧 + 3 = 0 ;  5) (𝑧 + 2𝑖 − 1)(𝑧2 − 2𝑧 + 2) = 0 ; 

6) 𝑧2 + 4𝑧 + 5 = 0 ;  7) 4𝑧2 − 2𝑧 + 1 = 0 ;  8) 𝑧2 − 𝑧 + 1 = 0 ;  

9) 𝑧2 − 2𝑧 cos 𝛼 + 1 = 0 ;  10) 2𝑧2 + 8𝑧 sin 𝜃 + 5 − 3 cos 2𝜃 = 0  

 
 .22التمرين 

𝑃(𝑧) المعرف بـ : zب مركّ نعتبر كثير الحدود للمتغير ال = 𝑧3 + 2𝑧2 − 16 

 𝑃(𝑧)، ثمّ استنتج تحليلا لـ  𝑃(𝑧)جذر لـ  2أنّ العدد  تحقق .1

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂفي المجموعة حل  .2 =  كتب الحلول على الشكل الأسّيا، ثمّ  0

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم النعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )النقط ،  

𝐷,𝐵, 𝐴 لواحقها على الترتيب  :  𝑧𝐷 = −2 + 2𝑖 ; 𝑧𝐵 = 2 ; 𝑧𝐴 = −2 − 2𝑖  

 متوازي أضلاع 𝐴𝐵𝐶𝐷حتى يكون الرباعي  𝐶النقطة لاحقة  𝑧𝐶ن عيّ  .أ

                               حيث : 𝐸 و𝐹ن ينقطتلاحقتي ال 𝑧𝐹و   𝑧𝐸عيّن  .ب

𝑧𝐹 − 𝑧𝐷 = 𝑒𝑖
𝜋

2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐷)   و    𝑧𝐸 − 𝑧𝐵 = 𝑒−𝑖
𝜋

2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) 

تحقق أنّ  .ج
𝑧𝐹−𝑧𝐴

𝑧𝐸−𝑧𝐴
= 𝑖  ّاستنتج طبيعة المثلث ، ثم𝐴𝐸𝐹. 
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 .23التمرين 

 المعرف بـ : zب مركّ نعتبر كثير الحدود للمتغير ال

P(z) = z3 − (4 + i)z2 + (5 + 4i)z − 5i 

P(z)المعادلة  تحققّ أنّ  .1 =  تقبل حلا تخيليا صرفا يطُلب تعيينه 0

P(z)حيث :  Q(z)عيّن  .2 = (z − i)Q(z)  ثمّ استنتج حلول المعادلة ،P(z) = 0  

,𝑂)المستوي المركب المزود بمعلم متعامد ومتجانس نعتبر في  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقطA  ،B  ،

C  : ذات  اللواحق𝑧𝐴 = 𝑖    ،𝑧𝐵 = 2 + 𝑖  و𝑧𝐶 = 2 − 𝑖 على الترتيب.       

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐶𝐷حتى يكون الرباعي  Dن إحداثيات  النقطة عيّ 

 
 .24التمرين 

α = √2 − √2 − i√2 + √2 

  𝛼4و  𝛼2حسب ا .1

 على الشكل المثلثي 𝛼4كتب ا .2

  𝛼ج طويلة وعمدة للعدد استنت .3

cosحسب ا .4
13𝜋

8
sinو  

13𝜋

8
 

|𝛼𝑧|حيث : 𝑀 ن مجموعة النقط عيّ  .5 = 8  

 
 .25التمرين 

-I  ليكنL  : عدد مركب حيث𝐿 =
𝑧̅+2

𝑧+2
𝑧عدد مركب حيث  zو    ≠ صورة  M. و لتكن 2−

,𝑜)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  zالعدد المركب  𝑢⃗ , 𝑣 ). 

 Lعيّن الجزء الحقيقي و التخيلي للعدد المركب  .1

 حقيقيا Lمن المستوي بحيث يكون  Mعيّن مجموعة النقط  .2

 تخيليا صرفا Lمن المستوي بحيث يكون  Mعيّن مجموعة النقط  .3

-II عددين المركبيّن : نعتبر ال𝑧1 = cos
7𝜋

12
+ 𝑖 sin

7𝜋

12
𝑧2و     = −√3 + 3𝑖 

 على الشكل الأسي 𝑧2و  𝑧1أكتب  .1

𝑧2أكتب  .2 × 𝑧1  على الشكلين المثلثي والجبري ، ثمّ استنتج كتابة𝑧1 على الشكل الجبري 

(𝑧1)احسب  .3
120 + (𝑧1)

)، ثمّ  36
𝑍2

2√3
)
20

. 

 
 .26التمرين 

𝑃(𝑧)المعرف بـ :  zمركب نعتبر كثير الحدود للمتغير ال = 𝑧4 − 6𝑧3 + 24𝑧2 − 18𝑧 + 63 

بحيث من أجل  a  ،b  ،c، ثمّ عيّن الأعداد الحقيقية  𝑃(−√3𝑖)  ،𝑃(√3𝑖)احسب  .1

z  :𝑃(𝑧)كل عدد مركب  = (𝑧2 + 3)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 
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𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .2 = 0 

,𝑂)المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

 ذات  اللواحق على الترتيب : A  ،B  ،C  ،Dمثل النقط  .أ

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅  ،  𝑧𝐶 = 3 + 2√3𝑖  ،  𝑧𝐵 = −√3𝑖   ،  𝑧𝐴 = √3𝑖 

 تنتمي إلى نفس الدائرة A  ،B  ،C  ،Dأثبت أنّ النقط  .ب

 . Oبالنسبة إلى المبدأ  Dنظيرة  Eلتكن النقطة  .4

بيّن أنّ : 
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐸−𝑧𝐵
= 𝑒−𝑖

𝜋

 .BEC، ثمّ عيّن طبيعة المثلث  3

 
 

 .27التمرين 

-I  نعتبر في مجموعة الأعداد المركبةℂ : المعادلة 

 𝑧3 − (4 + 𝑖)𝑧2 + (13 + 4𝑖)𝑧 − 13𝑖 = 0… . (𝐸) 

  (E)حل للمعادلة  iبرهن أنّ العدد المركب  .1

 لدينا :  zبحيث من أجل كل عدد مركب  a  ،b  ،cعيّن الأعداد الحقيقية  .2

𝑧3 − (4 + 𝑖)𝑧2 + (13 + 4𝑖)𝑧 − 13𝑖 = (𝑧 − 𝑖)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 
 (E)استنتج حلول المعادلة  .3

-II  المستوي المركب المزود بمعلم متعامد و متجانس نعتبر في(𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقطA  ،B  ،C 

𝑧𝐴ذات  اللواحق :  = 𝑖    ،𝑧𝐵 = 2 + 3𝑖  و𝑧𝐶 = 2 − 3𝑖 على الترتيب 

و زاويته  Bالدوران الذي مركزه  rليكن  .1
𝜋

4
 rبالدوران  Aصورة  'Aلاحقة  ′𝑧𝐴. عيّن 

 في استقامية A'  ،B  ،Cبرهن أن النقط  .2

 .'Aإلى  Cو الذي يحوّل  Bعيّن الكتابة المركبة للتحاكي ذي المركز  .3

 
 

 .28التمرين 

,𝑂)في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ). 

𝑧𝐴ذات  اللواحق  𝐴 ،𝐵 ،𝐶أنشئ النقط  .1 = 1 + 𝑖  ،𝑧𝐵 = 2 − 𝑖 و𝑧𝐶 = 3 + 2𝑖 

 على الترتيب

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗احسب لاحقتي الشعاعيّن  .2 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗و   ⃗   ⃗ 

فسّر هندسيا الطويلة و العمدة للعدد المركب :  .3
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
 

بيّن أنّ :  .4
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
= 𝑒𝑖

𝜋

 ABC، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  2

 ،  ABCالمحيطة بالمثلث  (Γ)مركز الدائرة  Iعيّن لاحقة النقطة  .5

 (Γ). ارسم الدائرة rثمّ احسب نصف قطرها  .6

 مربعا. ABDC الرباعي حتى يكون Dعيّن لاحقة النقطة  .7

 

25



 .29التمرين 

-I  الأعداد المركبة نعتبر في مجموعةℂ  : المعادلة التالية𝑧2 − 6𝑧 + 18 = 0… . (1) 

 (1حلي المعادلة ) 𝑧2و  𝑧1أوجد  .1

 على الشكل الأسيالحلين أكتب  .2

(𝑧1)بيّن أنّ العدد  .3
 تخيلي صرف. 1430

-II  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس(𝑜, 𝑢⃗ , 𝑣 ) . النقط نعتبرA  ،B  ،C  لواحقها

𝑧𝐴الأعداد المركبة :  على الترتيب = 3 + 3𝑖      ،𝑧𝐵 = 3 − 3𝑖     و𝑧𝐶 = −3 + 3𝑖  

بيّن أنّ :  .1
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
= 𝑒𝑖

𝜋

2  

 .ABCاستنتج طبيعة المثلث  .2

 
 

 .30التمرين 

𝑧3المعادلة التالية :  ℂالأعداد المركبة نعتبر في مجموعة  − 4√3𝑧2 + 16𝑧 = 0… . (1) 

 (1المعادلة ) ℂحل في المجموعة  .1

,𝑜)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) . النقط نعتبرA  ،B  ،C 

𝑧𝐴:  على الترتيبالتي لواحقها  = 2√3 + 2𝑖  ،𝑧𝐵 = 2√3 − 2𝑖   و𝑧𝐶 = 4√3  

Z  :𝑍احسب الطويلة و عمدة للعدد المركب  .أ =
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
  

 .ABCاستنتج طبيعة المثلث  .ب

التي يكون من أجلها  nأوجد قيم العدد الطبيعي  .3
n

Z  حقيقيا سالبا. احسب
2010

Z 

,𝐴)}مرجح الجملة المثقلة  αGليكن  .4 2𝛼); (𝐵, 𝛼); (𝐶, −3𝛼 + عدد  α، حيث  {(1

 .ℝفي  αعندما يتغير  αGحقيقي. عيّن مجموعة النقط 

 
 

 .31التمرين 

 ليكن العددين المركّبين :

𝑧2 =
√2

2
[√3 + 1 + (√3 − 1)𝑖] ;  𝑧1 =

√2

2
[√3 − 1 + (√3 + 1)𝑖] 

𝑧1احسب كلا من :  .1 × 𝑧2   و
𝑧1

𝑧2
 

𝑧1|احسب كلا من :  .2 × 𝑧2|   ،|
𝑧1

𝑧2
 |𝑧1|  ،|𝑧2|واستنتج  |

𝑧1احسب عمدة لكل من :  .3 × 𝑧2   ،
𝑧1

𝑧2
 𝑧1  ،𝑧2عمدة لكل من : واستنتج  

لتكن  .4
𝜋

12
 𝑧2عمدة للعدد المركّب  
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 على شكله المثلثي 𝑧2اكتب العدد  .أ

cosاستنتج القيمتين المضبوطتين لـ  .ب
𝜋

12
sinو  

𝜋

12
 

)احسب العدد  .ج
𝑧2

2
)
2012

. 

 
 

 .32التمرين 

z  :|𝑧|2المعادلة ذات  المجهول  ℂحل في  .1 − 𝑧2 − 2𝑧̅ − 6 = 0 

 الحل الذي جزؤه التخيلي سالب 2zالحل الحقيقي و  1zنعتبر  .2

𝑧1−)عيّن الشكل الأسي للعدد المركب  .أ − 𝑧2) 

𝑧1−)حيث :  nعيّن الأعداد الطبيعية  .ب − 𝑧2)
𝑛 ∈ ℝ 

–)احسب العدد  .ج 𝑧1 − 𝑧2)
2010 

,𝑜)نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط     

A(-3;0)  ،B(1;2)  ،C(1;-2) 

,𝐴)}مرجح الجملة  Gعيّن إحداثيي  .أ 1); (𝐵, −1); (𝐶, 1)} 

𝑀𝐴2حيث :  Mعيّن مجموعة النقط  .ب − 𝑀𝐵2 + 𝑀𝐶2 = . ماذا تمثل 0

 بالنسبة لهذه المجموعة ؟ Gالنقطة 
 

 
 

 .33التمرين 

𝑃(𝑧)كثير الحدود :  ℂالأعداد المركبة نعتبر في مجموعة  = 𝑧3 − 3𝑧2 + 3𝑧 + 7 

 P(z)0 = المعادلة  ℂ، ثمّ حل في المجموعة  P(-1)احسب  .1

,𝑜)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  2، وحدة الطول cm .  

2،  -1: ذات  اللواحق A  ،B  ،C  ،Gالنقط لتكن  + 𝑖√3    ،2 − 𝑖√3   3و   

 على الترتيب

 في المعلم السابق A  ،B  ،C  ،Gمثلّ النقط  .أ

 ABC، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  AB  ،AC  ،BCاحسب الأطوال  .ب

احسب عمدة للعدد المركب  .ج
𝑧𝐴−𝑧𝐶

𝑧𝐺−𝑧𝐶
 GACثمّ استنتج طبيعة المثلث ،  

                              من المستوي التي تحقق : Mمجموعة النقط  (E)لتكن  .3

(−𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 12 

;(𝐴,−1)}مرجح الجملة  Gأثبت أنّ  .أ (𝐵, 2); (𝐶, 2)}  

 (E)تنتمي إلى المجموعة  Aتحققّ أنّ النقطة  .ب

 .، ثمّ أنشئها (E)عيّن المجموعة  .ج
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 .34التمرين 

,𝑜)المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ). 

𝑧𝐴لتكن الأعداد المركبة  = 3 + 2𝑖  ،𝑧𝐵 = −3  ،𝑧𝐶 = −1 − 6𝑖  ،𝑧𝐼 = 1 − 2𝑖 نضع .

𝑍 =
𝑧𝐼−𝑧𝐴

𝑧𝐼−𝑧𝐵
 

 على شكله الجبري Zأكتب  .1

 AIB، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  Zعيّن طويلة و عمدة  .2

,𝐴)}مرجح الجملة  Dعيّن إحداثيات  النقطة  .3 1); (𝐵, −1); (𝐶, ثمّ استنتج ،  {(1

 ABCDطبيعة الرباعي 

 من المستوي التي تحقق : Mعيّن و أنشئ مجموعة النقط  .4

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖ .أ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖ .ب ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2√10 

 
 .35التمرين 

-I  نعتبرP(z)  كثير حدود ذو المجهول المركبz  : حيث𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 8𝑧2 + 24𝑧 − 32 

 P(z) = 0حل للمعادلة  0z 4 =بيّن أن  .1

  bz + a+  24)(z –P(z) = (z(حيث :  bو  aعيّن العددين الحقيقيين  .2

 P(z) = 0المعادلة :  Cحل في  .3

-II  نعتبرA  ،B  ،C  2 – 2،  4ثلاث نقط من المستوي المركب ذات  اللواحقi  ،2 + 2i  على

منتصف القطعة  Iو  ; (C,2) ; (B,2) (A,α)مرجح الجملة المثقلة  αGالترتيب ، ولتكن 

[BC] 

  Iتنتمي إلى دائرة مركزها  A  ،B  ،Cبيّن أن النقط  .1

 مرجح الجملة المثقلة αGحتى تكون  αما هي قيم  .2

𝐼𝐺𝛼مرجح الجملة المثقلة ، فإنها تحقق العلاقة التالية :  αGبيّن أنه إذا كانت  .3
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝛼

𝛼+4
𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗  

 يتغير αلما  αG، ثم استنتج مجموعة النقط 

 G-1. عيّن إحداثيي  = α-1نضع :  .4

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗−‖التي تحقق ما يلي :  Mللنقط  (E)عيّن المجموعة  .5 ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =

 .(E)تنتميان إلى  Cو  B، ثم تحقق أن كلا من 10√2

 
 .36التمرين 

𝑍العدد المركب حيث:  𝑍ليكن  =
−5+3𝑖

4+𝑖
 

 𝑍عيّن طويلة وعمدة للعدد المركب  .1

 حقيقي  𝑛  :𝑍4𝑛استنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .2
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;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  .3 𝑖 ; 𝑗 )  النقط𝐴 ،𝐵  ،𝐶 

𝑍𝐴على الترتيب، حيث  𝑍𝐴  ،𝑍𝐵  ،𝑍𝐶صور  = −1 + 𝑖  ،𝑍𝐵 = 3 + 3𝑖  ،

𝑍𝐶 = −5 + 9𝑖 
 

 

        𝐶إلى  𝐵و يحول  𝐴الذي مركزه  𝑔مركبة للتحويل النقطي عيّن العبارة ال .أ

 ثم استنتج عناصره المميزة

  𝐴𝐵𝐶استنتج طبيعة المثلث  .ب

4. 𝐾  : 2نقطة من المستوي تحقق𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗   

 .𝑍𝐾ثم عيّن لاحقتها  𝐴𝐵𝐶هي مركز ثقل المثلث  𝐾بيّن أن  .أ

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗) بحيث :𝑀 مجموعة النقط (𝛾) عيّن  .ب ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  

 
 .37التمرين 

 في كل سؤال ، اختر جوابا واحدا صحيحا مع التبرير

;𝐴(0التي تنتمي إلى دائرة مركزها  𝑀النقطة  .1 𝑟ونصف قطرها  (1 =  𝑧لاحقتها  3

 تحقق:

𝑧|أ(  + 𝑖|2 = 𝑧|ب(   3 + 𝑖| = 𝑧|ج(   3 − 𝑖| = 3 

𝑧𝐴لاحقتيهما  𝐵و  𝐴في المستوي المركّب نعتبر النقطتين  .2 = 𝑧𝐵و  2 = 3 − 2𝑖 .

𝑧|حيث:  𝑀مجموعة النقط  (𝐸)لتكن  − 2| = |𝑧 − 3 + 2𝑖| 

  [𝐴𝐵]هي القطعة   (𝐸)ب( [𝐴𝐵]هي محور القطعة  (𝐸)أ( 

 [𝐴𝐵]وقطرها  𝐴هي دائرة مركزها  (𝐸)ج( 

𝑧 ليكن العدد المركب :  .3 = √2 − √3 − 𝑖√2 + √3 . 

(α  الشكل الأسي للعدد المركب𝑧2 :هو 

𝑧2أ(  = 4𝑒𝑖 
𝜋

𝑧2ب(   6 = 4𝑒−𝑖 
𝜋

𝑧2ج(  6 = 4𝑒𝑖 
7𝜋

6 

 (β الشكل الأسي للعدد المركب𝑧 :هو 

𝑧أ(  = 2𝑒𝑖 
𝜋

𝑧ب(   12 = 2𝑒𝑖 
7𝜋

𝑧ج(   12 = 2𝑒𝑖 
19𝜋

12 

حيث :  𝐴  ،𝐵  ،𝐶لتكن النقط  .4
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐶−𝑧𝐵
= 𝑒𝑖 

𝜋

2 

قائم ومتساوي الساقين 𝐴𝐵𝐶ب( المثلث  متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶أ( المثلث 

 في استقامية  𝐴 ،𝐵 ،𝐶ج( النقط  

𝑧𝐴لواحقها على الترتيب  𝐶و  𝐴  ،𝐵في المستوي المركّب نعتبر النقط  .5 = 2𝑖  ،

𝑧𝐵 = 𝑧𝐶و   1 = 4 − 𝑖 . 

𝑆(𝐴)حيث:   𝑆العبارة المركّبة للتشابه المباشر  = 𝐵  و𝑆(𝐵) = 𝐶 :هي 

′𝑧أ(  = (1 + 𝑖)𝑧 + 3 − 2𝑖   )ب𝑧′ = (1 − 𝑖)𝑧 + 3 − 2𝑖  

′𝑧ج(   = (1 + 𝑖)𝑧 − 3 + 2𝑖 
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 zp كثير حدود للمتغير المركبz :حيث 

  87417 23  zzzzp 

احسب  .1 3p  ثم اكتب zp :من الشكل    czbzazzp  ..3 ،aحيث:2

bوc .أعداد حقيقية يطلب تعيّنها 

المعادلة  Cحل في  .2  0zp. 

izBو  3Azنقطتان من المستوى المركب لاحقتاهما على الترتيب BوAلتكن  52 

W و Bإلى Aيحول النقطة  Rعلما أن  و زاويته  Rمركز الدوران  W.عيّن 3

 نقطة من حامل محور التراتيب 

 WAB.ما هي طبيعة المثلث 4

 .Dzنقطة من المستوى المركب لاحقتها  Dلتكن

 مربع . WADBحتى يكون الرباعي  Dz.عيّن 5
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;𝑂)معلم متعامد ومتجانس المستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ ; 𝑣 )  وحدة الرسم(4 cm) 

𝑧𝐴ذات  اللاحقة  𝐴لتكن النقطة  = 𝑖 و𝐵  النقطة ذات  اللاحقة𝑧𝐵 = 𝑒−𝑖
5𝜋

6 

وزاويته  𝑂الدوران الذي مركزه  𝑟ليكن  .1
2𝜋

3
 𝑟بواسطة التحويل  𝐵صورة  𝐶. نسمي 

 𝑟للتحويل اكتب العبارة المركّبة  .أ

𝑧𝐶هي  𝐶بيّن أنّ لاحقة  .ب = 𝑒−𝑖
𝜋

6 

 على الشكل الجبري 𝑧𝐶و 𝑧𝐵اكتب  .ج

 𝐶و  𝐴  ،𝐵أنشئ النقط  .د

 على الترتيب 2و  -1،  2المرفقة بالمعاملات   𝐶و  𝐴  ،𝐵مرجح النقط  𝐷لتكن  .2

𝑧𝐷هي  𝐷بيّن أنّ لاحقة  .أ =
√3

2
+

1

2
𝑖  ثمّ أنشئ النقطة ،𝐷 

 تنتمي إلى نفس الدائرة 𝐷و  𝐴  ،𝐵  ،𝐶بيّن أنّ النقط  .ب

 ℎبواسطة التحويل  𝐷صورة  𝐸. نسمي 2ونسبته  𝐴التحاكي الذي مركزه  ℎليكن  .3

 ℎللتحويل اكتب العبارة المركّبة  .أ

𝑧𝐸هي  𝐸بيّن أنّ لاحقة  .ب =  𝐸، ثمّ أنشئ النقطة  3√

احسب النسبة  .ج
𝑧𝐷−𝑧𝐶

𝑧𝐸−𝑧𝐶
 واكتب النتيجة على الشكل الأسّي 

 .𝐶𝐷𝐸استنتج طبيعة المثلث  .د
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𝑧2المعادلة:  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 − 4√3𝑧 + 16 = 0 

𝑎لاحقتاهما على الترتيب  𝐵و 𝐴لتكن النقطتان  .2 = 2√3 − 2𝑖  و𝑏 = 2√3 + 2𝑖 

 على الشكل الأسّي 𝑏و  𝑎اكتب  .أ

 𝐵و 𝐴مثلّ النقطتين  .ب

 متقايس الأضلاع 𝑂𝐴𝐵بيّن أنّ المثلث  .ج

𝑐نقطة لاحقتها  𝐶لتكن  .3 = −8𝑖  و𝐷  صورتها بالدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته
2𝜋

3
 . 

 𝐷و 𝐶مثلّ النقطتين  .أ

𝑑هي  𝐷بيّن أنّ لاحقة النقطة  .ب = 4√3 + 4𝑖 

 ويطُلب تحديد نسبته 𝑂بالتحاكي الذي مركزه  𝐵هي صورة النقطة  𝐷بيّن أنّ  .4

 مثلث قائم. 𝑂𝐴𝐷بيّن أنّ  .5

 
 .41التمرين 

,𝑜)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقطتين ،𝐵, 𝐴 

𝑎لاحقتيهما على الترتيب :   =
1

2
+

√3

2
𝑖   ،𝑏 =

√3

2
+

1

2
𝑖  

𝑏2على الشكل الأسّي ، ثمّ تحقق أنّ :  𝑏و  𝑎اكتب كلا من  .1 = 𝑎 

𝑐حيث :  𝑐لاحقتها  𝐶لتكن النقطة  .2 = 𝑎 + 𝑏 

,𝐶علّم النقط  .أ 𝐵, 𝐴 

𝑐تحقق أنّ  .ب =
√2+√6

2
𝑒𝑖

𝜋

4   

𝑧2المعادلة :  ℂنعتبر في  .3 + 𝑧 − 𝑐 = 0… (𝐸) 

 (𝐸)حل للمعادلة  𝑏تحقق أنّ  .أ

𝑑. بيّن أنّ : (𝐸)للحل الثاني للمعادلة  𝑑نرمز بـ  .ب =
√2+√6

2
𝑒𝑖

13𝜋

12 

 .𝑑التي لاحقتها  𝐷أنشئ النقطة  .ج

 
 .42التمرين 

,𝑂)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) المستطيل ،𝑂𝐴𝐵𝐶 

 .[𝐵𝐶]منتصف  𝐽 و   [𝑂𝐴]منتصف  𝑖  ،𝐼لاحقتها   𝐶و   2√لاحقتها  𝐴حيث 

1. 𝑆  التشابه المباشر عبارته المركّبة𝑧′ = −
√2

2
(𝑖𝑧 − 1) + 𝑖  

 𝑆عيّن زاوية ونسبة التشابه المباشر .أ

 𝑆بالتشابه  𝑂𝐴𝐵𝐶عيّن صورة المستطيل  .ب

 𝑆مركز التشابه  Ωنسمّي  .2
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 Ωتلتقي في  [𝐴𝐼]،  [𝐴𝐵]،  [𝐵𝐶]،  [𝑂𝐽]بيّن أنّ الدوائر التي أقطارها  .أ

ℎحددّ العناصر المميزة للتحويل  .ب = 𝑆𝑜𝑆 

,𝐼استنتج أنّ النقط  .ج 𝐵, Ω  في استقامية ، وكذلك النقط𝐶, 𝐴, Ω .في استقامية 

 
 .43التمرين 

𝑃(𝑧)بـ:  ℂالمعرّف على  𝑃(𝑧)ليكن كثير الحدود  = 𝑧3 + 𝑧2 − 4𝑧 − 24 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂ، ثمّ حل في  𝑃(3)احسب  .1 = 0 

,𝑂)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط ،

𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴  لواحقها على الترتيب𝑧𝐴 = 3 ،𝑧𝐵 = −2 + 2𝑖 ،𝑧𝐶 = −2 − 2𝑖  ،

𝑧𝐷 = −1 − 10𝑖. 

,𝐵𝐶احسب الأطوال  .أ 𝐴𝐶, 𝐴𝐵  ثمّ استنتج طبيعة المثلث ،𝐴𝐵𝐶 

       التي تحقق : 𝑧من المستوي ذات  اللاحقة  𝑀عيّن مجموعة النقط  .ب

|𝑧 + 2 + 2𝑖| = |𝑧 + 2 − 2𝑖| 

، ثمّ عيّن  𝐷إلى  𝐵ويحوّل  𝐴الذي مركزه  𝑆اكتب العبارة المركّبة للتشابه  .ج

 نسبته وزاويته.
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;𝑂)المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑢⃗ ; 𝑣 ) .𝐶; 𝐵; 𝐴  ثلاث نقط من

. لكل سؤال ثلاث إجابات  مقترحة منها واحدة 𝑧𝐶و  𝑧𝐴   ،𝑧𝐵المستوي لواحقها على الترتيب 

 صحيحة عينّها مع التبرير.

إذا كان  .1
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
= 𝑒𝑖 

𝜋

 فإنّ : 3

 متساوي الساقين 𝐴𝐵𝐶ب( المثلث   متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶أ( المثلث 

 في استقامية  𝐴  ،𝐵  ،𝐶ج( النقط  

إذا كان  .2
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
= 𝑒𝑖 

𝜋

 فإنّ : 2

 ومتساوي الساقين 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶ب( المثلث     𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶أ( المثلث 

 متساوي الساقين  𝐴𝐵𝐶ج( المثلث 

متوازي أضلاع وكان  𝑂𝐴𝐶𝐵إذا كان الرباعي  .3
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝑂
= 𝑒𝑖 

𝜋

 فإنّ : 2

     معيّن 𝑂𝐴𝐶𝐵ب( الرباعي    مستطيل 𝑂𝐴𝐶𝐵أ( الرباعي 

 مربّع 𝑂𝐴𝐶𝐵ج( الرباعي 

إذا كان  .4
𝑧𝐵−𝑧𝑂

𝑧𝐴−𝑧𝑂
= 10𝑒𝑖 2010𝜋 : ّفإن 

قائم ومتساوي الساقين 𝑂𝐴𝐵ب( المثلث   𝑂قائم في  𝑂𝐴𝐵أ( المثلث 

 في استقامية  𝐴 ،𝐵  ،𝑂ج( النقط  
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𝑧𝐴إذا كان  .5 − 𝑧𝐶 = 𝑒𝑖 
𝜋

3(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) : ّفإن 

وزاويته  𝑂بالدوران الذي مركزه  𝐴صورة  𝐵أ( 
𝜋

3
  

وزاويته  𝐶بالدوران الذي مركزه  𝐵صورة  𝐴ب(  
𝜋

3
  

وزاويته  2، نسبته  𝐶بالتشابه الذي مركزه  𝐵صورة  𝐴ج(  
𝜋

3
 

 
 .45التمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط ،A  ،B  ،C  

𝑧𝐴التي لاحقاتها على الترتيب:  = −𝑖 ، 𝑧𝐵 = 2 + 3𝑖  ،𝑧𝐶 = −4 + 𝑖. 

أ.   أكتب على الشكل الجبري العدد المركب     .1
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
   

العدد المركب عيّن طويلة  .ب
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
  ABCو عمدة له ، ثمّ استنتج طبيعة المثلث   

،  𝑧ذات  اللاحقة  Mفي المستوي الذي يرفق بكل نقطة  Tنعتبر التحويل النقطي  .2

′𝑧حيث:  ′𝑧ذات  اللاحقة  Mنقطة ال = 𝑖𝑧 − 1 − 𝑖 

 محددا عناصره المميزة Tعيّن طبيعة التحويل  .أ

 Tالتحويل ب Bما هي صورة النقطة  .ب

𝑧𝐷النقطة ذات  اللاحقة  Dلتكن  .3 = −6 + 2𝑖 

 في استقامية A  ،C  ،Dبيّن أنّ النقط  .أ

 Dإلى النقطة  Cو يحوّل النقطة  Aالذي مركزه  hعيّن نسبة التحاكي  .ب

 Dإلى  Bو يحوّل  Aالذي مركزه  Sعيّن العناصر المميزة للتشابه  .ج

 
 .46التمرين 

,𝑜)في المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر التحويل النقطي ،𝑓 

 بحيث : ′𝑧ذات  اللاحقة  ′𝑀، النقطة  𝑧ذات  اللاحقة  𝑀الذي يرفق بكل نقطة 

 𝑧′ + 2 = (1 + 𝑖)(𝑧 + 2 − 2𝑖) 

′𝑧بيّن أنّه يمكن كتابة العبارة المركّبة السابقة على الشكل :  .1 = 𝑎𝑧 + 𝑏  ّثمّ عين ،

 𝑓الطبيعة والعناصر المميزة للتحويل 

𝑧|التي تحقق :  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)لتكن  .2 + 2 − 2𝑖| = √2 

𝑧𝐴نقطة لاحقتها  𝐴 .أ = −2 + 2𝑖 عيّن لاحقتي النقطتين .𝐴′  و𝐵 : بحيث 

𝐴 = 𝑓(𝐵) ،  𝐴′ = 𝑓(𝐴) 

  (𝛤)تنتمي إلى المجموعة  𝐵نقطة تحقق أنّ ال .ب

ونصف  ′𝐴ذات  المركز  (′𝛤)هي دائرة  𝑓بالتحويل  (𝛤)اثبت أنّ صورة  .ج

 .2القطر 
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                                        التالية :مجموعة الأعداد المركّبة المعادلة  ℂحل في  .1

𝑧2 − (4 cos 𝛼)𝑧 + 4 = 0…  وسيط حقيقي αحيث   (1)

𝛼من أجل  .2 =
𝜋

3
). بيّن أنّ : 𝑧2و  𝑧1بـ   (1)، نرمز إلى حلي المعادلة  

𝑧1

𝑧2
)
2013

= 1 

,𝑜)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس نعتبر  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط ،

𝐶, 𝐵, 𝐴  : التي لاحقاتها على الترتيب𝑧𝐴 = 1 + 𝑖√3   ،𝑧𝐵 = 1 − 𝑖√3   ، 

𝑧𝐶 = 4 + 𝑖√3  

,𝐶أنشئ النقط  .أ 𝐵, 𝐴 

اكتب على الشكل الجبري العدد المركّب  .ب
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
هي صورة  𝐶، ثمّ استنتج أنّ  

𝐵  بالتشابه𝑆  الذي مركزه𝐴 ويطُلب تعيين نسبته وزاويته 

;𝐴)}مرجح الجملة  𝐺عيّن لاحقة النقطة  .ج 1), (𝐵;−1), (𝐶;  𝐺، ثمّ أنشئ {(2

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐷𝐺، بحيث يكون الرباعي  𝐷لاحقة النقطة 𝑧𝐷 احسب  .د

 
 .48التمرين 

β و α  : عددان مركّبان حيث 

𝛽 = (√6 − √2) − 𝑖(√6 + √2)   ،   𝛼 = −2 (cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
)  

𝛽حسب ا .1
2

 ، ثمّ اكتبه على الشكل المثلثي. 

 .β استنتج طويلة وعمدة .2

cos قيمتي استنتج .3
19𝜋

12
sinو 

19𝜋

12
. 

 .α طويلة وعمدة جد .4

 .2008(𝛼𝛽)الأسّي العدد كتب على الشكل ا .5

 
 .49التمرين 

-I  نعتبرP(z)  كثير حدود للمتغير المركبz  :𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 𝑧 − 10𝑖 

 𝑃(−2𝑖)احسب  .1

𝑃(𝑧)بحيث :  bو  aعيّن العددين الحقيقيين  .2 = (𝑧 + 2𝑖)(𝑧2 + 𝑎𝑖𝑧 + 𝑏) 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .3 = 0 

-II  المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس(𝑂; 𝑢⃗ ; 𝑣 ) لتكن الجملة المثقلة .

{(𝐴, 𝛼); (𝐵, 1); (𝐶, 2𝛼 − 𝑧𝐴:  حيث {(1 = −2𝑖 ،𝑧𝐵 = −2 + 𝑖 ،𝑧𝐶 = 2 + 𝑖 

 مرجح الجملة المثقلة 𝐺𝛼نسمي  .1

  عيّن مجموعة قيمα  حتى تكون𝐺𝛼 مرجحا 

   عيّن إحداثيات𝐺𝛼  بدلالة α 
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   ما هي مجموعة النقط𝐺𝛼  لما α يمسح ℝ∗ 

𝑀𝐴2التي تحقق ما يلي :  Mمجموعة النقط  Eلتكن  .2 + 𝑀𝐵2 + 𝑀𝐶2 = 29 

  تحقق أنB  وC  تنتميان إلى المجموعة(E) 

  بيّن أنّ مجموعة النقط(E)  هي الدائرة التي مركزهاO  و نصف قطرهاr 

 يطلب تعيينه

 
 .50التمرين 

P(z) -I  كثير حدود لمتغير المركبz : حيث 

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 𝑧2 + 3𝑧 − 5 

̅̅𝑃(𝑧)بيّن أنّ  .1 ̅̅ ̅̅ = 𝑃(𝑧̅)ماذا تستنتج ؟ . 

 .P(-1)احسب  .2

 حيث : a  ،bعيّن العددين الحقيقيين  .3

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 1)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

 .P(z) = 0ثم استنتج حلول المعادلة 

II-  نعتبر النقاطA  ،B  ،C   1ذات  اللاحقات-=  Az  ،i2 -= 1  Bz  ،i= 1 + 2 Cz 

 ، ثم عيّن عناصر التشابه. Bإلى  Aو يحول النقطة  Cعيّن التشابه الذي مركزه  -أ

 ) = Cz - AzL(نضع :  -ب

  أكتبL .على الشكل الأسي ثم المثلثي 

  عيّن قيمة العدد الطبيعيn  بحيث يكون
n

L .حقيقيا 
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𝑧2حلّ في مجموعة الأعداد المركبة المعادلة :  .1 − (1 − 𝑖)2 = 0 

𝑧1عددان مركبان حيث :  𝑧1  ،𝑧2ليكن  .2 = 1 − 𝑖  ،𝑧2 = −1 + 𝑖 

 𝑧2على الشكل الأسي ، ثمّ استنتج الشكل الأسي لـ  𝑧1أكتب  .أ

أكتب العدد المركب  .ب
𝑧2

𝑧1
 على الشكل المثلثي ، ثمّ استنتج أنه عدد حقيقي سالب 

,𝑂)متعامد متجانس المستوي المركب منسوب إلى معلم  .3 𝑖 , 𝑗 ) لتكن .A  ،B  ،G  ،M 

 تيبعلى التر 𝑧1  ،𝑧2  ،3𝑖  ،𝑧أربع نقط من المستوي لواحقها 

;(𝐴,−1)}مرجح الجملة  Gحتى تكون  Cعيّن لاحقة النقطة  .أ (𝐵, 2); (𝐶, 1)} 

,𝑀(𝑥عيّن مجموعة النقط  .ب 𝑦)  من المستوي حتى تكون النقطA ،B ،M في استقامية 

4. (C)  : دائرة معادلتها𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 1 = 0 

 (C)عيّن مركز و نصف قطر الدائرة  .أ

 Cإلى  Bو يحوّل  Aبالتشابه المباشر الذي مركزه  (C)عيّن صورة  .ب
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,𝑜)المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) 5. نأخذ كوحدة للأطوال𝑐𝑚  

 ′𝑧ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧ذات  اللاحقة  𝑀التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة  𝑓ليكن 

′𝑧 حيث : =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧 + 1 

 θوزاويته  𝑘، نسبته  ωذو اللاحقة  Ωتشابه مباشر يطُلب تعيين مركزه  𝑓برّر أنّ  .1

𝐴𝑛+1نضع :  𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي  𝑂النقطة  𝐴0نسمي  .2 = 𝑓(𝐴𝑛) 

 𝐴0 ،𝐴1  ،𝐴2  ،𝐴3، ثمّ علمّ النقط  𝐴1  ،𝐴2  ،𝐴3عيّن لاحقات  النقط  .أ

𝑢𝑛نضع :  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .ب = Ω𝐴𝑛متتالية . بيّن أنّ ال(𝑢𝑛) 

𝑢𝑛هي :   𝑢𝑛هندسية ، ثمّ بيّن أنّ عبارة الحد العام  = √2(
1

√2
)
𝑛

 

ونصف  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝐴𝑛تنتمي كل النقط  𝑛0ابتداءً من أي رتبة  .ج

 ؟ 0,1قطره 

نوعية المثلث  𝑛من أجل كل عدد طبيعي ؟ استنتج  Ω𝐴0𝐴1أ.  ما هي نوعية المثلث        .3

Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1 

إلى طول الخط المنكسر  𝑙𝑛، نرمز بالرمز  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .ب

𝐴0𝐴1𝐴2 …𝐴𝑛  ،(𝑙𝑛 = 𝐴0𝐴1 + 𝐴1𝐴2 + ⋯+ 𝐴𝑛−1𝐴𝑛) .         

lim، ثمّ احسب  𝑛بدلالة 𝑙𝑛 اكتب 
𝑛→+∞

𝑙𝑛 . 
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𝑃(𝑧)حيث :  P(z)نعتبر كثير الحدود  = 𝑧3 − 6𝑧2 + 12𝑧 − 16 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂ، ثمّ حل في المجموعة  P(4)احسب  .1 = 0 

,𝑂)متعامد متجانس المستوي المركب منسوب إلى معلم  .2 𝑖 , 𝑗 ) .A ،B ،C  نقط لواحقها

𝑧1 = 4  ،𝑧2 = 1 + √3𝑖  ،𝑧3 = 𝑧2̅ على الترتيب 

 متقايس الأضلاع ABCبيّن أنّ المثلث  .أ

𝑧4نقطة لاحقتها  Dلتكن  .3 = −√3 + 𝑖  ولتكن ،E  صورةD  بالدوران الذي مركزه

O  و زاويته
𝜋

3
𝑂𝐵⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  Dصورة  F، و   ⃗⃗  ⃗ 

 على الترتيب Fو Eلاحقتي  𝑧6و  𝑧5عيّن  .أ

 في المعلم السابق A  ،B  ،C  ،D  ،E  ،Fعلّم النقط  .ب

 متعامدان (OE)و  (OC)بيّن أنّ المستقيمين  .ج

 COEHالرأس الرابع لمتوازي الأضلاع  Hلتكن النقطة  .4

 مربع COEHبيّن أنّ الرباعي  .أ

 Hلاحقة النقطة  𝑧7احسب  .ب
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                            : 𝑧المعادلة ذات  المجهول  ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1

(1 + 𝑖)𝑧2 − 2𝑧 + 1 − 𝑖 = 0 

             : 𝑧المعادلة ذات  المجهول  ℂحل في . 2√عدد مركّب طويلته  𝑚ليكن  .2

𝑚𝑧2 − 2𝑧 + 𝑚̅ = 0… (𝐸) 

𝑚نضع الآن :  .3 = √2𝑒𝑖𝛼  حيث ،α عدد حقيقي 

𝑧1يكُتبان كما يلي :  𝑧2و   𝑧1،  (𝐸)أثبت أنّ حلّي المعادلة  .أ = 𝑒𝑖(
𝜋

4
−𝛼)

  ، 

𝑧2 = 𝑒
−𝑖(

𝜋

4
+𝛼)

 

,𝑜)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .ب 𝑢⃗ , 𝑣 ) ،

,𝑀,𝑀2النقط  𝑀1 : لواحقها𝑧1  ،𝑧2   و(𝑧1 + 𝑧2)   .على الترتيب 

أثبت أنّ 
𝑧1

𝑧2
= 𝑖  ثمّ استنتج طبيعة الرباعي ،𝑂𝑀1𝑀𝑀2. 
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𝑃(𝑧)حيث :  𝑃(𝑧)نعتبر كثير الحدود  = 𝑧3 + 2(√3 − 𝑖)𝑧2 + 4(1 − √3𝑖)𝑧 − 8𝑖 

𝑃(𝑧) لدينا : 𝑧، ثمّ بيّن أنّه من أجل كل عدد مركّب  𝑃(2𝑖)احسب  .1 = (𝑧 −
2𝑖)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏)  حيث𝑎  و𝑏 .عددين حقيقيين يطُلب تعيينهما 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في المجموعة  .2 = 0 

𝑧𝐴نعتبر الأعداد المركّبة :  .3 = 2𝑖  ،𝑧𝐵 = −√3 + 𝑖  ،𝑧𝐶 = −√3 − 𝑖  

على الشكل الأسّي ، ثمّ استنتج الشكل الأسّي  𝑧𝐵و   𝑧𝐴اكتب العددين  .أ

و   𝑧𝐶للعددين 
𝑧𝐵

𝑧𝐴
 

 تخيلي صرفعدد  2013(𝑧𝐵)أنّ حقيقي وعدد  1434(𝑧𝐵)بيّن أنّ  .ب

,𝑂)متعامد متجانس نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى معلم  .4 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط ،𝐴 ،

𝐵 ،𝐶  لواحقها𝑧𝐴  ،𝑧𝐵  ،𝑧𝐶 على الترتيب 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗)احسب قيسا للزاوية  .أ  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  𝑂𝐴𝐵، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  (⃗ 

 معيّن يطُلب حساب مساحته 𝑂𝐴𝐵𝐶بيّن أنّ الرباعي  .ب

 𝐴إلى  𝑂و يحوّل  𝐵الذي مركزه  Rزاوية الدوران  عيّن  .ج

 العبارة المركّبة لهذا الدوران.  عيّن  .د
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,𝑂)متعامد متجانس نعتبر في المستوي المركب المنسوب إلى معلم  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقطتين ،𝐴 و𝐵 

𝑧𝐴   لاحقتيهما = 7 − √3𝑖    ،𝑧𝐵 = 5 + 3√3𝑖  و لتكن النقطة ،𝐶  منتصف القطعة

[𝑂𝐵] 
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|𝑧𝐴|بيّن أنّ :  .1 = |𝑧𝐵| 

وزاويته  𝑂الذي مركزه  Rالدوران  ليكن  .2
𝜋

3
 

 اكتب العبارة المركّبة لهذا الدوران .أ

، ثمّ استنتج طبيعة Rالدوران  ب 𝐴هي صورة النقطة  𝐵 النقطةأثبت أنّ  .ب

  𝑂𝐴𝐵المثلث 

حتى يكون الرباعي  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷، ثمّ عيّن  𝐶لاحقة النقطة  𝑧𝐶حددّ  .ج

𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع 

اكتب العدد  .3
𝑧𝐷−𝑧𝐴

𝑧𝐷
 ؟ 𝑂𝐴𝐷على الشكل الأسّي. ماذا تستنتج بالنسبة للمثلث  

𝑧𝐸 حيث 𝑧𝐸ذات  اللاحقة  𝐸لتكن النقطة  .4 =
2

3
𝑧𝐴 احسب .

𝑧𝐷−𝑧𝐵

𝑧𝐷−𝑧𝐸
. ماذا تستنتج بالنسبة 

,𝐷,𝐵للنقط  𝐸؟ 

ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧لاحقتها  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  𝑆نعتبر التحويل النقطي  .5

𝑧′ : حيث  𝑧′ = √2𝑒𝑖
𝜋

4𝑧 + 1 

 واذكر عناصره المميزة 𝑆عيّن طبيعة التحويل النقطي  .أ

𝑧|بحيث :  𝑧ذات  اللاحقة  𝑀مجموعة النقط (𝛤) عيّن  .ب − 2| = √2 

′𝑧بيّن أنّ :  .ج − 3 − 2𝑖 = (1 + 𝑖)(𝑧 − 2) 

تنتمي إلى دائرة  ′𝑀فإنّ النقطة (𝛤) تنتمي إلى  𝑀استنتج أنّه إذا كانت النقطة  .د

 يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها.
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,𝑂)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط ،𝐶, 𝐵, 𝐴 

𝑧𝐴لواحقها على الترتيب :  = 𝑖   ،𝑧𝐵 = √2   ،𝑧𝐶 = √2 + 𝑖 نسمي .𝐾, 𝐽, 𝐼   منتصفات

,[𝐵𝐶]القطع  [𝐴𝐶], [𝑂𝐵] .على الترتيب 

 𝐵إلى  𝑂ويحوّل  𝐼إلى  𝐴يحوّل  𝑆أ. برهن أنّه يوجد تشابه مباشر وحيد  .1

 هذا التشابه ةب. عيّن نسبة وزاوي

 التشابهج. اعط العبارة المركّبة لهذا 

 𝑆مركز التشابه  Ωلاحقة  ωد. استنتج 

 ؟ 𝑆التشابه ب 𝐴𝑂𝐵𝐶ه. ما هي صورة المستطيل 

𝑔نعتبر التحويل النقطي  .2 = 𝑆𝑜𝑆 

,𝐴ما هي صورة كل من النقط  .أ 𝐵, 𝑂  بالتحويل𝑔 ؟ 

 عناصره المميزةاذكر و 𝑔عيّن طبيعة التحويل  .ب

,(𝐴𝐾)استنتج أنّ المستقيمات   .ج (𝐵𝐽), (𝑂𝐶) .تتقاطع في نقطة واحدة 
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,𝑜)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  نعتبر النقط𝐶, 𝐵, 𝐴  لواحقها

𝑧𝐴على الترتيب:  = 3 + 5𝑖  ،𝑧𝐵 = −4 + 2𝑖   ،𝑧𝐶 = 1 + 4𝑖 أنجز الشكل وأتممه شيئا .

 فشيئا.

ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧لاحقتها  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  𝑓نعتبر التحويل النقطي  .1

𝑧′ : بحيث  𝑧′ = (2 − 2𝑖)𝑧 + 1 

 واذكر عناصره المميزة 𝑓عيّن طبيعة التحويل  .أ

 (′𝐶𝐵)، ثمّ استنتج أنّ المستقيمين  𝑓بالتحويل  𝐵صورة  ′𝐵عيّن لاحقة  .ب

 متعامدان (𝐶𝐴)و

𝑧النقطة ذات  اللاحقة  𝑀لتكن  .2 = 𝑥 + 𝑖𝑦  حيث ،𝑥  و𝑦  عددان صحيحان. ولتكن𝑀′ 

 𝑓بالتحويل  𝑀صورة 

⃗⃗′𝐶𝑀بيّن أنّ  .أ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗و  ⃗  𝑥متعامدان إذا وفقط إذا كان  ⃗  + 3𝑦 = 2… (𝐸) 

 (𝐸)المعادلة  ℤ×ℤحل في  .ب

التي إحداثياتها أعداد صحيحة من المجال  𝑀استنتج مجموعة النقط  .ج

[−5; ⃗⃗′𝐶𝑀من أجلها الشعاعان   والتي يكون  [5 ⃗⃗ ⃗⃗ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗و  ⃗   متعامدين. ⃗ 
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𝑃(𝑧)  كثير حدود فيℂ  : حيث𝑃(𝑧) = 𝑧4 − 6𝑧3 + 23𝑧2 − 34𝑧 + 26 

 𝑃(𝑧)هو كذلك جذرا لـ  𝑧0̅، فإنّ  𝑃(𝑧)جذرا لـ  𝑧0اثبت أنّه إذا كان  .1

𝑧0نضع في كل ما يلي :  .2 = 1 + 𝑖 

𝑃(𝑧)المعادلة :  ℂ، ثمّ حل في  𝑃(𝑧0)احسب  = 0… (1) 

,𝑜)المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) ،𝐸  نقطة من

المستوي لاحقتها 
3

2
−

1

2
𝑖   ،𝑏   عدد مركّب و𝑆  تحويل نقطي للمستوي يقبل نقطة

′𝑧عبارته المركّبة  Ω(2;−1)صامدة هي  = 𝑧0𝑧 + 𝑏 

 𝑆(𝐸)وما هي عناصره المميزة ؟ عيّن  𝑆ما طبيعة التحويل  .أ

 (𝛤). جد 2√4ونصف القطر  𝐻(1;−1)الدائرة ذات  المركز  ( C)لتكن  .ب

 𝑆التحويل ب ( C) مجموعة النقط من المستوي التي صورتها 

4. 𝐴  و𝐴𝑛  نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب𝑧0  و𝑧0
𝑛  حيث ،𝑛  عدد طبيعي

 .1أكبر تماما من 

;2005]من المجال  𝑛عيّن قيم  على استقامة  𝐴𝑛و   𝑂  ،𝐴حيث تكون النقط  [2010

 واحدة.
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𝑧  :𝑧2حل في مجموعة الأعداد المركّبة المعادلة ذات  المجهول  .1 − 4√3𝑧 + 16 = 0 

,𝑜)في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط ،

𝐶, 𝐵, 𝐴  : لواحقها على الترتيب𝑧𝐴 = 2√3 + 2𝑖   ،𝑧𝐵 = 2√3 − 2𝑖   ، 

𝑧𝐶 = −1 + 𝑖√3 . 

 𝑧𝐶و   𝑧𝐴  ،𝑧𝐵الشكل الأسّي لكل من عيّن  .أ

                2و  4ونصف قطرهما  𝑂مركزهما  (′𝛿)و  (𝛿)أنشئ الدائرتين  .ب

 𝐶و  𝐴  ،𝐵على الترتيب ، ثمّ علّم بدقّة النقط 

3. R  هو الدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته
𝜋

3
 2ذو اللاحقة   𝑢⃗الانسحاب الذي شعاعه  Tو 

               𝐵و 𝐴صورتي النقطتين  ′𝐵و ′𝐴لاحقتي النقطتين   ′𝑧𝐵و   ′𝑧𝐴عيّن  .أ

 Rعلى الترتيب بالدوران 

،  ′𝐴، ثمّ علمّ بدقةّ النقط  Tبالانسحاب  𝐶صورة  ′𝐶لاحقة النقطة   ′𝑧𝐶عيّن  .ب

𝐵′  و𝐶′ ما هي طبيعة المثلث .𝑂𝐴′𝐵′ ؟ 

عيّن عمدة العدد المركّب  .ج
𝑧𝐴′−𝑧𝐵′

𝑧𝐶′
            محور  (′𝑂𝐶)مستنتجا أنّ المستقيم  

 ′𝑂𝐴′𝐵في المثلث 

 (′𝛿)إلى  (𝛿)ويحوّل  𝑂التحاكي الذي مركزه  𝐻ليكن  .4

 𝐻عيّن نسبة التحاكي  .أ

 ؟ 𝐻𝑜𝑅ما هي طبيعة والعناصر المميزة للتحويل  .ب

 ؟ 𝐻𝑜𝑅بالتحويل  (𝛿)ما هي صورة  .ج

 
 .61التمرين 

 التالية : 𝑧المعادلة ذات  المجهول  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

(𝑧2 + 4)(𝑧2 − 2√3𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط ،

𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 : لواحقها على الترتيب𝑧𝐴 = √3 + 𝑖   ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅   ،𝑧𝐶 = −2𝑖   ،

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅. 

يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها،  (𝛾)تنتمي إلى دائرة  𝐷و 𝐴  ،𝐵  ،𝐶بيّن أنّ النقط 

 𝐷و 𝐴  ،𝐵  ،𝐶ثمّ أنشئ النقط 

 𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐵نظيرة النقطة  𝐸إلى لاحقة النقطة  𝑧𝐸نرمز بـ  .3

بيّن أنّ :  .أ
𝑧𝐴−𝑧𝐶

𝑧𝐸−𝑧𝐶
= 𝑒

𝑖(−
𝜋

3
)

 

 يطُلب تعيين زاويته 𝐶مركزه  Rبدوران  𝐸هي صورة  𝐴بيّن أنّ النقطة  .ب

 𝐴𝐸𝐶استنتج طبيعة المثلث  .ج
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 𝑅𝑜𝐻. عيّن طبيعة التحويل 2ونسبته  𝑂هو التحاكي الذي مركزه  𝐻 .د

 .𝑅𝑜𝐻بالتحويل  (𝛾)ثمّ استنتج صورة الدائرة  وعناصره المميزة ،

 
 .62التمرين 

𝑧2 : المعادلة ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 − 6𝑧 + 13 = 0 

𝑎لواحقها على الترتيب : 𝐵 ، 𝐴 و 𝐶النقط  نعتبر .2 = 3 − 2𝑖   ،𝑏 = 3 + 2𝑖  ،  

𝑐 = 4𝑖. 

  𝐶 و 𝐴  ،𝐵النقط علّم  .أ

 متوازي أضلاع 𝑂𝐴𝐵𝐶بيّن أنّ الرباعي  .ب

 𝑂𝐴𝐵𝐶الرباعي مركز ثقل  Ωعيّن لاحقة النقطة  .ج

من المستوي حيث :                              𝑀عيّن ثمّ أنشئ مجموعة النقط  .د

‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 12 

 𝑀للاحقة النقطة إلى الجزء التخيلي  β. نرمز بـ (𝐴𝐵)من المستقيم نقطة  𝑀لتكن  .3

 زاويتهو Ωمركزه الذي دوران الب 𝑀صورة النقطة  𝑁ولتكن 
𝜋

2
 

𝑧𝑁: هي  𝑁لاحقة النقطة بيّن أنّ  .أ =
5

2
− 𝛽 +

5

2
𝑖 

 ؟(𝐵𝐶)إلى المستقيم  𝑁نقطة حتى تنتمي ال 𝛽كيف يمكن اختيار  .ب

 
 .63التمرين 

𝑧2 : المعادلة ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 + 8√3𝑧 + 64 = 0 

𝑧𝐴ا على الترتيب :مهتالاحقمن المستوي  تيننقط 𝐴 و 𝐵لتكن  .2 = −4√3 − 4𝑖   ،

𝑧𝐵 = −4√3 + 4𝑖 . 

;𝑂)}مرجح الجملة  𝐺عيّن لاحقة النقطة  .أ 1), (𝐴; 1), (𝐵;−1)} 

   والتي تحقق :  𝑧من المستوي لاحقتها  𝑀للنقط  (𝐶)عيّن طبيعة المجموعة  .ب

|𝑧|2 + |𝑧 − 𝑧𝐴|
2 − |𝑧 − 𝑧𝐵|2 = 17 

 
 .64التمرين 

𝑧𝐴نعتبر العددين المركّبين  .1 = 5 − 5𝑖   و𝑧𝐵  وعمدة له  2√5حيث طويلته−
7𝜋

12
  ،

 .𝐴 و 𝐵وهما لاحقتي النقطتين 

 𝐴علّم النقطة  .أ

 على الشكل الأسّي 𝑧𝐴اكتب  .ب

 ′𝑧ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة  𝑧لاحقتها  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  𝑇نعتبر التحويل النقطي  .2

′𝑧حيث :   = 𝑒−𝑖
𝜋

3𝑧 
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 واذكر عناصره المميزة 𝑇التحويل عيّن طبيعة  .أ

𝑇(𝐴)بيّن أنّ :  .ب = 𝐵 

 𝐵أنشئ بعناية النقطة  .ج

𝑒−𝑖أ.     اكتب       .3
𝜋

 𝑧𝐵على الشكل الجبري ، ثمّ استنتج كتابة جبرية للعدد  3

cosالقيمة المضبوطة لكل من العددين استنتج  .ب (−
7𝜋

12
sin  و  ( (−

7𝜋

12
) 

 
 .65التمرين 

  : تينالمعادلكلا من  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

𝑧2 − 2𝑧 + 5 = 𝑧2      ؛      0 − 2𝑧 + 3 + 2𝑖√3 = 0 

,𝐸نعتبر النقط  .2 𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 لواحقها على الترتيب :𝑧𝐴 = 1 + 2𝑖  ،              

𝑧𝐵 = 1 + √3 + 𝑖   ، 𝑧𝐶 = 1 − 2𝑖 ، 𝑧𝐷 = 2 − 𝑖√3 ، 𝑧𝐸 = 𝑖√3. 

اكتب  .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐵
  𝐴𝐵𝐶 ، ثمّ استنتج طبيعة المثلث الجبريعلى الشكل  

 𝐴𝐵𝐶 المثلثالمحيطة ب (𝛤)اكتب معادلة الدائرة  .ب

,𝐸النقط و (𝛤)أنشئ الدائرة  .ج 𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴. 

 
 .66التمرين 

  : بحيث ′𝑧 ذات  اللاحقة ′𝑀 النقطة 𝑧 لاحقتها 𝑀 الذي يرفق بكل نقطة 𝑓 نعتبر التحويل النقطي

2𝑧′ = (1 + 𝑖√3)𝑧 − 2 

𝑧0اكتب على الشكل المثلثي العدد المركّب  .1 = 1 + 𝑖√3  ثمّ عيّن العددين الحقيقيين ،

𝜃 و 𝑏  : حيث𝑧′ = 𝑒𝑖𝜃𝑧 + 𝑏 

 والعناصر المميزة له 𝑓استنتج طبيعة التحويل  .2

 𝑓للتحويل اكتب العبارة التحليلية  .3

𝑧𝐵ذات  اللاحقة  𝐵صورة النقطة  ′𝐵عيّن  .4 = 1 − 𝑖√3  التحويل بواسطة𝑓 

𝑓تحقق أنّ  .5 = 𝑡𝑢⃗⃗  𝑜 𝑟  حيث ،𝑟  دوران مركزه𝑂  و𝑡𝑢⃗⃗  .انسحاب يطُلب تعيين شعاعه 

 
 .67التمرين 

𝑧2 :  المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 − 2√3𝑧 + 4 = 0 

2. 𝐵و 𝐴 نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب 𝑧𝐵 = √3 + 𝑖 ، 𝑧𝐴 = √3 − 𝑖  

 𝑧𝐶لاحقتها  [𝑂𝐵]منتصف القطعة  𝐶و 

𝑧𝐶كتب ا .أ  الأسّيعلى الشكل  𝑧𝐵، 𝑧𝐴 و 

 𝑂𝐴𝐵، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  𝐴𝐵 ، 𝑂𝐵 ، 𝑂𝐴احسب  .ب
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−وزاويته  𝑂بالدوران الذي مركزه  𝐶رة وص 𝐷نسمي  .3
𝜋

2
 𝐷رة وص 𝐸، ونسمي  

   2𝑗شعاعه الذي  سحابنبالا

𝑧𝐸هي  𝐸بيّن أنّ لاحقة  .أ =
1

2
[1 + (4 − √3)𝑖] 

𝑂𝐸بيّن أنّ  .ب = 𝐴𝐷 = √5 − 2√3 

 .في استقامية 𝐸 ، 𝐶 ، 𝐴بيّن أنّ النقط  .4

 

 
 .68التمرين 

𝑧3 ، 𝑧2 ، 𝑧1 أعداد مركبة حيث : 𝑧3 = [𝑟3, 𝜃3] ، 𝑧2 = [𝑟2, 𝜃2] ، 𝑧1 = [𝑟1, 𝜃1]  

 : اوجد هذه الأعداد المركبة علما أن .1

 𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖) 

 𝜃3; 𝜃2; 𝜃1 حدود متعاقبة من متتالية حسابية أساسها  ةبهذا الترتيب ثلاث
𝜋

2
حيث :  

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
 

  𝑟3 ; 𝑟2 ; 𝑟12حدود متعاقبة لمتتالية هندسية أساسها  ةبهذا الترتيب ثلاث  

;𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  𝑢⃗ ; 𝑣 )  النقطA،BوC  هي

، 1z،2zصور الأعداد 
3z على الترتيب 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗‖واستنتج  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶أنشئ النقط  .2       ⃗‖ ، ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ ، ‖𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖  

𝑂𝐴2:  التي تحقق 𝑀. عيّن مجموعة النقط 3      + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 

𝑧بوضع :  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ليكن العدد المركب .𝐿  : حيث𝐿 =
𝑧+𝑧2

𝑧
𝑧حيث :   ≠ 0 

 على الشكل الجبري . 𝐿. اكتب العدد المركب 4     

 حقيقيا. 𝐿. عيّن مجموعة النقط حتى يكون العدد 5     

 

 
 .69التمرين 

𝑤عيّن الجذرين التربيعيين للعدد  .1 = −32 + 24𝑖 

حيث :                                                       𝑃(𝑧)كثير الحدود  ℂنعتبر في  .2

𝑃(𝑧) = 𝑧3 + (5𝑖 − 6)𝑧2 + (9 − 24𝑖)𝑧 + 13𝑖 + 18 

 𝑃(𝑧)هو جذر لـ  𝑖−بيّن أنّ  .أ

بحيث :                                         𝑐 ، 𝑏 ، 𝑎عين الأعداد المركّبة  .ب

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 𝑖)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂفي حل  .ج = 0   
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,𝑜) نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس .3 𝑢⃗ , 𝑣 )النقط ،  

𝐶و 𝐵, 𝐴  لواحقها على الترتيب  𝑧𝐴 = −𝑖  ، 𝑧𝐵 = 2 − 5𝑖   ،𝑧𝐶 = 4 + 𝑖  

 اكتب العدد المركّب .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
ة ، ثمّ استنتج طبيعوالمثلثيالجبري  ينعلى الشكل 

 𝐴𝐵𝐶 المثلث

𝑇(𝐶)الذي يحقق  𝑇عيّن طبيعة التحويل  .ب = 𝐵 و 𝑇(𝐴) = 𝐴  واذكر ،

 عناصره المميزة.

 

 
 .70التمرين 

 حيث : 𝑃(𝑧)، كثير الحدود  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة 

 𝑃(𝑧) = 𝑧4 + 2𝑧3 + 5𝑧2 + 2𝑧 + 4 

𝑃(𝑧)بيّن أنّ المعادلة  .1 = المعادلة  ℂ، ثمّ حل في  ينصرف ينتخيلي ينتقبل حل 0

𝑃(𝑧) = 0 

,𝑂)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط

𝐼 ، 𝐷 ، 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 : ذات  اللواحق 

 𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ ، 𝑧𝐶 = −1 + √3𝑖 ، 𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ ، 𝑧𝐴 = 𝑖   ،𝐼  منتصف[𝐶𝐷] 

𝐿اكتب على الشكل الأسيّ العدد :  .أ =
𝑧𝐴−𝑧𝐼

𝑧𝐵−𝑧𝐼
 𝐴𝐵𝐼، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  

                  ،  𝐴𝐵𝐼المحيطة بالمثلث  (𝛾)للدائرة  𝑟ونصف القطر  Ωعيّن المركز  .ب

 (𝛾)ثمّ أنشئ 

وزاويته 𝐼 دوران مركزه 𝑅 ليكن  .3
𝜋

2
 𝐷إلى 𝐵 و 𝐶 إلى 𝐴 الذي يحوّل 𝐻 ، وليكن التحاكي 

 𝐻و 𝑅 عيّن عبارة التحويلين  .أ

 محددا عبارته وعناصره المميزة𝐻𝑜𝑅 عيّن طبيعة التحويل  .ب

 .(′𝛾)، ثمّ أنشئ 𝐻𝑜𝑅بالتحويل (𝛾) صورة (′𝛾) عيّن بطريقتين معادلة  .ج
 

 

 .71التمرين 

𝑧العدد المركّب : نعتبر  =
4+4𝑖

1−𝑖√3
 

  المثلثيعلى الشكل الجبري ، ثمّ على الشكل  𝑧اكتب  .1

اكتب على الشكل الأسّي الأعداد :  .2
1

𝑧
 ، 𝑧̅ ، 𝑧2018 

sinاستنتج القيمة المضبوطة للعددين :  .3 (
19𝜋

12
) cos و  (

19𝜋

12
). 

 

 

44



 .72التمرين 

𝑧2  : المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 − 2𝑧 + 2 = 0 

𝑧𝐾:  احقها على الترتيبولالتي  𝐿 ، 𝐾 و 𝑀نقط لتكن ال .2 = 1 + 𝑖  ،𝑧𝐿 = 1 − 𝑖        

𝑧𝑀و  = −𝑖√3 

,𝑂)معلم متعامد ومتجانسمثلّ هذه النقط في  𝑢⃗ , 𝑣 )   : 4الوحدة 𝑐𝑚  

3.  

𝑧𝑁هي :  𝐿بالنسبة لـ  𝑀نظيرة  𝑁لاحقة النقطة تحقق أنّ  .أ = 2 + 𝑖(√3 − 2) 

وزاويته  𝑂الذي مركزه  𝑟نعتبر الدوران  .ب
𝜋

2
𝑟(𝑀)حيث :   = 𝐴  و𝑟(𝑁) = 𝐶 .

 على الترتيب 𝐴 و𝐶للنقطتين  𝑧𝐴 و𝑧𝐶عيّن اللاحقتين 

𝑡(𝑁)حيث :  2𝑖الذي لاحقة شعاعه  𝑡نعتبر الانسحاب  .ج = 𝐵و 𝑡(𝑀) = 𝐷 .

 على الترتيب 𝐷 و𝐵للنقطتين  𝑧𝐷 و𝑧𝐵عيّن اللاحقتين 

 [𝐴𝐶]هي منتصف القطعة  [𝐷𝐵]منتصف القطعة  𝐾أ. بيّن أنّ النقطة  .4

ب. بيّن أنّ 
𝑧𝐶−𝑧𝐾

𝑧𝐵−𝑧𝐾
= 𝑖  ثمّ استنتج طبيعة الرباعي ،𝐴𝐵𝐶𝐷. 

 
 .73التمرين 

 حيث : 𝑃(𝑧)، كثير الحدود  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة 

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (5 + 𝑖)𝑧2 + (10 + 6𝑖)𝑧 − 8 − 16𝑖 

𝑃(𝑧)بيّن أنّ المعادلة  .1 =  يطُلب تعيينه 𝑧0تقبل حلا تخيليا صرفا  0

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .2 = 0 

𝑧2نضع:  .3 = 3 + 𝑖 و 𝑧1 = 2 − 2𝑖 ، 𝑧0 = 2𝑖 

 الشكل الأسيّ المثلثي وعلى الشكل  𝑧0 و𝑧1 يناكتب العدد .أ

) يناكتب العدد .ب
𝑧1

2√2
)
2008

) و 
𝑧0

2
)
1429

 الجبريعلى الشكل  

𝛼نضع :  .4 =
𝑧2−2+(√3−1)𝑖

𝑧1
 

 𝛼طويلة وعمدة العدد المركّب عيّن  .أ

cosالجبري واستنتج كلا من على الشكل  𝛼اكتب العدد  .ب
7𝜋

12
و sin

7𝜋

12
. 

 
 .74التمرين 

,𝑜)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط ،𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴 

𝑧𝐴:لواحقها على الترتيب = 1 + 2𝑖  ،𝑧𝐵 = 1 + √3 + 𝑖  ،𝑧𝐶 = 𝑧𝐴̅  ،𝑧𝐷 = 𝑧𝐵̅̅ ̅. 

  𝐴 و𝐶 تينالنقطأ.  علّم          .1

𝑧𝐵|احسب كلا من  .ب − 𝑧𝐶|و |𝑧𝐴 − 𝑧𝐶| ، |𝑧𝐴 − 𝑧𝐵| 
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 𝐴𝐵𝐶استنتج طبيعة المثلث  .ج

أ.  اكتب العدد المركّب          .2
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐶−𝑧𝐵
 على الشكل الجبري ثمّ على الشكل المثلثي 

 𝐴𝐵𝐶طبيعة المثلث مرة أخرى استنتج  .ب

3. (𝛾)  المحيطة بالمثلث الدائرة هي𝐴𝐵𝐶 

𝑧فإنّ :  (𝛾)الدائرة من  𝑀لاحقة نقطة  𝑧تحقق أنّه إذا كانت  .أ = 1 + 2𝑒𝑖𝜃 

 ℝيمسح المجموعة  𝜃حيث 

 (𝛾)الدائرة نقطة من  𝐷تحقق أنّ  .ب

 .𝐵 و𝐷أنشئ النقطتين  .ج
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 حيث : 𝑃(𝑧)، كثير الحدود  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 4𝑧2 + 6𝑧 − 4 

𝑃(𝑧)بيّن أنّ المعادلة  .أ =  تقبل حلا تخيليا صرفا لا  0

𝑃(𝑧)حيث :  𝑎 و𝑏عيّن العددين الحقيقيين  .ب = (𝑧 − 2)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .ج = 0 

,𝑂)المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس في  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  الوحدة ،

‖𝑢⃗ ‖ = 2𝑐𝑚  ، نعتبر النقط𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي : 

  𝑧𝐶 = 1 + 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 1 − 𝑖 ، 𝑧𝐴 = 2   

 على الشكل الأسيّ  𝑧𝐵 و𝑧𝐶 يناكتب العدد .أ

اكتب العدد  .ب
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
 𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث الجبري على الشكل  

𝐿حيث :  𝐿احسب العدد المركّب  .ج = (
𝑧𝐵

√2
)
1434

− √2(
𝑧𝐶

√2
)
2013

 

  𝐶 إلى 𝐵 يحوّل و𝐴 دوران مركزه 𝑅 ليكن  .3

 𝑅 بالدوران  𝐶صورة  𝐷 ثمّ عيّن لاحقة النقطة𝑅 المركّبة للدوران عبارة اكتب ال .أ

 [𝐵𝐶]هي الدائرة التي قطرها  (𝛤)حيث  (𝛤) و(′𝛤)بعناية الدائرتين أنشئ  .ب

 𝑅 صورتها بالدوران  (′𝛤)و

 ′𝑧لاحقتها  ′𝑀النقطة و 𝐶تختلف عن النقطة  𝑧لاحقتها  (𝛤)الدائرة نقطة من 𝑀 كن تل .4

𝑅(𝑀)حيث  = 𝑀′ 

𝑧تكُتب على الشكل  (𝛤)بيّن أنّ معادلة الدائرة  .أ = 1 + 𝑒𝑖𝜃  من أجل𝑘 ∈ ℤ    

𝜃و  ≠
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 

 𝜃بدلالة  ′𝑧عبّر عن  .ب

أثبت أنّ :  .ج
𝑧′−𝑧𝐶

𝑧−𝑧𝐶
=

cos𝜃

1−sin𝜃
 ثمّ فسّر النتيجة هندسيا. 
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𝑓(𝑧)حيث :  𝑓(𝑧)مركّب العدد ال 1يختلف عن  𝑧نرفق بكل عدد مركّب  =
𝑧−𝑖

𝑧−1
 

𝑓(1عدد الاكتب  .1 + 𝑖) على شكله الجبري 

̅̅𝑓(𝑧)عبّر عن  .2 ̅̅  𝑧̅بدلالة  ̅̅

𝑧𝐴لواحقها على الترتيب :  𝐵 ، 𝐴 و𝑀في المستوي المركّب نعتبر النقط  .3 = 1     ،

𝑧𝐵 = 𝑖 ، 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  

 حقيقيا سالبا تماما 𝑓(𝑧)من المستوي بحيث يكون  𝑀عيّن مجموعة النقط  .أ

|𝑓(𝑧)|حتى يكون  𝑀عيّن مجموعة النقط  .ب = 1 

𝑧𝐶 ةلاحقالنقطة ذات  ال 𝐶لتكن  .4 = 1 + 𝑖 

 ؟ 𝐴𝐵𝐶ما نوع المثلث  .أ

واستنتج طبيعة  (𝐴𝐵)بالنسبة إلى المستقيم  𝐶نظيرة  𝐷عيّن لاحقة النقطة  .ب

 𝐴𝐶𝐵𝐷الرباعي 

5. 𝐸  نقطة لاحقتها𝑧𝐸 =   𝐵إلى  𝐶الذي يحوّل النقطة  𝑆. نعتبر التحويل النقطي 1−

 𝐸إلى  𝐵ويحوّل النقطة 

 ثمّ استنتج طبيعته وعناصره المميزة. 𝑆عيّن العبارة المركّبة للتحويل 
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 تعيينها مع التبرير. أربع إجابات  واحدة منها فقط صحيحة يطُلبلكل سؤال 

1. 𝑧  عدد مركّب عمدته
𝜋

6
. عمدة العدد المركّب 

𝑖

𝑧̅2 : هي 

−أ( 
𝜋

6
ب(   

𝜋

6
ج(   

5𝜋

6
−د(   

5𝜋

6
 

2. 𝑧  حيث عدد مركّب𝑧 = −√3 + 𝑒𝑖
𝜋

 هو : 𝑧. الشكل الأسّي للعدد 6

𝑒𝑖أ( 
5𝜋

𝑒𝑖ب(   6
7𝜋

3𝑒−𝑖√ج(   6
𝜋

𝑒−𝑖د(  6
5𝜋

6 

3. 𝑧  و𝑧′ حيث  انمركّب انعدد|𝑧| = ′𝑧و 2 = 𝑧 −
1

𝑧̅
 . لدينا : 

|′𝑧|أ(  = |′𝑧|ب(  1 =
1

2
|′𝑧|ج(   =

3

2
|′𝑧|د(   =

5

2
 

𝑧ذات  اللاحقة  𝑀مجموعة النقط المركّب ، المستوي في  .4 = 𝑥 + 𝑖𝑦  : التي تحقق

|𝑧 − 1| = |𝑧 + 𝑖| : هي المستقيم الذي معادلته 

𝑦أ(  = 𝑥 − 𝑦ب(      1 = −𝑥        )ج𝑦 = −𝑥 + 𝑦د(       1 = 𝑥 

𝑧عدد مركّب حيث  𝑧عددا طبيعيا ،  𝑛ليكن  .5 = (1 + 𝑖√3)
𝑛

 حقيقي معناه: 𝑧. العدد 

𝑛أ(  = 3𝑘 + 𝑛ب(     1 = 3𝑘 + 𝑛ج(  2 = 3𝑘  )د𝑛 = 6𝑘 
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1.   عدد حقيقي موجب تماما. نعتبر العدد المركّب𝑧1  : حيث𝑧1 = (1 + 𝑖) 

 على الشكل الأسّي  𝑧1اكتب  .أ

(𝑧1)التي من أجلها يكون  𝑛عيّن الأعداد الطبيعية  .ب
7𝑛+1 تخيليا صرفا 

حيث :   𝑧ذو المتغيّر  𝑃(𝑧)كثير الحدود  ℂ مجموعة الأعداد المركّبةنعتبر في  .2

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (2 + 𝑖)𝑧2 + 2(1 + 𝑖)𝑧 − 2𝑖 

 𝑃(𝑧)جذرا لكثير الحدود  𝑧1 حتى يكون عيّن العدد الحقيقي  .أ

:             𝑧بحيث من أجل كل عدد مركّب  𝑎 و𝑏عيّن العددين المركّبين  .ب

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 𝑧1)(𝑧 − 𝑎)(𝑧 − 𝑏) 

𝑃(𝑧)استنتج حلول المعادلة  .ج = 0 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركّب نعتبر في  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط ال

𝐶, 𝐵, 𝐴  : لواحقها على الترتيب 𝑧1 = 1 + 𝑖 ،𝑧2 = 1 − 𝑖  ، 𝑧3 = 𝑖 . 

α  عدد حقيقي حيثα ≠
3

2
 .𝑓α  تحويل نقطي يرفق بكل نقطة𝑀  النقطة𝑀′  مرجح

,(𝐴;−1)}الجملة  (𝐵; α − 1), (𝐶; α − 2), (𝑀; 1)} 

 وعناصره المميزة.  𝑓αطبيعة التحويل  αعيّن حسب قيّم 
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-I حل في مجموعة الأعداد المركّبة ℂ المعادلة  : 𝑧2 − 2(1 + √2)𝑧 + 2(2 + √2) = 0 

-II  متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركّب نعتبر في (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط ال

𝐶, 𝐵, 𝐴 :لواحقها على الترتيب 𝑧𝐴 = 1 + √2 − 𝑖،𝑧𝐵 = 1 − 𝑖  ، 𝑧𝐶 = 1 + √2 + 𝑖 . 

𝑧𝐵بيّن أنّ :  .1 × 𝑧𝐶 = √2𝑧𝐴 

 arg (𝑧𝐶)ثمّ استنتج  arg (𝑧𝐵)جد  .2

)واكتب  𝑧𝐴 و𝑧𝐵اكتب على الشكل الأسّي العددين  .3
𝑧𝐵

√2
)
2012

 على الشكل الجبري 

 ؟ 𝐴𝐵𝐶ما طبيعة المثلث  .4

5. (𝐸)  مجموعة النقط𝑀  من المستوي ذات  اللاحقة𝑧  : والتي تحقق𝑅𝑒 (
𝑧−𝑧𝐶

𝑧−𝑧𝐴
) = 0 .

 .𝑟 هي دائرة باستثناء نقطة ، يطُلب تعيين نصف قطرها (𝐸)بيّن أنّ 
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𝑧2:  المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 + 2√3𝑧 + 4 = 0 

𝑐نضع :  .2 = −√3 − 𝑖 ، 𝑏 = −√3 + 𝑖 ، 𝑎 = 2𝑖                              .

 على الشكل الأسّي  𝑏 ، 𝑎 و𝑐اكتب الأعداد 

 تخيلي صرف 𝑏1431بيّن أنّ العدد  .3
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,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركّب نعتبر في  .4 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط ال

𝐶, 𝐵, 𝐴 الأعداد المركّبة لواحقها على الترتيب 𝑐و 𝑏 ، 𝑎 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗)احسب قيسا للزاوية  .أ  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  𝑂𝐴𝐵، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  (⃗ 

 معيّن يطُلب حساب مساحته 𝑂𝐴𝐵𝐶أثبت أنّ الرباعي  .ب

 𝐴إلى  𝑂ويحوّل  𝐵الذي مركزه النقطة  𝑅حدد زاوية الدوران  .ج

 3−ونسبته  𝐵الذي مركزه  𝐻اكتب الصيغة المركّبة للتحاكي  .د

𝑆اعط الصيغة المركّبة للتحويل  .ه = 𝑅𝑜𝐻 ثمّ حددّ طبيعته وعناصره المميزة ، 

 ، ثمّ حددّ طبيعته واحسب مساحته. 𝑆بالتحويل  𝑂𝐴𝐵𝐶عيّن صورة المعيّن  .و
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,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ) . 

(I ليكن العددان المركّبان 𝑧0و 𝑎  : حيث𝑎 =
√3+1

4
+

√3−1

4
𝑖  و𝑧0 = 6 + 6𝑖  والنقطة

𝐴0  ذات  اللاحقة𝑧0. 

𝑧𝑛حيث  𝑧𝑛للنقطة ذات  اللاحقة  𝐴𝑛، يرمز  𝑛من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم  = 𝑎𝑛𝑧0 

 على الشكل الجبري ثمّ الأسّي  𝑧1 و𝑎2اكتب كلا من  .1

 𝑧3 و𝑧7واستنتج شكلا أسّيا لكل من  𝑎2بدلالة  𝑧3 و𝑧7عبّر عن  .2

 على الترتيب 𝑧3 ، 𝑧1 ، 𝑧0 و𝑧7صور الأعداد  𝐴3 ، 𝐴1 ، 𝐴0 و𝐴7علّم النقط  .3

(II  من أجل كل عدد طبيعي𝑛  نضع ،|𝑧𝑛| = 𝑢𝑛 

𝑢𝑛، فإنّ  𝑛من أجل كل عدد طبيعي بيّن أنّه  .1 = 12 (
√2

2
)
𝑛+1

  

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول (𝑢𝑛)استنتج أنّ  .2

limاحسب  .3
𝑛→+∞

𝑢𝑛وفسّر النتيجة هندسيا 

𝑂𝐴𝑝بحيث يكون  𝑝عيّن أصغر عدد طبيعي  .4 ≤ ، ثمّ عيّن قيسا للزاوية  10−3

; 𝑢⃗)الموجهة  𝑂𝐴𝑝
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). 

 
 .82التمرين 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ) . 

حيث :                                       ′𝑧لاحقتها  ′𝑀النقطة  𝑧لاحقتها  𝑀الذي يرفق بكل نقطة  𝑇نعرّف التحويل النقطي 

𝑧′ = −(√3 + 𝑖)𝑧 − 1 + 𝑖(1 + √3) 

 𝑇مركز التحويل   واذكر عناصره المميزة. نسمّي  𝑇عيّن طبيعة التحويل  .1

𝑧0لاحقتها  𝑀0لتكن النقطة  .2 =
√3

4
+

3

4
𝑖 احسب الطول .𝛺𝑀0  وجد قيسا بالراديان

; 𝑢⃗)للزاوية  𝛺𝑀0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 
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𝑀𝑛+1كما يلي :  (𝑀𝑛)نعرّف متتالية النقط  𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 𝑇(𝑀𝑛) .

 . 𝑀𝑛لاحقة النقطة  𝑧𝑛نسمّي 

 𝑀3 ، 𝑀2 ، 𝑀1 ، 𝛺 و 𝑀4أنشئ النقط  .أ

𝑛  :𝑧𝑛برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .ب − 𝑖 = 2𝑛𝑒𝑖 
7𝑛𝜋

6 (𝑧0 − 𝑖) 

𝛺𝑀𝑛التي تحقق:  𝑛، ثمّ عيّن أصغر قيمة للعدد  𝑛بدلالة  𝛺𝑀𝑛احسب  .ج ≥ 102 

𝑆𝑛نضع :  .د = 𝛺𝑀0 + ⋯+ 𝛺𝑀𝑛 احسب .𝑆𝑛  بدلالة𝑛  ّثمّ عين ،lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 

ℤنعتبر في  .4 × ℤ  : 7المعادلة𝑥 − 12𝑦 = 1… (∗) 

 (∗)حل خاص ، ثمّ حل المعادلة  (3−;5−)تحقق أنّ الثنائية  .أ

 :                        حيث 𝑧ذات  اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (∆)عينّ وأنشئ  .ب

𝐼𝑚(𝑧) = 𝑅𝑒(𝑧)و  1 ≥ 0 

 .(∆)تنتمي إلى  𝑀𝑛بحيث  𝑛عيّن مجموعة الأعداد الطبيعية  .ج
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,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 )نقط . نعتبر ال𝐴  ،𝐵  ،𝐶  ،

𝐷  و𝐸 احقها على الترتيبول 𝑧𝐴 = 1 ،𝑧𝐵 = 4 + 𝑖   ،𝑧𝐶 = 3𝑖  ،𝑧𝐷 = −1 + 𝑖  ،

𝑧𝐸 = −2𝑖 

بيّن أنّ  .1
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
=

𝑧𝐸−𝑧𝐴

𝑧𝐷−𝑧𝐴
 ماذا تستنتج ؟ 

، نسبته  𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه المباشر  𝐶عيّن لاحقة صورة النقطة  .2
√2

2
وزاويته  

𝜋

4
 

 [𝐸𝐵]و  [𝐷𝐸]،  [𝐶𝐷]،  [𝐵𝐶]منتصفات  القطع المستقيمة  𝐼3، 𝐼2، 𝐼1 و𝐼4لتكن  .3

 𝐼2إلى  𝐼4ويحوّل النقطة  𝐼1مركزه  𝑟بيّن أنّه يوجد تحويل نقطي  .أ

𝑧𝐼1احسب  .ب + 𝑧𝐼3  و𝑧𝐼2 + 𝑧𝐼4  ثمّ استنتج طبيعة الرباعي ،𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4 

;′𝑀′(𝑥لتكن النقطة  .4 𝑦′)  ذات  اللاحقة𝑧′  صورة النقطة𝑀(𝑥; 𝑦)  ذات  اللاحقة𝑧 

 𝑆بالتشابه 

′𝑧بيّن أنّ  .أ =
1

2
[(1 + 𝑖)𝑧 + 1 − 𝑖]  : ّثمّ برهن أن ،

{
𝑥′ =

1

2
(𝑥 − 𝑦 + 1)

𝑦′ =
1

2
(𝑥 + 𝑦 − 1)

 

تحقق وإحداثياتها أعداد صحيحة التي من المستوي  𝑀نقط عيّن مجموعة ال .ب

𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐻، حيث  0 (−
1

2
; ;𝐾(1و  (0 3). 
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:                                                     دلةالمعا ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1

(𝑧 − 1 + 𝑖)[𝑧2 − 2(2 + √3)𝑧 + 8 + 4√3] = 0 

,𝐶 متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  .2 𝐵, 𝐴 . (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )       

𝑧𝐴 احقها على الترتيبولمن المستوي نقط  = 1 − 𝑖 ∶ ،𝑧𝐵 = 2 + √3 + 𝑖    ، 

𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅    

𝑧𝐵بيّن أنّ  .أ − 2 = 2𝑒𝑖
𝜋

,𝐶، ثمّ ارسم النقط  𝐵. استنتج إنشاء النقطة 6 𝐵, 𝐴 

−وزاويته  𝑂 الذي مركزه 𝑟 بالدوران 𝐵صورة النقطة  ′𝐵عين لاحقة النقطة  .ب
𝜋

6
 

اكتب العدد  .ج
𝑧𝐵

𝑧𝐵′
 𝑧𝐵ج عمدة على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسّي واستنت 

3. 𝑀  نقطة تختلف عن𝑂  لاحقتها𝑧 = 𝑎𝑒𝑖𝜃  حيث ،𝑎 عدد حقيقي موجب و 𝜃  عدد

 بالنسبة لحامل محور الفواصل 𝑀1نظيرة  ′𝑀و 𝑟بالدوران  𝑀صورة  𝑀1حقيقي ، 

′𝑧 هي ′𝑀بيّن أنّ لاحقة  .أ = 𝑎𝑒𝑖(
𝜋

6
−𝜃)

  

′𝑧التي تحقق  𝜃عيّن مجموعة قيّم  .ب = 𝑧  ثمّ استنتج مجموعة النقط ،𝑀  من

𝑀المستوي التي تكون من أجلها  = 𝑀′. 
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𝐵0و 𝐴0  نقطتان من المستوي بحيث𝐴0𝐵0 = 8 𝑐𝑚 

، نسبته  𝐴0التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆ليكن 
1

2
وزاويته  

3𝜋

4
 

𝐵𝑛+1بـ :  (𝐵𝑛)نعرّف متتالية النقط  = 𝑆(𝐵𝑛)  من أجل كل عدد طبيعي𝑛 

 𝐵3، 𝐵2، 𝐵1 و𝐵4أنشئ النقط  .1

 متشابهان 𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1 و𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2المثلثان  𝑛أثبت أنهّ من أجل كل عدد طبيعي  .2

𝑢𝑛بـ :  (𝑢𝑛)نعرّف المتتالية  .3 = 𝐵𝑛𝐵𝑛+1  من أجل كل عدد طبيعي𝑛 

 𝑞متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝑢𝑛)أثبت أنّ  .أ

 𝑛 و𝑢0بدلالة  𝑢𝑛اكتب عبارة  .ب

∑نضع :  .ج =𝑛 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 .lim
𝑛→+∞

∑  𝑛 احسب

ℤحل في  .4 × ℤ  : 3المعادلة𝑥 − 4𝑦 = 2 

           𝑛. عيّن قيّم العدد الطبيعي 𝐴0في  (𝐴0𝐵0)المستقيم الذي يعامد المستقيم  (∆)ليكن  .5

 . (∆)إلى المستقيم  𝐵𝑛التي من أجلها تنتمي النقطة 
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𝐿حيث :  𝐿نعتبر العدد المركّب  .1 = 2(−1 + 𝑖√3) 

 الأسّي هعلى شكل 𝐿 اكتب العدد المركّب .أ

𝑧2 :  المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .ب − 𝐿 = 0 

2. 𝑧2و 𝑧1  : عددان مركّبان معرّفان كما يلي𝑧1̅ = 1 − 𝑖√3  و𝑧2 = −𝑧1 

(𝑧1)بيّن أنّ  .أ
 عدد حقيقي 2013

)التي يكون من أجلها العدد المركّب  𝑛عيّن قيم العدد الطبيعي  .ب
𝑧2×𝑒

𝑖
𝜋
2

2
)

𝑛

 

 تخيليا صرفا

3. θ قي من المجال عدد حقي[
4𝜋

3
;
10𝜋

3
𝑧نقطة لاحقتها  𝑀و  [ =

2

𝑧2
𝑒𝑖𝜃 + 1         .

]على المجال  𝜃لمّا يتغيّر العدد الحقيقي  𝑀عيّن مجموعة النقط 
4𝜋

3
;
10𝜋

3
]. 
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,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركّب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 ) تيننقطال 𝐵و 𝐴 

𝑧𝐴حيث :  = √3 + 𝑖  ،𝑧𝐵 = √3 − 𝑖 

 𝐴 و𝐵 تيننقطالعلى الشكل الأسّي ثمّ أنشئ  𝑧𝐴 و𝑧𝐵اكتب العددين  .1

2. 𝑅  دوران مركزه𝑂  وزاويته
𝜋

3
 

 𝑅 بالدوران 𝐴صورة  ′𝐴لاحقة النقطة  ′𝑧𝐴عيّن  .أ

 ′𝐴 ةنقطالل الجبري ثمّ أنشئ على الشك ′𝑧𝐴اكتب  .ب

3. ℎ  مركزه تحاك𝑂  ونسبته−
3

2
 

 ′𝐵 ةنقطالثمّ أنشئ  ℎ بالتحاكي 𝐵صورة  ′𝐵لاحقة  ′𝑧𝐵اكتب على الشكل المثلثي 

 𝑧𝜔ذات اللاحقة  𝜔التي مركزها  ′𝑂𝐴′𝐵نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث  𝑟ليكن  .4

𝑧𝑧̅باستعمال الخاصية  .أ = |𝑧|2 التالية تا، تحقق من صحة العبار : 

 𝑧𝜔𝑧𝜔̅̅ ̅ = 𝑟2 ;   (𝑧𝜔 − 2𝑖)(𝑧𝜔̅̅ ̅ + 2𝑖) = 𝑟2 

 (𝑧𝜔 +
3√3

2
−

3

2
𝑖) (𝑧𝜔̅̅ ̅ +

3√3

2
+

3

2
𝑖) = 𝑟2 

𝑧𝜔استنتج أنّ :  .ب − 𝑧𝜔̅̅ ̅ = 2𝑖  و𝑧𝜔 + 𝑧𝜔̅̅ ̅ =
−4√3

3
 

 .𝑟وقيمة  𝜔قطة لاحقة الن 𝑧𝜔استنتج  .ج
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,𝑂)نعتبر في المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط ،𝐼و 𝐵 ، 𝐴 

𝑧𝐴 لواحقها على الترتيب: = −2  ،𝑧𝐵 = −1 + 𝑖  ،𝑧𝐼 = 𝑖 . 

𝑧حيث  𝑧من أجل كل عدد مركّب  ≠ ′𝑧، نضع :  2− =
𝑖𝑧+𝑖+1

𝑧+2
صورة العدد  𝑀، حيث  

 ′𝑧صورة العدد المركّب  ′𝑀و  𝑧المركّب 

′𝑧أ.  تحقق من أنّ :  .1 =
𝑖(𝑧+1−𝑖)

𝑧+2
 

 ′𝑀النقطة فإنّ  [𝐴𝐵]محور القطعة  (∆)تنتمي إلى  𝑀بيّن أنّه إذا كانت النقطة  .ب

 يطُلب تعيين عناصرها (𝐶)تنتمي إلى دائرة 

 تخيليا صرفا ′𝑧من المستوي بحيث يكون  𝑀(𝑧)عة النقط مجمو (𝐸)طبيعة عيّن  .ج

′𝑧أ.  تحقق من أنّ :  .2 − 𝑖 =
1−𝑖

𝑧+2
 

′𝐼𝑀أنّ : استنتج  .ب × 𝐴𝑀 = ; 𝑢⃗)وأنّ  2√ 𝐼𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) + (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

 1ونصف القطر  𝐴ذات المركز  (𝛤)تنتمي إلى الدائرة  𝑀بيّن أنّه إذا كانت النقطة  .ج

 يطُلب تعيينهاتنتمي إلى مجموعة  ′𝑀النقطة  فإنّ 

𝑧𝐸ذات اللاحقة  𝐸لتكن النقطة  .3 = −
3

2
+ 𝑖

√3

2
 

; 𝑢⃗)ثم بيّن أنّ  (𝛤)الدائرة تنتمي إلى  𝐸بيّن أنّ النقطة  .أ 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

 .𝐸المرفقة بالنقطة  ′𝐸أنشئ النقطة  2باستعمال نتائج السؤال  .ب

 

 
 .89التمرين 

𝑟 عدد حقيقي موجب تماما و𝜃  عدد حقيقي حيث𝜃 ∈ [0; 𝜋] 

𝑧0: نعتبر الأعداد المركّبة  = 𝑟(− cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)  ،𝑧1 = 𝑟2(sin 𝜃 + 𝑖 cos 𝜃)  ،

𝑧2 = √3(1 + 𝑖) 

 على الشكل المثلثي  𝑧1 ، 𝑧0 و𝑧2اكتب الأعداد  .1

𝑧1بحيث يكون :  𝜃و 𝑟لحقيقيين عيّن العددين اأ.    .2 = 𝑧0̅  

) العدد بحيث يكون 𝑛عيّن عندئذ قيم العدد الطبيعي  .ب
𝑧0

𝑧1
)
𝑛

 حقيقيا  

𝑟نفرض  .3 = 𝜃و  1 =
𝜋

3
  

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركّب نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط ال 

𝐶, 𝐵, 𝐴 رتيب :لواحقها على الت 𝑧0 ، 𝑧1   و𝑧2 . 

;𝐴)}مرجح الجملة  𝐺لاحقة النقطة  𝑧𝐺 عيّن .أ 2), (𝐵; 2), (𝐶;−1)} 
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من المستوي حيث :                        𝑀مجموعة النقط  (𝛤)عيّن طبيعة  .ب

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 3 
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بحيث :                                                               𝑎 و𝑏عيّن العددين الحقيقيين  .1

(𝑏 − 𝑖)2 = 2 − 2𝑖√3 و  (𝑎 − 𝑖)2 = 2 + 2𝑖√3 

𝑧2مجموعة الأعداد المركبّة المعادلة :  حل في أ. .2 − 4𝑧 + 16 = 0 

𝑧4المعادلة : حلول  𝐶المجموعة  ب. استنتج في − 4𝑧2 + 16 = 0 

𝑦𝑘مركّب المعرّف كما يلي : نعتبر العدد ال .3 = (
1

4
+

√3

4
𝑖)

𝑘

− (
1

4
−

√3

4
𝑖)

𝑘

  ،

 عدد صحيح. 𝑘حيث 

𝑦𝑘بيّن أنّ  .أ =
1

2𝑘−1
𝑖 sin

𝑘𝜋

3
𝑦2013، ثمّ استنتج أنّ   = 0  

عدد طبيعي يطُلب  𝛼حيث  𝛼𝑖√على الشكل  22017𝑦2017اكتب العدد  .ب

 تعيينه.

,𝑂) ستوى المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسالم .4 𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط 

𝐶و 𝐵 ، 𝐴  التي لواحقها على الترتيب  𝑧𝐴 = 2 + 2𝑖√3  ،𝑧𝐵 = 2 − 2𝑖√3 

𝑧𝐶و = 5 + 22017𝑦2017 

𝑧𝐶تحقق أنّ  .أ =
3

2
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 

بيّن أنّ :  .ب
𝑧𝐵−𝑧𝐶

𝑧𝐴−𝑧𝐶
= 22017𝑦2017  ثمّ عيّن طبيعة التحويل النقطي ،𝑓        

 معينا عناصره المميزة وعبارته المركّبة 𝐵إلى  𝐴الذي يحوّل النقطة 

𝑧0النقطة ذات اللاحقة  𝐴0لتكن  .5 = √3 − 𝑖  ومن أجل كل عدد طبيعي𝑛  :

𝐴𝑛+1 = 𝑓(𝐴𝑛)  حيث𝑧𝑛  لاحقة𝐴𝑛 نعتبر المتتالية .(𝑢𝑛)  :المعرّفة كما يلي

𝑢0 = 𝐴0𝐴1  ومن أجل كل عدد طبيعي𝑛  :𝑢𝑛 = 𝐴𝑛𝐴𝑛+1 

 𝑞وأساسها  𝑢0متتالية هندسية يطُلب تحديد حدهّا الأول (𝑢𝑛) بيّن أنّ  .أ

 حيث : 𝑆𝑛، ثمّ احسب المجموع  𝑛بدلالة  𝑢𝑛استنتج عبارة  .ب

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 

 :  𝑛برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .ج

𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛]

𝑛+1
4
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-I  نعتبر في مجموعة الأعداد المركّبةℂ  ، المعادلة ذات المجهول𝑧  والوسيط𝛼  التالية: 

𝑧3 − (4 + 𝛼𝑖)𝑧2 + (13 + 4𝛼𝑖)𝑧 − 13𝛼𝑖 = 0… (𝐸) 

 يطُلب تعيينهتقبل حلا تخيليا صرفا  (𝐸)بيّن أنّ المعادلة  .1

المعادلة :                         (𝐸)حيث تكافئ المعادلة  𝑎 و𝑏عيّن العددين الحقيقيين  .2

(𝑧 − 𝛼𝑖)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

 (𝐸)المعادلة  ℂحل في  .3

-II  وي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس المستفي(𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، نعتبر النقط 

𝐺و 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي  : 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅ ، 𝑧𝐵 = 2 + 3𝑖 ، 𝑧𝐴 = 𝛼𝑖 

𝑧𝐺و  = 5 

، نسبته  𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه  𝐵صورة  𝐸لاحقة النقطة بيّن أنّ  .1
√2

2
زاويته و 

𝜋

4
 

𝑧𝐸هي :  = (
𝛼−1

2
) + 𝑖 (

5+𝛼

2
) 

 [𝐴𝐵]منتصف  𝐼الذي مركزه  𝑟بالدوران  𝐺صورة  𝐹لاحقة النقطة  𝑧𝐹يّن ع .2

−وزاويته 
𝜋

2
 

𝑧𝐺احسب  .3 − 𝑧𝐴  و𝑧𝐹 − 𝑧𝐸  ّاكتب العدد ثم
𝑧𝐺−𝑧𝐴

𝑧𝐹−𝑧𝐸
 ؟نتجستماذا ت الأسّي. هعلى شكل 

أ. بينّ أنّ :  .4
𝑧𝐹−𝑧𝐸

𝑧𝐴−𝑧𝐸
=

(2𝛼
2
−12𝛼+50)+𝑖(2𝛼

2
−10)

(1−𝛼)
2
+(𝛼−5)

2 

 في استقامية 𝐸 ، 𝐴 و𝐹 التي تكون من أجلها النقط 𝛼عيّن قيمتي  .ب

       (𝛤)تنتمي إلى الدائرة  𝐴بينّ أنّ المتحصل عليمها سابقا ،  𝛼من أجل قيمتي  .ج

  [𝐵𝐶]ي قطرها الت

 .𝐴𝐵𝐶استنتج في هذه الحالة طبيعة المثلث  .د
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 حيث :  𝑧1 و𝑧2ليكن العددان المركبان 

(0 < 𝛼 <
𝜋

2
) 𝑧2 و  =

1

𝑧1 sin 𝛼
𝑧1 و  =

1

tan𝛼
+ 𝑖 

 𝑧1 و𝑧2احسب طويلة وعمدة كلا من  .1

𝑧2بيّن أنّ  .2 = 𝑧1̅ sin 𝛼  ثمّ استنتج العددين ،𝑧2و 𝑧1  حيث𝑧2 × 𝑧1 = 2 

𝛼نضع:  .3 =
𝜋

4
)حتى يكون  𝑛. عيّن العدد الطبيعي 

𝑧1

√2
)
𝑛

− (𝑧2)
𝑛 حقيقي سالب 
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ℝالمعرّفة على  𝑓لتكن الدالة  .4 − {
𝜋

2
+ 𝑘𝜋}  و(𝐶𝑓)  : تمثيلها البياني حيث

𝑓(𝑥) =
sin𝑥

cos3 𝑥
 

 ، ثمّ استنتج مجال دراستها 𝜋فردية ودورية دورها  𝑓بيّن أنّ الدالة  .أ

;𝜋−]على المجال  (𝐶𝑓)، ثمّ أنشئ المنحنى  𝑓ادرس تغيّرات  الدالة  .ب 𝜋] 

، محور الفواصل والمستقيمين  (𝐶𝑓)احسب مساحة الحيّز المحددّ بالمنحنى  .ج

𝑥 = −
𝜋

4
𝑥 و =

𝜋

4
. 
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 حيث : 𝑃(𝑧)، كثير الحدود  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − (3 + 2√3)𝑧2 + (7 + 4√3)𝑧 − (5 + 2√3) 

𝑃(𝑧)حيث :  𝑎 و𝑏عيّن العددين الحقيقيين  .أ = (𝑧 − 1)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .ب = 0 

,𝑂)المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  المستوي المركّبفي  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، نعتبر النقط

𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي : 

  𝑧𝐶 = 1 + √3 + 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 1 + √3 − 𝑖 ، 𝑧𝐴 = 1   

اكتب العدد  .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
 𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث المثلثي على الشكل  

𝑧𝜔هي  𝐴𝐵𝐶المحيطة بالمثلث  (𝛾)مركز الدائرة  𝜔أنّ لاحقة  بيّن .ب = 1 +
2√3

3
 

|من المستوي حيث :  𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (𝐸)عيّن  .ج
𝑧𝐶−𝑧

𝑧𝐵−𝑧
| = 1 

cosأ. احسب  .3 𝜃  : حيث𝜃 = (𝜔𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝜔𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

  𝐵إلى  𝐴 طةويحوّل النق 𝜔الذي مركزه 𝑅 المركّبة للدوران عبارة ب. اكتب ال

حيث :                    𝑀′(𝑧′)النقطة  𝑀(𝑧)نقطة الذي يرفق بكل  𝑇التحويل  كن يل .4

𝑧′ = (−
√3

2
−

1

2
𝑖) 𝑧̅ + (

3

2
+ √3) + (−

√3

2
− 1) 𝑖 

𝑇بيّن أنّ  = 𝑅𝑜𝑡  حيث𝑡 .تحويل نقطي يطُلب تعيينه 
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3التربيعيين للعدد المركّب  عيّن الجذرين .1 − 4𝑖 

2. 𝑐و 𝑏 ، 𝑎 ثلاثة أعداد مركّبة تشكل بهذا الترتيب حدودا متتابعة لمتتالية حسابية 

}حيث :  𝑏 ، 𝑎 و𝑐عيّن الأعداد المركّبة  .أ
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 + 6𝑖
𝑎. 𝑏. 𝑐 = −30 + 18𝑖

 

𝑟نفرض  .ب = 2 − 𝑖و 𝑢0 = 3𝑖 .38رتبة الحدّ الذي قيمته  عيّن − 16𝑖 
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41 
 

,𝑂)توي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس المسفي  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، نعتبر النقط

𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي  : 𝑧𝐶 = 4 + 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 2 + 2𝑖 ، 𝑧𝐴 = 3𝑖   

 في استقامية 𝐵 ، 𝐴 و𝐶النقط بيّن أنّ  .أ

 𝑂بالنسبة إلى  𝐵نظيرة  𝐷 ةالنقط يّن لاحقةع .ب

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  𝐷صورة  𝐹ة نقطال يّن لاحقةع .ج  ⃗ 

𝑖𝑧|من المستوي حيث 𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (∆)يّن ع .د + 3| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| 

ونسبته  𝐴الذي مركزه  ℎبالتحاكي  (∆)صورة  (′∆)معادلة يّن ع .ه
1

2
 

−وزاويته  𝐷الذي مركزه  𝑟اكتب العبارة المركّبة للدوران  .و
𝜋

3
. 
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 التالية : 𝑧ذات  المجهول  (𝐸)نعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة المعادلة 

(𝐸): 𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 + 3 − 3𝑖 = 0

𝑧1أنّ تحققّ  .1 = −1 − 𝑖  حل للمعادلة(𝐸)  ثمّ استنتج الحل الثاني ،𝑧2 

𝑃(𝑧)نضع :  .2 = 𝑧3 − 2(1 + 𝑖)𝑧2 + 3𝑖𝑧 + 9𝑖 − 9 

 𝑃(𝑧)حقيقيا يطُلب تعيينه ، ثمّ حلل  يقبل حلا 𝑃(𝑧)بيّن أنّ  .أ

𝑃(𝑧)استنتج حلول المعادلة  .ب = 0 

,𝑂)المستوي المركّب المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس في  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، نعتبر النقط

𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيبلواحقالتي  : 𝑧𝐶 = 3𝑖 ، 𝑧𝐵 = 3 ، 𝑧𝐴 = −1 − 𝑖   

𝑧𝐶|احسب كلا من  .أ − 𝑧𝐵|و|𝑧𝐶 − 𝑧𝐴|،|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| ما نوع المثلث .𝐴𝐵𝐶 ؟ 

}التي تحقق الجملة التالية :  𝐼 ةالنقط لاحقة 𝑧𝐼يّن ع .ب
|𝑧𝐼 − 𝑧𝐵| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|

|𝑧𝐼 − 𝑧𝐶| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|
 

 .𝐴𝐵𝐶احسب مساحة الدائرة المحيطة بالمثلث  .ج
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,𝑂)المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ). 

 𝐴ة النقطوتشمل  𝑂الدائرة ذات  المركز  (𝛤)و  2 ةلاحقذات  ال 𝐴 ةالنقطنعتبر 

𝛼: نضع  .1 = 1 + 𝑖√3 

𝛼2بيّن أنّ  .أ − 4𝛼 = 2𝛼̅ − 8 

 (𝛤)إلى الدائرة  انتنتمي 𝛼 و𝛼̅لاحقتاهما على الترتيب  𝐵 و𝐶 تينالنقطبيّن أنّ  .ب

 (𝛤)الدائرة و 𝐵 ، 𝐴 و𝐶النقط أنشئ  .ج
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عدد حقيقي ينتمي إلى المجال  𝜃حيث  2𝑒𝑖𝜃لاحقتها  (𝛤)الدائرة نقطة من  𝐷 لتكن .2

[−𝜋; 𝜋[  و𝐸  صورة𝐷  بالدوران𝑅  الذي مركزه𝑂  وزاويته
𝜋

3
 

𝑧𝐸هي  𝐸لاحقة برّر أنّ   = 𝛼𝑒𝑖𝜃 

 على الترتيب [𝐵𝐷] و[𝐶𝐸]منتصفا القطعتين  𝐹 و𝐺 نقطتانتكن الل .3

𝑧𝐹هما  𝐹 و𝐺لاحقة برّر أنّ  .أ =
𝛼

2
+ 𝑒𝑖𝜃  و𝑧𝐺 =

𝛼𝑒𝑖𝜃+𝛼̅

2
 على الترتيب 

.أ بيّن أنّ 1 باستعمال السؤال .ب
𝑧𝐺−2

𝑧𝐹−2
=

𝛼

2
 .𝐴𝐹𝐺واستنتج طبيعة المثلث  

 

 
 

 .97التمرين 

,𝑂) المستوي المركّب منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس 𝑢⃗ , 𝑣 )   

I- الأعداد المركّبة  يد إيجادنر𝑢  التي تحقق :𝑢2 = 21 − 20𝑖  

التالية :                                 𝑧حل للمعادلة ذات  المجهول المركّب  𝑢أنّ  تبثا .1

𝑧4 − 42𝑧2 + 841 = 0… (𝐸) 

𝑧2)تكافئ  (𝐸)بيّن أنّ  .2 + 29)2 − 100𝑧2 =  (𝐸)المعادلة  ℂ، ثمّ حل في  0

  𝑢استنتج قيم  .3

-II نقط نعتبر ال𝐷و 𝐶, 𝐵, 𝐴 : لواحقها على الترتيب 𝑧𝐴 = 2 − 𝑖 ، 𝑧𝐵 = 5 − 2𝑖   ، 

𝑧𝐶 = −3 + 𝑖  و𝑧𝐷 = −5 + 2𝑖 . 

 𝑧نقطة لاحقتها  𝑀، ولتكن  𝐷إلى  𝐶ويحوّل  𝐵إلى  𝐴يحوّل الذي  𝑓نعتبر التحويل 

 𝑓التحويل ب 𝑀صورة  ′𝑧لاحقتها ′𝑀 و

  𝑧بدلالة  ′𝑧اكتب  .1

 واذكر عناصره  𝑓عيّن طبيعة التحويل  .2

-III  المتتالية نعتبر(𝑢𝑛)  المعرّفة بـ𝑢0 = 𝑛 ،𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  0 = 2𝑢𝑛 + 1 

 أوليان فيما بينهما 𝑢𝑛+1 و𝑢𝑛، العددان  𝑛بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .1

 (𝑢𝑛)، حدود المتتالية  𝑓التحويل فسّر هندسيا باستعمال  .2

𝑛  ،𝑢𝑛بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .3 = 2𝑛 − 1 

𝑛حيث  𝑛 و𝑝أ. بيّن أنّه من أجل كل عددين طبيعيين غير معدومين  .4 ≥ 𝑝  : لدينا ،

𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + 2𝑝𝑢𝑛−𝑝 

𝑛ب. بيّن أنّه من أجل كل  ≥ 𝑝  ،𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) 

 

 
 

58



 .98التمرين 

𝛽بحيث :  𝛽المركّب  ليكن العدد .1 = 4√2( 1 + i) 

 على الشكل المثلثي 𝛽 العدداكتب  .أ

𝑧3المعادلة :  ℂالمجموعة  فيحل  .ب = 𝛽 …(1) 

 . برهن أنّ :(1)حلول المعادلة  𝑧2 ، 𝑧1 و𝑧3لتكن  .ج
𝑧1 × 𝑧2

𝑧3
2 =

𝑧2 × 𝑧3

𝑧1
2 =

𝑧1 × 𝑧3

𝑧2
2  

,𝑂) المستوى المركّب المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانسفي  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط 

𝐻و 𝐷 ، 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴  لواحقها على الترتيب  𝑧𝐴 = 𝛼  ،𝑧𝐵 = 1 +
𝛼−1

𝛼
𝑖        ،

𝑧𝐶 = 𝑖𝛼  ،𝑧𝐷 = −
1

𝛼
𝑖  و𝑧𝐻 = 1 + 𝑧𝐷  حيث𝛼  عدد حقيقي موجب تماما

 1يختلف عن 

𝑧𝐵أنّ تحقق  .أ − 𝑧𝐷 = 𝑧𝐷̅̅ ̅(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶)  ّبيّن أنّ :                 ، ثم

[
1

√2
(𝑧𝐵 − 𝑧𝐷)]

2016

= 𝑖𝑧𝐴 × 𝑧𝐷  

 متعامدان (𝐴𝐶) و(𝐵𝐷)استنتج أنّ المستقيمين  .ب

      𝐶ويحوّل  𝐵إلى  𝐴يحوّل الذي  𝑆المباشر لتشابه لعيّن العبارة المركّبة  .ج

 ، ثمّ جد عناصره المميّزة 𝐷إلى 

 متشابهان ، ثمّ جد علاقة بين مساحتيهما 𝑂𝐴𝐶 و𝐵𝐻𝐷بيّن أنّ المثلثين  .د

 التي تحقق :                                 𝑧 حقةلاذات  ال 𝑀 النقط عيّن مجموعة .3

arg(𝑧̅ + 𝑖𝛼) = −arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) + 2𝑘𝜋  حيث ،𝑘 ∈ ℤ 
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,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس المستوي المركّب  𝑢⃗ , 𝑣 ) 

-I  نعتبر النقط𝐼و 𝐵 ، 𝐴  ها على الترتيباحقلوالتي  : 𝑧𝐵 = −3 ، 𝑧𝐴 = 3 + 2𝑖 

𝑧𝐼 و    = 1 − 2𝑖  

اكتب العدد  .1
𝑧𝐼−𝑧𝐴

𝑧𝐼−𝑧𝐵
 𝐼𝐴𝐵على الشكل الأسّي ، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  

  2نسبته و 𝐴الذي مركزه  ℎ بالتحاكي 𝐼صورة  𝐶لاحقة النقطة  𝑧𝐶احسب  .2

,𝐴)}مرجح الجملة  𝐷نقطة لاحقة ال 𝑧𝐷عيّن  .3 1); (𝐵, −1); (𝐶, 1)} 

 مربّع 𝐴𝐵𝐶𝐷بيّن أنّ الرباعي  .4

من المستوي حيث :                                    𝑀مجموعة النقط  (𝛤)عيّن  .5

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

59



-II 𝐸 3ة لاحقتها نقط𝑖 و𝑓  التحويل التي يرفق بكل نقطة𝑀 ات  اللاحقة ذ𝑧  حيث𝑀 ≠ 𝐸  ، 

′𝑧حيث :  ′𝑧ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة       =
3𝑖𝑧−7

𝑧−3𝑖
 

𝑧)انشر  .1 − 7𝑖)(𝑧 + 𝑖)  ثمّ بيّن أنّ للتحويل ،𝑓  نقطتان صامدتان𝐾و 𝐹  يطُلب

 تعيين لاحقتيهما

 ′𝑀، و 𝐹 و𝐾تختلف عن  (𝛾)نقطة من  𝑀،  [𝐹𝐾]الدائرة التي قطرها  (𝛾)لتكن  .2

 𝑓بالتحويل  𝑀صورة 

𝑧هي  𝑀برّر أنّ لاحقة النقطة  .أ = 3𝑖 + 4𝑒𝑖𝜃  حيث𝜃 ∈ ℝ 

′𝑀، ثمّ استنتج أنّ  𝜃بدلالة  ′𝑧اكتب  .ب ∈ (𝛾) 

′𝑧برهن أنّ  .ج = −𝑧̅  واستنتج الإنشاء الهندسي للنقطة𝑀′ 

𝑟حيث  𝑟ونصف قطرها  𝐸الدائرة التي مركزها  (𝜎)لتكن  .3 > 0 

 .𝑓بالتحويل  (𝜎)صورة  (′𝜎)عيّن 
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𝑧3المعادلة :  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 − 4𝑧2 + 8𝑧 − 8 = 0 

,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس المستوي المركّب  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

𝑧𝐵 :  ها على الترتيبلواحقالتي  𝐵 ، 𝐴 و𝐶نعتبر النقط  = 1 + 𝑖√3 ، 𝑧𝐴 = 2 

𝑧𝐶 و      = 1 − 𝑖√3   

د اعدالأاكتب  .أ
𝑧𝐵

𝑧𝐶
𝑧𝐶 و  ، 𝑧𝐵 على الشكل الأسّي 

)التي يكون من أجلها العدد  𝑛عيّن قيم العدد الطبيعي  .ب
𝑧𝐵

𝑧𝐶
)
𝑛

 حقيقيا 

𝑧𝐵يكون :  𝑛بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي فردي  .ج
3𝑛 + 𝑧𝐶

3𝑛 + 23𝑛+1 = 0  

 .𝑂𝐵𝐴𝐶، ثمّ عيّن طبيعة الرباعي  𝐵 ، 𝐴 و𝐶النقط أنشئ  .د

حيث :  ′𝑧ذات  اللاحقة  ′𝑀النقطة  ، 𝑧من المستوي ذات  اللاحقة  𝑀نرفق بكل نقطة  .3

𝑧′ =
𝑧𝐴𝑧̅−𝑧𝐶

𝑧̅−𝑧𝐶
 

حيث :                 من المستوي 𝑀 نقطمجموعة ال (𝐷)عيّن ثمّ أنشئ  .أ

(𝑧 − 𝑧𝐵)(𝑧̅ − 𝑧𝐶) = 1 

′𝑧تحقق أنّ :  .ب = 𝑧𝐴 +
𝑧𝐶

𝑧̅−𝑧𝐶
 

تنتمي إلى دائرة  ′𝑀نقطة فإنّ ال (𝐷)تنتمي إلى  𝑀نقطة بيّن أنّه إذا كانت ال .ج

(𝛤) .يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها 
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 ع ت( 8002)بكالوريا  .1التمرين 

𝑧2المعادلة :  Cحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1 − (1 + 2𝑖)𝑧 − 1 + 𝑖 = 0 

|𝑧1|حيث : 2zو  1zنرمز للحلين  < |𝑧2|: بيّن أن .(
𝑧1

𝑧2
)
2008

 عدد حقيقي. 

; 𝑜)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗  ; 𝑣 )  ولتكن النقطA  ،B   وC 

                              . 2zو  1z،  1من المستوي التي لاحقاتها على الترتيب هي : 

𝑍ليكن العدد المركب و =
𝑧2−1

𝑧1−1
. 

𝑒𝑖𝜃انطلاقا من التعريف : .أ = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃  : و من الخاصية

𝑒𝑖(𝜃1+𝜃2) = 𝑒𝑖𝜃1 × 𝑒𝑖𝜃2  حيث ،1  2و  .أعداد حقيقية           

𝑒−𝑖𝜃برهن أن : =
1

𝑒𝑖𝜃
و      

𝑒𝑖𝜃1

𝑒𝑖𝜃2
= 𝑒𝑖(𝜃1−𝜃2). 

 على الشكل الأسي. Zأكتب العدد  .ب

بتشابه  Bهي صورة النقطة  Cعلى الشكل المثلثي و استنتج أن النقطة  Zأكتب  .ج

 ، يطُلب تعيين عناصره. Aمباشر مركزه 

 
 ع ت( 8002)بكالوريا  .2التمرين 

𝑧2المعادلة :  Cحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1 + 𝑖𝑧 − 2 − 6𝑖 = 0 

;𝑂)نعتبر في المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ ; 𝑣 )  النقطتينA  وB  

𝑧𝐴اللتين لاحقتاهما على الترتيب هما :  = 2 + 𝑖  و𝑧𝐵 = −2 − 2𝑖 . 

 [.ABالتي قطرها ] )(مركز الدائرة  لاحقة النقطة  zعيّن 

𝑧𝑐النقطة التي لاحقتها  Cلتكن  .3 =
4−𝑖

1+𝑖
 Cعلى الشكل الجبري ثمّ أثبت أن  𝑧𝑐. أكتب 

 .()تنتمي إلى 

و زاويته  )k (k ،> 0و نسبته  z0M)0(الذي مركزه  Sبرهن أن عبارة التشابه المباشر  .4

 و الذي يرفق بكل نقطةM(z)  النقطةM'(z') : هي ،𝑧′ − 𝑧0 = 𝑘𝑒
𝑖𝜃(𝑧 − 𝑧0). 

                المعرّف بالعبارة : Sتطبيق : عيّن الطبيعة و العناصر المميزة للتحويل  .5

𝑧′ +
1

2
𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋

3(𝑧 +
1

2
𝑖). 

 
 ت ر( 8002)بكالوريا  .3التمرين 

 المعادلة )*( المعرفة كما يلي : Cمجموعة الأعداد المركبة لتكن في 

𝑧3 + (2 − 4𝑖)𝑧2 − (6 + 9𝑖)𝑧 + 9(−1 + 𝑖) = 0 

 هو حل للمعادلة )*( i= 3 0zبيّن أن  .1

على الشكل الأسي حيث : 2zو  0z  ،1zالمعادلة )*( ثمّ اكتب حلولها  Cحل في  .2

|𝑧1| < |𝑧2| . 
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على الترتيب في مستو منسوب  2zو  0z  ،1zصور الحلول  Cو   A ،Bلتكن النقط  .3

;𝑜)إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ ; 𝑣 ) . 

;𝐴)}مرجح الجملة  Gعيّن النقطة  1), (𝐵; 1), (𝐶;−1)}. 

𝐴𝑀2من المستوي حيث : M( للنقط Eعيّن المجموعة ) .4 + 𝐵𝑀2 − 𝐶𝑀2 = −13 .

 (.E( ثمّ أنشئ )Eتنتمي إلى ) Aبيّن أن النقطة 

( بالتحاكي Eعلى استقامة واحدة ثمّ عيّن صورة المجموعة ) Gو  O  ،Bتحققّ أن النقط  .5

 ، محددا عناصره المميزة. Gإلى  Bو يحوّل  Oالذي مركزه 

 
 ت ر( 8002)بكالوريا  .4التمرين 

r  عدد حقيقي موجب تماما و.عدد حقيقي كيفي 

                       : zالمعادلة ذات المجهول  Cحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1

𝑧2 − 2𝑖 (𝑟 cos
𝜃

2
) 𝑧 − 𝑟2 = 0 

 أكتب الحلين على الشكل الأسي.

;𝑜)في المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .2 𝑢⃗ ; 𝑣 )  نعتبر النقطتين

A  وB   صورتي حلي المعادلة. عيّن  حتى يكون المثلثOAB متقايس الأضلاع. 

 
 ر( 8002)بكالوريا  .5التمرين 

;𝑜)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  𝑢⃗ ; 𝑣 ) نعتبر النقطتين .A  وB  اللتين

3√لاحقتيهما  − 𝑖  3√و + 3𝑖 .على الترتيب 

، ثمّ عيّن  Bإلى  Aو يحوّل  Oالذي مركزه  Sأكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر  .1

 زاويته و نسبته

و من أجل كل عدد  A 0A =نعرّف متتالية النقط من المستوي المركب كما يأتي :  .2

n  ،𝐴𝑛+1طبيعي  = 𝑆(𝐴𝑛) نرمز إلى لاحقة .𝐴𝑛  بالرمز𝑧𝑛 

 𝐴2و  𝐴0  ،𝐴1أنشئ في المستوي المركب النقط  .أ

𝑧𝑛برهن أنّ :  .ب = 2(√3)
𝑛
𝑒𝑖(

𝑛𝜋

2
−
𝜋

6
)

 

          𝐴𝑛التي تنتمي من أجلها النقطة  nعيّن مجموعة الأعداد الطبيعية  .ج

 (𝑂𝐴1)إلى المستقيم 

𝑢0المعرّفة كما يلي :  (𝑢𝑛)نعتبر المتتالية  .3 = 𝐴0𝐴1  و𝑢𝑛 = 𝐴𝑛𝐴𝑛+1  من أجل

 nكل عدد طبيعي 

 qو أساسها  𝑢0هندسية يطُلب تحديد حدها الأول  (𝑢𝑛)المتتالية بيّن أنّ  .أ

 nبدلالة  𝑢𝑛استنتج عبارة  .ب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛 ، المجموع nأحسب بدلالة  .ج = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛  ،     

limثمّ احسب 
𝑛→∞

𝑆𝑛 
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 ر( 8002)بكالوريا  .6التمرين 

                    المعرّف كما يلي : 𝑃(𝑧)نعتبر في مجموعة الأعداد المركبة كثير الحدود 

𝑃(𝑧) = 2𝑧4 − 2𝑖𝑧3 − 𝑧2 − 2𝑖𝑧 + 2 

فإنّ  𝑃(𝑧)جذرا لكثير الحدود  𝛼بيّن أنّه إذا كان  .1
1

𝛼
 جذر له أيضا 

1تحققّ أنّ  .2 + 𝑖  جذر لكثير الحدود𝑃(𝑧) 

𝑃(𝑧)المعادلة  ℂحل في  .3 = 0 

 أكتب الحلول على الشكل الأسي .4

النقط من المستوي المركب المنسوب إلى معلم متعامد متجانس  A  ،B  ،C  ،Dلتكن  .5

(𝑂; 𝑢⃗ , 𝑣 )   1و التي لاحقاتها على الترتيب + 𝑖  ،−1 + 𝑖  ،−
𝑚

2
−
𝑚

2
𝑖           ،

𝑚

2
−
𝑚

2
𝑖  حيث ،m  .عدد حقيقي 

  عيّنm  حتى يكون الرباعيABCD مربعا. 

 
 ع ت( 8002)بكالوريا  .7التمرين 

P(z)  : كثير حدود مركب حيث𝑃(𝑧) = (𝑧 − 1 − 𝑖)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) 

𝑃(𝑧)المعادلة :  Cحل في المجموعة  .1 = 0 

𝑧1نضع  .2 = 1 + 𝑖      و𝑧2 = 1 − √3𝑖. 

 على الشكل الأسي. 2zو  1zأكتب العددين  .أ

أكتب العدد  .ب
𝑧1

𝑧2
 على الشكل الجبري ثمّ الشكل الأسي. 

𝑐𝑜𝑠استنتج القيمة المضبوطة لكل من  .ج
7𝜋

12
𝑠𝑖𝑛و  

7𝜋

12
. 

3. n  عدد طبيعي. عيّن قيمn  بحيث يكون العدد(
𝑧1

𝑧2
)
𝑛

 حقيقيا.  

)أحسب قيمة العدد .4
𝑧1

𝑧2
)
456

. 

 
 ع ت( 8002)بكالوريا  .8التمرين 

𝑧2المعادلة :  Cحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1 − 2𝑧 + 4 = 0 

 .2zو  1zنرمز لحلي المعادلة  .2

 على الشكل الأسي. 2zو  1zأكتب العددين  .أ

𝑧𝐴النقط من المستوي التي لواحقها على الترتيب:  Cو A  ،B .ب = 1 − 𝑖√3 ،

𝑧𝐵 = 1 + 𝑖√3  و𝑧𝐶 =
1

2
(5 + 𝑖√3).  أحسب الأطوالAB  ،AC وBC ،

 .ABCثمّ استنتج طبيعة المثلث 

𝑍حيث : Zجد الطويلة و عمدة للعدد المركب  .ج =
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐵
. 
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 .kعدد حقيقي من أجل كل عدد طبيعي  k3zثمّ استنتج أن العدد  6zو  z 3أحسب .د

 
 ت ر( 8002)بكالوريا  .9التمرين 

𝑧2المعادلة: Cحل في  .1 − 2𝑧 + 2 = 0 

𝑧̅)حلول المعادلة :  Cاستنتج في  .2 + 3)2 − 2(𝑧̅ + 3) + 2 = 0 

;𝑜)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس  .3 𝑢⃗ ; 𝑣 ) نعتبر النقط .A ، B  وM    

1التي لواحقها  + 𝑖 ، 1 − 𝑖  وz .على الترتيب 

𝑧من المستوي حيث : Mمجموعة النقط  )(عيّن  .أ = 1 − 𝑖 + 𝑘𝑒𝑖
5𝜋

 kعندما  4

 . R+يمسح 

𝑧|من المستوي حيث : Mمجموعة النقط  (E)عيّن  .ب − 1 + 𝑖| = |𝑧 − 1 − 𝑖| . 

 
 ت ر( 8002)بكالوريا  .10التمرين 

𝑧2المعادلة:  Cحل في المجموعة  .1 − 6𝑧 + 18 = 0. 

 .i3 -= 3  1zحيث : 1zليكن العدد المركب  .2

 على الشكل الأسي. 1zأكتب  .أ

𝑧1و عمدة له حيث : 3zأحسب طويلة العدد  .ب × 𝑧3 = 6(cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
). 

cosاستنتج 
𝜋

12
sinو  

𝜋

12
. 

;𝑜)نعتبر في المستوي المزوّد بمعلم متعامد و متجانس  .3 𝑢⃗ ; 𝑣 )  النقطA  ،B  وC  التي

و  3i  ،3 - 3i + 3لواحقها 
√2

2
+ 𝑖

√6

2
 على الترتيب. 

 حتى تقبل الجملة المثقلة : عيّن قيم العدد الحقيقي  .أ

{(𝐴; 1), (𝐵;−1), (𝐶; 𝛼)}  مرجحا نرمز لهG. 

 .*Rفي  لما يتغير  Gعيّن مجموعة النقط  .ب

 
 ر( 8002)بكالوريا  .11التمرين 

𝑓(𝑧)حيث :  𝑓(𝑧)العدد المركب  1يختلف عن  𝑧نرفق بكل عدد مركب  =
𝑧−𝑖

𝑧−1
 

                                              المعادلة : ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1

(45 + 45𝑖)𝑓(𝑧) = 23 + 45𝑖 − 2𝑧 

في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  𝑧العدد المركب صورة  Mلتكن  .2

(𝑂; 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

 عددا حقيقيا سالبا تماما 𝑓(𝑧)بحيث يكون  Mعين مجموعة النقط  .أ

|𝑓(𝑧0)|بحيث :  𝑧0العدد المركب أحسب  .ب = 𝐴𝑟𝑔(𝑓(𝑧0))و  1 =
3𝜋

2
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على  i  ،𝑧0،  1صور الأعداد المركبة  A  ،B   ،Cفي المستوي المركب نعتبر النقط  .3

 الترتيب

 ؟ ABCما نوع المثلث  .أ

، و استنتج طبيعة  (AB)بالنسبة إلى المستقيم  Cنظيرة  Dعيّن النقطة  .ب

 .ADBCالرباعي 

 
 ع ت( 8000)بكالوريا  .12التمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقطتينA  وB  اللتين

𝑧𝐴لاحقتيهما على الترتيب :  = 1 + 𝑖  و𝑧𝐵 = 3𝑖 

 𝑧𝐵و  𝑧𝐴أكتب على الشكل الأسي  .1

 ′𝑧لاحقتها  ′𝑀النقطة  𝑧لاحقتها  𝑀التشابه المباشر الذي يرفق بكل نقطة  𝑆ليكن  .2

′𝑧حيث:  = 2𝑖𝑧 + 6 + 3𝑖 

 Sعيّن العناصر المميزة للتشابه المباشر  .أ

 Sبالتشابه المباشر  Aصورة النقطة  Cلاحقة النقطة  𝑧𝐶عيّن  .ب

 ABCطبيعة المثلث استنتج  .ج

;𝐴)}مرجح الجملة  Dلتكن  .3 2), (𝐵;−2), (𝐶; 2)} 

  Dلاحقة النقطة  𝑧𝐷عيّن  .أ

 ABCDطبيعة الرباعي عيّن مع التبرير  .ب

مجموعة  (∆)، و لتكن  zلاحقتها  Dو عن  Bنقطة من المستوي تختلف عن  Mلتكن  .4

التي يكون من أجلها  zذات اللاحقة  Mالنقط 
𝑧𝐵−𝑧

𝑧𝐷−𝑧
 عددا حقيقيا موجبا تماما 

𝑧𝐸ذات اللاحقة  Eتحقق أن النقطة  .أ = 6 + 3𝑖  تنتمي إلى(∆) 

أعط تفسيرا هندسيا لعمدة العدد المركب  .ب
𝑧𝐵−𝑧

𝑧𝐷−𝑧
 .(∆). عيّن حينئذ المجموعة 

 
 ع ت( 8000)بكالوريا  .13التمرين 

𝑧²المعادلة :  ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1 − 6𝑧 + 18 = ، ثمّ اكتب  0

 الحلين على الشكل الأسي

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  نعتبر النقط ،A  ،

B  ،C  وD  : لاحقاتها على الترتيب𝑧𝐴 = 3 + 3𝑖  ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅  ،𝑧𝐶 = −𝑧𝐴        

𝑧𝐷و  = −𝑧𝐵 

 مبدأ المعلم Oتنتمي إلى نفس الدائرة ذات المركز  Dو  A  ،B  ،Cبيّن أنّ النقط  .أ

 Bإلى النقطة  Aو يحوّل النقطة  Oالذي مركزه  Rعيّن زاوية للدوران  .ب

 Dو  B  ،Oفي استقامية و كذلك النقط  Cو  A  ،Oبيّن أنّ النقط  .ج

 .ABCDاستنتج طبيعة الرباعي  .د
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 ت ر( 8000)بكالوريا  .14التمرين 

𝑧)المعادلة :  ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة  .1 − 3 + 2𝑖)(𝑧2 + 6𝑧 + 10) = 0  

;𝑂)علّم في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  نعتبر النقط ،

𝐷 ،𝐶 ،𝐴 وI  : ذات اللاحقات𝑧𝐴 = 3 − 2𝑖  ،𝑧𝐶 = −3 + 𝑖  ،𝑧𝐷 = −3 − 𝑖 

𝑧𝐼و  =  على الترتيب 1

3. z  : عدد مركب يحقق الجملة{
𝑎𝑟𝑔(𝑧 − 3 + 2𝑖) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧 − 1) +

𝜋

2

|𝑧 − 3 + 2𝑖| = |𝑧 − 1|
 

بيّن أنّ الجملة تكافئ:  .أ
𝑧−3+2𝑖

𝑧−1
= 𝑖  ثمّ عيّن قيمة ،z 

𝑧𝐵النقطة التي لاحقتها  B .ب = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗، تحقق أنّ :  3  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗ . ما هي طبيعة ⃗ 

 ؟ ABCDالرباعي 

𝑧𝐽حيث :   𝑧𝐽النقطة التي لاحقتها  Jلتكن  .ج = 1 − 2𝑖  أكتب على الشكل .

𝑍حيث :  Zالأسي العدد المركب  =
𝑧𝐴−𝑧𝐼

𝑧𝐵−𝑧𝐽
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗. تحقق أنّ :   ⃗ = 𝐽𝐼⃗⃗⃗   .       

 ؟ ABIJما هي طبيعة الرباعي 

 
 ت ر( 8000)بكالوريا  .15التمرين 

𝑎حيث :  aأ.  أكتب على الشكل الأسي العدد المركب        .1 = −2 + 2𝑖√3 

           : Zالمعادلة ذات المجهول  ℂحل في مجموعة الأعداد المركبة  .ب

z2 = −2 + 2i√3  

;𝑂)ينسب المستوي إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  .A  ،B  ،C   النقط التي

𝑧𝐴لاحقاتها :  = −2  ،𝑧𝐵 = −1 − √3𝑖  ،𝑧𝐶 = 1 + √3𝑖 .على الترتيب 

 حسب طويلة العدد المركبا .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
 و عمدة له  

 ABCاستنتج طبيعة المثلث  .ب

𝑎𝑟𝑔(𝑧̅حيث :  zذات اللاحقة  Mمجموعة النقط  (𝐸)لتكن  .3 + 2) =
𝜋

3
 

 (𝐸)تنتمي إلى  Bتحقق أن  .أ

 .(𝐸)عيّن المجموعة  .ب

 
 ر( 8000)بكالوريا  .16التمرين 

𝑧3المعادلة:  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركبة  − 3z2 + 3z − 9 = 0… (𝐸)  

بحيث ، من أجل  a  ،b  ،c، ثمّ عيّن الأعداد الحقيقية  (E)حل للمعادلة  3أ. تحقق أنّ    .1

𝑧3فإنّ:     zكل عدد مركب  − 3z2 + 3z − 9 = (𝑧 − 3)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 

 (E) المعادلة ℂحل في  .ب
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;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط .A  ،B  ،C  

𝑧𝐴صور الأعداد المركبة :  = 3 ، 𝑧𝐵 = 𝑖√3  ،𝑧𝐶 = −𝑖√3 . 

 متقايس الأضلاع ABCبيّن أنّ المثلث 

3. D  النقطة التي لاحقتها𝑧𝐷 = 2𝑒
𝑖
5𝜋

وزاويته  Oصورتها بالدوران الذي مركزه  Eو  6

𝜋

3
 E. عيّن لاحقة النقطة 

4. F  النقطة التي لاحقتها𝑧𝐹 = 1 − 𝑖√3 

أحسب  .أ
𝑧𝐹

𝑧𝐸
 متعامدان (OF)و  (OE)و استنتج أنّ المستقيمين  

 مربعا. OEGFبحيث يكون  Gلاحقة النقطة  𝑧𝐺عيّن  .ب

 
 ر( 8000)بكالوريا  .17التمرين 

;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  . 

𝑧𝐴:  النقط التي لاحقاتها على الترتيب  A  ،B  ،Iنسمي  .1 = 1 − 4𝑖 ،                

𝑧𝐵 = −1 − 2𝑖  ،𝑧𝐼 = 1 − 2𝑖. 

   A  ،B  ،Iعلّم النقط  .أ

𝑍أكتب على الشكل الجبري العدد المركب  .ب =
𝑧𝐼−𝑧𝐴

𝑧𝐼−𝑧𝐵
   

 ؟ IABما هو نوع المثلث  .ج

 Cللنقطة  𝑧𝐶 . احسب اللاحقة2و نسبته  Aبالتحاكي الذي مركزه  Iصورة  C .د

;𝐴)}مرجح الجملة  D .ه 1), (𝐵;−1), (𝐶;  Dللنقطة  𝑧𝐷 . احسب اللاحقة{(1

 مربع ABCDبيّن أنّ  .و

                              : من المستوي حيث Mمجموعة النقط  (Γ1)عيّن و أنشئ  .2

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ 

                             : من المستوي حيث Mمجموعة النقط  (Γ2)عيّن و أنشئ  .3

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 1 

 
 ع ت( 8000)بكالوريا  .18التمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط ،A  ،B  ،C  

𝑧𝐴التي لاحقاتها على الترتيب:  = −𝑖 ، 𝑧𝐵 = 2 + 3𝑖  ،𝑧𝐶 = −4 + 𝑖. 

أ.   أكتب على الشكل الجبري العدد المركب  .1
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
   

العدد المركب عيّن طويلة  .ب
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
  ABCو عمدة له ، ثمّ استنتج طبيعة المثلث   

،  𝑧ذات اللاحقة  Mفي المستوي الذي يرفق بكل نقطة  Tنعتبر التحويل النقطي  .2

′𝑧حيث:  ′𝑧ذات اللاحقة  Mنقطة ال = 𝑖𝑧 − 1 − 𝑖 
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 محددا عناصره المميزة Tعيّن طبيعة التحويل  .أ

 Tالتحويل ب Bما هي صورة النقطة  .ب

𝑧𝐷النقطة ذات اللاحقة  Dلتكن  .3 = −6 + 2𝑖 

 في استقامية A  ،C  ،Dبيّن أنّ النقط  .أ

 Dإلى النقطة  Cو يحوّل النقطة  Aالذي مركزه  hعيّن نسبة التحاكي  .ب

 Dإلى  Bو يحوّل  Aالذي مركزه  Sعيّن العناصر المميزة للتشابه  .ج

 
 ع ت( 8000)بكالوريا  .19التمرين 

;𝑂)نعتبر في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط ،A  ،B  ،C  

𝑧𝐴التي لاحقاتها على الترتيب:   = 3 − 2𝑖 ، 𝑧𝐵 = 3 + 2𝑖  ،𝑧𝐶 = 4𝑖. 

   A  ،B  ،Cأ.   علم النقط    .1

 ؟ علل إجابتك OABCما طبيعة الرباعي  .ب

  OABCمركز الرباعي  عين لاحقة النقطة  .ج

                      : من المستوي التي تحقق Mمجموعة النقط  (𝐸)عيّن ثمّ أنشئ  .2

‖M𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + MA⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MB⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + MC⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = 12 

             : التالية zالمعادلة ذات المجهول  ℂأ.   حلّ في مجموعة الأعداد المركبة    .3

𝑧² − 6𝑧 + 13 =  حلي هذه المعادلة 𝑧0 ، 𝑧1. نسمي 0

 . zنقطة من المستوي لاحقتها العدد المركب  Mلتكن  .ب

z|من المستوي التي تحقق:  Mعيّن مجموعة النقط  − 𝑧0| = |z − 𝑧1| 

 
 ت ر( 8000)بكالوريا  .20التمرين 

𝑧²: المعادلة ℂفي مجموعة الأعداد المركبة  نعتبر − 2√3𝑧 + 4 = 0…(𝐸). 

 ، ثمّ اكتب حلولها على الشكل المثلثي (E)المعادلة  ℂحل في  .1

;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط .A  ،B  ،C  

𝑧𝐴التي لاحقاتها على الترتيب:  = 2𝑖 ، 𝑧𝐵 = √3 + 𝑖  ،𝑧𝐶 = √3 − 𝑖 . 

𝐿نضع:  = −
1

2
−
√3

2
𝑖 

 على الشكل الأسي Lأكتب  .أ

𝑧𝐴 أثبت أنّ: .ب − 𝑧𝐵 = 𝐿(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵)  ّثمّ استنتج أن ،A  صورةC  بتحويل

 نقطي يطُلب تعيينه و تحديد عناصره المميزة 

 .S، ثمّ احسب مساحته  ABCاستنتج نوع المثلث  .ج

 
 ت ر( 8000)بكالوريا  .21التمرين 

;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 ) . 
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L العدد المركب المعرّف كما يلي :𝐿 =
−4√2+𝑖√2

5+3𝑖
 

 على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسي Lأ.   أكتب   .1

𝐿12بيّن أنّ:  .ب + 1 = 2√4−)، ثمّ احسب:   0 + 𝑖√2)
12
+ (5 + 3𝑖)12 

𝐿4𝑛 عدد طبيعي زوجي. أثبت أنّ: pعدد طبيعي فردي و  n .ج + 𝐿4𝑝 = 0 

𝑧𝐴لاحقتاهما على الترتيب:  Bو  Aالنقطتان  .2 = 5 + 3𝑖 ، 𝑧𝐵 = 5 − 3𝑖  

       Bبالتشابه المباشر الذي مركزه النقطة  Aصورة  'Aللنقطة  ′𝑧𝐴عيّن اللاحقة  .أ

و زاويته  2√و نسبته 
3𝜋

4
 

 .'ABAمركز ثقل المثلث  Gالنقطة لاحقة  𝑧𝐺عيّن  .ب

 
 ر( 8000)بكالوريا  .22التمرين 

;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑢⃗ , 𝑣 )  ،A  ،B  ،C   من نقط ثلاث

𝑧𝐴لاحقاتها على الترتيب: المستوي  = 1 − 𝑖 ، 𝑧𝐵 = −1 + 𝑖  ،𝑧𝐶 = √3(1 + 𝑖). 

𝑧𝐶المركبة :  داعدالأالأسّي كتب على الشكل ا .1  ، 𝑧𝐵 ، 𝑧𝐴 

لعدد المركب احسب الطويلة وعمدة لأ.  .2
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 ، ثمّ فسّر هندسيا النتائج المحصّل عليها 

  ABCطبيعة المثلث  حددّ .ب

 معينّا 𝐴𝐶𝐵𝐷بحيث يكون الرباعي  𝐷عيّن لاحقة النقطة  .3

4. T  الذي يرفق بكل نقطة التحويل النقطيM تهالاحق 𝑧 نقطة ، الM  ذات اللاحقة𝑧′ 

′𝑧حيث:  = (−1 + 𝑖)𝑧 + 1 − 3𝑖 

 المميزةعناصره و Tعيّن طبيعة التحويل  .أ

 .عناصره المميزةو 𝑇𝑜𝑇طبيعة التحويل استنتج  .ب

 
 ر( 8000)بكالوريا  .23التمرين 

 أجب بصحيح أو خطأ مع التبرير في كل حالة من الحالات الآتية:

𝑎الشكل المثلثي للعدد المركب أ.          .1 = −
√2

2
+ 𝑖

√2

2
cos−هو  

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
 

𝑎2011 .ب + 𝑎̅ =  .aمرافق  𝑎̅، حيث:  0

;𝑂)في المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ). 

′𝑧الذي كتابته المركبة:  Tالتحويل  .أ = (−
√2

2
+ 𝑖

√2

2
) 𝑧  دوران زاويته−

𝜋

4
  

 و مركزه مبدأ المعلم

arg(𝑧حيث:  zذات اللاحقة  Mمجموعة النقط  .ب − 𝑖) = −
𝜋

4
هي المستقيم   

1لاحقته   𝑢⃗و شعاع توجيهه  iذات اللاحقة  Aالذي يشمل النقطة  (∆) + 𝑖. 
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 (ع ت 8008)بكالوريا  .24التمرين 

 التالية : 𝑧ذات المجهول المعادلة  ℂمجموعة الأعداد المركّبة في نعتبر  .1

𝑧 =
3𝑖(𝑧+2𝑖)

𝑧−2+3𝑖
𝑧، حيث   ≠ 2 − 3𝑖.  حل فيℂ  المعادلةهذه 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب إلى ينسب  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) .A و B  نقطتان

𝑧𝐴 ، :حيث  𝑧𝐵و  𝑧𝐴على الترتيب ا مهالاحقت = 1 + 𝑖√5 𝑧𝐵 = 1 − 𝑖√5 . 

  أنّ تحققA و B مركزها  إلى دائرة انتنتميO يطُلب تعيين نصف قطرها.  

𝑧 (𝑧من المستوي لاحقتها  𝑀نرفق بكل نقطة  .3 ≠ 2 − 3𝑖) نقطة ، ال𝑀′  لاحقتها𝑧′ 

′𝑧حيث :  =
3𝑖(𝑧+2𝑖)

𝑧−2+3𝑖
,𝐸. النقط  𝐷, 𝐶  لواحقها على الترتيب :𝑧𝐶 = −2𝑖          ،

𝑧𝐷 = 2 − 3𝑖  ،𝑧𝐸 = 3𝑖  محور القطعة  (∆)و[𝐶𝐷]. 

 .𝐷𝑀و  𝐶𝑀بدلالة المسافتين  ′𝑂𝑀عبّر عن المسافة  .أ

 (𝛾)تنتمي إلى دائرة  ′𝑀 ةنّ النقطفإ (∆)من  𝑀استنتج أنّه من أجل كل نقطة  .ب

 (𝛾)تنتمي إلى  𝐸يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها. تحققّ أنّ 

 
 (ع ت 8008)بكالوريا  .25التمرين 

1. 𝑃(𝑧) مركب كثير الحدود للمتغير الz  حيث :𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 12𝑧2 + 48𝑧 − 72 

 .𝑃(𝑧) كثير الحدودلهو جذر  6تحققّ أنّ  .أ

                           : zبحيث من أجل كل عدد مركب 𝛽 و  𝛼 ينالحقيقي ينالعددجد  .ب

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 6)(𝑧2 + 𝛼𝑧 + 𝛽) 

𝑃(𝑧)المعادلة ،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .ج = 0. 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) .A  ،B  ،C  نقط

 على الترتيب : هالواحقمن المستوي المركب 

𝑧𝐶 = 3 − 𝑖√3  ،  𝑧𝐵 = 3 + 𝑖√3   ،  𝑧𝐴 = 6 

𝑧𝐶 اكتب كلا من  .أ  على الشكل الأسّي. 𝑧𝐵 ،  𝑧𝐴  و 

العدد المركب اكتب  .ب
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐶
 على الشكل الجبري ، ثمّ على الشكل الأسّي. 

 .𝐴𝐵𝐶طبيعة المثلث استنتج  .ج

وزاويته  3√، نسبته  𝐶التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆ليكن  .3
𝜋

2
. 

 .𝑆جد الكتابة المركبة للتشابه  .أ

 .𝑆بالتشابه  𝐴صورة النقطة  ′𝐴لاحقة النقطة  ′𝑧𝐴عين  .ب

,′𝐴بيّن أنّ النقط  .ج 𝐵, 𝐴 .في استقامية 

 
 ر(ت  8008)بكالوريا  .26التمرين 

}: بحيث  𝑧2و  𝑧1 ينمركبال ينعيّن العدد .1
2𝑧1 + 3𝑧2 = 9 − 2𝑖
3𝑧1 − 𝑧2 = 8 + 8𝑖
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,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، النقط

A  ،B  وΩ  على الترتيب  اتهالاحقالتي𝑧𝐴  ،𝑧𝐵  و𝑧𝛺  حيث: 

 𝑧Ω = 1 − 2𝑖  ،  𝑧𝐵 = −3   ،  𝑧𝐴 = 3 + 2𝑖 

𝑧𝐵أثبت أنّ :  .أ − 𝑧Ω = 𝑖(𝑧𝐴 − 𝑧Ω) 

 .𝛺𝐴𝐵عيّن طبيعة المثلث .ب

3. ℎ  هو التحاكي الذي مركزه النقطة𝐴  2ونسبته. 

 .ℎعيّن الكتابة المركبة للتحاكي  .أ

 .ℎبالتحاكي  Ωصورة النقطة  𝐶لاحقة النقطة  𝑧𝐶عين  .ب

,𝐴)}مرجح الجملة  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷عين  .ج 1); (𝐵, −1); (𝐶, 1)}. 

 .مربّع 𝐴𝐵𝐶𝐷بيّن أنّ  .د

4. (𝐸)  مجموعة النقط𝑀  : من المستوي التي تحقق‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 4√5 

 (𝐸)، ثمّ عيّن طبيعة  (𝐸)تنتمي إلى المجموعة  𝐵تحقق أنّ النقطة  .أ

 وعناصرها المميزة.

 .(𝐸)أنشئ المجموعة  .ب

 
 ر(ت  8008)بكالوريا  .27التمرين 

 : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

(𝑧2 + 2𝑧 + 4)(𝑧2 − 2√3𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

A  ،B  ،C وD  على الترتيب : اتهالاحقمن المستوي نقط 

𝑧𝐷 = −1 + 𝑖√3  ،  𝑧𝐶 = −1 − 𝑖√3  ،  𝑧𝐵 = √3 − 𝑖  ،  𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 

𝑧𝐶 و 𝑧𝐷 اكتب كلا من  .أ  ، 𝑧𝐵 ،  𝑧𝐴 .على الشكل الأسّي 

تحقق أنّ :  .ب
𝑧𝐷−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐶
= 𝑖  ثمّ استنتج أنّ المستقيمين ،(𝐴𝐶)  و(𝐵𝐷) .متعامدان 

3. 𝑧𝑛  العدد المركب الذي طويلته
1

2𝑛
و  

2𝜋

3
𝑛  عمدة له حيث𝑛 عدد طبيعي.                

𝐿𝑛  :العدد المركب المعرف بـ𝐿𝑛 = 𝑧𝐷 × 𝑧𝑛 

 على الشكل الجبري. 𝐿1 ،  𝐿0 اكتب كلا من  .أ

𝑢𝑛كما يلي:  𝑛هي المتتالية المعرفة من أجل كل عدد طبيعي  (𝑢𝑛) .ب = |𝐿𝑛| 

  ّالمتتالية أثبت أن(𝑢𝑛) .هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول 

 𝑀0 ،𝑀1...،،𝑀𝑛  صور الأعداد المركبة𝐿0  ،𝐿1  ، ... ،𝐿𝑛  .على الترتيب

𝑆𝑛حيث :  𝑆𝑛المجموع  𝑛احسب بدلالة  = ‖𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ + ⋯+ ‖𝑂𝑀𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖. 

  جد نهاية𝑆𝑛  عندما يؤول𝑛  إلى+∞. 
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 ر( 8008)بكالوريا  .28التمرين 

 : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

𝑧2 − √2𝑧 + 1 = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

A  ،B  ،C  على الترتيب : اتهالاحقمن المستوي نقط 

𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐵  ،  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅  ،  𝑧𝐴 =
1 + 𝑖

√2
 

 الأعداد المركبة على الشكل الأسّياكتب  .أ
𝑧𝐴

𝑧𝐵
 .𝑧𝐵 ،  𝑧𝐴  و 

على الترتيب   𝐶و 𝐴  ،𝐵صور النقط  ′𝐶و ′𝐴′  ،𝐵عيّن لاحقة كل من  .ب

وزاويته  𝑂بالدوران الذي مركزه 
𝜋

4
. 

 مربّع. ′𝑂𝐴′𝐶′𝐵بيّن أنّ الرباعي  .ج

 :                         حيث 𝑧من المستوي ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (∆)نسمي  .3

|𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| 

 .هو محور الفواصل (∆)بيّن أنّ  .أ

)بيّن أنّ حليّ المعادلة  .ب
𝑧−𝑧𝐴

𝑧−𝑧𝐵
)
2

= 𝑖 .)عددان حقيقيان )لا يطُلب حساب الحلين 

 
 ر( 8008)بكالوريا  .29التمرين 

 التالية : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

(𝑧2 + 4)(𝑧2 − 2√3𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

A  ،B  ،C وD  على الترتيب : هااحقولمن المستوي التي نقط 

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅  ،  𝑧𝐶 = −2𝑖  ،  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅  ،  𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 

  بيّن أنّ النقط𝐴  ،𝐵  ،𝐶 و𝐷  تنتمي إلى دائرة(𝛾)  يطُلب تعيين مركزها

 .𝐷و 𝐴  ،𝐵  ،𝐶النقط ونصف قطرها ، ثمّ أنشئ 

 𝑂بالنسبة إلى المبدأ  𝐵نظيرة النقطة  𝐸إلى لاحقة النقطة  𝑧𝐸نرمز بـ  .3

بيّن أنّ  .أ
𝑧𝐴−𝑧𝐶

𝑧𝐸−𝑧𝐶
= 𝑒𝑖(−

𝜋

3
)

. 

 يطُلب تعيين زاويته. 𝐶مركزه  𝑅بدوران  𝐸هي صورة النقطة  𝐴بيّن أنّ النقطة  .ب

 .𝐴𝐸𝐶استنتج طبيعة المثلث  .ج

 .2ونسبته  𝑂هو التحاكي الذي مركزه  𝐻 .د

  عيّن طبيعة التحويل𝑅𝑜𝐻  وعناصره المميزة ، ثمّ استنتج صورة الدائرة

(𝛾) التحويل ب𝑅𝑜𝐻. 
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 (ع ت 8003)بكالوريا  .30التمرين 

 التالية : 𝑧ذات المجهول  (I) المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

𝑧2 − (4 cos 𝛼)𝑧 + 4 = 0… (I) 

𝛼من أجل  .2 =
𝜋

3
). بيّن أنّ : 𝑧2و 𝑧1بـ  (I) المعادلة؛ نرمز إلى حليّ  

𝑧1

𝑧2
)
2013

= 1 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  .3 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقطال 

A  ،B وC  على الترتيب  هااتلاحقالتي:                                                     

 𝑧𝐶 = 4 + 𝑖√3 ، 𝑧𝐵 = 1 − 𝑖√3 ، 𝑧𝐴 = 1 + 𝑖√3 

 .𝐶و 𝐴  ،𝐵النقط أنشئ  .أ

على الشكل الجبري العدد المركب اكتب  .ب
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
هي صورة  𝐶أنّ ، ثمّ استنتج  

𝐵  بالتشابه المباشر𝑆  الذي مركزه𝐴  وزاويته. نسبتهويطُلب تعيين 

;𝐴)}مرجح الجملة  𝐺عينّ لاحقة النقطة  .ج 1), (𝐵;−1), (𝐶;  .𝐺، ثمّ أنشئ  {(2

 متوازي أضلاع. 𝐴𝐵𝐷𝐺، بحيث يكون الرباعي  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷احسب  .د

 
 (ع ت 8003)بكالوريا  .31التمرين 

 : الآتية 𝑧ذات المجهول  (𝐸) المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة فينعتبر 

𝑧2 + 4𝑧 + 13 = 0… (𝐸) 

2−المركب تحقق أنّ العدد  .1 − 3𝑖  حل للمعادلة(𝐸) .ثمّ جد الحل الآخر ، 

2. 𝐴 و𝐵 امهتالاحقالمركب من المستوي  تاننقط  𝑧𝐵 = 𝑖 و  𝑧𝐴 = −2 − 3𝑖     

، نسبته  𝐴التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆على الترتيب. 
1

2
وزاويته 

𝜋

2
 . 

′𝑧بيّن أنّ  .أ =
1

2
𝑖𝑧 −

7

2
− 2𝑖 

 .𝑆بالتشابه  𝐵هي صورة  𝐶، علما أنّ  𝐶النقطة لاحقة  𝑧𝐶احسب  .ب

2𝐴𝐷⃗⃗حيث:  𝐷النقطة لتكن  .3 ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 .ماهيطُلب تعيينالمرفقتين بمعاملين حقيقيين  𝐵و 𝐴 تينالنقطمرجح  𝐷بيّن أنّ  .أ

 .𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷احسب  .ب

بيّن أنّ  .ج
𝑧𝐷−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
= 𝑖  ّاستنتج طبيعة المثلث ، ثم𝐴𝐶𝐷. 

 
 ر(ت  8003)بكالوريا  .32التمرين 

 : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

2𝑧2 + 6𝑧 + 17 = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب في  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط، ال 

A  ،B وC اتها على الترتيب لاحق:                                                     

 𝑧𝐶 = −
3

2
−
5

2
𝑖 ، 𝑧𝐵 = −

3

2
+
5

2
𝑖 ، 𝑧𝐴 = −4 
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احسب الطويلة وعمدة للعدد المركب 
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝐴
 .𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث 

3.  

 𝐵𝐶𝐷𝐸على الترتيب حتى يكون الرباعي  𝐸و 𝐷لاحقتي النقطتين  𝑧𝐸و  𝑧𝐷عيّن  .أ

 .𝐴مربعّا مركزه 

 :                                               حيثمن المستوي  𝑀مجموعة النقط  (Γ1)عيّن  .ب

‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 10√2. 

4. (Γ2)  مجموعة النقط𝑀  من المستوي ذات اللاحقة𝑧  : حيثarg (𝑧 + 4) =
𝜋

4
. 

 .(Γ2)، ثمّ عينّ المجموعة  (Γ2)تنتمي إلى  𝐵النقطة تحقق أنّ 

 
 ر(ت  8003)بكالوريا  .33التمرين 

 التالية : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

(𝑧 + 5 − 𝑖√3)(𝑧2 + 2𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) 

A  ،B و C على الترتيب : اتهالاحقالتي نقط ال 

𝑧𝐶 = −5 + 𝑖√3  ،  𝑧𝐵 = −1 + 𝑖√3 ،  𝑧𝐴 = −1 − 𝑖√3 

𝑆  التشابه المباشر الذي يحوّل𝐴  إلى𝐶  ويحوّل𝑂  إلى𝐵 

  جد الكتابة المركبة للتشابه المباشر𝑆 .ثمّ عيّن العناصر المميزة له ، 

3.  
;𝐴)}مرجح الجملة  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷عيّن  .أ 2), (𝐵;−1), (𝐶; 1)} 

لعدد المركب اكتب ا .ب
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐷−𝑧𝐴
 .𝐴𝐵𝐷، ثمّ استنتج طبيعة المثلث على الشكل الأسّي  

 :                                               حيثمن المستوي  𝑀النقط  (Γ) مجموعةال يّنع .ج

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖. 

 
 ر( 8003)بكالوريا  .34التمرين 

(I 𝑎 و𝑏  .متعامد لامعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في عددان طبيعيان موجبان تماما

,𝑂)متجانس الو  𝑢⃗ , 𝑣 )  ، النقطA  ،B  ،C و E على الترتيب :لاحقاتها  التي 

𝑧𝐸 =  𝑏𝑒
𝑖
3𝜋
2  ،  𝑧𝐶 = 𝑧𝐴̅  ،  𝑧𝐵 = −𝑎√2   ،  𝑧𝐴 = 𝑎𝑒

𝑖
3𝜋
4  

1.  

اكتب على الشكل الأسّي العدد المركّب  .أ
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐴
 𝑂𝐴𝐵، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  

 ، ثمّ استنتج مساحته. 𝑂𝐴𝐵𝐶حدد طبيعة الرباعي  .ب

والنسبة  𝑂ذو المركز  𝑆التشابه المباشر  .2
𝑏

𝑎
والزاوية  

3𝜋

4
         𝑀(𝑧)، يحوّل كل نقطة  

 .𝑀′(𝑧′)من المستوي إلى النقطة 
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𝑆(𝐴)، ثمّ تحقق أنّ  𝑆اكتب العبارة المركبة للتشابه المباشر  .أ = 𝐸. 

)مقدرّة بوحدة المساحة( ، حيث :  𝑏2هي  𝑂𝐸𝐹𝐺بيّن أنّ مساحة الرباعي  .ب

𝑆(𝐵) = 𝐹 و𝑆(𝐶) = 𝐺. 

3.  

|𝑧𝐶|العبارة :  𝑏و 𝑎احسب بدلالة  .أ
2 + |𝑧𝐸|

2 − 2|𝑧𝐶 × 𝑧𝐸| cos [arg (
𝑧𝐸

𝑧𝐶
)] 

 .𝑏و 𝑎بدلالة  𝐶𝐸2استنتج قيمة  .ب

(II 𝑛  عدد طبيعي و𝑀𝑛  نقطة من المستوي يختلف عن𝑂  لاحقتها𝑧𝑛 :نضع .𝑀0 = 𝐴  

𝑛  ،𝑀𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  = 𝑆(𝑀𝑛). 

𝑢𝑛، بـ  𝑛المعرفتين ، من أجل كل عدد طبيعي  (𝑣𝑛)و (𝑢𝑛)نعتبر المتتاليتين  = |𝑧𝑛|      

𝑣𝑛و  = arg (𝑧𝑛). 

اكتب العدد المركّب  .1
𝑧𝑛+1

𝑧𝑛
 .𝑏و 𝑎بدلالة على الشكل الأسّي  

𝑎نفرض أنّ :  .2 < 𝑏  وarg (
𝑧𝑛+1

𝑧𝑛
) ∈ ]−𝜋; 𝜋] 

حسابية يطُلب تعيين أساس وحساب  (𝑣𝑛)هندسية ، والمتتالية  (𝑢𝑛)المتتالية بيّن أنّ 

 الحد الأول لكل منهما.

𝑇𝑛حيث :  𝑇𝑛المجموع  𝑛و 𝑎  ،𝑏احسب بدلالة  .3 = 𝑎 + 𝑏 +
𝑏2

𝑎
+
𝑏3

𝑎2
+⋯+

𝑏𝑛

𝑎𝑛−1
  

limثمّ 
𝑛→+∞

𝑇𝑛. 

, 𝑀𝑛التي تكون من أجلها النقط  𝑛عيّن قيم الأعداد الطبيعية  .4 𝐴 , 𝑂 .في استقامية 

 
 ر( 8003)بكالوريا  .35التمرين 

 التالية : 𝑧ذات المجهول  المعادلة،  ℂ مجموعة الأعداد المركبة حل في .1

𝑧2 + 𝑧 + 1 = 0 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نعتبر في  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) نقط، ال 

A  ،B وM ات لاحقذات ال: 𝑧 و  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ ، 𝑧𝐴 = −
1+𝑖√3

2
 على الترتيب. 

 على الشكل الأسّي. 𝑧𝐴اكتب  .أ

 :                                               حيثمن المستوي  𝑀عيّن مجموعة النقط  .ب

arg[(𝑧 − 𝑧𝐴)
2] = arg(𝑧𝐴) − arg (𝑧𝐵). 

′zحيث :  𝑀′(𝑧′)النقطة  𝑀(𝑧)يرفق بكل نقطة  𝑟التحويل النقطي .3 = 𝑧𝐴. 𝑧 + 𝑧𝐵√3.  

 ؟ عينّ عناصره المميزة. 𝑟ما طبيعة التحويل  .أ

′zحيث :  𝑀′(𝑧′)النقطة  𝑀(𝑧)يرفق بكل نقطة  ℎالتحاكي  .ب = −2𝑧 + 3𝑖.       

 .ℎعينّ نسبة ومركز التحاكي 

𝑆نضع:  .ج = ℎ 𝑜 𝑟 عينّ طبيعة التحويل .𝑆  عناصره المميزة ، ثمّ تحقق أنّ ، مبرزا

′𝑧عبارته المركّبة هي :  = 2𝑒𝑖
𝜋

3(𝑧 − 𝑖) + 𝑖. 
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𝑆(𝑂)، حيث :  𝐸و 𝐶  ،𝐷 والنقط 𝑖ذات اللاحقة  Ωالنقطة نعتبر  .4 = 𝐶  ،𝑆(𝐶) = 𝐷 

𝑆(𝐷)و  = 𝐸 ّالنقط. بيّن أن 𝑂  ،Ω و𝐸 .في استقامية 

𝑧من المستوي حيث :  𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (𝛤)أ. عيّن  .5 = 2𝑒𝑖𝜃 + 𝑒𝑖
𝜋

𝜃مع  2 ∈ ℝ 

 .𝑆بالتحويل  (𝛤)صورة  (′𝛤)عيّن ب. 

 
 (ع ت 8004)بكالوريا  .36التمرين 

𝑧2المعادلة  ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1 − 6√2 𝑧 + 36 = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط ، لتكنA  ،

B  ،C  ،D  على الترتيب :التي لاحقاتها ، 𝑧𝐴 = 3√2(1 + 𝑖) 𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ ، 

𝑧𝐷 =
𝑧𝐶
2
  ،  𝑧𝐶 = 6√2     

1)و  𝑧𝐴 𝑧𝐵 ،اكتب  .أ + 𝑖)𝑧𝐴 على الشكل الأسّي 

)احسب  .ب
(1+𝑖)𝑧𝐴

6√2
)
2014

 

يطُلب تعيين  Dالتي مركزها  تنتمي إلى الدائرة C و O  ،A  ،Bأنّ النقط  بيّن .ج

 نصف قطرها 

احسب  .د
𝑧𝐵−𝑧𝐶

𝑧𝐴−𝑧𝐶
𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗)ثمّ جد قيسا للزاوية    ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ؟𝑂𝐴𝐶𝐵. ما هي طبيعة الرباعي (⃗ 

وزاويته  Oالدوران الذي مركزه  Rكن يل .3
𝜋

2
 . 

 Rاكتب العبارة المركبة للدوران  .أ

 في استقامية ′𝐶و 𝐶  ،𝐴ثمّ تحققّ أنّ النقط  Rبالدوران  𝐶صورة  ′𝐶عيّن لاحقة  .ب

 Rبالدوران  𝑂𝐴𝐶𝐵ثمّ حددّ صورة الرباعي  Rبالدوران  𝐴صورة  ′𝐴عينّ لاحقة  .ج

 
 (ع ت 8004)بكالوريا  .37التمرين 

𝑧) : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1 − 𝑖)(𝑧2 − 2𝑧 + 5) = 0 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب في  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )        .

𝑧𝐴 ، : التي لاحقاتها C و A  ،Bالنقط تعُطى  = 𝑖 𝑧𝐵 = 1 + 2𝑖   ،         

 ،  𝑧𝐶 = 1 − 2𝑖    على الترتيب. 

 C و A  ،Bالنقط أنشئ  .أ

 (𝐵𝐶)على المستقيم  𝐴المسقط العمودي للنقطة  𝐻لاحقة النقطة  𝑧𝐻 جد .ب

 𝐴𝐵𝐶 مساحة المثلث احسب .ج

، نسبته  𝐴الذي مركزه التشابه المباشر  Sكن يل .3
1

2
وزاويته  

𝜋

2
 . 

 Sللتشابه ة المركبة باكتال عيّن .أ

تساوي  Sبالتشابه  𝐴𝐵𝐶المثلث صورة أنّ مساحة يّن ب .ب
1

2
𝑐𝑚2  
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4. 𝑀  نقطة لاحقتها𝑧  عيّن مجموعة النقط ،𝑀  : حيث|𝑧| = |𝑖𝑧 + 1 + 2𝑖|. 

 
 ر(ت  8004)بكالوريا  .38التمرين 

𝑧) : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1 − 𝑖)(𝑧2 − 2√3𝑧 + 4) = 0 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي المركب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  ، نسميA  ،B 

𝑧1 ، على الترتيب التي لاحقاتهانقط المستوي  C و = √3 + 𝑖 𝑧2 = √3 − 𝑖  ،

𝑧3 = 𝑖 

اكتب العدد  .أ
𝑧1

𝑧2
 على الشكل الأسّي 

)يكون من أجلها العدد المركب  𝑛هل توجد قيم للعدد الطبيعي  .ب
𝑧1

𝑧2
)
𝑛

تخيليا صرفا؟  

 برّر إجابتك

     ،  𝐶إلى  𝐵ويحوّل  𝐴الذي مركزه  Sأ. عيّن العبارة المركبة للتشابه المباشر  .3

 . محددا نسبته وزاويته

  𝐴𝐵𝐶المثلث استنتج طبيعة  ب.

   𝑧من المستوي ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (𝐸)العناصر المميزة لـ عيّن  أ.  .4

𝑧|: والتي تحقق − 𝑧1|
2 + |𝑧 − 𝑧3|

2 = 5. 

 حيث :  𝑧من المستوي التي لاحقتها  𝑀مجموعة النقط  (′𝐸)ب.  عيّن 

    |𝑧 − 𝑧1| = |𝑧 − 𝑧3|. 

 
 ر(ت  8004)بكالوريا  .39التمرين 

,𝑜)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب في نعتبر  𝑢⃗ , 𝑣 )  النقطة ،𝐴  ذات

𝑧0اللاحقة  = 1 + 𝑖. 

𝑧من المستوي حيث :  𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (𝛾)ثمّ أنشئ عيّن أ.  .1 = 𝑧0 + 2𝑒
𝑖𝜃 

 .ℝيمسح  𝜃و

𝑧من المستوي حيث:  𝑀(𝑧)مجموعة النقط  (′𝛾)ثمّ أنشئ عيّن . ب = 𝑧0 + 𝑘𝑒
𝑖(
3𝜋

4
)

   

ℝيمسح  𝑘و  
+

. 

 .(′𝛾)و (𝛾)عيّن إحداثيات نقط تقاطع جـ.    

𝑧1حيث :  𝑧1النقطة التي لاحقتها  𝐵نسمي  .2 = 𝑧0 + 2𝑒
𝑖(
3𝜋

4
)

. 

عيّن الشكل الجبري للعدد المركب  .أ
𝑧1−𝑧0

𝑧0
 .𝑂𝐴𝐵طبيعة المثلث  استنتج، ثمّ  

−وزاويته  𝐴مركزه الذي  Rبالدوران  𝐵صورة النقطة  𝐶لاحقة النقطة 𝑧2 عيّن  .ب
𝜋

2
. 

;𝐴)} مرجحا للجملة  𝑂بحيث تكون النقطة  𝛽و 𝛼عيّن العددين الحقيقيين  .ج 𝛼), (𝐶; 𝛽)} 

𝛼 و + 𝛽 = √2. 
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                                من المستوي حيث: 𝑀مجموعة النقط  (𝐸)ثمّ أنشئ عيّن  .د

((1 + √2)𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 0.   

 
 ر( 8004)بكالوريا  .40التمرين 

 التالية :                                     المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1

(𝑧 − 1 − 2𝑖)(𝑧2 − 2(1 + √3)𝑧 + 5 + 2√3) = 0 

2. A  ،B  ،C  وD  متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب نقط من

(𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) على الترتيب لاحقاتها ، 𝑧𝐴 = 1 + 2𝑖 𝑧𝐵 = 1 + √3 + 𝑖 ،         

𝑧𝐶 = 1 + √3 − 𝑖  و𝑧𝐷 = 1 − 2𝑖. 

𝐴𝐵  بيّن أنّ  .أ = 𝐶𝐷   و(𝐴𝐷)  يوازي(𝐵𝐶). 

تحقق أنّ  .ب
𝑧𝐵+𝑧𝐷

2
≠
𝑧𝐴+𝑧𝐶

2
 .𝐴𝐵𝐶𝐷، ثمّ استنتج طبيعة الرباعي  

أنّ : يّن بأ.  .3
𝑧𝐷−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐵
= √3𝑒

𝑖
𝜋

 𝐵تشابه مباشر مركزه ب 𝐴هي صورة  𝐷. استنتج أنّ  2

 . نسبته وزاويتهيطُلب تعيين 

  تحديدتنتمي إلى دائرة يطُلب  𝐷و 𝐴  ،𝐵  ،𝐶قائم وأنّ النقط  𝐴𝐷𝐵المثلث بيّن أنّ  ب.

 مركزها ونصف قطرها.

 .𝐴𝐵𝐶𝐷ج. استنتج إنشاء للرباعي 

     
 ر( 8004)بكالوريا  .41التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ) .A وB  قتاهما لاحالنقطتان اللتان 

𝑏 على الترتيب : = −1 + 2𝑖  و  𝑎 = −2 + 6𝑖 

1مركب العدد اكتب ال .1 + 𝑖 .على شكل أسّي 

2. 𝑆  يرفق بكل نقطة التحويل النقطي الذي𝑀  لاحقتها𝑧  النقطة𝑀′  لاحقتها𝑧′            : حيث

z′ = √2𝑒
𝑖
𝜋

4𝑧 + 2. 

𝑑حيث  𝑑النقطة ذات اللاحقة  𝐷 .أ = 2𝑖  جد لاحقة النقطة ،𝐷′  صورة𝐷  بالتحويل𝑆 .

 ماذا تستنتج؟ 

′zبيّن أنّ :  .ب − 𝑑 = √2𝑒
𝑖
𝜋

4(𝑧 − 𝑑)  وعناصر التحويل واستنتج طبيعة𝑆. 

3𝑥م ذو المعادلة : يقالمست (∆)  .3 + 5𝑦 = 11 

;𝑀0(−3 ةالنقطتحقق أنّ  .أ التي إحداثياتها  (∆)، ثمّ عيّن نقط  (∆)تنتمي إلى  (4

 أعدادا صحيحة.

𝐵𝑀0) المستقيمين  . بينّ أنّ 𝑆بالتحويل  𝑀0صورة  𝑀0′ .ب
′  متعامدان. (𝐵𝐴)و (

4. 𝑥  و𝑦  5−]عددان صحيحان من المجال; ;𝑀(𝑥. عينّ مجموعة النقط [5 𝑦)  من المستوي

 .𝑆بالتحويل  𝑀صورة  ′𝑀، حيث  نيمتعامد (′𝐵𝑀)و (𝐵𝐴) المستقيمان بحيث يكون 
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 (ع ت 2015)بكالوريا  .42التمرين 

(I  ينالمركّب ينالعددعيّن α   وβ  حيث: {
2𝛼 − 𝛽 = −3

2𝛼̅ + 𝛽̅ = −3 − 2𝑖√3
  𝛼مرافق  𝛼̅مع  

 .𝛽مرافق  𝛽̅و     

(II  متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي منسوب إلى(𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) .A  ،B  و C التي لاحقاتها  النقط

𝑧𝐴 ،:  على الترتيب = −
3

2
+ 𝑖

√3

2
 𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅  و𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 . 𝑒

𝑖
𝜋

3 

)حتى يكون  𝑛قيم العدد الطبيعي ، ثمّ عيّن  على الشكل الأسّي 𝑧𝐶و  𝑧𝐴 اكتب أ.  .1
𝑧𝐴

𝑧𝐶
)
𝑛

 

 حقيقيا سالبا.

2تحقق أنّ العدد المركّب  .ب (
𝑧𝐴

√3
)
2015

+ (
𝑧𝐵

√3
)
1962

− (
𝑧𝐶

√3
)
1435

 حقيقي. 

2. 𝐷  نقطة ذات اللاحقة𝑧𝐷 = 1 + 𝑖 . 

 𝐴إلى  𝐷ويحوّل  Oالذي مركزه  𝑆حددّ النسبة وزاوية التشابه المباشر  .أ

اكتب  .ب
𝑧𝐴

𝑧𝐷
cosعلى الشكل الجبري ثمّ استنتج القيمة المضبوطة لكل من  

7𝜋

12
sinو 

7𝜋

12
. 

𝑧التي تحقق :  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط عينّ  .3 = 𝑘(1 + 𝑖)𝑒𝑖(
7𝜋

12
)

 𝑘، حيث  

 .+ℝيمسح 

 
 

 (ع ت 2015)بكالوريا  .43التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي المركب في  𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط ، نعتبرA  ،B 

𝑧𝐴  ،حيث :  𝑧𝐶و   𝑧𝐴 𝑧𝐵 ،:  على الترتيب التي لاحقاتها C و = 2𝑒
𝑖
𝜋

6 𝑧𝐵 = −𝑧𝐴̅   ،         

 ،  𝑧𝐶 = −(𝑧𝐴 + 𝑧𝐵)(𝑧𝐴̅  هو مرافق𝑧𝐴) 

 على الشكل الأسّي  𝑧𝐶 و 𝑧𝐵 كلا من العددين المركّبين اكتبأ.  .1

يطُلب تعيين مركزها ونصف  (𝛾)تنتمي إلى دائرة  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶استنتج أنّ النقط  .ب

 قطرها

  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶النقطو  (𝛾)دائرة الأنشئ  .ج

أ. تحقق أنّ :  .2
𝑧𝐵−𝑧𝑐

𝑧𝐵−𝑧𝐴
= 𝑒−𝑖

𝜋

3 

 مركز ثقل هذا المثلث  𝑂متقايس الأضلاع وأنّ النقطة  𝐴𝐵𝐶استنتج أنّ المثلث  .ب

|𝑧|حيث :  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (𝐸)وأنشئ يّن ع .ج = |𝑧 − √3 − 𝑖| 

 𝐴إلى  𝐶ويحوّل  𝑂الذي مركزه  𝑟أ. عيّن زاوية للدوران  .3

 .[𝑂𝐵]هي محور القطعة  𝑟بالدوران  (𝐸)اثبت أنّ صورة  .ب
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 ر(ت  2015)بكالوريا  .44التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي نعتبر في  𝑢⃗ , 𝑣 )  ،نقطتين ال𝐵 و 𝐴 نتيلال 

𝑧𝐴حيث :  𝑧𝐴  و 𝑧𝐵 على الترتيب امهيلاحقت = 1 − 𝑖   و𝑧𝐵 = 3 + 3𝑖 

 على الشكل الأسّي 𝑧𝐴  و 𝑧𝐵اكتب أ.  .1

)بحيث يكون العدد  𝑛عدد الطبيعي ، عيّن قيم  𝑛ب. 
𝑧𝐴

√2
)
𝑛

 حقيقيا 

عدد مركّب حيث :  𝑧ج. 
𝑧

𝑧𝐴
= 4𝑒𝑖

𝜋

  وعمدة له ، ثمّ اكتب 𝑧؛ احسب طويلة العدد  12

𝑧

𝑧𝐴
 على الشكل الجبري 

cosاستنتج د. 
𝜋

12
sinو 

𝜋

12
 

وزاويته  𝐴الذي مركزه بالدوران  𝐵صورة النقطة  𝐶لاحقة النقطة  𝑧𝐶احسب أ.  .2
𝜋

2
 ،    

 . 𝐴𝐵𝐶استنتج طبيعة المثلث و          

,(𝐴;−1)}مرجح الجملة  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷احسب  ب. (𝐵; 1), (𝐶;  ، ثمّ بيّن {(1

 مربّع. 𝐴𝐵𝐷𝐶أنّ      

 
 

 ر(ت  2015)بكالوريا  .45التمرين 

التالية :              𝑧مجموعة الأعداد المركّبة ، المعادلة ذات المجهول  ℂحل في  .1

𝑧2 − 4(sin 𝜃)𝑧 + 4 = 0… (I)  حيث ،θ .وسيط حقيقي 

𝜃من أجل  .2 =
𝜋

3
 على الشكل الأسي. 𝑧1 و𝑧2. اكتب 𝑧1 و𝑧2بـ  (I)نرمز إلى حلي المعادلة  

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم المنسوب إلى الالمستوي في نعتبر  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )  النقط𝐶 و 𝐵 ، 𝐴 

𝑧𝐶التي لاحقاتها على الترتيب :  = 3√3 + 𝑖 و 𝑧𝐵 = √3 − 𝑖 ، 𝑧𝐴 = √3 + 𝑖. 

العدد المركّب  اكتب .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
، ثمّ على الشكل الأسّي.  على الشكل الجبري 

 𝐴𝐵𝐶واستنتج طبيعة المثلث 

 𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه المباشر  𝐵هي صورة النقطة  𝐶استنتج أنّ النقطة  .ب

 ويطُلب تعيين نسبته وزاوية له.

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗شعاعه الذي  𝑡بالانسحاب  𝐵صورة النقطة  𝐷عيّن لاحقة النقطة  .ج ، ثمّ  ⃗ 

 .𝐴𝐵𝐷𝐶حددّ طبيعة الرباعي 

حيث :  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (Γ1)عيّن أ.  .4
𝑧−𝑧𝐶

𝑧−𝑧𝐵
𝑧تخيلي صرف مع   ≠ 𝑧𝐵. 

حيث :  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (Γ2)عيّن . ب
𝑧−𝑧𝐶

𝑧−𝑧𝐵
𝑧حقيقي مع   ≠ 𝑧𝐵. 
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 ر( 2015)بكالوريا  .46التمرين 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي إلى ينُسب  𝑢⃗ , 𝑣 ) نعتبر النقط .𝐼 و 𝐻 ، 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 

𝑧𝐴 ، على الترتيب لاحقاتها = 𝑖 𝑧𝐵 = −2 + 𝑖  ،𝑧𝐶 = −3  ،𝑧𝐻 = −3 + 4𝑖  

𝑧𝐼و  = −1 − 𝑖. 

,𝑂)معلم الفي  𝐻 ، 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 و 𝐼النقط أ. مثلّ  .1 𝑢⃗ , 𝑣 ) . 

  𝐶إلى النقطة  𝐴ويحوّل النقطة  𝐵مركزه عيّن النسبة وزاوية للتشابه المباشر الذي ب. 

 𝐴𝐵𝐶مركز ثقل المثلث  𝐺لاحقة النقطة  𝑧𝐺عيّن  .2

: اكتب على الشكل الجبري العدد المركّب أ.  .3
𝑧𝐵−𝑧𝐶

𝑧𝐻−𝑧𝐴
  

 متعامدان (𝐵𝐶)و  (𝐴𝐻)المستقيمين أنّ استنتج  ب.

 𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝐻بيّن أنّ ج. 

 في استقامية 𝐻 ، 𝐺 و 𝐼بيّن أنّ النقط  .4

5. (Γ)  مجموعة النقط𝑀  ذات اللاحقة من المستوي𝑧  : حيث𝑧 + 1 + 𝑖 = √5𝑒𝑖𝜃 

𝜃مع  ∈ ℝ. 

 (Γ)تنتمي إلى المجموعة  𝐴بيّن أنّ النقطة  .أ

 مع تحديد عناصرها المميزة (Γ)عيّن طبيعة المجموعة  .ب

 (Γ)أنشئ المجموعة  .ج

 .(Γ)تنتميان إلى المجموعة  𝐵  و 𝐶تحقق أنّ النقطتين  .د

     
 ر( 2015)بكالوريا  .47التمرين 

التالية :               𝑧المعادلة ذات المجهول  ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1

𝑧2 − 2(1 − √3)𝑧 + 8 = 0       ((1 + √3)
2
= 4 + 2√3 ∶  (لاحظ أنّ 

,𝑂)متجانس المتعامد والمعلم الالمستوي منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ) .𝐵 و  𝐴  من نقطتان

𝑧𝐵 على الترتيب :قتاهما لاحالمستوي  = 𝑧𝐴̅  و  𝑧𝐴 = (1 − √3) + 𝑖(1 + √3) 

بيّن أنّ أ.  .2
𝑧𝐵

𝑧𝐴
= 𝑒−

7𝜋

6
𝑖

 

 𝑧𝐴استنتج عمدة للعدد المركب ب. 

cosالقيمة المضبوطة لكل من العددين استنتج ج. 
7𝜋

12
sin  و  

7𝜋

12
 

;𝑥)مجموعة الأعداد الصحيحة المعادلة ذات المجهول حل في أ.  .3 𝑦)              : التالية

7𝑥 − 2𝑦 = 1 

;𝑥)ب. بيّن أنّه إذا كانت الثنائية  𝑦) من الأعداد الصحيحة حلا للمعادلة 

     7𝑥 − 24𝑦 =  12يكون مضاعفا للعدد  𝑥فإنّ  12

;𝑥)الثنائيات كل استنتج ج.  𝑦) من الأعداد الصحيحة حلولا للمعادلة 

    7𝑥 − 24𝑦 = 12 
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(𝑧𝐴)التي يكون من أجلها  𝑛د. عيّن مجموعة قيم العدد الطبيعي 
𝑛  عددا حقيقيا سالبا 

 تماما.   

     
 (ع ت 2016)بكالوريا  .48التمرين 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ).  ةنقطمن أجل كل 𝑀  من

𝑧)حيث 𝑧 المستوي لاحقتها العدد المركّب  ≠  ′𝑧 لاحقتها العدد المركّب  ′𝑀 ةنقطنرفق ال ، (1

′𝑧حيث :  =
𝑧−2

𝑧−1
. 

′𝑧 : 𝑧المعادلة ذات المجهول  ℂحل في  .1 = 𝑧  

𝑧2حيث :  𝑧1 و 𝑧2لاحقتاهما على الترتيب  𝐴 و𝐵النقطتان  .2 = 𝑧1̅ و 𝑧1 = 1 − 𝑖 

اكتب  .أ
𝑧2

𝑧1
 على الشكل الأسّي 

،  𝑂الذي مركزه المبدأ  𝑅بالدوران  𝐴هي صورة النقطة  𝐵بيّن أنّ النقطة  .ب

 يطُلب تعيين زاوية له

′𝑧نضع :  .3 ≠ 𝑧 نعتبر النقطتين .𝐷و 𝐶  على الترتيب. عيّن  2 و1لاحقتيهما(𝛤) 

 (𝛤)تنتمي إلى محور التراتيب ثمّ أنشئ  ′𝑀حيث  𝑀مجموعة النقط 

4. ℎ  التحاكي الذي مركزه المبدأ𝑂  2ونسبته 

𝑆عيّن طبيعة التحويل النقطي  .أ = ℎ𝑜𝑅 وعناصره المميّزة 

 𝑆اكتب العبارة المركبة للتحويل  .ب

 .𝑆بالتحويل النقطي  (𝛤)صورة  (′𝛤)عيّن ثمّ أنشئ المجموعة  .ج

 
 (ع ت 2016)بكالوريا  .49التمرين 

                                               : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1

(𝑧 −
√3

2
−
1

2
𝑖) (𝑧2 + √3𝑧 + 1) = 0              

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ). 𝐶, 𝐵, 𝐴  نقط 

𝑧𝐴:  ها على الترتيباتلاحقمن المستوي  =
√3

2
+
1

2
𝑖   ،𝑧𝐵 = −

√3

2
+
1

2
𝑖   ، 

𝒛𝑪 = 𝑧𝐵̅̅ ̅  .  

 على الشكل الأسّي  𝑧𝐶 و 𝑧𝐴  ،𝑧𝐵  اكتب .أ

 𝐴إلى النقطة  𝐶ويحوّل النقطة  𝐵مركزه  𝑆بيّن أنّه يوجد تشابه مباشر  .ب

 يطُلب تعيين عناصره المميّزة

   متوازي أضلاع ، ثمّ حددّ  𝐴𝐵𝐶𝐷حتى يكون الرباعي  𝐷النقطة أ. عيّن لاحقة       .3

 بدقّة طبيعته                         

                        والتي تحقق : 𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (𝐸)عيّن  .ب

|𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧̅ − 𝑧𝐵|  حيث ،𝑧̅  هو مرافق𝑧 
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والتي تحقق :                      𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)عيّن  .ج

𝑧 = 𝑧𝐵 + √3𝑒
𝑖𝜃  عندماθ  يتغيّر علىℝ  ثمّ تحقّق أنّ النقطة ،𝐴                       

 .(𝛤)تنتمي إلى 

 
 (ع ت 2016)بكالوريا  .50التمرين 

𝑧  :𝑃(𝑧)نضع من أجل كل عدد مركّب  .1 = 𝑧3 − 24√3 

𝑃(2√3)تحقق أنّ  .أ = 0 

:              𝑧بحيث من أجل كل عدد مركّب  𝑎 و𝑏جد العددين الحقيقيين  .ب

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 2√3)(𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏) 

𝑃(𝑧):  المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .ج = 0    

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )  .𝐶, 𝐵, 𝐴  نقط

𝑧𝐴:  احقها على الترتيبولمن المستوي  = −√3 + 3𝑖 ، 𝑧𝐵 = −√3 − 3𝑖    ، 

𝒛𝑪 = 2√3. 

اكتب على الشكل الجبري العدد المركّب  .أ
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
 

يطُلب  𝐶إلى النقطة  𝐵ويحوّل النقطة  𝐴مركزه  𝑟بيّن أنّه يوجد دوران  .ب

 تعيين زاويته

 𝐴𝐵𝐶استنتج طبيعة المثلث  .ج

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  𝐶صورة النقطة  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷عيّن  .د  ⃗    ،

 𝐴𝐵𝐶𝐷ثمّ حددّ بدقّة طبيعة الرباعي 

بحيث :  𝑧من المستوي ذات اللاحقة غير المعدومة  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)عيّن  .3

arg (
𝑧

𝑧̅
) = 2𝑘𝜋  حيث𝑘 ∈ ℤ  العدد(𝑧̅  هو مرافق العدد𝑧.) 

 
 (ع ت 2016)بكالوريا  .51التمرين 

 : 𝑧المعادلة ذات المجهول  ℂمجموعة الأعداد المركّبة نعتبر في  .1

2𝑧̅3 + 3𝑧̅2 − 3𝑧̅ + 5 = 0… (𝐸)  يشير الرمز .𝑧̅  إلى مرافق العدد𝑧 

2𝑧̅)تكافئ المعادلة  (𝐸)اثبت أنّ المعادلة  .أ + 5)(𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1) = 0 

  (𝐸)المعادلة  ℂمجموعة حل في ال .ب

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم الفي المستوي المركّب المنسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) ، نعتبر

,𝐶 و𝐷  النقط 𝐵, 𝐴  لواحقها على الترتيبالتي : 𝑧𝐴 =
1

2
−
√3

2
𝑖  ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅    ،

𝑧𝐶 = −1  ،𝑧𝐷 = −
5

2
 

 على الشكل الأسّي  𝑧𝐵 و 𝑧𝐴  كلا من العددين  اكتب .أ
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 𝐶 ، 𝐵 ، 𝐴 و𝐷أنشئ النقط  .ب

𝑧𝐵أثبت أنّ :  .ج − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) 

 𝐴𝐵𝐶استنتج طبيعة المثلث  .د

، زاويته  𝐶التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆ليكن  .3
𝜋

3
 𝐴صورة  𝐹، ولتكن  2ونسبته  

 𝐴𝐹𝐶، ثمّ حددّ طبيعة المثلث  𝐹. أنشئ النقطة 𝑆بالتحويل 

حيث :              𝑧من المستوي ذات اللاحقة  𝑀لنقط ل (𝛤)مجموعة ال طبيعةعيّن  .4

𝑧 + 1 = 𝑘𝑧𝐵  لمّا يتغيّر ،𝑘  في المجموعةℝ
+

. 

 
 ر(ت  2016)بكالوريا  .52التمرين 

9𝑧2 : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1 − 6√3𝑧 + 4 = 0 

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم الفي المستوي المنسوب إلى  .2 𝑢⃗ , 𝑣 ) ، تين النقطلتكن 

𝐵و 𝐴 ا على الترتيبمهتالاحق : 𝑧𝐴 =
√3

3
+
1

3
𝑖   و𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅    

 على الشكل الأسّي  𝑧𝐵 و 𝑧𝐴  كلا من اكتب .أ

)بيّن أنّ :  .ب
𝑧𝐴

𝑧𝐵
)
2016

+ (
𝑧𝐴

𝑧𝐵
)
1437

= 0 

) يكونبحيث  𝑛 قيم العدد الطبيعيعيّن  .ج
𝑧𝐴

𝑧𝐵
)
𝑛

 حقيقيا عددا  

3. 𝑓  التحويل النقطي الذي يرفق بكل نقطة𝑀  لاحقتها𝑧  النقطة𝑀′  لاحقتها𝑧′  : حيث

𝑧′ = (
𝑧𝐴

𝑧𝐵
) 𝑧 

 وعناصره المميزة 𝑓عيّن طبيعة التحويل  .أ

 𝑓بالتحويل  𝐴صورة النقطة  𝐶لاحقة النقطة  𝑧𝐶احسب  .ب

 .𝐴𝐵𝐶𝐷مركز ثقل الرباعي  𝑂حتى تكون  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷عيّن  .ج

 
 ر(ت  2016)بكالوريا  .53التمرين 

(I   1 . مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ  المعادلة ذات المجهول𝑧 تية :    الآ 

(𝑧2 − 2√2𝑧 + 4)(2𝑧 − √2) = 0 

 اكتب الحلول على الشكل الأسّي .2

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي منسوب إلى  (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )نعتبر النقط ،  𝐶و 𝐵, 𝐴      

𝑎 : لواحقها على الترتيبالتي من المستوي  =
√2

2
  ،𝑏 = √2 + 𝑖√2    ،𝑐 = √2 − 𝑖√2 

,𝐵 و𝐶  النقطعلّم  .1 𝐴في المعلم السابق 

  𝜋وزاويته  3، نسبته  𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه  𝐶صورة النقطة  𝐷نعتبر النقطة   .2

−وزاويته  𝑂الذي مركزه  𝑅بالدوران  𝐶صورة النقطة  𝐸والنقطة 
𝜋

2
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 على الترتيب 𝐷 و𝐸للنقطتين  𝑑 و𝑒احسب اللاحقتين 

(III  : نضع𝑧 =
𝑑−𝑏

𝑒−𝑏
 

 على الشكل المثلثي 𝑧اكتب العدد المركّب  .1

.    𝐼بالنسبة إلى النقطة  𝐵نظيرة النقطة  𝐹،  [𝐷𝐸]منتصف القطعة  𝐼نعتبر النقطة  .2

 ؟ 𝐵𝐷𝐹𝐸ما طبيعة الرباعي 

 
 ر( 2016)بكالوريا  .54التمرين 

𝑧2 : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في أ.           .1 − 4𝑧 + 5 = 0              

الآتية :                           𝑧المعادلة ذات المجهول المركّب استنتج حلول  .ب

(𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3))
2
− 4𝑧 + 1 − 4𝑖(1 − √3) = 0 

2. 𝜃  : 0عدد حقيقي حيث ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
 عمدة له 𝜃و  1عدد مركّب طويلته  𝑧0و  

1اكتب العدد المركّب  .أ + 𝑖√3 على الشكل الأسّي 

علما أنّ :  𝜃عيّن  .ب
𝑧0(1+𝑖√3)

𝑧0̅̅ ̅
= 2𝑒𝑖

𝜋

2 ( .𝑧0̅  هو مرافق العدد𝑧0) 

المتحصّل عليها ، اكتب العدد المركّب  𝜃عدد طبيعي. من أجل قيمة  𝑛 .ج

[
𝑧0(1+𝑖√3)

2
]
𝑛

 على الشكل المثلثي 

]التي من أجلها يكون  𝑛عيّن قيّم العدد الطبيعي  .د
𝑧0(1+𝑖√3)

2
]
𝑛

عددا حقيقيا  

 موجبا تماما

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  .3 𝑢⃗ , 𝑣 )نعتبر النقط ،  

𝐶و 𝐵, 𝐴   ها على الترتيباتلاحقالتي                                                   : 

𝑧𝐴 = 2 − 𝑖   ،𝑧𝐵 = 2 + 𝑖    ،𝑧𝐶 = 1 + 𝑖√3 

,𝐴)}مرجح الجملة المثقلة  𝐷لاحقة النقطة  𝑧𝐷عيّن  .أ 1); (𝐵, −1); (𝐶, 1)} 

 متوازي أضلاع 𝐴𝐵𝐶𝐷استنتج أنّ الرباعي  .ب

حيث :  𝑧𝐸النقطة من المستوي المركّب ذات اللاحقة  𝐸 .ج

{
arg(𝑧𝐸 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧𝐸 − 𝑧𝐵) =

𝜋

2

|
𝑧𝐸−𝑧𝐴

𝑧𝐸−𝑧𝐵
| = 2

 

  : ّبيّن أن𝑧𝐸 =
14

5
+
3

5
𝑖 

  بيّن أنّ النقطة𝐴  هي صورة النقطة𝐵  بتشابه مباشر يطُلب تعيين عناصره

 المميّزة

4. 𝑀  نقطة من المستوي المركّب لاحقتها𝑧  النقطة ،𝐼  منتصف القطعة المستقيمة[𝐴𝐵] 
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  𝐼لاحقة النقطة 𝑧𝐼 عيّن  .أ

من المستوي المركّب التي  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)عدد حقيقي، نسمي  𝛼 .ب

𝑧ق : تحقّ  − 𝑧𝐼 = 𝑒
𝑖𝛼 

  تحققّ أنّ النقطة𝐸  تنتمي إلى المجموعة(𝛤) 

  عيّن طبيعة المجموعة(𝛤)  وعناصرها المميزة عندما يتغيّر𝛼   فيℝ. 
 

 
 ر( 2016)بكالوريا  .55التمرين 

(I   1 .   مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ المعادلة  :𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0  

}حيث :  𝑧1 و 𝑧2جد العددين المركبين  .2
2𝑧1 − 3𝑧2 = 5𝑖√2

𝑧1 + 3𝑧2 = −2𝑖√2
 

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) النقط .

𝐻و 𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴   ها على الترتيباتلاحق : 𝑧𝐴 = 𝑖√2   ،𝑧𝐵 = −𝑖√2    ، 𝑧𝐶 = 1 + 𝑖   ،

𝑧𝐷 = 1 − 𝑖  ،𝑧𝐻 =
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐸−𝑧𝐵
𝐷𝐸⃗⃗النقطة التي تحققّ :  𝐸حيث   ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

 𝐵𝐸𝐶على الشكل الأسّي واستنتج نوع المثلث  𝑧𝐻اكتب  .1

2. 𝑆  تحويل نقطي في المستوي يرفق بكل نقطة𝑀  لاحقتها𝑧 نقطة ال𝑀′  لاحقتها𝑧′ 

′𝑧حيث :  = 𝑧𝐴𝑧 + 𝑧𝐵 

 ؟ وما هي عناصره المميّزة ؟ 𝑆ما هي طبيعة التحويل  .أ

 𝐶𝐷ونصف قطرها  𝐶التي مركزها  (𝛾)احسب مساحة الدائرة  .ب

 واستنتج مساحتها 𝑆بالتحويل  (𝛾)صورة  (′𝛾)عيّن  .ج

 𝑧( ذات اللاحقات 𝐵 و𝐶تختلف عن 𝑀 من المستوي ) 𝑀مجموعة النقط  (𝛿)عيّن  .3

التي يكون من أجلها العدد 
𝑧𝐵−𝑧

𝑧𝐶−𝑧
 حقيقيا سالبا تماما. 

 
 

 (ع ت 8002)بكالوريا  .56التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ المعادلة  :(𝑧 + 2)(𝑧2 − 4𝑧 + 8) = 0    

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) . نعتبر النقط 𝐶, 𝐵, 𝐴 

𝑧𝐴: هااتلاحقالتي  = 2 − 2𝑖 ، 𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ ، 𝑧𝐶 = −2. 

 الأسّيعلى الشكل  𝑧𝐵و   𝑧𝐴كلا من اكتب  .1

 𝐴𝐶𝐷مركز ثقل المثلث  𝐵حتى تكون  𝐷النقطة لاحقة  𝑧𝐷يّن ع .2

3. (𝛤)  مجموعة النقط𝑀  ذات اللاحقة من المستوي𝑧 (𝑀  تختلف عن𝐴 و𝐵 : حيث )

arg (
𝑧𝐵−𝑧

𝑧𝐴−𝑧
) =

𝜋

2
 

 وأنشئها (𝛤)المجموعة طبيعة عيّن ثمّ  ،(𝛤)من نقطة هو  𝑂تحققّ أنّ مبدأ المعلم 
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. ℎبالتحاكي  (𝛤)صورة  (′𝛤)،  2ونسبته  𝐶الذي مركزه النقطة  التحاكي ℎليكن  .4

 مع تحديد عناصرها المميزة. (′𝛤)المجموعة طبيعة عيّن 
 

 
 

 (ع ت 8002)بكالوريا  .57التمرين 

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى  𝑢⃗ , 𝑣 ) 

 بصحيح أو خطأ مع التعليل في كل حالة مما يلي:أجب 

)مجموعة حلول المعادلة  .1
𝑧+1−𝑖

𝑧−𝑖
)
2

= 𝑆هي  ℂمجموعة الفي  1 = {−
1

2
+ 𝑖} 

𝑧  ،(𝑧من أجل كل عدد مركّب  .2 + 2) × (𝑧̅ + 2) = |𝑧 + 2|2 

)،  𝑛طبيعي من أجل كل عدد  .3
1

2
+ 𝑖

√3

2
)
3𝑛

= 1 

4. 𝑆  التشابه المباشر الذي مركزه النقطةΩ  وزاويته  3ونسبته  1ذات اللاحقة
𝜋

2
     

;𝜔(0ذات المركز  (𝐶)صورة الدائرة  هي الدائرة  𝑆بالتشابه  3ونصف القطر  (1

(𝐶′)  ذات المركز𝜔′(−2;−3)  9ونصف القطر. 

 :  𝛼من أجل كل عدد حقيقي  .5

𝑧إذا كان  = (sin 𝛼 + 𝑖 cos 𝛼) × (cos 𝛼 − 𝑖 sin 𝛼) 

arg(𝑧)فإنّ :  =
𝜋

2
− 2𝛼 + 2𝑘𝜋  حيث ،𝑘 .عدد صحيح 

 

 
 

 ر(ت  8002)بكالوريا  .58التمرين 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  𝑢⃗ , 𝑣 ).  النقطنعتبر  𝐶و 𝐵 ، 𝐴 

𝑧𝐴 :احقهاولالتي  = −1  ،𝑧𝐵 = 2 + 𝑖 و𝑧𝐶 = −𝑖    

العدد المركّب  اكتب .1
𝑧𝐴−𝑧𝐶

𝑧𝐵−𝑧𝐶
 𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث على الشكل الأسّي 

 𝐴إلى  𝐵ويحوّل  𝐶الذي مركزه  𝑆العبارة المركّبة للتشابه عيّن  .2

 𝑆بالتشابه  𝐷صورة  𝐸والنقطة  𝐶بالنسبة إلى  𝐵نظيرة  𝐷نقطة نعتبر ال .3

𝑧𝐸، ثمّ تحققّ أنّ:  𝐷لاحقة  𝑧𝐷احسب  .أ = 1 − 2𝑖  حيث𝑧𝐸  لاحقة𝐸 

 .𝐴𝐷𝐸𝐵الرباعي حددّ طبيعة  .ب

4. (𝛤)  مجموعة النقط𝑀  من المستوي ذات اللاحقة𝑧 (𝑀  تختلف عن𝐴 و𝐵 : حيث )

arg(𝑧 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧 − 𝑧𝐵) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ; 𝑘 ∈ ℤ 

 وأنشئها. (𝛤)المجموعة طبيعة حددّ ثمّ  ،(𝛤)تنتمي إلى  𝐶تحققّ أنّ النقطة 
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 ر(ت  8002)بكالوريا  .59التمرين 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  𝑢⃗ , 𝑣 ) .نعتبر النقط  ، 𝐵 ، 𝐴 

  𝐷و 𝐶   لواحقهاالتي: 𝑧𝐴 = 1 + 𝑖  ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅    ،𝑧𝐶 =
1

2
(1 − 𝑖)  و𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ 

 𝑧𝐷و  𝑧𝐵على الشكل الأسّي ثمّ استنتج الشكل الأسّي للعددين  𝑧𝐶و 𝑧𝐴أ. اكتب  .1

(𝑧𝐴)التي تحقق:  𝑛ب. عيّن قيم العدد الطبيعي 
𝑛 = (𝑧𝐵)

𝑛 

 𝐵إلى  𝐶ويحوّل  𝐴إلى  𝐷الذي يحوّل  ℎومركز التحاكي  أ. أوجد نسبة .2

طويلة العدد المركّب احسب ب. 
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐷−𝑧𝐴
 𝐴𝐷𝐶𝐵ثمّ استنتج طبيعة الرباعي  

,𝐴)}مرجح الجملة  𝐺لاحقة النقطة  𝑧𝐺جد  .3 2); (𝐵, 2); (𝐶, −1); (𝐷,−1)} 

حيث :                                      من المستوي  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)لتكن  .4

‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √5 

 وعناصرها المميزة وأنشئها. (𝛤)المجموعة طبيعة حددّ ثمّ  ،(𝛤)نقطة من  𝐴بيّن أنّ 

 

 
 

 ر( 8002)بكالوريا  .60التمرين 

                           : 𝑧ذات المجهول  المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .1

(𝑧 − 2 + 2𝑖)(𝑧2 − 2√2𝑧 + 8) = 0              

,𝑂)  متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  .2 𝑢⃗ , 𝑣 )نعتبر النقط ،  

𝐶و 𝐵, 𝐴   هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 = √2 + 𝑖√6   ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅    ،𝑧𝐶 = 2(1 − 𝑖) 

,𝐵 و𝐶  النقطعلى الشكل الأسّي ، ثمّ استنتج  𝑧𝐶و 𝑧𝐴  ،𝑧𝐵اكتب  .أ 𝐴  تنتمي

)إلى دائرة   يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها (

)التي يكون من أجلها العدد المركّب  𝑛عيّن قيّم العدد الطبيعي  .ب
𝑧𝐴

𝑧𝐶
)
𝑛

تخيليا  

 صرفا

حيث :           𝑧من المستوي ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)نسمّي  .ج

𝑧 = 𝑧𝐶 − 𝑘 (
𝑧𝐴

𝑧𝐵
 +ℝيمسح  𝑘، مع  (

 .(𝛤)عيّن وأنشئ ، ثمّ (𝛤)تنتمي إلى  𝐶تحققّ أنّ النقطة 

3. 𝑟  النقطة الدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته
2𝜋

3
  ،ℎ  التحاكي الذي مركزه النقطة𝑂 

  2−نسبته و

)دائرة ثمّ استنتج صورة ال وعناصره المميّزة ℎ𝑜𝑟عيّن طبيعة التحويل   .ℎ𝑜𝑟التحويل ب (
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 ر( 8002)بكالوريا  .61التمرين 

(I  د المركّبالعداكتب (
5

2
+ 𝑖)

2

على الشكل الجبري ثمّ استنتج الجذرين التربيعيين للعدد  

المركّب : 
21

4
+ 5𝑖 

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ) . النقط نعتبر

𝐼و 𝐶, 𝐵, 𝐴   احقولذات ال: 𝑧𝐴 =
3

2
+ √2𝑒

𝑖
𝜋

4    ،𝑧𝐵 = −
3

2
𝑖    ، 𝑧𝐶 = −𝑧𝐴̅   ،𝑧𝐼 = 𝑖  

 على الشكل الجبري 𝑧𝐶و  𝑧𝐴اكتب  .1

العدد المركّب  اكتب .2
𝑧𝐶−𝑧𝐵

𝑧𝐴−𝑧𝐵
 𝐴𝐵𝐶المثلث طبيعة  استنتجمالشكل الأسّي على  

  𝐼إلى  𝐴ويحوّل  𝐵التشابه المباشر الذي مركزه  𝑆ليكن  .3

 ثمّ عيّن نسبته وزاويته 𝑆للتشابه المباشر اكتب العبارة المركّبة  .أ

𝑛حيث  𝑛نعرّف من أجل كل عدد طبيعي  .ب ≥ كما يلي:  𝑇𝑛التحويل النقطي  2

𝑇𝑛 = 𝑆𝑜𝑆𝑜 …𝑜𝑆⏟      
𝑛 مرّة

 

 تحاكيا ، عيّن عندئذ عناصره المميّزة. 𝑇𝑛حتى يكون  𝑛عيّن قيم 
 

 
 

 (ع ت الدورة الاستثنائية 8002)بكالوريا  .62التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ المعادلة  :(𝑧 − 2)(𝑧2 + 2𝑧 + 4) = 0    

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )  حيث‖𝑢⃗ ‖ = 2𝑐𝑚. 

,𝐶 لتكن النقط 𝐵, 𝐴  هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 = 2 ، 𝑧𝐵 = −1 + 𝑖√3 ، 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅. 

 𝑧𝐶الأسّي للعدد المركّب الشكل الأسّي ثمّ استنتج على الشكل  𝑧𝐵العدد اكتب أ.  .1

,𝐶 النقطثمّ أنشئ  𝐴𝐵𝐶ب. عيّن مركز ونصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث  𝐵, 𝐴 

ونسبته  𝑂التشابه المباشر الذي مركزه النقطة  𝑆ليكن  .2
1

2
وزاويته  

2𝜋

3
 

صور النقط  ′𝐵′، 𝐴 و′𝐶ثمّ عيّن لاحقة كل من  𝑆اكتب العبارة المركّبة للتشابه  .أ

𝐴 ،𝐵 و𝐶  على الترتيب بالتشابه𝑆  ثمّ أنشئ في المعلم السابق النقط𝐶′و 𝐵′، 𝐴′ 

 .′𝐴′𝐵′𝐶احسب بالسنتيمتر المربع مساحة المثلث  .ب

 
 (ع ت الدورة الاستثنائية 8002)بكالوريا  .63التمرين 

,𝑂) متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  𝑢⃗ , 𝑣 ).  النقطنعتبر  𝐶و 𝐵 ، 𝐴 

𝑧𝐴 :هااتلاحقالتي  = −3 − 2𝑖  ،𝑧𝐵 = 1 + 𝑖 و𝑧𝐶 = 4 − 3𝑖    

 𝐶إلى النقطة  𝐵والذي يحوّل النقطة  𝐴ذي المركز  𝑆النسبة وزاوية للتشابه عيّن  .1

العدد المركّب على الشكل الأسّي  اكتب .2
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐶−𝑧𝐵
 𝐴𝐵𝐶، ثمّ استنتج طبيعة المثلث  
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 .[𝐴𝐶]إلى منتصف القطعة  𝐼وبـ  𝐴𝐵𝐶إلى مركز المثلث  𝐺نرمز بـ  .3

 في استقامية 𝐺 ، 𝐵 و𝐼، ثمّ بيّن أنّ النقط  𝐺 و𝐼لاحقتي النقطتين  𝑧𝐼و 𝑧𝐺عيّن كلا من 

  𝐴𝐵𝐶𝐷، حددّ طبيعة الرباعي  𝐼بالنسبة إلى  𝐵نظيرة  𝐷نعتبر النقطة  .4

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖: التي تحققمن المستوي  𝑀مجموعة النقط  (𝛤)نعتبر  .5 ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 5√2 

 (𝛤)تنتمي إلى  𝐶تحققّ أنّ النقطة  .أ

 أنشئها.ثمّ  (𝛤)طبيعة المجموعة عيّن  .ب

 
 (الدورة الاستثنائية رت  8002)بكالوريا  .64التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ المعادلة  :(𝑧 − 4)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) = 0    

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ).  

,𝐶 نعتبر النقط 𝐵, 𝐴  هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 = 4 ، 𝑧𝐵 = 1 + 𝑖√3 ، 𝑧𝐶 = 1 − 𝑖√3. 

العدد المركّب اكتب  .1
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
  𝐴𝐵𝐶طبيعة المثلث الأسّي ثمّ استنتج على الشكل  

وزاويته  𝑂الذي مركزه  𝑟بالدوران  𝐵صورة  𝐷أ. عيّن لاحقة  .2
2𝜋

3
 

 𝐴𝐵𝐷𝐶طبيعة الرباعي ب. عيّن 

𝑧𝑛: نضع 𝑛من أجل كل عدد طبيعي  .3 = (𝑧𝐵)
𝑛 + (𝑧𝐶)

𝑛 

𝑛  ،𝑧𝑛بيّن أنّ من أجل كل عدد طبيعي  .أ = 2
𝑛+1 × cos (

𝑛𝜋

3
) 

𝑛  :𝑡𝑛نضع من أجل كل عدد طبيعي  .ب = 𝑧6𝑛 

𝑃𝑛حيث  𝑛بدلالة  𝑃𝑛ثمّ احسب  𝑛بدلالة  𝑡𝑛عبّر عن  = 𝑡0 × 𝑡1 × …× 𝑡𝑛. 

 
 (الدورة الاستثنائية رت  8002)بكالوريا  .65التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ المعادلة  :(𝑧 + 1 − √3)(𝑧2 + 2𝑧 + 4) = 0    

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ).  

,𝐶 نعتبر النقط 𝐵, 𝐴  هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 = −1 + √3 ، 𝑧𝐵 = −1 − 𝑖√3 ، 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅. 

𝑧𝐵بيّن أنّ  .4 − 𝑧𝐴 = 𝑖(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴)  طبيعة المثلث ، ثمّ استنتج𝐴𝐵𝐶 احسب مساحتهو 

𝐿حيث :  𝐿الجبري العدد اكتب على الشكل أ.  .5 =
𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐶
 

𝐿ب. بيّن أنّ  =
√6

2
(cos

𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
tanثمّ استنتج القيمة المضبوطة لـ  (

𝜋

12
 

ذات  ′𝑀إلى النقطة  𝑧ذات اللاحقة  𝑀الذي يحوّل النقطة  𝑆نعتبر التحويل النقطي  .6

′𝑧والمعرّف بـ :  ′𝑧اللاحقة  = (𝑧 − 𝑧𝐵)𝐿 + 𝑧𝐵 

 مباشر يطُلب تعيين عناصره المميزةتشابه  𝑆بيّن أنّ 

  𝑆𝑜𝑆 بالتحويلعلى الترتيب  𝐶و 𝐴 ،𝐵صور النقط  ′𝐵′، 𝐴 و′𝐶لتكن النقط  .7

 .′𝐴′𝐵′𝐶احسب مساحة المثلث 
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 (الدورة الاستثنائية ر 8002)بكالوريا  .66التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ ذات المجهول  المعادلة𝑧  :2𝑧2 − 10𝑧 +
29

2
= 0    

(II  متجانسالمتعامد والمعلم الالمستوي المركّب منسوب إلى (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 ).  

,𝐶 و𝐷 نعتبر النقط 𝐵, 𝐴  هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 =
3

2
+ √2𝑒

𝑖
𝜋

4 ، 𝑧𝐵 =
3

2
𝑒−𝑖

𝜋

2 ، 

𝑧𝐶 = −𝑧𝐴̅  و𝑧𝐷 = 𝑖. 

 الجبري ثمّ علّم النقط في المعلم السابقعلى الشكل 𝑧𝐴 و𝑧𝐵العددين اكتب أ.  .1

اكتب العدد المركّب ب. 
𝑧𝐴−𝑧𝐵

𝑧𝐶−𝑧𝐵
  𝐴𝐵𝐶طبيعة المثلث ثمّ استنتج على الشكل الأسّي  

 𝐴𝐵𝐶𝐸 الرباعيطبيعة ثمّ استنتج  𝐷بالنسبة إلى  𝐵نظيرة  𝐸جد لاحقة النقطة  .2

ثمّ حددّ  𝐷إلى  𝐴ويحوّل  𝐵الذي مركزه  𝑆للتشابه المباشر اكتب العبارة المركّبة  .3

 نسبته وزاويته

𝐴0ي : لكما ي 𝑛∈ℕ(𝐴𝑛)نعرّف متتالية النقط  .4 = 𝐴   و𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) . 

                                   : 𝑛من أجل كل عدد طبيعي أنّ بالتراجع برهن  .أ

𝑧𝑛 − 𝑧𝐵 = 5(
√2

2
)
𝑛+1

𝑒𝑖
𝜋

4
(𝑛+1)

 

 .(𝐴𝐵)إلى المستقيم  𝐴𝑛تنتمي النقطة حتى الطبيعية  nقيّم عيّن  .ب

 
 (الدورة الاستثنائية ر 8002)بكالوريا  .67التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة في نعتبرℂ المعادلة : 

𝑧2 − 2(1 − sin 𝛼)𝑧 + 2(1 − sin 𝛼) = 0… (𝐸)  حيث ،𝛼  .عدد حقيقي 

 (𝐸)إلى حلي المعادلة  𝑧1 و𝑧2نرمز بـ 

 𝛼بدلالة  𝑧1 و𝑧2 ينحلعيّن ال .1

𝛼نضع  .2 =
𝜋

6
𝑧1. بيّن أنّ : 

2017 + 𝑧2
2017 = 1 

(II  متجانسالمتعامد والمعلم المنسوب إلى المركّب المستوي  (𝑂, 𝑢⃗ , 𝑣 )نعتبر النقط ،  

𝐶و 𝐵, 𝐴   هااتلاحقالتي :𝑧𝐴 =
1

2
+
√3

2
𝑖   ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅    ،𝑧𝐶 = 2𝑧𝐴 

)التي يكون من أجلها  𝑛قيم العدد الطبيعي عيّن  .1
𝑧𝐴

𝑧𝐵
)
𝑛

 عددا حقيقيا موجبا تماما 

          ′𝑀إلى النقطة  𝑧ذات اللاحقة  𝑀الذي يحوّل النقطة التحويل النقطي  𝑆ليكن  .2

′𝑧حيث :  ′𝑧ذات اللاحقة  = (1 + 𝑧𝐴)𝑧 + 2𝑧𝐵 

 ثمّ حددّ عناصره المميّزة 𝑆عيّن طبيعة التحويل 

3. (𝛤)  مجموعة النقط𝑀  ذات اللاحقة𝑧  : حيثarg(𝑧̅ − 𝑧𝐵) = −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋       ،

𝑘و  ∈ ℤ  

 .وأنشئها (𝛤)حددّ طبيعة ، ثمّ (𝛤)تنتمي إلى  𝐶تحققّ أنّ النقطة 
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 .1 حل التمرين

 

 الأعداد المركبة التالية على شكلها الجبري : كتابة

𝑧1 = (2 + 𝑖)
2 = 2² + 𝑖² + 4𝑖 = 4 − 1 + 4𝑖 = 3 + 4𝑖  

𝑧2 = (4 + 2𝑖)(4 − 2𝑖) = 4
2 − (2𝑖)2 = 16 − 4𝑖2 = 16 − 4(−1) = 20  

𝑧3 = (2 − 𝑖)
2(1 + 2𝑖)2 = [(2 − 𝑖)(1 + 2𝑖)]2 = (2 + 4𝑖 − 𝑖 − 2𝑖2)2 

= (4 + 3𝑖)2 = 16 − 9 + 24𝑖 = 7 + 24𝑖  

𝑧4 = (3 − 2𝑖)
3 = 33 − 3(3)2(2𝑖) + 3(3)(2𝑖)2 − (2𝑖)3 

= 27 − 54𝑖 − 36 + 8𝑖 = −9 − 46𝑖  

𝑧5 = (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
)

3

 

= (−
1

2
)
3

+ 3(−
1

2
)
2

(𝑖
√3

2
) + 3 (−

1

2
)(𝑖

√3

2
)

2

+ (𝑖
√3

2
)

3

 

= −
1

8
+
3√3

8
𝑖 +

9

8
−
3√3

8
𝑖 =

8

8
= 1  

𝑧6 =
4 − 6𝑖

3 + 2𝑖
=
(4 − 6𝑖)(3 − 2𝑖)

(3 + 2𝑖)(3 − 2𝑖)
=
12 − 8𝑖 − 18𝑖 − 12

32 − (2𝑖)2
=
−26𝑖

9 + 4
 

=
−26𝑖

13
= −2𝑖  

𝑧7 =
1 + 𝑖

3 − 𝑖√2
=

(1 + 𝑖)(3 + 𝑖√2)

(3 − 𝑖√2)(3 + 𝑖√2)
=
3 + 𝑖√2 + 3𝑖 + 𝑖2 √2

32 − (𝑖√2)
2  

=
3 − √2 + (3 + √2)𝑖

9 + 2
=
3 − √2 + (3 + √2)𝑖

11
=
3 − √2

11
+
(3 + √2)𝑖

11
 

𝑧8 = (
1 + 𝑖

1 − 𝑖
)
4𝑛

= [
(1 + 𝑖)(1 + 𝑖)

(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
]

4𝑛

= (
1 + 𝑖 + 𝑖 + 𝑖2

1 − 𝑖2
)

4𝑛

= (
2𝑖

2
)
4𝑛

 

= (𝑖)4𝑛 = 1  

𝑧9 =
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)
=
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)
 

=
(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

(cos 𝜃)2 + (sin 𝜃)2
 

= (cos 𝜃)2 − (sin 𝜃)2 + 2𝑖 cos 𝜃 sin 𝜃 = cos 2𝜃 + 𝑖 sin 2𝜃  
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 .2 تمرينحل ال

 : ت  التاليةالمعادلا ℂفي مجموعة الأعداد المركبة حل 

1) 3𝑧 − 2 + 𝑖 = (1 + 𝑖)𝑧 − 1 − 2𝑖 ⇒ (3 − 1 − 𝑖)𝑧 = 1 − 3𝑖 

⇒ (2 − 𝑖)𝑧 = 1 − 3𝑖 ⇒ 𝑧 =
1 − 3𝑖

2 − 𝑖
=
(1 − 3𝑖)(2 + 𝑖)

(2 − 𝑖)(2 + 𝑖)
 

⇒ 𝑧 =
2 + 𝑖 − 6𝑖 − 3𝑖2

22 − 𝑖2
=
5 − 5𝑖

5
= 1 − 𝑖 ;  𝑆 = {1 − 𝑖}  

2) (3 − 4𝑖)𝑧2 = 𝑖𝑧 ⇒ (3 − 4𝑖)𝑧2 − 𝑖𝑧 = 0 ⇒ 𝑧[(3 − 4𝑖)𝑧 − 𝑖] = 0 

⇒ 𝑧 = 3) أو 0 − 4𝑖)𝑧 − 𝑖 = 0 ;  (3 − 4𝑖)𝑧 = 𝑖 ⇒ 𝑧 =
𝑖

3 − 4𝑖
=
𝑖(3 + 4𝑖)

25
 

⇒ 𝑧 = −
4

25
+
3

25
𝑖 ; 𝑆 = {0;−

4

25
+
3

25
𝑖}  

3) 
𝑧 + 1

𝑧 − 1
= 2𝑖 ⇒ 𝑧 + 1 = 2𝑖(𝑧 − 1) ⇒ 𝑧 − 2𝑖𝑧 = −1 − 2𝑖 

⇒ 𝑧(1 − 2𝑖) = −1 − 2𝑖 ⇒ 𝑧 =
−1 − 2𝑖

1 − 2𝑖
=
(−1 − 2𝑖)(1 + 2𝑖)

(1 − 2𝑖)(1 + 2𝑖)
 

⇒ 𝑧 =
−1 − 2𝑖 − 2𝑖 + 4

5
=
3 − 4𝑖

5
; 𝑆 = {

3

5
−
4

5
𝑖}  

4)
𝑧̅ − 1

𝑧̅ + 1
= 𝑖 ⇒ 𝑧̅ − 1 = 𝑖(𝑧̅ + 1) ⇒ 𝑧̅(1 − 𝑖) = 1 + 𝑖 

⇒ 𝑧̅ =
1 + 𝑖

1 − 𝑖
=

(1 + 𝑖)2

(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
=
2𝑖

2
= 𝑖 ⇒ 𝑧 = −𝑖 ; 𝑆 = {−𝑖}    

5) 𝑧2 + 𝑧. 𝑧̅ − 4 − 6𝑖 = 0 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ (𝑥 + 𝑖𝑦)2 + 𝑥2 + 𝑦2 − 4 − 6𝑖 = 0

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2 − 4 − 6𝑖 = 0

⇒ 2𝑥2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 4 + 6𝑖 ⇒ 𝑥2 + 𝑖𝑥𝑦 = 2 + 3𝑖 

{
𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = 3

⇒  {
𝑥 = √2

𝑦 =
3√2

2

}  أو  
𝑥 = −√2

𝑦 = −
3√2

2

 

𝑆 = {√2 +
3√2

2
𝑖 ; −√2 −

3√2

2
𝑖}  

6) (1 + 𝑖)𝑧 − (2 − 𝑖)𝑧̅ + (3 + 4𝑖) = 0 

(1 + 𝑖)(𝑥 + 𝑖𝑦) − (2 − 𝑖)(𝑥 − 𝑖𝑦) + (3 + 4𝑖) = 0 

𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑖𝑥 − 𝑦 − 2𝑥 + 2𝑖𝑦 + 𝑖𝑥 + 𝑦 + 3 + 4𝑖 = 0 
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(−𝑥 + 3) + (2𝑥 + 3𝑦 + 4)𝑖 = 0 ⇒ {
−𝑥 + 3 = 0

2𝑥 + 3𝑦 + 4 = 0
⇒ {

𝑥 = 3

𝑦 = −
10

3

 

𝑆 = {3 −
10

3
𝑖}  

7) (2𝑧 + 1 − 𝑖)(𝑖𝑧̅ + 𝑖 − 2) = 0 ⇒ {
2𝑧 + 1 − 𝑖 = 0…

أو

𝑖𝑧̅ + 𝑖 − 2 = 0…

 

 ⇒ 𝑧 =
−1 + 𝑖

2
= −

1

2
+
1

2
𝑖 

 ⇒ 𝑧̅ =
2 − 𝑖

𝑖
=
𝑖(2 − 𝑖)

−1
= −1 − 2𝑖 ⇒ 𝑧 = −1 + 2𝑖 

𝑆 = {−
1

2
+
1

2
𝑖 ; −1 + 2𝑖}  

 
 .3 حل التمرين

𝒛𝟐حل المعادلة :  .1 − 𝟐𝒊𝒛̅ = 𝟎 

𝑧2 − 2𝑖𝑧̅ = 0 ⇒ (𝑥 + 𝑖𝑦)2 − 2𝑖(𝑥 − 𝑖𝑦) = 0

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 2𝑖𝑥 − 2𝑦 = 0

⇒ 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦 + 2𝑖𝑥(𝑦 − 1) = 0

⇒ {
𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦 = 0

2𝑥(𝑦 − 1) = 0
⇒ {

𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑦 = 0

𝑥 = 𝑦 أو 0 = 1
 

 𝑥 = 0 ⇒ −𝑦2 − 2𝑦 = 0 ⇒ −𝑦(𝑦 + 2) = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑦 أو 0 = −2 

⇒ 𝑧1 = 0 ; 𝑧2 = −2𝑖 

 𝑦 = 1 ⇒ 𝑥2 − 3 = 0 ⇒ 𝑥2 = 3 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 3√ = −√3 

⇒ 𝑧3 = √3 + 𝑖 ; 𝑧4 = −√3 + 𝑖 

𝑆 = {0;−2𝑖; √3 + 𝑖;−√3 + 𝑖}   

 متقايس الأضلاع 𝑨𝑩𝑪اثبات  أنّ المثلث  .2

 طريقة أولى:

𝑧𝐴 = −2𝑖 ;  𝑧𝐵 = √3 + 𝑖 ;  𝑧𝐶 = −√3 + 𝑖 ;  

𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |√3 + 3𝑖| = √√3
2
+ (3)2 = √12 = 2√3 

𝐴𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |−√3 + 3𝑖| = √(−√3)
2
+ (3)2 = √12 = 2√3 
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𝐵𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |−2√3| = 2√3 

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 ⇒ المثلث (𝐴𝐵𝐶) متقايس الأضلاع  

 :ثانيةطريقة 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−√3 + 3𝑖

√3 + 3𝑖
=
−1 + √3𝑖

1 + √3𝑖
=
(−1 + √3𝑖)(1 − √3𝑖)

(1 + √3𝑖)(1 − √3𝑖)
 

=
−1 + √3𝑖 + √3𝑖 + 3

4
=
1

2
+
√3

2
𝑖 

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = |
1

2
+
√3

2
𝑖| = √

1

4
+
3

4
= 1 ⇒

𝐴𝐶

𝐴𝐵
= 1 ⇒ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶  

cos 𝜃 =
1

2
 ; sin 𝜃 =

√3

2
⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ المثلث (𝐴𝐵𝐶) متقايس الأضلاع  
 

 
 .4 حل التمرين

𝒛𝑫 = −𝟐 + 𝒊  ،  𝒛𝑪 = −𝟏+ 𝟒𝒊  ،  𝒛𝑩 = 𝟑 + 𝟐𝒊   ،  𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝒊. 

 أضلاع متوازي 𝑨𝑩𝑪𝑫أنّ الرباعي  اثبات 

{
𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 1 + 3𝑖

𝑧𝐷𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 = 1 + 3𝑖
⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ الرباعي 𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع  

 
 

 
 .5 حل التمرين

𝒛𝑪 = −𝟏− 𝟐𝒊  ،  𝒛𝑩 = −𝟐 + 𝟑𝒊   ،  𝒛𝑨 = 𝟑 − 𝒊. 

 هندسيار النتيجة يفستمجموع هذه اللواحق و حساب

𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 3 − 𝑖 − 2 + 3𝑖 − 1 − 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝐴𝐵𝐶 مركز ثقل المثلث 𝑂  
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 .6 ل التمرينح

𝒛𝑪 = 𝟑  ،  𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝟑𝒊   ،  𝒛𝑨 = −𝟏 + 𝟐𝒊. 

 𝒛𝑮تعيين  .1

𝑧𝐺 =
−𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
=
1 − 2𝑖 + 2 + 6𝑖 + 3

2
⇒ 𝑧𝐺 = 3 + 2𝑖  

 متوازيان (𝑩𝑮)و (𝑨𝑪) بيان أنّ المستقيمين .2

{
𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 3 + 1 − 2𝑖 = 4 − 2𝑖

𝑧𝐵𝐺⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐺 − 𝑧𝐵 = 3 + 2𝑖 − 1 − 3𝑖 = 2 − 𝑖
⇒ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐴𝐶) ∥ (𝐵𝐺)  

𝑴𝑨𝟐−التي تحقّق :  𝑴مجموعة النقط تعيين  .3 + 𝟐𝑴𝑩𝟐 +𝑴𝑪𝟐 = 𝟔 

−𝑀𝐴2 + 2𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 = 6 ⇒ −𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  2 +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 6 

⇒ −(𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
+ 2(𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
+ (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= 6 

⇒ 2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 − 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 6 

⇒ 2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 6 + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 

⇒ 𝑀𝐺2 =
1

2
(6 + 𝐺𝐴2 − 2𝐺𝐵2 − 𝐺𝐶2) 

𝐺𝐴2 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐺|
2 = |−4|2 = 16 ;  𝐺𝐵2 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐺|

2 = |−2 + 𝑖|2 = 5 

𝐺𝐶2 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐺|
2 = |−2𝑖|2 = 4 

𝑀𝐺2 =
1

2
(6 + 𝐺𝐴2 − 2𝐺𝐵2 − 𝐺𝐶2) =

1

2
(6 + 16 − 10 − 4) ⇒ 𝑀𝐺2 = 4  

 .2ونصف قطرها  𝐺ي الدائرة التي مركزها ه 𝑀مجموعة النقط منه نستنتج أنّ 

 

 
 .7 حل التمرين

 في كل حالة من الحالات  التالية : 𝒛ذات  اللاحقة  𝑴ط مجموعة النق تعيين

𝐿 =
𝑧 + 1

𝑧 − 1
=
𝑥 + 𝑖𝑦 + 1

𝑥 + 𝑖𝑦 − 1
=
(𝑥 + 1) + 𝑖𝑦

(𝑥 − 1) + 𝑖𝑦
=
[(𝑥 + 1) + 𝑖𝑦][(𝑥 − 1) − 𝑖𝑦]

[(𝑥 − 1) + 𝑖𝑦][(𝑥 − 1) − 𝑖𝑦]
 

=
𝑥2 − 1 − 𝑖𝑦(𝑥 + 1) + 𝑖𝑦(𝑥 − 1) + 𝑦2

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
=
(𝑥2 + 𝑦2 − 1) − 2𝑖𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
 

=
(𝑥2 + 𝑦2 − 1)

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
−

2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
𝑖  
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 عددا حقيقيا : 𝑳حتى يكون  𝑴تعيين مجموعة النقط  .1

 : حسابيا طريقة 

𝐿 حقيقي  ⇒ {
−2𝑦 = 0

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦 = 0
(𝑥; 𝑦) ≠ (1; 0)

 

     عددا حقيقيا 𝐿حتى يكون  𝑧 ذات اللاحقة 𝑀مجموعة النقط  نستنتج أن  منه 

;𝐴(1هي محور الفواصل باستثناء النقطة  0) 

 : هندسيا طريقة 

𝑧𝐵نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب :  𝐴 و𝐵لتكن  = 𝑧𝐴 و1− = 1 

𝐿 حقيقي ⇒ arg (
𝑧 + 1

𝑧 − 1
) = 𝑘𝜋 ⇒ arg (

𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) = 𝑘𝜋 ⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝜋  

        عددا حقيقيا 𝐿حتى يكون  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  نستنتج أن  منه 

 .𝐴)أي محور الفواصل( باستثناء النقطة  (𝐴𝐵)هي المستقيم 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗)لاحظ أن  :  ⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝑘𝜋  معناه أن  النقط𝑀 ، 𝐵 ، 𝐴 في استقامية 

 : صرفاتخيليا عددا  𝑳حتى يكون  𝑴تعيين مجموعة النقط  .2

 : حسابيا طريقة 

𝐿 تخيلي صرف  ⇒ {
𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 1

(𝑥; 𝑦) ≠ (1; 0)
 

  عددا تخيليا صرفا 𝐿حتى يكون  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  نستنتج أن  منه 

;𝐴(1باستثناء النقطة  1ونصف قطرها  𝑂هي الدائرة التي مركزها  0) 

 : هندسيا قة طري

𝐿 تخيلي صرف ⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0  (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⊥ 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

  عددا تخيليا صرفا 𝐿حتى يكون  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  نستنتج أن  منه 

 𝐴باستثناء النقطة  [𝐴𝐵]هي الدائرة التي قطرها 

  :في استقامية  ′𝑴و 𝑶  ،𝑴النقط  كونتحتى  𝑴تعيين مجموعة النقط  .3

𝑂𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
𝑥2 + 𝑦2 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
; −

2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
) ;  𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑥; 𝑦) 

𝑂𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑘𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒
𝑥2 + 𝑦2 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
. 𝑦 +

2𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
. 𝑥 = 0 

⇒ {
𝑦(𝑥2 + 𝑦2 − 1 + 2𝑥) = 0

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦 = 𝑥) أو 0 + 1)2 + 𝑦2 = 2
(𝑥; 𝑦) ≠ (1; 0)
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 ′𝑀و 𝑂  ،𝑀تكون النقط حتى  𝑧ذات اللاحقة  𝑀مجموعة النقط  نستنتج أن  منه 

;𝑂′(−1هي اتحاد محور الفواصل والدائرة التي مركزها في استقامية  0) 

;𝐴(1 باستثناء النقطة 2√ونصف قطرها  0). 
 

 
 .8 حل التمرين

 على شكله الجبري 𝑳كتابة العدد المركّب  .1

𝐿 =
𝑧 − 2 + 𝑖

𝑧 + 2𝑖
=
𝑥 + 𝑖𝑦 − 2 + 𝑖

𝑥 + 𝑖𝑦 + 2𝑖
=
(𝑥 − 2) + 𝑖(𝑦 + 1)

𝑥 + 𝑖(𝑦 + 2)
 

=
[(𝑥 − 2) + 𝑖(𝑦 + 1)][𝑥 − 𝑖(𝑦 + 2)]

[𝑥 + 𝑖(𝑦 + 2)][𝑥 − 𝑖(𝑦 + 2)]
 

=
𝑥² − 𝑖𝑥(𝑦 + 2) − 2𝑥 + 2𝑖(𝑦 + 2) + 𝑖𝑥(𝑦 + 1) + (𝑦 + 1)(𝑦 + 2)

𝑥² + (𝑦 + 2)²
 

=
(𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 3𝑦 + 2) + 𝑖(−𝑥 + 2𝑦 + 4)

𝑥2 + (𝑦 + 2)2
 

=
𝑥² + 𝑦² − 2𝑥 + 3𝑦 + 2

𝑥² + (𝑦 + 2)²
+
−𝑥 + 2𝑦 + 4

𝑥² + (𝑦 + 2)²
𝑖  

 

 حقيقيا : 𝑳من أجلها يكون  يتال 𝒛ذات اللاحقة  𝑴مجموعة النقط (𝑬) تعيين  .2

𝐿 حقيقي ⇒ {
−𝑥 + 2𝑦 + 4 = 0

𝑥² + (𝑦 + 2)² ≠ 0
⇒ {

−𝑥 + 2𝑦 + 4 = 0… (∆)

(𝑥; 𝑦) ≠ (0;−2)
 

 𝐴(0;−2)باستثناء النقطة  (∆)هي المستقيم  (𝐸)مجموعة ال نستنتج أن  منه 
 

 : تخيليا صرفا 𝑳من أجلها يكون  يتال 𝒛ذات اللاحقة  𝑴مجموعة النقط (𝑭) تعيين  .3

⇒ 𝐿 تخيلي صرف {
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 3𝑦 + 2 = 0

𝑥2 + (𝑦 + 2)2 ≠ 0
 

⇒ {(𝑥 − 1)
2 − 1 + (𝑦 +

3

2
)
2

−
9

4
+ 2 = 0

(𝑥; 𝑦) ≠ (0;−2)

 

⇒ {(𝑥 − 1)
2 + (𝑦 +

3

2
)
2

=
5

4
… (𝐶)

(𝑥; 𝑦) ≠ (0;−2)

 

𝜔هي الدائرة التي مركزها  𝐹مجموعة ال نستنتج أن  منه  (1;−
3

2
ونصف قطرها  (

√5

2
 

 𝐴(0;−2)باستثناء النقطة 
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 : 𝑭و 𝑬 تينمجموعانشاء ال .4

 
 

 
 .9 حل التمرين

𝒛𝑨 = 𝟐 + 𝒊  ،𝒛𝑩 = −𝟐 − 𝟐𝒊 

 𝒛𝝎تعيين  .1

𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

=
2 + 𝑖 − 2 − 2𝑖

2
= −

1

2
𝑖  

2. 𝒛𝑪 =
𝟒−𝒊

𝟏+𝒊
 

 على الشكل الجبري 𝒛𝑪كتابة  .أ

𝑧𝐶 =
4 − 𝑖

1 + 𝑖
=
(4 − 𝑖)(1 − 𝑖)

(1 + 𝑖)(1 − 𝑖)
=
3 − 5𝑖

2
=
3

2
−
5

2
𝑖  

 (𝜞)تنتمي إلى  𝑪اثبات  أنّ النقطة  .ب

𝐶 ∈ (𝛤) ⇒ 𝜔𝐶 = 𝜔𝐴 ⇒ |𝑧𝐶 − 𝑧𝜔| = |𝑧𝐴 − 𝑧𝜔| 

|𝑧𝐶 − 𝑧𝜔| = |
3

2
−
5

2
𝑖 +

1

2
𝑖| = |

3

2
− 2𝑖| = √

9

4
+ 4 = √

25

4
=
5

2
 

|𝑧𝐴 − 𝑧𝜔| = |2 + 𝑖 +
1

2
𝑖| = |2 +

3

2
𝑖| = √4 +

9

4
= √

25

4
=
5

2
 

|𝑧𝐶 − 𝑧𝜔| = |𝑧𝐴 − 𝑧𝜔| ⇒ 𝜔𝐶 = 𝜔𝐴 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 
 .10 حل التمرين

 الأعداد المركّبة التالية على شكلها المثلثي : كتابة

1) 𝑧1 = 1 + 𝑖 ;  |𝑧1| = √2 ; cos 𝜃 =
√2

2
; sin 𝜃 =

√2

2
; 𝜃 =

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

𝑧1 = √2 (cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
)  
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2) 𝑧2 = 3 − 3𝑖 ;  |𝑧2| = √18 = 3√2 

cos 𝜃 =
3

3√2
=
√2

2
 ; sin 𝜃 = −

3

3√2
= −

√2

2
 ;  𝜃 = −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

𝑧2 = 3√2 [cos (−
𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

𝜋

4
)]  

3) 𝑧3 = −√3 − 𝑖 ;  |𝑧3| = 2; cos 𝜃 =
−√3

2
; sin 𝜃 = −

1

2
; 𝜃 =

7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

𝑧3 = 2 (cos
7𝜋

6
+ 𝑖 sin

7𝜋

6
)  

4) 𝑧4 = 1 − 𝑖√3 ; |𝑧4| = 2 ; cos 𝜃 =
1

2
 ; sin 𝜃 = −

√3

2
 ;  𝜃 = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑧4 = 2 [cos (−
𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

𝜋

3
)]  

5) 𝑧5 = −√6 + 𝑖√2 ;  |𝑧5| = √8 = 2√2  

cos 𝜃 =
−√6

2√2
= −

√3

2
; sin 𝜃 =

√2

2√2
=
1

2
 ;  𝜃 =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

𝑧5 = 2√2 (cos
5𝜋

6
+ 𝑖 sin

5𝜋

6
)  

6) 𝑧6 = −√5 − 𝑖√15 ;  |𝑧6| = √20 = 2√5  

cos 𝜃 =
−√5

2√5
= −

1

2
; sin 𝜃 =

−√15

2√5
=
−√3

2
 ;  𝜃 =

4𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑧6 = 2√5 (cos
4𝜋

3
+ 𝑖 sin

4𝜋

3
)  

7) 𝑧7 = −2 + 2𝑖 ; |𝑧7| = √8 = 2√2  

cos 𝜃 =
−2

2√2
= −

√2

2
; sin 𝜃 =

2

2√2
=
√2

2
 ;  𝜃 =

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

𝑧7 = 2√2 (cos
3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
)  

8) 𝑧8 =
5 + 11𝑖√3

7 − 4𝑖√3
=
(5 + 11𝑖√3)(7 + 4𝑖√3)

(7 − 4𝑖√3)(7 + 4𝑖√3)
 

=
35 + 20𝑖√3 + 77𝑖√3 − 132

97
= −1 + 𝑖√3  
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|𝑧8| = √4 = 2 ; cos 𝜃 =
−1

2
; sin 𝜃 =

√3

2
 ;  𝜃 =

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑧8 = 2 (cos
2𝜋

3
+ 𝑖 sin

2𝜋

3
)  

9) 𝑧9 =
1 + 𝑖

√3 + 𝑖
=
√2 (cos

𝜋
4 + 𝑖 sin

𝜋
4)

2 (cos
𝜋
6 + 𝑖 sin

𝜋
6)
  

|𝑧9| =
√2

2
; arg(𝑧9) = (

𝜋

4
−
𝜋

6
) + 2𝑘𝜋 =

𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 

𝑧9 =
√2

2
 (cos

𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
)  

10) 𝑧10 =
2

1 + 𝑖√3
=
2 (cos 2𝜋 + 𝑖 sin 2𝜋)

2 (cos
𝜋
3 + 𝑖 sin

𝜋
3)

 

|𝑧10| =
2

2
= 1 ;  arg(𝑧10) = (2𝜋 −

𝜋

3
) + 2𝑘𝜋 =

5𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

𝑧10 = (cos
5𝜋

3
+ 𝑖 sin

5𝜋

3
)  

 
 .11 حل التمرين

 حيث :  𝒛ذات  اللاحقة  𝑴للنقط  (𝜞)في كل حالة من الحالات  التالية المجموعة  انشاءو تعيين

|𝒛 + 𝟏 + 𝟐𝒊| = |𝒛 − 𝟒| (𝟏  

 طريقة أولى :

|𝑧 + 1 + 2𝑖| = |𝑧 − 4| ⇒ |𝑥 + 𝑖𝑦 + 1 + 2𝑖| = |𝑥 + 𝑖𝑦 − 4| 

⇒ |𝑥 + 1 + (𝑦 + 2)𝑖|2 = |𝑥 − 4 + 𝑖𝑦|2 

⇒ (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 2)2 = (𝑥 − 4)2 + 𝑦2 

⇒ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 𝑦2 + 4𝑦 + 4 = 𝑥2 − 8𝑥 + 16 + 𝑦2 

⇒ (𝛤) ∶ 10𝑥 + 4𝑦 − 11 = 0  

 طريقة ثانية :

𝑧𝐴هما على الترتيب : نقطتين من المستوي لاحقتا 𝐵و 𝐴لتكن  = −1 − 2𝑖  و𝑧𝐵 = 4 

|𝑧 + 1 + 2𝑖| = |𝑧 − 4| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  

 [𝐴𝐵]هي محور القطعة  (𝛤)المجموعة  نستنتج أنّ منه       
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|𝒛 − 𝟑𝒊| = 𝟐 (𝟐   

 طريقة أولى :

|𝑧 − 3𝑖| = 2 ⇒ |𝑥 + 𝑖𝑦 − 3𝑖| = 2 ⇒ |𝑥 + (𝑦 − 3)𝑖|2 = 4

⇒ 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = 4  

 طريقة ثانية :

𝑧𝐶ا لمستوي لاحقتهنقطة من ا 𝐶لتكن  = 3𝑖  

|𝑧 − 3𝑖| = 2 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐶| = 2 ⇒ 𝐶𝑀 = 2 

;𝐶(0هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة        𝑟ونصف قطرها  (3 = 2 

 
|𝒛̅ − 𝟐 + 𝒊| = 𝟏 (𝟑 

 طريقة أولى :

|𝑧̅ − 2 + 𝑖| = 1 ⇒ |𝑥 − 𝑖𝑦 − 2 + 𝑖| = 1 ⇒ |𝑥 − 2 − (𝑦 − 1)𝑖|2 = 1

⇒ (𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 1  

 طريقة ثانية :

|𝑧̅ − 2 + 𝑖| = 1 ⇒ |𝑧̅ − 2 + 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅| = 1 ⇒ |𝑧 − 2 − 𝑖| = 1 

𝑧𝐷ا نقطة من المستوي لاحقته 𝐷لتكن  = 2 + 𝑖  

|𝑧 − 2 − 𝑖| = 1 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐷| = 1 ⇒ 𝐷𝑀 = 1  

;𝐷(2هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة  𝑟ونصف قطرها  (1 = 1. 
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|𝒊𝒛 + 𝟏 − 𝒊| = |𝒛 − 𝟏| (𝟒   

 :طريقة أولى 

|𝑖𝑧 + 1 − 𝑖| = |𝑧 − 1| ⇒ |𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦) + 1 − 𝑖| = |𝑥 + 𝑖𝑦 − 1| 

⇒ |1 − 𝑦 + (𝑥 − 1)𝑖|2 = |𝑥 − 1 + 𝑖𝑦|2 

⇒ (1 − 𝑦)2 + (𝑥 − 1)2 = (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ⇒ −2𝑦 + 1 = 0 ⇒ 𝑦 =
1

2
 

 طريقة ثانية :

|𝑖𝑧 + 1 − 𝑖| = |𝑧 − 1| ⇒ |𝑖(𝑧 − 𝑖 − 1)| = |𝑧 − 1| 

⇒ |𝑖||𝑧 − (1 + 𝑖)| = |𝑧 − 1| ⇒ |𝑧 − (1 + 𝑖)| = |𝑧 − 1| 

𝑧𝐸ا مهامن المستوي لاحقت تاننقط 𝐸 و𝐹لتكن  = 1 + 𝑖  و𝑧𝐹 = 1 

|𝑧 − (1 + 𝑖)| = |𝑧 − 1| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐸| = |𝑧 − 𝑧𝐹| ⇒ 𝐸𝑀 = 𝐹𝑀  

 [𝐸𝐹]محور القطعة هي  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 
|𝒛|𝟐 = 𝒛 + 𝒛̅ (𝟓   

|𝑧|2 = 𝑧 + 𝑧̅ ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 = 0

⇒ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1  

;𝐹(1هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة  𝑟ونصف قطرها  (0 = 1. 
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|
𝒛 + 𝟑 + 𝒊

𝒛 − 𝟏 + 𝒊
| = √𝟐 (𝟔 

|
𝑧 + 3 + 𝑖

𝑧 − 1 + 𝑖
| = √2 ⇒ |𝑥 + 𝑖𝑦 + 3 + 𝑖| = √2|𝑥 + 𝑖𝑦 − 1 + 𝑖| 

⇒ |𝑥 + 3 + (𝑦 + 1)𝑖|2 = 2|𝑥 − 1 + (𝑦 + 1)𝑖|2 

⇒ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 1)2 = 2(𝑥 − 1)2 + 2(𝑦 + 1)2 

⇒ 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 + 2𝑦 + 1 = 2𝑥2 − 4𝑥 + 2 + 2𝑦2 + 4𝑦 + 2 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 10𝑥 + 2𝑦 − 6 = 0 ⇒ (𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 1)2 = 32  

 .2√4ونصف قطرها  𝜔(5;−1)الدائرة التي مركزها هي  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 

𝐚𝐫𝐠 (𝒛 + 𝟐 − 𝟑𝒊) =
𝝅

𝟔
 (𝟕   

𝑧𝐺ا لمستوي لاحقتهنقطة من ا 𝐺لتكن  = −2 + 3𝑖  

arg (𝑧 + 2 − 3𝑖) =
𝜋

6
⇒ arg (𝑧 − 𝑧𝐺) =

𝜋

6
⇒ (𝑢⃗ ; 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

6
 

tanوميله  𝐺الذي مبدؤه النقطة نصف المستقيم هي  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
𝜋

6
=
√3

3
. 

 

𝐚𝐫𝐠 (
𝒛−𝟏+𝟐𝒊

𝒛−𝒊
) =

𝝅

𝟐
 (𝟖   

𝑧𝐼ا تان من المستوي لاحقتاهمنقط 𝐼 و𝐽لتكن  = 1 − 2𝑖  و𝑧𝐽 = 𝑖 
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arg (
𝑧 − 1 + 2𝑖

𝑧 − 𝑖
) =

𝜋

2
⇒ arg (

𝑧 − 𝑧𝑖
𝑧 − 𝑧𝐽

) =
𝜋

2
⇒ (𝐽𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
 

  .[𝐼𝐽]قطرها التي )الأيمن( الدائرة نصف هي  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

𝐽𝑀⃗⃗⃗⃗)دائرة )الأيسر( ، فإنّ تنتمي إلى نصف ال 𝑀لاحظ أنّ من أجل   ⃗; 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
 

 

𝐚𝐫𝐠 (𝒛̅ −
𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊) = −

𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 (𝟗   

arg (𝑧̅ −
1

2
−
√3

2
𝑖) = −

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧̅ −

1

2
−
√3

2
𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ arg (𝑧 −
1

2
+
√3

2
𝑖) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

𝑧𝐻ا لمستوي لاحقتهنقطة من ا 𝐻لتكن  =
1

2
−
√3

2
𝑖  

arg(𝑧 − 𝑧𝐻) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝐻𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

tanوميله  𝐻هي نصف المستقيم الذي مبدؤه النقطة  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
𝜋

3
= √3. 

 

𝐚𝐫𝐠 (
𝒛

𝒛̅
) = 𝟐𝒌𝝅 (𝟏𝟎         

arg (
𝑧

𝑧̅
) = 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧) − arg(𝑧̅) = 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧) = arg(𝑧̅) + 2𝑘𝜋  

 .𝑂محور الفواصل باستثناء المبدأ هي  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
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𝐚𝐫𝐠(𝒛 − 𝟏) − 𝐚𝐫𝐠(𝒛 − 𝒊) =
𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 (𝟏𝟏  

arg(𝑧 − 1) − arg(𝑧 − 𝑖) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ arg (

𝑧 − 1

𝑧 − 𝑖
) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐹
𝑧 − 𝑧𝐽

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐽𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐹𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 .[𝐹𝐽]هي نصف الدائرة )الأيمن( التي قطرها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 

𝒛 = 𝟏 + 𝒊 + 𝟐𝒆𝒊𝜽 (𝟏𝟐       

𝑧 = 1 + 𝑖 + 2𝑒𝑖𝜃 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐸 = 2𝑒
𝑖𝜃 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐸| = 2 ⇒ 𝐸𝑀 = 2  

;𝐸(1هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)نستنتج أنّ المجموعة  منه 𝑟ونصف قطرها  (1 = 2. 

 

𝒛 = 𝟏 + 𝒊 + 𝒌𝒆𝒊(
𝟑𝝅

𝟒
) (𝟏𝟑   

 طريقة أولى :

𝑧 = 1 + 𝑖 + 𝑘𝑒
𝑖(
3𝜋
4
)
⇒ 𝑧 − 𝑧𝐸 = 𝑘𝑒

𝑖(
3𝜋
4
)
⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐸) =

3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ (𝑢⃗ ; 𝐸𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =
3𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  

tanوميله  𝐸هي نصف المستقيم الذي مبدؤه النقطة  (𝛤)ج أنّ المجموعة منه نستنت
3𝜋

4
= −1. 
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𝒛 = 𝒌(𝟏 + 𝒊)𝒆
𝒊(
𝟕𝝅
𝟏𝟐
)
(𝟏𝟒 

𝑧 = 𝑘(1 + 𝑖)𝑒𝑖(
7𝜋
12
) = 𝑘√2𝑒𝑖

𝜋
4𝑒𝑖(

7𝜋
12
) = 𝑘√2𝑒𝑖

10𝜋
12 = 𝑘√2𝑒𝑖

5𝜋
6  

⇒ arg(𝑧) =
5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋  

tanوميله  𝑂هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
5𝜋

6
= −

√3

3
. 

 

 
 .12 حل التمرين

 وعمدة له 𝒁حساب طويلة العدد المركب  .1

𝑍 =
√3 + 𝑖

1 − 𝑖
 ; √3 + 𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋
6  ;  1 − 𝑖 = √2𝑒−𝑖

𝜋
4  ; 

|𝑍| =
2

√2
⇒ |𝑍| = √2  ;  𝜃 = (

𝜋

6
+
𝜋

4
) + 2𝑘𝜋 ⇒ 𝜃 =

5𝜋

12
+ 2𝑘𝜋  

 على الشكل الجبري 𝒁كتابة  .2

𝑍 =
√3 + 𝑖

1 − 𝑖
=
(√3 + 𝑖)(1 + 𝑖)

(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
=
√3 − 1 + 𝑖(√3 + 1)

2
 

𝑍 =
√3 − 1

2
+ 𝑖

√3 + 1

2
 

𝐜𝐨𝐬استنتاج  .3
𝟓𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و 

𝟓𝝅

𝟏𝟐
 

𝑍 = √2⏟
𝑟

 (cos
5𝜋

12
+ 𝑖 sin

5𝜋

12
) =

√3 − 1

2⏟    
𝑥

+ 𝑖
√3 + 1

2⏟    
𝑦

 

{
 
 

 
 
cos

5𝜋

12
=
𝑥

𝑟
=

√3 − 1
2

√2
=
√3 − 1

2√2
=
√6 − √2

4

𝑠𝑖𝑛
5𝜋

12
=
𝑦

𝑟
=

√3 + 1
2

√2
=
√3 + 1

2√2
=
√6 + √2

4
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)بيان أنّ  .4
𝒁

√𝟐
)
𝟏𝟐𝒏

 عدد حقيقي 

(
𝑍

√2
)
12𝑛

= (
√2𝑒

𝑖
5𝜋
12

√2
)

12𝑛

= (𝑒𝑖
5𝜋
12)

12𝑛

= 𝑒𝑖12𝑛.
5𝜋
12 = 𝑒𝑖5𝑛𝜋 

 = cos 5𝑛𝜋 + 𝑖 sin 5𝑛𝜋⏟    
0

= cos 5𝑛𝜋  

 𝑛 = 2𝑘 ∶ cos 5𝑛𝜋 = cos 0 = 1 

 𝑛 = 2𝑘 + 1 ∶ cos 5𝑛𝜋 = cos𝜋 = −1 

 
 .13 لتمرينحل ا

 مع التعليل صحة أو خطأ الجمل التالية : بيان

𝒄𝒐𝒔طويلة العدد المركب  .1 (
𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟒
 : صحيح 1هي  (

𝑧 =
√2

2
+ 𝑖

√2

2
⇒ |𝑧| = √(

√2

2
)

2

+ (
√2

2
)

2

= √
2

4
+
2

4
= 1  

𝟏)عمدة للعدد المركب  .2 − √𝟐)𝒆
𝒊 
𝝅

𝟑 هي   
𝝅

𝟑
 : خطأ 

𝑧 = (1 − √2)𝑒𝑖 
𝜋
3 = (1 − √2) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

3
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
) 

 = (√2 − 1) (−𝑐𝑜𝑠
𝜋

3
− 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

3
) 

 = (√2 − 1) [𝑐𝑜𝑠 (𝜋 +
𝜋

3
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 +

𝜋

3
)]

⇒ arg(𝑧) =
4𝜋

3
 

𝟐عمدة للعدد المركب  .3 + 𝟑𝒊  𝟐معاكسة لعمدة للعدد المركب − 𝟑𝒊 صحيح : 

𝑧 = 2 + 3𝑖 ;  𝑧̅ = 2 − 3𝑖 ; 𝑎𝑟𝑔(𝑧) = −𝑎𝑟𝑔(𝑧̅)

⇒ 𝑎𝑟𝑔(2 + 3𝑖) = −𝑎𝑟𝑔(2 − 3𝑖)  

4. 𝟓 − 𝒊  و
𝟓−𝒊

𝟑𝝅+𝟒√𝟐−𝟏
 لهما نفس العمدة : صحيح 

3𝜋 + 4√2 − 1 > 0 ⇒ arg(3𝜋 + 4√2 − 1) = 2𝑘𝜋 

⇒ arg (
5 − 𝑖

3𝜋 + 4√2 − 1
) = arg(5 − 𝑖) − arg(3𝜋 + 4√2 − 1) 

⇒ arg (
5 − 𝑖

3𝜋 + 4√2 − 1
) = arg(5 − 𝑖) + 2𝑘𝜋 ; 𝑘 ∈ ℤ  
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 .14 حل التمرين

 عمدة لكل عدد من الأعداد المركبة التالية : تعيين

1) 𝑧 = (𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) ; arg(𝑧) =

𝜋

7
+
𝜋

4

⇒ arg(𝑧) =
11𝜋

28
 

2) 𝑧 = (𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
− 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) 

= (𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) [𝑐𝑜𝑠 (−

𝜋

4
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (−

𝜋

4
)]  

arg(𝑧) =
𝜋

7
−
𝜋

4
⇒ arg(𝑧) = −

3𝜋

28
 

3) 𝑧 = −2 (𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) 

 = 2 (−𝑐𝑜𝑠
𝜋

7
− 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

7
) (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) 

 = 2 [𝑐𝑜𝑠 (𝜋 +
𝜋

7
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 +

𝜋

7
)] (𝑐𝑜𝑠

𝜋

4
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝜋

4
) 

arg(𝑧) =
8𝜋

7
+
𝜋

4
⇒ arg(𝑧) =

39𝜋

28
 

4) 𝑧 = 𝑒𝑖
𝜋
3 × 𝑒−𝑖

𝜋
2  ; arg(𝑧) =

𝜋

3
−
𝜋

2
⇒ arg(𝑧) = −

𝜋

6
 

5) 𝑧 = 𝑒𝑖𝜋 + 𝑒𝑖
𝜋
3 = −1 +

1

2
+
√3

2
𝑖 = −

1

2
+
√3

2
𝑖  

|𝑧| = 1; cos 𝜃 = −
1

2
 ; sin 𝜃 =

√3

2
⇒ arg(𝑧) =

2𝜋

3
 

 
 .15 حل التمرين

 الطويلة وعمدة لكل واحد من الأعداد المركبة التالية :  تعيين

1) 𝑧 = 4 (cos
𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
) = 4 [cos (−

𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

𝜋

4
)]

⇒ |𝑧| = 4 ; arg(𝑧) = −
𝜋

4
 

2) 𝑧 = −3 (cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
) = 3 (− cos

𝜋

3
− 𝑖 sin

𝜋

3
) 

 = 3 [𝑐𝑜𝑠 (𝜋 +
𝜋

3
) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 (𝜋 +

𝜋

3
)] 
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 = 3 (cos
4𝜋

3
+ 𝑖 sin

4𝜋

3
) ⇒ |𝑧| = 3 ; arg(𝑧) =

4𝜋

3
 

3) 𝑧 = √5 (sin
𝜋

6
+ 𝑖 cos

𝜋

6
) = √5 [cos (

𝜋

2
−
𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
−
𝜋

6
)] 

= √5(cos 
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
) ⇒ |𝑧| = √5 ; arg(𝑧) =

𝜋

3
 

4) 𝑧 = sin
𝜋

6
− 𝑖 cos

𝜋

6
= −sin (𝜋 +

𝜋

6
) + 𝑖 cos (𝜋 +

𝜋

6
) 

 = − sin (
7𝜋

6
) + 𝑖 cos (

7𝜋

6
) = cos (

𝜋

2
+
7𝜋

6
) + 𝑖 sin (

𝜋

2
+
7𝜋

6
) 

 = cos (
5𝜋

3
) + 𝑖 sin (

5𝜋

3
) ⇒ |𝑧| = 1 ; arg(𝑧) =

5𝜋

3
 

 
 .16 حل التمرين

𝒛 = (𝟑 + √𝟑) + 𝒊(−𝟑 + √𝟑) ; 𝒖 = 𝟑 + 𝒊√𝟑 ; 𝒗 =
𝒛

𝒖
 

 على الشكل الجبري 𝒗كتابة  .1

𝑣 =
(3 + √3) + 𝑖(−3 + √3)

3 + 𝑖√3
=
[(3 + √3) + 𝑖(−3 + √3)](3 − 𝑖√3)

(3 + 𝑖√3)(3 − 𝑖√3)
 

=
(3 + √3)(3 − 𝑖√3) + 𝑖(−3 + √3)(3 − 𝑖√3)

12
 

=
(9 + 3√3) + 𝑖(−3 − 3√3) + 𝑖(−9 + 3√3 − 3𝑖 + 𝑖3√3)

12
 

=
(9 + 3√3) + (−3𝑖 − 3√3𝑖) + (−9𝑖 + 3√3𝑖 + 3 − 3√3)

12
 

=
12 − 12𝑖

12
= 1 − 𝑖  

  𝒛و  𝒖  ،𝒗الطويلة وعمدة لكل من الأعداد المركبة تعيين  .2

|𝑢| = √12 = 2√3  ; cos 𝜃1 =
3

2√3
=
√3

2
 ;  sin 𝜃1 =

√3

2√3
=
1

2

⇒ arg 𝑢 =
𝜋

6
+ 2𝑘𝜋  

|𝑣| = √2  ; cos 𝜃2 =
1

√2
=
√2

2
 ; sin 𝜃2 = −

1

√2
= −

√2

2

⇒ arg 𝑣 = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋  
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𝑧 = 𝑢. 𝑣 ; |𝑧| = |𝑢|. |𝑣| = 2√3. √2 = 2√6   

arg 𝑧 = arg 𝑢 + arg 𝑣 =
𝜋

6
−
𝜋

4
⇒ arg 𝑧 = −

𝜋

12
+ 2𝑘𝜋  

𝐜𝐨𝐬استنتاج  .3
𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و 

𝝅

𝟏𝟐
 

𝑧 = (3 + √3)⏟      
𝑥

+ 𝑖 (−3 + √3)⏟      
𝑦

= 2√6⏟
𝑟

[cos (−
𝜋

12
) + 𝑖 sin (−

𝜋

12
)] 

cos
𝜋

12
= cos (−

𝜋

12
) =

𝑥

𝑟
=
3 + √3

2√6
=
3√6 + √18

12
=
3√6 + 3√2

12

=
√6 + √2

4
 

sin
𝜋

12
= − sin (−

𝜋

12
) = −

𝑦

𝑟
= −

−3 + √3

2√6
= −

−3√6 + √18

12
 

= −
−3√6 + 3√2

12
=
√6 − √2

4
 

 رفتخيلّي ص 𝒛𝟐𝟎𝟏𝟎عدد الأنّ  اثبات  .4

𝑧2010 = (2√6𝑒−𝑖
𝜋
12)

2010

= (2√6)
2010

𝑒−𝑖2010
𝜋
12 = (2√6)

2010
𝑒−𝑖335

𝜋
2 

 = (2√6)
2010

𝑒𝑖
𝜋
2 = (2√6)

2010
(cos

𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
) = (2√6)

2010
𝑖  

 
 .17 حل التمرين

 كّبة على الشكل الجبريكتابة الأعداد المر .1

1) 𝑧 = 6𝑒𝑖
3𝜋
4 = 6 (cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
) = 6(−

√2

2
+ 𝑖

√2

2
)

⇒ 𝑧 = −3√2 + 3√2𝑖  

2) 𝑧 = √5𝑒𝑖
3𝜋
2 = √5 (cos

3𝜋

2
+ 𝑖 sin

3𝜋

2
) = √5(−𝑖) ⇒ 𝑧 = −√5𝑖  

3) 𝑧 =
1

2
𝑒𝑖𝜋 =

1

2
(cos 𝜋 + 𝑖 sin 𝜋) =

1

2
(−1) ⇒ 𝑧 = −

1

2
 

4) 𝑧 = 2√3𝑒−𝑖
2𝜋
3 = 2√3 [cos (−

2𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

2𝜋

3
)] 

= 2√3(−
1

2
− 𝑖

√3

2
) ⇒ 𝑧 = −√3 − 3𝑖  
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 كتابة الأعداد المركّبة على الشكل الأسّي .2

1) 𝑧1 = 2 − 2𝑖 ; |𝑧1| = 2√2 ; cos 𝜃 =
√2

2
; sin 𝜃 = −

√2

2
; 𝜃 = −

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑧1 = 2√2 𝑒
−𝑖
𝜋
4  

2) 𝑧2 = 3√3 − 3𝑖 ;  |𝑧2| = 6 ; cos 𝜃 =
√3

2
; sin 𝜃 = −

1

2
; 𝜃 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑧2 = 6 𝑒
−𝑖
𝜋
6  

3) 𝑧3 =
5

4
𝑖 ; |𝑧3| =

5

4
; cos 𝜃 = 0; sin 𝜃 = 1; 𝜃 =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧3 =

5

4
 𝑒𝑖

𝜋
2  

4) 𝑧4 = −1 ;  |𝑧4| = 1 ; cos 𝜃 = −1 ; sin 𝜃 = 0 ; 𝜃 = 𝜋 + 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧4 = 𝑒
𝑖𝜋  

 إعطاء شكل أسّي للأعداد المركّبة التالية  .3

 طريقة أولى :

1) 𝑧1 = (2√3 + 6𝑖)⏟      
𝑧′

𝑒𝑖
𝜋
2  ; |𝑧′| = 4√3 ; cos 𝜃 =

1

2
; sin 𝜃 =

√3

2
; 

𝜃 =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧′ = 4√3 𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ 𝑧1 = 4√3𝑒

𝑖
𝜋
3 × 𝑒𝑖

𝜋
2 = 4√3𝑒𝑖

5𝜋
6  

 طريقة ثانية :

1) 𝑧1 = (2√3 + 6𝑖)𝑒
𝑖
𝜋
2 = (2√3 + 6𝑖)𝑖 = −6 + 2√3𝑖; |𝑧1| = 4√3  

cos 𝜃 = −
√3

2
; sin 𝜃 =

1

2
; 𝜃 =

5𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧1 = 4√3 𝑒

𝑖
5𝜋
6  

2) 𝑧2 = (√3 + 𝑖√3)⏟      
𝑧′

𝑒𝑖
𝜋
3  ; |𝑧′| = √6 ; cos 𝜃 =

√2

2
; sin 𝜃 =

√2

2
 

𝜃 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧′ = √6 𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ 𝑧2 = √6 𝑒

𝑖
𝜋
4 × 𝑒𝑖

𝜋
3 = √6𝑒𝑖

7𝜋
12  

3) 𝑧3 = (1 − √2) 𝑒
𝑖
𝜋
4 = (1 − √2) (cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
) 

= (√2 − 1) (− cos
𝜋

4
− 𝑖 sin

𝜋

4
) 

           = (√2 − 1) [cos (𝜋 +
𝜋

4
) + 𝑖 sin (𝜋 +

𝜋

4
)]

⇒  𝑧3 = (√2 − 1) 𝑒
𝑖
5𝜋
4   

4) 𝑧4 = 3(cos
𝜋

7
− 𝑖 sin

𝜋

7
) = 3 [cos (−

𝜋

7
) + 𝑖 sin (−

𝜋

7
)] 
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|𝑧4| = 3 ; arg(𝑧4) = −
𝜋

7
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧4 = 3𝑒

−𝑖
𝜋
7  

 
 .18 حل التمرين

𝒛𝟏 = −√𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝟐 = √𝟐 − √𝟐𝒊 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝟐و 𝒛𝟏كتابة  .1

𝑧1 = −√3 + 𝑖 = 2(−
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

5𝜋
6   

𝑧2 = √2 − √2𝑖 = 2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = 2𝑒−𝑖

𝜋
4  

  𝑳استنتاج طويلة وعمدة للعدد المركّب  .2

𝐿 =
−√3 + 𝑖

√2 − √2𝑖
=
2𝑒𝑖

5𝜋
6

2𝑒−𝑖
𝜋
4

= 𝑒𝑖(
5𝜋
6
+
𝜋
4
) = 𝑒𝑖(

13𝜋
12

)
 

|𝐿| = 1 ; arg(𝐿) =
13𝜋

12
+ 2𝑘𝜋  

 على الشكل الجبري 𝑳كتابة العدد المركّب  .3

𝐿 =
−√3 + 𝑖

√2 − √2𝑖
=
(−√3 + 𝑖)(√2 + √2𝑖)

(√2 − √2𝑖)(√2 + √2𝑖)
=
−√6 − √6𝑖 + √2𝑖 − √2

4

=
−√6 − √2

4
+
−√6 + √2

4
𝑖  

 𝐜𝐨𝐬استنتاج قيمتي  .4
𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
 𝐬𝐢𝐧و  

𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐
 

𝐿 =
−√6 − √2

4
+
−√6 + √2

4
𝑖 = 𝑒𝑖(

13𝜋
12

)
 

cos
13𝜋

12
=
−√6 − √2

4
 ; sin

13𝜋

12
=
−√6 + √2

4
 

 
 .19 حل التمرين

𝒅 = 𝟐 − 𝟐𝒊 ;  𝒄 = 𝟐𝒊 ;  𝒃 = −𝟏 − 𝒊 ;  𝒂 = −𝟏 + 𝒊 

حساب طويلة وعمدة لكل من العددين المركّب  .1
𝒄−𝒂

𝒅−𝒂
و 

𝒄−𝒃

𝒅−𝒃
 

𝑐 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
=
1 + 𝑖

3 − 3𝑖
=

(1 + 𝑖)2

3(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
=
2𝑖

6
=
1

3
𝑖 
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|
𝑐 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
| =

1

3
 ; arg (

𝑐 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

𝑐 − 𝑏

𝑑 − 𝑏
=
1 + 3𝑖

3 − 𝑖
=
(1 + 3𝑖)(3 + 𝑖)

(3 − 𝑖)(3 + 𝑖)
=
10𝑖

10
= 𝑖 

|
𝑐 − 𝑏

𝑑 − 𝑏
| = 1 ; arg (

𝑐 − 𝑏

𝑑 − 𝑏
) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 𝑩𝑪𝑫و 𝑨𝑪𝑫استنتاج طبيعة المثلثين  .2

{
|
𝑐 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
| =

1

3

arg (
𝑐 − 𝑎

𝑑 − 𝑎
) ≡

𝜋

2
[2𝜋]

⇒ {

𝐴𝐶

𝐴𝐷
=
1

3

(𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2

⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐶𝐷 المثلث  

{
|
𝑐 − 𝑏

𝑑 − 𝑏
| = 1 

arg (
𝑐 − 𝑏

𝑑 − 𝑏
) ≡

𝜋

2
[2𝜋]

⇒ {

𝐵𝐶

𝐵𝐷
= 1

(𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2

⇒ المثلث 𝐵𝐶𝐷 قائم في 𝐵 ومتساوي الساقين  

,𝑫,𝑪,𝑩بيان أنّ النقط  .3 𝑨 تنتمي إلى دائرة يطُلب تحديد مركزها ونصف قطرها 

,𝐷على الترتيب ، فإنّ النقط  𝐵و 𝐴قائمين في  𝐵𝐶𝐷 و 𝐴𝐶𝐷 بما أنّ المثلثين 𝐶, 𝐵, 𝐴  تنتمي

𝑟 ونصف قطرها [𝐶𝐷]منتصف الوتر 𝜔 مركزها التي دائرة الإلى  =
𝐶𝐷

2
 

𝑧𝜔 =
𝑐 + 𝑑

2
=
2

2
= 1 ⇒ 𝜔(1; 0)  ; 𝑟 =

𝐶𝐷

2
=
|𝑑 − 𝑐|

2
=
|2 − 4𝑖|

2
=
2√5

2

⇒ 𝑟 = √5  
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 .20 حل التمرين

 الجذرين التربيعيين لكل من الأعداد المركّبة التالية : تعيين

1) 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ 𝑧2 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 ; |𝑧2| = 𝑥2 + 𝑦2  

|8 − 6𝑖| = √82 + 62 = 10 

𝑧2 = 8 − 6𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 10

𝑥2 − 𝑦2 = 8
2𝑥𝑦 = −6

⇒ {
2𝑥2 = 18
𝑥𝑦 = −3

⇒ {
𝑥2 = 9

𝑦 = −
3

𝑥

⇒ {
𝑥 = 3
𝑦 = −1

} أو 
𝑥 = −3
𝑦 = 1

⇒ {
𝑧1 = 3 − 𝑖
𝑧2 = −3 + 𝑖

 

3) التحقيق : − 𝑖)2 = (−3 + 𝑖)2 = 8 − 6𝑖 

2) |−15 + 8𝑖| = √152 + 82 = 17 

𝑧2 = −15 + 8𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 17

𝑥2 − 𝑦2 = −15
2𝑥𝑦 = 8

⇒ {
2𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = 4

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 =
4

𝑥

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = 4

} أو 
𝑥 = −1
𝑦 = −4

⇒ {
𝑧1 = 1 + 4𝑖
𝑧2 = −1 − 4𝑖

 

1) التحقيق : + 4𝑖)2 = (−1 − 4𝑖)2 = −15 + 8𝑖 

3) |−3 − 4𝑖| = √32 + 42 = 5  

𝑧2 = −3 − 4𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 5

𝑥2 − 𝑦2 = −3
2𝑥𝑦 = −4

⇒ {
2𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = −2

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 =
−2

𝑥

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = −2

} أو 
𝑥 = −1
𝑦 = 2

⇒ {
𝑧1 = 1 − 2𝑖
𝑧2 = −1 + 2𝑖

 

1) التحقيق : − 2𝑖)2 = (−1 + 2𝑖)2 = −3 − 4𝑖 

4) |2𝑖| = 2  

𝑧2 = 2𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 2

𝑥2 − 𝑦2 = 0
2𝑥𝑦 = 2

⇒ {
2𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = 1

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 =
1

𝑥

 

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = 1

} أو 
𝑥 = −1
𝑦 = −1

⇒ {
𝑧1 = 1 + 𝑖
𝑧2 = −1 − 𝑖

 

1) التحقيق : + 𝑖)2 = (−1 − 𝑖)2 = 2𝑖 

5) 𝑧2 = −4 ⇒ 𝑧2 = (2𝑖)2 ⇒ {
𝑧1 = 2𝑖
𝑧2 = −2𝑖

 

2(2𝑖) التحقيق : = (−2𝑖)2 = −4 
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6) |1 + 4√5𝑖| = √12 + (4√5)
2
= 9  

𝑧2 = 1 + 4√5𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 9

𝑥2 − 𝑦2 = 1

2𝑥𝑦 = 4√5

⇒ {
2𝑥2 = 10

𝑥𝑦 = 2√5
⇒ {

𝑥2 = 5

𝑦 =
2√5

𝑥

⇒ {𝑥 = √5
𝑦 = 2

𝑥} أو  = −√5
𝑦 = −2

⇒ {
𝑧1 = 2 + √5𝑖

𝑧2 = −2 − √5𝑖
 

5√) التحقيق : + 2𝑖)
2
= (−√5 − 2𝑖)

2
= 1 + 4√5𝑖 

 

 
 .21 حل التمرين

 المعادلات  التالية : ℂحل في المجموعة 

1) 𝑧2 + 2𝑧 + 10 = 0 ;  ∆ = −36 = (6𝑖)2  

𝑧1 =
−2 − 6𝑖

2
= −1 − 3𝑖  ;  𝑧2 =

−2 + 6𝑖

2
= −1 + 3𝑖   

2) 𝑧2 + 4 = 0 ⇒ 𝑧² = −4 = (2𝑖)2 ;   𝑧1 = −2𝑖 ;  𝑧2 = 2𝑖  

3) 𝑧2 − 8√3𝑧 + 64 = 0 ;  ∆ = (−8√3)
2
− 4(64) = −64 = (8𝑖)2  

𝑧1 =
8√3 − 8𝑖

2
= 4√3 − 4𝑖  ;  𝑧2 =

8√3 + 8𝑖

2
= 4√3 + 4𝑖   

4) 𝑧2 − 3𝑧 + 3 = 0 ;  ∆ = −3 = (√3𝑖)
2
  

𝑧1 =
3 − √3𝑖

2
=
3

2
−
√3

2
𝑖  ;  𝑧2 =

3 + √3𝑖

2
=
3

2
+
√3

2
𝑖   

5) (𝑧 + 2𝑖 − 1)(𝑧2 − 2𝑧 + 2) = 0 ⇒ 𝑧 + 2𝑖 − 1 = 𝑧2  أو 0 − 2𝑧 + 2 = 0 

𝑧 + 2𝑖 − 1 = 0 ⇒ 𝑧0 = 1 − 2𝑖  

𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0 ;  ∆ = −4 = (2𝑖)2  

𝑧1 =
2 − 2𝑖

2
= 1 − 𝑖  ;  𝑧2 =

2 + 2𝑖

2
= 1 + 𝑖   

6) 𝑧2 + 4𝑧 + 5 = 0 ;  ∆ = −4 = (2𝑖)2  

𝑧1 =
−4 − 2𝑖

2
= −2 − 𝑖  ;  𝑧2 =

−4 + 2𝑖

2
= −2 + 𝑖   

7) 4𝑧2 − 2𝑧 + 1 = 0 ;  ∆ = −12 = (2√3𝑖)
2
  

𝑧1 =
2 − 2√3𝑖

8
=
1

4
−
√3

4
𝑖  ;  𝑧2 =

2 + 2√3𝑖

8
=
1

4
+
√3

4
𝑖   
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8) 𝑧2 − 𝑧 + 1 = 0 ; ∆ = −3 = (√3𝑖)
2
  

𝑧1 =
1 − √3𝑖

2
=
1

2
−
√3

2
𝑖  ;  𝑧2 =

1 + √3𝑖

2
=
1

2
+
√3

2
𝑖   

9) 𝑧2 − 2𝑧 cos 𝛼 + 1 = 0  

∆ = 4 cos2 𝛼 − 4 = 4(cos2 𝛼 − 1) = −4sin2 𝛼 = (2𝑖 sin 𝛼)2  

𝑧1 =
2 − 2𝑖 sin 𝛼

2
= 1 − 𝑖 sin 𝛼  ;  𝑧2 =

2 + 2𝑖 sin 𝛼

2
= 1 + 𝑖 sin 𝛼   

10) 2𝑧2 + 8𝑧 sin 𝜃 + 5 − 3 cos 2𝜃 = 0  

∆ = (8 sin 𝜃)2 − 8(5 − 3 cos 2𝜃) = 64 sin2 𝜃 + 24 cos 2𝜃 − 40  

∆ = 64 sin2 𝜃 + 24(1 − 2 sin2 𝜃) − 40 = 16 sin2 𝜃 − 16 

 = 16(sin2 𝜃 − 1) = −16 cos2 𝜃 = (4𝑖 cos 𝜃)2 

 𝑧1 =
−8 sin 𝜃 − 4𝑖 cos 𝜃

4
= −2 sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃  

𝑧2 =
−8 sin 𝜃 + 4𝑖 cos 𝜃

4
= −2 sin 𝜃 + 𝑖 cos 𝜃  

 

 
 .22 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 + 𝟐𝒛𝟐 − 𝟏𝟔 

  𝑷(𝒛)جذر لـ  2أنّ العدد  تحقق .1

23 + 2(22) − 16 = 8 + 8 − 16 = 0 ⇒ 𝑃(2) = 0  

 𝑷(𝒛)تحليل لـ  استنتاج

 1 2 0 −16 

2     

 1 4 8 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 2)(𝑧2 + 4𝑧 + 8)  

 

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂفي المجموعة حل  .2 = 𝟎  

𝑧3 + 2𝑧2 − 16 = 0 ⇒ (𝑧 − 2)(𝑧2 + 4𝑧 + 8) = 0 

⇒ 𝑧 − 2 = 𝑧2 أو 0 + 4𝑧 + 8 = 0 

𝑧 − 2 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2 

𝑧2 + 4𝑧 + 8 = 0; ∆ = −16 = (4𝑖)2 ;  𝑧1 = −2 − 2𝑖 ;  𝑧2 = −2 + 2𝑖  

𝑆 = {2 ; −2 − 2𝑖 ;  −2 + 2𝑖}  
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 الحلول على الشكل الأسّي كتابة

𝑧0 = 2𝑒
𝑖 2𝜋  

𝑧1 = −2 − 2𝑖 = 2√2 (−
√2

2
−
√2

2
𝑖) ⇒ 𝑧1 = 2√2𝑒

𝑖
5𝜋
4  

𝑧2 = −2 + 2𝑖 = 2√2 (−
√2

2
+
√2

2
𝑖) ⇒ 𝑧2 = 2√2𝑒

𝑖
3𝜋
4  

3.  𝒛𝑫 = −𝟐 + 𝟐𝒊 ; 𝒛𝑩 = 𝟐 ; 𝒛𝑨 = −𝟐 − 𝟐𝒊  

 متوازي أضلاع 𝑨𝑩𝑪𝑫حتى يكون الرباعي  𝑪النقطة لاحقة  𝒛𝑪 تعيين .أ

𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 

⇒ 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 + 𝑧𝐷 = 2 + 2 + 2𝑖 − 2 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐶 = 2 + 4𝑖  

  𝑬 و𝑭ن ينقطتلاحقتي ال 𝒛𝑭و   𝒛𝑬 تعيين .ب

𝑧𝐸 − 𝑧𝐵 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) 

⇒ 𝑧𝐸 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) + 𝑧𝐵 = (−𝑖)(2 + 4𝑖 − 2) + 2 ⇒ 𝑧𝐸 = 6  

𝑧𝐹 − 𝑧𝐷 = 𝑒
𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐷) ⇒ 𝑧𝐹 = 𝑒

𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐷) + 𝑧𝐷 

⇒ 𝑧𝐹 = 𝑖(2 + 4𝑖 + 2 − 2𝑖) − 2 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐹 = −4 + 6𝑖  

تحقق أنّ  .ج
𝒛𝑭−𝒛𝑨

𝒛𝑬−𝒛𝑨
= 𝒊  

𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

=
−4 + 6𝑖 + 2 + 2𝑖

6 + 2 + 2𝑖
=
−2 + 8𝑖

8 + 2𝑖
=
−1 + 4𝑖

4 + 𝑖
=
(−1 + 4𝑖)(4 − 𝑖)

(4 + 𝑖)(4 − 𝑖)
 

=
17𝑖

17
⇒
𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

= 𝑖  

 𝑨𝑬𝑭طبيعة المثلث  استنتاج

𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {

|
𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐴𝐹 = 𝐴𝐸

(𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ المثلث 𝐴𝐸𝐹 قائم في 𝐴 و متساوي الساقين  
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 .23 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − (𝟒 + 𝒊)𝒛𝟐 + (𝟓 + 𝟒𝒊)𝒛 − 𝟓𝒊 

𝑷(𝒛)المعادلة  تحققّ أنّ ال .1 =  نهتقبل حلا تخيليا صرفا يطُلب تعيي 𝟎

𝑧0 = 𝑖𝑦 ; 𝑃(𝑧0) = 0 ⇒ (𝑖𝑦)3 − (4 + 𝑖)(𝑖𝑦)2 + (5 + 4𝑖)(𝑖𝑦) − 5𝑖 = 0

⇒ −𝑖𝑦3 + 4𝑦2 + 𝑖𝑦2 + 5𝑖𝑦 − 4𝑦 − 5𝑖 = 0

⇒ 4𝑦(𝑦 − 1) + (−𝑦3 + 𝑦2 + 5𝑦 − 5) = 0

⇒ {
𝑦(𝑦 − 1) = 0

−𝑦3 + 𝑦2 + 5𝑦 − 5 = 0
⇒ 𝑦 = 1 ⇒ 𝑧0 = 𝑖  

𝑷(𝒛)حيث :  𝑸(𝒛) تعيين .2 = (𝒛 − 𝒊)𝑸(𝒛)  

 1 −4 − 𝑖 5 + 4𝑖 −5𝑖 

𝑖     

 1 −4 5 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − 4𝑧 + 5)  

𝐏(𝐳)حلول المعادلة  استنتاج = 𝟎  

𝑧 − 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 𝑖 

𝑧2 − 4𝑧 + 5 = 0 ;  ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 2 + 𝑖 ; 𝑧2 = 2 − 𝑖 

𝑆 = {𝑖 ; 2 + 𝑖 ; 2 − 𝑖}  

3. 𝒛𝑨 = 𝒊    ،𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝒊  و𝒛𝑪 = 𝟐 − 𝒊        

 متوازي أضلاع 𝑨𝑩𝑪𝑫حتى يكون الرباعي  𝐃حداثيات  النقطة إ تعيين

𝐴𝐵𝐶𝐷 متوزي أضلاع ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 

⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 = −𝑖  
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 .24 حل التمرين

𝜶 = √𝟐 − √𝟐 − 𝒊√𝟐 + √𝟐 

  𝜶𝟒و  𝜶𝟐حساب  .1

𝛼2 = (√2 − √2 − 𝑖√2 + √2)

2

 

= (√2 − √2)

2

+ (𝑖√2 + √2)

2

− 2√2 − √2 × √2 + √2 

= 2 − √2 − 2 − √2 − 2√(2 − √2)(2 + √2) ⇒ 𝛼2 = −2√2 − 2√2𝑖  

𝛼4 = (−2√2 − 2√2𝑖)
2
= (2√2 + 2√2𝑖)

2
 

= (2√2)
2
+ (2√2𝑖)

2
+ 2(2√2 × 2√2𝑖) = 8 − 8 + 16𝑖 ⇒ 𝛼4 = 16𝑖  

 
 على الشكل المثلثي 𝜶𝟒كتابة  .2

𝛼4 = 16 (cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
)  

  𝜶استنتاج طويلة وعمدة للعدد  .3

𝛼 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ⇒ 𝛼4 = 𝑟4𝑒𝑖 4𝜃 = 16 𝑒𝑖 
𝜋
2 ⇒ {

𝑟4 = 16

4𝜃 =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟 = 2

𝜃 =
𝜋

8
+
𝑘𝜋

2

 

𝛼 بما أن   = √2 − √2 − 𝑖√2 + cos فإن  ،  2√ 𝜃 > sinو  0 𝜃 < 0  ، 

 منه
3𝜋

2
< 𝜃 < 2𝜋 

3𝜋

2
< 𝜃 < 2𝜋 ⇒

3𝜋

2
<
𝜋

8
+
𝑘𝜋

2
< 2𝜋 ⇒

3

2
<
1

8
+
𝑘

2
< 2 ⇒

11

8
<
𝑘

2
<
15

8

⇒
11

4
< 𝑘 <

15

4
⇒ 𝑘 = 3 

𝜃 =
𝜋

8
+
3𝜋

2
⇒ 𝜃 =

13𝜋

8
 

𝐜𝐨𝐬 حساب
𝟏𝟑𝝅

𝟖
𝐬𝐢𝐧و  

𝟏𝟑𝝅

𝟖
 

𝛼 = √2 − √2 − 𝑖√2 + √2 = 2𝑒𝑖 
13𝜋
8 ⇒

{
 
 

 
 
cos

13𝜋

8
=
√2 − √2

2

sin
13𝜋

8
= −

√2 + √2

2

 

 

121



|𝜶𝒛|حيث : 𝑴 تعيين مجموعة النقط  .4 = 𝟖  

|𝛼𝑧| = 8 ⇒ |𝛼|. |𝑧| = 8 ⇒ 2|𝑧| = 8 ⇒ |𝑧| = 4 

 .4ونصف قطرها  𝑂مجموعة النقط هي الدائرة التي مركزها منه نستنتج أنّ 
 

 
 .25 حل التمرين

-I 𝑳 =
𝒛̅+𝟐

𝒛+𝟐
   

 Lتعيين الجزء الحقيقي و التخيلي للعدد المركب  .1

𝐿 =
𝑧̅ + 2

𝑧 + 2
=
𝑥 + 2 − 𝑖𝑦

𝑥 + 2 + 𝑖𝑦
=
(𝑥 + 2 − 𝑖𝑦)2

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2

=
(𝑥 + 2)2 − 𝑦2

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
−

2𝑦(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2
𝑖  

 

 حقيقيا Lمن المستوي بحيث يكون  Mمجموعة النقط  تعيين .2

𝐿 حقيقي ⇒ {
2𝑦(𝑥 + 2) = 0

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦 = 0 ∨ 𝑥 = −2
(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)

⇒ 𝑀 ∈ (∆) ∪ (∆′) − {(−2; 0)}  
 

 تخيليا صرفا Lمن المستوي بحيث يكون  Mتعيين مجموعة النقط  .3

𝐿 تخيلي صرف ⇒ {
(𝑥 + 2)2 − 𝑦2 = 0

(𝑥 + 2)2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦2 = (𝑥 + 2)2

(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)

⇒ {
𝑦 = 𝑥 + 2 ∨ 𝑦 = −𝑥 − 2

(𝑥; 𝑦) ≠ (−2; 0)
 

⇒ 𝑀 ∈ (𝐷) ∪ (𝐷′) − {(−2; 0)}  

-II 𝒛𝟏 = 𝐜𝐨𝐬
𝟕𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝟕𝝅

𝟏𝟐
𝒛𝟐و     = −√𝟑 + 𝟑𝒊 

 على الشكل الأسي 2Zو  1Zكتابة  .1

𝑟1 = 1 ; 𝜃1 =
7𝜋

12
+ 2𝑘𝜋 ;  𝑧1 = 𝑒

𝑖
7𝜋
12    

𝑟2 = |−√3 + 3𝑖| = √12 = 2√3 ; 

{
 
 

 
 cos 𝜃2 =

−√3

2√3
= −

1

2

sin 𝜃2 =
3

2√3
=
√3

2

⇒ 𝜃2

=
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧2 = 2√3𝑒

𝑖
2𝜋
3  
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𝒁𝟐كتابة  .2 × 𝒁𝟏 على الشكلين المثلثي والجبري 

𝑧1 × 𝑧2 = 𝑒
𝑖
7𝜋
12 × 2√3𝑒𝑖

2𝜋
3 = 2√3𝑒𝑖

15𝜋
12 = 2√3𝑒𝑖

5𝜋
4

= 2√3 (cos
5𝜋

4
+ 𝑖 sin

5𝜋

4
)  

𝑧1 × 𝑧2 = 2√3(−
√2

2
−
√2

2
𝑖) = −√6 − √6𝑖  

 على الشكل الجبري 1Zاستنتاج كتابة 

𝑧1 =
𝑧1 × 𝑧2
𝑧2

=
−√6 − √6𝑖

−√3 + 3𝑖
=
√2 − √6

4
+
√2 + √6

4
𝑖  

(𝒁𝟏)حساب  .3
𝟏𝟐𝟎 + (𝒁𝟏)

)، ثمّ  𝟑𝟔
𝒁𝟐

𝟐√𝟑
)
𝟐𝟎

 

(𝑧1)
120 + (𝑧1)

36 = (𝑒𝑖
7𝜋
12)

120

+ (𝑒𝑖
7𝜋
12)

36

= 𝑒𝑖70𝜋 + 𝑒𝑖21𝜋 = 𝑒0 + 𝑒𝑖𝜋

= 1 − 1 = 0  

(
𝑧2

2√3
)
20

= (𝑒𝑖
2𝜋
3 )

20

= 𝑒𝑖
40𝜋
3 = 𝑒𝑖

4𝜋
3 = −

1

2
−
√3

2
𝑖  

 
 .26 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟒 − 𝟔𝒛𝟑 + 𝟐𝟒𝒛𝟐 − 𝟏𝟖𝒛 + 𝟔𝟑 

  𝑷(−√𝟑𝒊)  ،𝑷(√𝟑𝒊)حساب  .1

𝑃(−√3𝑖) = (−√3𝑖)
4
− 6(−√3𝑖)

3
+ 24(−√3𝑖)

2
− 18(−√3𝑖) + 63 

𝑃(−√3𝑖) = 9 − 18√3𝑖 − 72 + 18√3𝑖 + 63 = 0  

𝑃(√3𝑖) = (√3𝑖)
4
− 6(√3𝑖)

3
+ 24(√3𝑖)

2
− 18(√3𝑖) + 63 

𝑃(−√3𝑖) = 9 + 18√3𝑖 − 72 − 18√3𝑖 + 63 = 0  

𝑷(𝒛):  بحيث a  ،b  ،cتعيين الأعداد الحقيقية  = (𝒛𝟐 + 𝟑)(𝒂𝒛𝟐 + 𝒃𝒛 + 𝒄) 

𝑧4 − 6𝑧3 + 24𝑧2 − 18𝑧 + 63 𝑧2 + 3 

     −𝑧4              − 3𝑧2 𝑧2 − 6𝑧 + 21 

             −6𝑧3 + 21𝑧2 − 18𝑧 + 63  

                6𝑧3                + 18𝑧  

                            21𝑧2              + 63  

                         −21𝑧2              − 63  

                                                0  
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𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 3)(𝑧2 − 6𝑧 + 21)  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .2 = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ 𝑧2 + 3 = 𝑧2  أو  0 − 6𝑧 + 21 = 0 

𝑧2 + 3 = 0 ⇒ 𝑧1 = √3𝑖 ; 𝑧2 = −√3𝑖  

𝑧2 − 6𝑧 + 21 = 0 ;  ∆′= −12 = (2√3𝑖 )
2
⇒ 𝑧3 = 3 + 2√3𝑖 ; 𝑧4

= 3 − 2√3𝑖 

𝑆 = {√3𝑖 ; −√3𝑖 ; 3 + 2√3𝑖 ; 3 − 2√3𝑖}  

3. 𝑧𝐴 = √3𝑖 ; 𝑧𝐵 = −√3𝑖 ; 𝑧𝐶 = 3 + 2√3𝑖 ; 𝑧𝐷 = 3 − 2√3𝑖 

 : A  ،B  ،C  ،Dتمثيل النقط  .أ

 

 تنتمي إلى نفس الدائرة A  ،B  ،C  ،Dاثبات  أنّ النقط  .ب

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

=
3 + √3𝑖

3 − 3√3𝑖
=
√3

3
𝑖 =

√3

3
𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐶𝐷 المثلث 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵

=
3 + 3√3𝑖

3 − √3𝑖
= √3𝑖 = √3𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 𝐵 قائم في 𝐵𝐶𝐷 المثلث 

، نستنتج أن  النقط  (𝐶𝐷)قائمان ولهما نفس الوتر  𝐵𝐶𝐷و  𝐴𝐶𝐷بما أن  المثلثين 

𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴  تنتمي إلى نفس الدائرة التي قطرها[𝐶𝐷]. 

بيان أنّ :  .4
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑬−𝒛𝑩
= 𝒆−𝒊

𝝅

𝟑  

𝐸 = 𝑆𝑂(𝐷) ⇒ 𝑧𝐸 = −𝑧𝐷 ⇒ 𝑧𝐸 = −3 + 2√3𝑖 

124

 



𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

=
3 + 3√3𝑖

−3 + 3√3𝑖
=
1 + √3𝑖

−1 + √3𝑖
=
1

2
−
√3

2
𝑖 ⇒

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
3  

 BECتعيين طبيعة المثلث 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

) = −
𝜋

3

⇒ {
𝐵𝐸 = 𝐵𝐶

(𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3

⇒ المثلث 𝐵𝐸𝐶 متقايس الأضلاع  

 

 
 

 .27 حل التمرين

-I 𝒛𝟑 − (𝟒 + 𝒊)𝒛𝟐 + (𝟏𝟑 + 𝟒𝒊)𝒛 − 𝟏𝟑𝒊 = 𝟎… . (𝑬) 

  (E)حل للمعادلة  iبرهان أنّ العدد المركب  .1

𝑖3 − (4 + 𝑖)𝑖2 + (13 + 4𝑖)𝑖 − 13𝑖 = −𝑖 + 4 + 𝑖 − 4 + 13𝑖 − 13𝑖 = 0

⇒ (𝐸) حل للمعادلة 𝑖  

 

 لدينا :  zبحيث من أجل كل عدد مركب  a  ،b  ،cالأعداد الحقيقية  تعيين .2

𝑧3 − (4 + 𝑖)𝑧2 + (13 + 4𝑖)𝑧 − 13𝑖 = (𝑧 − 𝑖)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 

𝑧3 − (4 + 𝑖)𝑧2 + (13 + 4𝑖)𝑧 − 13𝑖 = (𝑧 − 𝑖)(𝑧2 − 4𝑧 + 13)  

 (E)استنتاج حلول المعادلة  .3

𝑆 = {𝑖 ; 2 + 3𝑖 ; 2 − 3𝑖}  

-II 𝒛𝑨 = 𝒊    ،𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟑𝒊  و𝒛𝑪 = 𝟐 − 𝟑𝒊  

 rبالدوران  Aصورة  'Aلاحقة  ′𝒛𝑨تعيين  .1

𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖
𝜋
4(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) ⇒ 𝑧𝐴′ = 𝑒

𝑖
𝜋
4(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) + 𝑧𝐵 

𝑧𝐴′ = (
√2

2
+
√2

2
𝑖) (−2 − 2𝑖) + 2 + 3𝑖 ⇒ 𝑧𝐴′ = 2 + (3 − 2√2)𝑖  

 في استقامية A'  ،B  ،Cأن النقط  برهان .2

𝑥𝐴′ = 𝑥𝐵 = 𝑥𝐶 = 2 ⇒ ,𝐶 في استقامية 𝐵, 𝐴′النقط 
 'Aإلى  Cو الذي يحوّل  Bتعيين الكتابة المركبة للتحاكي ذي المركز  .3

{
𝐴′ = ℎ(𝐶)

𝐵 = ℎ(𝐵)
⇒ {

𝑧𝐴′ = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏
⇒ 𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵 = 𝑎(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) 

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=
−2√2𝑖

−6𝑖
=
√2

3
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𝑏 = (1 − 𝑎)𝑧𝐵 = (1 −
√2

3
) (2 + 3𝑖) = (

6 − 2√2

3
) + (3 − √2)𝑖 

ℎ(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ =
√2

3
𝑧 + (

6 − 2√2

3
) + (3 − √2)𝑖  

 

 
 

 .28 حل التمرين

𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝟐 − 𝒊 و𝒛𝑪 = 𝟑 + 𝟐𝒊  

 (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية  𝑨 ،𝑩 ،𝑪النقط  انشاء .1

𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗و     𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗حساب لاحقتي الشعاعين  .2  ⃗ 

𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 1 − 2𝑖   ;   𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 2 + 𝑖  

التفسير الهندسي لطويلة وعمدة العدد المركب :  .3
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| =
𝐴𝐶

𝐴𝐵
 ; arg (

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) = (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

بيان أنّ :  .4
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
= 𝒆𝒊

𝝅

 ABCواستنتاج طبيعة المثلث  𝟐

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
2 + 𝑖

1 − 2𝑖
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ {

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
 

 ومتساوي الساقين 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶نستنتج أن  المثلث 

 rقطرها وحساب نصف  (Γ)مركز الدائرة  𝑰تعيين لاحقة النقطة  .5

𝑧𝐼 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

=
5

2
+
1

2
𝑖 ; 𝑟 =

1

2
𝐵𝐶 =

1

2
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| =

1

2
|1 + 3𝑖| =

√10

2
 

 مربعا ABDC الرباعي حتى يكون Dتعيين لاحقة النقطة  .6

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗مربعا ، يكفي أن يتساوى الشعاعان  ABDCيكون : ل أولىطريقة  𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗و ⃗   ⃗  

 (ومتساوي الساقين 𝐴في قائم  𝐴𝐵𝐶المثلث )لأنّ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
= 2 − 𝑖 − 1 − 𝑖 + 3 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐷 = 4  

  [𝐴𝐷]منتصف  𝐼مربعا ، يكفي أن تكون النقطة  ABDCيكون : ل طريقة ثانية

 (ومتساوي الساقين 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث )لأنّ 
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𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐷
2

⇒ 𝑧𝐷 = 2𝑧𝐼 − 𝑧𝐴 = 2(
5

2
+
1

2
𝑖 ) − 1 − 𝑖

⇒ 𝑧𝐷 = 4  

 
 

 
 .29 حل التمرين

-I  الأعداد المركبة نعتبر في مجموعةℂ  : المعادلة التالية𝑧2 − 6𝑧 + 18 = 0… . (1) 

 (1حلي المعادلة ) 2Zو  1Zايجاد  .1

𝑧2 − 6𝑧 + 18 = 0 ;  ∆′= −9 = (3𝑖)2 ;  𝑧1 = 3 + 3𝑖 ;  𝑧2 = 3 − 3𝑖   

 على الشكل الأسيالحلين كتابة  .2

𝑟1 = |3 + 3𝑖| = √18 = 3√2 ;  

{
 
 

 
 cos 𝜃1 =

3

3√2
=
√2

2

sin 𝜃1 =
3

3√2
=
√2

2

⇒ 𝜃1 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑧1 = 3√2𝑒
𝑖
𝜋
4  

𝑟2 = |3 − 3𝑖| = √18 = 3√2 ;  

{
 
 

 
 cos 𝜃1 =

3

3√2
=
√2

2

sin 𝜃1 =
−3

3√2
= −

√2

2

⇒ 𝜃1

= −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑧2 = 3√2𝑒

−𝑖
𝜋
4  

(𝒁𝟏)بيان أنّ العدد  .3
 تخيلي صرف 𝟏𝟒𝟑𝟎

(𝑍1)
1430 = (3√2𝑒𝑖

𝜋
4)
1430

= (3√2)
1430

𝑒𝑖1430
𝜋
4 = (3√2)

1430
𝑒𝑖715

𝜋
2

= (3√2)
1430

𝑒𝑖
𝜋
2 = (3√2)

1430
𝑖  
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-II 𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟑𝒊      ،𝒛𝑩 = 𝟑 − 𝟑𝒊     و𝒛𝑪 = −𝟑+ 𝟑𝒊  

بيان أنّ :  .1
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
= 𝒆𝒊

𝝅

𝟐  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
−6𝑖

−6
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  

 ABCنتاج طبيعة المثلث است .2

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

|
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
 

 ومتساوي الساقين. 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶منه، المثلث 

 

 
 .30 رينحل التم

𝑧3المعادلة التالية :  ℂالأعداد المركبة نعتبر في مجموعة  − 4√3𝑧2 + 16𝑧 = 0… . (1) 

 (1المعادلة ) ℂحل في المجموعة  .1

𝑧3 − 4√3𝑧2 + 16𝑧 = 0 ⇒ 𝑧(𝑧2 − 4√3𝑧 + 16) = 0 ⇒ 𝑧

= 𝑧2 أو 0 − 4√3𝑧 + 16 = 0 

𝑧2 − 4√3𝑧 + 16 = 0 ; ∆′= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = 2√3 + 2𝑖 ; 𝑧2

= 2√3 − 2𝑖 

𝑆 = {0 ; 2√3 + 2𝑖 ; 2√3 − 2𝑖}  

2. 𝑧𝐴 = 2√3 + 2𝑖      ،𝑧𝐵 = 2√3 − 2𝑖     و𝑧𝐶 = 4√3  

  : Zحساب طويلة وعمدة العدد المركب  .أ

𝑍 =
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
2√3 − 2𝑖 

−4𝑖
=
4𝑒−𝑖

𝜋
6

4𝑒−𝑖
𝜋
2

= 𝑒𝑖
𝜋
3

⇒ |𝑍| = 1 ; arg(𝑍) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  
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 ABCاستنتاج طبيعة المثلث  .ب

{

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

3

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
 

 متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶نستنتج أن  المثلث 

التي يكون من أجلها  nلعدد الطبيعي ايجاد قيم ا .3
n

Z حقيقيا سالبا 

𝑍𝑛 < 0 ⇒ 𝑒𝑖
𝑛𝜋
3 < 0 ⇒ 𝑛

𝜋

3
= (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒ 𝑛 = 6𝑘 + 3 ; 𝑘 ∈ ℕ  

حساب 
2010

Z 

𝑍2010 = 𝑒𝑖
2010𝜋
3 = 𝑒𝑖670𝜋 ⇒ 𝑍2010 = 1  

 ℝفي  αعندما يتغير  αGتعيين مجموعة النقط  .4

𝑧𝐺𝛼 = 2𝛼𝑧𝐴 + 𝛼𝑧𝐵 + (−3𝛼 + 1)𝑧𝐶

= 2𝛼(2√3 + 2𝑖 ) + 𝛼(2√3 − 2𝑖 ) + 4√3(−3𝛼 + 1) 

𝑧𝐺𝛼 = (−6√3𝛼 + 4√3) + 2𝛼𝑖 ⇒ {𝑥 = −6√3𝛼 + 4√3
𝑦 = 2𝛼

⇒ {
𝑥 = −6√3𝛼 + 4√3

𝛼 =
1

2
𝑦

 

⇒ 𝑥 = −6√3 (
1

2
𝑦) + 4√3

⇒ 3√3𝑦 + 𝑥 − 4√3 = 0… (∆)  

 (∆)هي المستقيم  ℝفي  𝛼عندما يتغير  𝐺𝛼نستنتج أن  مجموعة النقط 
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 .31 حل التمرين

𝑧2 =
√2

2
[√3 + 1 + (√3 − 1)𝑖] ;  𝑧1 =

√2

2
[√3 − 1 + (√3 + 1)𝑖] 

𝒛𝟏حساب  .1 × 𝒛𝟐   و
𝒛𝟏

𝒛𝟐
 

𝑧1 × 𝑧2 =
1

2
[√3 − 1 + (√3 + 1)𝑖][√3 + 1 + (√3 − 1)𝑖] 

𝑧1 × 𝑧2 =
1

2
[2 − 2 + (√3 − 1)

2
𝑖 + (√3 + 1)

2
𝑖] =

1

2
(8𝑖)

⇒ 𝑧1 × 𝑧2 = 4𝑖  

𝑧1
𝑧2
=
[√3 − 1 + (√3 + 1)𝑖]

[√3 + 1 + (√3 − 1)𝑖]

=
[√3 − 1 + (√3 + 1)𝑖][√3 + 1 − (√3 − 1)𝑖]

[√3 + 1 + (√3 − 1)𝑖][√3 + 1 − (√3 − 1)𝑖]
 

𝑧1
𝑧2
=

4 + 4√3𝑖

(√3 + 1)
2
+ (√3 − 1)

2 =
4 + 4√3𝑖

8
⇒
𝑧1
𝑧2
=
1

2
+
√3

2
𝑖  

𝒛𝟏|حساب  .2 × 𝒛𝟐|   ،|
𝒛𝟏

𝒛𝟐
 |𝒛𝟏|  ،|𝒛𝟐|واستنتاج  |

|𝑧1 × 𝑧2| = |4𝑖| = 4 ; |
𝑧1
𝑧2
| = |

1

2
+
√3

2
𝑖| = 1 ⇒ |𝑧1| = |𝑧2| = 2  

𝐚𝐫𝐠(𝒛𝟏حساب  .3 × 𝒛𝟐)   ،𝐚𝐫𝐠 (
𝒛𝟏

𝒛𝟐
 𝐚𝐫𝐠(𝒛𝟏)  ،𝐚𝐫𝐠(𝒛𝟐)واستنتاج  (

arg(𝑧1 × 𝑧2) = arg(4𝑖) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ;  arg (

𝑧1
𝑧2
) = arg (

1

2
+
√3

2
𝑖)

=
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

{
arg(𝑧1) + arg(𝑧2) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

arg(𝑧1) − arg(𝑧2) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
2arg(𝑧1) = (

𝜋

2
+
𝜋

3
) + 4𝑘𝜋

arg(𝑧2) = arg(𝑧1) −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
arg(𝑧1) =

5𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

arg(𝑧2) =
𝜋

12
+ 2𝑘𝜋
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 على شكله المثلثي 𝒛𝟐أ. كتابة العدد        .4

𝑧2 = 2(cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
)  

𝐜𝐨𝐬تنتاج القيمتين المضبوطتين لـ اس .أ
𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و  

𝝅

𝟏𝟐
 

cos
𝜋

12
=

√2
2 (√3 + 1)

2
=
√6 + √2

4
  ;  sin

𝜋

12
=

√2
2 (√3 − 1)

2
=
√6 − √2

4
  

)حساب العدد  .ب
𝒛𝟐

𝟐
)
𝟐𝟎𝟏𝟐

 

(
𝑧2
2
)
2012

= (𝑒𝑖 
𝜋
12)

2012

= (𝑒𝑖 
2012 𝜋
12 ) = (𝑒𝑖 

2016 𝜋
12

−
4𝜋
12) = 𝑒−𝑖 

𝜋
3

⇒ (
𝑧2
2
)
2012

=
1

2
−
√3

2
𝑖  
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z  :|𝒛|𝟐المعادلة ذات  المجهول  ℂحل في  .1 − 𝒛𝟐 − 𝟐𝒛̅ − 𝟔 = 𝟎 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ;  |𝑧|2 − 𝑧2 − 2𝑧̅ − 6 = 0
⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − (𝑥 + 𝑖𝑦 )2 − 2(𝑥 − 𝑖𝑦 ) − 6 = 0 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑖𝑥𝑦 − 2𝑥 + 2𝑖𝑦 − 6 = 0
⇒ 2[𝑦2 − 𝑥 − 3 − 𝑖𝑦(𝑥 − 1)] = 0 

⇒ {
𝑦2 − 𝑥 − 3 = 0

𝑦(𝑥 − 1) = 0
⇒ {

𝑥 = −3
𝑦 = 0

} أو 
𝑥 = 1
𝑦 = −2

} أو 
𝑥 = 1
𝑦 = 2

⇒ 𝑆 = {−3; 1 − 2𝑖; 1 + 2𝑖}  

2. 𝒛𝟐 = 𝟏 − 𝟐𝒊 ;  𝒛𝟏 = −𝟑 

𝒛𝟏−)لشكل الأسي للعدد المركب تعيين ا .أ − 𝒛𝟐) 

−𝑧1 − 𝑧2 = 2 + 2𝑖 ; |2 + 2𝑖| = √8 = 2√2 

{
 
 

 
 cos 𝜃 =

2

2√2
=
√2

2

sin 𝜃 =
2

2√2
=
√2

2

⇒ 𝜃 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ⇒ −𝑧1 − 𝑧2 = 2√2𝑒

𝑖
𝜋
4  

𝒛𝟏−)حيث :  nتعيين الأعداد الطبيعية  .ب − 𝒛𝟐)
𝒏 ∈ ℝ 

(−𝑧1 − 𝑧2)
𝑛 ∈ ℝ ⇒ (2√2)

𝑛
𝑒𝑖
𝑛𝜋
4 ∈ ℝ ⇒

𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒

𝑛

4
= 𝑘

⇒ 𝑛 = 4𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

𝑧1−)التي من أجلها يكون العدد  nمجموعة الأعداد الطبيعية  − 𝑧2)
𝑛  حقيقيا

 4هي مضاعفات 
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–)حساب العدد  .ج 𝒛𝟏 − 𝒛𝟐)
𝟐𝟎𝟏𝟎 

(−𝑧1 − 𝑧2)
2010 = (2√2)

2010
𝑒𝑖
2010𝜋
4 = (2

3
2)
2010

𝑒𝑖
1005𝜋
2 = 23015𝑒𝑖

𝜋
2

= 23015𝑖  

3. A(-3;0)  ،B(1;2)  ،C(1;-2) 

,𝑨)}مرجح الجملة  Gتعيين إحداثيي  .أ 𝟏); (𝑩,−𝟏); (𝑪, 𝟏)} 

𝑧𝐺 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = −3 − 1 − 2𝑖 + 1 − 2𝑖 = −3 − 4𝑖 ⇒ 𝐺(−3;−4)  

𝑴𝑨𝟐حيث :  Mالنقط  تعيين مجموعة .ب −𝑴𝑩𝟐 +𝑴𝑪𝟐 = 𝟎  

𝑀𝐴2 −𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 = 0 ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 −𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 0 

⇒ (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
− (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
+ (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= 0 

⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟          
0⃗⃗ 

= 0 

⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = −𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = −42 + 42 + 62 − 42 − 22 = 16 

𝑀𝐴2حيث  𝑀مجموعة النقط  −𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 =  G، هي الدائرة التي مركزها  0

 .4ونصف قطرها 

 
 

 
 .33 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟑𝒛𝟐 + 𝟑𝒛 + 𝟕 

 P(-1)حساب   أ.        .1

𝑃(−1) = −1 − 3 − 3 + 7 = 0 ⇒ 𝑃(𝑧) = (𝑧 + 1)(𝑧2 − 4𝑧 + 7) 

 P(z)0 = المعادلة  ℂحل في المجموعة  .ب

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 + 1)(𝑧2 − 4𝑧 + 7) = 0 

⇒ 𝑧0 = 𝑧2 أو 1− − 4𝑧 + 7 = 0 ; ∆′= −3 = (√3𝑖)
2
 

𝑧1 = 2 + 𝑖√3  ;  𝑧2 = 2 − 𝑖√3 ; 𝑆 = {−1; 2 + 𝑖√3; 2 − 𝑖√3}    
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2. 𝒛𝑨 = −𝟏  ،𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝒊√𝟑      ،𝒛𝑪 = 𝟐 − 𝒊√𝟑     و𝒛𝑮 = 𝟑  

,𝑶)متجانس المتعامد و الفي المعلم  A  ،B  ،C  ،Gتمثيل النقط  .أ 𝒖⃗⃗ , 𝒗⃗⃗ ) 

 (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية       

  AB  ،AC  ،BCحساب الأطوال  .ب

{

𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |3 + 𝑖√3| = √12 = 2√3

𝐴𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |3 − 𝑖√3| = √12 = 2√3

𝐵𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |−2√3𝑖| = √12 = 2√3

 

 ABCاستنتاج طبيعة المثلث 

𝐴𝐵بما أنّ  = 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶  فإنّ المثلث ،𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع 

حساب عمدة للعدد المركب  .ج
𝒛𝑨−𝒛𝑪

𝒛𝑮−𝒛𝑪
  

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐺 − 𝑧𝐶

=
−3 + 𝑖√3

1 + 𝑖√3
=
(−3 + 𝑖√3)(1 − 𝑖√3)

4
= √3𝑖 = √3𝑒𝑖

𝜋
2

⇒ arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐺 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 GACاستنتاج طبيعة المثلث 

arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐺 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝐶 قائم في 𝐺𝐴𝐶 المثلث  

3. (E)  مجموعة النقطM  : التي تحقق(−𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). 𝑪𝑮⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝟏𝟐 

;(𝑨,−𝟏)}مرجح الجملة  Gاثبات  أنّ  .أ (𝑩, 𝟐); (𝑪, 𝟐)}  

−𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶
3

=
1 + 4 + 2𝑖√3 + 4 − 2𝑖√3

3
= 3 = 𝑧𝐺  

;(𝐴,−1)}مرجح الجملة  𝐺منه ،  (𝐵, 2); (𝐶, 2)} 

 (E)تنتمي إلى المجموعة  Aأنّ النقطة  اثبات  .ب

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ (−𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 12 ⇒ 3𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 12

⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 

𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
4
0
)  ;  𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

1

√3
) ;  𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 ⇒ 𝐴 ∈ (𝐸)  

 ئهاانشوا (E)تعيين المجموعة  .ج

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4 ⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

⇒ 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 ⇒ 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 ⇒ 𝐶𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0  

(𝐸):  أي،  (𝐶𝐺)ويعامد  𝐴هي المستقيم الذي يشمل النقطة  (𝐸)المجموعة  = (𝐴𝐶) 
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 .34 حل التمرين

𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟐𝒊  ،𝒛𝑩 = −𝟑  ،𝒛𝑪 = −𝟏− 𝟔𝒊  ،𝒛𝑰 = 𝟏 − 𝟐𝒊 نضع .𝒁 =
𝒛𝑰−𝒛𝑨

𝒛𝑰−𝒛𝑩
 

 على شكله الجبري Zكتابة  .1

𝑍 =
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

=
−2 − 4𝑖

4 − 2𝑖
=
−1 − 2𝑖

2 − 𝑖
=
(−1 − 2𝑖)(2 + 𝑖)

5
= −𝑖  

 AIBاستنتاج طبيعة المثلث و Zتعيين طويلة و عمدة  .2

𝑍 = −𝑖 = 𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ |𝑍| = 1 ; 𝑎𝑟𝑔(𝑍) = −

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

{

|
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

| = 1

arg (
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

) = −
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐴𝐼 = 𝐵𝐼

(𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

2
 

 ومتساوي الساقين 𝐼قائم في  𝐴𝐼𝐵منه ، نستنتج أنّ المثلث 

,𝑨)}الجملة  مرجح Dتعيين إحداثيات  النقطة  .3 𝟏); (𝑩,−𝟏); (𝑪, 𝟏)}  

𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 3 + 2𝑖 + 3 − 1 − 6𝑖 ⇒ 𝑧𝐷 = 5 − 4𝑖  

 ABCDاستنتاج طبيعة الرباعي  .4

𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

 

قائم  𝐴𝐼𝐵متوازي أضلاع وقطراه متعامدان ومتقايسان )لأنّ المثلث  𝐴𝐵𝐶𝐷عي الربا

 مربّع 𝐴𝐵𝐶𝐷الرباعي ومتساوي الساقين( ، منه نستنتج أنّ  𝐼في 

 من المستوي التي تحقق : Mمجموعة النقط  انشاءتعيين و  .5

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ .أ  ⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =
𝟏

𝟐
‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗، منه :  [𝐴𝐵]ف منتص 𝑗لتكن النقطة  ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⏟          
𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗

‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⏟      

2𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

‖ ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐽⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

 من المستوي التي تحقق  𝑀مجموعة النقط 

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [𝐷𝐽]هي محور القطعة  ‖ 

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖ .ب  ⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 𝟐√𝟏𝟎 

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2√10 ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 2√10 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗‖من المستوي التي تحقق  𝑀مجموعة النقط  ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2√10 

𝑟ونصف قطرها  𝐷هي الدائرة التي مركزها  =  (𝐴 و𝐶)تشمل  10√2

 

 
 

 
 .35 حل التمرين

-I 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟖𝒛𝟐 + 𝟐𝟒𝒛 − 𝟑𝟐 

 P(z) = 0حل للمعادلة  0z 4 =بيان أن  .1

43 − 8(4)2 + 24(4) − 32 = 160 − 160 = 0 ⇒ 𝑃(𝑧) = 𝑧0 حل للمعادلة 0 = 4 

  bz + a+  24)(z –P(z) = (z(حيث :  bو  aتعيين العددين الحقيقيين  .2

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 8𝑧2 + 24𝑧 − 32 = (𝑧 − 4)(𝑧2 − 4𝑧 + 8) 

 P(z) = 0حل المعادلة :  .3

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 4)(𝑧2 − 4𝑧 + 8) = 0 ; 𝑧 − 4 = 0 ⇒ 𝑧0 = 4 

𝑧2 − 4𝑧 + 8 = 0 ;  ∆′= 4 − 8 = −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = 2 − 2𝑖 ;  𝑧2 = 2 + 2𝑖 

𝑆 = {4; 2 − 2𝑖; 2 + 2𝑖}  
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-II 𝒛𝑨 = 𝟒 ; 𝒛𝑩 = 𝟐 − 𝟐𝒊 ; 𝒛𝑪 = 𝟐 + 𝟐𝒊  ،𝑮𝜶{(𝑨; 𝛂) , (𝑩; 𝟐) , (𝑪; 𝟐)} ، 

     I [ منتصف القطعةBC] 

  Iتنتمي إلى دائرة مركزها  A  ،B  ،Cبيان أن النقط  .1

𝑧𝐼 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

=
4

2
= 2 

𝐼𝐴 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐼| = |2| = 2 ;  𝐼𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐼| = |−2𝑖| = 2; 

𝐼𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐼| = |2𝑖| = 2 ⇒ ,𝐶 تنتمي إلى دائرة مركزها 𝐼 و نصف قطرها 2 𝐵, 𝐴  

 ثقلةمرجح الجملة الم αGحتى تكون  αتعيين قيم  .2

α + 4 = 0 ⇒ α = −4 ⇒ α ∈ ℝ − {−4}  

𝑰𝑮𝜶⃗⃗مرجح الجملة المثقلة ، فإنها تحقق العلاقة  αGإذا كانت  بيان أنهّ .3 ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝜶

𝜶+𝟒
𝑰𝑨⃗⃗⃗⃗    

𝐺𝛼{(𝐴; α) , (𝐵; 2) , (𝐶; 2)} ⇒ 𝐺𝛼{(𝐴; α) , (𝐼; 4) } ⇒ 𝛼𝐺𝛼𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 4𝐺𝛼𝐼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ 

⇒ 𝛼𝐺𝛼𝐼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝛼𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ + 4𝐺𝛼𝐼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0⃗ ⇒ (𝛼 + 4)𝐼𝐺𝛼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝛼𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ 

⇒ 𝐼𝐺𝛼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =
𝛼

𝛼 + 4
𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗  

 يتغير αلما  αGاستنتاج مجموعة النقط 

فة على  𝑓لتكن الدالة  ℝالمعر  −  ـ:  {4−} 𝑓(𝑥)ب =
𝑥

𝑥+4
𝑓′(𝑥)لدينا :    =

3

(𝑥+4)2
  

ℝعلى  متزايدة تماما 𝑓نستنتج أن  الدالة منه  − {−4} 

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = 1 ;  lim
𝑥→−4−

𝑓(𝑥) = +∞  ; lim
𝑥→−4+

𝑓(𝑥) = −∞ 

𝑥 −∞                         − 4                     + ∞ 

𝑓′(𝑥) + + 

 

𝑓(𝑥) 

 

+∞ 

 

1 

1 

 

−∞ 

 

𝑥أن  :  𝑓نستنتج من جدول تغيرات الدالة  ∈ ℝ − {−4} ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ ℝ − {1}  

منه 
𝛼

𝛼+4
∈ ℝ −  (𝐼𝐴)هي المستقيم  يتغير αا لم   αGط مجموعة النق، إذن  {1}

لأنّ :  𝐴باستثناء النقطة 
𝛼

𝛼+4
≠ 1 ⇒ 𝐼𝐺𝛼⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ≠ 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐺𝛼 ≠ 𝐴 

 G-1تعيين إحداثيي  .4

𝐺−1{(𝐴;−1) , (𝐼; 4) } ⇒ 𝐺−1 (
−𝑥𝐴 + 4𝑥𝐼

3
;
−𝑦𝐴 + 4𝑦𝐼

3
) ⇒ 𝐺−1 (

4

3
; 0)  
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𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗−‖حققالتي ت Mللنقط  (E)تعيين المجموعة  .5  ⃗ + 𝟐𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝟐𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 𝟐√𝟏𝟎 

‖−𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 2𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 2√10 ⇒ ‖3𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = 2√10 

⇒ ‖𝑀𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ =
2

3
√10  

ونصف قطرها  𝐺−1هي الدائرة التي مركزها  (𝐸)المجموعة 
2

3
√10 

 (E)تنتميان إلى  Cو  Bالتحقق أن كلا من 

‖𝐵𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = |𝑧𝐺−1 − 𝑧𝐵| = |−
2

3
+ 2𝑖| = √

4

9
+ 4 = √

4

9
(1 + 9) =

2

3
√10

⇒ 𝐵 ∈ (𝐸)  

‖𝐶𝐺−1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = |𝑧𝐺−1 − 𝑧𝐶| = |−
2

3
− 2𝑖| = √

4

9
+ 4 = √

4

9
(1 + 9) =

2

3
√10

⇒ 𝐶 ∈ (𝐸)  
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𝒁العدد المركب حيث:  𝒁ليكن  =
−𝟓+𝟑𝒊

𝟒+𝒊
 

 𝒁 طويلة وعمدة للعدد المركبتعيين  .1

𝑍 =
−5 + 3𝑖

4 + 𝑖
= 𝑍 =

(−5 + 3𝑖)(4 − 𝑖)

17
=
−17 + 17𝑖

17
= −1 + 𝑖 

|𝑍| = √2 ; cos 𝜃 = −
√2

2
 ; sin 𝜃 =

√2

2
⇒ 𝑎𝑟𝑔(𝑍) = 𝜃 =

3𝜋

4
 

 حقيقي  𝒏  :𝒁𝟒𝒏جل كل عدد طبيعي أه من نّ أاستنتاج  .2

𝑎𝑟𝑔(𝑍4𝑛)  = 𝑎𝑟𝑔 (√2𝑒
3𝜋
4 )

4𝑛

= 4𝑛 (
3𝜋

4
) = 3𝑛𝜋  

sin(3𝑛𝜋) = 0 ⇒ 𝑍4𝑛 ∈ ℝ  
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3. 𝒁𝑨 = −𝟏+ 𝒊 ، 𝒁𝑩 = 𝟑 + 𝟑𝒊  ،𝒁𝑪 = −𝟓 + 𝟗𝒊 
 

 

  𝑪إلى  𝑩 و يحول 𝑨الذي مركزه  𝒈 تحويل النقطيلتعيين العبارة المركبة ل .أ

{
𝑔(𝐴) = 𝐴

𝑔(𝐵) = 𝐶
⇒ {

𝑍𝐴 = 𝑎𝑍𝐴 + 𝑏
𝑍𝐶 = 𝑎𝑍𝐵 + 𝑏

⇒ 𝑍𝐶 − 𝑍𝐴 = 𝑎(𝑍𝐵 − 𝑍𝐴) 

⇒ 𝑎 =
𝑍𝐶 − 𝑍𝐴
𝑍𝐵 − 𝑍𝐴

=
−4 + 8𝑖

4 + 2𝑖
= 2𝑖 

𝑏 = 𝑍𝐴(1 − 𝑎) = (−1 + 𝑖)(1 − 2𝑖) = 1 + 3𝑖 

𝑔(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 2𝑖𝑧 + 1 + 3𝑖  

 : 𝒈للتحويل  عناصر المميزةالاستنتاج 

𝑎 = 2𝑖 = 2𝑒𝑖 
𝜋

𝜃وزاويته  𝐴، مركزه  2ر نسبته تشابه مباش 𝑔التحويل ، نستنتج أنّ  2
′
=
𝜋

2
 

  𝑨𝑩𝑪المثلث  طبيعةاستنتاج  .ب

𝑎𝑟𝑔 (
𝑍𝐶 − 𝑍𝐴
𝑍𝐵 − 𝑍𝐴

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

4. 𝟐𝑲𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑪𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗    

 𝒁𝑲 حقتهاثم تعيين لا 𝑨𝑩𝑪هي مركز ثقل المثلث  𝑲بيان أن  .أ

2𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 2𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐾⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝐶𝐾⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐾𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐾𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

 𝐴𝐵𝐶هي مركز ثقل المثلث  𝐾 النقطةمنه نستنتج أنّ 

𝐾{(𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝑍𝐾 =
𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 + 𝑍𝐶

3
=
−3 + 13𝑖

3
= −1 +

13

3
𝑖  

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗) بحيث 𝑴 مجموعة النقط (𝜸) تعيين  .ب  ⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎  

(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ). 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 3𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑀𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ويعامد  𝐾هي المستقيم الذي يشمل  (𝛾)المجموعة   ⃗. 
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 الإجابة الصحيحة )ج( .1

𝑀 ∈ 𝐶(𝐴; 3) ⇒ 𝐴𝑀 = 3 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = 3 ⇒ |𝑧 − 𝑖| = 3 

 الإجابة الصحيحة )أ( .2

|𝑧 − 2| = |𝑧 − 3 + 2𝑖| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀

⇒ [𝐴𝐵] هي محور القطعة (𝐸) 

3. (α )الإجابة الصحيحة )ج 

𝑧2 = (√2 − √3 − 𝑖√2 + √3)

2

 

= 2 − √3 − 2 − √3 − 2𝑖√(2 − √3)(2 + √3) = −2√3 − 2𝑖  

|𝑧2| = √12 + 4 = 4; cos 𝜃 = −
√3

2
; sin 𝜃 = −

1

2
 ; arg(𝑧2) =

7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 

(β )الإجابة الصحيحة )ج 

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖 𝛼 ⇒ 𝑧2 = 𝑟2𝑒𝑖 2𝛼 = 4𝑒𝑖 
7𝜋
6 ⇒ {

𝑟2 = 4

2𝛼 =
7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟 = 2

𝛼 =
7𝜋

12
+ 𝑘𝜋

 

 𝑘 = 0 ⇒ 𝛼 =
7𝜋

12
والعدد 𝑧 جزؤه التخيلي سالب)  sin

7𝜋

12
>  (مرفوض لأنّ  0

 𝑘 = 1 ⇒ 𝛼 =
7𝜋

12
+ 𝜋 =

19𝜋

12
⇒ 𝑧 = 2𝑒𝑖 

19𝜋

12  

 الإجابة الصحيحة )ب( .4

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

= 𝑒𝑖 
𝜋
2 ⇒ {

𝐵𝐴 = 𝐵𝐶

(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒  المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم ومتساوي الساقين

 الإجابة الصحيحة )أ( .5

{
𝑆(𝐴) = 𝐵 
𝑆(𝐵) = 𝐶

⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏 
𝑧𝐶 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
−3 + 𝑖

−1 + 2𝑖
= 1 + 𝑖 

𝑏 = 𝑧𝐵 − 𝑎𝑧𝐴 = 1 − 2𝑖(1 + 𝑖) = 3 − 2𝑖 ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)𝑧 + 3 − 2𝑖  
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𝑃(𝑧)  كثير حدود للمتغير المركب𝑧 :حيث 

𝑃(𝑧) = 𝑧3 − 7𝑧2 + 41𝑧 − 87 

𝑷(𝒛) من الشكل: 𝑷(𝒛)ثم كتابة  𝑷(𝟑)حساب  .1 = (𝒛 − 𝟑)(𝒂𝒛𝟐 + 𝒃𝒛 + 𝒄) 

𝑃(3) = 33 − 7(3)2 + 41(3) − 87 = 150 − 150 = 0 

𝑃(𝑧)هورنر نجد :  خوارزميةباستعمال  = (𝑧 − 3)(𝑧2 − 4𝑧 + 29) 

 1 −7 41 −87 
3  3 −12 87 
 1 −4 29 0 

 

𝑷(𝒛)المعادلة  حل في  .2 = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 3)(𝑧2 − 4𝑧 + 29) = 0 ⇒ 𝑧 − 3 = 𝑧2 أو 0 − 4𝑧 + 29
= 0 

∆′= 4 − 29 = −25 = (5𝑖)2 ; 𝑧′ = 2 − 5𝑖 ; 𝑧′′ = 2 + 5𝑖 

𝑆 = {3; 2 − 5𝑖; 2 + 5𝑖}  

𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟓𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟑 

W و Bإلى Aيحول النقطة  Rعلما أن  و زاويته  Rمركز الدوران  Wتعيين  .3

 نقطة من حامل محور التراتيب 

𝑅(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑊𝐴 = 𝑊𝐵 ⇒ |𝑧𝐴 − 𝑧𝑊| = |𝑧𝐵 − 𝑧𝑊| 

⇒ |3 − 𝑖𝑦| = |2 + (5 − 𝑦)𝑖| ⇒ √9 + 𝑦2 = √4 + (5 − 𝑦)2 

⇒ 𝑦2 + 9 = 𝑦2 − 10𝑦 + 29 ⇒ 10𝑦 = 20 ⇒ 𝑦 = 2 ⇒ 𝑊(0; 2)  

 WABطبيعة المثلث تعيين  .4

𝑅(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝑊 = 𝑒
𝑖𝜃(𝑧𝐴 − 𝑧𝑊) 

 ⇒ 𝑒𝑖𝜃 =
𝑧𝐵 − 𝑧𝑊
𝑧𝐴 − 𝑧𝑊

=
2 + 3𝑖

3 − 2𝑖
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 𝜃 =

𝜋

2
 

𝑧𝐵 − 𝑧𝑊
𝑧𝐴 − 𝑧𝑊

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝑊𝐴 = 𝑊𝐵

(𝑊𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ;𝑊𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 

 ومتساوي الساقين 𝑊قائم في  𝑊𝐴𝐵نستنتج أنّ المثلث 

 مربع  WADBحتى يكون الرباعي  Dzتعيين  .5

 𝑊𝐴𝐷𝐵يكون الرباعي  ومتساوي الساقين ، يكفي أن 𝑊قائم في  𝑊𝐴𝐵أنّ المثلث بما 

 متوازي أضلاع حتى يكون مربعا

𝑊𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝑊 = 𝑧𝐷 − 𝑧𝐵 

⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝑊 + 𝑧𝐵 = 3 − 2𝑖 + 2 + 5𝑖 = 5 + 3𝑖  
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𝑧𝐴 = 𝑖  ،𝑧𝐵 = 𝑒
−𝑖
5𝜋

6 

وزاويته  𝑂الدوران الذي مركزه  𝑟ليكن  .1
2𝜋

3
 𝑟بواسطة التحويل  𝐵صورة  𝐶. نسمي 

 𝒓للتحويل كتابة العبارة المركّبة  .أ

𝑟(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖
2𝜋
3 𝑧 ⇒ 𝑧′ = (−

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧  

𝒛𝑪هي  𝑪بيان أنّ لاحقة  .ب = 𝒆
−𝒊
𝝅

𝟔 

𝑟(𝐵) = 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑒
𝑖
2𝜋
3 𝑧𝐵 = 𝑒

𝑖
2𝜋
3 𝑒−𝑖

5𝜋
6 = 𝑒𝑖(

2𝜋
3
−
5𝜋
6
) ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑒

−𝑖
𝜋
6  

 على الشكل الجبري 𝒛𝑪و 𝒛𝑩كتابة  .ج

𝑧𝐵 = 𝑒
−𝑖
5𝜋
6 = −

√3

2
−
1

2
𝑖 ;  𝑧𝐶 = 𝑒

−𝑖
𝜋
6 =

√3

2
−
1

2
𝑖 

 (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية  𝑪و  𝑨  ،𝑩انشاء النقط  .د

 على الترتيب 2و  -1،  2المرفقة بالمعاملات  𝐶و  𝐴  ،𝐵جح النقط مر 𝐷لتكن  .2

𝒛𝑫هي  𝑫بيان أنّ لاحقة  .أ =
√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊 ،  وانشاء النقطة𝑫  انظر الشكل في(

 (حل التمريننهاية 

𝐷{(𝐴; 2), (𝐵;−1), (𝐶; 2)} ⇒ 𝑧𝐷 =
2𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶

3

=
2𝑖 +

√3
2
+
1
2
𝑖 + √3 − 𝑖

3
=

3√3
2
+
3
2
𝑖

3
 

⇒ 𝑧𝐷 =
√3

2
+
1

2
𝑖  
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 تنتمي إلى نفس الدائرة 𝑫و  𝑨  ،𝑩  ،𝑪بيان أنّ النقط  .ب

|𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = |𝑧𝐷| = 1 ∶  لدينا

ونصف  𝑂تنتمي إلى نفس الدائرة التي مركزها  𝐷و  𝐴  ،𝐵  ،𝐶أنّ النقط نستنتج 

 1قطرها 

 ℎبواسطة التحويل  𝐷صورة  𝐸. نسمي 2ونسبته  𝐴حاكي الذي مركزه الت ℎليكن  .3

 𝒉للتحويل كتابة العبارة المركّبة  .أ

ℎ(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 = 2(𝑧 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧′ = 2𝑧 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧′ = 2𝑧 − 𝑖  

𝒛𝑬هي  𝑬بيان أنّ لاحقة  .ب =  𝑬، وانشاء النقطة  𝟑√

ℎ(𝐷) = 𝐸 ⇒ 𝑧𝐸 = 2𝑧𝐷 − 𝑖 = √3 + 𝑖 − 𝑖 ⇒ 𝑧𝐸 = √3  

حساب النسبة  .ج
𝒛𝑫−𝒛𝑪

𝒛𝑬−𝒛𝑪
 وكتابة النتيجة على الشكل الأسّي 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

=

√3
2 +

1
2 𝑖 −

√3
2 +

1
2 𝑖

√3 −
√3
2 +

1
2 𝑖

=
𝑖

√3
2 +

1
2 𝑖

=
1

2
+
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
3  

 𝑪𝑫𝑬اج طبيعة المثلث استنت .د

𝑧𝐷 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐶𝐷 = 𝐶𝐸

(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ المثلث 𝐶𝐷𝐸 متقايس الأضلاع  

 

 
 .40 حل التمرين

𝒛𝟐حل المعادلة:  .1 − 𝟒√𝟑𝒛 + 𝟏𝟔 = 𝟎 

∆′= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = 2√3 − 2𝑖  ;  𝑧2 = 2√3 + 2𝑖  

2. 𝒂 = 𝟐√𝟑 − 𝟐𝒊    ،𝒃 = 𝟐√𝟑 + 𝟐𝒊 

 على الشكل الأسّي 𝒃و  𝒂كتابة  .أ

|𝑎| = 4 ; cos 𝜃𝑎 =
√3

2
 ; sin 𝜃𝑎 = −

1

2
 ;  𝜃𝑎 = −

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑎 = 4𝑒−𝑖

𝜋
6  
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|𝑏| = 4 ; cos 𝜃𝑏 =
√3

2
 ; sin 𝜃𝑏 =

1

2
 ;  𝜃𝑏 =

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑏 = 4𝑒𝑖

𝜋
6  

 )انظر الشكل( 𝑩و 𝑨تمثيل النقطتين  .ب

 متقايس الأضلاع 𝑶𝑨𝑩بيان أنّ المثلث  .ج

𝑏

𝑎
=
4𝑒𝑖

𝜋
6

4𝑒−𝑖
𝜋
6

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع  

𝑐نقطة لاحقتها  𝐶لتكن  .3 = −8𝑖  و𝐷  صورتها بالدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته
2𝜋

3
  

 )انظر الشكل( 𝑫و 𝑪تمثيل النقطتين  .أ

𝒅هي  𝑫بيان أنّ لاحقة النقطة  .ب = 𝟒√𝟑 + 𝟒𝒊 

𝑅(𝐶) = 𝐷 ⇒ 𝑑 = 𝑒𝑖
2𝜋
3 . 𝑐 = (−

1

2
+
√3

2
𝑖) (−8𝑖) ⇒ 𝑑 = 4√3 + 4𝑖  

 ويطُلب تحديد نسبته 𝑶ه بالتحاكي الذي مركز 𝑩هي صورة النقطة  𝑫بيان أنّ  .4

𝐷 = ℎ(𝐵) ⇒ 𝑑 = 𝑘𝑏 ⇒ 𝑘 =
𝑑

𝑏
=
4√3 + 4𝑖

2√3 + 2𝑖
=
2(2√3 + 2𝑖)

2√3 + 2𝑖
= 2 

 2ونسبته  𝑂بالتحاكي الذي مركزه  𝐵هي صورة النقطة  𝐷منه نستنتج أنّ 

 مثلث قائم 𝑶𝑨𝑫بيان أنّ  .5

{

𝑂𝐴 = |𝑎| = 4 ⇒ 𝑂𝐴2 = 16

𝑂𝐷 = |𝑑| = 8 ⇒ 𝑂𝐷2 = 64

𝐴𝐷 = |𝑑 − 𝑎| = |2√3 + 6𝑖| = √48 ⇒ 𝐴𝐷2 = 48

 

𝑂𝐷2 = 𝑂𝐴2 + 𝐴𝐷2 ⇒ 𝐴 قائم في 𝑂𝐴𝐷 المثلث  
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 .41 حل التمرين

𝒂 =
𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊   ،𝒃 =

√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊  

 على الشكل الأسّي  𝒃و  𝒂العددين كتابة  .1

𝑎 =
1

2
+
√3

2
𝑖 ; |𝑎| = 1 ; arg(𝑎) =

𝜋

3
⇒ 𝑎 = 𝑒𝑖

𝜋
3  

𝑏 =
√3

2
+
1

2
𝑖 ;  |𝑏| = 1 ; arg(𝑏) =

𝜋

6
⇒ 𝑏 = 𝑒𝑖

𝜋
6  

𝒃𝟐التحقق أنّ :  = 𝒂 

𝑏2 = (𝑒𝑖
𝜋
6)
2

= 𝑒𝑖
2𝜋
6 = 𝑒𝑖

𝜋
3 = 𝑎 

2. 𝒄 = 𝒂 + 𝒃 

,𝑪,𝑩تعليم النقط  .أ 𝑨 (في نهاية حل التمرين )انظر الشكل 

𝒄التحقق أنّ  .ب =
√𝟐+√𝟔

𝟐
𝒆𝒊
𝝅

𝟒   

𝑐 = 𝑎 + 𝑏 =
1

2
+
√3

2
𝑖 +

√3

2
+
1

2
𝑖 =

√3 + 1

2
+
√3 + 1

2
𝑖  

|𝑐| = √2(
√3 + 1

2
)

2

= √2(
√3 + 1

2
) =

√6 + √2

2
 

cos 𝜃 = sin 𝜃 =

√3 + 1
2

√2(
√3 + 1
2 )

=
√2

2
 ⇒ arg(𝑐) =

𝜋

4

⇒ 𝑐 =
√2 + √6

2
𝑒𝑖
𝜋
4  

3. 𝒛𝟐 + 𝒛 − 𝒄 = 𝟎… (𝑬) 

 (𝑬)حل للمعادلة  𝒃التحقق أنّ  .أ

𝑏2 + 𝑏 − 𝑐 = 𝑎 + 𝑏 − (𝑎 + 𝑏) = 0 ⇒ (𝐸) حل للمعادلة 𝑏  

𝒅بيان أنّ :  .ب =
√𝟐+√𝟔

𝟐
𝒆𝒊
𝟏𝟑𝝅

𝟏𝟐 

𝑏 × 𝑑 = −𝑐 ⇒ 𝑑 = −
𝑐

𝑏
= −

√2 + √6
2 𝑒𝑖

𝜋
4

𝑒𝑖
𝜋
6

= −
√2 + √6

2
𝑒𝑖(

𝜋
4
−
𝜋
6
)
 

𝑑 = −
√2 + √6

2
𝑒𝑖
𝜋
12 =

√2 + √6

2
(− cos

𝜋

12
− 𝑖 sin

𝜋

12
) 
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𝑑 =
√2 + √6

2
(cos

13𝜋

12
+ 𝑖 sin

13𝜋

12
) =

√2 + √6

2
𝑒𝑖
13𝜋
12  

 𝒅التي لاحقتها  𝑫انشاء النقطة  .ج

 

 
 .42 حل التمرين

𝒛𝑨 = √𝟐   ،𝒛𝑪 = 𝒊  ،𝒛𝑩 = √𝟐 + 𝒊   ،𝒛𝑰 =
𝒛𝑨

𝟐
=
√𝟐

𝟐
   ،𝒛𝑱 =

𝒛𝑩+𝒛𝑪

𝟐
=
√𝟐

𝟐
+ 𝒊  

1. 𝑺  التشابه المباشر عبارته المركّبة𝒛′ = −
√𝟐

𝟐
(𝒊𝒛 − 𝟏) + 𝒊  

 𝑺تعيين زاوية ونسبة التشابه المباشر .أ

𝑧′ = −
√2

2
𝑖𝑧 +

√2

2
+ 𝑖

⇒ 𝑘 = |−
√2

2
𝑖| =

√2

2
; 𝜃 = arg (−

√2

2
𝑖) = −

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 𝑺بالتشابه  𝑶𝑨𝑩𝑪تعيين صورة المستطيل  .ب

𝑂′ = 𝑆(𝑂) ⇒ 𝑧𝑂′ = −
√2

2
𝑖𝑧𝑂 +

√2

2
+ 𝑖 =

√2

2
+ 𝑖 = 𝑧𝐽  

𝐴′ = 𝑆(𝐴) ⇒ 𝑧𝐴′ = −
√2

2
𝑖𝑧𝐴 +

√2

2
+ 𝑖 = −

√2

2
𝑖√2 +

√2

2
+ 𝑖 =

√2

2
= 𝑧𝐼  

𝐵′ = 𝑆(𝐵) ⇒ 𝑧𝐵′ = −
√2

2
𝑖𝑧𝐵 +

√2

2
+ 𝑖 = −

√2

2
𝑖(√2 + 𝑖) +

√2

2
+ 𝑖

= √2 = 𝑧𝐴  

𝐶′ = 𝑆(𝐶) ⇒ 𝑧𝐶′ = −
√2

2
𝑖𝑧𝐶 +

√2

2
+ 𝑖 = √2 + 𝑖 = 𝑧𝐵  

 𝐽𝐼𝐴𝐵و المستطيل ه 𝑆بالتشابه  𝑂𝐴𝐵𝐶نستنتج أنّ صورة المستطيل 
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 𝑺مركز التشابه  Ωنسمّي  .2

 Ωتلتقي في  [𝑨𝑰]،  [𝑨𝑩]،  [𝑩𝑪]،  [𝑶𝑱]بيان أنّ الدوائر التي أقطارها  .أ

 لدينا :

𝑆(𝑂) = 𝐽  منه ،(Ω𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; Ω𝐽⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

2
تنتمي إلى الدائرة التي قطرها  Ω، منه النقطة  

[𝑂𝐽]  وتر المثلث القائمΩ𝑂𝐽 

𝑆(𝐶) = 𝐵  منه ،(Ω𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; Ω𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
تنتمي إلى الدائرة التي قطرها  Ω، منه النقطة  

[𝐵𝐶]  وتر المثلث القائمΩ𝐵𝐶 

𝑆(𝐵) = 𝐴  منه ،(Ω𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; Ω𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
تنتمي إلى الدائرة التي قطرها  Ω، منه النقطة  

[𝐴𝐵]  وتر المثلث القائمΩ𝐴𝐵 

 𝑆(𝐴) = 𝐼  منه ،(Ω𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; Ω𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

2
تنتمي إلى الدائرة التي قطرها  Ωلنقطة ، منه ا 

[𝐴𝐼]  وتر المثلث القائمΩ𝐴𝐼 

Ωتلتقي في  [𝐴𝐼]،  [𝐴𝐵]،  [𝐵𝐶]،  [𝑂𝐽]أنّ الدوائر التي أقطارها منه نستنتج 

 
𝒉تحديد العناصر المميزة للتحويل  .ب = 𝑺𝒐𝑺 

)، نسبته  Ωتشابه مباشر مركزه  ℎالتحويل 
√2

2
)
2

=
1

2
،  𝜋−ه وزاويت 

−ونسبته  Ωتحاكي مركزه  ℎنستنتج أنّ التحويل ومنه 
1

2
  

,𝑰استنتاج أنّ النقط  .ج 𝑩, Ω  في استقامية ، وكذلك النقط𝑪, 𝑨, Ω في استقامية 

{
𝑆(𝐵) = 𝐴
𝑆(𝐴) = 𝐼

⇒ 𝑆𝑜𝑆(𝐵) = 𝐼 ⇒ Ω𝐼 = −
1

2
Ω𝐵 ⇒ ,𝐼 في استقامية 𝐵, Ω  

{
𝑆(𝐶) = 𝐵
𝑆(𝐵) = 𝐴

⇒ 𝑆𝑜𝑆(𝐶) = 𝐴 ⇒ Ω𝐴 = −
1

2
Ω𝐶 ⇒ ,𝐶 في استقامية 𝐴, Ω  
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 .43 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 + 𝒛𝟐 − 𝟒𝒛 − 𝟐𝟒 

 :  𝑷(𝟑)حساب  .1

𝑃(3) = 33 + 32 − 4(3) − 24 = 36 − 36 = 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 3)(𝑧2 + 4𝑧 + 8) 

𝑷(𝒛)حل المعادلة   = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 3)(𝑧2 + 4𝑧 + 8) = 0 ⇒ 𝑧 − 3 = 0 ⇒ 𝑧0 = 3  

𝑧2 + 4𝑧 + 8 = 0 ;  ∆′= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = −2 + 2𝑖  ;   𝑧2 = −2 − 2𝑖  

2. 𝒛𝑨 = 𝟑  ،𝒛𝑩 = −𝟐 + 𝟐𝒊  ،𝒛𝑪 = −𝟐− 𝟐𝒊  ،𝒛𝑫 = −𝟏 − 𝟏𝟎𝒊 

,𝑩𝑪,𝑨𝑪حساب الأطوال  .أ 𝑨𝑩  واستنتاج طبيعة المثلث ،𝑨𝑩𝑪 

{

𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |−5 + 2𝑖| = √29

𝐴𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |−5 − 2𝑖| = √29

𝐵𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |−4𝑖| = 4

⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متساوي الساقين  

التي تحقق :  𝒛من المستوي ذات  اللاحقة  𝑴تعيين مجموعة النقط  .ب

|𝒛 + 𝟐 + 𝟐𝒊| = |𝒛 + 𝟐 − 𝟐𝒊| 

|𝑧 + 2 + 2𝑖| = |𝑧 + 2 − 2𝑖| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐶| = |𝑧 − 𝑧𝐵| ⇒ 𝐶𝑀 = 𝐵𝑀 

التي تحقق :  𝑧توي ذات اللاحقة من المس 𝑀نستنتج أنّ مجموعة النقط 

|𝑧 + 2 + 2𝑖| = |𝑧 + 2 − 2𝑖|  هي محور القطعة[𝐵𝐶]  أي محور الفواصل

 متناظرتان بالنسبة لمحور الفواصل( 𝐶و 𝐵)لأنّ النقطتين 

  𝑫إلى  𝑩ويحوّل  𝑨الذي مركزه  𝑺كتابة العبارة المركّبة للتشابه  .ج

{
𝑆(𝐵) = 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

𝑆(𝐴) = 𝐴 ⇒ 𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
⇒ 𝑎 =

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−4 − 10𝑖

−5 + 2𝑖
= 2𝑖 

𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏 ⇒ 𝑏 = 𝑧𝐴(1 − 𝑎) ⇒ 𝑏 = 3(1 − 2𝑖) = 3 − 6𝑖 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 2𝑖𝑧 + 3 − 6𝑖  

 𝑺لتشابه ة اوزاوي تعيين نسبة

𝑘 = |2𝑖| = 2 ;  𝜃 = arg(2𝑖) =
𝜋

2
 

 
 .44 حل التمرين

إذا كان  .1
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
= 𝒆𝒊 

𝝅

 متقايس الأضلاع )الإجابة أ( 𝑨𝑩𝑪المثلث فإنّ  𝟑

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع  
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إذا كان  .2
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
= 𝒆𝒊 

𝝅

 ومتساوي الساقين )الإجابة ب( 𝑨قائم في  𝑨𝑩𝑪المثلث فإنّ  𝟐

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 و متساوي الساقين  

متوازي أضلاع وكان  𝑶𝑨𝑪𝑩إذا كان الرباعي  .3
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑶
= 𝒆𝒊 

𝝅

 𝑶𝑨𝑪𝑩الرباعي فإنّ  𝟐

 مربّع )الإجابة ج(
𝑧𝐵−𝑧𝐴

𝑧𝐶−𝑧𝑂
= 𝑒𝑖 

𝜋

الرباعي متقايسان ومتعامدان ، منه  [𝐴𝐵]و  [𝑂𝐶]يعني أنّ القطرين  2

𝑂𝐴𝐶𝐵 مربّع 

إذا كان  .4
𝒛𝑩−𝒛𝑶

𝒛𝑨−𝒛𝑶
= 𝟏𝟎𝒆𝒊 𝟐𝟎𝟏𝟎𝝅  ّالنقط فإن𝑨  ،𝑩  ،𝑶 )في استقامية )الإجابة ج 

𝑧𝐵 − 𝑧𝑂
𝑧𝐴 − 𝑧𝑂

= 10𝑒𝑖 2010𝜋 ⇒
𝑧𝐵 − 𝑧𝑂
𝑧𝐴 − 𝑧𝑂

= 10 ⇒ (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 2𝑘𝜋

⇒ ,𝑂 في استقامية 𝐵, 𝐴 النقط 

𝒛𝑨إذا كان  .5 − 𝒛𝑪 = 𝒆
𝒊 
𝝅

𝟑(𝒛𝑩 − 𝒛𝑪)  ّفإن𝑨  صورة𝑩  بالدوران الذي مركزه𝑪 

وزاويته 
𝝅

𝟑
 )الإجابة ب( 

|𝑒𝑖 
𝜋
3| = 1 ; arg (𝑒𝑖 

𝜋
3) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ; 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 = 𝑒

𝑖 
𝜋
3(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) 

⇒ 𝐴 = 𝑅
(𝐶;
𝜋
3
)
(𝐵)  
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𝒛𝑨 = −𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟑𝒊  ،𝒛𝑪 = −𝟒+ 𝒊 

أ.   كتابة العدد المركب        .1
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 على الشكل الجبري  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−4 + 𝑖 + 𝑖

2 + 3𝑖 + 𝑖
=
−4 + 2𝑖

2 + 4𝑖
=
−2 + 𝑖

1 + 2𝑖
=
(−2 + 𝑖)(1 − 2𝑖)

5
= 𝑖 

العدد المركب طويلة  تعيين .ب
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
  ABCاستنتاج طبيعة المثلث ووعمدة له   

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐴𝐶 = 𝐴𝐵

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 

 ومتساوي الساقين 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶نستنتج أن  المثلث ومنه 
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2. 𝑻(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ = 𝒊𝒛 − 𝟏 − 𝒊 

 محددا عناصره المميزة Tتعيين طبيعة التحويل  .أ

𝑇(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 ; 𝑎 = 𝑖 ; 𝑏 = −1 − 𝑖 

{
|𝑖| = 1

arg(𝑖) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

 ; 𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=
−1 − 𝑖

1 − 𝑖
= −𝑖 = 𝑧𝐴 

وزاويته  𝐴دوران مركزه  𝑇منه نستنتج أن  التحويل 
𝜋

2
 

 Tالتحويل ب Bتعيين صورة النقطة  .ب

 :1طريقة 

𝑇(𝐵) = 𝐵′ ⇒ 𝑧𝐵′ = 𝑖𝑧𝐵 − 1 − 𝑖 = 𝑖(2 + 3𝑖) − 1 − 𝑖 = −4 + 𝑖 = 𝑧𝐶
⇒ 𝑇(𝐵) = 𝐶 

 𝐶 النقطةومتساوي الساقين ، فإن   𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶بما أن  المثلث : 2طريقة 

وزاويته  𝐴بالدوران الذي مركزه  𝐵هي صورة 
𝜋

2
𝑇(𝐵)، منه   = 𝐶. 

𝒛𝑫النقطة ذات اللاحقة  Dلتكن  .3 = −𝟔 + 𝟐𝒊 

 في استقامية A  ،C  ،Dبيان أنّ النقط  .أ

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
−6 + 3𝑖

−4 + 2𝑖
=
3(−2 + 𝑖)

2(−2 + 𝑖)
=
3

2
⇒ ,𝐷 في استقامية 𝐶, 𝐴 النقط  

 Dإلى النقطة  Cو يحوّل النقطة  Aالذي مركزه  hعيين نسبة التحاكي ت .ب

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
3

2
⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 =

3

2
(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑘 =

3

2
 

 Dإلى  Bو يحوّل  Aالذي مركزه  Sتعيين العناصر المميزة للتشابه  .ج

{

𝐶 = 𝑅
(𝐴;
𝜋
2
)
(𝐵)

𝐷 = ℎ
(𝐴;
3
2
)
(𝐶)

⇒ 𝐷 = [ℎ
(𝐴;
3
2
)
] 𝑜 [𝑅

(𝐴;
𝜋
2
)
] (𝐵) ⇒ 𝐷 = 𝑆

(𝐴;
3
2
;
𝜋
2
)
(𝐵)  

، نسبته  𝐴، مركزه  𝐷إلى  𝐵الذي يحوّل  𝑆نستنتج أنّ التشابه  
3

2
وزاويته  

𝜋

2
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𝒇(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ + 𝟐 = (𝟏 + 𝒊)(𝒛 + 𝟐 − 𝟐𝒊) 

′𝒛يمكن كتابة العبارة السابقة على الشكل :  بيان أنّه .1 = 𝒂𝒛 + 𝒃  ،تعيين الطبيعة و

 𝒇والعناصر المميزة للتحويل 

𝑧′ + 2 = (1 + 𝑖)(𝑧 + 2 − 2𝑖) ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)𝑧 + (1 + 𝑖)(2 − 2𝑖) − 2

⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)𝑧 + 2  

|1 + 𝑖| = √2 ; arg(1 + 𝑖) =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ;  𝑧𝜔 =

2

−𝑖
= 2𝑖 

، زاويته  2√تشابه مباشر نسبته  𝑓ل لتحويانستنتج أنّ 
𝜋

4
;𝜔(0ومركزه   2) 

𝒛|التي تحقق :  𝑴مجموعة النقط  (𝜞)لتكن  .2 + 𝟐 − 𝟐𝒊| = نقطة لاحقتها  𝑨و   𝟐√

𝒛𝑨 = −𝟐 + 𝟐𝒊 

𝑨 بحيث : 𝑩و  ′𝑨تعيين لاحقتي النقطتين  .أ = 𝒇(𝑩) ، 𝑨′ = 𝒇(𝑨) 

𝐴′ = 𝑓(𝐴) ⇒ 𝑧𝐴′ = (1 + 𝑖)𝑧𝐴 + 2 = (1 + 𝑖)(−2 + 2𝑖) + 2 ⇒ 𝑧𝐴′ = −2  

𝐴 = 𝑓(𝐵) ⇒ 𝑧𝐴 = (1 + 𝑖)𝑧𝐵 + 2 ⇒ 𝑧𝐵 =
𝑧𝐴 − 2

1 + 𝑖
=
−4 + 2𝑖

1 + 𝑖

⇒ 𝑧𝐵 = −1 + 3𝑖  

  (𝜞)تنتمي إلى المجموعة  𝑩نقطة أنّ ال التحقق .ب

|𝑧𝐵 + 2 − 2𝑖| = |−1 + 3𝑖 + 2 − 2𝑖| = |1 + 𝑖| = √2 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)  

ونصف  ′𝑨ذات  المركز  (′𝜞)هي دائرة  𝒇بالتحويل  (𝜞)اثبات  أنّ صورة  .ج

 2القطر 

|𝑧 + 2 − 2𝑖| = √2 ⇒ 𝐴𝑀 = √2 

(𝛤)  هي الدائرة التي مركزها𝐴  ونصف قطرها𝑟 = ، وتكون عندئذ  2√

         ونصف القطر ′𝐴ذات المركز  (′𝛤)هي الدائرة  𝑓صورتها بالتحويل 

𝑟′ = |𝑘| × 𝑟  أي𝑟′ = √2 × √2 = 2 
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𝒛𝟐:  حل المعادلة .1 − (𝟒 𝐜𝐨𝐬𝜶)𝒛 + 𝟒 = 𝟎… (𝟏)   

∆′= (2 cos 𝛼)2 − 4 = 4 cos2 𝛼 − 4 = 4(cos2 𝛼 − 1) = −4 sin2 𝛼

= (2𝑖 sin 𝛼)2 

𝑧1 = 2 cos 𝛼 + 2𝑖 sin 𝛼  ;  𝑧2 = 2 cos𝛼 − 2𝑖 sin 𝛼  

2. 𝜶 =
𝝅

𝟑
). بيان أنّ : 

𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝟐𝟎𝟏𝟑

= 𝟏 

𝑧1 = 2(cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
) ⇒ 𝑧1 = 2𝑒

𝑖 
𝜋
3  

𝑧2 = 2(cos
𝜋

3
− 𝑖 sin

𝜋

3
) = 2 [cos (−

𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

𝜋

3
)] ⇒ 𝑧2 = 2𝑒

−𝑖 
𝜋
3    

(
𝑧1
𝑧2
)
2013

= (
2𝑒𝑖 

𝜋
3

2𝑒−𝑖 
𝜋
3

)

2013

= (𝑒𝑖 
2𝜋
3 )

2013

= 𝑒𝑖 1342𝜋 ⇒ (
𝑧1
𝑧2
)
2013

= 1  

3. 𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊√𝟑   ،𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊√𝟑    و𝒛𝑪 = 𝟒 + 𝒊√𝟑  

,𝑪,𝑩انشاء النقط  .أ 𝑨  (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية 

كتابة العدد المركّب  .ب
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 لشكل الجبريعلى ا 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
4 + 𝑖√3 − 1 − 𝑖√3

1 − 𝑖√3 − 1 − 𝑖√3
=

3

−2𝑖√3
⇒
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
√3

2
𝑖  

ويطُلب تعيين نسبته  𝑨الذي مركزه  𝑺بالتشابه  𝑩هي صورة  𝑪استنتاج أنّ  

 وزاويته

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
√3

2
𝑖 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =

√3

2
𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) 

نسبته  𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه  𝐵هي صورة  𝐶ستنتج أنّ ن
√3

2
 وزاويته 

𝜋

2
 

;𝑨)}مرجح الجملة  𝑮تعيين لاحقة النقطة  .ج 𝟏), (𝑩;−𝟏), (𝑪; 𝟐)} ،

 𝑮انشاء و

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶

2
=
1 + 𝑖√3 − 1 + 𝑖√3 + 8 + 2𝑖√3

2

⇒ 𝑧𝐺 = 4 + 2𝑖√3  

 متوازي أضلاع 𝑨𝑩𝑫𝑮، بحيث يكون الرباعي  𝑫لاحقة النقطة 𝒛𝑫 حساب  .د

𝐴𝐵 = 𝐺𝐷 ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐷 − 𝑧𝐺 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 + 𝑧𝐺  

⇒ 𝑧𝐷 = 1 − 𝑖√3 − 1 − 𝑖√3 + 4 + 2𝑖√3 = 4  
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𝜷 = (√𝟔 − √𝟐) − 𝒊(√𝟔 + √𝟐)   ،   𝜶 = −𝟐(𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟏𝟐
)  

𝜷ب احس .1
𝟐

 ته على الشكل المثلثيباكتو 

𝛽
2
= (√6 − √2)

2
− (√6 + √2)

2
− 2𝑖(√6 − √2)(√6 + √2) 

𝛽
2
= 8 − 4√3 − 8 − 4√3 − 8𝑖 = −8√3 − 8𝑖  

𝛽
2
= 16(−

√3

2
−
1

2
𝑖) = 16 (cos

7𝜋

6
+ 𝑖 sin

7𝜋

6
)  

 βج طويلة وعمدة ااستنت .2

{
|𝛽
2
| = 16

arg (𝛽
2
) =

7𝜋

6
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
|𝛽| = 4

arg(𝛽) =
7𝜋

12
+ 𝑘𝜋

⇒ {
|𝛽| = 4

arg(𝛽) =
19𝜋

12

 

: القيمة ملاحظة
7𝜋

12
𝐼𝑚(𝛽)مرفوضة لأنّ   < 𝑅é(𝛽) و0 > 𝛽أي  0 ∈ ]

3𝜋

2
; 2𝜋[ 

𝐜𝐨𝐬ج قيمتي ااستنت .3
𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و 

𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
 

cos
19𝜋

12
=
𝑅é(𝛽)

|𝛽|
=
√6 − √2

4
 ;  sin

19𝜋

12
=
𝐼𝑚(𝛽)

|𝛽|
=
−√6 − √2

4
 

 αطويلة وعمدة  تعيين .4

𝛼 = −2(cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
) = 2 (− cos

𝜋

12
− 𝑖 sin

𝜋

12
) 

𝛼 = 2(cos
13𝜋

12
+ 𝑖 sin

13𝜋

12
) ⇒ |𝛼| = 2 ; arg(𝛼) =

13𝜋

12
 

 على الشكل الأسّي 𝟐𝟎𝟎𝟖(𝜶𝜷)العدد  ةباكت .5
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(𝛼𝛽)2008 = (2𝑒𝑖
13𝜋
12 × 4𝑒𝑖

19𝜋
12 )

2008

= (8𝑒𝑖
32𝜋
12 )

2008

= (8𝑒𝑖
8𝜋
3 )

2008

 

(𝛼𝛽)2008 = 82008𝑒𝑖
2008×8𝜋

3 = 82008𝑒𝑖
16064𝜋

3 = 82008𝑒𝑖
2𝜋
3  
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-I 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝒛 − 𝟏𝟎𝒊 

 𝑷(−𝟐𝒊)حساب  .1

𝑃(−2𝑖) = (−2𝑖)3 − (−2𝑖) − 10𝑖 = 8𝑖 + 2𝑖 − 10𝑖 = 0 

𝑷(𝒛)بحيث :  bو  aتعيين العددين الحقيقيين  .2 = (𝒛 + 𝟐𝒊)(𝒛𝟐 + 𝒂𝒊𝒛 + 𝒃) 

 1 0 −1 −10𝑖 

−2𝑖     

 1 −2𝑖 −5 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 2𝑖)(𝑧2 − 2𝑖𝑧 − 5)  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .3 = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 + 2𝑖)(𝑧2 − 2𝑖𝑧 − 5) = 0 

𝑧 + 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧1 = −2𝑖  

𝑧2 − 2𝑖𝑧 − 5 = 0 ; ∆′= −1 + 5 = 4 ; 𝑧2 = −2 + 𝑖 ;  𝑧3 = 2 + 𝑖 

𝑆 = {−2𝑖 ; −2 + 𝑖 ;  2 + 𝑖}  

-II  المستوي المركب منسوب إلى معلم متعامد و متجانس(𝑶; 𝒖⃗⃗ ; 𝒗⃗⃗ ) . 

1. 𝑧𝐴 = −2𝑖،𝑧𝐵 = −2 + 𝑖،𝑧𝐶 = 2 + 𝑖 ،𝐺𝛼{(𝐴, 𝛼); (𝐵, 1); (𝐶, 2𝛼 − 1)} 

  تعيين مجموعة قيمα  حتى تكون𝑮𝜶 مرجحا 

𝛼 + 1 + 2𝛼 − 1 ≠ 0 ⇒ 3𝛼 ≠ 0 ⇒ 𝛼 ≠ 0 ⇒ 𝛼 ∈ ℝ∗  

  تعيين إحداثيات𝑮𝜶  بدلالة α 

𝑧𝐺𝛼 =
𝛼𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + (2𝛼 − 1)𝑧𝐶

3𝛼
=
−2𝛼𝑖 − 2 + 𝑖 + (2𝛼 − 1)(2 + 𝑖)

3𝛼
 

𝑧𝐺𝛼 =
4𝛼 − 4

3𝛼
⇒ 𝐺𝛼 (

4𝛼 − 4

3𝛼
; 0)  

 تعيين مجموعة النقط  𝑮𝜶  لما α يمسح ℝ∗ 

𝑦)هي محور الفواصل  ∗ℝ يمسح α لما  𝐺𝛼  مجموعة النقط = باستثناء  (0

)النقطة 
4

3
;  لأنّ : (0

4𝛼−4

3𝛼
=
4

3
(
𝛼−1

𝛼
𝛼، وبما أن   ( − 1 ≠ 𝛼   فإن ،

𝛼−1

𝛼
≠ ، منه  1

4

3
(
𝛼−1

𝛼
) ≠

4

3
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𝑓(𝑥): يمكن دراسة تغيرات الدالة  ملاحظة =
4𝑥−4

3𝑥
 وبيان أن  : 

𝑥 ∈ ℝ∗ ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ ℝ − {
4

3
} 

𝑴𝑨𝟐التي تحقق ما يلي :  Mمجموعة النقط  (𝑬)لتكن  .2 +𝑴𝑩𝟐 +𝑴𝑪𝟐 = 𝟐𝟗 

  التحقق أنB  وC  تنتميان إلى المجموعة(E) 

𝐵𝐴2 + 𝐵𝐶2 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐵|
2 + |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵|

2 = |2 − 3𝑖|2 + |4|2 

 = 13 + 16 = 29 ⇒ 𝐵 ∈ (𝐸)  

𝐶𝐴2 + 𝐶𝐵2 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐶|
2 + |𝑧𝐵 − 𝑧𝐶|

2 = |−2 − 3𝑖|2 + |−4|2 

 = 13 + 16 = 29 ⇒ 𝐶 ∈ (𝐸)  

  بيان أنّ مجموعة النقط(E)  هي الدائرة التي مركزهاO  و نصف قطرهاr 

 يطلب تعيينه

,𝐺1{(𝐴لدينا :  1); (𝐵, 1); (𝐶, ;𝐺1(0، منه  {(1 𝐺1أي  (0 = 𝑂 

𝑀𝐴2 +𝑀𝐵2 +𝑀𝐶2 = 29 ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 +𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 +𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 29 

⇒ (𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
+ (𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)

2
+ (𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= 29 

⇒ 3𝑀𝑂2 + 𝑂𝐴2 + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟          
0⃗⃗ 

= 29 

⇒ 3𝑀𝑂2 = 29 − 𝑂𝐴2 − 𝑂𝐵2 − 𝑂𝐶2 = 29 − |𝑧𝐴|
2 − |𝑧𝐵|

2 − |𝑧𝐶|
2 

⇒ 3𝑀𝑂2 = 29 − 4 − 5 − 5 = 15 ⇒ 𝑀𝑂2 = 5  

𝑟و نصف قطرها  Oهي الدائرة التي مركزها  (E)مجموعة النقط منه  = √5 
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-I 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝒛𝟐 + 𝟑𝒛 + 𝟓 

̅̅𝑷(𝒛)بيان أنّ  .1 ̅̅ ̅̅ = 𝑷(𝒛̅)  

𝑃(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧3 − 𝑧2 + 3𝑧 + 5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧3̅̅ ̅ − 𝑧2̅̅ ̅ + 3𝑧̅̅ ̅ + 5 = 𝑧̅3 − 𝑧̅2 + 3𝑧̅ + 5 = 𝑃(𝑧̅) 

𝑃(𝑧)حلا للمعادلة  𝑧أنهّ إذا كان ستنتج ن =  حل لها أيضا 𝑧̅، فإنّ مرافقه  0

𝑧 حل ⇒ 𝑃(𝑧) = 0 ⇒ 𝑃(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 0 ⇒ 𝑃(𝑧̅) = 0 ⇒  𝑧̅ حل

 P(-1)حساب  .2

𝑃(−1) = −1 − 1 − 3 + 5 = 0  

𝑷(𝒛)حيث :  a  ،bتعيين العددين الحقيقيين  .3 = (𝒛 + 𝟏)(𝒛𝟐 + 𝒂𝒛 + 𝒃) 

 

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 1)(𝑧2 − 2𝑧 + 5)  

 P(z) = 0استنتاج حلول المعادلة 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 + 1)(𝑧2 − 2𝑧 + 5) = 0 

𝑧 + 1 = 0 ⇒ 𝑧0 = −1 

𝑧2 − 2𝑧 + 5 = 0 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2 ;  𝑧1 = 1 − 2𝑖 ;  𝑧2 = 1 + 2𝑖 

𝑆 = {−1 ;  1 − 2𝑖 ; 1 + 2𝑖}  

II- 1-=  Az  ،i2 -= 1  Bz  ،i= 1 + 2 Cz 

  Bإلى  Aو يحول النقطة  Cكزه تعيين التشابه الذي مر -أ

𝑆(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 𝑎(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) ⇒ 𝑎 =
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−4𝑖

−2 − 2𝑖
=

2𝑖

1 + 𝑖
 

⇒ 𝑎 = 1 + 𝑖 

𝑧𝐶 =
𝑏

1 − 𝑎
⇒ 𝑏 = 𝑧𝐶(1 − 𝑎) = (1 + 2𝑖)(−𝑖) = 2 − 𝑖 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)𝑧 + 2 − 𝑖  

 𝑺ة للتشابه تعيين العناصر المميز

𝑎 = 1 + 𝑖 ⇒ {
𝑘 = |1 + 𝑖| = √2

𝜃 = arg(1 + 𝑖) =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

  

وزاويته  2√، نسبته  𝐶مركزه  𝑆لتشابه نستنتج أنّ ا
𝜋

4
 

 ) = Cz - AzL( -ب

  كتابةL على الشكل الأسي ثم المثلثي 

 1 -1 3 5 

-1     

  1 -2 5 0 
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𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= √2𝑒𝑖
𝜋
4 ⇒

−4𝑖

𝐿
= √2𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒

4𝑒−𝑖
𝜋
2

𝐿
= √2𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ 𝐿 =

4𝑒−𝑖
𝜋
2

√2𝑒
𝑖
𝜋
4

⇒ 𝐿 = 2√2𝑒−𝑖
3𝜋
4 = 2√2𝑒𝑖

5𝜋
4 = 2√2(cos

5𝜋

4
+ 𝑖 sin

5𝜋

4
)  

  تعيين قيمة العدد الطبيعيn  بحيث يكون
n

L حقيقيا 

𝐿𝑛 ∈ ℝ ⇒ arg(𝐿𝑛) = 𝑘𝜋 ⇒
5𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒ 5𝑛 = 4𝑘 ⇒ 𝑛 =

4

5
𝑘 = 4 (

𝑘

5
)

⇒ 𝑛 = 4𝑘′; 𝑘′ ∈ ℕ  

بحيث يكون  nالعدد الطبيعي  مجموعة قيم
n

L  4حقيقيا هي مضاعفات 
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𝒛𝟐حلّ في مجموعة الأعداد المركبة المعادلة :  .1 − (𝟏 − 𝒊)𝟐 = 𝟎 

𝑧2 − (1 − 𝑖)2 = 0 ⇒ 𝑧2 = (1 − 𝑖)2 ⇒ 𝑧 = 1 − 𝑖 أو 𝑧 = −1 + 𝑖 

𝑆 = {1 − 𝑖 ; −1 + 𝑖}  

2. 𝒛𝟏 = 𝟏 − 𝒊  ،𝒛𝟐 = −𝟏 + 𝒊 

 على الشكل الأسي  𝒛𝟏كتابة  .أ

𝑧1 = 1 − 𝑖 = √2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) ⇒ 𝑧1 = √2𝑒

−𝑖
𝜋
4  

 𝒛𝟐استنتاج الشكل الأسي لـ      

𝑧2 = −𝑧1 = −√2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = √2(−

√2

2
+
√2

2
𝑖) ⇒ 𝑧2 = √2𝑒

𝑖
3𝜋
4  

 طريقة ثانية :   

𝑧2 = −𝑧1 ⇒ 𝑧2 = √2𝑒
𝑖(−

𝜋
4
+𝜋) ⇒ 𝑧2 = √2𝑒

𝑖
3𝜋
4  ; [arg(−𝑧) = arg(𝑧) + 𝜋] 

كتابة العدد المركب  .ب
𝒛𝟐

𝒛𝟏
 استنتاج أنه عدد حقيقي سالبوعلى الشكل المثلثي  

𝑧2
𝑧1
=
√2𝑒

𝑖
3𝜋
4

√2𝑒
−𝑖
𝜋
4

= 𝑒𝑖(
3𝜋
4
+
𝜋
4
) = 𝑒𝑖𝜋 ⇒

𝑧2
𝑧1
= −1  

,𝑶)متعامد متجانس المستوي المركب منسوب إلى معلم  .3 𝒊, 𝒋) لتكن .A  ،B  ،G  ،

M  أربع نقط من المستوي لواحقها𝒛𝟏  ،𝒛𝟐  ،𝟑𝒊  ،𝒛 على الترتيب 

;(𝑨,−𝟏)}مرجح الجملة  Gحتى تكون  Cتعيين لاحقة  .أ (𝑩, 𝟐); (𝑪, 𝟏)} 

156



𝐺{(𝐴,−1); (𝐵, 2); (𝐶, 1)} ⇒ 𝑧𝐺 =
−𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
 

⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑧𝐺 + 𝑧𝐴 − 2𝑧𝐵 = 6𝑖 + 1 − 𝑖 − 2(−1 + 𝑖) = 3 + 3𝑖  

,𝑴(𝒙تعيين مجموعة النقط  .ب 𝒚)  من المستوي حتى تكون النقطA ،B ،M 

 في استقامية

 :ة طريق

,𝑀 استقامية 𝐵, 𝐴 ⇒ (
𝑧𝐵 − 𝑧

𝑧𝐴 − 𝑧
) ∈ ℝ ⇒ arg (

𝑧𝐵 − 𝑧

𝑧𝐴 − 𝑧
) = 𝑘𝜋 

⇒ (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗;𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) = 𝑘𝜋 ⇒ 𝑀 ∈ (𝐴𝐵)  

في استقامية هي  A ،B ،Mمن المستوي حتى تكون النقط  𝑀مجموعة النقط 

  (𝐴𝐵)المستقيم 

 :طريقة 

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗أن يكون الشعاعان في استقامية ، ينبغي  A ،B ،Mحتى تكون النقط  ⃗⃗⃗  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗و   مرتبطين خطّيا ⃗⃗

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ (
𝑥 − 1
𝑦 + 1

) ;  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (
2
−2
)  

𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗ ∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 2(𝑦 + 1) + 2(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑦 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑦 = −𝑥  

 في استقامية هي المستقيم  A ،B ،Mمن المستوي حتى تكون النقط  𝑀مجموعة النقط 

𝑦ذي المعادلة :  = −𝑥  المستقيم ، أي(𝐴𝐵) 

4. (𝑪)  : دائرة معادلتها𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟒𝒚 + 𝟏 = 𝟎 

 (𝑪)تعيين مركز و نصف قطر الدائرة  .أ

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 1 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = 4

⇒ 𝜔(1;−2); 𝑟 = 2  

 Cإلى  Bو يحوّل  Oبالتشابه المباشر الذي مركزه  (𝑪)تعيين صورة  .ب

 . لدينا :Cإلى  B و يحوّل Oالتشابه المباشر الذي مركزه  𝑆نسمي 

𝑆(𝐵) = 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑘𝑒
𝑖𝜃(𝑧𝐵) ⇒ 𝑘𝑒𝑖𝜃 =

𝑧𝐶
𝑧𝐵
=
3 + 3𝑖

−1 + 𝑖
= −3𝑖 = 3𝑒−𝑖

𝜋
2

⇒ 𝑘 = 3 ;  𝜃 = −
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 

𝑆[(𝐶)] = (𝐶′) ⇒ {
𝑧𝜔′ = −3𝑖. 𝑧𝜔
𝑟′ = 3𝑟

⇒ {
𝑧𝜔′ = −3𝑖(1 − 2𝑖)

𝑟′ = 3(2)

⇒ {
𝑧𝜔′ = −6 − 3𝑖

𝑟′ = 6
 

التي مركزها  (′𝐶)هي الدائرة  𝑆بالتشابه المباشر  (𝐶)صورة نستنتج أنّ      

𝜔′(−6;−3)  ونصف قطرها𝑟′ = 6 
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𝒛′ =
𝟏

𝟐
(𝟏 + 𝒊)𝒛 + 𝟏 

 θاويته وز 𝒌، نسبته  ωذو اللاحقة  Ωتشابه مباشر يطُلب تعيين مركزه  𝒇ر أنّ يبرت .1

𝑎 =
1

2
(1 + 𝑖) =

√2

2
(
√2

2
+
√2

2
𝑖) =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4   

𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=

1

1 −
1
2
(1 + 𝑖)

=
2

1 − 𝑖
= 1 + 𝑖  

;Ω(1تشابه مباشر مركزه  𝑓منه ، نستنتج أنّ  ، نسبته  (1
√2

2
وزاويته  

𝜋

4
 

𝑨𝒏+𝟏نضع :  𝒏ومن أجل كل عدد طبيعي  𝑶النقطة  𝑨𝟎نسمي  .2 = 𝒇(𝑨𝒏) 

  𝑨𝟏  ،𝑨𝟐  ،𝑨𝟑تعيين لاحقات النقط  .أ

𝐴1 = 𝑓(𝐴0) ⇒ 𝑧1 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧0 + 1 ⇒ 𝑧1 = 1  

𝐴2 = 𝑓(𝐴1) ⇒ 𝑧2 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧1 + 1 =

1

2
(1 + 𝑖) + 1 ⇒ 𝑧2 =

1

2
(3 + 𝑖)  

𝐴3 = 𝑓(𝐴2) ⇒ 𝑧3 =
1

2
(1 + 𝑖)𝑧2 + 1 =

1

4
(1 + 𝑖)(3 + 𝑖) + 1 ⇒ 𝑧3 =

3

2
+ 𝑖  

 

Ω 
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 هندسية  (𝒖𝒏)متتالية بيان أنّ ال .ب

{
𝑢𝑛+1 = Ω𝐴𝑛+1
𝐴𝑛+1 = 𝑓(𝐴𝑛)

⇒ Ω𝐴𝑛+1 =
√2

2
Ω𝐴𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 =

√2

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)متتالية أنّ النستنتج  =
√2

2
 وحدهّا الأول 

 𝑢0 = Ω𝐴0 = |𝜔| = |1 + 𝑖| = √2 

𝒖𝒏هي :   𝒖𝒏بيان أنّ عبارة الحد العام        = √𝟐(
𝟏

√𝟐
)
𝒏

 

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞
𝑛 = √2(

√2

2
)

𝑛

⇒ 𝑢𝑛 = √2(
1

√2
)
𝑛

 

ونصف  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝑨𝒏تنتمي كل النقط حتى  𝒏𝟎رتبة تعيين  .ج

,𝟎قطره  𝟏  

 إذا وفقط إذا  0,1ونصف قطره  Ωمركزه إلى القرص الذي  𝐴𝑛تنتمي النقط 

Ω𝐴𝑛كان  ≤ 0,1 

Ω𝐴𝑛 ≤ 0,1 ⇒ 𝑢𝑛 ≤ 0,1 ⇒ √2 (
1

√2
)
𝑛

≤ 0,1 ⇒ (
1

√2
)
𝑛

≤
0,1

√2
 

⇒ ln (
1

√2
)
𝑛

≤ ln (
0,1

√2
) ⇒ 𝑛 ln (

1

√2
)

⏟    
<0

≤ ln (
0,1

√2
) ⇒ 𝑛 ≥

ln (
0,1

√2
)

ln (
1

√2
)

⇒ 𝑛 ≥ 7,64 ⇒ 𝑛0 = 8  

  Ω𝑨𝟎𝑨𝟏المثلث تعيين طبيعة أ.           .3

{
Ω𝐴1 = 𝐴0𝐴1 = 1
(Ω𝐴1) ⊥ (𝐴0𝐴1)

⇒ المثلثΩ𝐴0𝐴1 قائم في 𝐴1 ومتساوي الساقين  

Ω𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏المثلث طبيعة  𝒏من أجل كل عدد طبيعي استنتاج 
بالتشابه المباشر  Ω𝐴0𝐴1المثلث هو صورة  Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1المثلث بما أنّ 

𝑓𝑛 = 𝑓𝑜𝑓𝑜…𝑜𝑓⏟      
𝑛 مرة

التشابه المباشر يحافظ على الأشكال ، أنّ علما ، و 

ومتساوي الساقين 𝐴𝑛+1قائم في  Ω𝐴𝑛𝐴𝑛+1المثلث نستنتج أنّ 

𝐥𝐢𝐦، ثمّ حساب  𝒏بدلالة 𝒍𝒏 كتابة  ب.      
𝒏→+∞

𝒍𝒏  

𝑙𝑛 = Ω𝐴1 + Ω𝐴2 +⋯+ Ω𝐴𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢1 (
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
) 
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𝑙𝑛 =

1 − (
√2
2 )

𝑛

1 − (
√2
2 )

=
2

2 − √2
[1 − (

√2

2
)

𝑛

]  

lim
𝑛→+∞

𝑙𝑛 = lim
𝑛→+∞

2

2 − √2
[1 − (

√2

2
)

𝑛

] = lim
𝑛→+∞

2

2 − √2
[1 − (

1

√2
)
𝑛

] 

=
2

2 − √2
 

 

 
 .53 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟔𝒛𝟐 + 𝟏𝟐𝒛 − 𝟏𝟔 

  P(4)حساب  .1

𝑃(4) = 43 − 6(4)2 + 12(4) − 16 = 112 − 112 = 0 

𝑃(4) = 0 ⇒ 𝑃(𝑧) = (𝑧 − 4)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) 

𝑷(𝒛)عادلة حل الم = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 4)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) = 0 ⇒ 𝑧 − 4 = 𝑧2 أو 0 − 2𝑧 + 4 = 0 

𝑧 − 4 = 0 ⇒ 𝑧0 = 4 

𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 = 1 + √3𝑖 ; 𝑧2 = 1 − √3𝑖 

𝑆 = {4; 1 + √3𝑖; 1 − √3𝑖}  

2. A ،B ،C  نقط لواحقها𝒛𝟏 = 𝟒  ،𝒛𝟐 = 𝟏 + √𝟑𝒊  ،𝒛𝟑 = 𝒛𝟐̅̅  على الترتيب ̅

 متقايس الأضلاع ABCبيان أنّ المثلث  .أ

𝑧2 − 𝑧1
𝑧3 − 𝑧1

=
−3 + √3𝑖

−3 − √3𝑖
=
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
3  

{

|
𝑧2 − 𝑧1
𝑧3 − 𝑧1

| = 1

arg (
𝑧2 − 𝑧1
𝑧3 − 𝑧1

) = −
𝜋

3

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = −
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع  

𝒛𝟒نقطة لاحقتها  Dلتكن  .3 = −√𝟑 + 𝒊  ولتكن ،E  صورةD  بالدوران       

و زاويته  Oالذي مركزه 
𝝅

𝟑
 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  Dصورة  F، و  

 على الترتيب Fو Eلاحقتي  𝒛𝟔و  𝒛𝟓تعيين  .أ
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𝐸 = 𝑅(𝐷) ⇒ 𝑧5 = 𝑧4. 𝑒
𝑖
𝜋
3 = (−√3 + 𝑖) (

1

2
+
√3

2
𝑖) ⇒ 𝑧5 = −√3 − 𝑖  

𝐹 = 𝑇(𝐷) ⇒ 𝑧6 = 𝑧4 + 𝑧2 = −√3 + 𝑖 + 1 + √3𝑖

⇒ 𝑧6 = (1 − √3) + (1 + √3)𝑖  

 في المعلم السابق A  ،B  ،C  ،D  ،E  ،Fم النقط يعلت .ب

 (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية 

 متعامدان (OE)و  (OC)بيان أنّ المستقيمين  .ج

𝑧3
𝑧5
=
1 − √3𝑖

−√3 − 𝑖
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  ; arg (

𝑧3
𝑧5
) =

𝜋

2
⇒ (𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =

𝜋

2

⇒ (𝑂𝐶) ⊥ (𝑂𝐸)   

 COEHالرأس الرابع لمتوازي الأضلاع  Hلتكن النقطة  .4

 مربع COEHبيان أنّ الرباعي  .أ

بما أنّ 
𝑧3

𝑧5
= 𝑒𝑖

𝜋

ومتساوي الساقين ،  𝑂قائم في  𝐶𝑂𝐸، فإنّ المثلث  2

،  COEHهي الرأس الرابع لمتوازي الأضلاع  Hالنقطة وباعتبار أنّ 

 نستنتج أنّ هذا الأخير مربع

 Hلاحقة النقطة  𝒛𝟕حساب  .ب

𝐶𝐻 = 𝑂𝐸 ⇒ 𝑧7 − 𝑧3 = 𝑧5 ⇒ 𝑧7 = 𝑧3 + 𝑧5 = 1 − √3𝑖 − √3 − 𝑖

⇒ 𝑧7 = (1 − √3) − (1 + √3)𝑖  

 

 
 .54 نحل التمري

𝟏):  حل المعادلة .1 + 𝒊)𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟏 − 𝒊 = 𝟎 

1)نلاحظ أنّ مجموع المعاملات معدوم  + 𝑖 − 2 + 1 − 𝑖 =  ، منه المعادلة تقبل  (0

و  1حلين هما 
𝑐

𝑎
𝑆 : ومنه،   = {1 ;

1−𝑖

1+𝑖
} 
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2. |𝒎| = 𝒎𝒛𝟐:  حل المعادلة. 𝟐√ − 𝟐𝒛 + 𝒎̅ = 𝟎… (𝑬) 

∆′= 1 −𝑚. 𝑚̅ = 1 − |𝑚|2 = −1 = 𝑖2 ; 𝑧1 =
1 + 𝑖

𝑚
 ; 𝑧2 =

1 − 𝑖

𝑚
 

3. 𝒎 = √𝟐𝒆𝒊𝜶  ،𝜶 ∈ ℝ 

𝒛𝟏يكُتبان كما يلي :  𝒛𝟐و   𝒛𝟏،  (𝑬)اثبات أنّ حلّي المعادلة  .أ = 𝒆
𝒊(
𝝅

𝟒
−𝜶)

  

𝒛𝟐و  = 𝒆
−𝒊(

𝝅

𝟒
+𝜶)

 

𝑧1 =
1 + 𝑖

𝑚
=
√2𝑒

𝑖
𝜋
4

√2𝑒𝑖𝛼
= 𝑒𝑖

𝜋
4
−𝑖𝛼 = 𝑒

𝑖(
𝜋
4
−𝛼)

  

𝑧2 =
1 − 𝑖

𝑚
=
√2𝑒

−𝑖
𝜋
4

√2𝑒𝑖𝛼
= 𝑒−𝑖

𝜋
4
−𝑖𝛼 = 𝑒−𝑖(

𝜋
4
+𝛼)

 

𝑴(𝒛𝟏 .ب + 𝒛𝟐),𝑴𝟐(𝒛𝟐) ,𝑴𝟏(𝒛𝟏) ّاثبات أن .
𝒛𝟏

𝒛𝟐
= 𝒊  

𝑧1
𝑧2
=
𝑒𝑖(

𝜋
4
−𝛼)

𝑒−𝑖(
𝜋
4
+𝛼)

= 𝑒𝑖(
𝜋
4
−𝛼)+𝑖(

𝜋
4
+𝛼) = 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒

𝑧1
𝑧2
= 𝑖  

 𝑶𝑴𝟏𝑴𝑴𝟐استنتاج طبيعة الرباعي 

بما أنّ 
𝑧1

𝑧2
= 𝑖  فإنّ المثلث ،𝑂𝑀1𝑀2  قائم في𝑂  ومتساوي الساقين ، وبما

𝑧1هي  𝑀أنّ لاحقة النقطة  + 𝑧2  فإنّ الشعاع ،𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ هو محصّلة الشعاعين  ⃗

𝑂𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑂𝑀2⃗⃗و  ⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  مربّع. 𝑂𝑀1𝑀𝑀2، منه الرباعي  ⃗⃗

 

 
 .55 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 + 𝟐(√𝟑 − 𝒊)𝒛𝟐 + 𝟒(𝟏 − √𝟑𝒊)𝒛 − 𝟖𝒊 

  𝑷(𝟐𝒊)حساب  .1

𝑃(2𝑖) = (2𝑖)3⏟  
−8𝑖

+ 2(√3 − 𝑖) (2𝑖)2⏟  
−4

+ 4(1 − √3𝑖)(2𝑖) − 8𝑖

= −8𝑖 − 8√3 + 8𝑖 + 8𝑖 + 8√3 − 8𝑖 = 0 

 )باستعمال خوارزمية هورنر( 𝑷(𝒛)تحليل  

 1 2(√3 − 𝑖) 4(1 − √3𝑖) −8𝑖 

2𝑖     

 1 2√3 4 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 2𝑖)(𝑧2 + 2√3𝑧 + 4) 
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𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في المجموعة  .2 = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 2𝑖)(𝑧2 + 2√3𝑧 + 4) = 0 

𝑧 − 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2𝑖 

𝑧2 + 2√3𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = −√3 + 𝑖  ;  𝑧2 = −√3 − 𝑖 

𝑆 = {2𝑖 ;  −√3 + 𝑖  ;  −√3 − 𝑖}  

3. 𝒛𝑨 = 𝟐𝒊  ،𝒛𝑩 = −√𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = −√𝟑 − 𝒊  

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑩و   𝒛𝑨كتابة العددين  .أ

𝑧𝐴 = 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐴 = 2𝑒
𝑖
𝜋
2  ;  𝑧𝐵 = −√3 + 𝑖 = 2(−

√3

2
+
1

2
𝑖) ⇒ 𝑧𝐵 = 2𝑒

𝑖
5𝜋
6  

و   𝒛𝑪للعددين استنتاج الشكل الأسّي 
𝒛𝑩

𝒛𝑨
 

𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅ = 2𝑒
−𝑖
5𝜋
6 ⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑒

𝑖
7𝜋
6  

𝑧𝐵
𝑧𝐴
=
2𝑒𝑖

5𝜋
6

2𝑒𝑖
𝜋
2

= 𝑒𝑖(
5𝜋
6
−
𝜋
2
) = 𝑒𝑖

2𝜋
6 ⇒

𝑧𝐵
𝑧𝐴
= 𝑒𝑖

𝜋
3  

(𝒛𝑩)بيان أنّ  .ب
(𝒛𝑩)أنّ حقيقي وعدد  𝟏𝟒𝟑𝟒

 تخيلي صرفعدد  𝟐𝟎𝟏𝟑

(𝑧𝐵)
1434 = (2𝑒𝑖

5𝜋
6 )

1434

= 21434𝑒𝑖
1434×5𝜋

6 = 21434𝑒𝑖1195𝜋 = 21434𝑒𝑖𝜋

⇒ (𝑧𝐵)
1434 = −21434  

(𝑧𝐵)
2013 = (2𝑒𝑖

5𝜋
6 )

2013

= 22013𝑒𝑖
2013×5𝜋

6 = 22013𝑒𝑖
3355
2
𝜋 = 22013𝑒−𝑖

𝜋
2

⇒ (𝑧𝐵)
2013 = −22013𝑖  

4.  

;𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗)للزاوية  حساب قيس .أ 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗)  

arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐴
) =

𝜋

3
⇒ (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =

𝜋

3
 

 𝑶𝑨𝑩استنتاج طبيعة المثلث 

{

|
𝑧𝐵
𝑧𝐴
| = 1

arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐴
) =

𝜋

3

⇒ {
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع  

 معين يطُلب حساب مساحته 𝑶𝑨𝑩𝑪بيان أنّ الرباعي  .ب

𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = −√3 + 𝑖 − 2𝑖 = −√3 − 𝑖 = 𝑧𝐶 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  
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{

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗
𝑂𝐴 = 𝐴𝐵

(𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

3

⇒ الرباعي 𝑂𝐴𝐵𝐶 معينّ  

 
 𝑨إلى  𝑶و يحوّل  𝑩الذي مركزه  Rزاوية الدوران  تعيين  .ج

𝐵𝑂⃗⃗)متقايس الأضلاع ، فإنّ  𝑂𝐴𝐵المثلث بما أنّ  ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

3
، منه زاوية  

هي  𝐴إلى  𝑂و يحوّل  𝐵الذي مركزه  Rالدوران  
𝜋

3
 

 العبارة المركّبة لهذا الدورانتعيين  .د

𝑅(𝑀) = 𝑀’ ⇒ 𝑧′ = 𝑎𝑧 + 𝑏 ; 𝑎 = 𝑒𝑖
𝜋
3 =

1

2
+
√3

2
𝑖 

𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝑂 + 𝑏 ⇒ 𝑏 = 𝑧𝐴 = 2𝑖 ⇒ 𝑧′ = (
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧 + 2𝑖  

 

 
 .56 حل التمرين

𝒛𝑨 = 𝟕 − √𝟑𝒊    ،𝒛𝑩 = 𝟓 + 𝟑√𝟑𝒊  ،𝑪  منتصف[𝑶𝑩] 

|𝒛𝑨|بيان أنّ :  .1 = |𝒛𝑩| 

{
|𝑧𝐴| = |7 − √3𝑖| = √52 = 2√13

|𝑧𝐵| = |5 + 3√3𝑖| = √52 = 2√13
⇒ |𝑧𝐴| = |𝑧𝐵|  

وزاويته  𝑶الذي مركزه  Rالدوران  ليكن  .2
𝝅

𝟑
 

 العبارة المركّبة لهذا الدوران كتابة .أ

𝑀’ = 𝑅(𝑀) ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧 ⇒ 𝑧′ = (

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧  

  Rالدوران  ب 𝑨هي صورة النقطة  𝑩 النقطةاثبات أنّ  .ب
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𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧𝐴 = (

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧𝐴 = (

1

2
+
√3

2
𝑖) (7 − √3𝑖) = 5 + 3√3𝑖 = 𝑧𝐵 

𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧𝐴 = 𝑧𝐵 ⇒ 𝐵 = 𝑅(𝐴)  

 𝑶𝑨𝑩استنتاج طبيعة المثلث 

𝐵 = 𝑅(𝐴) ⇒ {
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع  

  𝒛𝑪تعيين  .ج

[𝑂𝐵] منتصف 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 =
𝑧𝐵
2
⇒ 𝑧𝐶 =

5

2
+
3√3

2
𝑖  

  𝒛𝑫تعيين 

𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع  ⇒ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 

⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 = 7 − √3𝑖 +
5

2
+
3√3

2
𝑖 − 5 − 3√3𝑖 =

9

2
−
5√3

2
𝑖  

كتابة العدد  .3
𝒛𝑫−𝒛𝑨

𝒛𝑫
  على الشكل الأسّي 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷

=

9
2 −

5√3
2 𝑖 − 7 + √3𝑖

9
2 −

5√3
2 𝑖

=
−
5
2 −

3√3
2 𝑖

9
2 −

5√3
2 𝑖

=
−5 − 3√3𝑖

9 − 5√3
= −

√3

3
𝑖

⇒
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷

= −
√3

3
𝑒𝑖
𝜋
2  

  𝑶𝑨𝑫استنتاج طبيعة المثلث 

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷

) =
𝜋

2
⇒ (𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =

𝜋

2
⇒ 𝐷 قائم في 𝑂𝐴𝐷 المثلث  

حساب  .4
𝒛𝑫−𝒛𝑩

𝒛𝑫−𝒛𝑬
 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐸

=
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵

𝑧𝐷 −
2
3 𝑧𝐴

=

9
2 −

5√3
2 𝑖 − 5 − 3√3𝑖

9
2 −

5√3
2 𝑖 −

14
3 +

2√3
3 𝑖

=
−
1
2 −

11√3
2 𝑖

−
1
6 −

11√3
6 𝑖

⇒
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐸

= 3  

العدد  بما أنّ 
𝑧𝐷−𝑧𝐵

𝑧𝐷−𝑧𝐸
,𝐷,𝐵لنقط أنّ احقيقي ، نستنتج   𝐸 على استقامة واحدة 
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5. 𝑺(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ = √𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟒𝒛 + 𝟏 

 وذكر عناصره المميزة 𝑺تعيين طبيعة التحويل النقطي  .أ

𝑧′ = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 + 1 ⇒ |𝑎| = √2 ; arg(𝑎) =

𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

𝑧𝜔 =
1

1 − √2𝑒
𝑖
𝜋
4

=
1

1 − (1 + 𝑖)
= −

1

𝑖
= 𝑖 

;𝜔(0تشابه مباشر مركزه  (𝑆)نستنتج أنّ التحويل  وزاويته  2√، نسبته  (1
𝜋

4
 

𝒛|بحيث :  𝒛ذات اللاحقة  𝑴مجموعة النقط (𝜞) تعيين  .ب − 𝟐| = √𝟐 

 ، لدينا : 2النقطة ذات اللاحقة  𝐹لتكن 

|𝑧 − 2| = √2 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐹| = √2 ⇒ 𝐹𝑀 = √2  

 .2√ونصف قطرها  𝐹هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)المجموعة 

′𝒛بيان أنّ :  .ج − 𝟑 − 𝟐𝒊 = (𝟏 + 𝒊)(𝒛 − 𝟐) 

𝑧′ − 3 − 2𝑖 = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 − 2 − 2𝑖 = (1 + 𝑖)𝑧 − 2(1 + 𝑖) = (1 + 𝑖)(𝑧 − 2) 

 تنتمي إلى ′𝑴فإنّ النقطة (𝜞) تنتمي إلى  𝑴استنتاج أنهّ إذا كانت النقطة  .د

 ة يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرهادائر

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ |𝑧 − 2| = √2 ⇒ |𝑧 − 2| |1 + 𝑖|⏟  
√2

= 2 ⇒ |(1 + 𝑖)(𝑧 − 2)| = 2 

⇒ |𝑧′ − 3 − 2𝑖| = 2 ⇒ |𝑧′ − (3 + 2𝑖)⏟    
𝑧𝜔

| = 2 ⇒ |𝑧′ − 𝑧𝜔| = 2 

⇒ 𝜔𝑀′ = 2  

 (′𝛤)ئرة تنتمي إلى الدا ′𝑀فإنّ النقطة (𝛤) تنتمي إلى  𝑀نستنتج أنهّ إذا كانت النقطة 

;𝜔(3التي مركزها   .2ونصف قطرها  (2
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 .57 حل التمرين

𝑧𝐴 = 𝑖   ،𝑧𝐵 = √2   ،𝑧𝐶 = √2 + 𝑖.  نسمي𝐾, 𝐽, 𝐼  منتصفات القطع[𝐵𝐶], [𝐴𝐶], [𝑂𝐵] 

 على الترتيب.

 𝑩إلى  𝑶ويحوّل  𝑰إلى  𝑨يحوّل  𝑺أ. برهان أنّه يوجد تشابه مباشر وحيد  .1

{
𝑆(𝐴) = 𝐼
𝑆(0) = 𝐵

⇒ {
𝑧𝐼 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐵 = 𝑏

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴

=

1
2 𝑧𝐵 − 𝑧𝐵

𝑧𝐴
= −

𝑧𝐵
2𝑧𝐴

= −
√2

2𝑖
=
√2

2
𝑖  

 هذا التشابه ةب. تعيين نسبة وزاوي

𝑎 =
√2

2
𝑖 =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑘 =

√2

2
 ;  𝜃 =

𝜋

2
 

 العبارة المركّبة لهذا التشابه كتابةج. 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ =
√2

2
𝑖𝑧 + √2  

 𝑺مركز التشابه  Ωلاحقة  ωد. استنتاج 

𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=

√2

1 −
√2
2 𝑖

=
2√2

2 − √2𝑖
=

2√2

2 − √2𝑖
⇒ 𝜔 =

2√2

3
+
2

3
𝑖  

  𝑺ه التشابب 𝑨𝑶𝑩𝑪صورة المستطيل تعيين ه. 

{
 
 

 
 √2

2
𝑖𝑧𝐵 + √2 =

√2

2
𝑖√2 + √2 = √2 + 𝑖 = 𝑧𝐶 ⇒ 𝑆(𝐵) = 𝐶

√2

2
𝑖𝑧𝐶 + √2 =

√2

2
𝑖(√2 + 𝑖) + √2 =

√2

2
+ 𝑖 = 𝑧𝐽 ⇒ 𝑆(𝐶) = 𝐽

 

{

𝑆(𝐴) = 𝐼
𝑆(0) = 𝐵
𝑆(𝐵) = 𝐶
𝑆(𝐶) = 𝐽

⇒ 𝑆(𝐴𝑂𝐵𝐶) = 𝐼𝐵𝐶𝐽  

𝑺𝟐نعتبر التحويل النقطي  .2 = 𝑺𝒐𝑺 

  𝑺𝟐بالتحويل  𝑨,𝑩,𝑶صورة كل من النقط تعيين  .أ

𝑠2(𝐴) = 𝑆𝑜𝑆(𝐴) = 𝑆(𝐼) ⇒ 𝑠2(𝐴) = 𝐾   

(
√2

2
𝑖𝑧𝐼 + √2 =

√2

2
𝑖
√2

2
+ √2 = √2 +

1

2
𝑖 = 𝑧𝐾) 

167



𝑠2(𝐵) = 𝑆𝑜𝑆(𝐵) = 𝑆(𝐶) ⇒ 𝑠2(𝐵) = 𝐽  

𝑠2(𝑂) = 𝑆𝑜𝑆(0) = 𝑆(𝐵) ⇒ 𝑠2(𝑂) = 𝐶  

 وعناصره المميزة 𝑺𝟐تعيين طبيعة التحويل  .ب

𝑆(Ω ; 𝑘 ; 𝜃) 𝑜 𝑆(Ω ; 𝑘 ; 𝜃) = 𝑆(Ω ; 𝑘2; 2𝜃) ⇒ 𝑆
(Ω ; 

1
2
 ; 𝜋)

2  

−ونسبته  Ωتحاكي مركزه  𝑆2نستنتج أنّ التحويل ،  همن
1

2
  

,(𝑨𝑲)استنتاج أنّ المستقيمات  .ج (𝑩𝑱), (𝑶𝑪)  نقطة واحدةتتقاطع في 

{
 
 

 
 𝑠2(𝐴) = 𝐾 ⇒ Ω𝐾 = −

1

2
Ω𝐴 ⇒ ;𝐾 على استقامة واحدة 𝐴;Ω

𝑠2(𝐵) = 𝐽 ⇒ Ω𝐽 = −
1

2
Ω𝐵 ⇒ ;𝐽 على استقامة واحدة 𝐵;Ω

𝑠2(𝑂) = 𝐶 ⇒ Ω𝐶 = −
1

2
Ω𝑂 ⇒ ;𝐶 على استقامة واحدة 𝑂;Ω

⇒ (𝐴𝐾) ∩ (𝐵𝐽) ∩ (𝑂𝐶) = {Ω}  

 

 

 
 .58 حل التمرين

𝑧𝐴 = 3 + 5𝑖   ،𝑧𝐵 = −4 + 2𝑖   ،𝑧𝐶 = 1 + 4𝑖. )انظر الشكل في نهاية حل التمرين( 

1. 𝑓(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (2 − 2𝑖)𝑧 + 1 

 ذكر عناصره المميزةو 𝒇تعيين طبيعة التحويل  .أ

|2 − 2𝑖| = 2√2 ; arg(2 − 2𝑖) ≡ −
𝜋

4
[2𝜋]; 𝑧𝜔 =

1

−1 + 2𝑖
= −

1

5
−
2

5
𝑖 

𝜔كزه تشابه مباشر مر 𝑓نستنتج أنّ التحويل  (−
1

5
; −

2

5
−وزاويته  2√2، نسبته  (

𝜋

4
 

  𝒇بالتحويل  𝑩صورة  ′𝑩تعيين لاحقة  .ب

𝑓(𝐵) = 𝐵′ ⇒ 𝑧𝐵′ = (2 − 2𝑖)𝑧𝐵 + 1 = (2 − 2𝑖)(−4 + 2𝑖  ) + 1

⇒ 𝑧𝐵′ = −3 + 12𝑖  
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 متعامدان (𝑪𝑨)و  (′𝑪𝑩)استنتاج أنّ المستقيمين 

𝑧𝐵′ − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−3 + 12𝑖 − 1 − 4𝑖

3 + 5𝑖 − 1 − 4𝑖
=
−4 + 8𝑖

2 + 𝑖
= 4𝑖  

arg (
𝑧𝐵′ − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) ≡
𝜋

2
[2𝜋] ⇒ (𝐶𝐴) ⊥ (𝐶𝐵′)  

 

𝒛النقطة ذات اللاحقة  𝑴لتكن  .2 = 𝒙 + 𝒊𝒚  حيث ،𝒙  و𝒚  .عددان صحيحان    

 𝒇بالتحويل  𝑴صورة  ′𝑴ولتكن 

⃗⃗⃗⃗′𝑪𝑴بيان أنّ  .أ ⃗⃗ 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗⃗ 𝒙عامدان إذا وفقط إذا كان مت ⃗⃗ + 𝟑𝒚 = 𝟐… (𝑬) 

𝑓(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (2 − 2𝑖)𝑧 + 1 = (2 − 2𝑖)(𝑥 + 𝑖𝑦) + 1 

 = (2𝑥 + 2𝑦 + 1) + 2(−𝑥 + 𝑦)𝑖 

𝑧𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 = 2 + 𝑖 ⇒ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
2
1
) ;  𝑧

𝐶𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑧𝑀′ − 𝑧𝐶

= (2𝑥 + 2𝑦 + 1) + 2(−𝑥 + 𝑦)𝑖 − 1 − 4𝑖 

𝑧
𝐶𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 2(𝑥 + 𝑦) + 2(−𝑥 + 𝑦 − 2)𝑖 ⇒ 𝐶𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ (

2(𝑥 + 𝑦)

2(−𝑥 + 𝑦 − 2)
)  

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐶𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗ ⇒ 4(𝑥 + 𝑦) + 2(−𝑥 + 𝑦 − 2) = 0 ⇒ 2𝑥 + 6𝑦 − 4 = 0

⇒ 𝑥 + 3𝑦 = 2  

 (𝑬)المعادلة  ℤ×ℤحل في  .ب

{
𝑥 + 3𝑦 = 2

(−1) + 3(1) = 2
⇒ (𝑥 + 1) + 3(𝑦 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 + 1 = 3(−𝑦 + 1) 

⇒ 𝑥 + 1 = 3𝑘 ⇒ 𝑥 = 3𝑘 − 1 

𝑥 + 1 = 3(−𝑦 + 1) ⇒ 3𝑘 = 3(−𝑦 + 1) ⇒ 𝑦 = −𝑘 + 1 

𝑆 = {(3𝑘 − 1;−𝑘 + 1)} ; 𝑘 ∈ ℤ  

 

التي إحداثياتها أعداد صحيحة من المجال  𝑴استنتاج مجموعة النقط  .ج

[−𝟓; ⃗⃗⃗⃗′𝑪𝑴والتي يكون من أجلها الشعاعان  [𝟓 ⃗⃗ 𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗و  ⃗⃗⃗  متعامدين. ⃗⃗

{
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5
−5 ≤ 𝑦 ≤ 5

⇒ {
−5 ≤ 3𝑘 − 1 ≤ 5
−5 ≤ −𝑘 + 1 ≤ 5

⇒ {−
4

3
≤ 𝑘 ≤ 2

−4 ≤ 𝑘 ≤ 6
⇒ 𝑘 ∈ {−1; 0; 1; 2} 

 𝑘 = −1: 𝑥 = −4 ; 𝑦 = 2 ;𝑀(−4;  (𝑀 و𝐵 متطابقتان) (2

 𝑘 = 0: 𝑥 = −1 ; 𝑦 = 1 ;𝑀(−1; 1) 

 𝑘 = 1: 𝑥 = 2 ; 𝑦 = 0 ;𝑀(2; 0) 

 𝑘 = 2: 𝑥 = 5 ; 𝑦 = −1 ;𝑀(5;−1) 
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𝑃(𝑧)  كثير حدود فيℂ  : حيث𝑃(𝑧) = 𝑧4 − 6𝑧3 + 23𝑧2 − 34𝑧 + 26 

𝒛𝟎̅̅، فإنّ  𝑷(𝒛)جذرا لـ  𝒛𝟎اثبات أنّه إذا كان  .1  𝑷(𝒛)هو كذلك جذر لـ  ̅

𝑃(𝑧0) = 0 ⇒ 𝑧0
4 − 6𝑧0

3 + 23𝑧0
2 − 34𝑧0 + 26 = 0 

⇒ 𝑧04 − 6𝑧03 + 23𝑧02 − 34𝑧0 + 26̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0 

⇒ 𝑧04̅̅ ̅̅ − 6𝑧03̅̅ ̅̅ ̅̅ + 23𝑧02̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 34𝑧0̅̅ ̅̅ ̅̅ + 26 = 0 

⇒ 𝑧0̅
4 − 6𝑧0̅

3 + 23𝑧0̅
2 − 34𝑧0̅ + 26 = 0 ⇒ 𝑃(𝑧0̅) = 0 

2. 𝑧0 = 1 + 𝑖 

  𝑷(𝒛𝟎)حساب 

𝑃(𝑧0) = (1 + 𝑖)
4 − 6(1 + 𝑖)3 + 23(1 + 𝑖)2 − 34(1 + 𝑖) + 26 

𝑃(𝑧0) = (1 + 𝑖)
2[(1 + 𝑖)2 − 6(1 + 𝑖) + 23] − 34(1 + 𝑖) + 26 

𝑃(𝑧0) = 2𝑖[2𝑖 − 6 − 6𝑖 + 23] − 34 − 34𝑖 + 26 

𝑃(𝑧0) = 2𝑖(17 − 4𝑖) − 8 − 34𝑖 = 0 

𝑷(𝒛)لة : المعاد ℂحل في  = 𝟎… (𝟏) 

𝑃(1 + 𝑖) = 0 ⇒ 𝑃(1 − 𝑖) = 0 

⇒ 𝑃(𝑧) = (𝑧 − 1 − 𝑖)(𝑧 − 1 + 𝑖)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 

⇒ 𝑃(𝑧) = (𝑧2 − 2𝑧 + 2)(𝑧2 − 4𝑧 + 13)  

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧2 − 2𝑧 + 2)(𝑧2 − 4𝑧 + 13) = 0 ⇒ {
𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0

أو

𝑧2 − 4𝑧 + 13 = 0

 

𝑧2 − 4𝑧 + 13 = 0 ;  ∆′= −9 = (3𝑖)2 ; 𝑧′ = 2 + 3𝑖  ; 𝑧′′ = 2 − 3𝑖 

𝑆 = {1 + 𝑖; 1 − 𝑖; 2 + 3𝑖 ; 2 − 3𝑖}  
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3. 𝒛𝑬 =
𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟐
𝒊   ،𝑺  تحويل نقطي يقبل نقطة صامدة هيΩ(𝟐;−𝟏)  عبارته المركّبة

𝒛′ = 𝒛𝟎𝒛 + 𝒃  ،𝒃 ∈ ℂ 

 وعناصره المميزة  𝑺طبيعة التحويل تعيين  .أ

𝑧Ω = 𝑧0𝑧Ω + 𝑏 ⇒ 𝑏 = 𝑧Ω
(1 − 𝑧0) = (2 − 𝑖)(−𝑖) ⇒ 𝑏 = −1 − 2𝑖  

𝑧′ = 𝑧0𝑧 + 𝑏 = (1 + 𝑖)𝑧 − 1 − 2𝑖 ⇒ 𝑧′ = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 − 1 − 2𝑖  

وزاويته  2√، نسبته  Ωتشابه مباشر مركزه  𝑆نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

4
 

 𝑺(𝑬)تعيين  

𝑆(𝐸) = 𝐸′ ⇒ 𝑧𝐸′ = (1 + 𝑖)𝑧𝐸 − 1 − 2𝑖 = (1 + 𝑖) (
3

2
−
1

2
𝑖) − 1 − 2𝑖

= 1 − 𝑖 ⇒ 𝐸′(1;−1)  

 

 𝟐√𝟒ونصف القطر  𝑯(𝟏;−𝟏)الدائرة ذات المركز  ( C)لتكن  .ب

 𝑺التحويل ب ( C) مجموعة النقط من المستوي التي صورتها  (𝜞)تعيين 

 . لدينا :𝑟ونصف القطر  𝜔الدائرة ذات المركز  ( 𝛤)لتكن 

𝑆(𝛤) = (𝒞) ⇒ {
𝑧𝐻 = (1 + 𝑖)𝑧𝜔 − 1 − 2𝑖

√2𝑟 = 4√2
⇒ {𝑧𝜔 =

3

2
−
1

2
𝑖

𝑟 = 4

⇒ {
𝜔 = 𝐸
𝑟 = 4

 

𝐸 هامركزتي الدائرة الهي  ( 𝛤)نستنتج أنّ        (
3

2
; −

1

2
 .4 هاقطرونصف  (

 

4. 𝑨   و𝑨𝒏  نقطتان من المستوي لاحقتاهما على الترتيب𝒛𝟎  و𝒛𝟎
𝒏  حيث ،𝒏  عدد طبيعي

 1أكبر تماما من 

;𝟐𝟎𝟎𝟓]من المجال  𝒏تعيين قيم    𝑨𝒏و   𝑶  ،𝑨حيث تكون النقط  [𝟐𝟎𝟏𝟎

 على استقامة واحدة

على استقامة واحدة إذا وفقط إذا كان العدد  𝐴𝑛و   𝑂  ،𝐴تكون النقط 
𝑧0
𝑛

𝑧0
 حقيقيا 

𝑧0
𝑛

𝑧0
= 𝑧0

𝑛−1 = (√2𝑒𝑖
𝜋
4)
𝑛−1

= (√2)
𝑛−1
𝑒𝑖
𝑛−1
4
𝜋

 

𝑧0
𝑛−1 ∈ ℝ ⇒

𝑛 − 1

4
𝜋 = 𝑘𝜋 ⇒

𝑛 − 1

4
= 𝑘 ⇒ 𝑛 = 4𝑘 + 1 

2005 ≤ 𝑛 ≤ 2010 ⇒ 2005 ≤ 4𝑘 + 1 ≤ 2010 ⇒ 501 ≤ 𝑘 ≤ 502,25

⇒ 𝑘 ∈ {501; 502} ⇒ 𝑛 ∈ {2005; 2009}  
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 .60 حل التمرين

𝒛𝟐: حل المعادلة .1 − 𝟒√𝟑𝒛 + 𝟏𝟔 = 𝟎 

∆′= (2√3)
2
− 16 = −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = 2√3 + 2𝑖 ;  𝑧2 = 2√3 − 2𝑖  

2. 𝑧𝐴 = 2√3 + 2𝑖   ،𝑧𝐵 = 2√3 − 2𝑖   ،𝑧𝐶 = −1 + 𝑖√3 . 

 𝒛𝑪و   𝒛𝑨  ،𝒛𝑩الشكل الأسّي لكل من تعيين  .أ

|𝑧𝐴| = |2√3 + 2𝑖| = 4 ; cos 𝜃𝐴 =
√3

2
 ; sin 𝜃𝐴 =

1

2
⇒ 𝜃𝐴 ≡

𝜋

6
[2𝜋]

⇒ 𝑧𝐴 = 4𝑒
𝑖
𝜋
6  

|𝑧𝐵| = |2√3 − 2𝑖| = 4 ; cos 𝜃𝐵 =
√3

2
 ; sin 𝜃𝐵 = −

1

2
⇒ 𝜃𝐵 ≡ −

𝜋

6
[2𝜋]

⇒ 𝑧𝐵 = 4𝑒
−𝑖
𝜋
6  

|𝑧𝐶| = |−1 + 𝑖√3| = 2 ; cos 𝜃𝐶 = −
1

2
 ; sin 𝜃𝐶 =

√3

2
⇒ 𝜃𝐶 ≡

2𝜋

3
[2𝜋]

⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑒
𝑖
2𝜋
3  

)انظر الشكل في نهاية :  𝑪و  𝑨  ،𝑩النقط  و (′𝜹)و  (𝜹)انشاء الدائرتين  .ب

 (حل التمرين

3. R  هو الدوران الذي مركزه𝑂  وزاويته
𝜋

3
ذو اللاحقة  𝑢⃗⃗هو الانسحاب الذي شعاعه  Tو  

2 

على  𝑩و 𝑨صورتي النقطتين  ′𝑩و ′𝑨لاحقتي النقطتين   ′𝒛𝑩و   ′𝒛𝑨تعيين  .أ

 Rالترتيب بالدوران 

𝑧𝐴′ = 𝑧𝐴. 𝑒
𝑖
𝜋
3 = 4𝑒𝑖

𝜋
6 . 𝑒𝑖

𝜋
3 = 4𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 𝑧𝐴′ = 4𝑖    

𝑧𝐵′ = 𝑧𝐵. 𝑒
𝑖
𝜋
3 = 4𝑒−𝑖

𝜋
6 . 𝑒𝑖

𝜋
3 = 4𝑒𝑖

𝜋
6 ⇒ 𝑧𝐵′ = 𝑧𝐴  

  Tبالانسحاب  𝑪صورة  ′𝑪لاحقة النقطة   ′𝒛𝑪تعيين  .ب

𝑧𝐶′ = −𝑧𝐶 + 2 = −1 + 𝑖√3 + 2 ⇒ 𝑧𝐶′ = 1 + 𝑖√3  

 (حل التمرين)انظر الشكل في نهاية : ′𝑪و  ′𝑨′  ،𝑩النقط انشاء 

  ′𝑶𝑨′𝑩طبيعة المثلث تعيين 

،  Rبالدوران  𝐴هي صورة  ′𝐴متطابقتين ، والنقطة  ′𝐵و 𝐴بما أنّ النقطتين 

( متقايس الأضلاع )مركز 𝑂𝐴′𝐴)وهو المثلث  ′𝑂𝐴′𝐵المثلث نستنتج أنّ 

ويته وزا 𝑂الدوران 
𝜋

3
) 
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تعيين عمدة العدد المركّب  .ج
𝒛𝑨′−𝒛𝑩′

𝒛𝑪′
  

𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′
𝑧𝐶′

=
4𝑖 − 2√3 − 2𝑖

1 + 𝑖√3
=
−2√3 + 2𝑖

1 + 𝑖√3
= 2𝑖

⇒ 𝑎𝑟𝑔 (
𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′
𝑧𝐶′

) ≡
𝜋

2
[2𝜋]  

 

 ′𝑶𝑨′𝑩محور في المثلث  (′𝑶𝑪)ج أنّ المستقيم استنتا

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′
𝑧𝐶′

) ≡
𝜋

2
[2𝜋] ⇒ (𝑂𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗; 𝐵′𝐴′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗) =

𝜋

2
⇒ (𝑂𝐶′) ⊥ (𝐴′𝐵′) 

، وبما أنّ  [′𝐴′𝐵]هو الارتفاع المتعلق بالضلع  (′𝑂𝐶)المستقيم نستنتج أنّ 

محور في المثلث  (′𝑂𝐶)متقايس الأضلاع ، فإنّ المستقيم  ′𝑂𝐴′𝐵المثلث 

𝑂𝐴′𝐵′ )راجع المستقيمات الخاصة في المثلث( 

 

 (′𝜹)إلى  (𝜹)ويحوّل  𝑶التحاكي الذي مركزه  𝑯ليكن  .4

 𝑯تعيين نسبة التحاكي  .أ

 نسبة  𝑘و  (′𝛿)نصف قطر الدائرة  ′𝑟،  (𝛿)نصف قطر الدائرة  𝑟ليكن 

 . لدينا :𝐻التحاكي 

𝐻(𝑂;𝑘)(𝛿) = (𝛿′) ⇒ 𝑟′ = 𝑘𝑟 ⇒ 𝑘 =
𝑟′

𝑟
=
2

4
⇒ 𝑘 =

1

2
 

 المميزة هوعناصر 𝑯𝒐𝑹لتحويل اطبيعة تعيين  .ب

. لدينا 𝐻بالتحاكي  ′𝑀صورة  ′′𝑀و  Rبالدوران  𝑀صورة  ′𝑀النقطة كن تل

: 

{
𝑅(𝑀) = 𝑀′

𝐻(𝑀′) = 𝑀′′
⇒ {𝑧

′ = 𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧

𝑧" = 2𝑧′
⇒ 𝑧"

=
1

2
𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧 ; 𝐻𝑜𝑅(𝑀) = 𝑀" ⇒ 𝑧" =

1

2
𝑒𝑖
𝜋
3 . 𝑧  

، نسبته  𝑂تشابه مباشر مركزه  𝐻𝑜𝑅التحويل نستنتج أنّ 
1

2
وزاويته  

𝜋

3
 

𝐻(𝜔 ;𝑘)𝑜𝑅(𝜔 ;𝜃)بصفة عامة لدينا :  = 𝑆(𝜔 ;𝑘 ;𝜃) 

  𝑯𝒐𝑹بالتحويل  (𝜹)صورة تعيين  .ج

  (𝛿)صورة الدائرة ، فإنّ  Rهو مركز الدوران  (𝛿)أنّ مركز الدائرة بما 

𝐻𝑜𝑅(𝛿) :نفسها ، منه  (𝛿)هي  Rران بالدو = 𝐻(𝛿) = (𝛿′) 
 .(′𝛿)هي الدائرة  𝐻𝑜𝑅بالتشابه المباشر  (𝛿)صورة الدائرة نستنتج أنّ 
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 .61 حل التمرين

𝒛𝟐): حل المعادلة .1 + 𝟒)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧2 + 4 = 0 ⇒ 𝑧2 = −4 = (2𝑖)2 ⇒ 𝑧1 = −2𝑖 ;  𝑧2 = 2𝑖  

𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ;  ∆′= −1 = 𝑖2 ;  𝑧3 = √3 − 𝑖 ;  𝑧4 = √3 + 𝑖 

𝑆 = {−2𝑖 ;  2𝑖 ;  √3 − 𝑖 ; √3 + 𝑖}  

2. 𝑧𝐴 = √3 + 𝑖   ،𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅   ،𝑧𝐶 = −2𝑖   ،𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ 

 ين مركزها ونصف قطرها يطُلب تعي (𝜸)تنتمي إلى دائرة  𝑫و 𝑨 ،𝑩 ،𝑪بيان أنّ النقط 

|𝑧𝐴| = |√3 + 𝑖| = 2 ;  |𝑧𝐵| = |√3 − 𝑖| = 2 ;  |𝑧𝐶| = |−2𝑖| = 2 ; 

|𝑧𝐷| = |2𝑖| = 2  

,𝐷نستنتج أنّ النقط  𝐶, 𝐵, 𝐴  مركزها تنتمي إلى الدائرة التي𝑂  2قطرها ونصف 

 : )انظر الشكل في نهاية حل التمرين( 𝑫و 𝑨  ،𝑩  ،𝑪انشاء النقط 

3. 𝒛𝑬 = −√𝟑 + 𝒊  

بيان أنّ :  .أ
𝒛𝑨−𝒛𝑪

𝒛𝑬−𝒛𝑪
= 𝒆𝒊(−

𝝅

𝟑
)

 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

=
√3 + 3𝑖

−√3 + 3𝑖
=
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖(−

𝜋
3
)

 

 يطُلب تعيين زاويته 𝑪مركزه  Rبدوران  𝑬هي صورة  𝑨بيان أنّ النقطة  .ب

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

= 𝑒𝑖(−
𝜋
3
) ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 = 𝑒

𝑖(−
𝜋
3
)(𝑧𝐸 − 𝑧𝐶)  

− زاويتهو 𝐶مركزه  Rبدوران  𝐸هي صورة النقطة  𝐴أنّ النقطة منه ، نستنتج 
𝜋

3
 

 𝑨𝑬𝑪استنتاج طبيعة المثلث  .ج

 طريقة أولى:

−وزاويته  𝐶مركزه  Rبدوران  𝐸هي صورة  𝐴أنّ النقطة بما 
𝜋

3
فإنّ : ،  

𝐶𝐸 = 𝐶𝐴 و(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

3
 متقايس الأضلاع 𝐴𝐸𝐶المثلث  نستنتج أنّ ، منه  
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 :ثانيةطريقة 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

|
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

| = 1

arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

) = −
𝜋

3

⇒ {
𝐶𝐸 = 𝐶𝐴

(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

3

⇒ المثلث 𝐴𝐸𝐶 متقايس الأضلاع  

 وعناصره المميزة  𝑹𝒐𝑯تعيين طبيعة التحويل  .د

{
𝐻(𝑀) = 𝑀1
𝑅(𝑀1) = 𝑀

′  ⇒ {
𝑧1 = 2𝑧

𝑧′ − 𝑧𝐶 = 𝑒
𝑖(−

𝜋
3
)(𝑧1 − 𝑧𝐶)

⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐶 = 𝑒
𝑖(−

𝜋
3
)(2𝑧 − 𝑧𝐶) 

𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) (2𝑧 + 2𝑖) − 2𝑖 = (1 − √3𝑖)(𝑧 + 𝑖) − 2𝑖 

𝑧′ = (1 − √3𝑖)𝑧 + √3 − 𝑖 = 2𝑒𝑖(−
𝜋
3
)𝑧 + √3 − 𝑖  

𝑧𝜔 =
√3 − 𝑖

1 − (1 − √3𝑖)
=
√3 − 𝑖

√3𝑖
= −

√3

3
− 𝑖 

تشابه مباشر مركزه ، نستنتج أنّ هذا الأخير  𝑅𝑜𝐻من العبارة المركّبة للتحويل 

𝜔(−
√3

3
; −وزاويته  2نسبته  (1−

𝜋

3
 

 𝑹𝒐𝑯بالتحويل  (𝜸)استنتاج صورة الدائرة 

𝑅𝑜𝐻(𝑂) = 𝑂′ ⇒ 𝑧𝑂′ = (1 − √3𝑖)𝑧𝑂 + √3 − 𝑖 = √3 − 𝑖 = 𝑧𝐵 

  𝐵التي مركزها  (′𝛾)الدائرة هي  𝑅𝑜𝐻بالتحويل  (𝛾)نستنتج أنّ صورة الدائرة 

′𝑟ونصف قطرها  = 2𝑟 = 4. 
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 .62 حل التمرين

𝒛𝟐 : المعادلة ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 − 𝟔𝒛 + 𝟏𝟑 = 𝟎 

∆= 4 − 24 = −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 = 3 − 2𝑖 ; 𝑧2 = 3 + 2𝑖 

𝑆 = {3 − 2𝑖 ; 3 + 2𝑖}  

2. 𝒂 = 𝟑 − 𝟐𝒊   ،𝒃 = 𝟑 + 𝟐𝒊  ،  𝒄 = 𝟒𝒊 

 تمرين()انظر الشكل في نهاية ال 𝑪 و 𝑨  ،𝑩النقط  تعليم .أ

 متوازي أضلاع 𝑶𝑨𝑩𝑪أنّ الرباعي  بيان .ب

𝑏 − 𝑐 = 3 − 2𝑖 = 𝑎 ⇒ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⇒ 𝑂𝐴𝐵𝐶 متوازي أضلاع  

 

 𝑶𝑨𝑩𝑪الرباعي مركز ثقل  𝛀لاحقة النقطة  تعيين .ج

،  [𝑂𝐵]، أي منتصف القطعة  [𝑂𝐵] و[𝐴𝐶]هي تقاطع القطرين  Ωالنقطة 

𝑧𝛺 ومنه : =
𝑏

2
=
3

2
+ 𝑖 

 

من المستوي حيث :                              𝑴مجموعة النقط  نشاءوإ تعيين .د

‖𝑴𝑶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 𝟏𝟐 

‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗‖ = 12 ⇒ 4‖𝑀𝛺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 12 ⇒ ‖𝑀𝛺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗‖ = 3  

 3مركزها ونصف قطرها  Ωهي الدائرة التي  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

 

 𝑴للاحقة النقطة إلى الجزء التخيلي  β. نرمز بـ (𝑨𝑩) من المستقيمنقطة  𝑴لتكن  .3

 زاويتهو 𝛀مركزه الذي دوران الب 𝑴صورة النقطة  𝑵ولتكن 
𝝅

𝟐
 

𝒛𝑵: هي  𝑵لاحقة النقطة أنّ  بيان .أ =
𝟓

𝟐
− 𝜷 +

𝟓

𝟐
𝒊 

𝑀 ∈ (𝐴𝐵) ⇒ 𝑀(3; 𝛽) ;  𝑁 = 𝑅(𝑀) ⇒ 𝑧𝑁 − 𝑧𝛺 = 𝑒
𝑖
𝜋
2(𝑧𝑀 − 𝑧𝛺) 

⇒ 𝑧𝑁 = 𝑖(𝑧𝑀 − 𝑧𝛺) + 𝑧𝛺 = 𝑖 (3 + 𝑖𝛽 −
3

2
− 𝑖) +

3

2
+ 𝑖 =

5

2
− 𝛽 +

5

2
𝑖  

 

 (𝑩𝑪)إلى المستقيم  𝑵نقطة حتى تنتمي ال 𝜷تعيين قيمة  .ب

𝑁 ∈ (𝐵𝐶) ⇒ 𝐵𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
−
1

2
− 𝛽

1

2

) ∥ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
−3
2
) ⇒ −1 − 2𝛽 +

3

2
= 0 ⇒ 𝛽 =

1

4
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 .63 حل التمرين

𝒛𝟐 : المعادلة ℂفي مجموعة الأعداد المركّبة حل  .1 + 𝟖√𝟑𝒛 + 𝟔𝟒 = 𝟎 

∆= −64 = (8𝑖)2 ; 𝑧1 = −4√3 − 4𝑖 ; 𝑧2 = −4√3 + 4𝑖 

𝑆 = {−4√3 − 4𝑖 ; −4√3 + 4𝑖}  

2. 𝒛𝑨 = −𝟒√𝟑 − 𝟒𝒊   ،𝒛𝑩 = −𝟒√𝟑 + 𝟒𝒊  

;𝑶)}مرجح الجملة  𝑮لاحقة النقطة  تعيين .أ 𝟏), (𝑨; 𝟏), (𝑩;−𝟏)} 

𝐺{(𝑂; 1), (𝐴; 1), (𝐵; −1)} ⇒ 𝑧𝐺 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = −8𝑖  

   والتي تحقق :  𝒛من المستوي لاحقتها  𝑴للنقط  (𝑪)طبيعة المجموعة  تعيين .ب

|𝒛|𝟐 + |𝒛 − 𝒛𝑨|
𝟐 − |𝒛 − 𝒛𝑩|

𝟐 = 𝟏𝟕 

 : طريقة 

|𝑧|2 + |𝑧 − 𝑧𝐴|
2 − |𝑧 − 𝑧𝐵|

2 = 17 

|𝑥 + 𝑖𝑦|2 + |(𝑥 + 4√3) + 𝑖(𝑦 + 4)|
2
− |(𝑥 + 4√3) + 𝑖(𝑦 − 4)|

2
= 17 

𝑥2 + 𝑦2 + (𝑥 + 4√3)
2
+ (𝑦 + 4)2 − (𝑥 + 4√3)

2
− (𝑦 − 4)2 = 17 

𝑥2 + 𝑦2 + 16𝑦 = 17 ⇒ 𝑥2 + (𝑦 + 8)2 = 81  

 9ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐶)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 : طريقة 

|𝑧|2 + |𝑧 − 𝑧𝐴|
2 − |𝑧 − 𝑧𝐵|

2 = 17 ⇒ 𝑂𝑀2 + 𝐴𝑀2 − 𝐵𝑀2 = 17

⇒ 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 + 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗2 − 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗2 = 17

⇒ (𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)
2
+ (𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)

2
− (𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗⃗)

2
= 17 
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⇒ 𝐺𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗2 + 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 + 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 2 − 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = 17 

⇒ 𝐺𝑀2 = 17 − 𝑂𝐺2 − 𝐴𝐺2 + 𝐵𝐺2 

⇒ 𝐺𝑀2 = 17 − |𝑧𝐺|
2 − |𝑧𝐺 − 𝑧𝐴|

2 + |𝑧𝐺 − 𝑧𝐵|
2 

⇒ 𝐺𝑀2 = 17 − |−8𝑖|2 − |4√3 − 4𝑖|
2
+ |4√3 − 12𝑖|

2
 

⇒ 𝐺𝑀2 = 17 − 64 − 64 + 192 = 81 ⇒ 𝐺𝑀 = 9  

 9ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐶)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 
 .64 حل التمرين

1. 𝒛𝑨 = 𝟓 − 𝟓𝒊   و𝒛𝑩 = 𝟓√𝟐𝒆
−𝒊
𝟕𝝅

𝟏𝟐  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑨م النقطة يعلت .أ

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑨 كتابة .ب

𝑧𝐴 = 5 − 5𝑖 = 5√2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) ⇒ 𝑧𝐴 = 5√2𝑒

−𝑖
𝜋
4  

2. 𝑻(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ = 𝒆−𝒊
𝝅

𝟑𝒛 

 واذكر عناصره المميزة 𝑻التحويل ة طبيع تعيين .أ

−وزاويته  𝑂دوران مركزه  𝑇التحويل 
𝜋

3
 

𝑻(𝑨)أنّ :  بيان .ب = 𝑩 

𝑒−𝑖
𝜋
3𝑧𝐴 = 𝑒

−𝑖
𝜋
3 × 5√2𝑒−𝑖

𝜋
4 = 5√2𝑒−𝑖

7𝜋
12 = 𝑧𝐵 ⇒ 𝑇(𝐴) = 𝐵  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑩بعناية النقطة  انشاء .ج

𝒆−𝒊 كتابة     أ.      .3
𝝅

 𝒛𝑩كتابة جبرية للعدد  استنتاجوعلى الشكل الجبري  𝟑

𝑒−𝑖
𝜋
3 = cos (−

𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

𝜋

3
) =

1

2
−
√3

2
𝑖  

𝑧𝐵 = 𝑒
−𝑖
𝜋
3𝑧𝐴 = (

1

2
−
√3

2
𝑖) (5 − 5𝑖) =

5 − 5√3

2
−
5 + 5√3

2
𝑖  

𝐜𝐨𝐬لكل من العددين القيمة المضبوطة  استنتاج .ب (−
𝟕𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و    ( (−

𝟕𝝅

𝟏𝟐
) 

cos (−
7𝜋

12
) =

5 − 5√3
2

5√2
=
1 − √3

2√2
=
√2 − √6

4
 

sin (−
7𝜋

12
) =

−5 − 5√3
2

5√2
=
−1 − √3

2√2
=
−√2 − √6

4
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 .65 حل التمرين

  :تين المعادلكلا من  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟓 = 𝒛𝟐  ؛          𝟎 − 𝟐𝒛 + 𝟑 + 𝟐𝒊√𝟑 = 𝟎 

𝑧2 − 2𝑧 + 5 = 0 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑆1 = {1 + 2𝑖 ; 1 − 2𝑖}  

𝑧2 − 2𝑧 + 3 + 2𝑖√3 = 0 ; ∆= −8 − 8√3𝑖 

∆= (𝑎 + 𝑖𝑏)2 = −8 − 8√3𝑖 ⇒ {
𝑎2 + 𝑏2 = 16
𝑎2 − 𝑏2 = −8

2𝑎𝑏 = −8√3

⇒ {
𝑎2 = 4

𝑎𝑏 = −4√3
 

⇒ {
𝑎 = 2

𝑏 = −2√3
⇒ ∆= (2 − 2𝑖√3)

2
 

𝑆2 = {2 − 𝑖√3 ;  𝑖√3}  

2−)وهو  ∆الجذر التربيعي الثاني لـ  أيضا استعمال: يمكننا ملاحظة + 2𝑖√3) 

2.  𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟏 + √𝟑 + 𝒊  ، 𝒛𝑪 = 𝟏 − 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑫 = 𝟐 − 𝒊√𝟑 ، 

𝒛𝑬 = 𝒊√𝟑. 

 كتابة .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑩
  الجبريلشكل على ا 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
−√3− 3𝑖

−√3 + 𝑖
=
(−√3 − 3𝑖)(−√3 − 𝑖)

4
= √3𝑖  

  𝑨𝑩𝑪 طبيعة المثلث استنتاج
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

= √3𝑖 = √3𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ (𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  
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 𝑨𝑩𝑪 المثلثالمحيطة ب (𝜞)دلة الدائرة معا كتابة .ب

هو  𝜔، فإنّ مركزها  𝐵القائم في  𝐴𝐵𝐶 المثلثمحيطة ب (𝛤)الدائرة بما أنّ 

𝑟ونصف قطرها  [𝐴𝐶]منتصف  =
𝐴𝐶

2
. 

𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
2

2
= 1 ; 𝑟 =

|𝑧𝐶 − 𝑧𝐴|

2
=
|−4𝑖|

2
= 2 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤) ⇒ 𝜔𝑀2 = 𝑟2 ⇒ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 4

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 3 = 0  

,𝑬,𝑫النقط و (𝜞)الدائرة  انشاء .ج 𝑪, 𝑩, 𝑨 

𝑧𝐷|: نلاحظ أنّ  − 𝑧𝜔| = |𝑧𝐸 − 𝑧𝜔| =  𝐷 و𝐸النقطتين ، أي إنّ  2

 1التي ترتيبها  (𝛤)النقطة من  𝐵، وبالتالي تكون  (𝛤)إلى الدائرة ان نتميت

 𝐸وترتيبها سالب أمّا  2التي فاصلتها  (𝛤)النقطة من  𝐷 وفاصلتها موجبة و

التي فاصلتها معدومة وترتيبها موجب )تنتمي إلى محور  (𝛤)فهي النقطة من 

 التراتيب(. 
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 𝒇(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝟐𝒛′ = (𝟏 + 𝒊√𝟑)𝒛 − 𝟐  ،𝒛𝟎 = 𝟏 + 𝒊√𝟑  ،𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊√𝟑 

 على الشكل المثلثي 𝒛𝟎العدد  ةكتاب .1

𝑧0 = 1 + 𝑖√3 = 2(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2 (cos

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
)  

′𝒛حيث :  𝒃 و 𝜽العددين الحقيقيين  تعيين = 𝒆𝒊𝜽𝒛 + 𝒃 

2𝑧′ = (1 + 𝑖√3)𝑧 − 2 = 2𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 − 2 ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖

𝜋
3𝑧 − 1 ⇒ 𝑏 = −1; 𝜃 =

𝜋

3
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 والعناصر المميزة له 𝒇طبيعة التحويل  استنتاج .2

𝑎 =
1

2
+
√3

2
𝑖 ; 𝑏 = −1 ;  𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
=

−1

1
2 −

√3
2 𝑖

= −
1

2
−
√3

2
𝑖 

−)𝜔دوران مركزه  𝑓منه نستنتج أنّ التحويل 
1

2
; −

√3

2
𝜃وزاويته  ( =

𝜋

3
 

 𝒇للتحويل العبارة التحليلية  كتابة .3

𝑓(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝜔 = 𝑒
𝑖
𝜋
3(𝑧 − 𝑧𝜔)  

 𝒇التحويل بواسطة  𝑩صورة النقطة  ′𝑩 تعيين .4

𝑓(𝐵) = 𝐵′ ⇒ 𝑧𝐵′ = 𝑒
𝑖
𝜋
3𝑧𝐵 − 1 = (

1

2
+
√3

2
𝑖) (1 − 𝑖√3) − 1 ⇒ 𝑧𝐵′ = 1  

𝒇تحقق أنّ ال .5 = 𝒕𝒖⃗⃗  𝒐 𝒓  

 ، لدينا :  𝑢⃗لاحقة الشعاع   𝑧𝑢⃗⃗لتكن 

𝑡𝑢⃗⃗  𝑜 𝑟(𝑀) = 𝑡𝑢⃗⃗  [𝑟(𝑀)] = 𝑡𝑢⃗⃗ (𝑀1) = 𝑀
′ 

{
𝑟(𝑀) = 𝑀1
𝑡𝑢⃗⃗ (𝑀1) = 𝑀

′ ⇒ {
𝑧1 = 𝑒

𝑖
𝜋
3𝑧

𝑧′ = 𝑧1 + 𝑧𝑢⃗⃗ 
⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖

𝜋
3𝑧 + 𝑧𝑢⃗⃗ = 𝑒

𝑖
𝜋
3𝑧 − 1 

وزاويته  𝑂دوران مركزه تركيب  𝑓منه نستنتج أنّ 
𝜋

3
;𝑢⃗ (−1 اب شعاعهانسحو  0). 

 
 .67 حل التمرين

𝒛𝟐 :  المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒 = 𝟎 

𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ;  ∆′= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑧1 = √3 − 𝑖 ; 𝑧2 = √3 + 𝑖 

𝑆 = {√3 − 𝑖 ;  √3 + 𝑖}  

2. 𝒛𝑩 = √𝟑 + 𝒊 ، 𝒛𝑨 = √𝟑 − 𝒊  ، 𝒛𝑪 =
𝒛𝑩

𝟐
 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑩، 𝒛𝑨 و 𝒛𝑪 كتابة .أ

𝑧𝐴 = √3 − 𝑖 = 2(
√3

2
−
1

2
𝑖) ⇒ 𝑧𝐴 = 2𝑒

−𝑖
𝜋
6  ;  𝑧𝐵 = 2𝑒

𝑖
𝜋
6  ;  𝑧𝐶 = 𝑒

𝑖
𝜋
6  

  𝑨𝑩 ، 𝑶𝑩 ، 𝑶𝑨 حساب .ب

𝑂𝐴 = |𝑧𝐴| = 2 ;  𝑂𝐵 = |𝑧𝐵| = 2 ;  𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |2𝑖| = 2 

 𝑶𝑨𝑩طبيعة المثلث  استنتاج

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵 ⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع  
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−وزاويته  𝑶بالدوران الذي مركزه  𝑪رة وص 𝑫نسمي  .3
𝝅

𝟐
 𝑫صورة  𝑬، ونسمي  

   𝟐𝒋شعاعه الذي  سحابنبالا

𝒛𝑬هي  𝑬أنّ لاحقة  بيان .أ =
𝟏

𝟐
[𝟏 + (𝟒 − √𝟑)𝒊] 

𝐷 = 𝑅(𝐶) ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2𝑧𝐶 = 𝑒

−𝑖
𝜋
2 × 𝑒𝑖

𝜋
6 = 𝑒−𝑖

𝜋
3 ⇒ 𝑧𝐷 =

1

2
−
√3

2
𝑖  

𝐸 = 𝑇(𝐷) ⇒ 𝑧𝐸 = 𝑧𝐷 + 2𝑖 =
1

2
−
√3

2
𝑖 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐸 =

1

2
[1 + (4 − √3)𝑖]  

𝑶𝑬أنّ  بيان .ب = 𝑨𝑫 = √𝟓 − 𝟐√𝟑 

𝑂𝐸 = |𝑧𝐸| =
1

2
|1 + (4 − √3)𝑖| =

1

2
√1 + 19 − 8√3 =

1

2
√4(5 − 2√3) 

𝑂𝐸 = √5 − 2√3  

𝐴𝐷 = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐴| = |
1 − 2√3

2
+
2 − √3

2
𝑖| =

1

2
√(1 − 2√3)

2
+ (2 − √3)

2
 

𝐴𝐷 =
1

2
√13 − 4√3 + 7 − 4√3 =

1

2
√4(5 − 2√3) ⇒ 𝐴𝐷 = √5 − 2√3  

 في استقامية 𝑬 ، 𝑪 ، 𝑨أنّ النقط  بيان .4

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

=

√3
2 +

1
2 𝑖 − √3 + 𝑖

1
2 [1 + (4 − √3)𝑖] − √3 + 𝑖

=
6 + √3

11
 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴

∈ ℝ ⇒ ,𝐸 في استقامية 𝐶, 𝐴 النقط  
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 .68 حل التمرين

𝒛𝟑 = [𝒓𝟑, 𝜽𝟑] ، 𝒛𝟐 = [𝒓𝟐, 𝜽𝟐] ، 𝒛𝟏 = [𝒓𝟏, 𝜽𝟏] 

 : 𝒛𝟑 ، 𝒛𝟐 ، 𝒛𝟏د الأعداد المركبة اجيا .1

 طريقة أولى:

{
𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖)
𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟2

3

⇒ {
(𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3)𝑒

(𝜃1+𝜃2+𝜃3)𝑖 = 8𝑒𝑖
𝜋
4

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟2

3

 

⇒ 𝑟2
3𝑒𝑖(3𝜃2) = 8𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ {

𝑟2
3 = 8

3𝜃2 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {

𝑟2 = 2

𝜃2 =
𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3

 

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
⇒
𝜋

2
< 𝜃1 +

𝜋

2
< 𝜋 ⇒

𝜋

2
< 𝜃2 < 𝜋 ⇒

𝜋

2
<
𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3
< 𝜋 

⇒
1

2
<
1

12
+
2𝑘

3
< 1 ⇒ 𝑘 = 1 ⇒ 𝜃2 =

𝜋

12
+
2𝜋

3
⇒ 𝜃2 =

3𝜋

4
 

{
 

 𝑟1 =
𝑟2
𝑞
=
2

2
= 1

𝜃1 = 𝜃2 − 𝑟 =
3𝜋

4
−
𝜋

2
=
𝜋

4

 ;  {

𝑟3 = 𝑟2 × 𝑞 = 2 × 2 = 4

𝜃3 = 𝜃2 + 𝑟 =
3𝜋

4
+
𝜋

2
=
5𝜋

4

 

𝑧1 = 𝑒
𝑖
𝜋
4 =

√2

2
+
√2

2
𝑖  ;  𝑧2 = 2𝑒

𝑖
3𝜋
4 = −√2 + √2𝑖 

𝑧3 = 4𝑒
𝑖
5𝜋
4 = −2√2 − 2√2𝑖

 

 :ثانيةطريقة 

{

𝑧1 × 𝑧2 × 𝑧3 = 4√2(1 + 𝑖)

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 𝜃1 + 𝜃1 +
𝜋

2
+ 𝜃1 + 𝜋

𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 𝑟1 × 2𝑟1 × 4𝑟1

⇒

{
 
 

 
 (𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3)𝑒

(𝜃1+𝜃2+𝜃3)𝑖 = 8𝑒𝑖
𝜋
4

𝜃1 + 𝜃2 + 𝜃3 = 3𝜃1 +
3𝜋

2
𝑟1 × 𝑟2 × 𝑟3 = 8𝑟1

3

 

⇒ 8𝑟1
3𝑒
𝑖(3𝜃1+

3𝜋
2
)
= 8𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ {

8𝑟1
3 = 8

3𝜃1 +
3𝜋

2
=
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {

𝑟1 = 1

𝜃1 = −
5𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3

 

0 < 𝜃1 <
𝜋

2
⇒ 0 < −

5𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3
<
𝜋

2
⇒ 0 < −

5

12
+
2𝑘

3
<
1

2
 

⇒ 0,6 < 𝑘 < 1,4 ⇒ 𝑘 = 1 ⇒ 𝜃1 = −
5𝜋

12
+
2𝜋

3
⇒ 𝜃1 =

𝜋

4
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{

𝑟2 = 𝑟1 × 𝑞 = 1 × 2 = 2

𝜃2 = 𝜃1 + 𝑟 =
𝜋

4
+
𝜋

2
=
3𝜋

4

 ;  {
𝑟3 = 𝑟1 × 𝑞

2 = 1 × 22 = 4

𝜃3 = 𝜃1 + 2𝑟 =
𝜋

4
+ 𝜋 =

5𝜋

4

 

𝑧1 = 𝑒
𝑖
𝜋
4 =

√2

2
+
√2

2
𝑖 ; 𝑧2 = 2𝑒

𝑖
3𝜋
4 = −√2 + √2𝑖 

𝑧3 = 4𝑒
𝑖
5𝜋
4 = −2√2 − 2√2𝑖

 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗‖ج اواستنت CوA،Bالنقط  انشاء .2  ⃗‖،‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖،‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

‖𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧1| = 1 ; ‖𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧2| = 2 ; ‖𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧3| = 4 

𝑂𝐴2التي تحقق:  Mن مجموعة النقط يعيت .3 + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 

𝑂𝐴2 + 𝑂𝐵2 + 𝑂𝐶2 + 𝑂𝑀2 = 22 ⇒ 1 + 4 + 16 + 𝑂𝑀2 = 22 ⇒ 𝑂𝑀2 = 1 

 1ونصف قطرها  𝑂دائرة التي مركزها هي الMمجموعة النقط 

 على الشكل الجبري Lالعدد المركب  ةباكت .4     

𝐿 =
𝑧 + 𝑧2
𝑧

=
𝑥 + 𝑖𝑦 − √2 + √2𝑖

𝑥 + 𝑖𝑦
=
(𝑥 − √2) + (𝑦 + √2)𝑖

𝑥 + 𝑖𝑦
 

𝐿 =
[(𝑥 − √2) + (𝑦 + √2)𝑖](𝑥 − 𝑖𝑦)

𝑥2 + 𝑦2
 

𝐿 =
[𝑥(𝑥 − √2) + 𝑦(𝑦 + √2)] + [𝑥(𝑦 + √2) − 𝑦(𝑥 − √2)]𝑖

𝑥2 + 𝑦2
 

𝐿 =
𝑥2 + 𝑦2 − √2𝑥 + √2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
+
√2𝑥 + √2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
𝑖  

 حقيقيا Lن مجموعة النقط حتى يكون العدد يعيت .5     

𝐿 ∈ ℝ ⇒ {
√2𝑥 + √2𝑦 = 0

𝑥2 + 𝑦2 ≠ 0
⇒ {

𝑦 = −𝑥
(𝑥; 𝑦) ≠ (0; 0) 

𝑦هي المستقيم ذي المعادلة  حقيقيا Lمجموعة النقط حتى يكون العدد  = −𝑥 

 .)المنصّف الثاني( باستثناء المبدأ
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𝒘الجذرين التربيعيين للعدد  تعيين .1 = −𝟑𝟐 + 𝟐𝟒𝒊 

𝑤 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 40

𝑥2 − 𝑦2 = −32
2𝑥𝑦 = 24

⇒ {
𝑥2 = 4

𝑦 =
12

𝑥

⇒ {
𝑥 = 2
𝑦 = 6

} أو
𝑥 = −2
𝑦 = −6

 

𝑤1 = 2 + 6𝑖 ; 𝑤2 = −2 − 6𝑖  

2. 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 + (𝟓𝒊 − 𝟔)𝒛𝟐 + (𝟗 − 𝟐𝟒𝒊)𝒛 + 𝟏𝟑𝒊 + 𝟏𝟖 

 𝑷(𝒛)هو جذر لـ  𝒊−أنّ  بيان .أ

𝑃(−𝑖) = 𝑖 − 5𝑖 + 6 − 9𝑖 − 24 + 13𝑖 + 18 = 0  

𝑷(𝒛): حيث  𝒄 ، 𝒃 ، 𝒂الأعداد  تعيين .ب = (𝒛 + 𝒊)(𝒂𝒛𝟐 + 𝒃𝒛 + 𝒄) 

 1 −6 + 5𝑖 9 − 24𝑖 18 + 13𝑖 

−𝑖     

 1 −6 + 4𝑖 13 − 18𝑖 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 𝑖)(𝑧2 + (−6 + 4𝑖)𝑧 + 13 − 18𝑖)  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂفي حل  .ج = 𝟎   

𝑧 + 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = −𝑖 

𝑧2 + (−6 + 4𝑖)𝑧 + 13 − 18𝑖 = 0  

∆= (−6 + 4𝑖)2 − 4(13 − 18𝑖) = −32 + 24𝑖 ⇒ √∆= 2 + 6𝑖 

𝑧1 =
6 − 4𝑖 − 2 − 6𝑖

2
= 2 − 5𝑖 ; 𝑧2 =

6 − 4𝑖 + 2 + 6𝑖

2
= 4 + 𝑖 

𝑆 = {−𝑖 ; 2 − 5𝑖 ; 4 + 𝑖}  

3.   𝒛𝑨 = −𝒊  ، 𝒛𝑩 = 𝟐 − 𝟓𝒊   ،𝒛𝑪 = 𝟒 + 𝒊  

 العدد المركّب كتابة .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 الجبري والمثلثي ينعلى الشكل 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
4 + 2𝑖

2 − 4𝑖
=
2 + 𝑖

1 − 2𝑖
=
(2 + 𝑖)(1 + 2𝑖)

5
=
5𝑖

5
= 𝑖  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
 

 𝑨𝑩𝑪 طبيعة المثلث استنتاج

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   
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𝑻(𝑪)الذي يحقق  𝑻طبيعة التحويل  تعيين .ب = 𝑩 و 𝑻(𝑨) = 𝑨  وذكر ،

 عناصره المميزة

 :طريقة 

{
𝑇(𝐴) = 𝐴
𝑇(𝐶) = 𝐵

⇒ {
𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 𝑎(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) 

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−2 + 4𝑖

−4 − 2𝑖
=
1 − 2𝑖

2 + 𝑖
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

−وزاويته  𝐴دوران مركزه  𝑇منه نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

2
 

 :طريقة 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
1

𝑖
= −𝑖 ⇒ (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) = 𝑒

−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴)  

−دوران زاويته هو  𝐶 إلى 𝐵ويحوّل  𝐴مركزه الذي  𝑇تنتج أنّ التحويل منه نس 
𝜋

2
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𝑷(𝒛) = 𝒛𝟒 + 𝟐𝒛𝟑 + 𝟓𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟒 

𝑷(𝒛)أنّ المعادلة  بيان .1 =  ينصرف ينتخيلي ينتقبل حل 𝟎

𝑧 = 𝑖𝑦 ; 𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑖𝑦)4 + 2(𝑖𝑦)3 + 5(𝑖𝑦)2 + 2(𝑖𝑦) + 4 = 0 

⇒ 𝑦4 − 2𝑖𝑦3 − 5𝑦2 + 2𝑖𝑦 + 4 = 0 ⇒ {
𝑦4 − 5𝑦2 + 4 = 0

2𝑖𝑦(−𝑦2 + 1) = 0
 

⇒ 𝑦 = 𝑦 أو 1 = −1 ⇒ 𝑧0 = 𝑖 ; 𝑧1 = −𝑖 

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  = 𝟎 

𝑃(𝑧) = (𝑧 + 𝑖)(𝑧 − 𝑖)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) = (𝑧2 + 1)(𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐) 
 

𝑧4 + 2𝑧3 + 5𝑧2 + 2𝑧 + 4 𝑧2 + 1 

−𝑧4 − 𝑧2 𝑧2 + 2𝑧 + 4 

2𝑧3 + 4𝑧2 + 2𝑧 + 4  

         −2𝑧3 − 2𝑧  

                        4𝑧2 + 4  

                     −4𝑧2 − 4  

                               0  
 

𝑃(𝑧) = (𝑧2 + 1)(𝑧2 + 2𝑧 + 4) 

𝑧2 + 1 = 0 ⇒ 𝑧0 = 𝑖 ; 𝑧1 = −𝑖 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
 ; 𝑧2 = −1 + √3𝑖 ; 𝑧3 = −1 − √3𝑖 
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𝑆 = {𝑖 ;  −𝑖 ; −1 + √3𝑖 ; −1 − √3𝑖}  

2. 𝒛𝑫 = 𝒛𝑪̅̅ ̅ ، 𝒛𝑪 = −𝟏 + √𝟑𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅ ، 𝒛𝑨 = 𝒊   ،𝑰  منتصف[𝑪𝑫] 

𝑳العدد  كتابة .أ =
𝒛𝑨−𝒛𝑰

𝒛𝑩−𝒛𝑰
 ى الشكل الأسيّ عل 

𝑧𝐼 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2

= −1 ;  𝐿 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐼
𝑧𝐵 − 𝑧𝐼

=
1 + 𝑖

1 − 𝑖
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑰طبيعة المثلث  استنتاج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐼
𝑧𝐵 − 𝑧𝐼

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐼𝐴 = 𝐼𝐵

(𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗ ; 𝐼𝐴⃗⃗⃗⃗ ) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐼 قائم في 𝐼 ومتساوي الساقين   

 𝑨𝑩𝑰المحيطة بالمثلث  (𝛾)للدائرة  𝒓ونصف القطر  Ωالمركز  تعيين .ب

𝑟 و [𝐴𝐵] هي منتصف Ω فإنّ ،  𝐴𝐵𝐼محيطة بالمثلث  (𝛾)لدائرة ابما أنّ  =
𝐴𝐵

2
 

𝑧Ω =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

= 0 ⇒ Ω = 𝑂  ;  𝑟 =
𝐴𝐵

2
=
|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴|

2
=
|−2𝑖|

2
= 1  

3. 𝑹 ران مركزه دو 𝑰 وزاويته
𝝅

𝟐
 𝑫إلى 𝑩 و 𝑪 إلى 𝑨 الذي يحوّل التحاكي 𝑯 ، و

 𝑯و 𝑹 عبارة التحويلين  تعيين .أ

𝑅(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐼 = 𝑒
𝑖
𝜋
2(𝑧 − 𝑧𝐼) ⇒ 𝑧

′ = 𝑖(𝑧 + 1) − 1

⇒ 𝑧′ = 𝑖𝑧 − 1 + 𝑖  

{
𝐻(𝐴) = 𝐶
𝐻(𝐵) = 𝐷

⇒ {
𝑧𝐶 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐶 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
2√3𝑖

2𝑖
= √3 

𝑧𝐶 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏 ⇒ 𝑏 = 𝑧𝐶 − 𝑎𝑧𝐴 = −1 + √3𝑖 − √3𝑖 = −1 

𝐻(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = √3𝑧 − 1  

 ا عبارته وعناصره المميزةحددم𝑯𝒐𝑹 طبيعة التحويل  تعيين .ب

𝐻𝑜𝑅(𝑀) = 𝐻[𝑅(𝑀)] = 𝐻(𝑀1) = 𝑀
′ ⇒ {

𝑧1 = 𝑖𝑧 − 1 + 𝑖

𝑧′ = √3𝑧1 − 1
 

𝑧′ = √3𝑖𝑧 − 1 + 𝑖 − 1 ⇒ 𝑧′ = √3𝑖𝑧 − 2 + 𝑖  

𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=
−2 + 𝑖

1 − √3𝑖
=
(−2 + 𝑖)(1 + √3𝑖)

4
=
−2 − √3

4
+
1 − 2√3

4
𝑖  

وزاويته  3√نسبته  𝜔تشابه مباشر مركزه 𝐻𝑜𝑅 التحويل منه نستنتج أنّ 
𝜋

2
 

 (′𝛾) نشاءوإ 𝑯𝒐𝑹بالتحويل (𝛾) صورة (′𝛾) بطريقتين معادلة  تعيين .ج

 استعمال خواص التشابه المباشر :طريقة 

 ′𝑂مركزها دائرة  (′𝛾)، فإنّ  1ونصف قطرها  Oمركزها دائرة  (𝛾)أنّ بما 

′𝑟ونصف قطرها  = ′𝑂، حيث  3√ = 𝐻𝑜𝑅(𝑂) 
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𝑂′ = 𝐻𝑜𝑅(𝑂) ⇒ 𝑧𝑂′ = √3𝑖𝑧𝑂 − 2 + 𝑖 = −2 + 𝑖 ⇒ 𝑂′(−2 ; 1)  

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛾′) ⇒ 𝑂′𝑀2 = 𝑟′2 ⇒ (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 3

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 2𝑦 + 2 = 0  

 استعمال العبارة المركّبة للتشابه المباشر :طريقة 

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛾) ⇒ 𝑂𝑀2 = 𝑟2 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

𝑧′ = √3𝑖𝑧 − 2 + 𝑖 ⇒ 𝑥′ + 𝑖𝑦′ = √3𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦) − 2 + 𝑖 

= (−√3𝑦 − 2) + (√3𝑥 + 1)𝑖 ⇒ {
𝑥′ = −√3𝑦 − 2

𝑦′ = √3𝑥 + 1
⇒

{
 
 

 
 𝑦 =

−𝑥′ − 2

√3

𝑥 =
𝑦′ − 1

√3

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 ⇒ (
𝑦′ − 1

√3
)

2

+ (
−𝑥′ − 2

√3
)

2

= 1 ⇒ (𝑥′ + 2)2 + (𝑦′ − 1)2 = 3 

⇒ 𝑥′2 + 𝑦′2 + 4𝑥′ − 2𝑦′ + 2 = 0… (𝛾′)  
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𝒛 =
𝟒 + 𝟒𝒊

𝟏 − 𝒊√𝟑
 

 على الشكل الجبري ، ثمّ على الشكل المثلثي  𝒛 كتابة .1

𝑧 =
4 + 4𝑖

1 − 𝑖√3
=
(4 + 4𝑖)(1 + 𝑖√3)

4
= (1 + 𝑖)(1 + 𝑖√3)

= (1 − √3) + (1 + √3)𝑖  
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𝑧 =
4 + 4𝑖

1 − 𝑖√3
=

4√2(
√2
2 +

√2
2 𝑖)

2 (
1
2 −

√3
2 𝑖)

=
4√2𝑒

𝑖
𝜋
4

2𝑒−𝑖
𝜋
3

= 2√2𝑒𝑖
7𝜋
12

= 2√2 (cos
7𝜋

12
+ 𝑖 sin

7𝜋

12
)  

على الشكل الأسّي الأعداد :  كتابة .2
𝟏

𝒛
 ، 𝒛̅ ، 𝒛𝟐𝟎𝟏𝟖 

𝑧 = 2√2𝑒𝑖
7𝜋
12 ⇒ 𝑧2018 = (2√2)

2018
𝑒𝑖
2018×7𝜋

12 = 23027𝑒𝑖
7063𝜋
6

= 23027𝑒𝑖
7𝜋
6  

𝑧 = 2√2𝑒𝑖
7𝜋
12 ⇒ 𝑧̅ = 2√2𝑒−𝑖

7𝜋
12  

𝑧 = 2√2𝑒𝑖
7𝜋
12 ⇒

1

𝑧
=

1

2√2𝑒
𝑖
7𝜋
12

=
√2

4
𝑒−𝑖

7𝜋
12  

𝐬𝐢𝐧القيمة المضبوطة للعددين :  استنتاج .3 (
𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
) 𝐜𝐨𝐬 و  (

𝟏𝟗𝝅

𝟏𝟐
) 

cos
7𝜋

12
=
1 − √3

2√2
=
√2 − √6

4
⇒ cos

19𝜋

12
= −

√2 − √6

4
 

sin
7𝜋

12
=
1 + √3

2√2
=
√2 + √6

4
⇒ sin

19𝜋

12
= −

√2 + √6

4
 

(
19𝜋

12
= 𝜋 +

7𝜋

12
⇒ cos

19𝜋

12
= −cos

7𝜋

12
 ;  sin

19𝜋

12
= −sin

7𝜋

12
) 

 
 

 
 

 .72 التمرينحل 

𝒛𝟐  : المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎 

∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 1 + 𝑖 ; 𝑧2 = 1 − 𝑖 ;  𝑆 = {1 + 𝑖 ; 1 − 𝑖}  

𝒛𝑲حيث :  𝑴 ، 𝑳 ، 𝑲النقط ل يمثت .2 = 𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑳 = 𝟏 − 𝒊  و𝒛𝑴 = −𝒊√𝟑 

 التمرين()انظر الشكل في نهاية 

𝒛𝑵:  تحقق أنّ أ. ال .3 = 𝟐 + 𝒊(√𝟑 − 𝟐) 

𝑧𝑁 + 𝑧𝑀 = 2𝑧𝐿 ⇒ 𝑧𝑁 = 2𝑧𝐿 − 𝑧𝑀 = 2 − 2𝑖 + 𝑖√3 = 2 + 𝑖(√3 − 2)  
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  𝒛𝑨 و𝒛𝑪اللاحقتين  تعيين .ب

𝑟(𝑀) = 𝐴 ⇒ 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖
𝜋
2 × 𝑧𝑀 = 𝑖(−𝑖√3) ⇒ 𝑧𝐴 = √3  

𝑟(𝑁) = 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑒
𝑖
𝜋
2 × 𝑧𝑁 = 𝑖[2 + 𝑖(√3 − 2)] ⇒ 𝑧𝐶 = 2 − √3 + 2𝑖  

  𝒛𝑫 و𝒛𝑩اللاحقتين  تعيين .ج

𝑡(𝑀) = 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝑀 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐷 = (2 − √3)𝑖  

𝑡(𝑁) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 = 𝑧𝑁 + 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐵 = 2 + 𝑖√3  

 [𝑨𝑪]هي منتصف القطعة  [𝑫𝑩]منتصف القطعة  𝑲أنّ النقطة  بيانأ.  .4

𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
2 + 2𝑖

2
= 1 + 𝑖 = 𝑧𝐾 ⇒ [𝐴𝐶] منتصف القطعة 𝐾  

أنّ  بيانب. 
𝒛𝑪−𝒛𝑲

𝒛𝑩−𝒛𝑲
= 𝒊  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐾
𝑧𝐵 − 𝑧𝐾

=
2 − √3 + 2𝑖 − 1 − 𝑖

2 + 𝑖√3 − 1 − 𝑖
=

1 − √3 + 𝑖

1 + 𝑖(√3 − 1)
 

=
[1 − √3 + 𝑖][1 − 𝑖(√3 − 1)]

1 + (√3 − 1)
2 =

(5 − 2√3)𝑖

5 − 2√3
= 𝑖  

 𝑨𝑩𝑪𝑫طبيعة الرباعي  استنتاج    

𝑧𝐶 − 𝑧𝐾
𝑧𝐵 − 𝑧𝐾

= 𝑖 ⇒ {
𝐾𝐶 = 𝐾𝐵

(𝐾𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐾𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐾𝐵𝐶 قائم في 𝐾 ومتساوي الساقين   

.ب(  4.أ( ، متقايسان ومتعامدان )حسب 4)حسب  𝐾متناصفان في  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]القطران 

 مربّع. 𝐴𝐵𝐶𝐷ستنتج أنّ الرباعي ومنه ن
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 .73 حل التمرين

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − (𝟓 + 𝒊)𝒛𝟐 + (𝟏𝟎 + 𝟔𝒊)𝒛 − 𝟖 − 𝟏𝟔𝒊 

𝑷(𝒛)أنّ المعادلة  بيان .1 =  يطُلب تعيينه 𝒛𝟎تقبل حلا تخيليا صرفا  𝟎

𝑧0 = 𝑖𝑦 ; 𝑃(𝑧0) = 0 ⇒ (𝑖𝑦)
3 − (5 + 𝑖)(𝑖𝑦)2 + (10 + 6𝑖)𝑖𝑦 − 8 − 16𝑖 = 0

⇒ −𝑖𝑦3 + 5𝑦2 + 𝑖𝑦2 + 10𝑖𝑦 − 6𝑦 − 8 − 16𝑖 = 0

⇒ (5𝑦2 − 6𝑦 − 8) − (𝑦3 − 𝑦2 − 10𝑦 + 16)𝑖 = 0

⇒ {
5𝑦2 − 6𝑦 − 8

𝑦3 − 𝑦2 − 10𝑦 + 16 = 0
⇒ 𝑦 = 2 ⇒ 𝑧0 = 2𝑖  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .2 = 𝟎 

 1 −5 − 𝑖 10 + 6𝑖 −8 − 16𝑖 

2𝑖     

 1 −5 + 𝑖 8 − 4𝑖 0 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 2𝑖)[𝑧2 − (5 − 𝑖)𝑧 + 8 − 4𝑖] = 0 

𝑧 − 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2𝑖 

𝑧2 − (5 − 𝑖)𝑧 + 8 − 4𝑖 = 0 ; ∆= (5 − 𝑖)2 − 4(8 − 4𝑖) = −8 + 6𝑖 

∆= (𝑥 + 𝑖𝑦)2 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 10

𝑥2 − 𝑦2 = −8
2𝑥𝑦 = 6

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 =
3

𝑥

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = 3

⇒ ∆= (1 + 3𝑖)2  

𝑧1 =
5 − 𝑖 − 1 − 3𝑖

2
= 2 − 2𝑖 ;  𝑧2 =

5 − 𝑖 + 1 + 3𝑖

2
= 3 + 𝑖 

𝑆 = {2𝑖 ; 2 − 2𝑖 ; 3 + 𝑖}  

3. 𝒛𝟐 = 𝟑 + 𝒊 و 𝒛𝟏 = 𝟐 − 𝟐𝒊 ، 𝒛𝟎 = 𝟐𝒊 

 الشكل الأسيّ المثلثي وعلى الشكل  𝒛𝟎 و𝒛𝟏 ينالعدد كتابة .أ

𝑧0 = 2𝑖 = 2 (cos
𝜋

2
+ 𝑖 sin

𝜋

2
) = 2𝑒𝑖

𝜋
2  

𝑧1 = 2 − 2𝑖 = 2√2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = 2√2 [cos (−

𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

𝜋

4
)]

= 2√2𝑒−𝑖
𝜋
4  

) ينالعدد كتابة .ب
𝒛𝟏

𝟐√𝟐
)
𝟐𝟎𝟎𝟖

) و 
𝒛𝟎

𝟐
)
𝟏𝟒𝟐𝟗

 الجبريعلى الشكل  

(
𝑧0
2
)
1429

= 𝑒𝑖
1429𝜋
2 = 𝑒𝑖(714𝜋+

𝜋
2
) = 𝑒𝑖

𝜋
2 = 𝑖  

(
𝑧1

2√2
)
2008

= 𝑒−𝑖
2008𝜋
4 = 𝑒−𝑖502𝜋 = 𝑒0 = 1  

4. 𝜶 =
𝒛𝟐−𝟐+(√𝟑−𝟏)𝒊

𝒛𝟏
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 𝜶طويلة وعمدة العدد المركّب  تعيين .أ

𝛼 =
𝑧2 − 2 + (√3 − 1)𝑖

𝑧1
=
1 + √3𝑖

2 − 2𝑖
=

2𝑒𝑖
𝜋
3

2√2𝑒
−𝑖
𝜋
4

=
√2

2
𝑒𝑖
7𝜋
12  

|𝛼| =
√2

2
 ; arg(𝛼) =

7𝜋

12
 

𝐜𝐨𝐬من  كل استنتاجالجبري وعلى الشكل  𝜶العدد  كتابة .ب
𝟕𝝅

𝟏𝟐
و 𝐬𝐢𝐧

𝟕𝝅

𝟏𝟐
 

𝛼 =
1 + √3𝑖

2 − 2𝑖
=
(1 + √3𝑖)(2 + 2𝑖)

8
=
1 − √3

4
+
1 + √3

4
𝑖  

sin
7𝜋

12
=

1 + √3
4

√2
2

=
√2 + √6

4
  ;  cos

7𝜋

12
=

1 − √3
4

√2
2

=
√2 − √6

4
 

 
 .74 حل التمرين

𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝟐𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝟏 + √𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،𝒛𝑫 = 𝒛𝑩̅̅ ̅. 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑨 و𝑪 تينالنقطم يعلتأ.           .1

𝒛𝑩|من  كل حساب .ب − 𝒛𝑪|و |𝒛𝑨 − 𝒛𝑪| ، |𝒛𝑨 − 𝒛𝑩| 

|𝑧𝐴 − 𝑧𝐵| = |−√3 + 𝑖| = 2  

|𝑧𝐴 − 𝑧𝐶| = |4𝑖| = 4  

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐶| = |√3 + 3𝑖| = 2√3  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج .ج

𝐴𝐵2 + 𝐵𝐶2 = 𝐴𝐶2 ⇒  𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

العدد المركّب  كتابةأ.           .2
𝒛𝑨−𝒛𝑩

𝒛𝑪−𝒛𝑩
 الشكل الجبري ثمّ على الشكل المثلثي على 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=
−√3 + 𝑖

−√3 − 3𝑖
=
(−√3 + 𝑖)(−√3 + 3𝑖)

12
= −

√3

3
𝑖 = −

√3

3
𝑒−𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث مرة أخرى  استنتاج .ب

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

= −
√3

3
𝑒−𝑖

𝜋
2 ⇒ (𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
⇒  𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

3. (𝜸)  المحيطة بالمثلث الدائرة هي𝑨𝑩𝑪 

𝒛فإنّ :  (𝜸)من  𝑴لاحقة نقطة  𝒛تحقق أنّه إذا كانت ال .أ = 𝟏 + 𝟐𝒆𝒊𝜽  

 نصف قطرها. لدينا : 𝑟و  (𝛾) الدائرةمركز  𝜔لتكن النقطة 
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𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

= 1  ; 𝑟 =
𝐴𝐶

2
=
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐴|

2
=
|−4𝑖|

2
= 2  

𝑀(𝑧) ∈ (𝛾) ⇒ 𝜔𝑀 = 𝑟 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝜔| = 𝑟 ⇒ |𝑧 − 1| = 2 ⇒ 𝑧 − 1 = 2𝑒
𝑖𝜃 

⇒ 𝑧 = 1 + 2𝑒𝑖𝜃  ;  𝜃 ∈ ℝ 

 (𝜸)الدائرة نقطة من  𝑫تحقق أنّ ال .ب

|𝑧𝐷 − 𝑧𝜔| = |√3 − 𝑖| = 2 ⇒ 𝐷 ∈ (𝛾)  

 𝑩 و𝑫النقطتين  انشاء .ج

𝐷  النقطة من الدائرة هي(𝛾) وفصيلتها موجبة ، أمّا النقطة  1−ترتيبها  التي𝐵 

 فهي نظيرتها بالنسبة لمحور الفواصل.

 

 
 .75 حل التمرين

 حيث : 𝑷(𝒛)، كثير الحدود  ℂنعتبر في مجموعة الأعداد المركّبة  .1

𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟒𝒛𝟐 + 𝟔𝒛 − 𝟒 

𝑷(𝒛)أنّ المعادلة  بيان .أ =  يا صرفا تقبل حلا تخيللا  𝟎

𝑃(𝑖𝑦) = 0 ⇒ (𝑖𝑦)3 − 4(𝑖𝑦)2 + 6(𝑖𝑦) − 4 = 0 

⇒ (4𝑦2 − 4) + (6 − 𝑦2)𝑖𝑦 = 0 ⇒ {
4𝑦2 − 4 = 0

𝑦(6 − 𝑦2) = 0
 

⇒ {
𝑦 ∈ {−1 ; 1}

𝑦 ∈ {0;−√6 ; √6}
⇒ 𝑃(𝑧) لا تقبل حلا تخيليا صرفا = المعادلة 0  

𝑷(𝒛)حيث :  𝒂 و𝒃العددين الحقيقيين  تعيين .ب = (𝒛 − 𝟐)(𝒛𝟐 + 𝒂𝒛 + 𝒃) 

 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 2)  

 

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .ج = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 2) = 0 

𝑧 − 2 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2 

𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0 ;  ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 1 − 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + 𝑖 

𝑆 = {2 ;  1 − 𝑖 ; 1 + 𝑖}  

 1 −4 6 −4 

2     

 1 −2 2 0 
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2. 𝒛𝑪 = 𝟏 + 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟐 

 على الشكل الأسيّ  𝒛𝑩 و𝒛𝑪 ينالعدد كتابة  .أ

𝑧𝐵 = 1 − 𝑖 = √2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = √2𝑒−𝑖

𝜋
4  

𝑧𝐶 = 1 + 𝑖 = √2(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = √2𝑒𝑖

𝜋
4  

العدد  كتابة .ب
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 الجبري على الشكل  

𝑧𝐶−𝑧𝐴

𝑧𝐵−𝑧𝐴
=
−1+𝑖

−1−𝑖
=
(−1+𝑖)2

2
= −

2𝑖

2
= −𝑖 2 

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= −𝑖 ⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

  𝑳العدد المركّب  حساب .ج

𝐿 = (
𝑧𝐵

√2
)
1434

− √2(
𝑧𝐶

√2
)
2013

= (𝑒−𝑖
𝜋
4)
1434

− √2(𝑒𝑖
𝜋
4)
2013

 

𝐿 = 𝑒−𝑖
1434𝜋
4 − √2𝑒𝑖

2013𝜋
4 = 𝑒−𝑖

𝜋
2 − √2𝑒𝑖

5𝜋
4 = −𝑖 − √2(−

√2

2
−
√2

2
𝑖) 

𝐿 = −𝑖 + 1 + 𝑖 = 1  

  𝑪 إلى 𝑩 يحوّل و𝑨 دوران مركزه 𝑹 ليكن  .3

 𝑹 المركّبة للدوران عبارة ال كتابة .أ

{
𝑅(𝐴) = 𝐴
𝑅(𝐵) = 𝐶

⇒ {
𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐶 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= −𝑖

𝑏 = 𝑧𝐴(1 − 𝑎) = 2 + 2𝑖
 

𝑅(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = −𝑖𝑧 + 2 + 2𝑖  

 𝑹 بالدوران  𝑪صورة  𝑫 لاحقة النقطة تعيين

𝑅(𝐶) = 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = −𝑖𝑧𝐶 + 2 + 2𝑖 = −𝑖(1 + 𝑖) + 2 + 2𝑖 = 3 + 𝑖  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(  (𝜞) و(′𝜞)الدائرتين انشاء .ب

لاحقتها  ′𝑴النقطة و 𝑪تختلف عن النقطة  𝒛لاحقتها  (𝜞)الدائرة نقطة من 𝑴 كن تل .4

𝒛′  حيث𝑹(𝑴) = 𝑴′ 

𝒛تكُتب على الشكل  (𝜞)أنّ معادلة الدائرة  بيان .أ = 𝟏 + 𝒆𝒊𝜽  من أجل𝒌 ∈ ℤ    

𝜽و  ≠
𝝅

𝟐
+ 𝟐𝒌𝝅 

 نصف قطرها. لدينا : 𝑟و  (𝛤) الدائرةمركز  𝜔لتكن النقطة 

𝑧𝜔 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

= 1  ; 𝑟 =
𝐵𝐶

2
=
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐵|

2
=
|2𝑖|

2
= 1  
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𝑀(𝑧) ∈ (𝛤) ⇒ 𝜔𝑀 = 𝑟 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝜔| = 𝑟 ⇒ |𝑧 − 1| = 1 ⇒ 𝑧 − 1 = 𝑒
𝑖𝜃 

⇒ 𝑧 = 1 + 𝑒𝑖𝜃  ; 𝑧 ≠ 𝑧𝐶 ⇒ 1 + 𝑒
𝑖𝜃 ≠ 1 + 𝑖 ⇒ 𝑒𝑖𝜃 ≠ 𝑖  

⇒ 𝜃 ≠
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  ; 𝑘 ∈ ℤ 

 𝜽بدلالة  ′𝒛عن  التعبير .ب

𝑅(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = −𝑖𝑧 + 2 + 2𝑖 = −𝑖(1 + 𝑒𝑖𝜃) + 2 + 2𝑖 

⇒ 𝑧′ = 2 + (1 − 𝑒𝑖𝜃)𝑖  

أنّ :  اثبات .ج
𝒛′−𝒛𝑪

𝒛−𝒛𝑪
=

𝐜𝐨𝐬 𝜽

𝟏−𝐬𝐢𝐧𝜽
  

𝑧′ − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐶

=
1 − 𝑖𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃 − 𝑖
=
1 − 𝑖(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)

cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 𝑖
=
1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃

cos 𝜃 + 𝑖(sin 𝜃 − 1)
 

 =
[1 + sin 𝜃 − 𝑖 cos 𝜃][cos 𝜃 − 𝑖(sin 𝜃 − 1)]

cos2 𝜃 + (sin 𝜃 − 1)2
=

2 cos 𝜃

2 − 2 sin 𝜃
 

 =
cos 𝜃

1 − sin 𝜃
 

 ر النتيجة هندسيايفست

𝑧′ − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐶

∈ ℝ ⇒ النقط 𝑀′، 𝑀 و𝐶 في استقامية  
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𝒇(𝒛) =
𝒛 − 𝒊

𝒛 − 𝟏
 

𝒇(𝟏عدد ال كتابة .1 + 𝒊) على شكله الجبري 

𝑓(1 + 𝑖) =
1

𝑖
= −𝑖  

̅̅𝒇(𝒛)عن  التعبير .2 ̅̅  𝒛̅بدلالة  ̅̅

𝑓(𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ =
𝑧 − 𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑧 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
=
𝑧̅ + 𝑖

𝑧̅ − 1
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3. 𝒛𝑨 = 𝟏   ،𝒛𝑩 = 𝒊  ،𝒛 = 𝒙 + 𝒊𝒚  

 حقيقيا سالبا تماما 𝒇(𝒛)من المستوي بحيث يكون  𝑴مجموعة النقط  تعيين .أ

 :طريقة 

𝑓(𝑧) =
𝑥 + (𝑦 − 1)𝑖

(𝑥 − 1) + 𝑖𝑦
=
[𝑥 + (𝑦 − 1)𝑖][(𝑥 − 1) − 𝑖𝑦]

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
 

=
[𝑥(𝑥 − 1) + 𝑦(𝑦 − 1)] + [(𝑥 − 1)(𝑦 − 1) − 𝑥𝑦]𝑖

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
 

=
𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥 − 𝑦

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
−

𝑥 + 𝑦 − 1

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2
𝑖 

𝑓(𝑧) < 0 ⇒ {

𝑥 + 𝑦 − 1 = 0

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≠ 0

𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥 − 𝑦 < 0

⇒

{
 

 
𝑦 = −𝑥 + 1
(𝑥; 𝑦) ≠ (1; 0)

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 −
1

2
)
2

<
1

2

 

 حقيقيا سالبا تماما 𝑓(𝑧)من المستوي بحيث يكون  𝑀مجموعة النقط منه نستنتج أنّ 

𝑦الجزء من المستقيم ذي المعادلة هي  = −𝑥 + المرسوم داخل الدائرة ذات  1

)المركز 
1

2
;
1

2
𝑟ونصف القطر  ( =

1

2
 ]𝐴𝐵[، أي القطعة  𝐴 و𝐵باستثناء النقطتين  

 :طريقة 

𝑓(𝑧) < 0 ⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) = (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = (2𝑘 + 1)𝜋

⇒ 𝑀 ∈ ]𝐴𝐵[  

|𝒇(𝒛)|حتى يكون  𝑴مجموعة النقط  تعيين .ب = 𝟏 

|𝑓(𝑧)| = 1 ⇒ |
𝑧 − 𝑖

𝑧 − 1
| = 1 ⇒ |𝑧 − 𝑖| = |𝑧 − 1| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐵| = |𝑧 − 𝑧𝐴| 

⇒ 𝐵𝑀 = 𝐴𝑀  

|𝑓(𝑧)|حتى يكون  𝑀مجموعة النقط منه نستنتج أنّ  =  [𝐴𝐵]هي محور القطعة  1

4. 𝒛𝑪 = 𝟏 + 𝒊 

  𝑨𝑩𝑪المثلث تعيين طبيعة  .أ

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

=
−𝑖

−1
= 𝑖 ⇒ {

𝐶𝐴 = 𝐶𝐵

(𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐶 ومتساوي الساقين   

  (𝑨𝑩)بالنسبة إلى المستقيم  𝑪نظيرة  𝑫لاحقة النقطة  تعيين .ب

𝑧𝐼. لدينا : [𝐴𝐵]القطعة منتصف  𝐼ن النقطة لتك =
𝑧𝐴+𝑧𝐵

2
=
1

2
+
1

2
𝑖 

𝐶𝐴بما أنّ  = 𝐶𝐵  ّالنقطة ، فإن𝐶  تنتمي إلى محور القطعة[𝐴𝐵]  ، 

 ، ومنه : [𝐶𝐷]القطعة منتصف  𝐼النقطة وبالتالي تكون 

196



𝑧𝐼 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2

⇒ 𝑧𝐷 = 2𝑧𝐼 − 𝑧𝐶 = 1 + 𝑖 − 1 − 𝑖 = 0 ⇒ 𝐷 = 𝑂  

 𝑨𝑪𝑩𝑫طبيعة الرباعي  استنتاج

، المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐶 ومتساوي الساقين متناصفان و [𝐶𝐷]و [𝐴𝐵]القطران 

مربّع )متوازي أضلاع له زاوية قائمة وضلعان  𝐴𝐶𝐵𝐷منه نستنتج أنّ الرباعي 

 متتاليان متقايسان(

  𝑺العبارة المركّبة للتحويل  تعيين .5

{
𝑆(𝐶) = 𝐵
𝑆(𝐵) = 𝐸

⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏
𝑧𝐸 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐵 − 𝑧𝐸
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=
𝑖 + 1

1
= 1 + 𝑖

𝑏 = 𝑧𝐵 − 𝑎𝑧𝐶 = 𝑖 − (1 + 𝑖)
2 = −𝑖

 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)𝑧 − 𝑖  

 وعناصره المميزة 𝑺لتحويل ا طبيعة استنتاج

𝑎 = 1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖
𝜋
4  ;  𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
=
−𝑖

−𝑖
= 1 = 𝑧𝐴 

وزاويته  2√، نسبته  𝐴تشابه مباشر مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ التحويل  
𝜋

4
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1. 𝒛  عدد مركّب عمدته
𝝅

𝟔
. عمدة العدد المركّب 
𝒊

𝒛̅𝟐
ج(  هي : 

𝟓𝝅

𝟔
  

arg (
𝑖

𝑧̅2
) = arg(𝑖) − 2 arg(𝑧̅) =

𝜋

2
− 2 (−

𝜋

6
) =

𝜋

2
+
𝜋

3
=
5𝜋

6
 

2. 𝒛  عدد مركّب حيث𝒛 = −√𝟑 + 𝒆
𝒊
𝝅

𝒆𝒊ب(  هو : 𝒛. الشكل الأسّي للعدد 𝟔
𝟕𝝅

𝟔  

𝑧 = −√3 + 𝑒𝑖
𝜋
6 = −√3 +

√3

2
+
1

2
𝑖 = −

√3

2
+
1

2
𝑖 = 𝑒𝑖(𝜋+

𝜋
6
) = 𝑒𝑖

7𝜋
6  

3. 𝒛  و𝒛′  عددان مركّبان حيث|𝒛| = ′𝒛و 𝟐 = 𝒛 −
𝟏

𝒛̅
|′𝒛|ج(  . لدينا :  =

𝟑

𝟐
 

|𝑧′| = |𝑧 −
1

𝑧̅
| = |

𝑧𝑧̅ − 1

𝑧̅
| =

|𝑧𝑧̅ − 1|

|𝑧̅|
=
||𝑧|2 − 1|

|𝑧|̅
=
4 − 1

2
=
3

2
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𝒛ذات اللاحقة  𝑴مجموعة النقط المركّب ، المستوي في  .4 = 𝒙 + 𝒊𝒚 لتي تحقق : ا

|𝒛 − 𝟏| = |𝒛 + 𝒊| : ب(  هي المستقيم الذي معادلته𝒚 = −𝒙  

|𝑧 − 1| = |𝑧 + 𝑖| ⇒ |𝑥 − 1 + 𝑖𝑦|2 = |𝑥 + (𝑦 + 1)𝑖|2 

⇒ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 ⇒ −2𝑥 + 1 = 2𝑦 + 1 ⇒ 𝑦 = −𝑥  

5. 𝒛  عدد مركّب حيث𝒛 = (𝟏 + 𝒊√𝟑)
𝒏

𝒏ج(  حقيقي معناه: 𝒛. العدد  = 𝟑𝒌 

arg(1 + 𝑖√3)
𝑛
= 𝑛 arg(1 + 𝑖√3) =

𝑛𝜋

3
 

𝑧 ∈ ℝ ⇒ arg(𝑧) = 𝑘𝜋 ⇒
𝑛𝜋

3
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 3𝑘  

 

 
 .78 حل التمرين

1. 𝒛𝟏 = (𝟏 + 𝒊) 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝟏كتابة  .أ

𝑧1 = (1 + 𝑖) = √2𝑒𝑖
𝜋
4  

(𝒛𝟏)حتى يكون  𝒏تعيين قيم  .ب
𝟕𝒏+𝟏 اتخيليا صرف 

(𝑧1)
7𝑛+1 تخيلي صرف ⇒ arg[(𝑧1)

7𝑛+1] =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

(7𝑛 + 1)𝜋

4
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

⇒
7𝑛 + 1

4
=
1

2
+ 𝑘 ⇒ 7𝑛 + 1 = 4𝑘 + 2 ⇒ 7𝑛 = 4𝑘 + 1

⇒ 7𝑛 ≡ 1[4] ⇒ 𝑛 ≡ 3[4] ⇒ 𝑛 = 4𝑘′ + 3 ; 𝑘′ ∈ ℕ  

2. 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − (𝟐 + 𝒊)𝒛𝟐 + 𝟐(𝟏 + 𝒊)𝒛 − 𝟐𝒊 

𝑷(𝒛𝟏)حيث  تعيين قيمة  .أ = 𝟎 

𝑃(𝑧1) = 0 ⇒ 3(1 + 𝑖)3 − 2(2 + 𝑖)(1 + 𝑖)2 + 2(1 + 𝑖)2 − 2𝑖 = 0 

⇒ (−23 + 22) + (23 − 42 + 4− 2)𝑖 = 0 

⇒ { −23 + 22 = 0

23 − 42 + 4− 2 = 0
⇒  = 1  

𝑷(𝒛)حيث :  𝒂 و 𝒃تعيين  .ب = (𝒛 − 𝒛𝟏)(𝒛 − 𝒂)(𝒛 − 𝒃) 

 

 1 −2 − 𝑖 2 + 2𝑖 −2𝑖 

1 + 𝑖     

 1 −1 1 + 𝑖 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 1 − 𝑖)(𝑧2 − 𝑧 + 1 + 𝑖) = (𝑧 − 1 − 𝑖)(𝑧 − 𝑖)(𝑧 − 1 + 𝑖)

⇒ 𝑎 = 𝑖 ;  𝑏 = 1 − 𝑖  
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𝑷(𝒛)استنتاج حلول المعادلة  .ج = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ 𝑧 = 1 + 𝑖 أو 𝑧 = 𝑖 أو 𝑧 = 1 − 𝑖 ⇒ 𝑆 = {1 + 𝑖 ; 𝑖 ; 1 − 𝑖}  

 𝒇𝜶طبيعة والعناصر المميزة للتحويل  𝛂تعيين حسب قيم  .3

𝑀′{(𝐴; −1), (𝐶; 𝛼 − 2), (𝐵; 𝛼 − 1), (𝑀, 1)} 

𝑧′ =
−𝑧𝐴 + (𝛼 − 2)𝑧𝐶 + (𝛼 − 1)𝑧𝐵 + 𝑧

2𝛼–3
 

𝑧′ =
−1 − 𝑖 + (𝛼 − 2)𝑖 + (𝛼 − 1)(1 − 𝑖) + 𝑧

2𝛼– 3
=
𝛼 − 2 − 2𝑖 + 𝑧

2𝛼– 3
 

𝑧′ =
1

2𝛼–3
𝑧 +

𝛼 − 2 − 2𝑖

2𝛼– 3
 

𝑓𝛼(𝑀) = 𝑀
′ ⇒ 𝑧′ =

1

2𝛼– 3
𝑧 +

𝛼 − 2 − 2𝑖

2𝛼–3
 

2𝛼 − 3 = 1 ⇒ 𝛼 = 2 ∶ 𝑧′ = 𝑧 − 2𝑖 ⇒ 𝑢⃗ (0;−2) انسحاب شعاعه 𝑓𝛼  

𝛼 ∈ ℝ − {1;
3

2
} ∶ 𝑧𝜔 =

𝛼 − 2 − 2𝑖
2𝛼–3

1 −
1

2𝛼– 3

=
𝛼 − 2

2𝛼–4
−

1

𝛼–2
𝑖 

𝜔 (
𝛼 − 2

2𝛼– 4
;
1

𝛼–2
)  ومركزه 

1

2𝛼– 3
𝑓𝛼 تحاكي نسبته   
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-I  مجموعة الحل فيℂ المعادلة  : 𝒛𝟐 − 𝟐(𝟏 + √𝟐)𝒛 + 𝟐(𝟐 + √𝟐) = 𝟎 

∆= 4(1 + √2)
2
− 8(2 + √2) = −4 = (2𝑖)2  

𝑧1 = 1 + √2 − 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + √2 + 𝑖 

𝑆 = {1 + √2 − 𝑖 ; 1 + √2 + 𝑖}  

-II  𝒛𝑨 = 𝟏 + √𝟐 − 𝒊،𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊  ، 𝒛𝑪 = 𝟏 + √𝟐 + 𝒊 . 

𝒛𝑩أنّ :  بيان .1 × 𝒛𝑪 = √𝟐𝒛𝑨 

𝑧𝐵 × 𝑧𝐶 = (1 − 𝑖)(1 + √2 + 𝑖) = 2 + √2 − 𝑖√2 = √2𝑧𝐴  

 𝐚𝐫𝐠 (𝒛𝑪) استنتاجو 𝐚𝐫𝐠 (𝒛𝑩) حساب .2

𝑧𝐵 = 1 − 𝑖 = √2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) ⇒ arg(𝑧𝐵) = −

𝜋

4
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{𝑧𝐵 × 𝑧𝐶 = √2𝑧𝐴
𝑧𝐴 = 𝑧𝐶̅̅ ̅

⇒ arg(𝑧𝐵) + arg(𝑧𝐶) = −arg(𝑧𝐶) 

⇒ 2arg(𝑧𝐶) = − arg(𝑧𝐵) ⇒ arg(𝑧𝐶) =
𝜋

8
 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑨 و𝒛𝑩العددين  كتابة .3

|𝑧𝐴| = |1 + √2 − 𝑖| = √(1 + √2)
2
+ (−1)2 = √4 + 2√2 

𝑧𝐴 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ ⇒ arg(𝑧𝐴) = −
𝜋

8
⇒ 𝑧𝐴 = √4 + 2√2 𝑒

−𝑖
𝜋
8  

|𝑧𝐵| = |1 − 𝑖| = √2 ; arg(𝑧𝐵) = −
𝜋

4
⇒ 𝑧𝐵 = √2𝑒

−𝑖
𝜋
4  

) كتابة
𝒛𝑩

√𝟐
)
𝟐𝟎𝟏𝟐

 على الشكل الجبري 

(
𝑧𝐵

√2
)
2012

= (
√2𝑒

−𝑖
𝜋
4

√2
)

2012

= 𝑒−𝑖
2012𝜋

4 = 𝑒−𝑖503𝜋 = 𝑒𝑖𝜋 = −1  

  𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  تعيين .4

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
√2

2𝑖
= −

√2

2
𝑖 ⇒ (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
⇒  𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 𝒓 اء نقطة ، يطُلب تعيين نصف قطرهاهي دائرة باستثن (𝑬)أنّ  بيان .5

𝑅𝑒 (
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐴

) = 0 ⇒  تخيلي صرف
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐴

⇒ 𝑎𝑟𝑔 (
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ . 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  

 𝐴باستثناء النقطة  [𝐴𝐶]هي الدائرة التي قطرها  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 

𝑟 =
𝐴𝐶

2
=
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐴|

2
=
|2𝑖|

2
= 1  
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 .80 حل التمرين

𝒛𝟐:  عادلةالم ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1 + 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒 = 𝟎 

∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = −√3 + 𝑖 ; 𝑧2 = −√3 − 𝑖 

𝑆 = {−√3 + 𝑖 ; −√3 − 𝑖}  

2. 𝒄 = −√𝟑 − 𝒊 ، 𝒃 = −√𝟑 + 𝒊 ، 𝒂 = 𝟐𝒊    

 على الشكل الأسّي  𝒃 ، 𝒂 و𝒄الأعداد  كتابة

𝑎 = 2𝑖 = 2𝑒𝑖
𝜋
2  

𝑏 = −√3 + 𝑖 = 2(−
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

5𝜋
6  

𝑐 = −√3 − 𝑖 = 2(−
√3

2
−
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

7𝜋
6  

 تخيلي صرف 𝒃𝟏𝟒𝟑𝟏أنّ العدد  بيان .3

𝑏1431 = (2𝑒𝑖
5𝜋
6 )

1431

= 21431𝑒𝑖
1431×5𝜋

6 = 21431𝑒𝑖
2385𝜋
2 = 21431𝑒𝑖

𝜋
2  

𝑏 = 21431𝑖  

,𝑶) متجانسالمتعامد والمعلم النسوب إلى مالالمستوي المركّب نعتبر في  .4 𝒖⃗⃗ , 𝒗⃗⃗ ) 

,𝑪,𝑩نقط ال 𝑨  لواحقها على الترتيب الأعداد المركّبة𝒄و 𝒃 ، 𝒂 

; 𝑶𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗)قيس للزاوية  حساب .أ 𝑶𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝑶𝑨𝑩طبيعة المثلث  استنتاجو ( 

𝑏

𝑎
=
2𝑒𝑖

5𝜋
6

2𝑒𝑖
𝜋
2

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

𝜋

3
 

𝑏

𝑎
= 𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ {

𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع   

 يطُلب حساب مساحته عينم 𝑶𝑨𝑩𝑪أنّ الرباعي  اثبات .ب

𝑏 − 𝑎 = 𝑐 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒  𝑂𝐴𝐵𝐶 متوازي أضلاع

 وازي )مت 𝑂𝐴𝐵𝐶الرباعي ، نستنتج أنّ  المثلث 𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاعبما أنّ 

 أضلاه له ضلعان متتاليان متقايسان(

𝒜𝑂𝐴𝐵𝐶 =
𝑂𝐵 × 𝐴𝐶

2
=
|𝑏| × |𝑐 − 𝑎|

2
=
|−√3 + 𝑖| × |−√3 − 3𝑖|

2
 

𝒜𝑂𝐴𝐵𝐶 = 2√3 𝑢𝑎  

 𝑨إلى  𝑶ويحوّل  𝑩الذي مركزه النقطة  𝑹زاوية الدوران  تحديد .ج
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𝑅(𝑂) = 𝐴 ⇒ 𝑎 − 𝑏 = 𝑒𝑖𝜃(−𝑏) ⇒ 𝑒𝑖𝜃 =
𝑏 − 𝑎

𝑏
=
−√3 − 𝑖

−√3 + 𝑖
=
1

2
+
√3

2
𝑖 

⇒ 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ 𝜃 =

𝜋

3
 

 𝟑−ونسبته  𝑩الذي مركزه  𝑯الصيغة المركّبة للتحاكي  كتابة .د

𝐻(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑏 = −3(𝑧 − 𝑏) ⇒ 𝑧′ = −3𝑧 + 4𝑏 

⇒ 𝑧′ = −3𝑧 − 4√3 + 4𝑖  

𝑺الصيغة المركّبة للتحويل  اعطاء .ه = 𝑹𝒐𝑯  

𝑀
𝐻
→𝑀1

𝑅
→𝑀′ ⇒ 𝑀

𝑅𝑜𝐻
→  𝑀′  

𝑆(𝑀) = 𝑅𝑜𝐻(𝑀) = 𝑅[𝐻(𝑀)] = 𝑅(𝑀1) = 𝑀
′ ⇒ {

𝑧1 = −3𝑧 − 4√3 + 4𝑖

𝑧′ − 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖
𝜋
3(𝑧1 − 𝑧𝐵)

 

⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧1 + (1 − 𝑒

𝑖
𝜋
3) 𝑧𝐵 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
+
√3

2
𝑖) (−3𝑧 − 4√3 + 4𝑖) + (

1

2
−
√3

2
𝑖) (−√3 + 𝑖) 

⇒ 𝑧′ = (−
3

2
−
3√3

2
𝑖) 𝑧 − 4√3 − 2𝑖  

 

 وعناصره المميزة 𝑺طبيعة التحويل  تحديد

 : استنتاجا الطريقة 

𝑅
(𝐵;
𝜋
3
)
𝑜𝐻(𝐵;−3) = 𝑆(𝐵;|−3|;𝜋+𝜋

3
)
= 𝑆

(𝐵;3;
4𝜋
3
)

 

 : حسابيا الطريقة 

𝑎 = −
3

2
−
3√3

2
𝑖 = 3(−

1

2
−
√3

2
𝑖) = 3𝑒𝑖

4𝜋
3  

𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=
−4√3 − 2𝑖

5
2 +

3√3
2 𝑖

=
−8√3 − 4𝑖

5 + 3√3𝑖
= −√3 + 𝑖 = 𝑧𝐵 

وزاويته  3√، نسبته  𝐵تشابه مباشر مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ التحويل 
4𝜋

3
 

 مساحته. حسابطبيعته و تحديدمع  𝑺بالتحويل  𝑶𝑨𝑩𝑪 المعينصورة  تعيين .و

𝑆(𝑂) = 𝑂′ ⇒ 𝑧𝑂′ = (−
3

2
−
3√3

2
𝑖) 𝑧0 − 4√3 − 2𝑖 = −4√3 − 2𝑖  
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𝑆(𝐴) = 𝐴′ ⇒ 𝑧𝐴′ = (−
3

2
−
3√3

2
𝑖) 𝑧𝐴 − 4√3 − 2𝑖 = −√3 − 5𝑖  

𝑆(𝐵) = 𝐵 (نقطة صامدة) 

𝑆(𝐶) = 𝐶′ ⇒ 𝑧𝐶′ = (−
3

2
−
3√3

2
𝑖) 𝑧𝐶 − 4√3 − 2𝑖 = −4√3 + 4𝑖  

 ذو المساحة : ′𝑂′𝐴′𝐵𝐶هو المعيّن  𝑆بالتحويل  𝑂𝐴𝐵𝐶صورة المعيّن ستنتج أنّ منه ن

𝒜𝑂′𝐴′𝐵𝐶′ = (3)
2𝒜𝑂𝐴𝐵𝐶 = 9 × 2√3 = 18√3 𝑢𝑎  

 

 
 .81 حل التمرين

 (𝐈 𝒂 =
√𝟑+𝟏

𝟒
+
√𝟑−𝟏

𝟒
𝒊 ، 𝒛𝟎 = 𝟔 + 𝟔𝒊  ،𝒛𝒏 = 𝒂

𝒏𝒛𝟎 

 على الشكل الجبري ثمّ الأسّي  𝒛𝟏 و𝒂𝟐من  كل كتابة .1

𝑧1 = 𝑎𝑧0 = (
√3+1

4
+
√3−1

4
𝑖) (6 + 6𝑖) = 3 + 3√3𝑖   

𝑧1 = 3 + 3√3𝑖 = 6(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 6𝑒𝑖

𝜋
3  

𝑎2 = (
√3 + 1

4
+
√3 − 1

4
𝑖)

2

 

= (
√3 + 1

4
)

2

− (
√3 − 1

4
)

2

+ 2(
√3 + 1

4
)(
√3 − 1

4
𝑖) 

=
4 + 2√3

16
−
4 − 2√3

16
+
4𝑖

16
=
√3

4
+
1

4
𝑖  
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𝑎2 =
√3

4
+
1

4
𝑖 =

1

2
(
√3

2
+
1

2
𝑖) =

1

2
𝑒𝑖
𝜋
6  

 𝒛𝟑 و𝒛𝟕لكل من  يأسّ  شكل استنتاجو 𝒂𝟐بدلالة  𝒛𝟑 و𝒛𝟕عن  التعبير .2

𝑧3 = 𝑎
3𝑧0 = 𝑎2𝑧1  ;  𝑧7 = 𝑎

7𝑧0 = (𝑎2)3𝑧1  

𝑧3 = 𝑎
2𝑧1 =

1

2
𝑒𝑖
𝜋
6 × 6𝑒𝑖

𝜋
3 = 3𝑒𝑖

𝜋
2  

𝑧7 = (𝑎
2)3𝑧1 = (

1

2
𝑒𝑖
𝜋
6)
3

× 6𝑒𝑖
𝜋
3 =

1

8
𝑒𝑖
𝜋
2 × 6𝑒𝑖

𝜋
3 =

3

4
𝑒𝑖
5𝜋
6  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑨𝟑 ، 𝑨𝟏 ، 𝑨𝟎 و𝑨𝟕 النقط تعليم .3

(𝐈𝐈 |𝒛𝒏| = 𝒖𝒏 

𝒖𝒏، فإنّ  𝒏من أجل كل عدد طبيعي أنّه  بيان .1 = 𝟏𝟐(
√𝟐

𝟐
)
𝒏+𝟏

  

𝑢𝑛 = |𝑧𝑛| = |𝑎
𝑛𝑧0| = |𝑎

2|
𝑛
2|𝑧0| = (

1

2
)

𝑛
2
× 6√2 = (

√2

2
)

𝑛

× 12(
√2

2
) 

 = (√
1

2
)

𝑛

× 6√2 ⇒ 𝑢𝑛 = 12(
√2

2
)

𝑛+1

 

 متتالية هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول (𝒖𝒏)أنّ  استنتاج .2

𝑢𝑛+1 = 12(
√2

2
)

𝑛+2

= 12(
√2

2
)

𝑛+1

(
√2

2
) =

√2

2
𝑢𝑛  

لية هندسية أساسها متتا (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ     
√2

2
𝑢0وحدهّا الأول :   = 12 (

√2

2
)
1

= 6√2 

𝐥𝐢𝐦 حساب .3
𝒏→+∞

𝒖𝒏ر النتيجة هندسيايفستو 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = lim
𝑛→+∞

12 (
√2

2
)

𝑛+1

⏟      
→0

= 0 ⇒ 𝑂 تقترب من المبدأ 𝐴𝑛 النقط  

𝑶𝑨𝒑ون بحيث يك 𝒑أصغر عدد طبيعي  تعيين .4 ≤ 𝟏𝟎
−𝟑  

𝑂𝐴𝑝 ≤ 10
−3 ⇒ |𝑧𝑝| ≤ 10

−3 ⇒ 𝑢𝑝 ≤ 10
−3 ⇒ 12(

√2

2
)

𝑝+1

≤ 10−3 

⇒ (
√2

2
)

𝑝+1

≤
1

12 × 103
⇒ (𝑝 + 1) ln (

√2

2
) ≤ − ln(12 × 103) 
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⇒ 𝑝 + 1 ≥ −
ln(12 × 103)

ln (
√2
2 )

⇒ 𝑝 + 1 ≥ 27,1 ⇒ 𝑝 = 27  

; 𝒖⃗⃗)الموجهة للزاوية  قيس تعيين 𝑶𝑨𝒑⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

arg(𝑧27) = arg(𝑎
26 × 𝑧1) = arg(𝑎

2)13 + arg(𝑧1) = 13 (
𝜋

6
) +

𝜋

3
 

 =
𝜋

6
+
𝜋

3
=
𝜋

2
⇒ (𝑢⃗ ; 𝑂𝐴27⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

2
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 وذكر عناصره المميزة 𝑻تعيين طبيعة التحويل  .1

𝑧′ = −(√3 + 𝑖)𝑧 − 1 + (1 + √3)𝑖 

|−√3 − 𝑖| = 2 ; arg(−√3 − 𝑖) ≡
7𝜋

6
[2𝜋] ; 𝑧𝛺 =

−1 + (1 + √3)𝑖

1 + √3 + 𝑖
= 𝑖 

، زاويته  2نسبته  تشابه مباشر 𝑇أنّ التحويل نستنتج 
7𝜋

6
;𝛺(0ومركزه   1) 

; 𝒖⃗⃗)و  𝜴𝑴𝟎حساب  .2 𝜴𝑴𝟎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

𝑧0 − 𝑧𝛺 =
√3

4
−
1

4
𝑖 =

1

2
(
√3

2
−
1

2
𝑖) =

1

2
𝑒−𝑖

𝜋
6  

𝛺𝑀0 = |𝑧0 − 𝑧𝛺| =
1

2
 ;  (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = arg(𝑧0 − 𝑧𝛺) = −

𝜋

6
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3. 𝑴𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑴𝒏) 

 𝑴𝟑 ، 𝑴𝟐 ، 𝑴𝟏 ، 𝜴 و 𝑴𝟒النقط  إنشاء .أ

𝑀1 = 𝑇(𝑀0) ⇒ 𝛺𝑀1 = 2𝛺𝑀0 = 1 ;  (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +
7𝜋

6
= 𝜋  

𝑀2 = 𝑇(𝑀1) ⇒ 𝛺𝑀2 = 2𝛺𝑀1 = 2 ;  (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) +
7𝜋

6
=
𝜋

6
 

𝑀3 = 𝑇(𝑀2) ⇒ 𝛺𝑀3 = 2𝛺𝑀2 = 4 ;  (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +
7𝜋

6
=
4𝜋

3
 

𝑀4 = 𝑇(𝑀3) ⇒ 𝛺𝑀4 = 2𝛺𝑀3 = 8 ;  (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) +
7𝜋

6
=
𝜋

2
 

 

𝒛𝒏البرهان بالتراجع أنّ :  .ب − 𝒊 = 𝟐
𝒏𝒆𝒊

𝟕𝒏𝝅

𝟔 (𝒛𝟎 − 𝒊) 

 : نتحقق أنّ  تحقيق التراجع 𝑧0 − 𝑖 = 2
0𝑒0(𝑧0 − 𝑖) محققة() 

  أنّ نفرض التراجع : فرض 𝑧𝑛 − 𝑖 = 2
𝑛𝑒𝑖

7𝑛𝜋

6 (𝑧0 − 𝑖)  

 أنّ نبرهن التراجع :  برهان 𝑧𝑛+1 − 𝑖 = 2
𝑛+1𝑒𝑖

7(𝑛+1)𝜋

6 (𝑧0 − 𝑖) 

𝑀𝑛+1 = 𝑆(𝑀𝑛) ⇒ 𝑧𝑛+1 − 𝑖 = 2𝑒
𝑖
7𝜋
6 (𝑧𝑛 − 𝑖) = 2𝑒

𝑖
7𝜋
6 . 2𝑛𝑒𝑖

7𝑛𝜋
6 (𝑧0 − 𝑖) 

⇒ 𝑧𝑛+1 − 𝑖 = 2
𝑛+1𝑒𝑖

7(𝑛+1)𝜋
6 (𝑧0 − 𝑖)  

𝜴𝑴𝒏حيث :  𝒏وتعيين أصغر قيمة لـ  𝜴𝑴𝒏حساب  .ج ≥ 𝟏𝟎
𝟐 

𝛺𝑀𝑛 = |𝑧𝑛 − 𝑖| = |2
𝑛𝑒𝑖

7𝑛𝜋
6 (𝑧0 − 𝑖)| = 2

𝑛|𝑧0 − 𝑖| = 2
𝑛 (
1

2
) = 2𝑛−1  
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𝛺𝑀𝑛 ≥ 10
2 ⇒ 2𝑛−1 ≥ 102 ⇒ (𝑛 − 1) ln 2 ≥ 2 ln 10 ⇒ 𝑛 − 1 ≥

2 ln 10

ln 2
⇒ 𝑛 ≥ 7,64 ⇒ 𝑛 = 8  

 𝑺𝒏وتعيين نهاية  𝒏بدلالة  𝑺𝒏حساب  .د

𝑆𝑛 = 𝛺𝑀0 + 𝛺𝑀1 +⋯+ 𝛺𝑀𝑛 = |𝑧0 − 𝑖| + |𝑧1 − 𝑖| +⋯+ |𝑧𝑛 − 𝑖| 

𝑆𝑛 =
1

2
+
1

2
(2) +

1

2
(22) + ⋯+

1

2
(2𝑛) =

1

2
(2𝑛+1 − 1) 

𝑆𝑛 = 2
𝑛 −

1

2
 ; lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

2𝑛 −
1

2
= +∞  

ℤنعتبر في  .4 × ℤ  : 𝟕المعادلة𝒙 − 𝟏𝟐𝒚 = 𝟏… (∗) 

 (∗)لمعادلة لحل خاص  (𝟑−;𝟓−)تحقق أنّ الثنائية ال .أ

7(−5) − 12(−3) = −35 + 36 = 1 ⇒ (−5;−3) ∈ 𝑆(∗)  

 (∗)حل المعادلة 

{
7𝑥 − 12𝑦 = 1

7(−5) − 12(−3) = 1
⇒ 7(𝑥 + 5) = 12(𝑦 + 3) 

{
12 ∣ 7(𝑥 + 5)

𝑃𝐺𝐶𝐷(7; 12) = 1
⇒ 12 ∣ 𝑥 + 5 ⇒ 𝑥 = 12𝛼 − 5 ; 𝑦 = 7𝛼 − 3 

𝑆(∗) = {(12𝛼 − 5 ; 7𝛼 − 3)} ; 𝛼 ∈ ℤ  

𝑰𝒎(𝒛)حيث  𝑴(𝒛)مجموعة النقط  (∆) انشاءو تعيين .ب = 𝑹𝒆(𝒛)و  𝟏 ≥ 𝟎 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ; {
𝐼𝑚(𝑧) = 1
𝑅𝑒(𝑧) ≥ 0

⇒ {
𝑦 = 1
𝑥 ≥ 0

 

ويوازي محور  Ωالذي مبدؤه هي نصف المستقيم  (∆)مجموعة المنه نستنتج أنّ 

 صل وفواصل نقاطه موجبة.الفوا

 
 (∆)تنتمي إلى  𝑴𝒏بحيث  𝒏مجموعة الأعداد الطبيعية  تعيين .ج

𝑀𝑛 ∈ (∆) ⇒ (𝑢⃗ ; 𝛺𝑀𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧𝑛 − 𝑖) = 2𝑘𝜋 

⇒
7𝑛𝜋

6
+ arg(𝑧0 − 𝑖) = 2𝑘𝜋 ⇒

7𝑛𝜋

6
−
𝜋

6
= 2𝑘𝜋 ⇒

7𝑛

6
=
12𝑘 + 1

6
 

⇒ 7𝑛 − 12𝑘 = 1 ⇒ 𝑛 = 12𝛼 − 5  ;  𝛼 ∈ ℤ∗  (حسب السؤال أ) 
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𝒛𝑨 = 𝟏  ،𝒛𝑩 = 𝟒 + 𝒊   ،𝒛𝑪 = 𝟑𝒊  ،𝒛𝑫 = −𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑬 = −𝟐𝒊 

أنّ  بيان .1
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
=
𝒛𝑬−𝒛𝑨

𝒛𝑫−𝒛𝑨
  

{
 

 
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−1 + 3𝑖

3 + 𝑖
= 𝑖

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

=
−1 − 2𝑖

−2 + 𝑖
= 𝑖

⇒
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

 

 ومتساوي الساقين. 𝐴قائم في  𝐴𝐵𝐶 و𝐴𝐷𝐸نستنتج أنّ كلا من المثلثين  

  𝑺بالتشابه المباشر  𝑪لاحقة صورة النقطة  تعيين .2

𝑆(𝐶) = 𝐶′ ⇒ 𝑧𝐶′ − 𝑧𝐴 =
√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) 

⇒ 𝑧𝐶′ = (
1

2
+
1

2
𝑖) 𝑧𝐶 + (

1

2
−
1

2
𝑖) 𝑧𝐴 = 3𝑖 (

1

2
+
1

2
𝑖) + (

1

2
−
1

2
𝑖) 

⇒ 𝑧𝐶′ = −1 + 𝑖 = 𝑧𝐷  

3. 𝑰𝟒و 𝑰𝟑، 𝑰𝟐، 𝑰𝟏  منتصفات القطع المستقيمة[𝑩𝑪]  ،[𝑪𝑫]  ،[𝑫𝑬]  و[𝑬𝑩] 

 𝑰𝟐إلى  𝑰𝟒ويحوّل النقطة  𝑰𝟏مركزه  𝒓أنّه يوجد تحويل نقطي  بيان .أ

𝑧𝐼2 − 𝑧𝐼1
𝑧𝐼4 − 𝑧𝐼1

=

𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2 −

𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

𝑧𝐵 + 𝑧𝐸
2 −

𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

=
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

=
−5

−5𝑖
=
1

𝑖
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

⇒ 𝑧𝐼2 − 𝑧𝐼1 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐼4 − 𝑧𝐼1)  

 هو دوران  𝐼2إلى  𝐼4الذي يحوّل النقطة  𝑟تحويل النقطي منه نستنتج أنّ ال  

−وزاويته  𝐼1مركزه 
𝜋

2
 

𝒛𝑰𝟏 حساب .ب + 𝒛𝑰𝟑  و𝒛𝑰𝟐 + 𝒛𝑰𝟒  

𝑧𝐼1 + 𝑧𝐼3 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐶
2

+
𝑧𝐷 + 𝑧𝐸
2

=
3 + 3𝑖

2
=
3

2
+
3

2
𝑖  

𝑧𝐼2 + 𝑧𝐼4 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐷
2

+
𝑧𝐸 + 𝑧𝐵
2

=
3 + 3𝑖

2
=
3

2
+
3

2
𝑖  

 𝑰𝟏𝑰𝟐𝑰𝟑𝑰𝟒طبيعة الرباعي  استنتاج

)متناصفان  [𝐼1𝐼3] و[𝐼2𝐼4] نيالقطربما أنّ 
𝑧𝐼1+𝑧𝐼3

2
=
𝑧𝐼2+𝑧𝐼4

2
)  

)ومتساوي الساقين  𝐼1قائم في  𝐼1𝐼2𝐼4والمثلث 
𝑧𝐼2−𝑧𝐼1

𝑧𝐼4−𝑧𝐼1
= 𝑒−𝑖

𝜋

2) ، 

 مربّع. 𝐼1𝐼2𝐼3𝐼4نّ الرباعي نستنتج أ
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4. 𝑴′ = 𝑺(𝑴) 

′𝒛أنّ  بيان .أ =
𝟏

𝟐
[(𝟏 + 𝒊)𝒛 + 𝟏 − 𝒊]  

𝑀′ = 𝑆(𝑀) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 =
√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧 − 𝑧𝐴) 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
+
1

2
𝑖) 𝑧 + (

1

2
−
1

2
𝑖) 𝑧𝐴 =

1

2
[(1 + 𝑖)𝑧 + 1 − 𝑖]  

}ن أنّ : ابرهال
𝒙′ =

𝟏

𝟐
(𝒙 − 𝒚 + 𝟏)

𝒚′ =
𝟏

𝟐
(𝒙 + 𝒚 − 𝟏)

 

𝑧′ =
1

2
[(1 + 𝑖)𝑧 + 1 − 𝑖] ⇒ 𝑥′ + 𝑖𝑦′ =

1

2
[(1 + 𝑖)(𝑥 + 𝑖𝑦) + 1 − 𝑖] 

⇒ 𝑥′ + 𝑖𝑦′ =
1

2
(𝑥 − 𝑦 + 1) +

1

2
(𝑥 + 𝑦 − 1)𝑖 ⇒ {

𝑥′ =
1

2
(𝑥 − 𝑦 + 1)

𝑦′ =
1

2
(𝑥 + 𝑦 − 1)

 

ثياتها أعداد صحيحة من المستوي التي إحدا 𝑴ن مجموعة النقط يعيت .ب

⃗⃗⃗⃗⃗⃗′𝑯𝑴وتحقق  ⃗⃗  ⃗. 𝑯𝑲⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −)𝑯، حيث  𝟎
𝟏

𝟐
; ;𝑲(𝟏و  (𝟎 𝟑) 

𝐻𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  [

1

2
(𝑥 − 𝑦 + 2)

1

2
(𝑥 + 𝑦 − 1)

] ;  𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (
3

2
3

)  

𝐻𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0 ⇒
1

2
(𝑥 − 𝑦 + 2) −

3

4
(𝑥 + 𝑦 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 + 5𝑦 = 7… (∗) 

;2)نلاحظ أنّ الثنائية  من الشكل  ℤحلولا في إذن ل تقبفهي  (∗)حل خاص للمعادلة  (1

(5𝛼 + 2;−𝛼 + 𝛼حيث  (1 ∈ ℤ  ، أنّ مجموعة النقط ومنه نستنتج𝑀        من المستوي

⃗⃗⃗⃗′𝐻𝑀التي إحداثياتها أعداد صحيحة وتحقق  ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐻𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝑀(5𝛼هي :  0 + 2;−𝛼 + 1)  

𝑀 ∈ {… , (−8; 3), (−3; 2), (2; 1), (7; 0), (12;−1), … } 
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:                                                     المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .1

(𝒛 − 𝟏 + 𝒊)[𝒛𝟐 − 𝟐(𝟐 + √𝟑)𝒛 + 𝟖 + 𝟒√𝟑] = 𝟎 

𝑧 − 1 + 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 1 − 𝑖 

𝑧2 − 2(2 + √3)𝑧 + 8 + 4√3 = 0 ;  

∆= 4(2 + √3)
2
− 4(8 + 4√3) = 4(7 + 4√3 − 8 − 4√3) = −4 = (2𝑖)2 

𝑧1 = 2 + √3 + 𝑖 ; 𝑧2 = 2 + √3 − 𝑖 

𝑆 = {1 − 𝑖 ; 2 + √3 + 𝑖 ;  2 + √3 − 𝑖}  

2. 𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝒊 ،𝒛𝑩 = 𝟐 + √𝟑 + 𝒊   ،𝒛𝑪 = 𝒛𝑩̅̅ ̅    

𝒛𝑩أنّ  بيان .أ − 𝟐 = 𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟔  

𝑧𝐵 − 2 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
6  

,𝑪,𝑩 رسم النقطو 𝑩إنشاء النقطة  استنتاج 𝑨 

𝑧𝐵ذات اللاحقة  𝐵1النقطة ننشئ        −   𝑂، وهي نقطة من الدائرة التي مركزها  2

 صورة   𝐵النقطة ننشئ ثمّ وفاصلتها موجبة ،  1، حيث ترتيبها  2ونصف قطرها       

𝑧𝐵لأنّ   2𝑢⃗بالانسحاب الذي شعاعه  𝐵1النقطة        = 𝑧𝐵1 +   𝐶نقطة ال، أمّا  2

 بالنسبة إلى محور الفواصل )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝐵فهي نظيرة 

  𝒓 بالدوران 𝑩صورة النقطة  ′𝑩لاحقة النقطة  تعيين .ب

𝐵′ = 𝑟(𝐵) ⇒ 𝑧𝐵′ = 𝑒
−𝑖
𝜋
6𝑧𝐵 = (

√3

2
−
1

2
𝑖) (2 + √3 + 𝑖) = 2 + √3 − 𝑖 

⇒ 𝑧𝐵′ = 𝑧𝐶  

العدد  كتابة .ج
𝒛𝑩

𝒛𝑩′
 𝒛𝑩عمدة  استنتاجعلى الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسّي و 

𝑧𝐵
𝑧𝐵′

=
𝑧𝐵
𝑧𝐶
=
2 + √3 + 𝑖

2 + √3 − 𝑖
=
(2 + √3 + 𝑖)

2

(2 + √3)
2
+ 1

=
√3

2
+
1

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
6  

arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐶
) = arg(𝑧𝐵) − arg(𝑧𝐶)⏟            

=arg(𝑧𝐵)−[−arg(𝑧𝐵)]

= 2arg(𝑧𝐵) =
𝜋

6
⇒ arg(𝑧𝐵) =

𝜋

12
 

3. 𝒛 = 𝒂𝒆𝒊𝜽  

′𝒛 هي ′𝑴أنّ لاحقة  بيان .أ = 𝒂𝒆𝒊(
𝝅

𝟔
−𝜽)

  

𝑀1 = 𝑟(𝑀) ⇒ 𝑧1 = 𝑒
−𝑖
𝜋
6𝑧 = 𝑒−𝑖

𝜋
6 × 𝑎𝑒𝑖𝜃 = 𝑎𝑒𝑖(𝜃−

𝜋
6
)
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𝑧′ = 𝑧1̅ = 𝑎𝑒
𝑖(𝜃−

𝜋
6
)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
= 𝑎𝑒

−𝑖(𝜃−
𝜋
6
)
= 𝑎𝑒

𝑖(
𝜋
6
−𝜃)

 ; (arg(𝑧̅) = −arg (𝑧)) 

′𝒛التي تحقق  𝜽مجموعة قيمّ  تعيين .ب = 𝒛  

𝑧′ = 𝑧 ⇒ 𝑎𝑒𝑖(
𝜋
6
−𝜃) = 𝑎𝑒𝑖𝜃 ⇒

𝜋

6
− 𝜃 = 𝜃 + 2𝑘𝜋 ⇒ 2𝜃 =

𝜋

6
− 2𝑘𝜋 

⇒ 𝜃 =
𝜋

12
− 𝑘𝜋 ; 𝑘 ∈ ℤ  

𝑴من المستوي التي تكون من أجلها  𝑴النقط  مجموعة استنتاج       = 𝑴′ 

𝑀 = 𝑀′ ⇒ 𝑧 = 𝑧′ ⇒ arg(𝑧) =
𝜋

12
− 𝑘𝜋 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

12
− 𝑘𝜋  

𝑀التي من أجلها  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط  = 𝑀′  هي نصف المستقيم

tanوميله  𝑂الذي مبدؤه  (
𝜋

12
 .(𝑂𝐵[تقيم ، أي نصف المس 𝑂باستثناء المبدأ  (
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𝑨𝟎𝑩𝟎 = 𝟖 𝒄𝒎  ،𝑩𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑩𝒏)  ،𝑺 (𝑨𝟎 ;  
𝟏

𝟐
 ;  
𝟑𝝅

𝟒
) 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑩𝟑، 𝑩𝟐، 𝑩𝟏 و𝑩𝟒النقط  انشاء .1

𝐵1 = 𝑆(𝐵0) ⇒ (𝐴0𝐵0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵1  و  = 8(

1

2
) = 4 𝑐𝑚  

𝐵2 = 𝑆(𝐵1) ⇒ (𝐴0𝐵1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵2  و  = 4 (

1

2
) = 2 𝑐𝑚  

𝐵3 = 𝑆(𝐵2) ⇒ (𝐴0𝐵2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵3  و  = 2(

1

2
) = 1 𝑐𝑚  

𝐵4 = 𝑆(𝐵3) ⇒ (𝐴0𝐵3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵4⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
3𝜋

4
𝐴0𝐵4  و  = 1(

1

2
) =

1

2
 𝑐𝑚  
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63 
 

 متشابهان 𝑨𝟎𝑩𝒏𝑩𝒏+𝟏  و 𝑨𝟎𝑩𝒏+𝟏𝑩𝒏+𝟐ن يالمثلث أن   اثبات .2

{
𝐵𝑛+1 = 𝑆(𝐵𝑛)

𝐵𝑛+2 = 𝑆(𝐵𝑛+1)
⇒ 𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2 = 𝑆(𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1) 

 ، فهما إذن متشابهان 𝑆بالتشابه  𝐴0𝐵𝑛𝐵𝑛+1صورة المثلث  𝐴0𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2ثلث أنّ المبما 

3. 𝒖𝒏 = 𝑩𝒏𝑩𝒏+𝟏  

 𝒒متتالية هندسية يطُلب تحديد أساسها  (𝒖𝒏)أن   اثبات .أ

𝑢𝑛+1 = 𝐵𝑛+1𝐵𝑛+2 =
1

2
𝐵𝑛𝐵𝑛+1 =

1

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)أنّ المتتالية منه نستنتج  =
1

2
 

 𝒏 و𝒖𝟎بدلالة  𝒖𝒏عبارة  كتابة .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0𝑞
𝑛 = 𝑢0 (

1

2
)
𝑛

 

𝐥𝐢𝐦 .ج
𝒏→+∞

∑  𝒏 حساب

∑ 𝑛ا = 𝑢0 + 𝑢1 + ⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 [
1−(

1

2
)
𝑛+1

1−
1

2

] = 2𝑢0 [1 − (
1

2
)
𝑛+1

]  ; 

lim
𝑛→+∞

∑ 𝑛ا  = 2𝑢0 = 2𝐵0𝐵1  ; 

ℤحل في  .4 × ℤ  : 𝟑المعادلة𝒙 − 𝟒𝒚 = 𝟐 

;2)نلاحظ أنّ الثنائية  3𝑥حل خاص للمعادلة  (1 − 4𝑦 = 2  

{
3𝑥 − 4𝑦 = 2

3(2) − 4(1) = 2
⇒ 3(𝑥 − 2) = 4(𝑦 − 1) 

{
4 ∣ 3(𝑥 − 2)

𝑃𝐺𝐶𝐷(3; 4) = 1
⇒ 4 ∣ 𝑥 − 2 ⇒ 𝑥 = 4𝛼 + 2 ; 𝑦 = 3𝛼 + 1  ; 𝛼 ∈ ℤ 

𝑆 = {4𝛼 + 2 ; 3𝛼 + 1} ; 𝛼 ∈ ℤ  

 (∆)إلى المستقيم  𝑩𝒏التي من أجلها تنتمي النقطة  𝒏قي م العدد الطبيعي  تعيين .5

𝐵𝑛 ∈ (∆) ⇒ (𝐴0𝐵0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵𝑛

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒ (𝐴0𝐵0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐴0𝐵1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (𝐴0𝐵1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) + ⋯+ (𝐴0𝐵𝑛−1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴0𝐵𝑛

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒
3𝜋

4
+

3𝜋

4
+ ⋯+

3𝜋

4
=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛

3𝜋

4
=

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

3𝑛

4
=

1

2
+ 𝑘

⇒ 3𝑛 − 4𝑘 = 2 ⇒ 𝑛 = 4𝛼 + 2 ; 𝛼 ∈ ℕ  
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1. 𝑳 = 𝟐(−𝟏 + 𝒊√𝟑) 

 الأسّي هعلى شكل 𝑳 العدد المركّب كتابة .أ

𝐿 = 2(−1 + 𝑖√3) = 4(−
1

2
+ 𝑖

√3

2
) = 4𝑒𝑖

2𝜋
3  

𝒛𝟐 :  المعادلة ℂ حل في مجموعة الأعداد المركّبة .ب − 𝑳 = 𝟎 

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ; 𝑧2 − 𝐿 = 0 ⇒ 𝑧2 = 𝐿 ⇒ 𝑟2𝑒𝑖2𝜃 = 4𝑒𝑖
2𝜋
3 ⇒ {

𝑟2 = 4

2𝜃 =
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

 

⇒ {
𝑟 = 2

𝜃 =
𝜋

3
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝑧1 = 2𝑒

𝑖
𝜋
3 = 1 + 𝑖√3 ;  𝑧2 = 2𝑒

𝑖
4𝜋
3 = −1 − 𝑖√3 

𝑆 = {1 + 𝑖√3 ; −1 − 𝑖√3}  

2. 𝒛𝟏̅̅ ̅ = 𝟏 − 𝒊√𝟑 = 𝟏 + 𝒊√𝟑 ، 𝒛𝟐 = −𝒛𝟏 = −𝟏− 𝒊√𝟑 

(𝒛𝟏)أنّ  بيان .أ
 عدد حقيقي 𝟐𝟎𝟏𝟑

𝑧1̅ = 1 − 𝑖√3 ⇒ 𝑧1 = 1 + 𝑖√3 = 2𝑒
𝑖
𝜋
3 ⇒ (𝑧1)

2013 = 2𝑒𝑖
2013𝜋
3  

(𝑧1)
2013 = 2𝑒𝑖671𝜋 = 2𝑒𝑖𝜋 = −2 ⇒ (𝑧1)

2013 ∈ ℝ  

)التي يكون من أجلها العدد  𝒏قيم  تعيين .ب
𝒛𝟐×𝒆

𝒊
𝝅
𝟐

𝟐
)

𝒏

 تخيليا صرفا 

(
𝑧2 × 𝑒

𝑖
𝜋
2

2
)

𝑛

= (
−𝑧1 × 𝑒

𝑖
𝜋
2

2
)

𝑛

= (
2𝑒𝑖

4𝜋
3 × 𝑒𝑖

𝜋
2

2
)

𝑛

= 𝑒𝑖
11𝑛𝜋
6  
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arg(
𝑧2 × 𝑒

𝑖
𝜋
2

2
)

𝑛

=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

11𝑛𝜋

6
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ 11𝑛 = 6𝑘 + 3

= 3(2𝑘 + 1) ⇒ 𝑛 = 3𝑘′; 𝑘′ = 2𝑘 + 1 

)ن أجلها العدد المركّب التي يكون م 𝑛منه نستنتج أنّ قيم العدد الطبيعي 
𝑧2×𝑒

𝑖
𝜋
2

2
)

𝑛

 

 ، ... 21،  11،  9،  3أي  3تخيليا صرفا هي المضاعفات الطبيعية الفردية للعدد 

]على المجال  𝜽لمّا يتغيرّ  𝑴مجموعة النقط  تعيين .3
𝟒𝝅

𝟑
;
𝟏𝟎𝝅

𝟑
] 

𝑧 =
2

𝑧2
𝑒𝑖𝜃 + 1 =

2

2𝑒𝑖
4𝜋
3

𝑒𝑖𝜃 + 1 = 𝑒𝑖(𝜃−
4𝜋
3
) + 1 ⇒ 𝑧 − 1 = 𝑒𝑖(𝜃−

4𝜋
3
)
 

𝜃بما أنّ  ∈ [
4𝜋

3
;
10𝜋

3
𝜃)، فإنّ  [ −

4𝜋

3
) ∈ [0; 2𝜋] : نضع .𝑧𝐴 = 1 

𝑧 − 1 = 𝑒𝑖(𝜃−
4𝜋
3
) ⇒ {

|𝑧 − 𝑧𝐴| = 1

arg(𝑧 − 𝑧𝐴) ∈ [0; 2𝜋]
 

]على المجال  𝜃لمّا يتغيّر  𝑀مجموعة النقط منه نستنتج أنّ 
4𝜋

3
;
10𝜋

3
هي الدائرة  [

;𝐴(1التي مركزها النقطة  𝑟ونصف قطرها  (0 = 1. 

 
 .87 حل التمرين

𝒛𝑨 = √𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝑩 = √𝟑 − 𝒊 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑨 و𝒛𝑩العددين  كتابة .1

𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
6  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ = 2𝑒−𝑖

𝜋
6  

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( 𝑨 و𝑩 تيننقطال انشاء

2. 𝑹  دوران مركزه𝑶  وزاويته
𝝅

𝟑
 

 𝑹 بالدوران 𝑨صورة  ′𝑨لاحقة النقطة  ′𝒛𝑨 تعيين .أ

𝑅(𝐴) = 𝐴′ ⇒ 𝑧𝐴′ = 𝑒
𝑖
𝜋
3𝑧𝐴 = 𝑒

𝑖
𝜋
3 (2𝑒𝑖

𝜋
6) = 2𝑒𝑖

𝜋
2  

 ′𝑨 ةنقطال انشاءوعلى الشكل الجبري  ′𝒛𝑨 كتابة .ب

𝑧𝐴′ = 2𝑒
𝑖
𝜋
2 = 2𝑖  

 ′𝑩 ةنقطال وانشاء 𝒉 بالتحاكي 𝑩صورة  ′𝑩لاحقة  ′𝒛𝑩على الشكل المثلثي  كتابة .3

𝑧𝐵′ = −
3

2
𝑧𝐵 = −3𝑒

−𝑖
𝜋
6 = 3𝑒𝑖(𝜋−

𝜋
6
) = 3𝑒𝑖

5𝜋
6 = 3(cos

5𝜋

6
+ 𝑖 sin

5𝜋

6
)  
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4. 𝒓  نصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث𝑶𝑨′𝑩′  التي مركزها𝝎  ذات اللاحقة𝒛𝝎 

 ت:اتحقق من صحة العبارال .أ

 𝒛𝝎𝒛𝝎̅̅̅̅ = 𝒓
𝟐 ;   (𝒛𝝎 − 𝟐𝒊)(𝒛𝝎̅̅̅̅ + 𝟐𝒊) = 𝒓

𝟐 

 (𝒛𝝎 +
𝟑√𝟑

𝟐
−
𝟑

𝟐
𝒊)(𝒛𝝎̅̅̅̅ +

𝟑√𝟑

𝟐
+
𝟑

𝟐
𝒊) = 𝒓𝟐 

𝑧𝐵′ = 3(cos
5𝜋

6
+ 𝑖 sin

5𝜋

6
) = 3(−

√3

2
+
1

2
𝑖) = −

3√3

2
+
3

2
𝑖 

𝑂𝜔 = 𝐴′𝜔 = 𝐵′𝜔 = 𝑟 ⇒ 𝑂𝜔2 = 𝐴′𝜔2 = 𝐵′𝜔2 = 𝑟2 

𝑧𝜔𝑧𝜔̅̅ ̅ = |𝑧𝜔|
2 = 𝑂𝜔2 = 𝑟2 

(𝑧𝜔 − 2𝑖)(𝑧𝜔̅̅ ̅ + 2𝑖) = (𝑧𝜔 − 𝑧𝐴′)(𝑧𝜔 − 𝑧𝐴′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = |𝑧𝜔 − 𝑧𝐴′|
2 = 𝐴′𝜔2 = 𝑟2 

(𝑧𝜔 +
3√3

2
−
3

2
𝑖) (𝑧𝜔̅̅ ̅ +

3√3

2
+
3

2
𝑖) = (𝑧𝜔 − 𝑧𝐵′)(𝑧𝜔 − 𝑧𝐵′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

= |𝑧𝜔 − 𝑧𝐵′|
2 = 𝐵′𝜔2 = 𝑟2 

𝒛𝝎أنّ :  استنتاج .ب − 𝒛𝝎̅̅̅̅ = 𝟐𝒊  و𝒛𝝎 + 𝒛𝝎̅̅̅̅ =
−𝟒√𝟑

𝟑
 

(𝑧𝜔 − 2𝑖)(𝑧𝜔̅̅ ̅ + 2𝑖) = 𝑟
2 ⇒ 𝑧𝜔𝑧𝜔̅̅ ̅⏟  

𝑟2

+ (𝑧𝜔 − 𝑧𝜔̅̅ ̅)2𝑖 + 4 = 𝑟
2

⇒ (𝑧𝜔 − 𝑧𝜔̅̅ ̅)2𝑖 = −4 ⇒ 𝑧𝜔 − 𝑧𝜔̅̅ ̅ = −
4

2𝑖
= 2𝑖  

(𝑧𝜔 +
3√3

2
−
3

2
𝑖) (𝑧𝜔̅̅ ̅ +

3√3

2
+
3

2
𝑖) = 𝑟2 

⇒ 𝑧𝜔𝑧𝜔̅̅ ̅⏟  
𝑟2

+
3√3

2
(𝑧𝜔 + 𝑧𝜔̅̅ ̅) +

3

2
𝑖 (𝑧𝜔 − 𝑧𝜔̅̅ ̅)⏟      

2𝑖

+ 9 = 𝑟2 

⇒
3√3

2
(𝑧𝜔 + 𝑧𝜔̅̅ ̅) = −6 ⇒ 𝑧𝜔 + 𝑧𝜔̅̅ ̅ =

−6

3√3
2

=
−4

√3
=
−4√3

3
 

 𝒓وقيمة  𝝎لاحقة النقطة  𝒛𝝎 استنتاج .ج

{

𝑧𝜔 − 𝑧𝜔̅̅ ̅ = 2𝑖

𝑧𝜔 + 𝑧𝜔̅̅ ̅ =
−4√3

3

⇒ 2𝑧𝜔 =
−4√3

3
+ 2𝑖 ⇒ 𝑧𝜔 =

−2√3

3
+ 𝑖  

𝑟 = 𝑂𝜔 = |𝑧𝜔| = |
−2√3

3
+ 𝑖| =

√21

3
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𝒛𝑨 = −𝟐  ،𝒛𝑩 = −𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑰 = 𝒊   ، 𝒛′ =
𝒊𝒛+𝒊+𝟏

𝒛+𝟐
  

′𝒛تحقق من أنّ : الأ.   .1 =
𝒊(𝒛+𝟏−𝒊)

𝒛+𝟐
 

𝑧′ =
𝑖𝑧 + 𝑖 + 1

𝑧 + 2
=
𝑖(𝑧 + 1 − 𝑖)

𝑧 + 2
 

 ′𝑴النقطة فإنّ  [𝑨𝑩]محور القطعة  (∆)تنتمي إلى  𝑴ن أنّه إذا كانت النقطة بيا .ب

 يطُلب تعيين عناصرها (𝑪)تنتمي إلى دائرة 

𝑧′ =
𝑖(𝑧 + 1 − 𝑖)

𝑧 + 2
= 𝑖

𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

⇒ |𝑧′| = |𝑖|
|𝑧 − 𝑧𝐵|

|𝑧 − 𝑧𝐴|
⇒ 𝑂𝑀′ =

𝐵𝑀

𝐴𝑀
 

𝑀 ∈ (∆) ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 ⇒ 𝑂𝑀′ = 1  

النقطة فإنّ  [𝐴𝐵]محور القطعة  (∆)تنتمي إلى  𝑀أنّه إذا كانت النقطة منه نستنتج 

𝑀′  دائرة التنتمي إلى(𝐶)  التي مركزها𝑂  1ونصف قطرها 

 تخيليا صرفا ′𝒛مستوي بحيث يكون من ال 𝑴(𝒛)مجموعة النقط  (𝑬)طبيعة  تعيين .ج

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ arg(𝑧′) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ arg (𝑖

𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑖) + arg (
𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

𝜋

2
+ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝑘𝜋 ⇒ 𝑀 ∈ (𝐴𝐵) − {𝐴; 𝐵}  

 𝐴 و𝐵 تينباستثناء النقط (𝐴𝐵)هي المستقيم  (𝐸)أنّ المجموعة  منه نستنتج
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′𝒛تحقق من أنّ : الأ.   .2 − 𝒊 =
𝟏−𝒊

𝒛+𝟐
 

𝑧′ − 𝑖 =
𝑖𝑧 + 𝑖 + 1

𝑧 + 2
− 𝑖 =

𝑖𝑧 + 𝑖 + 1 − 𝑖𝑧 − 2𝑖

𝑧 + 2
=
1 − 𝑖

𝑧 + 2
 

′𝑰𝑴أنّ ج ااستنت .ب × 𝑨𝑴 = ; 𝒖⃗⃗)و  𝟐√ 𝑰𝑴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝒖⃗⃗ ; 𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝝅

𝟒
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝑧′ − 𝑖 =
1 − 𝑖

𝑧 + 2
⇒ (𝑧′ − 𝑖)(𝑧 + 2) = 1 − 𝑖 ⇒ (𝑧′ − 𝑧𝐼)(𝑧 − 𝑧𝐴) = √2𝑒

−𝑖
𝜋
4

⇒ {
|𝑧′ − 𝑧𝐼||𝑧 − 𝑧𝐴| = √2

arg[(𝑧′ − 𝑧𝐼)(𝑧 − 𝑧𝐴)] = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐼𝑀′ × 𝐴𝑀 = √2

(𝑢⃗ ; 𝐼𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) + (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

 

ونصف القطر  𝑨ذات المركز  (𝜞)تنتمي إلى الدائرة  𝑴إذا كانت النقطة  ن أنّهابي .ج

 يطُلب تعيينهاتنتمي إلى مجموعة  ′𝑴النقطة فإنّ  1

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝐴𝑀 = 1 ⇒ 𝐼𝑀′ = √2  

ونصف  𝐴ذات المركز  (𝛤)تنتمي إلى الدائرة  𝑀أنّه إذا كانت النقطة منه نستنتج 

 2√ونصف القطر  𝐼ذات المركز  (′𝛤)الدائرة  لىتنتمي إ ′𝑀النقطة فإنّ  1القطر 

3. 𝒛𝑬 = −
𝟑

𝟐
+ 𝒊

√𝟑

𝟐
 

; 𝒖⃗⃗)أنّ و (𝜞)الدائرة تنتمي إلى  𝑬بينّ أنّ النقطة  .أ 𝑨𝑬⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝝅

𝟑
+ 𝟐𝒌𝝅 

𝐼𝐸 = |𝑧𝐸 − 𝑧𝐴| = |−
3

2
+ 𝑖

√3

2
+ 2| = |

1

2
+ 𝑖

√3

2
| = 1 ⇒ 𝐸 ∈ (𝛤)  

(𝑢⃗ ; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg(𝑧𝐸 − 𝑧𝐴) = arg (
1

2
+ 𝑖

√3

2
) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

 𝑬المرفقة بالنقطة  ′𝑬النقطة إنشاء  .ب

{
𝐼𝐸′ × 𝐴𝐸 = √2

(𝑢⃗ ; 𝐼𝐸′⃗⃗⃗⃗  ⃗) + (𝑢⃗ ; 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐼𝐸′ = √2

(𝑢⃗ ; 𝐼𝐸′⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

4
−
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝐼𝐸′ = √2

(𝑢⃗ ; 𝐼𝐸′⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
7𝜋

12
+ 2𝑘𝜋

 

; 𝑢⃗)حيث قيس الزاوية  (′𝛤)نقطة من الدائرة  ′𝐸ج أنّ منه نستنت 𝐼𝐸′⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
7𝜋

12
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𝒛𝟎 = 𝒓(−𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) ،𝒛𝟏 = 𝒓
𝟐(𝐬𝐢𝐧𝜽 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬 𝜽)  ،𝒛𝟐 = √𝟑(𝟏 + 𝒊) 

 على الشكل المثلثي  𝒛𝟏 ، 𝒛𝟎 و𝒛𝟐الأعداد  ةباكت .1

𝑧0 = 𝑟(− cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟[cos(𝜋 − 𝜃) + 𝑖 sin(𝜋 − 𝜃)]   

𝑧1 = 𝑟
2(sin 𝜃 + 𝑖 cos 𝜃) = 𝑟2 [cos (

𝜋

2
− 𝜃) + 𝑖 sin (

𝜋

2
− 𝜃)]  

𝑧2 = √3(1 + 𝑖) = √6(
√2

2
+ 𝑖

√2

2
) = √6 (cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
)  

𝒛𝟏بحيث يكون :  𝜽و 𝒓العددين الحقيقيين  تعيين  أ.  .2 = 𝒛𝟎̅̅ ̅  

𝑧1 = 𝑧0̅ ⇒ {
𝑟2 = 𝑟

𝜋

2
− 𝜃 = −𝜋 + 𝜃 + 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟(𝑟 − 1) = 0

2𝜃 =
3𝜋

2
− 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟 = 1

𝜃 =
3𝜋

4
− 𝑘𝜋

⇒ 𝑟 = 1 ;  𝜃 =
3𝜋

4
 

𝑘لاحظ أنّه من أجل  = 1  :𝜃 = −
𝜋

4
𝜃وهي حالة مرفوضة لأنّ   ∈ [0; 𝜋] 

) العدد بحيث يكون 𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيين .ب
𝒛𝟎

𝒛𝟏
)
𝒏

 حقيقيا  

𝑟 = 1 ;  𝜃 =
3𝜋

4
⇒ 𝑧0 = 𝑒

𝑖
𝜋
4  ; 𝑧1 = 𝑒

−𝑖
𝜋
4 ⇒

𝑧0
𝑧1
= 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ (

𝑧0
𝑧1
)
𝑛

= 𝑒𝑖
𝑛𝜋
2  

(
𝑧0
𝑧1
)
𝑛

∈ ℝ ⇒ arg [(
𝑧0
𝑧1
)
𝑛

] = 𝑘𝜋 ⇒
𝑛𝜋

2
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 2𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

𝒓نفرض  .3 = 𝜽و  𝟏 =
𝝅

𝟑
  

;𝑨)}مرجح الجملة  𝑮لاحقة النقطة  𝒛𝑮تعيين  .أ 𝟐), (𝑩; 𝟐), (𝑪;−𝟏)} 
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𝑟 = 1 ;  𝜃 =
𝜋

3
⇒ 𝑧0 = 𝑒

𝑖
2𝜋
3 = −

1

2
+
√3

2
𝑖  ; 𝑧1 = 𝑒

𝑖
𝜋
6 =

√3

2
+
1

2
𝑖  

𝐺{(𝐴; 2), (𝐵; 2), (𝐶;−1)} ⇒ 𝑧𝐺 =
2𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

3
 

𝑧𝐺 =
−1 + √3𝑖 + √3 + 𝑖 − √3 − √3𝑖

3
= −

1

3
+
1

3
𝑖  

  (𝜞) مجموعةال طبيعة تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 3 ⇒ 3‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 3 ⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 1  

 .1ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ 

 

 
 .90حل التمرين 

                                                               𝒂 و𝒃العددين الحقيقيين  تعيين .1

(𝑎 − 𝑖)2 = (𝑎2 − 1) − 2𝑎𝑖 = 2 + 2𝑖√3 ⇒ {
𝑎2 − 1 = 2

−2𝑎 = 2√3
⇒ 𝑎 = −√3  

(𝑏 − 𝑖)2 = (𝑏2 − 1) − 2𝑏𝑖 = 2 − 2𝑖√3 ⇒ {
𝑏2 − 1 = 2

−2𝑏 = −2√3
⇒ 𝑏 = √3  

𝒛𝟐أ. حل في مجموعة الأعداد المركبّة المعادلة :  .2 − 𝟒𝒛 + 𝟏𝟔 = 𝟎 

∆= −48 = (4√3𝑖)
2
 ; 𝑆 = {2 + 2√3𝑖 ; 2 − 2√3𝑖}  

𝒛𝟒المعادلة : حلول  𝑪ب. استنتج في المجموعة  − 𝟒𝒛𝟐 + 𝟏𝟔 = 𝟎 

𝑧4 − 4𝑧2 + 16 = 0 ⇒ {𝛼
2 − 4𝛼 + 16 = 0

𝛼 = 𝑧2
 

⇒

{
 

 𝑧
2 = 2 + 2√3𝑖 = (−√3 − 𝑖)

2
⇒ 𝑧1 = √3 + 𝑖 ; 𝑧2 = −√3 − 𝑖

أو

𝑧2 = 2 − 2√3𝑖 = (√3 − 𝑖)
2
⇒ 𝑧3 = √3 − 𝑖 ; 𝑧4 = −√3 + 𝑖

 

𝑆 = {√3 + 𝑖  ; −√3 − 𝑖 ;  √3 − 𝑖 ;  −√3 + 𝑖 }  

3. 𝒚𝒌 = (
𝟏

𝟒
+
√𝟑

𝟒
𝒊)
𝒌

− (
𝟏

𝟒
−
√𝟑

𝟒
𝒊)
𝒌

  

𝒚𝒌ن أنّ بيا .أ =
𝟏

𝟐𝒌−𝟏
𝐬𝐢𝐧

𝒌𝝅

𝟑
  

𝑦𝑘 = (
1

4
+
√3

4
𝑖)

𝑘

− (
1

4
−
√3

4
𝑖)

𝑘

= (
1

2
)
𝑘

[(
1

2
+
√3

2
𝑖)

𝑘

− (
1

2
−
√3

2
𝑖)

𝑘

] 
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= (
1

2
)
𝑘

[(cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
)
𝑘

− (cos
𝜋

3
− 𝑖 sin

𝜋

3
)
𝑘

] 

= (
1

2
)
𝑘

[cos
𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝑘𝜋

3
− cos

𝑘𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝑘𝜋

3
] = (

1

2
)
𝑘

(2𝑖 sin
𝑘𝜋

3
) 

=
1

2𝑘−1
𝑖 sin

𝑘𝜋

3
 

𝒚𝟐𝟎𝟏𝟑ج أنّ ااستنت = 𝟎  

𝑦2013 =
1

22012
𝑖 sin

2013𝜋

3
=

1

22012
𝑖 sin(671𝜋) = 0  

  𝜶𝒊√على الشكل  𝟐𝟐𝟎𝟏𝟕𝒚𝟐𝟎𝟏𝟕العدد  ةباكت .ب

22017𝑦2017 = 2
2017 (

1

22016
𝑖 sin

2017𝜋

3
) = 2𝑖 sin

𝜋

3
= √3𝑖  

4.   𝒛𝑨 = 𝟐 + 𝟐𝒊√𝟑  ،𝒛𝑩 = 𝟐 − 𝟐𝒊√𝟑  ، 𝒛𝑪 = 𝟓 + √𝟑𝒊 

𝒛𝑪تحقق أنّ ال .أ =
𝟑

𝟐
𝒛𝑨 + 𝒛𝑩 

3

2
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 = 3 + 3√3𝑖 + 2 − 2𝑖√3 = 5 + √3𝑖 = 𝑧𝐶  

ن أنّ : بيا .ب
𝒛𝑩−𝒛𝑪

𝒛𝑨−𝒛𝑪
= 𝟐𝟐𝟎𝟏𝟕𝒚𝟐𝟎𝟏𝟕  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−3 − 3√3𝑖

−3 + √3𝑖
=
(−3 − 3√3𝑖)(−3 − √3𝑖)

12
=
12√3𝑖

12
= √3𝑖  

 صره المميزة وعبارته المركّبةعناوذكر  𝒇طبيعة التحويل النقطي  تعيين

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= √3𝑖 ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = √3𝑒
𝑖
𝜋
2(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶)  

وزاويته  3√، نسبته  𝐶تشابه مباشر مركزه  𝑓منه نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

2
 

1. 𝒛𝟎 = √𝟑 − 𝒊 ، 𝑨𝒏+𝟏 = 𝒇(𝑨𝒏) ، 𝒖𝟎 = 𝑨𝟎𝑨𝟏 ، 𝒖𝒏 = 𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏 

 𝒒وأساسها  𝒖𝟎متتالية هندسية يطُلب تحديد حدهّا الأول (𝒖𝒏) ن أنّ بيا .أ

𝑢𝑛+1 = 𝐴𝑛+1𝐴𝑛+2 = √3𝐴𝑛𝐴𝑛+1 = √3𝑢𝑛 ⇒ 𝑞 = √3  

𝐴1 = 𝑓(𝐴0) ⇒ 𝑧1 − 𝑧𝐶 = √3𝑖(𝑧0 − 𝑧𝐶) ⇒ 𝑧1 = √3𝑖𝑧0 + (1 − √3𝑖)𝑧𝐶 

𝑧1 = √3𝑖(√3 − 𝑖) + (1 − √3𝑖)(5 + √3𝑖) = (8 + √3) + (3 − 4√3)𝑖 

𝑢0 = 𝐴0𝐴1 = |𝑧1 − 𝑧0| = |8 + (4 − 4√3)𝑖| ⇒ 𝑢0 = √128 − 32√3   

𝑢0متتالية هندسية حدهّا الأول (𝑢𝑛) أنّ منه نستنتج  = √128 − 𝑞وأساسها  3√32 = √3  
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  𝑺𝒏ب المجموع احسو 𝒏بدلالة  𝒖𝒏ج عبارة استنتا .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = √128 − 32√3 × √3

𝑛
 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) 

𝑆𝑛 =
√128 − 32√3

√3 − 1
(√3

𝑛+1
− 1)  

  : 𝒏ن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي ابرهال .ج

𝒖𝟎 × 𝒖𝟏 × …× 𝒖𝒏 = [(𝟏𝟐𝟖 − 𝟑𝟐√𝟑)
𝟐
× 𝟑𝒏]

𝒏+𝟏
𝟒

 

𝑢0 تحقيق التراجع: = [(128 − 32√3)
2
]

1

4
= √128 −  )محققة( 3√32

𝑢0نفرض أنّ فرض التراجع:  × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛 = [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛]

𝑛+1

4
 

𝑢0نبرهن أنّ برهان التراجع:  × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛+1 = [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛+1]

𝑛+2

4
 

𝑢0 × 𝑢1 × …× 𝑢𝑛+1 = [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛]

𝑛+1
4
× 𝑢𝑛+1 

= [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛]

𝑛+1
4
× 𝑢0 × 𝑞

𝑛+1 

= [(128 − 32√3)
2
× 3𝑛]

𝑛+1
4
× [(128 − 32√3)

1
2 × 3

𝑛+1
2 ] 

= (128 − 32√3)
2𝑛+2
4 × 3

𝑛(𝑛+1)
4 × (128 − 32√3)

1
2 × 3

𝑛+1
2  

= (128 − 32√3)
2(𝑛+2)
4 × 3

(𝑛+1)(𝑛+2)
4 = [(128 − 32√3)

2
× 3𝑛+1]

𝑛+2
4
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-I 𝒛𝟑 − (𝟒 + 𝜶𝒊)𝒛𝟐 + (𝟏𝟑 + 𝟒𝜶𝒊)𝒛 − 𝟏𝟑𝜶𝒊 = 𝟎… (𝑬) 

 يطُلب تعيينهتقبل حلا تخيليا صرفا  (𝑬)ن أنّ المعادلة ابي .1

𝑧0 = 𝑖𝑦 ; 𝑧0 ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ (𝑖𝑦)3 − (4 + 𝛼𝑖)(𝑖𝑦)2 + (13 + 4𝛼𝑖)(𝑖𝑦) − 13𝛼𝑖 = 0 

⇒ −𝑖𝑦3 + 𝑦2(4 + 𝛼𝑖) + (13 + 4𝛼𝑖)(𝑖𝑦) − 13𝛼𝑖 = 0 

⇒ (4𝑦2 − 4𝛼𝑦) + (−𝑦3 + 𝛼𝑦2 + 13𝑦 − 13𝛼)𝑖 = 0 
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⇒ {
4𝑦(𝑦 − 𝛼) = 0

−𝑦3 + 𝛼𝑦2 + 13𝑦 − 13𝛼 = 0
⇒ 𝑦 = 𝛼 ⇒ 𝑧0 = 𝛼𝑖  

  𝒂 و𝒃العددين الحقيقيين  تعيين .2

 1 −4 − 𝛼𝑖 13 + 4𝛼𝑖 −13𝛼𝑖 

𝛼𝑖     

 1 −4 13 0 

𝑎 = −4 ; 𝑏 = 13  

 (𝑬)ادلة المع ℂحل في  .3

(𝑧 − 𝛼𝑖)(𝑧2 − 4𝑧 + 13) = 0 ⇒ 𝑧 − 𝛼𝑖 = 𝑧2 أو 0 − 4𝑧 + 13 = 0 

𝑧 − 𝛼𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 𝛼𝑖 

𝑧2 − 4𝑧 + 13 = 0 ;  ∆= −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 = 2 + 3𝑖 ; 𝑧2 = 2 − 3𝑖 

𝑆 = {𝛼𝑖 ; 2 + 3𝑖 ; 2 − 3𝑖}  

-II  𝒛𝑪 = 𝒛𝑩̅̅ ̅ ، 𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟑𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝜶𝒊 و𝒛𝑮 = 𝟓 

𝒛𝑬هي :  𝑬قة النقطة لاحن أنّ ابي .1 = (
𝜶−𝟏

𝟐
) + 𝒊 (

𝟓+𝜶

𝟐
) 

𝐸 = 𝑆(𝐵) ⇒ 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴 =
√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) =

√2

2
(
√2

2
+
√2

2
𝑖) (𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) 

𝑧𝐸 = (
1

2
+
1

2
𝑖) 𝑧𝐵 + (

1

2
−
1

2
𝑖) 𝑧𝐴 = (

1

2
+
1

2
𝑖) (2 + 3𝑖) + (

1

2
−
1

2
𝑖) 𝛼𝑖 

𝑧𝐸 = (
𝛼 − 1

2
) + 𝑖 (

5 + 𝛼

2
)  

  𝒛𝑭 تعيين .2

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

= 1 +
3 + 𝛼

2
𝑖 

𝐹 = 𝑟(𝐺) ⇒ 𝑧𝐹 − 𝑧𝐼 = 𝑒−𝑖
𝜋
2(𝑧𝐺 − 𝑧𝐼) = −𝑖(𝑧𝐺 − 𝑧𝐼) 

𝑧𝐹 = −𝑖𝑧𝐺 + (1 + 𝑖)𝑧𝐼 = −5𝑖 + (1 + 𝑖) (1 +
3 + 𝛼

2
𝑖) 

𝑧𝐹 = (
−1 − 𝛼

2
) + 𝑖 (

𝛼 − 5

2
)  

𝒛𝑮ب احس .3 − 𝒛𝑨  و𝒛𝑭 − 𝒛𝑬 العدد  ةباكتو
𝒛𝑮−𝒛𝑨

𝒛𝑭−𝒛𝑬
 الأسّي هعلى شكل 

𝑧𝐺 − 𝑧𝐴 = 5 − 𝛼𝑖   
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𝑧𝐹 − 𝑧𝐸 = (
−1 − 𝛼

2
) + 𝑖 (

𝛼 − 5

2
) − (

𝛼 − 1

2
) − 𝑖 (

5 + 𝛼

2
) = −𝛼 − 5𝑖  

𝑧𝐺 − 𝑧𝐴
𝑧𝐹 − 𝑧𝐸

=
5 − 𝛼𝑖

−𝛼 − 5𝑖
=
𝑖(−𝛼 − 5𝑖)

−𝛼 − 5𝑖
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  

𝑧𝐺 − 𝑧𝐴
𝑧𝐹 − 𝑧𝐸

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐴𝐺 = 𝐸𝐹

(𝐸𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 متقايستان ومتعامدتان [𝐴𝐺] و[𝐸𝐹]منه نستنتج أنّ القطعتين المستقيمتين 

ن أنّ : . بياأ .4
𝒛𝑭−𝒛𝑬

𝒛𝑨−𝒛𝑬
=

(𝟐𝜶
𝟐
−𝟏𝟐𝜶+𝟓𝟎)+𝒊(𝟐𝜶

𝟐
−𝟏𝟎)

(𝟏−𝜶)
𝟐
+(𝜶−𝟓)

𝟐 

𝑧𝐹 − 𝑧𝐸
𝑧𝐴 − 𝑧𝐸

=
−𝛼 − 5𝑖

−(
𝛼 − 1
2 ) − 𝑖 (

5 − 𝛼
2 )

=
2𝛼 + 10𝑖

(𝛼 − 1) + 𝑖(5 − 𝛼)
 

=
(2𝛼 + 10𝑖)[(𝛼 − 1) − 𝑖(5 − 𝛼)]

(𝛼 − 1)
2
+ (5 − 𝛼)2

 

=
(2𝛼

2
− 12𝛼 + 50) + 𝑖(2𝛼

2
− 10)

(1 − 𝛼)
2
+ (𝛼 − 5)

2  

 في استقامية 𝑬 ، 𝑨 و𝑭 التي تكون من أجلها النقط 𝜶قيمتي  تعيين .ب

𝐸 ، 𝐴 و𝐹 في استقامية ⇒
𝑧𝐹 − 𝑧𝐸
𝑧𝐴 − 𝑧𝐸

∈ ℝ ⇒ {
2𝛼

2
− 10 = 0

(1 − 𝛼)
2
+ (𝛼 − 5)

2
≠ 0

 

⇒ 𝛼 ∈ {−√5; √5}  

  [𝑩𝑪]تي قطرها ال (𝜞)تنتمي إلى الدائرة   𝑨ن أنّ ابي .ج

𝛼 = −√5 ∶  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
2

3 + √5
) ;  𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

2

−3 + √5
) ;  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)  

𝛼 = √5 ∶  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
2

3 − √5
) ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

2

−3 − √5
) ; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)  

 𝑨𝑩𝑪ج طبيعة المثلث ااستنت .د

𝐴 ∈ (𝛤) ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  
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 .92حل التمرين 

(𝟎 < 𝜶 < 𝝅) و 𝒛𝟐 =
𝟏

𝒛𝟏 𝐬𝐢𝐧𝜶
𝒛𝟏 و  =

𝟏

𝐭𝐚𝐧𝜶
+ 𝒊 

 𝒛𝟏 و𝒛𝟐ب طويلة وعمدة كلا من احس .1

|𝑧1| = |
1

tan𝛼
+ 𝑖| = √(

1

tan𝛼
)
2

+ 1 = √
cos2 𝛼

sin2 𝛼
+ 1 = √

cos2 𝛼 + sin2 𝛼

sin2 𝛼
 

= √
1

sin2 𝛼
=

1

|sin 𝛼|
=

1

sin 𝛼
 ;  (0 < 𝛼 <

𝜋

2
) 

arg(𝑧1) = 𝜃1 ⇒ cos 𝜃1 =

1
tan𝛼
1

sin 𝛼

=
sin 𝛼

tan 𝛼
= cos 𝛼 ; sin 𝜃1 =

1

1
sin 𝛼

= sin 𝛼 

⇒ arg(𝑧1) = 𝛼  

|𝑧2| = |
1

𝑧1 sin 𝛼
| =

1

|𝑧1||sin𝛼|
=

1

1
sin 𝛼 × sin 𝛼

= 1  

arg(𝑧2) = arg (
1

𝑧1 sin 𝛼
) = arg(1) − arg(𝑧1 sin 𝛼) = −arg(𝑧1) = −𝛼  

𝒛𝟐ن أنّ بيا .2 = 𝒛𝟏̅̅ ̅ 𝐬𝐢𝐧𝜶  

𝑧1 =
1

sin 𝛼
𝑒𝑖𝛼 ⇒ 𝑧1̅ =

1

sin 𝛼
𝑒−𝑖𝛼 ⇒ 𝑧1̅ sin 𝛼 = 𝑒

−𝑖𝛼 = 𝑧2  

  𝒛𝟏 و𝒛𝟐ج العددين ااستنت

𝑧2 × 𝑧1 = 2 ⇒ |𝑧2 × 𝑧1| = 2 ⇒
1

sin 𝛼
= 2 ⇒ sin𝛼 =

1

2
⇒ 𝛼 =

𝜋

6
 

⇒ 𝑧1 = √3 + 𝑖  ; 𝑧2 = 𝑧1̅ sin 𝛼 =
1

2
(√3 − 𝑖) ⇒ 𝑧2 =

√3

2
−
1

2
𝑖  

224



)حتى يكون  𝒏العدد الطبيعي  تعيين .3
𝒛𝟏

√𝟐
)
𝒏

− 𝟐(𝒛𝟐)
𝒏 حقيقي سالب 

𝛼 =
𝜋

4
: 𝑧1 = 1 + 𝑖 = √2𝑒

𝑖
𝜋
4  ; 𝑧2 =

√2

2
(1 − 𝑖) = 𝑒−𝑖

𝜋
4  

(
𝑧1

√2
)
𝑛

− 2(𝑧2)
𝑛 = (

√2𝑒
𝑖
𝜋
4

√2
)

𝑛

− 2(𝑒−𝑖
𝜋
4)

𝑛

= 𝑒𝑖
𝑛𝜋
4 − 2𝑒−𝑖

𝑛𝜋
4  

= cos (
𝑛𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝑛𝜋

4
) − 2 cos (−

𝑛𝜋

4
) − 2𝑖 sin (−

𝑛𝜋

4
) 

= cos (
𝑛𝜋

4
) + 𝑖 sin (

𝑛𝜋

4
) − 2 cos (

𝑛𝜋

4
) + 2𝑖 sin (

𝑛𝜋

4
) 

= −cos (
𝑛𝜋

4
) + 3𝑖 sin (

𝑛𝜋

4
) 

(
𝑧1

√2
)
𝑛

− 2(𝑧2)
𝑛 < 0 ⇒ {

sin (
𝑛𝜋

4
) = 0

cos (
𝑛𝜋

4
) > 0

⇒
𝑛𝜋

4
= 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 8𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

4. 𝒇(𝒙) =
𝐬𝐢𝐧𝒙

𝐜𝐨𝐬𝟑 𝒙
 ، 𝑫𝒇 = ℝ− {

𝝅

𝟐
+ 𝒌𝝅}  و(𝑪𝒇)  تمثيلها البياني 

 ج مجال دراستهاااستنتو 𝝅فردية ودورية دورها  𝒇ن أنّ الدالة ابي .أ

𝐷𝑓 بة إلى الصفر، ومن أجل كل متناظر بالنس𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا 

𝑓(−𝑥) =
sin(−𝑥)

cos3(−𝑥)
=
−sin 𝑥

cos3 𝑥
= −𝑓(𝑥) ⇒ الدالة 𝑓 فردية  

𝑓(𝑥 + 𝜋) =
sin(𝑥 + 𝜋)

cos3(𝑥 + 𝜋)
=
−sin 𝑥

− cos3 𝑥
= 𝑓(𝑥) ⇒ 𝜋 دورية دورها 𝑓 الدالة  

;0]هو  مجال دراستهافإنّ ،  𝜋ردية ودورية دورها ف 𝑓أنّ الدالة بما 
𝜋

2
[ 

  𝒇تغيرّات الدالة  ةسادر .ب

𝑓(𝑥) =
sin 𝑥

cos3 𝑥
 ; 𝐷𝑓 = [0;

𝜋

2
[ 

𝑓′(𝑥) =
cos4 𝑥 + 3 cos2 𝑥 sin2 𝑥

cos6 𝑥
=
cos2 𝑥 + 3 sin2 𝑥

cos4 𝑥
 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  ≥ ;0]متزايدة على المجال  𝑓، فإنّ الدالة  0
𝜋

2
[  

 lim
𝑥
<
→
𝜋
2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→
𝜋
2

sin 𝑥

cos3 𝑥
→ 1
→ 0+

= +∞ ; 𝑓(0) = 0 

 [𝝅;𝝅−]على المجال  (𝑪𝒇)المنحنى إنشاء 
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;0]على المجال  (𝐶𝑓)المنحنى نرسم 
𝜋

2
على المجال ، ثمّ نستنتج رسمه  ]

]−
𝜋

2
; دالة فردية( ،     𝑓)لأنّ  𝑂بالتناظر المركزي بالنسبة إلى المبدأ  [0

[ثمّ نكمل الرسم على المجالين 
𝜋

2
; 𝜋] −;𝜋−] و

𝜋

2
[. 

 مساحة الب احس .ج

𝑓(𝑥) =
sin 𝑥

cos3 𝑥
= −(− sin 𝑥) cos−3 𝑥 ⇒ 𝐹(𝑥) =

cos−2 𝑥

2
=

1

2 cos2 𝑥
 

𝒜 = −∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
0

−
𝜋
4

+∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

𝜋
4

0

= −[𝐹(𝑥)]
−
𝜋
4

0 + [𝐹(𝑥)]0

𝜋
4  

𝒜 = −𝐹(0) + 𝐹 (−
𝜋

4
) + 𝐹 (

𝜋

4
) − 𝐹(0) = −

1

2
+ 1 + 1 −

1

2
= 1 𝑢𝑎  

 

 
 .93التمرين حل 

1. 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − (𝟑 + 𝟐√𝟑)𝒛𝟐 + (𝟕 + 𝟒√𝟑)𝒛 − (𝟓 + 𝟐√𝟑) 

𝑷(𝒛)حيث :  𝒂 و𝒃العددين الحقيقيين  تعيين .أ = (𝒛 − 𝟏)(𝒛𝟐 + 𝒂𝒛 + 𝒃) 

 1 −3 − 2√3 7 + 4√3 −5 − 2√3 

1     

 1 −2 − 2√3 5 + 2√3 0 

𝑎 = −2 − 2√3 ; 𝑏 = 5 + 2√3  
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𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .ب = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 1)(𝑧2 + (−2 − 2√3)𝑧 + 5 + 2√3) = 0 

𝑧 − 1 = 0 ⇒ 𝑧0 = 1 

𝑧2 + (−2 − 2√3)𝑧 + 5 + 2√3 = 0 

∆= (−2 − 2√3)
2
− 4(5 + 2√3) = −4 = (2𝑖)2  

𝑧1 = 1 + √3 − 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + √3 + 𝑖 

𝑆 = {1 ;  1 + √3 − 𝑖 ; 1 + √3 + 𝑖}  

2. 𝒛𝑪 = 𝟏 + √𝟑 + 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟏 + √𝟑 − 𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟏  

العدد  ةباكت .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 𝑨𝑩𝑪ج طبيعة المثلث ااستنتوالمثلثي على الشكل  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
√3 + 𝑖

√3 − 𝑖
=
(√3 + 𝑖)

2

4
=
1

2
+
√3

2
𝑖 = cos (

𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
)   

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع   

𝒛𝝎هي  𝝎ن أنّ لاحقة ياب .ب = 𝟏 +
𝟐√𝟑

𝟑
 

 به هو مركز ثقله. الدائرة المحيطةفإنّ مركز  المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاعبما أنّ 

𝜔{(𝐴, 1); (𝐵, 1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
=
3 + 2√3

3
= 1 +

2√3

3
 

|من المستوي حيث :  𝑴(𝒛)ة النقط مجموع (𝑬) تعيين .ج
𝒛𝑪−𝒛

𝒛𝑩−𝒛
| = 𝟏 

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ |
𝑧𝐶 − 𝑧

𝑧𝐵 − 𝑧
| = 1 ⇒ |𝑧𝐶 − 𝑧| = |𝑧𝐵 − 𝑧| ⇒ 𝐶𝑀 = 𝐵𝑀  

 أي محور الفواصل [𝐵𝐶]هي محور القطعة  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 

𝐜𝐨𝐬ب احسأ.  .3 𝜽  : حيث𝜽 = (𝝎𝑨⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝝎𝑩⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

 :طريقة 

𝑧𝐵 − 𝑧𝜔
𝑧𝐴 − 𝑧𝜔

=

√3
3 − 𝑖

−
2√3
3

=
−√3 + 3𝑖

2√3
= −

1

2
+
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖

2𝜋
3 ⇒ 𝜃 =

2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ cos 𝜃 = −
1

2
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 :طريقة 

 متقايس الأضلاع ، فإنّ : 𝐴𝐵𝐶المحيطة بالمثلث  (𝛾)مركز الدائرة  𝜔أنّ بما  

𝜃 = (𝜔𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝜔𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ cos 𝜃 = −

1

2
  (الزوايا المركزية في مضلع منتظم) 

 𝑹 المركّبة للدوران عبارة ال ةباب. كت

{
𝑅(𝐴) = 𝐵
𝑅(𝜔) = 𝜔

⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝜔 = 𝑎𝑧𝜔 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐵 − 𝑧𝜔
𝑧𝐴 − 𝑧𝜔

𝑏 = (1 − 𝑎)𝑧𝜔

 

𝑎 = −
1

2
+
√3

2
𝑖 ; 𝑏 = (

3

2
−
√3

2
𝑖) (1 +

2√3

3
) =

3 + 2√3

2
−
2 + √3

2
𝑖 

𝑅(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (−
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧 +

3 + 2√3

2
−
2 + √3

2
𝑖  

4. 𝑻(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ = (−
√𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟐
𝒊) 𝒛̅ + (

𝟑

𝟐
+ √𝟑) + (−

√𝟑

𝟐
− 𝟏) 𝒊 

𝑻ن أنّ بيا = 𝑹𝒐𝒕  حيث𝒕  تحويل نقطي يطُلب تعيينه 

𝑇(𝑀) = 𝑅𝑜𝑡(𝑀) = 𝑅[𝑡(𝑀)] = 𝑅(𝑀1) = 𝑀′ ⇒ {
𝑀′ = 𝑅(𝑀1)

𝑀1 = 𝑡(𝑀)
 

{
 
 

 
 𝑧′ = (−

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧1 + (

3

2
+ √3) + (−

√3

2
− 1) 𝑖

𝑧′ = (−
√3

2
−
1

2
𝑖) 𝑧̅ + (

3

2
+ √3) + (−

√3

2
− 1) 𝑖

 

⇒ (−
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧1 = (−

√3

2
−
1

2
𝑖) 𝑧̅ ⇒ 𝑧1 =

−
√3
2 −

1
2 𝑖

−
1
2 +

√3
2 𝑖

𝑧̅ = 𝑖𝑧̅ 

⇒ 𝑥1 + 𝑖𝑦1 = 𝑖(𝑥 − 𝑖𝑦) = 𝑦 + 𝑖𝑥 ⇒ {
𝑥1 = 𝑦
𝑦1 = 𝑥

 

𝑇أنّ منه نستنتج  = 𝑅𝑜𝑡  حيث𝑡  هو التناظر بالنسبة للمنصف الأول(𝑦 = 𝑥) 
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 .94التمرين حل 

𝟑للعدد المركّب  الجذرين التربيعيين تعيين .1 − 𝟒𝒊 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ; 𝑧2 = 3 − 4𝑖 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 5

𝑥2 − 𝑦2 = 3
2𝑥𝑦 = −4

⇒ {
𝑥2 = 4

𝑦 = −
2

𝑥

⇒ {
𝑧1 = 2 − 𝑖
𝑧2 = −2 + 𝑖

 

2.  

  𝒃 ، 𝒂 و𝒄الأعداد المركّبة  تعيين .أ

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 + 6𝑖 ⇒ 3𝑏 = 6 + 6𝑖 ⇒ 𝑏 = 2 + 2𝑖 

𝑎. 𝑏. 𝑐 = −30 + 18𝑖 ⇒ 𝑎𝑐 =
−30 + 18𝑖

2 + 2𝑖
⇒ (𝑏 − 𝑟)(𝑏 + 𝑟) = −3 + 12𝑖

⇒ 𝑏2 − 𝑟2 = −3 + 12𝑖 ⇒ 𝑟2 = (2 + 2𝑖)2 + 3 − 12𝑖

⇒ 𝑟2 = 3 − 4𝑖 ⇒ 𝑟 = 2 − 𝑖 أو 𝑟 = −2 + 𝑖 

 𝑟 = 2 − 𝑖 ⇒ {
𝑎 = 𝑏 − 𝑟 = 2 + 2𝑖 − 2 + 𝑖 = 3𝑖
𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 2 + 2𝑖 + 2 − 𝑖 = 4 + 𝑖

 

𝑎 = 3𝑖 ; 𝑏 = 2 + 2𝑖 ; 𝑐 = 4 + 𝑖  

 𝑟 = −2 + 𝑖 ⇒ {
𝑎 = 𝑏 − 𝑟 = 2 + 2𝑖 + 2 − 𝑖 = 4 + 𝑖
𝑐 = 𝑏 + 𝑟 = 2 + 2𝑖 − 2 + 𝑖 = 3𝑖

 

𝑎 = 4 + 𝑖 ; 𝑏 = 2 + 2𝑖 ; 𝑐 = 3𝑖  

𝟑𝟖رتبة الحدّ الذي قيمته  تعيين .ب − 𝟏𝟔𝒊 

𝑢𝑛 = 𝑢0 + 𝑛𝑟 = 3𝑖 + 𝑛(2 − 𝑖) 

𝑢𝑛 = 38 − 16𝑖 ⇒ 3𝑖 + 𝑛(2 − 𝑖) = 38 − 16𝑖 ⇒ 𝑛(2 − 𝑖) = 38 − 19𝑖

⇒ 𝑛 =
38 − 19𝑖

2 − 𝑖
=
19(2 − 𝑖)

2 − 𝑖
= 19 

38منه نستنتج أنّ الحدّ  − 16𝑖 هو الحدّ العشرون 

3.   𝒛𝑪 = 𝟒 + 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟑𝒊   

 في استقامية 𝑩 ، 𝑨 و𝑪النقط ن أنّ بيا .أ

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
2 − 𝑖

4 − 2𝑖
=

2 − 𝑖

2(2 − 𝑖)
=
1

2
 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

∈ ℝ ⇒ النقط 𝐵 ، 𝐴 و𝐶 في استقامية  

  𝑫 ةالنقطلاحقة  تعيين .ب

𝑂𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐷 = −𝑧𝐵 ⇒ 𝑧𝐷 = −2 − 2𝑖  

  𝑭ة النقطلاحقة  تعيين .ج

𝐹 = 𝑇(𝐷) ⇒ 𝑧𝐹 = 𝑧𝐷 + 𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐷 + 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐹 = 2 − 4𝑖  
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  (∆) مجموعةتعيين ال .د

𝑀 ∈ (∆) ⇒ |𝑖𝑧 + 3| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| ⇒ |𝑖(𝑧 − 3𝑖)| = |𝑧 − 2 + 4𝑖| 

⇒ |𝑖||𝑧 − 3𝑖| = |𝑧 − (2 − 4𝑖)| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐹| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐹𝑀  

 [𝐴𝐹]هو محور القطعة  (∆)منه نستنتج أنّ 

  (′∆)معادلة  تعيين .ه

ℎ(𝐹) = 𝐹′ ⇒ 𝑧𝐹′ − 𝑧𝐴 =
1

2
(𝑧𝐹 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧𝐹′ =

1

2
(𝑧𝐹 + 𝑧𝐴) =

1

2
(2 − 𝑖) 

⇒ 𝑧𝐹′ = 1 −
1

2
𝑖  

ℎ(𝐴)بما أنّ  = 𝐴  ّهو محور القطعة  (′∆) ، فإن[𝐴𝐹′] . 

 ريقتين لكتابة معادلة محور قطعة مستقيمة.لدينا ط

 :الطريقة 

 . لدينا :[′𝐴𝐹]منتصف القطعة  𝐼لتكن النقطة 

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐹′

2
=
1 +

5
2
𝑖

2
=
1

2
+
5

4
𝑖  ;  𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ (

𝑥 −
1

2

𝑦 −
5

4

) ; 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (
1

−
7

2

) 

𝑀 ∈ (∆′) ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⊥ 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐼𝑀⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐹′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0 ⇒ 𝑥 −
1

2
−
7

2
(𝑦 −

5

4
) = 0 

⇒ 𝑥 −
7

2
𝑦 +

31

8
= 0 ⇒ 8𝑥 − 28𝑦 + 31 = 0  

 :الطريقة 

𝑀 ∈ (∆′) ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐹′𝑀 ⇒ 𝐴𝑀2 = 𝐹′𝑀2 

⇒ 𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 − 1)2 + (𝑦 +
1

2
)
2

⇒ −6𝑦 + 9 = −2𝑥 + 𝑦 +
5

4
 

⇒ 2𝑥 − 7𝑦 +
31

4
= 0 ⇒ 8𝑥 − 28𝑦 + 31 = 0  

−وزاويته  𝑫الذي مركزه  𝒓العبارة المركّبة للدوران  ةباكت .و
𝝅

𝟑
 

𝑀′ = 𝑟(𝑀) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐷 = 𝑒
−𝑖
𝜋
3(𝑧 − 𝑧𝐷) 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 + (

1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧𝐷 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 + (

1

2
+
√3

2
𝑖) (−2 − 2𝑖) 

⇒ 𝑧′ = (
1

2
−
√3

2
𝑖) 𝑧 − 1 + √3 − (1 + √3)𝑖  
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 .95لتمرين احل 

(𝑬): 𝒛𝟐 + (𝟏 − 𝟐𝒊)𝒛 + 𝟑 − 𝟑𝒊 = 𝟎

𝒛𝟏أنّ تحققّ ال 1 = −𝟏 − 𝒊  حل للمعادلة(𝑬) ج الحل الثاني ااستنتو𝒛𝟐 

(−1 − 𝑖)2 + (1 − 2𝑖)(−1 − 𝑖) + 3 − 3𝑖 = 2𝑖 − 3 + 𝑖 + 3 − 3𝑖 = 0  

𝑧1 × 𝑧2 =
𝑐

𝑎
= 3 − 3𝑖 ⇒ 𝑧2 =

3 − 3𝑖

−1 − 𝑖
=
3𝑖(−𝑖 − 1)

−1 − 𝑖
= 3𝑖

2 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟐(𝟏 + 𝒊)𝒛𝟐 + 𝟑𝒊𝒛 + 𝟗𝒊 − 𝟗 

 يقبل حلا حقيقيا يطُلب تعيينه  𝑷(𝒛)ن أنّ ابي .أ

𝑧0 ∈ ℝ ⇒ 𝑧0 = 𝑥 ; 𝑃(𝑧0) = 0 ⇒ 𝑥3 − 2(1 + 𝑖)𝑥2 + 3𝑖𝑥 + 9𝑖 − 9 = 0 

 ⇒ (𝑥3 − 2𝑥2 − 9) + 𝑖(−2𝑥2 + 3𝑥 + 9) = 0 

 ⇒ { 𝑥
3 − 2𝑥2 − 9 = 0

−2𝑥2 + 3𝑥 + 9 = 0
⇒ 𝑥 = 3

 𝑷(𝒛)ل يحلت

 1 −2 − 2𝑖 3𝑖 9𝑖 − 9 

3     

 1 1 − 2𝑖 3 − 3𝑖 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 3)(𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 + 3 − 3𝑖)

𝑷(𝒛)استنتج حلول المعادلة  .ب = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 3)(𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 + 3 − 3𝑖) = 0 

𝑧 − 3 = 0 ⇒ 𝑧0 = 3 

𝑧2 + (1 − 2𝑖)𝑧 + 3 − 3𝑖 = 0 ⇒ 𝑧1 = −1 − 𝑖 ; 𝑧2 = 3𝑖 

𝑆 = {3;−1 − 𝑖; 3𝑖}

3.  𝒛𝑪 = 𝟑𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟑 ، 𝒛𝑨 = −𝟏 − 𝒊   
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𝒛𝑪|ب احس .أ − 𝒛𝑩|و|𝒛𝑪 − 𝒛𝑨|،|𝒛𝑩 − 𝒛𝑨| 

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |4 + 𝑖| = √17 ;  |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |1 + 4𝑖| = √17 

|𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |−3 + 3𝑖| = 3√2 

 𝑨𝑩𝑪المثلث طبيعة عيين ت

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| ⇒ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 ⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متساوي الساقين

𝒛𝑰عيين ت 

{
|𝑧𝐼 − 𝑧𝐵| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|

|𝑧𝐼 − 𝑧𝐶| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|
⇒ {

|𝑥 − 3 + 𝑖𝑦|2 = |𝑥 + 1 + (𝑦 + 1)𝑖|2

|𝑥 + (𝑦 − 3)𝑖|2 = |𝑥 + 1 + (𝑦 + 1)𝑖|2
 

⇒ {
(𝑥 − 3)2 + 𝑦2 = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 1)2

𝑥2 + (𝑦 − 3)2 = (𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 1)2
⇒ {

8𝑥 + 2𝑦 − 7 = 0
2𝑥 + 8𝑦 − 7 = 0

⇒ {
𝑥 =

7

10

𝑦 =
7

10

⇒ 𝑧𝐼 = (
7

10
;
7

10
)  

 𝑨𝑩𝑪لث ب مساحة الدائرة المحيطة بالمثاحس .ج

{
|𝑧𝐼 − 𝑧𝐵| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|

|𝑧𝐼 − 𝑧𝐶| = |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|
⇒ 𝐼𝐴 = 𝐼𝐵 = 𝐼𝐶

⇒ 𝐼 مركزها 𝐴𝐵𝐶 المحيطة بالمثلث (𝒞) الدائرة  

𝑆(𝒞) = 𝜋𝑟2 = 𝜋 × 𝐼𝐴2 = 𝜋 × |𝑧𝐼 − 𝑧𝐴|
2 = 𝜋 × |

17

10
+
17

10
𝑖|
2

= 𝜋 ×
172 + 172

100
⇒ 𝑆(𝒞) ≈ 18,16 𝑐𝑚

2
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 .96التمرين حل 

1. 𝜶 = 𝟏 + 𝒊√𝟑 

𝜶𝟐أنّ  بيان .أ − 𝟒𝜶 = 𝟐𝜶̅ − 𝟖 

(1 + 𝑖√3)2 − 4(1 + 𝑖√3) = −2 + 2𝑖√3 − 4 − 4𝑖√3 = −6 − 2𝑖√3

= 2(1 − 𝑖√3) − 8 = 2𝛼̅ − 8  

 (𝜞)تنتميان إلى الدائرة  𝑩 و𝑪أنّ النقطتين  بيان .ب

|𝛼| = |1 + 𝑖√3| = 2 ⇒ 𝑂𝐵 = 2 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)  

|𝛼̅| = |1 − 𝑖√3| = 2 ⇒ 𝑂𝐶 = 2 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 (𝜞)الدائرة و 𝑩 ، 𝑨 و𝑪النقط  إنشاء .ج

𝒛𝑬هي  𝑬لاحقة أنّ  تبرير .2 = 𝜶𝒆
𝒊𝜽 

𝑅(𝐷) = 𝐸 ⇒ 𝑧𝐸 = 𝑒
𝑖
𝜋

3𝑧𝐷 = 2𝑒
𝑖
𝜋

3  𝑒𝑖𝜃 = 2(
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑒𝑖𝜃 = 𝛼𝑒𝑖𝜃    

 على الترتيب [𝑩𝑫] و[𝑪𝑬]منتصفا القطعتين  𝑭 و𝑮لتكن النقطتان  .3

𝒛𝑭هما  𝑭 و𝑮أنّ لاحقة  تبرير .أ =
𝜶

𝟐
+ 𝒆𝒊𝜽  و𝒛𝑮 =

𝜶𝒆𝒊𝜽+𝜶̅

𝟐
  

𝑧𝐹 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

=
𝛼 + 2𝑒𝑖𝜃

2
=
𝛼

2
+ 𝑒𝑖𝜃   

𝑧𝐺 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐸
2

=
𝛼̅ + 𝛼𝑒𝑖𝜃

2
=
𝛼𝑒𝑖𝜃 + 𝛼̅

2
  

 

أنّ  بيان .ب
𝒛𝑮−𝟐

𝒛𝑭−𝟐
=
𝜶

𝟐
 𝑨𝑭𝑮طبيعة المثلث  استنتاجو 

𝑧𝐺 − 2

𝑧𝐹 − 2
=

𝛼𝑒𝑖𝜃 + 𝛼̅
2 − 2

𝛼 + 2𝑒𝑖𝜃

2 − 2

=
𝛼𝑒𝑖𝜃 + 𝛼̅ − 4

𝛼 + 2𝑒𝑖𝜃 − 4
=
𝛼

2
(
2𝛼𝑒𝑖𝜃 + 2𝛼̅ − 8

𝛼2 + 2𝛼𝑒𝑖𝜃 − 4𝛼
) 

=
𝛼

2
(
2𝛼𝑒𝑖𝜃 + 2𝛼̅ − 8

2𝛼𝑒𝑖𝜃 + 𝛼2 − 4𝛼
) =

𝛼

2
(
2𝛼𝑒𝑖𝜃 + 2𝛼̅ − 8

2𝛼𝑒𝑖𝜃 + 2𝛼̅ − 8
) =

𝛼

2
 

𝑧𝐺 − 2

𝑧𝐹 − 2
=
𝛼

2
⇒
𝑧𝐺 − 𝑧𝐴
𝑧𝐹 − 𝑧𝐴

=
2𝑒𝑖

𝜋
3

2
= 𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐺 = 𝐴𝐹

(𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
 

⇒ المثلث 𝐴𝐹𝐺 متقايس الأضلاع  
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 .97التمرين حل 

I- 𝒖𝟐 = 𝟐𝟏 − 𝟐𝟎𝒊  

 (𝑬)ادلة حل للمع 𝒖أنّ  إثبات .1

𝑢4 − 42𝑢2 + 841 = (21 − 20𝑖 )2 − 42(21 − 20𝑖 ) + 841 

= 41 − 840𝑖 − 882 + 840𝑖 + 841 = 0  

𝒛𝟐)تكافئ  (𝑬)أنّ  بيان .2 + 𝟐𝟗)𝟐 − 𝟏𝟎𝟎𝒛𝟐 = 𝟎  

(𝑧2 + 29)2 − 100𝑧2 = 0 ⇔ 𝑧4 + 58𝑧2 + 841 − 100𝑧2 = 0

⇔ 𝑧4 − 42𝑧2 + 841 = 0  

 (𝑬)المعادلة  ℂحل في 

(𝑧2 + 29)2 − 100𝑧2 = 0 ⇒ (𝑧2 + 29 − 10𝑧)(𝑧2 + 29 + 10𝑧) = 0 

𝑧2 − 10𝑧 + 29 = 0 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 = 5 − 2𝑖 ; 𝑧2 = 5 + 2𝑖 

𝑧2 + 10𝑧 + 29 = 0 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧3 = −5 − 2𝑖 ; 𝑧4 = −5 + 2𝑖 

𝑆 = {5 − 2𝑖 ; 5 + 2𝑖 ; −5 − 2𝑖 ; −5 + 2𝑖}  

  𝒖قيم  استنتاج .3

{
𝑢2 = 21 − 20𝑖
𝑢 ∈ 𝑆(𝐸)

⇒ 𝑢 ∈ {5 − 2𝑖 ; −5 + 2𝑖}  

5لاحظ أنّه بتربيع العددين   + 2𝑖 و − 5 − 2𝑖   21نحصل على + 20𝑖 

-II 𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟓 − 𝟐𝒊   ،𝒛𝑪 = −𝟑+ 𝒊  و𝒛𝑫 = −𝟓 + 𝟐𝒊 

  𝒛بدلالة  ′𝒛 كتابة .1

{
𝑓(𝐴) = 𝐵

𝑓(𝐶) = 𝐷
⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑏 = 𝑧𝐵 − 𝑎𝑧𝐴

⇒ {𝑎 =
10 − 4𝑖

5 − 2𝑖
= 2

𝑏 = 1

 

𝑀′ = 𝑓(𝑀) ⇒ 𝑧′ = 2𝑧 + 1  

 ذكر عناصرهو 𝒇طبيعة التحويل  تعيين .2

𝑎 = 2 ; 𝑏 = 1 ; 𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
= −1 

;𝜔(−1تحاكي مركزه  𝑓منه نستنتج أنّ التحويل    2ونسبته  (0

-III 𝒖𝟎 = 𝟎 ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝟐𝒖𝒏 + 𝟏 

 أوليان فيما بينهما 𝒖𝒏+𝟏 و𝒖𝒏ن يالعدد نّ أ بيان .1

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛 = 1
بيزو
⇒ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛+1; 𝑢𝑛) = 1  

 (𝒖𝒏)ر حدود المتتالية يفست .2

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 ⇒ 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) ⇒ 𝑢𝑛 = |𝑧𝑛| 

 ، حيث : [𝑂𝑀𝑛]هي أطوال القطع المستقيمة  (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ حدود المتتالية 
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 𝑀0 = 𝑂   و𝑀𝑛+1 = 𝑓(𝑀𝑛)  

𝒏  ،𝒖𝒏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيان .3 = 𝟐
𝒏 − 𝟏 

𝑢0تحقيق التراجع:  =  )محققة( 0

𝑢𝑛 نفرض أنّ فرض التراجع:  = 2
𝑛 − 1  

𝑢𝑛+1 أنّ  نبرهنبرهان التراجع:  = 2
𝑛+1 − 1  

𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 1 = 2(2
𝑛 − 1) + 1 = 2𝑛+1 − 2 + 1 = 2𝑛+1 − 1  

𝑛  ،𝑢𝑛منه نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  = 2
𝑛 − 1 

𝒖𝒏أ. بيان أنّ :  .4 = 𝒖𝒑 + 𝟐
𝒑𝒖𝒏−𝒑 

𝑢𝑝 + 2
𝑝𝑢𝑛−𝑝 = 2

𝑝 − 1 + 2𝑝(2𝑛−𝑝 − 1) = 2𝑝 − 1 + 2𝑛 − 2𝑝 = 2𝑛 − 1

⇒ 𝑢𝑛 = 𝑢𝑝 + 2
𝑝𝑢𝑛−𝑝  

;𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒖𝒏: أنّ  بيانب.  𝒖𝒑) = 𝑷𝑮𝑪𝑫(𝒖𝒑; 𝒖𝒏−𝒑) 

𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ; 𝑑′ = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) 

𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 2𝑝𝑢𝑛−𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑 ∣ 𝑢𝑛−𝑝
𝑑 ∣ 𝑢𝑝

⇒ 𝑑 ∣ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) ⇒ 𝑑 ∣ 𝑑′  

𝑑′ = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝) ⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛−𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 2𝑝𝑢𝑛−𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑝
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ {
𝑑′ ∣ 𝑢𝑛
𝑑′ ∣ 𝑢𝑝

⇒ 𝑑′ ∣ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) ⇒ 𝑑′ ∣ 𝑑  

{
𝑑 ∣ 𝑑′
𝑑′ ∣ 𝑑

⇒ 𝑑 = 𝑑′ ⇒ 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑛; 𝑢𝑝) = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑢𝑝; 𝑢𝑛−𝑝)  

 
 .98التمرين حل 

1. 𝜷 = 𝟒√𝟐( 𝟏 + 𝐢) 

 على الشكل المثلثي 𝜷العدد  كتابة .أ

𝛽 = 4√2( 1 + i) = 8(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = 8 (cos

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
)  

𝒛𝟑المعادلة :  ℂفي المجموعة ل ح .ب = 𝜷…(𝟏) 

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃;  𝑧3 = 𝛽 ⇒ 𝑟3𝑒𝑖3𝜃 = 8𝑒𝑖
𝜋
4 ⇒ {

𝑟3 = 8

3𝜃 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋
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⇒ {
𝑟 = 2

𝜃 =
𝜋

12
+
2𝑘𝜋

3

  ⇒

{
 
 

 
 𝑟1 = 2; 𝜃1 =

𝜋

12
⇒ 𝑧1 = 2𝑒

𝑖
𝜋
12 

𝑟2 = 2; 𝜃2 =
𝜋

12
+
2𝜋

3
=
3𝜋

4
⇒ 𝑧2 = 2𝑒

𝑖
3𝜋
4

𝑟3 = 2; 𝜃3 =
𝜋

12
+
4𝜋

3
=
17𝜋

12
⇒ 𝑧3 = 2𝑒

𝑖
17𝜋
12

 

𝑆 = {2𝑒𝑖
𝜋
12 ;  2𝑒𝑖

3𝜋
4  ;  2𝑒𝑖

17𝜋
12 }  

 برهان أنّ : .ج
𝒛𝟏×𝒛𝟐

𝒛𝟑
𝟐 =

𝒛𝟐×𝒛𝟑

𝒛𝟏
𝟐 =

𝒛𝟏×𝒛𝟑

𝒛𝟐
𝟐 

𝑧1 × 𝑧2

𝑧3
2 =

2𝑒𝑖
𝜋
12 × 2𝑒𝑖

3𝜋
4

(2𝑒𝑖
17𝜋
12 )

2 =
𝑒𝑖
5𝜋
6

𝑒𝑖
17𝜋
6

= 𝑒−𝑖2𝜋 = 𝑒0 = 1  

𝑧2 × 𝑧3

𝑧1
2 =

2𝑒𝑖
3𝜋
4 × 2𝑒𝑖

17𝜋
12

(2𝑒𝑖
𝜋
12)

2 =
𝑒𝑖
13𝜋
6

𝑒𝑖
𝜋
6

= 𝑒𝑖2𝜋 = 𝑒0 = 1  

𝑧1 × 𝑧3

𝑧2
2 =

2𝑒𝑖
𝜋
12 × 2𝑒𝑖

17𝜋
12

(2𝑒𝑖
3𝜋
4 )

2 =
𝑒𝑖
3𝜋
2

𝑒𝑖
3𝜋
2

= 1  

𝑧1 × 𝑧2

𝑧3
2 =

𝑧2 × 𝑧3

𝑧1
2 =

𝑧1 × 𝑧3

𝑧2
2  

2.   𝒛𝑨 = 𝜶  ،𝒛𝑩 = 𝟏 +
𝜶−𝟏

𝜶
𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝒊𝜶  ،𝒛𝑫 = −

𝟏

𝜶
𝒊  و𝒛𝑯 = 𝟏 + 𝒛𝑫  

𝒛𝑩تحقق أنّ ال .أ − 𝒛𝑫 = 𝒛𝑫̅̅ ̅(𝒛𝑨 − 𝒛𝑪)  

{
𝑧𝐵 − 𝑧𝐷 = 1 + 𝑖 −

1

𝛼
𝑖 +
1

𝛼
𝑖 = 1 + 𝑖

𝑧𝐷̅̅ ̅(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) =
1

𝛼
𝑖(𝛼 − 𝑖𝛼) = 𝑖(1 − 𝑖) = 1 + 𝑖

⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐷 = 𝑧𝐷̅̅ ̅(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶)  

] بيان أنّ :
𝟏

√𝟐
(𝒛𝑩 − 𝒛𝑫)]

𝟐𝟎𝟏𝟔

= 𝒊𝒛𝑨 × 𝒛𝑫  

[
1

√2
(𝑧𝐵 − 𝑧𝐷)]

2016

= [
1

√2
(1 + 𝑖)]

2016

= (𝑒𝑖
𝜋
4)
2016

= 𝑒𝑖504𝜋 = 𝑒0 = 1    

𝑖𝑧𝐴 × 𝑧𝐷 = 𝛼𝑖 (−
1

𝛼
𝑖) = −𝑖2 = 1  
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⇒ [
1

√2
(𝑧𝐵 − 𝑧𝐷)]

2016

= 𝑖𝑧𝐴 × 𝑧𝐷  

 متعامدان (𝑨𝑪) و(𝑩𝑫)أنّ المستقيمين  استنتاج .ب

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷 = 𝑧𝐷̅̅ ̅(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) ⇒
𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 𝑧𝐷̅̅ ̅ =
1

𝛼
𝑖 =

1

𝛼
𝑒𝑖
𝜋
2  

arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐴𝐶) ⊥ (𝐵𝐷)   

 عناصره المميزّة وتحديد 𝑺للتشابه المباشر العبارة المركّبة  تعيين .ج

{
𝑆(𝐴) = 𝐵
𝑆(𝐶) = 𝐷

⇒ {
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐵 − 𝑧𝐷
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

𝑏 = 𝑧𝐵 − 𝑎𝑧𝐴

⇒ {
𝑎 =

1

𝛼
𝑖

𝑏 = 1 −
1

𝛼
𝑖

 

𝑀′ = 𝑆(𝑀) ⇒ 𝑧′ =
1

𝛼
𝑖𝑧 + 1 −

1

𝛼
𝑖  

𝑎 =
1

𝛼
𝑖 =

1

𝛼
𝑒𝑖
𝜋
2  ;  𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
=
1 −

1
𝛼 𝑖

1 −
1
𝛼 𝑖
= 1 

;𝜔(1تشابه مباشر مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ  ، نسبته  (0
1

𝛼
وزاويته  

𝜋

2
  

 متشابهان  𝑶𝑨𝑪 و𝑩𝑯𝑫أنّ المثلثين  بيان .د

𝑆(𝑂) = 𝑂′ ⇒ 𝑧𝑂′ =
1

𝛼
𝑖𝑧𝑂 + 1 −

1

𝛼
𝑖 = 1 −

1

𝛼
𝑖 = 𝑧𝐻 

{
𝑆(𝐴) = 𝐵
𝑆(𝐶) = 𝐷

𝑆(𝑂) = 𝐻

⇒ 𝑆(𝑂𝐴𝐶) = 𝐵𝐻𝐷 

 ، نستنتج أنّ المثلثين متشابهان 𝑆بالتشابه  𝑂𝐴𝐶صورة المثلث  𝐵𝐻𝐷بما أنّ المثلث 

 𝑶𝑨𝑪 و𝑩𝑯𝑫المثلثين اد علاقة بين مساحتي جإي

𝒜𝐵𝐻𝐷 = (
1

𝛼
)
2

𝒜𝑂𝐴𝐶  

التي تحقق :                                  𝒛ذات اللاحقة  𝑴 النقط مجموعة تعيين .3

𝐚𝐫𝐠(𝒛̅ + 𝒊𝜶) = −𝐚𝐫𝐠(𝒛𝑨 − 𝒛𝑪) + 𝟐𝒌𝝅  حيث ،𝒌 ∈ ℤ 

arg(𝑧̅ + 𝑖𝛼) = −arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) + 2𝑘𝜋 

⇒ −arg(𝑧̅ + 𝑖𝛼̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = − arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) + 2𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑧 − 𝑖𝛼) = arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) + 2𝑘𝜋 
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⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐶) − arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) = 2𝑘𝜋 

⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) = 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑀 ∈ [𝐶𝐴)  

 .𝐴ويشمل  𝐶هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

 

 
 

 .99التمرين حل 

-I  𝒛𝑩 = −𝟑 ، 𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟐𝒊و 𝒛𝑰 = 𝟏 − 𝟐𝒊  

العدد  كتابة .1
𝒛𝑰−𝒛𝑨

𝒛𝑰−𝒛𝑩
 على الشكل الأسّي  

𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

=
−2 − 4𝑖

4 − 2𝑖
=
−1 − 2𝑖

2 − 𝑖
=
−𝑖(−𝑖 + 2)

2 − 𝑖
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

 𝑰𝑨𝑩استنتاج طبيعة المثلث 

𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐴𝐼 = 𝐵𝐼

(𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ) = −
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

⇒ المثلث 𝐼𝐴𝐵 قائم في 𝐼 ومتساوي الساقين  

  𝒛𝑪 حساب .2

ℎ(𝐼) = 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 2(𝑧𝐼 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑧𝐼 − 𝑧𝐴 = −1 − 6𝑖  

  𝒛𝑫 تعيين .3

𝐷{(𝐴, 1); (𝐵,−1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 5 − 4𝑖  

 مربّع 𝑨𝑩𝑪𝑫أنّ الرباعي  بيان .4

𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
2 − 4𝑖

2
= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝐼 ;  

𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

=
2 − 4𝑖

2
= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝐼 

وهما متعامدان ومتقايسان  𝐼متناصفان في النقطة  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]القطران 

 مربّع 𝐴𝐵𝐶𝐷منه نستنتج أنّ الرباعي  (في 𝐼 ومتساوي الساقين المثلث 𝐼𝐴𝐵 قائم )

  (𝜞)مجموعة ال تعيين .5

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =

1

2
‖2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖

⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 [𝐷𝐼]محور القطعة  هي (𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ 

-II 𝒛𝑬 = 𝟑𝒊 ، 𝒇(𝑴) = 𝑴′ ⇒ 𝒛′ =
𝟑𝒊𝒛−𝟕

𝒛−𝟑𝒊
 

𝒛)نشر  .1 − 𝟕𝒊)(𝒛 + 𝒊) أنّ للتحويل  وبيان𝒇  نقطتان صامدتان𝑲و 𝑭  

(𝑧 − 7𝑖)(𝑧 + 𝑖) = 𝑧2 + 𝑖𝑧 − 7𝑖𝑧 + 7 = 𝑧2 − 6𝑖𝑧 + 7  
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𝑓(𝑀) = 𝑀 ⇒ 𝑧 =
3𝑖𝑧 − 7

𝑧 − 3𝑖
⇒ 𝑧2 − 3𝑖𝑧 = 3𝑖𝑧 − 7 ⇒ 𝑧2 − 6𝑖𝑧 + 7 = 0

⇒ (𝑧 − 7𝑖)(𝑧 + 𝑖) = 0 ⇒ 𝑧 = 7𝑖 أو 𝑧 = −𝑖  

𝑧𝐹 : حيث 𝐹 و𝐾 نقطتان صامدتان 𝑓 منه نستنتج أنّ للتحويل = 7𝑖 و 𝑧𝐾 = −𝑖 

 

 ′𝑴، و 𝑭 و𝑲تختلف عن  (𝜸)نقطة من  𝑴،  [𝑭𝑲]الدائرة التي قطرها  (𝜸)لتكن  .2

 𝒇بالتحويل  𝑴صورة 
 

𝒛هي  𝑴أنّ لاحقة النقطة  بريرت .أ = 𝟑𝒊 + 𝟒𝒆𝒊𝜽  حيث𝜽 ∈ ℝ 

𝑧𝐸بما أنّ  =
𝑧𝐹+𝑧𝐾

2
 . (𝛾)هي مركز الدائرة  𝐸، فإنّ النقطة  

𝑟 = 𝐸𝐹 = |𝑧𝐹 − 𝑧𝐸| = |4𝑖| = 4 

𝑀 ∈ (𝛾) ⇒ 𝐸𝑀 = 4 ⇒ {
|𝑧 − 𝑧𝐸| = 4

arg(𝑧 − 𝑧𝐸) = 𝜃 + 2𝑘𝜋
⇒ 𝑧 − 𝑧𝐸 = 4𝑒

𝑖𝜃 

 ⇒ 𝑧 = 3𝑖 + 4𝑒𝑖𝜃   

 

′𝑴أنّ  استنتاج، ثمّ  𝜽لة بدلا ′𝒛 كتابة .ب ∈ (𝜸) 

𝑧′ =
3𝑖𝑧 − 7

𝑧 − 3𝑖
=
3𝑖(3𝑖 + 4𝑒𝑖𝜃) − 7

3𝑖 + 4𝑒𝑖𝜃 − 3𝑖
=
12𝑖𝑒𝑖𝜃 − 16

4𝑒𝑖𝜃
= 3𝑖 − 4𝑒−𝑖𝜃  

𝑧′ = 3𝑖 − 4𝑒−𝑖𝜃 ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝜔 = −4𝑒
−𝑖𝜃 ⇒ |𝑧′ − 𝑧𝜔| = 4 ⇒ 𝑀′ ∈ (𝛾)  

 

′𝒛أنّ  برهان .ج = −𝒛̅ الإنشاء الهندسي للنقطة  استنتاجو𝑴′ 

−𝑧̅ = −(3𝑖 + 4𝑒𝑖𝜃̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = −(−3𝑖 + 4𝑒−𝑖𝜃) = 3𝑖 − 4𝑒−𝑖𝜃 = 𝑧′ ⇒ 𝑧′ = −𝑧̅  

𝑧′ = −𝑧̅ ⇒ 𝑥′ + 𝑖𝑦′ = −(𝑥 − 𝑖𝑦) = −𝑥 + 𝑖𝑦 ⇒ {
𝑥′ = −𝑥
𝑦′ = 𝑦

 

 بالنسبة إلى محور التراتيب 𝑀هي نظيرة  ′𝑀منه نستنتج أنّ 
 

 𝒇بالتحويل  (𝝈)صورة  (′𝝈) تعيين .3

𝑀 ∈ (𝜎) ⇒ 𝐸𝑀 = 𝑟 ⇒ {
|𝑧 − 𝑧𝐸| = 𝑟

arg(𝑧 − 𝑧𝐸) = 𝜃 + 2𝑘𝜋
⇒ 𝑧 − 𝑧𝐸 = 𝑟𝑒

𝑖𝜃 

 ⇒ 𝑧 = 3𝑖 + 𝑟𝑒𝑖𝜃  

𝑧′ =
3𝑖𝑧 − 7

𝑧 − 3𝑖
=
3𝑖(3𝑖 + 𝑟𝑒𝑖𝜃) − 7

3𝑖 + 𝑟𝑒𝑖𝜃 − 3𝑖
=
3𝑟𝑖𝑒𝑖𝜃 − 16

𝑟𝑒𝑖𝜃
= 3𝑖 −

16

𝑟
𝑒−𝑖𝜃

⇒ 𝑧′ − 3𝑖 = −
16

𝑟
𝑒−𝑖𝜃 ⇒ |𝑧′ − 𝑧𝐸| =

16

𝑟
⇒ 𝐸𝑀′ =

16

𝑟
 

ونصف قطرها  𝐸هي الدائرة التي مركزها  (′𝜎) منه نستنتج أنّ 
16

𝑟
. 
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 .100التمرين حل 

𝒛𝟑المعادلة :  ℂحل في مجموعة الأعداد المركّبة  .1 − 𝟒𝒛𝟐 + 𝟖𝒛 − 𝟖 = 𝟎 

𝑧3 − 4𝑧2 + 8𝑧 − 8 = 0 ⇒ (𝑧 − 2)(𝑧2 − 2𝑧 + 4) = 0 

𝑧 − 2 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2 

𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖) ; 𝑧1 = 1 + 𝑖√3 ; 𝑧2 = 1 − 𝑖√3 

𝑆 = {2 ; 1 + 𝑖√3 ; 1 − 𝑖√3}  

2. 𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊√𝟑 ، 𝒛𝑨 = 𝟐  ، 𝒛𝑪 = 𝟏 − 𝒊√𝟑 

الأعداد  كتابة .أ
𝒛𝑩

𝒛𝑪
 على الشكل الأسّي 𝒛𝑪 ، 𝒛𝑩 و

𝑧𝐵 = 1 + 𝑖√3 = 2(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
3   ;  𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅ = 2𝑒−𝑖

𝜋
3   

𝑧𝐵
𝑧𝐶
=
2𝑒𝑖

𝜋
3

2𝑒−𝑖
𝜋
3

= 𝑒𝑖
2𝜋
3  

)التي يكون من أجلها العدد  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيين .ب
𝒛𝑩

𝒛𝑪
)
𝒏

 حقيقيا 

(
𝑧𝐵
𝑧𝐶
)
𝑛

∈ ℝ ⇒ arg [(
𝑧𝐵
𝑧𝐶
)
𝑛

] = 𝑘𝜋 ⇒
2𝑛𝜋

3
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 3(

𝑘

2
) 

⇒ 𝑛 = 3𝑘′; 𝑘′ ∈ ℕ  
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𝒛𝑩:  أنّ  بيان .ج
𝟑𝒏 + 𝒛𝑪

𝟑𝒏 + 𝟐𝟑𝒏+𝟏 = 𝟎  

𝑧𝐵
3𝑛 + 𝑧𝐶

3𝑛 + 23𝑛+1 = (2𝑒𝑖
𝜋
3)
3𝑛

+ (2𝑒−𝑖
𝜋
3)
3𝑛

+ 23𝑛+1 

= 23𝑛𝑒𝑖𝑛𝜋 + 23𝑛𝑒−𝑖𝑛𝜋 + 23𝑛+1 = −23𝑛 − 23𝑛 + 23𝑛+1 

= 2(−23𝑛) + 23𝑛+1 = −23𝑛+1 + 23𝑛+1 = 0  

 

 𝑶𝑩𝑨𝑪طبيعة الرباعي  وتعيين 𝑩 ، 𝑨 و𝑪النقط  إنشاء .د

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 1 − 𝑖√3 = 𝑧𝐶 ⇒ 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ … 

|𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = 2 ⇒ 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 2… 

arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐶
) =

2𝜋

3
⇒ (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

2𝜋

3
… 

معيّن )متوازي أضلاع له ضلعان  𝑂𝐵𝐴𝐶النتائج السابقة نستنتج أنّ الرباعي  من

 متتاليان متقايسان غير متعامدين( انظر الشكل في نهاية التمرين.

 

3. 𝒛′ =
𝒛𝑨𝒛̅−𝒛𝑪

𝒛̅−𝒛𝑪
 

  (𝑫) مجموعةوإنشاء ال تعيين .أ

𝑀 ∈ (𝐷) ⇒ (𝑧 − 𝑧𝐵)(𝑧̅ − 𝑧𝐶) = 1 ⇒ (𝑧 − 𝑧𝐵)(𝑧 − 𝑧𝐵)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 1 

 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐵|
2 = 1 ⇒ 𝐵𝑀2 = 1  

 1ونصف قطرها  𝐵هي الدائرة التي مركزها  (𝐷)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 

′𝒛تحقق أنّ : ال .ب = 𝒛𝑨 +
𝒛𝑪

𝒛̅−𝒛𝑪
 

𝑧𝐴 +
𝑧𝐶

𝑧̅ − 𝑧𝐶
=
𝑧𝐴𝑧̅ − 𝑧𝐴𝑧𝐶 + 𝑧𝐶

𝑧̅ − 𝑧𝐶
=
𝑧𝐴𝑧̅ − 𝑧𝐶(𝑧𝐴 − 1)

𝑧̅ − 𝑧𝐶
=
𝑧𝐴𝑧̅ − 𝑧𝐶
𝑧̅ − 𝑧𝐶

= 𝑧′ 

 

تنتمي إلى  ′𝑴فإنّ النقطة  (𝑫)تنتمي إلى  𝑴أنّه إذا كانت النقطة  بيان .ج

 ها ونصف قطرهايطُلب تعيين مركز (𝜞)دائرة 

𝑀 ∈ (𝐷) ⇒ 𝐵𝑀 = 1 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐵| = 1 ⇒ |𝑧̅ − 𝑧𝐶| = 1 

𝑧′ = 𝑧𝐴 +
𝑧𝐶

𝑧̅ − 𝑧𝐶
⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 =

𝑧𝐶
𝑧̅ − 𝑧𝐶

⇒ |𝑧′ − 𝑧𝐴| = |
𝑧𝐶

𝑧̅ − 𝑧𝐶
| =

|𝑧𝐶|

|𝑧̅ − 𝑧𝐶|

⇒ |𝑧′ − 𝑧𝐴| = |𝑧𝐶| ⇒ 𝐴𝑀′ = 2  

 (𝛤)تنتمي إلى الدائرة  ′𝑀نقطة فإنّ ال (𝐷)تنتمي إلى  𝑀نقطة أنّه إذا كانت ال منه نستنتج

 .2ونصف قطرها  𝐴التي مركزها 
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 ع ت( 8112: )بكالوريا  10التمرين 

 

𝒛𝟐المعادلة :  ℂحل في  .0 − (𝟏 + 𝟐𝒊)𝒛 − 𝟏 + 𝒊 = 𝟎 

∆= [−(1 + 2𝑖)]2 − 4(−1 + 𝑖) = 1  

𝑧1 =
1 + 2𝑖 − 1

2
= 𝑖 ; 𝑧2 =

1 + 2𝑖 + 1

2
= 1 + 𝑖 ; 𝑆 = {𝑖; 1 + 𝑖}  

)أن : بيان
𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝟐𝟎𝟎𝟖

 عدد حقيقي 

{
𝑧1 = 𝑖 = 𝑒

𝑖
𝜋
2

𝑧2 = 1 + 𝑖 = √2𝑒
𝑖
𝜋
4

 ⇒ (
𝑧1
𝑧2
)
2008

= (
𝑒𝑖
𝜋
2

√2𝑒
𝑖
𝜋
4

)

2008

= (
1

√2
𝑒𝑖
𝜋
4)
2008

= (
1

√2
)
2008

𝑒𝑖
2008𝜋
4 = (

1

2
)
1004

𝑒𝑖502𝜋⏟  
=𝑒0=1

=
1

21004
 

8. 𝒁 =
𝒛𝟐−𝟏

𝒛𝟏−𝟏
 ، 𝑪(𝒛𝟐) ، 𝑩(𝒛𝟏) ، 𝑨(𝟏) 

𝒆−𝒊𝜽ن أن :ابره .أ =
𝟏

𝒆𝒊𝜽
و      

𝒆𝒊𝜽𝟏

𝒆𝒊𝜽𝟐
= 𝒆𝒊(𝜽𝟏−𝜽𝟐) 

1

𝑒𝑖𝜃
=

1

cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃
=

cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)
 

 =
cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃

cos2 𝜃 + sin2 𝜃
= cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃 = cos(−𝜃) + 𝑖 sin(−𝜃) = 𝑒−𝑖𝜃  

𝑒𝑖𝜃1

𝑒𝑖𝜃2
= 𝑒𝑖𝜃1 ×

1

𝑒𝑖𝜃2
= 𝑒𝑖𝜃1 × 𝑒−𝑖𝜃2 = 𝑒𝑖(𝜃1−𝜃2)  

 على الشكل الأسي Zالعدد  كتابة .ب

𝑍 =
𝑧2 − 1

𝑧1 − 1
=

𝑖

−1 + 𝑖
=

𝑒𝑖
𝜋
2

√2𝑒
𝑖
3𝜋
4

=
1

√2
𝑒𝑖(

𝜋
2
−
3𝜋
4
) =

√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4  

 على الشكل المثلثي  Z كتابة .ج

𝑧 =
√2

2
[cos (−

𝜋

4
) + 𝑖 sin (−

𝜋

4
)]  

 ناصره، يطُلب تعيين ع Aبتشابه مباشر مركزه  Bهي صورة  Cأن  استنتاج

𝑧2 − 1

𝑧1 − 1
=
√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4 ⇒

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =

√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) 

، نسبته  𝐴بالتشابه المباشر الذي مركزه  𝐵هي صورة  𝐶منه نستنتج أنّ النقطة 
√2

2
−)وزاويته  

𝜋

4
) 
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 ع ت( 8112كالوريا : )ب 18التمرين 

 

𝒛𝟐المعادلة :  ℂحل في  .0 + 𝒊𝒛 − 𝟐 − 𝟔𝒊 = 𝟎 

∆= 𝑖2 − 4(−2 − 6𝑖) = 7 + 24𝑖 

7نحسب الجذرين التربيعيين للعدد   + 24𝑖 

|7 + 24𝑖| = 25 ;  (𝑥 + 𝑖𝑦)2 = 7 + 24𝑖 ⇒ 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 = 7 + 24𝑖 

{

𝑥2 + 𝑦2 = 25

𝑥2 − 𝑦2 = 7
2𝑥𝑦 = 24

⇒ {
2𝑥2 = 32
𝑥𝑦 = 12

⇒ {
𝑥2 = 16

𝑦 =
12

𝑥

⇒ {
𝑥 = 4
𝑦 = 3

} أو
𝑥 = −4
𝑦 = −3

 

⇒ 7 + 24𝑖 = (4 + 3𝑖)2 ⇒ √∆= 4 + 3𝑖 

𝑧1 =
−𝑖 + 4 + 3𝑖

2
= 2 + 𝑖 ;  𝑧2 =

−𝑖 − 4 − 3𝑖

2
= −2 − 2𝑖  

𝑆 = {2 + 𝑖 ; −2 − 2𝑖}  

 [ABالتي قطرها ] )(مركز الدائرة  لاحقة النقطة  z تعيين .8

𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

=
2 + 𝑖 − 2 − 2𝑖

2
= −

1

2
𝑖  

 ()تنتمي إلى  Cأن  اثباتوعلى الشكل الجبري  𝒛𝑪 كتابة .3

𝑧𝐶 =
4 − 𝑖

1 + 𝑖
=
(4 − 𝑖)(1 − 𝑖)

(1 + 𝑖)(1 − 𝑖)
=
3 − 5𝑖

2
=
3

2
−
5

2
𝑖  

{
 
 

 
 
𝜔𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝜔| = |

3

2
− 2𝑖| = √

9

4
+ 4 =

5

2

𝜔𝐴 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝜔| = |2 +
3

2
𝑖| = √4 +

9

4
=
5

2

⇒ 𝜔𝐶 = 𝜔𝐴 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

′𝒛هي : Sن أن عبارة التشابه المباشر ابره .4 − 𝒛𝟎 = 𝒌𝒆
𝒊𝜽(𝒛 − 𝒛𝟎) 

𝑀′ = 𝑆(𝑀) ⇒ {
𝑀0𝑀

′ = 𝑘.𝑀0𝑀

(𝑀0𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝑀0𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝜃
⇒ {

|𝑧′ − 𝑧0| = 𝑘|𝑧 − 𝑧0|

arg (
𝑧′ − 𝑧0
𝑧 − 𝑧0

) = 𝜃

⇒

{
 
 

 
 |

𝑧′ − 𝑧0
𝑧 − 𝑧0

| = 𝑘

arg (
𝑧′ − 𝑧0
𝑧 − 𝑧0

) = 𝜃

⇒
𝑧′ − 𝑧0
𝑧 − 𝑧0

= 𝑘𝑒𝑖𝜃

⇒ 𝑧′ − 𝑧0 = 𝑘𝑒
𝑖𝜃(𝑧 − 𝑧0)  
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′𝒛المعرّف بالعبارة :  Sلتحويل اطبيعة وعناصر  تعيين .5 +
𝟏

𝟐
𝒊 = 𝟐𝒆𝒊

𝝅

𝟑(𝒛 +
𝟏

𝟐
𝒊) 

𝑧′ +
1

2
𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋
3 (𝑧 +

1

2
𝑖) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝜔 = 2𝑒

𝑖
𝜋
3(𝑧 − 𝑧𝜔) 

𝑧0بما أنّ  = 𝑧𝜔 و 𝜃 =
𝜋

3
 ، 𝑘 = هو تشابه مباشر  𝑆، نستنتج أنّ التحويل  2

)وزاويته  2، نسبته  𝜔مركزه 
𝜋

3
). 

 
 ت ر( 8112: )بكالوريا  13التمرين 

 

𝒛𝟑 + (𝟐 − 𝟒𝒊)𝒛𝟐 − (𝟔 + 𝟗𝒊)𝒛 + 𝟗(−𝟏 + 𝒊) = 𝟎 

 هو حل للمعادلة )*( i= 3 0zأن  بيان .0

(3𝑖)3 + (2 − 4𝑖)(3𝑖)2 − (6 + 9𝑖)(3𝑖) + 9(−1 + 𝑖) 

= −27𝑖 − 9(2 − 4𝑖) − (6 + 9𝑖)(3𝑖) + 9(−1 + 𝑖) 

= 45𝑖 − 45𝑖 + 27 − 27 = 0 ⇒ 𝑧0 حل للمعادلة (∗)  

 المعادلة )*(  حل في  .8

 ستعمال خوارزمية هورنر، نحلل كثير الحدود إلى جداء عاملين با المعادلة )*(لحل 

  (استعمال المطابقةأيضا )يمكننا 

 خوارزمية هورنر:توضيح طريقة استعمال 

 𝒂 𝒃 𝒄 𝒅 

𝒛𝟎     

 𝒂′ = 𝒂 𝒃′ = 𝒂′𝒛𝟎 + 𝒃 𝒄′ = 𝒃′𝒛𝟎 + 𝒄 𝒅′ = 𝒄′𝒛𝟎 + 𝒅 = 𝟎 
 

𝒂𝒛𝟑 + 𝒃𝒛𝟐 + 𝒄𝒛 + 𝒅 = (𝒛 − 𝒛𝟎)(𝒂
′𝒛𝟐 + 𝒃′𝒛 + 𝒄′)  

 

 1 2 − 4𝑖 −6 − 9𝑖 −9 + 9𝑖 

3𝑖     

 1 2 − 𝑖⏟
=3𝑖(1)+2−4𝑖

 −3 − 3𝑖⏟    
=3𝑖(2−𝑖)−6−9𝑖

 0⏟
=3𝑖(−3−3𝑖)−9+9𝑖

 

 

(∗) ⇒ (𝑧 − 3𝑖)[𝑧2 + (2 − 𝑖)𝑧 − 3 − 3𝑖] = 0 

∆= (2 − 𝑖)2 − 4(−3 − 3𝑖) = 15 + 8𝑖 ;  |∆| = √225 + 64 = 17 

∆= (𝑥 + 𝑖𝑦)2 ⇒ {

𝑥2 + 𝑦2 = 17

𝑥2 − 𝑦2 = 15
2𝑥𝑦 = 8

⇒ {
2𝑥2 = 32
𝑥𝑦 = 4

⇒ {
𝑥2 = 16

𝑦 =
4

𝑥

 

⇒ {
𝑥 = 4
𝑦 = 1

} أو
𝑥 = −4
𝑦 = −1

⇒ ∆= (4 + 𝑖)2 ⇒ √∆= 4 + 𝑖 
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𝑧0 = 3𝑖 ; 𝑧1 =
−2 + 𝑖 + 4 + 𝑖

2
= 1 + 𝑖 ;  𝑧2 =

−2 + 𝑖 − 4 − 𝑖

2
= −3  

𝑆 = {3𝑖 ; 1 + 𝑖 ;  −3}  

 على الشكل الأسي𝒛𝟏 ، 𝒛𝟎 و𝒛𝟐 حلولال كتابة

𝑧0 = 3𝑖 = 3𝑒𝑖
𝜋
2  ; 𝑧1 = 1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖

𝜋
4  ; 𝑧2 = −3 = 3𝑒𝑖𝜋   

;𝑨)}مرجح الجملة  Gالنقطة  تعيين .3 𝟏), (𝑩; 𝟏), (𝑪;−𝟏)}  

𝑧𝐺 = 𝑧0 + 𝑧1 − 𝑧2 = 3𝑖 + 1 + 𝑖 + 3 = 4 + 4𝑖  

 ( Eالمجموعة ) تعيين .4

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ 𝐴𝑀2 + 𝐵𝑀2 − 𝐶𝑀2 = −13 ⇒ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 +𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 −𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 2 = −13 

 ⇒ (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)
2
+ (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
− (𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)

2
= −13 

 ⇒ 𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  2 + 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗2 + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗2 +𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ (𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)⏟          
0⃗⃗ 

= −13 

 ⇒ 𝑀𝐺2 = −13 − 𝐺𝐴2 − 𝐺𝐵2 + 𝐺𝐶2 

{

𝐺𝐴2 = |𝑧0 − 𝑧𝐺|
2 = |−4 − 𝑖|2 = 17

𝐺𝐵2 = |𝑧1 − 𝑧𝐺|
2 = |−3 − 3𝑖|2 = 18

𝐺𝐶2 = |𝑧2 − 𝑧𝐺|
2 = |−7 − 4𝑖|2 = 65

⇒ 𝑀𝐺2 = 17 ⇒ 𝑀𝐺 = √17  

 17√ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝐸)منه نستنتج أنّ 

 (E) إنشاءو( Eتنتمي إلى ) Aأن النقطة  بيان

𝐺𝐴2 = 17 ⇒ 𝐺𝐴 = √17 ⇒ 𝐴 ∈ (𝐸)  

 
 على استقامة واحدة  Gو  O  ،Bأن النقط  التحقق .5

𝑧𝐺 = 4𝑧1 ⇒ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 4𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ النقط 𝐵 ، 𝑂 و 𝐺 على استقامة واحدة  

  Gإلى  Bو يحوّل  O( بالتحاكي الذي مركزه Eصورة المجموعة ) تعيين

ℎ(𝐵) = 𝐺 ⇒ 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑘𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑘 = 4  

 حيث : ′𝑟ونصف قطرها  ′𝐺التي مركزها  (′𝐸)هي الدائرة  (𝐸)رة صورة الدائ 

𝐺′ = ℎ(𝐺) ⇒ 𝑧𝐺′ = 4𝑧𝐺 = 4(4 + 4𝑖) = 16 + 16𝑖  ; 𝑟′ = 4𝑟 = 4√17  
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 ت ر( 8442: )بكالوريا  40التمرين 

 

𝒛𝟐 : المعادلة ℂحل في  .1 − 𝟐𝒊 (𝒓 𝐜𝐨𝐬
𝜽

𝟐
) 𝒛 − 𝒓𝟐 = 𝟎 

∆= [−2𝑖 (𝑟 cos
𝜃

2
)]

2

− 4(−𝑟2) = −4𝑟2 cos2
𝜃

2
+ 4𝑟2 

= 4𝑟2 (1 − cos2
𝜃

2
) = 4𝑟2 sin2

𝜃

2
⇒ √∆= 2𝑟 sin

𝜃

2
 

𝑧1 =
2𝑖 (𝑟 cos

𝜃
2

) − 2𝑟 sin
𝜃
2

2
= 𝑟 (− sin

𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
) 

𝑧2 =
2𝑖 (𝑟 cos

𝜃
2) + 2𝑟 sin

𝜃
2

2
= 𝑟 (sin

𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
) 

𝑆 = {𝑟 (− sin
𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
) ;  𝑟 (sin

𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
)}  

 الحلين على الشكل الأسي كتابة

cosتذكّر :  (
𝜋

2
+ 𝑥) = − sin 𝑥    وsin (

𝜋

2
+ 𝑥) = cos 𝑥 

cos (
𝜋

2
− 𝑥) = sin 𝑥    وsin (

𝜋

2
− 𝑥) = cos 𝑥 

𝑧1 = 𝑟 (− sin
𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
) = 𝑟 (cos

𝜋 + 𝜃

2
+ 𝑖 sin

𝜋 + 𝜃

2
) = 𝑟𝑒𝑖 

𝜋+𝜃
2  

𝑧2 = 𝑟 (sin
𝜃

2
+ 𝑖 cos

𝜃

2
) = 𝑟 (cos

𝜋 − 𝜃

2
+ 𝑖 sin

𝜋 − 𝜃

2
) = 𝑟𝑒𝑖 

𝜋−𝜃
2  

 متقايس الأضلاع OABحتى يكون المثلث   تعيين .8

𝑂𝐴𝐵 متقايس الأضلاع ⇒
𝑧1

𝑧2
= 𝑒𝑖 (

𝜋
3

+𝑘𝜋) ⇒
𝑟𝑒𝑖 

𝜋+𝜃
2

𝑟𝑒𝑖 
𝜋−𝜃

2

= 𝑒𝑖 (
𝜋
3

+𝑘𝜋)
 

⇒ 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒𝑖 (
𝜋
3

+𝑘𝜋) ⇒ 𝜃 =
𝜋

3
+ 𝑘𝜋  

 
 ر( 8442: )بكالوريا  40التمرين 

 

𝒛𝑨 = √𝟑 − 𝒊 ، 𝒛𝑩 = √𝟑 + 𝟑𝒊  

  Sالعبارة المركبة للتشابه المباشر  كتابة .1

𝑆(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐴 ⇒ 𝑎 =
𝑧𝐵

𝑧𝐴
=

√3 + 3𝑖

√3 − 𝑖
= √3𝑖 ⇒ 𝑧′ = √3𝑖𝑧  
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 𝑺ة التشابه و نسب ةزاوي تعيين

𝑎 = √3𝑖 = √3𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑘 = |𝑎| = √3 ;  𝜃 = arg (𝑎) =

𝜋

2
 

8. 𝑨𝟎 = 𝑨  ،𝑨𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑨𝒏) 

 𝑨𝟐و  𝑨𝟎  ،𝑨𝟏لنقط ا إنشاء .أ

𝐴1 = 𝑆(𝐴0) ⇒ {
𝑂𝐴1 = √3𝑂𝐴0

(𝑂𝐴0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐴1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

2

  ;   𝐴2 = 𝑆(𝐴1) ⇒ {
𝑂𝐴2 = 3𝑂𝐴0

(𝑂𝐴0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝑂𝐴2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝜋
 

 

𝒛𝒏ن أنّ : ابره .ب = 𝟐(√𝟑)
𝒏
𝒆𝒊(

𝒏𝝅

𝟐
−
𝝅

𝟔
)

 

𝑧0 :تحقيق التراجع = 2𝑒
𝑖(−

𝜋

6
)

 محققّة لأنّ : 

2𝑒𝑖(−
𝜋
6
) = 2 [cos (−

𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)] = 2(

√3

2
−
1

2
) = √3 − 1 = 𝑧0 

𝑧𝑛أنّ  فرض التراجع: نفرض = 2(√3)
𝑛
𝑒𝑖(

𝑛𝜋

2
−
𝜋

6
)

 

𝑧𝑛+1أنّ نتحققّ التراجع:  تحقيق = 2(√3)
𝑛+1
𝑒𝑖(

(𝑛+1)𝜋

2
−
𝜋

6
)

 

𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) ⇒ 𝑧𝑛+1 = √3𝑖 × 𝑧𝑛 = √3𝑒
𝑖
𝜋
2 × 2(√3)

𝑛
𝑒𝑖(

𝑛𝜋
2
−
𝜋
6
)
 

= 2(√3)
𝑛+1
𝑒𝑖(

𝜋
2
+
𝑛𝜋
2
−
𝜋
6
) = 2(√3)

𝑛+1
𝑒
𝑖(
(𝑛+1)𝜋
2

−
𝜋
6
)

 

 (𝑶𝑨𝟏)إلى المستقيم  𝑨𝒏التي تنتمي من أجلها النقطة  nقيم  تعيين .ج

𝐴𝑛 ∈ (𝑂𝐴1) ⇒ arg(𝑧𝑛) = arg(𝑧1) + 𝑘𝜋 ⇒
𝑛𝜋

2
−
𝜋

6
=
𝜋

2
−
𝜋

6
+ 𝑘𝜋 

⇒
𝑛

2
=
1

2
+ 𝑘 ⇒ 𝑛 = 2𝑘 + 1 ; 𝑘 ∈ ℕ  

3. 𝒖𝟎 = 𝑨𝟎𝑨𝟏  و𝒖𝒏 = 𝑨𝒏𝑨𝒏+𝟏  

 qو أساسها  𝒖𝟎الأول  هندسية يطُلب تحديد حدها (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان .أ

𝑢𝑛+1 = 𝐴𝑛+1𝐴𝑛+2 = |𝑧𝑛+2 − 𝑧𝑛+1| = |√3𝑖𝑧𝑛+1 − √3𝑖𝑧𝑛| 
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= |√3𝑖(𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛)| = |√3𝑖||𝑧𝑛+1 − 𝑧𝑛| = √3𝑢𝑛 

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)منه نستنتج أنّ المتتالية    =  وحدهّا الأول : 3√

𝑢0 = 𝐴1𝐴0 = |𝑧1 − 𝑧0| = |√3 + 3𝑖 − √3 + 𝑖| = |4𝑖| = 4 

 nبدلالة  𝒖𝒏عبارة  استنتاج .ب

𝑢𝑛 = 𝑢0 × 𝑞
𝑛 = 4 × √3

𝑛
 

𝑺𝒏حيث :  𝑺𝒏 ، المجموع nبدلالة  حساب .ج = 𝒖𝟎 + 𝒖𝟏 +⋯+ 𝒖𝒏  

𝑆𝑛 = 𝑢0 (
𝑞𝑛+1 − 1

𝑞 − 1
) = 4(

√3
𝑛+1

− 1

√3 − 1
)  

𝐥𝐢𝐦 حساب      
𝒏→∞

𝑺𝒏 

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

4 (
√3

𝑛+1
− 1

√3 − 1
) = +∞  ; (√3

𝑛+1
→ +∞) 

 
 

 ر( 8112: )بكالوريا  10التمرين 

 

𝑷(𝒛) = 𝟐𝒛𝟒 − 𝟐𝒊𝒛𝟑 − 𝒛𝟐 − 𝟐𝒊𝒛 + 𝟐 

فإنّ  𝑷(𝒛)جذرا لكثير الحدود  𝜶أنّه إذا كان  بيان .0
𝟏

𝜶
 جذر له أيضا 

𝑃(𝛼) = 0 ⇒ 2𝛼4 − 2𝑖𝛼3 − 𝛼2 − 2𝑖𝛼 + 2 = 0 

⇒ 𝛼4 [2 − 2𝑖 (
1

𝛼
) − (

1

𝛼
)
2

− 2𝑖 (
1

𝛼
)
3

+ 2(
1

𝛼
)
4

] = 0 

⇒ 2(
1

𝛼
)
4

− 2𝑖 (
1

𝛼
)
3

− (
1

𝛼
)
2

− 2𝑖 (
1

𝛼
) + 2 = 0 ⇒ 𝑃 (

1

𝛼
) = 0  

𝟏أنّ  التحقق .8 + 𝒊  جذر لكثير الحدود𝑷(𝒛) 

𝑃(1 + 𝑖) = 2(1 + 𝑖)4 − 2𝑖(1 + 𝑖)3 − (1 + 𝑖)2 − 2𝑖(1 + 𝑖) + 2 

(1 + 𝑖)2 = 2𝑖 ⇒ {
(1 + 𝑖)3 = 2𝑖(1 + 𝑖) = −2 + 2𝑖

(1 + 𝑖)4 = (2𝑖)2 = −4
 

𝑃(1 + 𝑖) = 2(−4) − 2𝑖(−2 + 2𝑖) − 2𝑖 − 2𝑖(1 + 𝑖) + 2 = 0  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂحل في  .3 = 𝟎 

𝑧0 = 1 + 𝑖 ⇒ 𝑧1 =
1

1 + 𝑖
=
1 − 𝑖

2
=
1

2
−
1

2
𝑖 

𝑃(𝑧) = [𝑧 − (1 + 𝑖)] [𝑧 − (
1

2
−
1

2
𝑖)] [𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐] 
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= [𝑧2 − (
3

2
+
1

2
𝑖) 𝑧 + 1] [𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐] 

𝑃(𝑧)بالمطابقة نجد :   = [𝑧2 − (
3

2
+
1

2
𝑖) 𝑧 + 1] [2𝑧2 + (3 − 𝑖)𝑧 + 2] 

 باستعمال خوارزمية هورنر على النحو التالي : 𝑃(𝑧)يمكننا أيضا تحليل 

 2 −2𝑖 −1 −2𝑖 2 

1 + 𝑖 ↓     

 
2 

2⏟
=2(1+𝑖)−2𝑖

 1 + 2𝑖⏟  
=2(1+𝑖)−1

 −1 + 𝑖⏟  
=(1+𝑖)(1+2𝑖)−2𝑖

 0⏟
=(1+𝑖)(−1+𝑖)+2

 

1 − 𝑖

2
 ↓     

 2 3 − 𝑖 2 0 0 

 

2𝑧2 + (3 − 𝑖)𝑧 + 2 = 0 ; ∆= (3 − 𝑖)2 − 16 = −8 − 6𝑖 = (𝑥 + 𝑖𝑦)2 

{

𝑥2 + 𝑦2 = 10

𝑥2 − 𝑦2 = −8
2𝑥𝑦 = −6

⇒ {
2𝑥2 = 2
𝑥𝑦 = −3

⇒ {
𝑥2 = 1

𝑦 = −
3

𝑥

⇒ {
𝑥 = 1
𝑦 = −3

} أو
𝑥 = −1
𝑦 = 3

 

⇒ −8 − 6𝑖 = (1 − 3𝑖)2 ⇒ √∆= 1 − 3𝑖 

𝑧2 =
−3 + 𝑖 − 1 + 3𝑖

4
= −1 + 𝑖 ; 𝑧3 =

−3 + 𝑖 + 1 − 3𝑖

4
= −

1

2
−
1

2
𝑖  

𝑆 = {1 + 𝑖 ; −1 + 𝑖 ; 
1

2
−
1

2
𝑖 ;  −

1

2
−
1

2
𝑖}  

 الحلول على الشكل الأسي كتابة .4

𝑧0 = 1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖
𝜋
4  ; 𝑧1 =

1

2
−
1

2
𝑖 =

√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4   

𝑧2 = −1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖
3𝜋
4  ; 𝑧3 = −

1

2
−
1

2
𝑖 =

√2

2
𝑒𝑖
5𝜋
4   

5. 𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑩 = −𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = −
𝒎

𝟐
−
𝒎

𝟐
𝒊 ، 𝒛𝑫 =

𝒎

𝟐
−
𝒎

𝟐
𝒊  

 مربعا ABCDحتى يكون الرباعي  m ينتعي

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 ⇒ −2 = −𝑚 ⇒ 𝑚 = 2  

 𝐴𝐵𝐶𝐷التي من أجلها يكون الرباعي  𝑚نلاحظ أنّ القيمة الوحيدة للعدد الحقيقي 

 مربعا.  𝐴𝐵𝐶𝐷وفي هذه الحالة يكون الرباعي  2متوازي أضلاع هي 

× + = 
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 ع ت( 8112وريا : )بكال 10التمرين 

 

𝑷(𝒛) = (𝒛 − 𝟏 − 𝒊)(𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟒) 

𝑷(𝒛)المعادلة :  حل في المجموعة  .0 = 𝟎 

8. 𝒛𝟏 = 𝟏 + 𝒊     و𝒛𝟐 = 𝟏 − √𝟑𝒊 

 على الشكل الأسي 𝒛𝟐و  𝒛𝟏العددين  كتابة .أ

𝑧1 = 1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖
𝜋
4  ; 𝑧2 = 1 − √3𝑖 = 2𝑒−𝑖

𝜋
3  

العدد  كتابة .ب
𝒛𝟏

𝒛𝟐
 الأسي على الشكل الجبري ثمّ الشكل 

𝑧1
𝑧2
=

1 + 𝑖

1 − √3𝑖
=

(1 + 𝑖)(1 + √3𝑖)

(1 − √3𝑖)(1 + √3𝑖)
=
1 − √3

4
+
1 + √3

4
𝑖  

𝑧1
𝑧2
=
√2𝑒

𝑖
𝜋
4

2𝑒−𝑖
𝜋
3

=
√2

2
𝑒𝑖(

𝜋
4
+
𝜋
3
) =

√2

2
𝑒𝑖
7𝜋
12  

𝒄𝒐𝒔القيمة المضبوطة لكل من  استنتاج .ج
𝟕𝝅

𝟏𝟐
𝒔𝒊𝒏و  

𝟕𝝅

𝟏𝟐
 

𝑧1
𝑧2
=
1 − √3

4⏟    
𝑥

+
1 + √3

4⏟    
𝑦

𝑖 =
√2

2⏟
𝑟

𝑒𝑖
7𝜋
12  

cos
7𝜋

12
=
𝑥

𝑟
=

1 − √3
4

√2
2

=
√2 − √6

4
 ;  sin

7𝜋

12
=
𝑦

𝑟
=

1 + √3
4

√2
2

=
√2 + √6

4
 

)بحيث يكون العدد  nقيم  تعيين .3
𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝒏

 حقيقيا 

(
𝑧1
𝑧2
)
𝑛

∈ ℝ ⇒ 𝑎𝑟𝑔 [(
𝑧1
𝑧2
)
𝑛

] = 𝑘𝜋 ⇒
7𝑛𝜋

12
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 12 (

𝑘

7
) = 12𝑘′ 

)التي من أجلها يكون العدد  𝑛منه نستنتج أنّ قيم 
𝑧1

𝑧2
)
𝑛

 .22قيقيا هي مضاعفات ح 
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)قيمة العدد حساب .4
𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝟒𝟓𝟔

 

(
𝑧1
𝑧2
)
456

= (
√2

2
𝑒𝑖
7𝜋
12)

456

= (
√2

2
)

456

𝑒𝑖
456×7𝜋
12 =

1

2228
𝑒𝑖226𝜋⏟  
=𝑒0=1

=
1

2228
 

 

 
 

 ع ت( 8112: )بكالوريا  12التمرين 

𝒛𝟐لمعادلة : ا ℂحل في  .0 − 𝟐𝒛 + 𝟒 = 𝟎 

∆= 4 − 16 = −12 = (2√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 =

2 − 2√3𝑖

2
= 1 − √3𝑖 ; 𝑧2 = 1 + √3𝑖 

𝑆 = {1 − √3𝑖 ; 1 + √3𝑖}  

8. 𝒛𝟐 = 𝟏 + √𝟑𝒊 ; 𝒛𝟏 = 𝟏 − √𝟑𝒊 

 على الشكل الأسي 𝒛𝟐و  𝒛𝟏العددين  كتابة .أ

𝑧1 = 1 − √3𝑖 = 2𝑒−𝑖
𝜋
3  ; 𝑧2 = 1 + √3𝑖 = 2𝑒𝑖

𝜋
3  

𝒛𝑨 .ب = 𝟏 − 𝒊√𝟑 ،𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊√𝟑  و𝒛𝑪 =
𝟏

𝟐
(𝟓 + 𝒊√𝟑) 

 ABCطبيعة المثلث  استنتاجو BC و AB  ،ACالأطوال  حساب

{
  
 

  
 𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |2√3𝑖| = 2√3

𝐴𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |
3

2
+
3√3

2
𝑖| = 3

𝐵𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |
3

2
−
√3

2
𝑖| = √3

 

𝐴𝐶2لدينا :  + 𝐵𝐶2 = 12 = 𝐴𝐵2  منه نستنتج أنّ المثلث ،𝐴𝐵𝐶  قائم في𝐶 

𝒁حيث : Zلعدد المركب اطويلة و عمدة  إيجاد .ج =
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑩
 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 =
3

2
−
√3

2
𝑖 = √3(

√3

2
−
1

2
𝑖) = √3𝑒−𝑖

𝜋
6  

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = −2√3𝑖 = 2√3(−𝑖) = 2√3𝑒
−𝑖
𝜋
2  

|𝑍| =
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐵|

|𝑧𝐴 − 𝑧𝐵|
=
√3

2√3
=
1

2
  

arg(𝑍) = arg(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) − arg(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) = −
𝜋

6
+
𝜋

2
=
𝜋

3
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  6zو  z 3حساب .د

𝑍3 = (
1

2
𝑒𝑖
𝜋
3)
3

=
1

8
𝑒𝑖𝜋 = −

1

8
  ;  𝑍6 = (

1

2
𝑒𝑖
𝜋
3)
6

=
1

64
𝑒𝑖2𝜋 =

1

64
 

 kعدد حقيقي من أجل كل عدد طبيعي  k3zأن العدد  استنتاج

𝑍3𝑘 = (𝑍3)𝑘 = (−
1

8
)
𝑘

⇒ 𝑍3𝑘 ∈ ℝ  

 

 
 

 ت ر( 8112: )بكالوريا  12التمرين 

 

𝒛𝟐 المعادلة: حل في  .0 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎 

∆= 4 − 8 = −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 1 − 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + 𝑖 

𝑆1 = {1 − 𝑖 ; 1 + 𝑖}  

𝒛̅)حلول المعادلة :  في  استنتاج .8 + 𝟑)𝟐 − 𝟐(𝒛̅ + 𝟑) + 𝟐 = 𝟎 

𝑍بوضع :  = 𝑧̅ + 𝑍2، تؤول المعادلة الثانية إلى  3 − 2𝑍 + 2 =  ، أي : 0

𝑧̅ + 3 = 1 − 𝑖 ⇒ 𝑧̅ = −2 − 𝑖 ⇒ 𝑧 = −2 + 𝑖 

𝑧̅ + 3 = 1 + 𝑖 ⇒ 𝑧̅ = −2 + 𝑖 ⇒ 𝑧 = −2 − 𝑖 

𝑆2 = {−2 + 𝑖 ; −2 − 𝑖}  

3. 𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊 ، 𝐳𝐀 = 𝟏 − 𝒊  و𝒛𝑴 = 𝒛 

  () مجموعةال تعيين .أ

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 = 1 − 𝑖 + 𝑘𝑒𝑖
5𝜋
4 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐴 = 𝑘𝑒

𝑖
5𝜋
4 ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =

5𝜋

4
 

 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =
5𝜋

4
 

tanوميله  𝐴يم الذي مبدؤه هي نصف المستق (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة   (
5𝜋

4
) = 1 

  (E) مجموعةال تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ |𝑧 − 1 + 𝑖| = |𝑧 − 1 − 𝑖| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| 

 ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  

 )محور الفواصل( [𝐴𝐵]هي محور القطعة المستقيمة  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة  
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 ت ر( 8112: )بكالوريا  01التمرين 

𝒛𝟐ادلة: المع ℂحل في  .0 − 𝟔𝒛 + 𝟏𝟖 = 𝟎 

∆= 36 − 72 = −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 = 3 − 3𝑖 ; 𝑧2 = 3 + 3𝑖 

𝑆 = {3 − 3𝑖 ; 3 + 3𝑖}  

8. 𝒛𝟏 = 𝟑 − 𝟑𝒊  

 على الشكل الأسي 𝒛𝟏 كتابة .أ

|𝑧1| = 3√2 ; arg(𝑧1) = −
𝜋

4
 ; 𝑧1 = 3√2𝑒

−𝑖
𝜋
4  

 و عمدة له  𝒛𝟑طويلة العدد  حساب .ب

𝑧1 × 𝑧3 = 6(cos
𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
) = 6𝑒𝑖

𝜋
12 

𝑧3 =
𝑧1 × 𝑧3
𝑧1

=
6𝑒𝑖

𝜋
12

3√2𝑒
−𝑖
𝜋
4

= √2𝑒
𝑖(
𝜋
12
+
𝜋
4
) = √2𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ {

|𝑧3| = √2

arg(𝑧3) =
𝜋

3

 

𝐜𝐨𝐬 استنتاج
𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و  

𝝅

𝟏𝟐
 

𝑧3 = √2𝑒
𝑖
𝜋
3 = √2(

1

2
+
√3

2
𝑖) =

√2

2
+
√6

2
𝑖 

𝑧1 × 𝑧3 = (3 − 3𝑖) (
√2

2
+
√6

2
𝑖) =

3√6 + 3√2

2
+
3√6 − 3√2

2
𝑖 
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cos
𝜋

12
=

3√6 + 3√2
2
6

=
3√6 + 3√2

12
=
√6 + √2

4
 

sin
𝜋

12
=

3√6 − 3√2
2
6

=
3√6 − 3√2

12
=
√6 − √2

4
 

3. 𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟑𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝟑 − 𝟑𝒊  و𝒛𝑪 =
√𝟐

𝟐
+ 𝒊

√𝟔

𝟐
  

;𝑨)} حتى تقبل الجملة قيم  تعيين .أ 𝟏), (𝑩;−𝟏), (𝑪;𝜶)}  مرجحاG 

1 − 1 + 𝛼 ≠ 0 ⇒ 𝛼 ≠ 0 ⇒ 𝛼 ∈ ℝ∗  

 ∗ℝفي  لما يتغير  Gمجموعة النقط  تعيين .ب

𝑧𝐺𝛼 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝛼𝑧𝐶

𝛼
=

3 + 3𝑖 − 3 + 3𝑖 + 𝛼 (
√2
2 + 𝑖

√6
2 )

𝛼
 

=
√2

2
+ (
√6

2
+
6

𝛼
) 𝑖 ⇒ 𝐺𝛼 (

√2

2
;
√6

2
+
6

𝛼
) 

𝑥هي المستقيم الذي معادلته  ∗ℝفي  لما يتغير  𝐺𝛼مجموعة النقط منه نستنتج أنّ  =
√2

2
 

) باستثناء النقطة
√2

2
;
√6

2
لأنّ  (

6

𝛼
≠ 0. 

 

 
 

 ر( 8112: )بكالوريا  00التمرين 

𝒇(𝒛) =
𝒛 − 𝒊

𝒛 − 𝟏
 

𝟒𝟓) المعادلة : ℂحل في  .0 + 𝟒𝟓𝒊)𝒇(𝒛) = 𝟐𝟑 + 𝟒𝟓𝒊 − 𝟐𝒛 

(45 + 45𝑖) (
𝑧 − 𝑖

𝑧 − 1
) = 23 + 45𝑖 − 2𝑧 

⇒ (45 + 45𝑖)(𝑧 − 𝑖) = (23 + 45𝑖 − 2𝑧)(𝑧 − 1) 

⇒ 2𝑧2 + 20𝑧 + 68 = 0 ⇒ 𝑧2 + 10𝑧 + 34 = 0 

∆= 100 − 136 = −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 = −5 − 3𝑖 ; 𝑧2 = −5 + 3𝑖 

𝑆 = {−5 − 3𝑖 ; −5 + 3𝑖}  

8.  

 عددا حقيقيا سالبا تماما 𝒇(𝒛)بحيث يكون  Mين مجموعة النقط يعت .أ

𝑧𝐵نقطتان من المستوي حيث :  𝐴 و𝐵لتكن  = 𝑖 و 𝑧𝐴 = 1 
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𝑓(𝑧) < 0 ⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐵
𝑧 − 𝑧𝐴

) = 𝜋 + 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 𝜋 + 2𝑘𝜋⏟              
𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ متعاكسان في الاتجاه 𝐴𝑀⃗⃗ و ⃗  ⃗⃗ ⃗⃗ الشعاعان  

 

 𝐴 و𝐵باستثناء النقطتين  [𝐴𝐵]هي القطعة  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

  𝒛𝟎 حساب .ب

{

|𝑓(𝑧0)| = 1

𝐴𝑟𝑔(𝑓(𝑧0)) =
3𝜋

2

⇒ 𝑓(𝑧0) = 𝑒
𝑖
3𝜋
2 = −𝑖 ⇒

𝑧0 − 𝑖

𝑧0 − 1
= −𝑖 

⇒ 𝑧0 − 𝑖 = −𝑖(𝑧0 − 1) ⇒ 𝑧0(1 + 𝑖) = 2𝑖 ⇒ 𝑧0 =
2𝑖

1 + 𝑖
= 1 + 𝑖  

3. 𝒛𝑪 = 𝒛𝟎 ، 𝒛𝑩 = 𝒊 ، 𝒛𝑨 = 𝟏 

  ABCنوع المثلث تعيين  .أ

{

|𝑓(𝑧0)| = 1

𝐴𝑟𝑔(𝑓(𝑧0)) =
3𝜋

2

⇒

{
 

 |
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = 1

𝐴𝑟𝑔 (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) =
3𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐶 = 𝐵𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
3𝜋

2

 

 ومتساوي الساقين 𝐶قائم في  𝐴𝐵𝐶منه نستنتج أنّ المثلث 

  (AB)بالنسبة إلى المستقيم  Cنظيرة  Dالنقطة  تعيين .ب

متوازي  𝐴𝐷𝐵𝐶يعني أنّ الرباعي  (AB)بالنسبة إلى المستقيم  Cنظيرة 

 : أي أضلاع 

𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 0 ⇒ 𝐷 = 𝑂   

 ADBCطبيعة الرباعي  استنتاج

  𝐴𝐷𝐵𝐶 والرباعيومتساوي الساقين ،  𝐶قائم في  𝐴𝐵𝐶المثلث بما أنّ 

 متوازي أضلاع فهو إذن مربع.
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 ع ت( 8101: )بكالوريا  08التمرين 

𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊  و𝒛𝑩 = 𝟑𝒊 

 لى الشكل الأسيع 𝒛𝑩و  𝒛𝑨 كتابة .0

𝑧𝐴 = 1 + 𝑖 = √2𝑒𝑖
𝜋
4  ;  𝑧𝐵 = 3𝑖 = 3𝑒𝑖

𝜋
2  

8. 𝒛′ = 𝟐𝒊𝒛 + 𝟔 + 𝟑𝒊 

 Sالعناصر المميزة للتشابه المباشر  تعيين .أ

𝑘 = |2𝑖| = 2  ;  𝜃 = arg(2𝑖) =
𝜋

2
 ; 𝑧𝑤 =

𝑏

1 − 𝑎
=
6 + 3𝑖

1 − 2𝑖
= 3𝑖 = 𝑧𝐵  

وزاويته  2نسبته  𝐵مركزه  𝑆ر منه نستنتج أنّ التشابه المباش
𝜋

2
 

 Sبالتشابه المباشر  Aصورة النقطة  Cلاحقة النقطة  𝒛𝑪 تعيين .ب

𝑧𝐶 = 2𝑖𝑧𝐴 + 6 + 3𝑖 = 2𝑖(1 + 𝑖) + 6 + 3𝑖 = 4 + 5𝑖  

 ABCطبيعة المثلث  استنتاج .ج

𝑆(𝐴) = 𝐶 ⇒ {
𝐵𝐶 = 2𝐵𝐴

(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ 𝐵 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

3. 𝑫{(𝑨; 𝟐), (𝑩;−𝟐), (𝑪; 𝟐)} 

  𝒛𝑫 تعيين .أ

𝑧𝐷 =
2𝑧𝐴 − 2𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶

2
= 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 1 + 𝑖 − 3𝑖 + 4 + 5𝑖 = 5 + 3𝑖  

 ABCDطبيعة الرباعي  تعيين .ب

𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 𝐵قائم في  𝐴𝐵𝐶أنّ المثلث ع ، وبما متوازي أضلا 𝐴𝐵𝐶𝐷إذن الرباعي 

 مستطيل 𝐴𝐵𝐶𝐷ستنتج أنّ الرباعي ن

4.  

𝒛𝑬ذات اللاحقة  Eأن النقطة  التحقق .أ = 𝟔 + 𝟑𝒊  تنتمي إلى(∆) 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐸
𝑧𝐷 − 𝑧𝐸

=
3𝑖 − 6 − 3𝑖

5 + 3𝑖 − 6 − 3𝑖
= 6 ;  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐸
𝑧𝐷 − 𝑧𝐸

> 0 ⇒ 𝐸 ∈ (∆)  

لعمدة العدد المركب  سيهندال تفسيرال .ب
𝒛𝑩−𝒛

𝒛𝑫−𝒛
 

عمدة العدد المركب 
𝑧𝐵−𝑧

𝑧𝐷−𝑧
𝑀𝐷⃗⃗)هي قيس الزاوية   ⃗⃗ ⃗⃗  ;𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

 (∆)المجموعة  تعيين

𝑀 ∈ (∆) ⇒ arg (
𝑧𝐵 − 𝑧

𝑧𝐷 − 𝑧
) = 2𝑘𝜋 ⇒ (𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ;𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 2𝑘𝜋⏟          

𝑀𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ في نفس الاتجاه 𝑀𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ و ⃗  الشعاعان ⃗ 

 

 [𝐵𝐷]القطعة باستثناء  (𝐵𝐷)المستقيم هي  (∆)مجموعة النتج أنّ منه نست
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 ع ت( 8101: )بكالوريا  03التمرين 

𝒛²المعادلة :  ℂحل في  .0 − 𝟔𝒛 + 𝟏𝟖 = 𝟎  

∆= 36 − 72 = −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 = 3 + 3𝑖 ; 𝑧2 = 3 − 3𝑖 

𝑆 = {3 + 3𝑖 ; 3 − 3𝑖}  

 الحلين على الشكل الأسي كتابة

{
|𝑧1| = 3√2

𝑎𝑟𝑔(𝑧1) =
𝜋

4

⇒ 𝑧1 = 3√2𝑒
𝑖
𝜋
4  ;  {

|𝑧2| = 3√2

𝑎𝑟𝑔(𝑧2) = −
𝜋

4

⇒ 𝑧2 = 3√2𝑒
−𝑖
𝜋
4   

8. 𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟑𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،𝒛𝑪 = −𝒛𝑨  و𝒛𝑫 = −𝒛𝑩 

  Oكز تنتمي إلى نفس الدائرة ذات المر Dو  A  ،B  ،Cأنّ النقط  بيان .أ

{
𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅
𝑧𝐶 = −𝑧𝐴
𝑧𝐷 = −𝑧𝐴̅

⇒ |𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = |𝑧𝐷| ⇒ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 

 Oتنتمي إلى نفس الدائرة ذات المركز  Dو  A  ،B  ،Cأنّ النقط منه نستنتج 

 𝑩إلى  𝑨ويحوّل  𝑶الذي مركزه  Rزاوية للدوران  تعيين .ب

𝑅(𝐴) = 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖𝜃. 𝑧𝐴 ⇒ 𝑒

𝑖𝜃 =
𝑧𝐵
𝑧𝐴
=
3 − 3𝑖

3 + 3𝑖
=
1 − 𝑖

1 + 𝑖
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

⇒ 𝜃 = −
𝜋

2
 

 في استقامية  Cو  A  ،Oأنّ النقط  بيان .ج

𝑧𝐶 بما أنّ  = −𝑧𝐴  فإنّ النقطة ،𝐶  هي نظيرة𝐴  بالنسبة إلى𝑂  ومنه نستنتج 

 في استقامية 𝑂 ، 𝐴 و𝐶أنّ النقط 

 في استقامية Dو  B  ،Oالنقط بيان أنّ 

𝑧𝐷 بما أنّ  = −𝑧𝐵  ّالنقطة ، فإن𝐷 نظيرة  هي𝐵  بالنسبة إلى𝑂  ومنه نستنتج 

 في استقامية 𝑂 ، 𝐵 و𝐷أنّ النقط 

بحساب  𝑂 ، 𝐵 و𝐷وكذلك  𝑂 ، 𝐴 و𝐶ملاحظة: يمكن اثبات استقامية النقط 

العددين 
𝑧𝐴

𝑧𝐶
و  

𝑧𝐵

𝑧𝐷
 وبيان أنهما حقيقيان 
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 ABCDطبيعة الرباعي  استنتاج .د

 ومتقايسان  𝑂متناصفان في النقطة  [𝐵𝐷]و  [𝐴𝐶]القطران 

𝑂𝐴)لأنّ  = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 ّ( ومتعامدان )لأن𝐴𝑂𝐵̂ = −
𝜋

2
 ، ) 

 مربّع. 𝐴𝐵𝐶𝐷ومنه نستنتج أنّ الرباعي 
 

 
 

 
 

 ت ر( 8101ريا : )بكالو 04التمرين 

𝒛)المعادلة :  ℂحل في  .0 − 𝟑 + 𝟐𝒊)(𝒛𝟐 + 𝟔𝒛 + 𝟏𝟎) = 𝟎  

(𝑧 − 3 + 2𝑖)(𝑧2 + 6𝑧 + 10) = 0 ⇒ 𝑧 − 3 + 2𝑖 = 𝑧2 أو 0 + 6𝑧 + 10 = 0 

𝑧 − 3 + 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧 = 3 − 2𝑖  

𝑧2 + 6𝑧 + 10 = 0 ; ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = −3+ 𝑖 ; 𝑧2 = −3 − 𝑖 

𝑆 = {3 − 2𝑖 ;  −3 + 𝑖 ; −3 − 𝑖}  

   I و 𝑫 ،𝑪 ،𝑨النقط  تعليم .8

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

3. …{
𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝟑 + 𝟐𝒊) = 𝒂𝒓𝒈(𝒛 − 𝟏) +

𝝅

𝟐

|𝒛 − 𝟑 + 𝟐𝒊| = |𝒛 − 𝟏|
 

تكافئ:  أنّ الجملة  بيان .أ
𝒛−𝟑+𝟐𝒊

𝒛−𝟏
= 𝒊  

⇔ {

𝑎𝑟𝑔(𝑧 − 3 + 2𝑖) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧 − 1) =
𝜋

2
|𝑧 − 3 + 2𝑖|

|𝑧 − 1|
= 1

⇔ {
𝑎𝑟𝑔 (

𝑧 − 3 + 2𝑖

𝑧 − 1
) =

𝜋

2

|
𝑧 − 3 + 2𝑖

𝑧 − 1
| = 1

 

⇔
𝑧 − 3 + 2𝑖

𝑧 − 1
= 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇔

𝑧 − 3 + 2𝑖

𝑧 − 1
= 𝑖  

 zقيمة  تعيين

𝑧 − 3 + 2𝑖

𝑧 − 1
= 𝑖 ⇒ 𝑧 − 3 + 2𝑖 = 𝑖(𝑧 − 1) ⇒ 𝑧(1 − 𝑖) = 3 − 3𝑖 

 ⇒ 𝑧 =
3(1 − 𝑖)

1 − 𝑖
= 3  
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= 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ :  التحقق .ب 𝑫𝑪⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

{
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 3 − 3 + 2𝑖 = 2𝑖

𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 = −3 + 𝑖 + 3 + 𝑖 = 2𝑖
; 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

  ABCDطبيعة الرباعي تعيين 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنّ   ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  متوازي الأضلاع 𝐴𝐵𝐶𝐷، فإنّ الرباعي  ⃗ 

 على الشكل الأسي  Zالعدد  كتابة .ج

𝑍 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐼
𝑧𝐵 − 𝑧𝐽

=
3 − 2𝑖 − 1

3 − 1 + 2𝑖
=
2 − 2𝑖

2 + 2𝑖
=
1 − 𝑖

1 + 𝑖
=
−2𝑖

2
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

= 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗أنّ :  التحقق 𝑱𝑰⃗⃗  ⃗ 

𝑧𝐼 − 𝑧𝐽 = 1 − 1 + 2𝑖 = 2𝑖 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐽𝐼⃗⃗⃗   

  ABIJطبيعة الرباعي تعيين 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗بما أنّ   ⃗ = 𝐽𝐼⃗⃗⃗ و  
𝑧𝐴−𝑧𝐼

𝑧𝐵−𝑧𝐽
= 𝑒−𝑖

𝜋

 مربعّ )متوازي  𝐴𝐵𝐼𝐽، فإنّ الرباعي  2

𝐴𝐼الأضلاع قطراه متقايسان ومتعامدان  = 𝐵𝐽  و𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ⊥ 𝐵𝐽⃗⃗⃗⃗ ) 

 

 
 

 
 

 ت ر( 8101: )بكالوريا  05التمرين 

 على الشكل الأسي 𝒂العدد  كتابةأ.         .0

𝑎 = −2 + 2𝑖√3 = 4⏟
|𝑎|

(−
1

2
+
√3

2
𝑖) ⇒ 𝑎 = 4𝑒𝑖

2𝜋
3  

𝐳𝟐 المعادلة: ℂحل في  .ب = −𝟐 + 𝟐𝐢√𝟑  

𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 ⇒ z2 = 𝑟2𝑒𝑖2𝜃 = 4𝑒𝑖
2𝜋
3 ⇒ {

𝑟2 = 4

2𝜃 =
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑟 = 2

𝜃 =
𝜋

3
+ 𝑘𝜋 

262



{
 
 

 
 𝑧1 = 2𝑒

𝑖
𝜋
3 = 2(

1

2
+
√3

2
𝑖) = 1 + √3𝑖 

𝑧2 = 2𝑒
𝑖
4𝜋
3 = 2(−

1

2
−
√3

2
𝑖) = −1 − √3𝑖

⇒ 𝑆 = {1 + √3𝑖;−1 − √3𝑖 }  

8. 𝒛𝑨 = −𝟐  ،𝒛𝑩 = −𝟏 − √𝟑𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝟏 + √𝟑𝒊  

 طويلة العدد المركب حساب .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 و عمدة له  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
1 + √3𝑖 + 2

−1 − √3𝑖 + 2
=
3 + √3𝑖

1 − √3𝑖
=
(3 + √3𝑖)(1 + √3𝑖)

(1 − √3𝑖)(1 + √3𝑖)
= √3𝑖 

⇒ |
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = √3 ; arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
 

 ABCطبيعة المثلث  استنتاج .ب

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

𝒂𝒓𝒈(𝒛̅حيث :  zذات اللاحقة  Mمجموعة النقط  (𝑬)لتكن  .3 + 𝟐) =
𝝅

𝟑
 

 (𝑬)تنتمي إلى  Bأن  التحقق .أ

𝑧𝐵̅̅ ̅ + 2 = 1 + √3𝑖 = 2 (
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ arg(𝑧𝐵̅̅ ̅ + 2) =

𝜋

3

⇒ 𝐵 ∈ (𝐸)  

 (𝑬)المجموعة  تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ arg(𝑧̅ + 2) =
𝜋

3
⇒ arg(𝑧̅ + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = −

𝜋

3
⇒ arg(𝑧 + 2) = −

𝜋

3
 

 ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) = −
𝜋

3
⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = −

𝜋

3
 

وميله  𝐴هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 

tan (−
𝜋

3
) = −√3 
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 ر( 8101: )بكالوريا  00التمرين 

 

𝒛𝟑 − 𝟑𝐳𝟐 + 𝟑𝐳 − 𝟗 = 𝟎… (𝑬)  

  (𝑬)حل للمعادلة  3أنّ  التحققأ.    .0

33 − 3(9) + 3(3) − 9 = 36 − 36 = 0 ⇒ (𝐸) لةللمعاد 3 حل   

  a  ،b  ،cالأعداد الحقيقية  تعيين    

 1 −3 3 −9 

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 0
𝑐 = 3

 3     

 1 0 3 0 

 

𝑧3 − 3z2 + 3z − 9 = (𝑧 − 3)(𝑧2 + 3) 

 (𝑬) المعادلة ℂحل في  .ب

(𝐸) ⇒ (𝑧 − 3)(𝑧2 + 3) = 0 ⇒ 𝑧 − 3 = 𝑧2 أو 0 + 3 = 0 

⇒ 𝑧 = 𝑧2 أو 3 = −3 = (√3𝑖)
2
⇒ 𝑧0 = 3 ; 𝑧1 = 𝑖√3 ; 𝑧2 = −𝑖√3 

𝑆 = {3 ; 𝑖√3 ; −𝑖√3}  

8. 𝒛𝑨 = 𝟑 ، 𝒛𝑩 = 𝒊√𝟑  ،𝒛𝑪 = −𝒊√𝟑  

 متقايس الأضلاع ABCأنّ المثلث  بيان

{

𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |−3 + 𝑖√3| = 2√3

𝐴𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| = |−3 − 𝑖√3| = 2√3

𝐵𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| = |−2𝑖√3| = 2√3

⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع  

 Eلاحقة النقطة  تعيين .3

𝑅(𝐷) = 𝐸 ⇒ 𝑧𝐸 = 𝑒
𝑖
𝜋
3 × 𝑧𝐷 = 𝑒

𝑖
𝜋
3 × 2𝑒𝑖

5𝜋
6 = 2𝑒𝑖

7𝜋
6 = 2(−

√3

2
−
1

2
𝑖) 

 ⇒ 𝑧𝐸 = −√3 − 𝑖  

4. 𝒛𝑭 = 𝟏 − 𝒊√𝟑 

 حساب .أ
𝒛𝑭

𝒛𝑬
 متعامدان (OF)و  (OE)أنّ المستقيمين  استنتاجو 

𝑧𝐹
𝑧𝐸
=
1 − 𝑖√3

−√3 − 𝑖
=
(1 − 𝑖√3)(−√3 + 𝑖)

(−√3 − 𝑖)(−√3 + 𝑖)
=
4𝑖

4
= 𝑖  

𝑧𝐹
𝑧𝐸
= 𝑖 ⇒ arg (

𝑧𝐹
𝑧𝐸
) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝑂𝐸) ⊥ (𝑂𝐹)  
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 ربعام OEGFبحيث يكون  Gلاحقة النقطة  𝒛𝑮 تعيين .ب

بما أنّ 
𝑧𝐹

𝑧𝐸
= 𝑖  فإنّ المثلث ،𝑂𝐸𝐹  قائم في𝑂  ومتساوي الساقين ، ويشترط

 ، أي :حتى يكون مربعا أن يكون متوازي الأضلاع  𝑂𝐸𝐺𝐹للرباعي 

𝐹𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐺 − 𝑧𝐹 = 𝑧𝐸 ⇒ 𝑧𝐺 = 𝑧𝐹 + 𝑧𝐸 = 1 − 𝑖√3 − √3 − 𝑖 

⇒ 𝑧𝐺 = (1 − √3) − (1 + √3)𝑖  

 

 
 ر( 8101: )بكالوريا  00التمرين 

2. 𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝟒𝒊 ، 𝒛𝑩 = −𝟏 − 𝟐𝒊  ،𝒛𝑰 = 𝟏 − 𝟐𝒊. 

   A  ،B  ،Iالنقط  تعليم .أ

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

 على الشكل الجبري 𝒁 كتابة .ب

𝑍 =
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

=
1 − 2𝑖 − 1 + 4𝑖

1 − 2𝑖 + 1 + 2𝑖
=
2𝑖

2
= 𝑖  

  IABنوع المثلث ن تعيي .ج

{

|
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

| = 1

arg (
𝑧𝐼 − 𝑧𝐴
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐼 = 𝐵𝐼

(𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐼⃗⃗⃗⃗ ) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐼𝐴𝐵 قائم في 𝐼 ومتساوي الساقين  

  𝒛𝑪 حساب .د

𝐶 = ℎ(𝐼) ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 2(𝑧𝐼 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑧𝐼 − 𝑧𝐴 = 2(1 − 2𝑖) − 1 + 4𝑖 

⇒ 𝑧𝐶 = 1  

  𝒛𝑫 حساب .ه

𝐷{(𝐴; 1), (𝐵;−1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 1 − 4𝑖 + 1 + 2𝑖 + 1 

⇒ 𝑧𝐷 = 3 − 2𝑖  
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 مربع ABCDأنّ  بيان .و

 الطريقة الأولى:

𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ … 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

=
−1 − 2𝑖 − 1 + 4𝑖

3 − 2𝑖 − 1 + 4𝑖
=
−2 + 2𝑖

2 + 2𝑖
=
−1 + 𝑖

1 + 𝑖
= 𝑖 … 

متوازي أضلاع له ضلعان متتاليان  𝐴𝐵𝐶𝐷أنّ الرباعي  نستنتج  ومن 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗]متقايسان ومتعامدان   ⃗ ⊥ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗ 𝐴𝐵 و⃗  = 𝐴𝐷] مركزه  ، فهو إذن مربّع𝐼 

 ة:الطريقة الثاني

𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝐼  ;  
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝐼  

  𝐼𝐴𝐵 قائم في 𝐼 ومتساوي الساقينمتناصفان ، وبما أنّ المثلث  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]القطران 

 مربّع 𝐴𝐵𝐶𝐷أنّ الرباعي متعامدان ومتقايسان ومنه نستنتج  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]فإنّ القطرين 

  (𝚪𝟏) نشاءإو تعيين .2

𝑀 ∈ (𝛤1) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
1

2
‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =

1

2
‖2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖  

 [𝐼𝐷]هي محور القطعة  (𝛤1)منه نستنتج أنّ المجموعة 

  (𝚪𝟐) إنشاءو تعيين .3

𝑀 ∈ (𝛤2) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 1 ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 1  

 .2ونصف قطرها  𝐷هي الدائرة التي مركزها  (𝛤2)أنّ المجموعة  منه نستنتج

 

 
 ع ت( 8100: )بكالوريا  02التمرين 

𝒛𝑨 = −𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝟑𝒊  ،𝒛𝑪 = −𝟒+ 𝒊 

 كتابةأ.    .0
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 على الشكل الجبري 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−4 + 𝑖 + 𝑖

2 + 3𝑖 + 𝑖
=
−4 + 2𝑖

2 + 4𝑖
=
−2 + 𝑖

1 + 2𝑖
=
(−2 + 𝑖)(1 − 2𝑖)

(1 + 2𝑖)(1 − 2𝑖)
=
5𝑖

5
= 𝑖  
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طويلة  تعيين .ب
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 و عمدة له   

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = |𝑖| = 1  ; arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) = arg(𝑖) =
𝜋

2
 

  ABCبيعة المثلث ط استنتاج

{

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

| = 1

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2

⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين  

8. 𝒛′ = 𝒊𝒛 − 𝟏 − 𝒊 

 عناصره المميزة تحديدو Tطبيعة التحويل  تعيين .أ

{
𝑎 = 𝑖

𝑏 = −1 − 𝑖
⇒ {

𝜃 = arg(𝑖) =
𝜋

2

𝑧𝑤 =
𝑏

1 − 𝑎
=
−1 − 𝑖

1 − 𝑖
=
(−1 − 𝑖)(1 + 𝑖)

(1 − 𝑖)(1 + 𝑖)
= −𝑖 = 𝑧𝐴

 

وزاويته  𝐴دوران مركزه  𝑇منه نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

2
 

 Tالتحويل ب Bصورة النقطة تعيين  .ب

𝑧𝐵′ = 𝑖𝑧𝐵 − 1 − 𝑖 = 𝑖(2 + 3𝑖) − 1 − 𝑖 = −4 + 𝑖 = 𝑧𝐶  

3. 𝒛𝑫 = −𝟔 + 𝟐𝒊 

 في استقامية A  ،C  ،Dأنّ النقط  بيان .أ

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
−6 + 2𝑖 + 𝑖

−4 + 𝑖 + 𝑖
=
−6 + 3𝑖

−4 + 2𝑖
=
3(−2 + 𝑖)

2(−2 + 𝑖)
=
3

2
 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

> 0 ⇒ arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) = 2𝑘𝜋 ⇒ النقط 𝐶 ، 𝐴 و𝐷 في استقامية  

  hنسبة التحاكي  تعيين .ب

ℎ(𝐶) = 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 = 𝑘(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑘 =
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
3

2
 

  Sالعناصر المميزة للتشابه  تعيين .ج

{
𝐷 = ℎ(𝐶)
𝐶 = 𝑇(𝐵)

⇒ 𝐷 = ℎ[𝑇(𝐵)] = ℎ𝑜𝑇(𝐵) ⇒ 𝑆 = ℎ𝑜𝑇  

،  ℎوالتحاكي  𝑇ب الدوران هو تركي 𝐴الذي مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ التشابه 

وبالتالي فإنّ نسبة التشابه هي 
3

2
وزاويته هي  

𝜋

2
. 

 

 
 

267



 ع ت( 8100: )بكالوريا  02التمرين 

𝒛𝑨 = 𝟑 − 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟑 + 𝟐𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝟒𝒊. 

   A  ،B  ،Cالنقط تعليم أ.      .0

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

  OABCطبيعة الرباعي  تعيين .ب

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 3 + 2𝑖 − 4𝑖 = 3 − 2𝑖 = 𝑧𝐴 ⇒ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

⇒ 𝑂𝐴𝐵𝐶 متوازي أضلاع  

|𝑧𝐴|)ليس معيّن لأنّ  𝑂𝐴𝐵𝐶: الرباعي ملاحظة ≠ |𝑧𝐶|) 𝑂𝐴 ≠ 𝑂𝐶 

  OABCمركز الرباعي  لاحقة النقطة  تعيين .ج

[𝑂𝐵] منتصف Ω ⇒ 𝑧𝛺 =
𝑧𝐵
2
=
3

2
+ 𝑖  

 (𝑬)ة مجموعال إنشاءو تعيين .8

: فهي مرجح الجملة  𝑂𝐴𝐵𝐶مركز الرباعي  النقطة بما أنّ 

{(𝑂; 1), (𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐶; 1)} 

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ ‖𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 12 ⇒ ‖4𝑀𝛺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 12 

 ⇒ ‖𝑀𝛺⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 3  

 3ونصف قطرها  𝛺هي الدائرة التي مركزها  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 

𝒛² : المعادلة ℂأ.   حلّ في    .3 − 𝟔𝒛 + 𝟏𝟑 = 𝟎 

∆= 36 − 52 = −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧0 = 3 − 2𝑖 = 𝑧𝐴 ; 𝑧1 = 3 + 2𝑖 = 𝑧𝐵 

𝑆 = {3 − 2𝑖 ; 3 + 2𝑖}  

𝐳|: التحققمن المستوي التي  Mمجموعة النقط  تعيين .ب − 𝒛𝟎| = |𝐳 − 𝒛𝟏| 

|𝑧 − 𝑧0| = |𝑧 − 𝑧1| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀  

 )محور الفواصل(. [𝐴𝐵]هي محور القطعة  𝑀أنّ مجموعة النقط منه نستنتج        
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 ت ر( 8100: )بكالوريا  81التمرين 

𝒛² − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒 = 𝟎…(𝑬) 
  (E)المعادلة  ℂحل في  .2

∆= (−2√3)
2
− 16 = 12 − 16 = −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = √3 + 𝑖 ; 𝑧2 = √3 − 𝑖 

𝑆 = {√3 + 𝑖 ; √3 − 𝑖}  

 ل المثلثيعلى الشك حلولال كتابة

𝑧1 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+
1

2
𝑖) ⇒ 𝑧1 = 2(cos

𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝜋

6
)   

𝑧2 = √3 − 𝑖 = 2(
√3

2
−
1

2
𝑖) ⇒ 𝑧2 = 2 [cos (−

𝜋

6
) + 𝑖 sin (−

𝜋

6
)]   

2. 𝒛𝑨 = 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑩 = √𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = √𝟑 − 𝒊  ،𝑳 = −
𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊 

 ى الشكل الأسيعل L كتابة .أ

𝐿 = −
1

2
−
√3

2
𝑖 = (cos

4𝜋

3
+ 𝑖 sin

4𝜋

3
) ⇒ 𝐿 = 𝑒𝑖

4𝜋
3  

𝒛𝑨 أنّ: اثبات .ب − 𝒛𝑩 = 𝑳(𝒛𝑪 − 𝒛𝑩)  

{

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 2𝑖 − √3 − 𝑖 = −√3 + 𝑖

𝐿(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) = (−
1

2
−
√3

2
𝑖) (−2𝑖) = −√3 + 𝑖

⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 𝐿(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵)  

 بتحويل نقطي يطُلب تعيينه و تحديد عناصره المميزة  Cصورة  Aأنّ  استنتاج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 𝐿(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖
4𝜋
3 (𝑧𝐶 − 𝑧𝐵)  

وزاويته  𝐵بالدوران الذي مركزه  𝐶هي صورة  𝐴منه نستنتج أنّ النقطة          
4𝜋

3
  

 Sمساحته  حسابو ABCنوع المثلث  تنتاجاس .ج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖
4𝜋
3 (𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) ⇒

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

= 𝑒𝑖
4𝜋
3 ⇒ |

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

| = 1

⇒ 𝐵𝐴 = 𝐵𝐶  

  متساوي الساقين 𝐴𝐵𝐶منه نستنتج أنّ المثلث   

𝑧𝐼 . لدينا :[𝐴𝐶]منتصف  𝐼لتكن النقطة  =
𝑧𝐴+𝑧𝐶

2
=
√3+𝑖

2
=
𝑧𝐵

2
 

𝑆 =
1

2
(𝐴𝐶 × 𝐵𝐼) =

1

2
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐴| × |𝑧𝐼 − 𝑧𝐵| =

1

2
|√3 − 3𝑖| ×

1

2
|√3 + 𝑖| 

 =
1

4
× √12 × 2 =

4√3

4
= √3 𝑢𝑎  
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 ت ر( 8100: )بكالوريا  80التمرين 

𝑳 =
−𝟒√𝟐 + 𝒊√𝟐

𝟓 + 𝟑𝒊
 

 على الشكل الجبري ثمّ على الشكل الأسي L كتابةأ.     .0

𝐿 =
(−4 + 𝑖)√2

5 + 3𝑖
= √2 [

(−4 + 𝑖)(5 − 3𝑖)

(5 + 3𝑖)(5 − 3𝑖)
] = √2(

−17 + 17𝑖

34
)

= −
√2

2
+
√2

2
𝑖  

𝐿 = −
√2

2
+
√2

2
𝑖 = cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
⇒ 𝐿 = 𝑒𝑖

3𝜋
4  

𝑳𝟏𝟐أنّ:  بيان .ب + 𝟏 = 𝟎  

𝐿12 + 1 = (𝑒𝑖
3𝜋
4 )

12

+ 1 = 𝑒𝑖9𝜋 + 1 = 𝑒𝑖𝜋 + 1 = −1 + 1 = 0  

𝟐√𝟒−):  حساب + 𝒊√𝟐)
𝟏𝟐
+ (𝟓 + 𝟑𝒊)𝟏𝟐 

𝐿12 + 1 = 0 ⇒ 𝐿12 = −1 ⇒ (
−4√2 + 𝑖√2

5 + 3𝑖
)

12

= −1 

⇒ (−4√2 + 𝑖√2)
12
= −(5 + 3𝑖)12 

⇒ (−4√2 + 𝑖√2)
12
+ (5 + 3𝑖)12 = 0  

𝑳𝟒𝒏 أنّ: تاثبا .ج + 𝑳𝟒𝒑 = 𝟎 

𝐿4𝑛 + 𝐿4𝑝 = (𝑒𝑖
3𝜋
4 )

4𝑛

+ (𝑒𝑖
3𝜋
4 )

4𝑝

= 𝑒𝑖3𝑛𝜋 + 𝑒𝑖3𝑝𝜋 = −1 + 1 = 0  

8. 𝒛𝑨 = 𝟓 + 𝟑𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝟓 − 𝟑𝒊  

  ′𝒛𝑨 تعيين .أ

𝐴′ = 𝑆(𝐴) ⇒ 𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵 = √2𝑒
𝑖
3𝜋
4 (𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) ⇒ 𝑧𝐴′ = √2𝑒

𝑖
3𝜋
4 (𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) + 𝑧𝐵 

 ⇒ 𝑧𝐴′ = √2(−
√2

2
+
√2

2
𝑖) (6𝑖) + 5 − 3𝑖 = −1 − 9𝑖  

  𝒛𝑮 تعيين .ب

𝐺{(𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐴′; 1)} ⇒ 𝑧𝐺 =
1

3
(𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐴′) =

1

3
(9 − 9𝑖) 

⇒ 𝑧𝐺 = 3 − 3𝑖  
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 ر( 8100: )بكالوريا  88التمرين 

𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝒊 ، 𝒛𝑩 = −𝟏 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = √𝟑(𝟏 + 𝒊). 

 الأسّيعلى الشكل  𝒛𝑪 ، 𝒛𝑩 ، 𝒛𝑨 ةباكت .0

𝑧𝐴 = 1 − 𝑖 = √2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = √2𝑒−𝑖

𝜋
4  

𝑧𝐵 = −1 + 𝑖 = √2(−
√2

2
+
√2

2
𝑖) = √2𝑒𝑖

3𝜋
4  

𝑧𝐶 = √3(1 + 𝑖) = √6(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = √6𝑒𝑖

𝜋
4  

لعدد المركب ب الطويلة وعمدة لاحسأ.  .8
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
−2 + 2𝑖

(√3 − 1) + (√3 + 1)𝑖
=
1

2
+
√3

2
𝑖 

|
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = |
1

2
+
√3

2
𝑖| = 1  ; arg (

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) = arg (
1

2
+
√3

2
𝑖) =

𝜋

3
 

 النتائج هندسياتفسير 

|
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = 1 ⇒ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶  ; arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

3
⇒ (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

3
 

  ABCطبيعة المثلث  ديحدت .ب

 متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶السابق نستنتج أنّ المثلث  من التفسير    

 

 معينّا 𝑨𝑪𝑩𝑫بحيث يكون الرباعي  𝑫لاحقة النقطة  تعيين .3

يكون معينّا  𝐴𝐶𝐵𝐷، فإنّ الرباعي  متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶بما أنّ المثلث : طريقة 

 إذا كان متوازي أضلاع

𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = −√3(1 + 𝑖)  

متناظرتين بالنسبة  𝐴 و𝐵والنقطتين  متقايس الأضلاع 𝐴𝐵𝐶بما أنّ المثلث : طريقة 

 ، أي : 𝑂متناظرتين بالنسبة إلى  𝐶 و𝐷النقطتين ، فإنّ  𝑂إلى 

𝑧𝐷 = −𝑧𝐶 = −√3(1 + 𝑖)  
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4. 𝒛′ = (−𝟏 + 𝒊)𝒛 + 𝟏 − 𝟑𝒊 

 عناصره المميزةو Tة التحويل طبيع تعيين .أ

𝑧′ = (−1 + 𝑖)𝑧 + 1 − 3𝑖 = 𝑧𝐵𝑧 + 1 − 3𝑖 = √2𝑒
𝑖
3𝜋
4 𝑧 + 1 − 3𝑖 

، زاويته  2√تشابه مباشر نسبته  𝑇منه نستنتج أنّ 
3𝜋

4
 : 𝐴ومركزه  

𝑧𝜔 =
𝑏

1 − 𝑎
=
1 − 3𝑖

2 − 𝑖
= 1 − 𝑖 = 𝑧𝐴 

 عناصره المميزةو 𝑻𝒐𝑻طبيعة التحويل ج ااستنت .ب

𝑇 = 𝑆(𝜔;𝑘;𝜃) ⇒ 𝑇𝑜𝑇 = 𝑆(𝜔;𝑘2;2𝜃)  

،  2تشابه مباشر نسبته  𝑇𝑜𝑇، نستنتج أنّ  𝑇بتطبيق هذه القاعدة على التحويل 

زاويته 
3𝜋

2
 .𝐴ومركزه  

 

 
 

 ر( 8100: )بكالوريا  83التمرين 

 بصحيح أو خطأ مع التبرير في كل حالة من الحالات الآتية:الإجابة 

𝑎المثلثي للعدد المركب الشكل    أ. .0 = −
√2

2
+ 𝑖

√2

2
cos−هو  

𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
 خطأ: 

|𝑎| = 1 ; arg(𝑎) =
3𝜋

4
⇒ 𝑎 = cos

3𝜋

4
+ 𝑖 sin

3𝜋

4
 

𝑎2011 .ب + 𝑎̅ =  صحيح : aمرافق  𝑎̅، حيث:  0

𝑎 = 𝑒𝑖
3𝜋
4
arg(𝑎̅)=−arg (𝑎)
⇒           𝑎2011 + 𝑎̅ = 𝑒𝑖

6033𝜋
4⏟    

6033𝜋
4

=1508𝜋+
𝜋
4

+ 𝑒−𝑖
3𝜋
4⏟  

−
3𝜋
4
≡
5𝜋
4
[2𝜋]

= 𝑒𝑖
𝜋
4 + 𝑒𝑖

5𝜋
4  

𝑎2011 + 𝑎̅ =
√2

2
+ 𝑖
√2

2
−
√2

2
− 𝑖
√2

2
= 0  
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′𝑧الذي كتابته المركبة:  Tالتحويل  أ. .8 = (−
√2

2
+ 𝑖

√2

2
) 𝑧  دوران زاويته−

𝜋

4
        

 خطأ : و مركزه مبدأ المعلم

𝑧′ = 𝑎𝑧 = 𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧 ⇒ 𝑂 ومركزه

3𝜋

4
𝑇 دوران زاويته   

arg(𝑧حيث:  zذات اللاحقة  Mمجموعة النقط ب.  − 𝑖) = −
𝜋

4
 (∆)هي المستقيم   

1لاحقته   𝑢⃗و شعاع توجيهه  iذات اللاحقة  Aالذي يشمل النقطة  + 𝑖: خطأ 

arg(𝑧 − 𝑖) = −
𝜋

4
⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) = −

𝜋

4
⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) = −

𝜋

4
 

و شعاع  iذات اللاحقة  𝐴الذي يشمل النقطة  (∆)هي المستقيم  𝑀مجموعة النقط 

1لاحقته   𝑢⃗توجيهه  − 𝑖 

 
 (ع ت 8108: )بكالوريا  84التمرين 

𝒛 المعادلة ℂحل في  .0 =
𝟑𝒊(𝒛+𝟐𝒊)

𝒛−𝟐+𝟑𝒊
  ،𝒛 ≠ 𝟐 − 𝟑𝒊 

𝑧 =
3𝑖(𝑧 + 2𝑖)

𝑧 − 2 + 3𝑖
⇒ 𝑧(𝑧 − 2 + 3𝑖) = 3𝑖(𝑧 + 2𝑖) ⇒ 𝑧2 − 2𝑧 + 6 = 0 

∆= 4 − 24 = −20 = (2√5𝑖)
2
 ; 𝑧1 = 1 + √5𝑖 ; 𝑧2 = 1 − √5𝑖 

𝑆 = {1 + √5𝑖 ; 1 − √5𝑖}  

 يطُلب تعيين نصف قطرها Oمركزها  إلى دائرة انتنتمي B و Aأنّ  التحقق .8

|𝑧𝐴| = |1 + √5𝑖| = √6 ;  |𝑧𝐵| = |1 − √5𝑖| = √6 ; 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = √6  

 𝐴 و𝐵 تنتميان إلى الدائرة التي مركزها 𝑂 ونصف قطرها 6√منه نستنتج أنّ النقطتين 

3. 𝒛′ =
𝟑𝒊(𝒛+𝟐𝒊)

𝒛−𝟐+𝟑𝒊
 ، 𝒛𝑪 = −𝟐𝒊 ، 𝒛𝑫 = 𝟐 − 𝟑𝒊  ،𝒛𝑬 = 𝟑𝒊  

 𝑫𝑴و  𝑪𝑴بدلالة المسافتين  ′𝑶𝑴عن المسافة  التعبير .أ

𝑧′ =
3𝑖(𝑧 + 2𝑖)

𝑧 − 2 + 3𝑖
=
𝑧𝐸(𝑧 − 𝑧𝐶)

𝑧 − 𝑧𝐷
⇒ |𝑧′| = |𝑧𝐸| |

𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐷

| ⇒ 𝑂𝑀′ = 3
𝐶𝑀

𝐷𝑀
 

 (𝜸)تنتمي إلى دائرة  ′𝑴 ةنّ النقطفإ (∆)من  𝑴أنّه من أجل كل نقطة  استنتاج .ب

 ركزها ونصف قطرهايطُلب تعيين م

𝑀 ∈ (∆) ⇒ 𝐶𝑀 = 𝐷𝑀 ⇒ 𝑂𝑀′ = 3  

 ′𝑀 تنتمي إلى الدائرة (𝛾) التي مركزها 𝑂 ونصف قطرها 3تنتج أنّ النقطة منه نس

 (𝜸)تنتمي إلى  𝑬أنّ  التحقق

|𝑧𝐸| = 3 ⇒ 𝑂𝐸 = 3 ⇒ 𝐸 ∈ (𝛾)  
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 (ع ت 8108: )بكالوريا  85التمرين 

0. 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟏𝟐𝒛𝟐 + 𝟒𝟖𝒛 − 𝟕𝟐 

 𝑷(𝒛)لـ هو جذر  0أنّ  التحقق .أ

𝑃(6) = 63 − 12(6)2 + 48(6) − 72 = 504 − 504 = 0 ⇒ 𝑃(𝑧) 6 جذر لـ  

 

 𝜷 و  𝜶 ينالحقيقي ينالعدد إيجاد .ب

 1 −12 48 −72  

6     𝑃(𝑧) = (𝑧 − 6)(𝑧2 − 6𝑧 + 12)  

 1 −6 12 0  

𝑷(𝒛)المعادلة  ℂ حل في .ج = 𝟎 

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 6)(𝑧2 − 6𝑧 + 12) = 0  

𝑧2 − 6𝑧 + 12 = 0 ;  ∆= 36 − 48 = −12 = (2√3𝑖)
2
 

𝑧0 = 6 ; 𝑧1 = 3 + 𝑖√3 ;  𝑧2 = 3 − 𝑖√3 

𝑆 = {6 ;  3 + 𝑖√3 ;  3 − 𝑖√3}  

8. 𝒛𝑪 = 𝟑 − 𝒊√𝟑  ،  𝒛𝑩 = 𝟑 + 𝒊√𝟑   ،  𝒛𝑨 = 𝟔 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑩 ،  𝒛𝑨  و 𝒛𝑪كلا من   كتابة .أ

𝑧𝐴 = 6 = 6𝑒𝑖2𝜋   

𝑧𝐵 = 3 + 𝑖√3 = 2√3(
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2√3𝑒𝑖

𝜋
3   

𝑧𝐶 = 3 − 𝑖√3 = 2√3(
√3

2
−
1

2
𝑖) = 2√3𝑒−𝑖

𝜋
3   

 كتابة .ب
𝒛𝑨−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑪
 ل الجبري ، ثمّ على الشكل الأسّيعلى الشك 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
3 − 𝑖√3

3 + 𝑖√3
=
√3 − 𝑖

√3 + 𝑖
=
(√3 − 𝑖)

2

4
=
1

2
−
√3

2
𝑖  

|
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

| = 1 ; arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) = −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 𝑒−𝑖
𝜋
3  

 

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج .ج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع  
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3.  

 𝑺الكتابة المركبة للتشابه  إيجاد .أ

{ 𝑎 = √3𝑒𝑖
𝜋
2 = √3𝑖

𝑏 = 𝑧𝐶(1 − 𝑎) = (3 − 𝑖√3)(1 − √3𝑖) = −4√3𝑖
⇒ 𝑧′ = √3𝑖𝑧 − 4√3𝑖  

  ′𝒛𝑨ين يعت .ب

𝑧𝐴′ = √3𝑖𝑧𝐴 − 4√3𝑖 = 6√3𝑖 − 4√3𝑖 = 2√3𝑖  

,′𝑨أنّ النقط  بيان .ج 𝑩, 𝑨 في استقامية 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐴′

=
3 − 𝑖√3

6 − 2𝑖√3
=

3 − 𝑖√3

2(3 − 𝑖√3)
=
1

2
⇒ ,′𝐴 في استقامية 𝐵, 𝐴 النقط  

 

 
 ر(ت  8108: )بكالوريا  80التمرين 

  𝒛𝟐 و 𝒛𝟏 تعيين .0

{
2𝑧1 + 3𝑧2 = 9 − 2𝑖
3𝑧1 − 𝑧2 = 8 + 8𝑖 نضرب المعادلة الثانية في 3

⇒             {
2𝑧1 + 3𝑧2 = 9 − 2𝑖 …
9𝑧1 − 3𝑧2 = 24 + 24𝑖 …

 

+ ⇒ 11𝑧1 = 33 + 22𝑖 ⇒ 𝑧1 = 3 + 2𝑖  

𝑧2 = 3𝑧1 − 8 − 8𝑖 = 9 + 6𝑖 − 8 − 8𝑖 ⇒ 𝑧2 = 1 − 2𝑖  

8. 𝒛𝛀 = 𝟏 − 𝟐𝒊  ،  𝒛𝑩 = −𝟑   ،  𝒛𝑨 = 𝟑 + 𝟐𝒊 

𝒛𝑩أنّ :  اثبات .أ − 𝒛𝛀 = 𝒊(𝒛𝑨 − 𝒛𝛀) 

{
𝑧𝐵 − 𝑧Ω = −3 − 1 + 2𝑖 = −4 + 2𝑖

𝑖(𝑧𝐴 − 𝑧Ω) = 𝑖(2 + 4𝑖) = −4 + 2𝑖
⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑖(𝑧𝐴 − 𝑧Ω)  

 𝜴𝑨𝑩طبيعة المثلث تعيين .ب

𝑧𝐵 − 𝑧Ω = 𝑖(𝑧𝐴 − 𝑧Ω) ⇒
𝑧𝐵 − 𝑧Ω
𝑧𝐴 − 𝑧Ω

= 𝑖 ⇒ {
𝛺𝐴 = 𝛺𝐵

(𝛺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝛺𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
 

 ومتساوي الساقين 𝛺قائم في  𝛺𝐴𝐵منه نستنتج أنّ المثلث   

3.  

 𝒉الكتابة المركبة للتحاكي  تعيين .أ

𝑀′ = ℎ(𝑀) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 = 2(𝑧 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧
′ = 2𝑧 − 𝑧𝐴 = 2𝑧 − 3 − 2𝑖  
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  𝒛𝑪 تعيين .ب

𝐶 = ℎ(𝛺) ⇒ 𝑧𝐶 = 2𝑧𝛺 − 3 − 2𝑖 = 2 − 4𝑖 − 3 − 2𝑖 = −1 − 6𝑖  

  𝒛𝑫 تعيين .ج

𝐷{(𝐴, 1); (𝐵,−1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 5 − 4𝑖  

 مربعّ 𝑨𝑩𝑪𝑫أنّ  بيان .د

𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝛺 ;  
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

= 1 − 2𝑖 = 𝑧𝛺  

 ومتساوي  𝛺قائم في  𝛺𝐴𝐵أنّ المثلث وبما  Ωمتناصفان في  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]القطران  

 متقايسان ومتعامدان ، منه نستنتج أنّ الرباعي  [𝐴𝐶] و[𝐵𝐷]القطرين ، فإنّ  الساقين

𝐴𝐵𝐶𝐷 مربّع 

4. (𝑬)... ‖𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝑴𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 𝟒√𝟓 

  (𝑬)تنتمي إلى المجموعة  𝑩أنّ النقطة  التحقق .أ

‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐵𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ‖ = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐵| = |8 − 4𝑖| = √80 

= 4√5 ⇒ 𝐵 ∈ (𝐸)  

 وعناصرها المميزة (𝑬)طبيعة  تعيين

‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 4√5
𝐷{(𝐴,1);(𝐵,−1);(𝐶,1)}
⇒              ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 4√5 

 𝐵تشمل النقطة و 𝐷دائرة مركزها  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 (𝑬)المجموعة  إنشاء .ب

 

 
 ر(ت  8108: )بكالوريا  80التمرين 

𝒛𝟐) ةالمعادل ℂ حل في .0 + 𝟐𝒛 + 𝟒)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 = −1 + 𝑖√3 ; 𝑧2 = −1 − 𝑖√3 
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𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧3 = √3 + 𝑖 ; 𝑧4 = √3 − 𝑖 

𝑆 = {−1 + 𝑖√3 ; −1 − 𝑖√3 ; √3 + 𝑖 ; √3 − 𝑖}  

8. 𝒛𝑫 = −𝟏 + 𝒊√𝟑  ،  𝒛𝑪 = −𝟏 − 𝒊√𝟑 ،  𝒛𝑩 = √𝟑 − 𝒊 ،  𝒛𝑨 = √𝟑 + 𝒊 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑪 ، 𝒛𝑩 ،  𝒛𝑨 و 𝒛𝑫 كتابة .أ

𝑧𝐴 = √3 + 𝑖 = 2(
√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
6  

𝑧𝐵 = √3 − 𝑖 = 2(
√3

2
−
1

2
𝑖) = 2𝑒−𝑖

𝜋
6  

𝑧𝐶 = −1 − 𝑖√3 = 2(−
1

2
−
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

4𝜋
3  

𝑧𝐷 = −1 + 𝑖√3 = 2(−
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

2𝜋
3  

أنّ :  التحقق .ب
𝒛𝑫−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑪
= 𝒊  

𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−(√3 + 1) + (√3 + 1)𝑖

(√3 + 1) + (√3 + 1)𝑖
=
−1 + 𝑖

1 + 𝑖
=
−(1 − 𝑖)2

2
=
2𝑖

2
= 𝑖  

 متعامدان (𝑩𝑫)و  (𝑨𝑪)أنّ المستقيمين  استنتاج

arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
⇒ (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) =

𝜋

2
⇒ (𝐴𝐶) ⊥ (𝐵𝐷)  

3. 𝒛𝒏 =
𝟏

𝟐𝒏
𝒆
𝟐𝒏𝝅

𝟑
𝒊

 ، 𝑳𝒏 = 𝒛𝑫 × 𝒛𝒏 

 على الشكل الجبري 𝑳𝟏 ،  𝑳𝟎 كتابة .أ

𝐿0 = 𝑧𝐷 × 𝑧0 = 𝑧𝐷(𝑒
0) = 𝑧𝐷 = −1 + 𝑖√3  

𝐿1 = 𝑧𝐷 × 𝑧1 = 2𝑒
𝑖
2𝜋
3 ×

1

2
𝑒𝑖
2𝜋
3 = 𝑒𝑖

4𝜋
3 = −

1

2
−
√3

2
𝑖  

𝒖𝒏 .ب = |𝑳𝒏| 

 المتتالية أنّ  اثبات(𝒖𝒏) هندسية يطُلب تعيين أساسها وحدهّا الأول 

𝑢𝑛+1 = |𝐿𝑛+1| = |𝑧𝐷 × 𝑧𝑛+1| = |𝑧𝐷| × |
1

2𝑛+1
𝑒
(2𝑛+2)𝜋

3
𝑖| = 2 ×

1

2𝑛+1
=
1

2𝑛

=
1

2
(2 ×

1

2𝑛
) =

1

2
|𝑧𝐷 × 𝑧𝑛| =

1

2
|𝐿𝑛| =

1

2
𝑢𝑛  

𝑞هندسية أساسها  (𝑢𝑛)المتتالية أنّ منه نستنتج  =
1

2
𝑢0 وحدهّا الأول  = |𝐿0| = 2 
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 المجموع  حساب𝑺𝒏  

𝑆𝑛 = ‖𝑂𝑀0⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ + ‖𝑂𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖…+ ‖𝑂𝑀𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |𝐿0| + |𝐿1| + ⋯+ |𝐿𝑛| 

𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑢0 (
1 − 𝑞𝑛+1

1 − 𝑞
) = 2(

1 −
1
2𝑛+1

1 −
1
2

) 

𝑆𝑛 = 4 (1 −
1

2𝑛+1
)  

 نهاية  إيجاد𝑺𝒏  

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

4(1 −
1

2𝑛+1
) = 4  ;  (

1

2𝑛+1
→ 0) 

 
 ر( 8108: )بكالوريا  82التمرين 

𝒛𝟐 المعادلة ℂ حل في .0 − √𝟐𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

∆= −2 = (√2𝑖)
2
 ; 𝑧1 =

√2

2
+
√2

2
𝑖 ; 𝑧2 =

√2

2
−
√2

2
𝑖 

𝑆 = {
√2

2
+
√2

2
𝑖 ;
√2

2
−
√2

2
𝑖}  

8. 𝒛𝑪 = 𝒛𝑨 + 𝒛𝑩  ،  𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،  𝒛𝑨 =
𝟏+𝒊

√𝟐
 

 كتابة .أ
𝒛𝑨

𝒛𝑩
 على الشكل الأسّي 𝒛𝑩 ،  𝒛𝑨  و 

𝑧𝐴 =
1 + 𝑖

√2
=
√2

2
+
√2

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
4  ;  𝑧𝐵 =

1 − 𝑖

√2
=
√2

2
−
√2

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
4  

𝑧𝐴
𝑧𝐵
=
𝑒𝑖
𝜋
4

𝑒−𝑖
𝜋
4

= 𝑒𝑖(
𝜋
4
+
𝜋
4
) = 𝑒𝑖

𝜋
2  

  ′𝑪و ′𝑨′  ،𝑩لاحقة كل من  تعيين .ب

𝑧𝐴′ = 𝑒
𝑖
𝜋
4 × 𝑧𝐴 = 𝑒

𝑖
𝜋
4 × 𝑒𝑖

𝜋
4 = 𝑒𝑖

𝜋
2 = 𝑖  

𝑧𝐵′ = 𝑒
𝑖
𝜋
4 × 𝑧𝐵 = 𝑒

𝑖
𝜋
4 × 𝑒−𝑖

𝜋
4 = 𝑒0 = 1  

𝑧𝐶′ = 𝑒
𝑖
𝜋
4 × 𝑧𝐶 = 𝑒

𝑖
𝜋
4 (𝑒𝑖

𝜋
4 + 𝑒−𝑖

𝜋
4) = 𝑒𝑖

𝜋
2 + 𝑒0 = 1 + 𝑖  

 مربّع ′𝑶𝑨′𝑪′𝑩أنّ الرباعي  بيان .ج

𝑧𝐴′ = 𝑧𝐶′ − 𝑧𝐵′ ⇒ 𝑂𝐴
′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝐵′𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  … 
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𝑧𝐴′
𝑧𝐵′
= 𝑖 ⇒ {

𝑂𝐴′ = 𝑂𝐵′

(𝑂𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐴′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
… 

مربّع )متوازي أضلاع له ضلعان  ′𝑂𝐴′𝐵′𝐶أنّ الرباعي  نستنتج  و من 

 متتاليان متقايسان ومتعامدان(

3. (∆)... |𝒛 − 𝒛𝑨| = |𝒛 − 𝒛𝑩| 

 هو محور الفواصل (∆)أنّ  بيان .أ

|𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐵𝑀 ⇒ [𝐴𝐵] هو محور القطعة (∆) 

𝑧𝐵)متناظرتان بالنسبة إلى محور الفواصل  𝐴 و𝐵وبما أنّ النقطتين    = 𝑧𝐴̅) ، 

 هو محور الفواصل (∆)أنّ نستنتج 

)أنّ حليّ المعادلة  بيان .ب
𝒛−𝒛𝑨

𝒛−𝒛𝑩
)
𝟐

= 𝒊  عددان حقيقيان 

(
𝑧 − 𝑧𝐴
𝑧 − 𝑧𝐵

)
2

= 𝑖 ⇒ |(
𝑧 − 𝑧𝐴
𝑧 − 𝑧𝐵

)
2

| = 1 ⇒ |
𝑧 − 𝑧𝐴
𝑧 − 𝑧𝐵

| = 1 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵| 

⇒ 𝑀 ∈ (∆)
(∆) هو محور الفواصل 
⇒           𝑧 ∈ ℝ  

 
 

 
 

 ر( 8108: )بكالوريا  82التمرين 

𝒛𝟐) المعادلة ℂ حل في .0 + 𝟒)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧2 + 4 = 0 ⇒ 𝑧2 = −4 = (2𝑖)2 ⇒ 𝑧1 = 2𝑖 ; 𝑧2 = −2𝑖 

𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ; ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧3 = √3 + 𝑖 ; 𝑧4 = √3 − 𝑖 

𝑆 = {2𝑖 ; −2𝑖 ;  √3 + 𝑖 ; √3 − 𝑖}  

8. 𝒛𝑫 = 𝒛𝑪̅̅ ̅  ،  𝒛𝑪 = −𝟐𝒊  ،  𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،  𝒛𝑨 = √𝟑 + 𝒊 

 يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها  (𝜸)تنتمي إلى دائرة  𝑫و 𝑨  ،𝑩  ،𝑪أنّ النقط  بيان

|𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = |𝑧𝐷| = 2 ⇒ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 = 2 

 2 ونصف قطرها 𝑂مركزها  (𝛾)تنتمي إلى دائرة  𝐷و 𝐴  ،𝐵  ،𝐶النقط منه نستنتج 
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 𝑫و 𝑨  ،𝑩  ،𝑪النقط  إنشاء

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

3. 𝒛𝑬 = −𝒛𝑩  

أنّ  بيان .أ
𝒛𝑨−𝒛𝑪

𝒛𝑬−𝒛𝑪
= 𝒆𝒊(−

𝝅

𝟑
)

 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

=
√3 + 3𝑖

−√3 + 3𝑖
=
1 + √3𝑖

−1 + √3𝑖
= −

(1 + √3𝑖)
2

4
=
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖(−

𝜋
3
)

 

 يطُلب تعيين زاويته 𝑪مركزه  𝑹بدوران  𝑬هي صورة  𝑨 أنّ النقطة بيان .ب

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 = 𝑒

−𝑖
𝜋
3(𝑧𝐸 − 𝑧𝐶)  

− زاويتهو 𝐶مركزه الذي  𝑅دوران الب 𝐸هي صورة  𝐴أنّ النقطة منه نستنتج 
𝜋

3
 

 𝑨𝑬𝑪طبيعة المثلث  استنتاج .ج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐸 − 𝑧𝐶

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐶𝐴 = 𝐶𝐸

(𝐶𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐸𝐶 متقايس الأضلاع  

 وعناصره المميزة 𝑹𝒐𝑯تعيين طبيعة التحويل  .د

 نميّز حالتين : 𝐻وتحاكي  𝑅لتركيب دوران تذكير : 

  𝜔 نفس المركز 𝐻و 𝑅للتحويلين الحالة الأولى : 

{
𝑘 > 0 ⇒ 𝑅(𝝎;𝜃)𝑜𝐻(𝝎;𝑘) = 𝑆(𝝎;𝑘;𝜃)
𝑘 < 0 ⇒ 𝑅(𝝎;𝜃)𝑜𝐻(𝝎;𝑘) = 𝑆(𝝎;|𝑘|;𝜃+𝜋)

 

  ′𝜔 و 𝜔ين مختلفين مركز 𝐻و 𝑅للتحويلين الحالة الثانية : 

𝜔 = 𝑅𝑜𝐻(𝜔2) حيث {
𝑘 > 0 ⇒ 𝑅(𝝎𝟏;𝜃)𝑜𝐻(𝝎𝟐;𝑘) = 𝑆(𝝎;𝑘;𝜃)
𝑘 < 0 ⇒ 𝑅(𝝎𝟏;𝜃)𝑜𝐻(𝝎𝟐;𝑘) = 𝑆(𝝎;|𝑘|;𝜃+𝜋)

 

𝑘)مع والحالة التي أمامنا مطابقة للحالة الثانية  >  𝜔، لذا نبحث عن لاحقة (0

𝜔 = 𝑅𝑜𝐻(𝑂) = 𝑅(𝑂) ⇒ 𝑧𝜔 − 𝑧𝐶 = 𝑒
−𝑖
𝜋
3(𝑧𝑂 − 𝑧𝐶) 

⇒ 𝑧𝜔 = (1 − 𝑒
−𝑖
𝜋
3) 𝑧𝐶 = −2𝑖 (

1

2
+
√3

2
𝑖) = √3 − 𝑖 = 𝑧𝐵  

−وزاويته  2، نسبته  𝐵هو تشابه مباشر مركزه  𝑅𝑜𝐻التحويل منه نستنتج أنّ 
𝜋

3
 

 𝑹𝒐𝑯التحويل ب (𝜸)صورة الدائرة  استنتاج

 𝐵مركزها  التي (′𝛾)الدائرة هي  𝑅𝑜𝐻التحويل ب (𝛾)صورة الدائرة نستنتج أنّ 

′𝑟ونصف قطرها  = 2𝑟 = 4 
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 (ع ت 8103: )بكالوريا  31 التمرين

𝒛𝟐 المعادلة ℂ حل في .0 − (𝟒 𝐜𝐨𝐬𝜶)𝒛 + 𝟒 = 𝟎… (𝐈) 

∆= 16 cos2 𝛼 − 16 = −16(1 − cos2 𝛼) = −16 sin2 𝛼 = (4𝑖 sin 𝛼)2 

𝑧1 = 2 cos 𝛼 + 2𝑖 sin 𝛼 ;  𝑧2 = 2 cos 𝛼 − 2𝑖 sin 𝛼 

𝑆 = {2 cos 𝛼 + 2𝑖 sin 𝛼  ; 2 cos 𝛼 − 2𝑖 sin 𝛼}  

)أنّ :  بيان .8
𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝟐𝟎𝟏𝟑

= 𝟏 

(
𝑧1
𝑧2
)
2013

= (
2𝑒𝑖

𝜋
3

2𝑒−𝑖
𝜋
3

)

2013

= (𝑒𝑖
2𝜋
3 )

2013

= 𝑒𝑖
4026𝜋
3 = 𝑒𝑖1342𝜋 = 𝑒0 = 1  

3. 𝒛𝑪 = 𝟒 + 𝒊√𝟑 ، 𝒛𝑩 = 𝟏 − 𝒊√𝟑 ، 𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊√𝟑 

 𝑪و 𝑨  ،𝑩النقط  إنشاء .أ

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

 كتابة .ب
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 على الشكل الجبري  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
3

−2𝑖√3
=
√3

2
𝑖  

 يطُلب تعيين  𝑨الذي مركزه  𝑺بالتشابه المباشر  𝑩هي صورة  𝑪أنّ  استنتاج

 وزاويته نسبته

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
√3

2
𝑖 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 =

√3

2
𝑒𝑖
𝜋
2(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)  

نسبته  𝐴الذي مركزه  𝑆بالتشابه المباشر  𝐵هي صورة  𝐶أنّ ستنتج منه ن
√3

2
  

 وزاويته
𝜋

2
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 وإنشائها 𝑮لاحقة النقطة  تعيين .ج

𝐺{(𝐴; 1), (𝐵;−1), (𝐶; 2)} ⇒ 𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶

2
=
8 + 4𝑖√3

2
 

⇒ 𝑧𝐺 = 4 + 2𝑖√3  

  𝒛𝑫 حساب .د

𝐴𝐵𝐷𝐺 متوازي أضلاع ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐺𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐷 − 𝑧𝐺 

 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐺 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 4  

 

 
 (ع ت 8103: )بكالوريا  30التمرين 

𝒛𝟐 + 𝟒𝒛 + 𝟏𝟑 = 𝟎…(𝑬) 

𝟐−أنّ  التحقق .0 − 𝟑𝒊  حل للمعادلة(𝑬) الحل الآخر إيجادو 

(−2 − 3𝑖)2 + 4(−2 − 3𝑖) + 13 = −5 + 12𝑖 − 8 − 12𝑖 + 13 = 0  

2−الحل الثاني هو مرافق الحل الأول أي   + 3𝑖 

8.  𝒛𝑩 = 𝒊 و  𝒛𝑨 = −𝟐− 𝟑𝒊      

′𝒛أنّ  بيان .أ =
𝟏

𝟐
𝒊𝒛 −

𝟕

𝟐
− 𝟐𝒊 

𝑀′ = 𝑆(𝑀) ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 =
1

2
𝑒𝑖
𝜋
2(𝑧 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧

′ =
1

2
𝑖𝑧 + (1 −

1

2
𝑖) 𝑧𝐴 

 ⇒ 𝑧′ =
1

2
𝑖𝑧 + (1 −

1

2
𝑖) (−2 − 3𝑖) =

1

2
𝑖𝑧 −

7

2
− 2𝑖  

  𝒛𝑪 حساب .ب

𝐶 = 𝑆(𝐵) ⇒ 𝑧𝐶 =
1

2
𝑖𝑧𝐵 −

7

2
− 2𝑖 = −

1

2
−
7

2
− 2𝑖 = −4 − 2𝑖  

3. 𝟐𝑨𝑫⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝟎⃗⃗  

 ماهيطُلب تعيينلمرفقتين بمعاملين حقيقيين ا 𝑩و 𝑨 تينالنقطمرجح  𝑫أنّ  بيان .أ

2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 2𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ ⇒ −3𝐷𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝐷{(𝐴;−3), (𝐵; 1)}  
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  𝒛𝑫 حساب .ب

𝐷{(𝐴;−3), (𝐵; 1)} ⇒ 𝑧𝐷 =
−3𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
−2

=
6 + 10𝑖

−2
= −3 − 5𝑖  

أنّ  بيان .ج
𝒛𝑫−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
= 𝒊 طبيعة المثلث  استنتاجو𝑨𝑪𝑫 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=
−3 − 5𝑖 + 2 + 3𝑖

−4 − 2𝑖 + 2 + 3𝑖
=
−1 − 2𝑖

−2 + 𝑖
=
(−1 − 2𝑖)(−2 − 𝑖)

5
= 𝑖  

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {
𝐴𝐷 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐶𝐷 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

 
 

 ر(ت  8103: )بكالوريا  38مرين الت

𝟐𝒛𝟐 المعادلة ℂ حل في .0 + 𝟔𝒛 + 𝟏𝟕 = 𝟎 

∆= 36 − 136 = −100 = (10𝑖)2 ; 𝑧1 = −
3

2
+
5

2
𝑖 ; 𝑧2 = −

3

2
−
5

2
𝑖 

𝑆 = {−
3

2
+
5

2
𝑖 ; −

3

2
−
5

2
𝑖}  

8. 𝒛𝑪 = −
𝟑

𝟐
−
𝟓

𝟐
𝒊 ، 𝒛𝑩 = −

𝟑

𝟐
+
𝟓

𝟐
𝒊 ، 𝒛𝑨 = −𝟒 

يلة وعمدة طو حساب
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑪−𝒛𝑨
 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=

5
2 +

5
2 𝑖

5
2 −

5
2 𝑖
=
1 + 𝑖

1 − 𝑖
= 𝑖 ⇒ |

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

| = 1 ; arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
 

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

3.  

  𝒛𝑬و  𝒛𝑫 تعيين .أ

منتصف القطرين  𝐴، عندما تكون النقطة  𝐴مربعّا مركزه  𝐵𝐶𝐷𝐸يكون الرباعي 

[𝐶𝐸]و [𝐵𝐷] (ومتساوي الساقين 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 مثلثال  (لأنّ  

𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

= 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐷 = 2𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = −8 +
3

2
−
5

2
𝑖 = −

13

2
−
5

2
𝑖  

𝑧𝐶 + 𝑧𝐸
2

= 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐸 = 2𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 = −8 +
3

2
+
5

2
𝑖 = −

13

2
+
5

2
𝑖  
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  (𝚪𝟏) تعيين .ب

𝐵𝐶𝐷𝐸 مركز المربّع 𝐴 ⇒ 𝐴{(𝐵; 1), (𝐶; 1), (𝐷; 1), (𝐸; 1)} 

𝑀 ∈ (𝛤1) ⇒ ‖𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐸⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 10√2 ⇒ ‖4𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 10√2 

⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
5√2

2
 

ونصف قطرها  𝐴هي الدائرة التي مركزها  (𝛤1)منه نستنتج أنّ المجموعة 
5√2

2
 

 (𝐵𝐶𝐷𝐸)الدائرة المحيطة بالمربّع 

 

  (𝚪𝟐)تنتمي إلى  𝑩النقطة أنّ  التحقق .4

arg (𝑧𝐵 + 4) = arg (−
3

2
+
5

2
𝑖 + 4) = arg (

5

2
+
5

2
𝑖) =

𝜋

4
⇒ 𝐵 ∈ (𝛤2)  

 (𝚪𝟐)المجموعة  تعيين

𝑀 ∈ (𝛤2) ⇒ arg(𝑧 + 4) =
𝜋

4
⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =

𝜋

4
⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

4
 

 .𝐴ة باستثناء النقط (𝐴𝐵]هي نصف المستقيم  (𝛤2)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 

 
 

 ر(ت  8103: )بكالوريا  33التمرين 

𝒛) المعادلة ℂ حل في .0 + 𝟓 − 𝒊√𝟑)(𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧 + 5 − 𝑖√3 = 0 ⇒ 𝑧0 = −5 + 𝑖√3 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0 ;  ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 = −1 + √3𝑖 ; 𝑧2 = −1 − √3𝑖 

𝑆 = {−5 + 𝑖√3 ; −1 + √3𝑖 ; −1 − √3𝑖}  

8. 𝒛𝑪 = −𝟓+ 𝒊√𝟑  ،  𝒛𝑩 = −𝟏 + 𝒊√𝟑 ،  𝒛𝑨 = −𝟏 − 𝒊√𝟑 
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 العناصر المميزة له تعيينو 𝑺الكتابة المركبة للتشابه المباشر  إيجاد

{
𝑆(𝐴) = 𝐶
𝑆(𝑂) = 𝐵

⇒ {
𝑧𝐶 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝑂 + 𝑏

⇒ {
𝑎 =

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴

𝑏 = 𝑧𝐵

⇒ {
𝑎 =

4

1 + 𝑖√3

𝑏 = −1 + 𝑖√3

 

⇒ { 𝑎 = 1 − 𝑖√3

𝑏 = −1 + 𝑖√3
⇒ 𝑧′ = (1 − 𝑖√3)𝑧 − (1 − 𝑖√3)  

𝑘 = |1 − 𝑖√3| = 2 ; 𝜃 = arg(1 − 𝑖√3) = −
𝜋

3
  

𝑧𝜔 =
−1 + 𝑖√3

𝑖√3
= 1 +

√3

3
𝑖 

;𝜔(1تشابه مباشر مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ  
√3

3
−وزاويته  2، نسبته  (

𝜋

3
 

 

3.  

  𝒛𝑫 تعيين .أ

𝐷{(𝐴; 2), (𝐵;−1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝑧𝐷 =
2𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

2
=
−6 − 2𝑖√3

2
 

⇒ 𝑧𝐷 = −3 − 𝑖√3  

 كتابة .ب
𝒛𝑩−𝒛𝑨

𝒛𝑫−𝒛𝑨
 على الشكل الأسّي 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

=
2𝑖√3

−2
= −𝑖√3 = √3𝑒−𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑫طبيعة المثلث  استنتاج
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

= √3𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ (𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
⇒  𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐷 المثلث  

  (𝚪) المجموعة تعيين .ج

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ ⇒ ‖2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ 

 ⇒ ‖𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ =
1

2
‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =

1

2
|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| =

1

2
|2𝑖√3| = √3 

 3√ونصف قطرها  𝐷هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 
 ر( 8103: )بكالوريا  34التمرين 

(I 𝒛𝑬 =  𝒃𝒆
𝒊
𝟑𝝅

𝟐  ،  𝒛𝑪 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،  𝒛𝑩 = −𝒂√𝟐   ،  𝒛𝑨 = 𝒂𝒆
𝒊
𝟑𝝅

𝟒 

0.  

 كتابة .أ
𝒛𝑨−𝒛𝑩

𝒛𝑨
 الأسّي  على الشكل 
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𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴

=
𝑎𝑒𝑖

3𝜋
4 + 𝑎√2

𝑎𝑒𝑖
3𝜋
4

= 1 +
√2

𝑒𝑖
3𝜋
4

= 1 + √2𝑒−𝑖
3𝜋
4  

= 1 + √2(−
√2

2
−
√2

2
𝑖) = 1 − 1 − 𝑖 = −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

 𝑶𝑨𝑩طبيعة المثلث  استنتاج

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴

= 𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐵𝐴 = 𝑂𝐴

(𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
⇒ المثلث 𝑂𝐴𝐵 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

 مساحته استنتاجو 𝑶𝑨𝑩𝑪طبيعة الرباعي  تحديد .ب

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = −𝑎√2 − 𝑎𝑒
𝑖
3𝜋
4 = 𝑎 (−√2 +

√2

2
−
√2

2
𝑖) = 𝑎 (−

√2

2
−
√2

2
𝑖) 

= 𝑎𝑒𝑖
5𝜋
4 = 𝑎𝑒−𝑖

3𝜋
4 = 𝑧𝐴̅ = 𝑧𝐶 ⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

متوازي أضلاع له ضلعان متتاليان متقايسان ومتعامدان  𝑂𝐴𝐵𝐶الرباعي 

([𝐴𝐵]و [𝐴𝑂]فهو إذن مربّع )  : مساحته𝒜 = 𝑂𝐴2 = |𝑧𝐴|
2 = 𝑎2 

8.  

𝑺(𝑨)أنّ  التحققو 𝑺العبارة المركبة للتشابه المباشر  كتابة .أ = 𝑬 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ =
𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧  

𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧𝐴 =

𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 × 𝑎𝑒𝑖

3𝜋
4 = 𝑏𝑒𝑖

3𝜋
2 = 𝑧𝐸 ⇒ 𝑆(𝐴) = 𝐸  

  𝒃𝟐هي  𝑶𝑬𝑭𝑮أنّ مساحة الرباعي  بيان .ب

𝑆(𝐶): بما أنّ  = 𝐺 و 𝑆(𝐵) = 𝐹 ، 𝑆(𝐴) = 𝐸 ، 𝑆(𝑂) = 𝑂  فإنّ صورة ،

 الذي مساحته تساوي : 𝑂𝐸𝐹𝐺الرباعي هو  𝑆بالتشابه المباشر  𝑂𝐴𝐵𝐶الرباعي 

𝒜′ = 𝑘2 ×𝒜 = (
𝑏

𝑎
)
2

× 𝑎2 = 𝑏2  

3.  

|𝒛𝑪|العبارة :  حساب .أ
𝟐 + |𝒛𝑬|

𝟐 − 𝟐|𝒛𝑪 × 𝒛𝑬| 𝐜𝐨𝐬 [𝐚𝐫𝐠 (
𝒛𝑬

𝒛𝑪
)] 

arg (
𝑧𝐸
𝑧𝐶
) = arg 𝑧𝐸 − arg 𝑧𝐶 =

3𝜋

2
+
3𝜋

4
=
9𝜋

4
= 2𝜋 +

𝜋

4
=
𝜋

4
 

|𝑧𝐶|
2 + |𝑧𝐸|

2 − 2|𝑧𝐶 × 𝑧𝐸| cos [arg (
𝑧𝐸
𝑧𝐶
)] = 𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos

𝜋

4

= 𝑎2 + 𝑏2 − √2𝑎𝑏  
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 𝒃و 𝒂بدلالة  𝑪𝑬𝟐قيمة  استنتاج .ب

 )حسب مبرهنة الكاشي( لدينا :  𝑂𝐶𝐸في المثلث 

𝐶𝐸2 = 𝑂𝐶2 + 𝑂𝐸2 − 2𝑂𝐶 × 𝑂𝐸 × 𝑐𝑜𝑠 (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

𝐶𝐸2 = |𝑧𝐶|
2 + |𝑧𝐸|

2 − 2|𝑧𝐶 × 𝑧𝐸| cos [arg (
𝑧𝐸

𝑧𝐶
)] = 𝑎2 + 𝑏2 − √2𝑎𝑏  

(II 𝑴𝟎 = 𝑨  ،𝑴𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑴𝒏)  ،𝒖𝒏 = |𝒛𝒏|   ،𝒗𝒏 = 𝐚𝐫𝐠 (𝒛𝒏) 

 كتابة .0
𝒛𝒏+𝟏

𝒛𝒏
 𝒃و 𝒂بدلالة على الشكل الأسّي  

𝑀𝑛+1 = 𝑆(𝑀𝑛) ⇒ 𝑧𝑛+1 =
𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧𝑛 ⇒

𝑧𝑛+1
𝑧𝑛

=
𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4  

  حسابية (𝒗𝒏)هندسية ، والمتتالية  (𝒖𝒏)المتتالية أنّ  بيان .8

𝑢𝑛+1 = |𝑧𝑛+1| = |
𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧𝑛| =

𝑏

𝑎
|𝑧𝑛| =

𝑏

𝑎
𝑢𝑛  

أساسها  هندسية (𝑢𝑛)المتتالية أنّ منه نستنتج     
𝑏

𝑎
𝑢0وحدهّا الأول   = |𝑧0| = |𝑧𝐴| = 𝑎 

𝑣𝑛+1 = arg(𝑧𝑛+1) = arg (
𝑏

𝑎
𝑒𝑖
3𝜋
4 𝑧𝑛) =

3𝜋

4
+ arg(𝑧𝑛) =

3𝜋

4
+ 𝑣𝑛  

حسابية أساسها  (𝑣𝑛)المتتالية أنّ منه نستنتج     
3𝜋

4
𝑣0وحدهّا الأول   = arg (𝑧𝐴) =

3𝜋

4
 

 𝒏و 𝒂  ،𝒃بدلالة  𝑻𝒏المجموع  حساب .3

𝑇𝑛 = 𝑎 + 𝑏 +
𝑏2

𝑎
+
𝑏3

𝑎2
+⋯+

𝑏𝑛

𝑎𝑛−1
= 𝑢0 + 𝑢1 +⋯+ 𝑢𝑛 = 𝑎 [

(
𝑏
𝑎)
𝑛+1

− 1

𝑏
𝑎 − 1

] 

𝑇𝑛 =
𝑎2

𝑏 − 𝑎
[(
𝑏

𝑎
)
𝑛+1

− 1]  

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒏→+∞

𝑻𝒏 

lim
𝑛→+∞

𝑇𝑛 = lim
𝑛→+∞

𝑎2

𝑏 − 𝑎⏟  
>0

[(
𝑏

𝑎
)
𝑛+1

− 1]
⏟        

→+∞

= +∞  

, 𝑴𝒏ون من أجلها النقط التي تك 𝒏قيم الأعداد الطبيعية  تعيين .4 𝑨 , 𝑶 في استقامية 

, 𝑀𝑛 في استقامية 𝐴 , 𝑂 ⇒ 𝑎𝑟𝑔 (
𝑧𝑛

𝑧𝐴
) = 𝑘𝜋 ⇒ 𝑎𝑟𝑔(𝑧𝑛) − arg(𝑧𝐴) = 𝑘𝜋 

⇒ 𝑣𝑛 −
3𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒

3𝜋

4
+ 𝑛

3𝜋

4⏟      
𝑣𝑛=𝑣0+𝑛𝑟

−
3𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒

3𝑛

4
= 𝑘 ⇒ 3𝑛 = 4𝑘 

⇒ 𝑛 = 4𝑘′; 𝑘′ ∈ ℕ  (لأنّ  3 أولي مع 4) 
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 ر( 8103: )بكالوريا  35التمرين 

𝒛𝟐 المعادلة ℂ حل في .0 + 𝒛 + 𝟏 = 𝟎 

∆= 1 − 4 = −3 = (√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 = −

1

2
+
√3

2
𝑖 ; 𝑧2 = −

1

2
−
√3

2
𝑖 

𝑆 = {−
1

2
+
√3

2
𝑖 ; −

1

2
−
√3

2
𝑖}  

8. 𝒛𝑴 = 𝒛 ،  𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅ ، 𝒛𝑨 = −
𝟏+𝒊√𝟑

𝟐
 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑨 كتابة .أ

𝑧𝐴 = −
1

2
−
√3

2
𝑖 ⇒ {

|𝑧𝐴| = 1

arg(𝑧𝐴) =
4𝜋

3

⇒ 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖
4𝜋
3  

حيث :                                               من المستوي  𝑴مجموعة النقط  تعيين .ب

𝐚𝐫𝐠[(𝒛 − 𝒛𝑨)
𝟐] = 𝐚𝐫𝐠(𝒛𝑨) − 𝐚𝐫𝐠 (𝒛𝑩) 

arg[(𝑧 − 𝑧𝐴)
2] = arg(𝑧𝐴) − arg(𝑧𝐵) ⇒ 2 arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =

4𝜋

3
+
4𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =
4𝜋

3
+ 𝑘𝜋 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =

4𝜋

3
+ 𝑘𝜋  

 𝐴باستثناء النقطة  (𝑂𝐴)هي المستقيم  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

3. 𝐳′ = 𝒛𝑨. 𝒛 + 𝒛𝑩√𝟑  

 وعناصره المميزة 𝒓طبيعة التحويل  تعيين .أ

𝑟(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖
4𝜋
3 𝑧 + √3𝑒−𝑖

4𝜋
3  

دوران زاويته  𝑟منه نستنتج أنّ التحويل 
4𝜋

3
 حيث : 𝛺ومركزه  

𝑧𝛺 =
√3𝑒

−𝑖
4𝜋
3

1 − 𝑒𝑖
4𝜋
3

= √3(
−
1
2 +

√3
2 𝑖

3
2 +

√3
2 𝑖

) = √3(
−1 + √3𝑖

3 + √3𝑖
) = 𝑖  

 𝒉نسبة ومركز التحاكي  تعيين .ب

𝑀′ = ℎ(𝑀) ⇒ 𝑧′ = −2𝑧 + 3𝑖  ; 𝑘 = −2 ; 𝑧𝛺′ =
3𝑖

3
= 𝑖 = 𝑧𝛺 

  𝛺ومركزه  2−نسبته  ℎمنه نستنتج أنّ التحاكي 

 عناصره المميزة ، مبرزا  𝑺طبيعة التحويل  تعيين .ج

ℎ(𝛺;𝑘)𝑜𝑟(𝛺;𝜃) = 𝑆(𝛺;|𝑘|;𝜃+𝜋)  (𝑘 <  (لأنّ  0
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زاويته و 𝛺مركزه  ، 2تشابه مباشر نسبته  𝑆منه نستنتج أنّ التحويل 
4𝜋

3
+ 𝜋 =

𝜋

3
  

′𝒛أنّ عبارته المركّبة هي :  التحقق = 𝟐𝒆𝒊
𝝅

𝟑(𝒛 − 𝒊) + 𝒊 

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝛺 = 2𝑒
𝑖
𝜋
3(𝑧 − 𝑧𝛺) ⇒ 𝑧′ = 2𝑒𝑖

𝜋
3(𝑧 − 𝑖) + 𝑖  

 في استقامية 𝑬و 𝑶  ،𝛀أنّ النقط  بيان .4

{
𝑆(𝑂) = 𝐶
𝑆(𝐶) = 𝐷
𝑆(𝐷) = 𝐸

⇒ 𝐸 = 𝑆𝑜𝑆𝑜𝑆(𝑂)  

وزاويته  𝛺، مركزه  2تشابه مباشر نسبته  𝑆أنّ التحويل وبما 
𝜋

3
 𝑆𝑜𝑆𝑜𝑆التحويل ، فإنّ  

3وزاويته  𝛺زه ، مرك 23تشابه مباشر نسبته  ×
𝜋

3
= 𝜋  ّالتحويل ، أي إن𝑆𝑜𝑆𝑜𝑆 

 في استقامية 𝐸و 𝑂  ،Ωالنقط ، ومنه نستنتج أنّ  𝛺ومركزه  8−تحاكي نسبته 

  (𝜞)تعيين المجموعة أ.  .5

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 = 2𝑒𝑖𝜃 + 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝛺 = 2𝑒

𝑖𝜃 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝛺| = 2  

𝑟ونصف قطرها  Ωي دائرة مركزها ه (𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ   = 2 

 𝑺بالتحويل  (𝜞)صورة  (′𝜞) تعيينب. 

′𝑟ونصف قطرها  Ωهي دائرة مركزها  (′𝛤)المجموعة  = 2𝑟 = 2. 

 

 
 (ع ت 8104: )بكالوريا  30التمرين 

𝒛𝟐المعادلة  ℂحل في  .0 − 𝟔√𝟐 𝒛 + 𝟑𝟔 = 𝟎 

∆= 72 − 144 = −72 = (6√2𝑖)
2
 ; 𝑧1 = 3√2 + 3√2𝑖 ; 𝑧2 = 3√2 − 3√2𝑖 

𝑆 = {3√2 + 3√2𝑖 ; 3√2 − 3√2𝑖}  

8. ، 𝒛𝑨 = 𝟑√𝟐(𝟏 + 𝒊) 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅ ،𝒛𝑫 =
𝒛𝑪

𝟐
  ،  𝒛𝑪 = 𝟔√𝟐     
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𝟏)و  𝒛𝑨 𝒛𝑩 ، كتابة .أ + 𝒊)𝒛𝑨 على الشكل الأسّي 

𝑧𝐴 = 3√2(1 + 𝑖) = 3√2 × √2𝑒
𝑖
𝜋
4 ⇒ 𝑧𝐴 = 6𝑒

𝑖
𝜋
4  ;  𝑧𝐵 = 6𝑒

−𝑖
𝜋
4  

(1 + 𝑖)𝑧𝐴 = √2𝑒
𝑖
𝜋
4 × 6𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ (1 + 𝑖)𝑧𝐴 = 6√2𝑒

𝑖
𝜋
2  

) حساب .ب
(𝟏+𝒊)𝒛𝑨

𝟔√𝟐
)
𝟐𝟎𝟏𝟒

 

(
(1 + 𝑖)𝑧𝐴

6√2
)

2014

= (𝑒𝑖
𝜋
2)
2014

= 𝑒𝑖1007𝜋 = 𝑒𝑖𝜋 = −1  

يطُلب تعيين  Dالتي مركزها  تنتمي إلى الدائرة C و O  ،A  ،Bأنّ النقط  يانب .ج

 نصف قطرها 

𝐷𝑂 = |𝑧𝐷| = 3√2  ;  𝐷𝐴 = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐷| = |3√2𝑖| = 3√2  

𝐷𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐷| = |−3√2𝑖| = 3√2  ;  𝐷𝐶 = |𝑧𝐶 − 𝑧𝐷| = 3√2  

 2√3وصف قطرها  𝐷تنتمي إلى الدائرة التي مركزها  𝐵 ، 𝐴 ، 𝑂 و𝐶منه نستنتج أنّ النقط 

 حساب .د
𝒛𝑩−𝒛𝑪

𝒛𝑨−𝒛𝑪
  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−3√2 − 3√2𝑖

−3√2 + 3√2𝑖
=
1 + 𝑖

1 − 𝑖
=
(1 + 𝑖)2

2
=
2𝑖

2
= 𝑖  

𝑪𝑨⃗⃗⃗⃗)للزاوية  قيس إيجاد  ⃗; 𝑪𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) 

(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
 

 𝑶𝑨𝑪𝑩طبيعة الرباعي تعيين 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 = 3√2 + 3√2𝑖 = 𝑧𝐴 ⇒ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒  𝑂𝐴𝐶𝐵 متوازي الأضلاع

 مربّع 𝑂𝐴𝐶𝐵ومتساوي الساقين ، نستنتج أنّ الرباعي  𝐶قائم في  𝐴𝐵𝐶وبما أنّ المثلث 

3.  

 Rكبة للدوران العبارة المر كتابة .أ

𝑀′ = 𝑅(𝑀) ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖
𝜋
2𝑧 ⇒ 𝑧′ = 𝑖𝑧  

 في استقامية ′𝑪و 𝑪  ،𝑨أنّ النقط  التحققو ′𝑪لاحقة  تعيين .ب

𝐶′ = 𝑅(𝐶) ⇒ 𝑧𝐶′ = 𝑖𝑧𝐶 = 6√2𝑖  

𝑧𝐶′ − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

=
−6√2 + 6√2𝑖

−3√2 + 3√2𝑖
=
−2 + 2𝑖

1 + 𝑖
= 2 ⇒ النقط 𝐴 ، 𝐶 و′𝐶 في استقامية  

 Rبالدوران  𝑶𝑨𝑪𝑩صورة الرباعي  تحديدو ′𝑨لاحقة  تعيين .ج

𝐴′ = 𝑅(𝐴) ⇒ 𝑧𝐴′ = 𝑖𝑧𝐴 = 𝑖(3√2 + 3√2𝑖) = −3√2 + 3√2𝑖  
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{
 
 

 
 

𝑅(𝑂) = 𝑂 (مركز الدوران)

𝑅(𝐴) = 𝐴′

𝑅(𝐶) = 𝐶′

𝑅(𝐵) = 𝐴 ((𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
)

⇒ 𝑂𝐴′𝐶′𝐴 هي الرباعي 𝑂𝐴𝐶𝐵 صورة الرباعي  

 

 
 (ع ت 8104: )بكالوريا  30التمرين 

𝒛) : المعادلة ℂحل في  .0 − 𝒊)(𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟓) = 𝟎 

𝑧 − 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 𝑖 

𝑧2 − 2𝑧 + 5 = 0 ; ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 = 1 + 2𝑖 ; 𝑧2 = 1 − 2𝑖 

𝑆 = {𝑖 ; 1 + 2𝑖 ; 1 − 2𝑖}  

8. ، 𝒛𝑨 = 𝒊 𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝟐𝒊   ، 𝒛𝑪 = 𝟏 − 𝟐𝒊  

 Cو  A  ،Bالنقط  إنشاء .أ

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

  𝒛𝑯 إيجاد .ب

𝑥هي  (𝐵𝐶)معادلة المستقيم  =  𝐴المسقط العمودي للنقطة  𝐻النقطة  ، وبما أنّ  1

𝑦𝐻نستنتج أنّ  (𝐵𝐶)على المستقيم  = 𝑥𝐻 و1 = 𝑧𝐻، ومنه  1 = 1 + 𝑖 

 𝑨𝑩𝑪 ثمساحة المثل حساب .ج

𝒜 =
1

2
(𝐵𝐶 × 𝐴𝐻) =

1

2
|𝑧𝐶 − 𝑧𝐵| × |𝑧𝐻 − 𝑧𝐴| =

1

2
|−4𝑖||1| = 2 𝑐𝑚2  

3.  

 Sللتشابه ة المركبة باكتال تعيين .أ

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐴 =
1

2
𝑒𝑖
𝜋
2(𝑧 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧′ =

1

2
𝑖𝑧 +

1

2
+ 𝑖  

291



تساوي  Sتشابه بال 𝑨𝑩𝑪المثلث صورة أنّ مساحة  بيان .ب
𝟏

𝟐
𝒄𝒎𝟐  

 . لدينا :𝑆بالتشابه  𝐴𝐵𝐶صورة المثلث مساحة  ′𝒜لتكن 

𝒜′ = (
1

2
)
2

𝒜 =
2

4
=
1

2
𝑐𝑚2  

|𝒛|حيث :  𝑴مجموعة النقط  تعيين .4 = |𝒊𝒛 + 𝟏 + 𝟐𝒊| 

|𝑧| = |𝑖𝑧 + 1 + 2𝑖| ⇒ |𝑧| = |𝑖(𝑧 − 𝑖 + 2)| ⇒ |𝑧| = |𝑖||𝑧 − (−2 + 𝑖)| 

 ⇒ |𝑧| = |𝑧 − 𝑧𝐷| ⇒ 𝑂𝑀 = 𝐷𝑀  

𝑧𝐷حيث  [𝑂𝐷]هي محور القطعة  𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط  = −2 + 𝑖 

 

 
 ر(ت  8104: )بكالوريا  32التمرين 

𝒛) : المعادلة ℂمجموعة الأعداد المركّبة حل في  .0 − 𝒊)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟑𝒛 + 𝟒) = 𝟎 

𝑧 − 𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 𝑖 

𝑧2 − 2√3𝑧 + 4 = 0 ; ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = √3 + 𝑖 ; 𝑧2 = √3 − 𝑖 

𝑆 = {𝑖 ; √3 + 𝑖 ; √3 − 𝑖}  

8. ، 𝒛𝟏 = √𝟑 + 𝒊 𝒛𝟐 = √𝟑 − 𝒊  ،𝒛𝟑 = 𝒊 

العدد  كتابة .أ
𝒛𝟏

𝒛𝟐
 على الشكل الأسّي 

𝑧1
𝑧2
=
√3 + 𝑖

√3 − 𝑖
=
2𝑒𝑖

𝜋
6

2𝑒−𝑖
𝜋
6

= 𝑒𝑖
𝜋
3  

)يكون من أجلها العدد المركب  𝒏 قيم للعدد الطبيعي إيجاد .ب
𝒛𝟏

𝒛𝟐
)
𝒏

  تخيليا صرفا 

) تخيلي صرف
𝑧1
𝑧2
)
𝑛

⇒ arg (
𝑧1
𝑧2
)
𝑛

=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

𝑛𝜋

3
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

𝑛

3
=
1

2
+ 𝑘 

⇒ 2𝑛 = 6𝑘 + 3 

6𝑘زوجي و  2𝑛بما أنّ      +  ،  ℕحلول في  فردي ، فإنّ المعادلة السابقة ليس لها 3

)يكون من أجلها العدد المركب  𝑛للعدد الطبيعي ومنه لا توجد قيم    
𝑧1

𝑧2
)
𝑛

 تخيليا صرفا 
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 نسبته وزاويته تحديدو Sالعبارة المركبة للتشابه المباشر  تعيينأ.  .3

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
𝑧3 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

=
−√3

−2𝑖
= −

√3

2
𝑖 =

√3

2
𝑒−𝑖

𝜋
2  

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧1 =
√3

2
𝑒−𝑖

𝜋
2(𝑧 − 𝑧1)  

نسبته  𝐴مركزه تشابه مباشر  𝑆منه نستنتج أنّ 
√3

2
− وزاويته 

𝜋

2
 

  𝑨𝑩𝑪المثلث طبيعة  استنتاجب. 

arg (
𝑧3 − 𝑧1
𝑧2 − 𝑧1

) = −
𝜋

2
⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
⇒ 𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

  (𝑬) مجموعةللالعناصر المميزة  تعيين أ.  .4

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ |𝑧 − 𝑧1|
2 + |𝑧 − 𝑧3|

2 = 5 

 ⇒ |𝑥 + 𝑖𝑦 − √3 − 𝑖|
2
+ |𝑥 + 𝑖𝑦 − 𝑖|2 = 5 

 ⇒ (𝑥 − √3)
2
+ (𝑦 − 1)2 + 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 5 

 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 − √3𝑥 − 2𝑦 = 0 

⇒ (𝑥 −
√3

2
)

2

+ (𝑦 − 1)2 =
7

4
 

)𝜔هي الدائرة التي مركزها  (𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 
√3

2
; ونصف قطرها  (1

√7

2
 

  (′𝑬) مجموعةال تعيينب.  

𝑀 ∈ (𝐸′) ⇒ |𝑧 − 𝑧1| = |𝑧 − 𝑧3| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐶𝑀      

  [𝐴𝐶]هي محور القطعة  (′𝐸)منه نستنتج أنّ المجموعة 
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 ر(ت  8104: )بكالوريا  32التمرين 

  (𝜸) مجموعةال إنشاءو تعيينأ.  .0

𝑀 ∈ (𝛾) ⇒ 𝑧 = 𝑧0 + 2𝑒
𝑖𝜃 ⇒ 𝑧 − 𝑧0 = 2𝑒

𝑖𝜃 ⇒ |𝑧 − 𝑧0| = 2 ⇒ 𝐴𝑀 = 2  

 2ونصف قطرها  𝐴هي دائرة مركزها  (𝛾) المجموعةمنه نستنتج أنّ 

  (′𝜸) مجموعةال إنشاءو تعيينب. 

𝑀 ∈ (𝛾′) ⇒ 𝑧 = 𝑧0 + 𝑘𝑒
𝑖(
3𝜋
4
) ⇒ 𝑧 − 𝑧0 = 𝑘𝑒

𝑖(
3𝜋
4
) ⇒ arg (𝑧 − 𝑧0) =

3𝜋

4

⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =
3𝜋

4
 

tanوميله  𝐴هي نصف مستقيم مبدؤه  (′𝛾) المجموعةمنه نستنتج أنّ  (
3𝜋

4
) = −1 

 (′𝜸)و (𝜸)إحداثيات نقط تقاطع  تعيينجـ.    

𝑀 ∈ (𝛾) ∩ (𝛾′) ⇒ 𝑧 = 𝑧0 + 2𝑒
𝑖(
3𝜋
4
) = 1 + 𝑖 − √2 + √2𝑖 

⇒ 𝑧 = (1 − √2) + (1 + √2)𝑖 ⇒ 𝑀(1 − √2 ; 1 + √2)  

8. 𝒛𝟏 = 𝒛𝟎 + 𝟐𝒆
𝒊(
𝟑𝝅

𝟒
)

 

الشكل الجبري للعدد المركب  تعيين .أ
𝒛𝟏−𝒛𝟎

𝒛𝟎
  

𝑧1 − 𝑧0
𝑧0

=
(1 − √2) + (1 + √2)𝑖 − 1 − 𝑖

1 + 𝑖
=
−√2(1 − 𝑖)

1 + 𝑖
= √2𝑖  

 𝑶𝑨𝑩طبيعة المثلث  استنتاج

arg (
𝑧1 − 𝑧0
𝑧0

) =
𝜋

2
⇒ (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒  𝐴 قائم في 𝑂𝐴𝐵 المثلث  

 𝒛𝟐  تعيين .ب

𝐶 = 𝑅(𝐵) ⇒ 𝑧2 − 𝑧0 = 𝑒
−𝑖
𝜋
2(𝑧1 − 𝑧0) ⇒ 𝑧2 = −𝑖[−√2(1 − 𝑖)] + 1 + 𝑖 

 ⇒ 𝑧2 = (1 + √2) + (1 + √2)𝑖  

  𝜷و 𝜶 تعيين .ج

{
𝑂{(𝐴; 𝛼), (𝐶; 𝛽)}

𝛼 + 𝛽 = √2
⇒ {

𝐴𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝛽

𝛼 + 𝛽
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝛼 + 𝛽 = √2

⇒ {
𝛽 =

−√2𝑧0
𝑧2 − 𝑧0

𝛼 + 𝛽 = √2

⇒ {
𝛽 =

−√2(1 + 𝑖)

√2(1 + 𝑖)

𝛼 = √2 − 𝛽

⇒ {
𝛽 = −1

𝛼 = √2 + 1
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  (𝑬) مجموعةال إنشاءو تعيين .د

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ ((1 + √2)𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )⏟              
𝑂{(𝐴;1+√2),(𝐶;−1)}

(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )⏟        
=𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗−𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

= 0 ⇒ √2 𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0 

⇒ 𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  

𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗ويعامد  𝑂هي المستقيم الذي يشمل  (𝐸) المجموعةمنه نستنتج أنّ   ⃗. 

 

 
 ر( 8104: )بكالوريا  41التمرين 

                                                                                  : المعادلة ℂحل في  .0

(𝒛 − 𝟏 − 𝟐𝒊)(𝒛𝟐 − 𝟐(𝟏 + √𝟑)𝒛 + 𝟓 + 𝟐√𝟑) = 𝟎 

𝑧 − 1 − 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 1 + 2𝑖 

𝑧2 − 2(1 + √3)𝑧 + 5 + 2√3 = 0 ; ∆= −4 = (2𝑖)2  

𝑧1 = 1 + √3 + 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + √3 − 𝑖 

𝑆 = {1 + 2𝑖 ; 1 + √3 + 𝑖 ; 1 + √3 − 𝑖}  

8. ،𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝟐𝒊 𝒛𝑩 = 𝟏 + √𝟑 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝟏 + √𝟑 − 𝒊 ، 𝒛𝑫 = 𝟏 − 𝟐𝒊 

𝑨𝑩  أنّ  بيان .أ = 𝑪𝑫   و(𝑨𝑫)  يوازي(𝑩𝑪) 

{
𝐴𝐵 = |𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| = |√3 − 𝑖| = 2

𝐶𝐷 = |𝑧𝐷 − 𝑧𝐶| = |−√3 − 𝑖| = 2
⇒ 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷  

{
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴 = −4𝑖
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 = −2𝑖

⇒ 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ (𝐴𝐷) ∥ (𝐵𝐶)  

أنّ  التحقق .ب
𝒛𝑩+𝒛𝑫

𝟐
≠
𝒛𝑨+𝒛𝑪

𝟐
  

{
 
 

 
 𝑧𝐵 + 𝑧𝐷

2
=
2 + √3 − 𝑖

2
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
2 + √3 + 𝑖

2

⇒
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

≠
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2
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 𝑨𝑩𝑪𝑫طبيعة الرباعي  استنتاج

 ([𝐴𝐵]و[𝐶𝐷])بلان متقايسان غير متوازيين له ضلعان متقا 𝐴𝐵𝐶𝐷الرباعي 

 ، منه نستنتج أنّ  ([𝐴𝐷]و[𝐵𝐶])وله ضلعان متقابلان متوازيان غير متقايسين 

 شبه منحرف متساوي الساقين 𝐴𝐵𝐶𝐷الرباعي 

أنّ :  بيانأ.  .3
𝒛𝑫−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑩
= √𝟑𝒆

𝒊
𝝅

𝟐  

𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
−√3 − 3𝑖

−√3 + 𝑖
=
(−√3 − 3𝑖)(−√3 − 𝑖)

4
= √3𝑖 = √3𝑒𝑖

𝜋
2  

 نسبته وزاويتهيطُلب تعيين  𝑩تشابه مباشر مركزه ب 𝑨هي صورة  𝑫أنّ  استنتاج 

𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

= √3𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐵 = √3𝑒

𝑖
𝜋
2(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵)  

 وزاويته 3√نسبته  𝐵بتشابه مباشر مركزه  𝐴هي صورة  𝐷أنّ منه نستنتج 
𝜋

2
 

 تنتمي إلى دائرة يطُلب  𝑫و 𝑨  ،𝑩  ،𝑪قائم وأنّ النقط  𝑨𝑫𝑩المثلث أنّ  بيانب. 

 مركزها ونصف قطرها تحديد     

arg (
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2
⇒ (𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒  𝐵 قائم في 𝐴𝐷𝐵 المثلث  

 (𝛤)دائرة التنتمي إلى  𝐷و 𝐴  ،𝐵أنّ النقط ، نستنتج  المثلث 𝐴𝐷𝐵 قائم في 𝐵بما أنّ 

𝑟 ونصف قطرها [𝐴𝐷]منتصف الوتر  𝜔مركزها التي  =
𝐴𝐷

2
 

𝑧𝜔 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐷
2

= 1 ; 𝑟 =
|𝑧𝐷 − 𝑧𝐴|

2
=
|−4𝑖|

2
= 2 

|𝑧𝐶 − 𝑧𝜔| = |√3 − 𝑖| = 2 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 𝑨𝑩𝑪𝑫إنشاء للرباعي  استنتاجج. 

;𝜔(1مركزها التي  (𝛤)دائرة ال، نرسم  𝐴𝐵𝐶𝐷لرباعي انشاء لإ      ونصف  (0

  𝐶وفاصلتها موجبة و  2التي ترتيبها  (𝛤)النقطة من  𝐵، وتكون  2 قطرها    

𝑧𝐶نظيرتها بالنسبة لمحور الفواصل )    = 𝑧𝐵̅̅  لهما إحداثيات صحيحة.ف 𝐴 و𝐷( ، أمّا ̅
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 ر( 8104: )بكالوريا  40التمرين 

𝒃 = −𝟏 + 𝟐𝒊  و  𝒂 = −𝟐 + 𝟔𝒊 

𝟏 كتابة .0 + 𝒊 على شكل أسّي 

1 + 𝑖 = √2(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = √2𝑒𝑖

𝜋
4  

8. 𝐳′ = √𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟒𝒛 + 𝟐 

  ′𝑫لاحقة  إيجاد .أ

𝐷′ = 𝑆(𝐷) ⇒ 𝑑′ = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑑 + 2 = (1 + 𝑖)2𝑖 + 2 = 2𝑖 = 𝑑 ⇒ 𝐷′ = 𝐷  

 ستنتجماذا ت

 فهي مركز هذا التحويل 𝑆صامدة بالتحويل  𝐷بما أنّ النقطة 

′𝐳أنّ :  بيان .ب − 𝒅 = √𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟒(𝒛 − 𝒅)  

z′ = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 + 2 ⇒ z′ − 2𝑖 = √2𝑒𝑖

𝜋
4𝑧 + 2 − 2𝑖 = √2𝑒𝑖

𝜋
4𝑧 − 2𝑖(1 + 𝑖)

= √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧 − 2𝑖√2𝑒𝑖

𝜋
4 ⇒ z′ − 𝑑 = √2𝑒𝑖

𝜋
4(𝑧 − 𝑑)  

 𝑺وعناصر التحويل طبيعة  استنتاج

وزاويته  2√، نسبته  𝐷تشابه مباشر مركزه  𝑆نستنتج أنّ 
𝜋

4
 

3.  (∆): 𝟑𝒙 + 𝟓𝒚 = 𝟏𝟏 

;𝑴𝟎(−𝟑 ةالنقطأنّ  التحقق .أ   (∆)تنتمي إلى  (𝟒

3(−3) + 5(4) = 11 ⇒ 𝑀0 ∈ (∆)  

 التي إحداثياتها أعداد صحيحة (∆)نقط  تعيين

{
3𝑥 + 5𝑦 = 11

3(−3) + 5(4) = 11
⇒ 3(𝑥 + 3) + 5(𝑦 − 4) = 0 

⇒ 3(𝑥 + 3) = 5(−𝑦 + 4) 

{
5 ∣ 3(𝑥 + 3)

𝑃𝐺𝐶𝐷(3; 5) = 1
⇒ 5 ∣ 𝑥 + 3 ⇒ 𝑥 = 5𝑘 − 3 ; 𝑦 = −3𝑘 + 4  

𝑀(5𝑘هي  التي إحداثياتها أعداد صحيحة (∆)نقط منه نستنتج أنّ  − 3;−3𝑘 + 4)  ،𝑘 ∈ ℤ 

 

𝑩𝑴𝟎) المستقيمين  أنّ  بيان .ب
′  متعامدان (𝑩𝑨)و (

𝑀0
′ = 𝑆(𝑀0) ⇒ 𝑧0

′ = √2𝑒𝑖
𝜋
4𝑧0 + 2 = (1 + 𝑖)(−3 + 4𝑖) + 2 = −5 + 𝑖 

 : طريقة  

𝑎𝑟𝑔 (
𝑧0
′ − 𝑏

𝑎 − 𝑏
) = 𝑎𝑟𝑔 (

−4 − 𝑖

−1 + 4𝑖
) = arg(𝑖) =

𝜋

2
⇒ (𝐵𝐴) ⊥ (𝐵𝑀0

′)  
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 : طريقة  

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−1
4
) ; 𝐵𝑀0

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (
−4
−1
) ; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝑀0

′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ (𝐵𝐴) ⊥ (𝐵𝑀0
′ )  

;𝑴(𝒙مجموعة النقط  تعيين .4 𝒚)  المستقيمان بحيث يكون (𝑩𝑨) و(𝑩𝑴′) نيمتعامد  

𝑀′ = 𝑆(𝑀) ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑖)(𝑥 + 𝑖𝑦) + 2 = (𝑥 − 𝑦 + 2) + (𝑥 + 𝑦)𝑖 

𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ (
−1
4
) ; 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (

𝑥 − 𝑦 + 3
𝑥 + 𝑦 − 2

) ; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐵𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 3𝑥 + 5𝑦 = 11

⇒ {
𝑥 = 5𝑘 − 3 
𝑦 = −3𝑘 + 4

 

{
−5 ≤ 𝑥 ≤ 5 
−5 ≤ 𝑦 ≤ 5

⇒ {
−5 ≤ 5𝑘 − 3 ≤ 5 
−5 ≤ −3𝑘 + 4 ≤ 5

⇒ {
−
2

5
≤ 𝑘 ≤

8

5

−
1

3
≤ 𝑘 ≤ 3

⇒ 𝑘 ∈ {0; 1}

⇒ 𝑀0(−3; 4) ;𝑀1(2; 2)  

 
 (ع ت 2015: )بكالوريا  48التمرين 

(I ينالمركّب ينالعدد تعيين α   وβ  

{
2𝛼 − 𝛽 = −3

2𝛼̅ + 𝛽̅ = −3 − 2𝑖√3
⇒ {

2𝛼 − 𝛽 = −3

2𝛼̅ + 𝛽̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = −3 + 2𝑖√3
⇒ {

2𝛼 − 𝛽 = −3

2𝛼 + 𝛽 = −3 + 2𝑖√3
 

⇒ 4𝛼 = −6 + 2𝑖√3 ⇒ 𝛼 = −
3

2
+
√3

2
𝑖 ;  𝛽 = 2𝛼 + 3 = 𝑖√3  

(II ، 𝒛𝑨 = −
𝟑

𝟐
+ 𝒊

√𝟑

𝟐
 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ 𝒛𝑨و  ̅ = 𝒛𝑪. 𝒆

𝒊
𝝅

𝟑 

  على الشكل الأسّي 𝒛𝑪و  𝒛𝑨  كتابةأ.  .0

𝑧𝐴 = −
3

2
+
√3

2
𝑖 = √3(−

√3

2
+
1

2
𝑖) ⇒ 𝑧𝐴 = √3𝑒

𝑖
5𝜋
6  

𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 . 𝑒
𝑖
𝜋
3 ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴. 𝑒

−𝑖
𝜋
3 = √3𝑒𝑖

5𝜋
6 × 𝑒−𝑖

𝜋
3 ⇒ 𝑧𝐶 = √3𝑒

𝑖
𝜋
2  

)يكون  حتى 𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيين
𝒛𝑨

𝒛𝑪
)
𝒏

 حقيقيا سالبا 

(
𝑧𝐴
𝑧𝐶
)
𝑛

< 0 ⇒ arg (
𝑧𝐴
𝑧𝐶
)
𝑛

= (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒ arg (𝑒𝑖
𝜋
3)
𝑛

= (2𝑘 + 1)𝜋 

⇒
𝑛𝜋

3
= (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒

𝑛

3
= 2𝑘 + 1 ⇒ 𝑛 = 6𝑘 + 3 ; 𝑘 ∈ ℕ  

)𝟐أنّ العدد المركّب  التحقق .ب
𝒛𝑨

√𝟑
)
𝟐𝟎𝟏𝟓

+ (
𝒛𝑩

√𝟑
)
𝟏𝟗𝟔𝟐

− (
𝒛𝑪

√𝟑
)
𝟏𝟒𝟑𝟓

 حقيقي 
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2 (
𝑧𝐴

√3
)
2015

+ (
𝑧𝐵

√3
)
1962

− (
𝑧𝐶

√3
)
1435

= 2(𝑒𝑖
5𝜋
6 )

2015

+ (𝑒−𝑖
5𝜋
6 )

1962

− (𝑒𝑖
𝜋
2)
1435

 

= 2𝑒𝑖
2015×5𝜋

6 + 𝑒−𝑖
1962×5𝜋

6 − 𝑒𝑖
1435𝜋
2 = 2𝑒𝑖

7𝜋
6 + 𝑒−𝑖𝜋 − 𝑒𝑖

3𝜋
2  

= 2(−
√3

2
−
1

2
𝑖) − 1 + 𝑖 = −√3 − 1  

8. 𝒛𝑫 = 𝟏 + 𝒊 

  𝑺نسبة وزاوية التشابه المباشر  تحديد .أ

𝑆(𝐷) = 𝐴 ⇒ 𝑧𝐴 = 𝑘𝑒
𝑖𝜃. 𝑧𝐷 ⇒ 𝑘𝑒

𝑖𝜃 =
𝑧𝐴
𝑧𝐷
=
√3𝑒

𝑖
5𝜋
6

√2𝑒
𝑖
𝜋
4

=
√6

2
𝑒𝑖
7𝜋
12  

ته نسب 𝑆التشابه المباشر منه نستنتج أنّ 
√6

2
 تهوزاوي 

7𝜋

12
 

 كتابة .ب
𝒛𝑨

𝒛𝑫
 على الشكل الجبري  

𝑧𝐴
𝑧𝐷
=
−3 + √3𝑖

2(1 + 𝑖)
=
(−3 + √3𝑖)(1 − 𝑖)

4
=
−3 + √3

4
+
3 + √3

4
𝑖  

𝐜𝐨𝐬القيمة المضبوطة لكل من  استنتاج
𝟕𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و 

𝟕𝝅

𝟏𝟐
 

cos
7𝜋

12
=
𝑥

𝑟
=

−3 + √3
4

√6
2

=
−3 + √3

2√6
=
−3√6 + 3√2

12
=
−√6 + √2

4
 

sin
7𝜋

12
=
𝑦

𝑟
=

3 + √3
4

√6
2

=
3 + √3

2√6
=
3√6 + 3√2

12
=
√6 + √2

4
 

𝒛:  التحققالتي  𝒛قة ذات اللاح 𝑴مجموعة النقط  تعيين .3 = 𝒌(𝟏 + 𝒊)𝒆𝒊(
𝟕𝝅

𝟏𝟐
)

  

𝑧 = 𝑘(1 + 𝑖)𝑒𝑖(
7𝜋
12
) = 𝑘√2𝑒𝑖

𝜋
4𝑒𝑖(

7𝜋
12
) = 𝑘√2𝑒𝑖

10𝜋
12 = 𝑘√2𝑒𝑖

5𝜋
6  

arg(𝑧) =
5𝜋

6
⇒ (𝑢⃗ ; 𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

5𝜋

6
 

 .𝐴ويشمل النقطة  𝑂ذي مبدؤه هي نصف المستقيم ال 𝑀منه نستنتج أنّ مجموعة النقط 

 
 (ع ت 2015: )بكالوريا  43التمرين 

،  𝒛𝑨 = 𝟐𝒆
𝒊
𝝅

𝟔 𝒛𝑩 = −𝒛𝑨̅̅ ̅    ،𝒛𝑪 = −(𝒛𝑨 + 𝒛𝑩) 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑪 و  𝒛𝑩 كتابةأ.  .0
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 : طريقة 

𝑧𝐵 = −𝑧𝐴̅ = −2(
√3

2
−
1

2
𝑖) = −√3 + 𝑖 = 2(−

√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

5𝜋
6  

 : طريقة 

𝑧𝐵 = −𝑧𝐴̅
arg(𝑧̅)=−arg (𝑧)
⇒           𝑧𝐵 = −2𝑒

−𝑖
𝜋
6
arg(−𝑧)=arg(𝑧)+𝜋
⇒             𝑧𝐵 = 2𝑒

𝑖(𝜋−
𝜋
6
)

⇒ 𝑧𝐵 = 2𝑒
𝑖
5𝜋
6  

𝑧𝐶 = −(𝑧𝐴 + 𝑧𝐵) = −(√3 + 𝑖 − √3 + 𝑖) = −2𝑖 = 2𝑒𝑖
−𝜋
2  

 يطُلب تعيين مركزها ونصف قطرها (𝜸)تنتمي إلى دائرة  𝑩 ، 𝑨 و 𝑪أنّ  استنتاج .ب

|𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = 2 ⇒ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 2  

 2 ونصف قطرها 𝑂مركزها التي  (𝛾)دائرة التنتمي إلى  𝐵 ، 𝐴 و 𝐶 النقط ستنتج أنّ نومنه 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين( :  𝑩 ، 𝑨 و 𝑪النقطو  (𝜸)دائرة ال إنشاء .ج

أنّ :  التحقق. أ .8
𝒛𝑩−𝒛𝒄

𝒛𝑩−𝒛𝑨
= 𝒆−𝒊

𝝅

𝟑 

𝑧𝐵 − 𝑧𝑐
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−√3 + 𝑖 + 2𝑖

−√3 + 𝑖 − √3 − 𝑖
=
−√3 + 3𝑖

−2√3
=
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
3  

 مركز ثقل هذا المثلث  𝑶وأنّ النقطة  متقايس الأضلاع 𝑨𝑩𝑪أنّ المثلث  استنتاج .ب

𝑧𝐵 − 𝑧𝑐
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑒−𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐵𝐶 = 𝐵𝐴

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع   

𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 − (𝑧𝐴 + 𝑧𝐵) = 0 ⇒ 𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ 

⇒ 𝑂{(𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝐴𝐵𝐶 مركز ثقل المثلث 𝑂  

  (𝑬) مجموعةال إنشاءو تعيين .ج

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ |𝑧| = |𝑧 − √3 − 𝑖| ⇒ |𝑧| = |𝑧 − 𝑧𝐴| ⇒ 𝑂𝑀 = 𝐴𝑀  

 [𝑂𝐴]هي محور القطعة  (𝐸)المجموعة منه نستنتج أنّ     

  𝒓لدوران ازاوية  تعيينأ.  .3

 : طريقة 

𝑟(𝐶) = 𝐴 ⇒ 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖𝜃𝑧𝐶 ⇒ 𝑒

𝑖𝜃 =
𝑧𝐴
𝑧𝐶
=
2𝑒𝑖

𝜋
6

2𝑒−𝑖
𝜋
2

= 𝑒𝑖
2𝜋
3 ⇒ 𝜃 =

2𝜋

3
 

 : طريقة 

محيطية قيسها  𝐶𝐵𝐴̂الزاوية 
𝜋

3
 مركزية  𝐶𝑂𝐴̂الزاوية و (المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع) 

 ، ومنه : 𝐴𝐶تحصر نفس القوس 
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𝐶𝑂𝐴̂ = 2𝐶𝐵𝐴̂ =
2𝜋

3
⇒ (𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

2𝜋

3
⇒ 𝜃 =

2𝜋

3
 

 [𝑶𝑩]هي محور القطعة  𝒓بالدوران  (𝑬)أنّ صورة  اثبات .ب

𝑧𝐵 = 2𝑒
𝑖
5𝜋
6 = 2𝑒𝑖

𝜋
6 × 𝑒𝑖

2𝜋
3 = 𝑒𝑖

2𝜋
3 𝑧𝐴 ⇒ 𝐵 = 𝑟(𝐴)  

( [𝑂𝐴])محور القطعة  (𝐸)أنّ صورة ، نستنتج  𝑟هي مركز الدوران  𝑂وبما أنّ النقطة 

 .[𝑂𝐵]هي محور القطعة  𝑟بالدوران 

 

 
 ر(ت  2015: )بكالوريا  44التمرين 

𝒛𝑨 = 𝟏 − 𝒊   و𝒛𝑩 = 𝟑 + 𝟑𝒊 

 على الشكل الأسّي 𝒛𝑨  و 𝒛𝑩 كتابةأ.  .0

𝑧𝐴 = 1 − 𝑖 = √2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = √2𝑒−𝑖

𝜋
4  

𝑧𝐵 = 3 + 3𝑖 = 3√2(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = 3√2𝑒𝑖

𝜋
4  

)بحيث يكون العدد  𝒏قيم  تعيينب. 
𝒛𝑨

√𝟐
)
𝒏

 حقيقيا 

(
𝑧𝐴

√2
)
𝑛

∈ ℝ ⇒ arg (
𝑧𝐴

√2
)
𝑛

= 𝑘𝜋 ⇒ −
𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 4𝑘′; 𝑘′ ∈ ℕ  

 وعمدة له  𝒛طويلة العدد  حسابج. 
𝑧

𝑧𝐴
= 4𝑒𝑖

𝜋
12 ⇒ 𝑧 = 4𝑒𝑖

𝜋
12 × 𝑧𝐴 = 4𝑒

𝑖
𝜋
12 × √2𝑒−𝑖

𝜋
4 = 4√2𝑒−𝑖

𝜋
6  

⇒ |𝑧| = 4√2 ; arg(𝑧) = −
𝜋

6
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  كتابة
𝒛

𝒛𝑨
 على الشكل الجبري 

𝑧

𝑧𝐴
=

4√2(
√3
2 −

1
2 𝑖)

1 − 𝑖
=
2(√6 − √2𝑖)

1 − 𝑖
= (√6 − √2𝑖)(1 + 𝑖) 

𝑧

𝑧𝐴
= (√6 + √2) + (√6 − √2)𝑖  

𝐜𝐨𝐬 استنتاجد. 
𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و 

𝝅

𝟏𝟐
 

cos
𝜋

12
=
𝑅𝑒 (

𝑧
𝑧𝐴
)

|
𝑧
𝑧𝐴
|
=
√6 + √2

4
 ; sin

𝜋

12
=
𝐼𝑚 (

𝑧
𝑧𝐴
)

|
𝑧
𝑧𝐴
|
=
√6 − √2

4
 

  𝒛𝑪 حسابأ.  .8

𝑅(𝐵) = 𝐶 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 𝑒
𝑖
𝜋
2(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑖(2 + 4𝑖) + 1 − 𝑖 

⇒ 𝑧𝐶 = −3 + 𝑖  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج         

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

  𝒛𝑫 حسابب. 

𝐷{(𝐴;−1), (𝐵; 1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝑧𝐷 = −𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 = −1 + 5𝑖  

 مربعّ 𝑨𝑩𝑫𝑪أنّ  بيان    

𝑧𝐷 = −𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

، المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين متوازي أضلاع و 𝐴𝐵𝐷𝐶رباعي البما أنّ 

 .مربّع 𝐴𝐵𝐷𝐶نستنتج أنّ 
 

 
 

 ر(ت  2015: )بكالوريا  45التمرين 

𝒛𝟐 المعادلة ℂحل في  .0 − 𝟒(𝐬𝐢𝐧𝜽)𝒛 + 𝟒 = 𝟎… (𝐈)  

∆= 16(sin2 𝜃 − 1) = −16 cos2 𝜃 = (4𝑖 cos 𝜃)2 

𝑧1 = 2 sin 𝜃 + 2𝑖 cos 𝜃 ; 𝑧2 = 2 sin 𝜃 − 2𝑖 cos 𝜃  

 على الشكل الأسي 𝒛𝟏 و𝒛𝟐 كتابة .8

𝑧1 = 2 sin
𝜋

3
+ 2𝑖 cos

𝜋

3
= √3 + 𝑖 = 2(

√3

2
+
1

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
6  
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𝑧2 = 2 sin
𝜋

3
− 2𝑖 cos

𝜋

3
= √3 − 𝑖 = 2(

√3

2
−
1

2
𝑖) = 2𝑒−𝑖

𝜋
6  

3. 𝒛𝑪 = 𝟑√𝟑 + 𝒊 و 𝒛𝑩 = √𝟑 − 𝒊 ، 𝒛𝑨 = √𝟑 + 𝒊. 

 كتابة .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 ثمّ على الشكل الأسّيي على الشكل الجبر 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
2√3

−2𝑖
= −

√3

𝑖
= √3𝑖 = √3𝑒𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  ستنتاجا

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

) =
𝜋

2
⇒ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒  𝐴 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

  𝑺بالتشابه المباشر  𝑩هي صورة النقطة  𝑪أنّ النقطة  استنتاج .ب

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= √3𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = √3𝑒

𝑖
𝜋
2(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)  

الذي مركزه  𝑆بالتشابه المباشر  𝐵هي صورة النقطة  𝐶منه نستنتج أنّ النقطة 

𝐴  وزاويته  3√، نسبته
𝜋

2
 

  𝑫لاحقة النقطة  تعيين .ج

𝑡(𝐵) = 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐵 + 𝑧𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐷 = 3√3 − 𝑖  

 𝑨𝑩𝑫𝑪طبيعة الرباعي  تحديد

𝑧𝐷 = 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

، نستنتج أنّ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 متوازي أضلاع  𝐴𝐵𝐷𝐶بما أنّ الرباعي 

𝐴𝐵𝐷𝐶 .مستطيل 

  (𝚪𝟏) مجموعةال تعيينأ.  .4

𝑀 ∈ (𝛤1) ⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =

𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒ 𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  

 𝐵باستثناء النقطة  [𝐵𝐶]هي الدائرة التي قطرها  (Γ1) مجموعةالمنه نستنتج أنّ 

  (𝚪𝟐) مجموعةال تعيينب.  

𝑀 ∈ (𝛤2) ⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐵

) = 𝑘𝜋 ⇒ (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = 𝑘𝜋 ⇒ ,𝑀 في استقامية 𝐶, 𝐵 

 .𝐵باستثناء النقطة  (𝐵𝐶)هي المستقيم  (Γ2) مجموعةالمنه نستنتج أنّ 
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 ر( 2015: )بكالوريا  40التمرين 

، 𝒛𝑨 = 𝒊 𝒛𝑩 = −𝟐 + 𝒊  ،𝒛𝑪 = −𝟑  ،𝒛𝑯 = −𝟑 + 𝟒𝒊 ، 𝒛𝑰 = −𝟏 − 𝒊 

  𝑯 ، 𝑪 ، 𝑩 ، 𝑨 و 𝑰النقط  تمثيلأ.  .0

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

  𝑪إلى  𝑨ويحوّل  𝑩مركزه لتشابه المباشر الذي انسبة وزاوية  تعيينب. 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
−1 − 𝑖

2
= −

1

2
−
1

2
𝑖 =

√2

2
(−
√2

2
−
√2

2
𝑖) =

√2

2
𝑒𝑖
5𝜋
4  

منه نستنتج أنّ نسبة التشابه المباشر 
√2

2
وزاويته  

5𝜋

4
 

  𝒛𝑮 تعيين .8

𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
=
−5 + 2𝑖

3
= −

5

3
+
2

3
𝑖  

 كتابةأ.  .3
𝒛𝑩−𝒛𝑪

𝒛𝑯−𝒛𝑨
 على الشكل الجبري 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

=
1 + 𝑖

−3 + 3𝑖
=
(1 + 𝑖)(−3 − 3𝑖)

18
=
−6𝑖

18
= −

1

3
𝑖  

 متعامدان (𝑩𝑪)و  (𝑨𝑯)المستقيمين أنّ  استنتاجب. 

arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐻 − 𝑧𝐴

) = −
𝜋

2
⇒ (𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

2
⇒ (𝐴𝐻) ⊥ (𝐵𝐶)  

 𝑨𝑩𝑪المثلث  هي نقطة تلاقي ارتفاعات 𝑯أنّ  بيانج. 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

=
−3 − 𝑖

−1 + 3𝑖
=
(−3 − 𝑖)(−1 − 3𝑖)

10
=
10𝑖

10
= 𝑖 

arg (
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐻 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2
⇒ (𝐵𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒ (𝐵𝐻) ⊥ (𝐴𝐶)  

( ، 𝐴𝐵𝐶)وهما ارتفاعان في المثلث  𝐻يتقاطعان في النقطة  (𝐴𝐻) و(𝐵𝐻)بما أنّ 

 𝐴𝐵𝐶هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث  𝐻أنّ نستنتج 

 في استقامية 𝑯 ، 𝑮 و 𝑰أنّ النقط  بيان .4
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𝑧𝐺 − 𝑧𝐻
𝑧𝐼 − 𝑧𝐻

=

4
3
−
10
3
𝑖

2 − 5𝑖
=
2

3 (𝐻𝐼⃗⃗ ⃗⃗  ;𝐻𝐺⃗⃗⃗⃗⃗⃗ )=2𝑘𝜋
النقط 𝐻 ، 𝐺 و𝐼 في استقامية         ⇒  

5. 𝒛 + 𝟏 + 𝒊 = √𝟓𝒆𝒊𝜽  

 (𝚪)تنتمي إلى المجموعة  𝑨نقطة أنّ ال بيان .أ

𝑧𝐴 + 1 + 𝑖 = 1 + 2𝑖 ⇒ |𝑧𝐴 + 1 + 𝑖| = √5 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)  

 مع تحديد عناصرها المميزة (𝚪)طبيعة المجموعة  تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 + 1 + 𝑖 = √5𝑒𝑖𝜃 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐼| = √5 ⇒ 𝐼𝑀 = √5  

 5√ ونصف قطرها 𝐼هي الدائرة التي مركزها  (Γ)المجموعة منه نستنتج أنّ 

 (𝚪)المجموعة  إنشاء .ج

 

 (𝚪)تنتميان إلى المجموعة  𝑩  و 𝑪أنّ النقطتين  التحقق .د

|𝑧𝐵 − 𝑧𝐼| = |−1 + 2𝑖| = √5 ⇒ 𝐵 ∈ (𝛤)  

|𝑧𝐶 − 𝑧𝐼| = |2 + 𝑖| = √5 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 

     
 

 ر( 2015: )بكالوريا  40التمرين 

𝒛𝟐المعادلة  ℂحل في  .0 − 𝟐(𝟏 − √𝟑)𝒛 + 𝟖 = 𝟎      

∆= 4(1 − √3)
2
− 32 = −16 − 8√3 = −4(4 + 2√3) = [2𝑖(1 + √3)]

2
 

𝑧1 = (1 − √3) + 𝑖(1 + √3) ;  𝑧2 = (1 − √3) − 𝑖(1 + √3) 

8. 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ 𝒛𝑨  و  ̅ = (𝟏 − √𝟑) + 𝒊(𝟏 + √𝟑) 
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أنّ  بيانأ. 
𝒛𝑩

𝒛𝑨
= 𝒆−

𝟕𝝅

𝟔
𝒊

 

𝑧𝐵
𝑧𝐴
=
(1 − √3) − 𝑖(1 + √3)

(1 − √3) + 𝑖(1 + √3)
=
[(1 − √3) − 𝑖(1 + √3)]

2

8
= −

√3

2
+
1

2
𝑖

= 𝑒𝑖
5𝜋
6 = 𝑒−

7𝜋
6
𝑖

 

 𝒛𝑨عمدة للعدد المركب  استنتاجب. 

arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐴
) = arg(𝑧𝐵) − arg(𝑧𝐴) = −2 arg(𝑧𝐴) = −

7𝜋

6
⇒ arg(𝑧𝐴) =

7𝜋

12
 

𝐜𝐨𝐬القيمة المضبوطة لكل من العددين  اجاستنتج. 
𝟕𝝅

𝟏𝟐
𝐬𝐢𝐧و    

𝟕𝝅

𝟏𝟐
 

|𝑧𝐴| = |(1 − √3) + 𝑖(1 + √3)| = √8 = 2√2 

cos
7𝜋

12
=
1 − √3

2√2
=
√2 − √6

4
 ;  sin

7𝜋

12
=
1 + √3

2√2
=
√2 + √6

4
 

 

𝟕𝒙المعادلة  ℤحل في أ.  .3 − 𝟐𝒚 = 𝟏 

{
7𝑥 − 2𝑦 = 1

7(1) − 2(3) = 1
⇒ 7(𝑥 − 1) = 2(𝑦 − 3) 

{
2|7(𝑥 − 1)

𝑃𝐺𝐶𝐷(2; 7) = 1
⇒ 2|𝑥 − 1 ⇒ 𝑥 = 2𝑘 + 1 ; 𝑦 = 7𝑘 + 3 

𝑆 = {(2𝑘 + 1 ; 7𝑘 + 3)} ; 𝑘 ∈ ℤ  

;𝒙)أنّه إذا كانت الثنائية  بيانب.  𝒚) من الأعداد الصحيحة حلا للمعادلة 

     𝟕𝒙 − 𝟐𝟒𝒚 =  08يكون مضاعفا للعدد  𝒙فإنّ  𝟏𝟐

7𝑥 − 24𝑦 = 12 ⇒ 7𝑥 = 12(2𝑦 + 1) 

{
12|7𝑥

𝑃𝐺𝐶𝐷(12; 7) = 1
⇒ 12|𝑥 ⇒ 𝑥 = 12𝛼 ;  𝛼 ∈ ℤ  

𝟕𝒙  لمعادلةا حلول استنتاجج.  − 𝟐𝟒𝒚 = 𝟏𝟐 

7𝑥 − 24𝑦 = 12 ⇒ 12(7𝛼 − 2𝑦) = 12 ⇒ 7𝛼 − 2𝑦 = 1 

⇒ (𝛼; 𝑦) = (2𝑘 + 1 ; 7𝑘 + 3) ⇒ (𝑥; 𝑦) = (24𝑘 + 12 ; 7𝑘 + 3) ; 𝑘 ∈ ℤ  

(𝒛𝑨)التي يكون من أجلها  𝒏مجموعة قيم  تعييند. 
𝒏  تماماعددا حقيقيا سالبا 

(𝑧𝐴)
𝑛 < 0 ⇒ arg(𝑧𝐴)

𝑛 = (2𝑘′ + 1)𝜋 ⇒
7𝑛𝜋

12
= (2𝑘′ + 1)𝜋 

⇒
7𝑛

12
= 2𝑘′ + 1 ⇒ 7𝑛 − 24𝑘′ = 12 ⇒ 𝑛 = 24𝑘 + 12 ; 𝑘 ∈ ℕ  
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 (ع ت 2016: )بكالوريا  42التمرين 

𝒛′ =
𝒛 − 𝟐

𝒛 − 𝟏
 

′𝒛المعادلة  ℂحل في  .0 = 𝒛  

𝑧′ = 𝑧 ⇒
𝑧 − 2

𝑧 − 1
= 𝑧 ⇒ 𝑧(𝑧 − 1) = 𝑧 − 2 ⇒ 𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0 

∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 1 − 𝑖 ; 𝑧2 = 1 + 𝑖  

8. 𝒛𝟐 = 𝒛𝟏̅̅ 𝒛𝟏 و ̅ = 𝟏 − 𝒊 

 كتابة .أ
𝒛𝟐

𝒛𝟏
 على الشكل الأسّي 

𝑧2
𝑧1
=
1 + 𝑖

1 − 𝑖
=
(1 + 𝑖)2

2
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  

 يطُلب تعيين زاوية له 𝑶ذي مركزه ال 𝑹بالدوران  𝑨هي صورة  𝑩أنّ  بيان .ب

𝑧2
𝑧1
= 𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 𝑧2 = 𝑒

𝑖
𝜋
2𝑧1  

وزاويته  𝑂الذي مركزه  𝑅بالدوران  𝐴هي صورة  𝐵منه نستنتج أنّ 
𝜋

2
 

  (𝜞) مجموعةال وإنشاء تعيين .3

𝑀′ ∈ (𝑦𝑦′) ⇒ arg(𝑧′) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ arg (

𝑧 − 𝑧𝐶
𝑧 − 𝑧𝐷

) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

⇒ (𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝐷𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 0  

 𝐷باستثناء النقطة  [𝐶𝐷]هي الدائرة التي قطرها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

4.  

𝑺طبيعة التحويل النقطي  تعيين .أ = 𝒉𝒐𝑹 وعناصره المميزّة 

ℎ(𝑂;2)𝑜𝑅(𝑂;𝜋
2
)
= 𝑆

(𝑂;2;
𝜋
2
)

 

وزاويته  2، نسبته  𝑂هو تشابه مباشر مركزه  𝑆ستنتج أنّ التحويل منه ن
𝜋

2
 

 𝑺العبارة المركبة للتحويل  كتابة .ب

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 2𝑒𝑖
𝜋
2𝑧 ⇒ 𝑧′ = 2𝑖𝑧  

  (′𝜞)المجموعة  إنشاء و تعيين .ج

𝑆(𝐶) = 𝐶′ ⇒ 𝑧𝐶′ = 2𝑖𝑧𝐶 = 4𝑖  ;  𝑆(𝐷) = 𝐷′ ⇒ 𝑧𝐷′ = 2𝑖𝑧𝐷 = 2𝑖  

هي الدائرة التي قطرها  𝑆بالتحويل  (𝛤)صورة  (′𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

[𝐶′𝐷′]  باستثناء النقطة𝐷′. 
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 (ع ت 2016: )بكالوريا  42التمرين 

𝒛) المعادلة ℂحل في  .2 −
√𝟑

𝟐
−
𝟏

𝟐
𝒊) (𝒛𝟐 + √𝟑𝒛 + 𝟏) = 𝟎         

𝑧 −
√3

2
−
1

2
𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 =

√3

2
+
1

2
𝑖  

𝑧2 + √3𝑧 + 1 = 0 ; ∆= −1 = 𝑖2 ; 𝑧1 = −
√3

2
+
1

2
𝑖 ; 𝑧2 = −

√3

2
−
1

2
𝑖 

𝑆 = {
√3

2
+
1

2
𝑖 ;  −

√3

2
+
1

2
𝑖 ;  −

√3

2
−
1

2
𝑖}  

2. 𝒛𝑨 =
√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊 ،𝒛𝑩 = −

√𝟑

𝟐
+
𝟏

𝟐
𝒊    ،𝒛𝑪 = 𝒛𝑩̅̅ ̅  .  

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑪 و 𝒛𝑨  ،𝒛𝑩  كتابة .أ

𝑧𝐴 =
√3

2
+
1

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
6  ; 𝑧𝐵 = −

√3

2
+
1

2
𝑖 = 𝑒𝑖

5𝜋
6  ; 𝑧𝐶 = −

√3

2
−
1

2
𝑖 = 𝑒𝑖

7𝜋
6  

 𝑨إلى النقطة  𝑪ويحوّل النقطة  𝑩مركزه  𝑺تشابه مباشر  جدأنّه يو بيان .ب

 لب تعيين عناصره المميزّةيطُ

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=
√3

−𝑖
= √3𝑖 ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 = √3𝑒

𝑖
𝜋
2(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵)  

وزاويته  3√، نسبته  𝐵الذي مركزه  𝑆بالتشابه المباشر  𝐶هي صورة  𝐴منه نستنتج أنّ 
𝜋

2
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  𝑫لاحقة النقطة  تعيينأ.       .3

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 =
√3

2
−
1

2
𝑖  

   𝑨𝑩𝑪𝑫الرباعي  تحديد        

، منه نستنتج أنّ الرباعي  𝐵قائم في  𝐴𝐵𝐶متوازي أضلاع والمثلث  𝐴𝐵𝐶𝐷الرباعي 

𝐴𝐵𝐶𝐷 مستطيل  

  (𝑬) مجموعةال تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝐸) ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧̅ − 𝑧𝐵| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧̅ − 𝑧𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ | 

 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐵̅̅ ̅| ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐴| = |𝑧 − 𝑧𝐶| ⇒ 𝐴𝑀 = 𝐶𝑀  

  (𝜞) مجموعةال تعيين .ج

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 = 𝑧𝐵 + √3𝑒
𝑖𝜃 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐵 = √3𝑒

𝑖𝜃 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐵| = √3 

 ⇒ 𝐵𝑀 = √3  

 3√ونصف قطرها  𝐵هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)مجموعة منه نستنتج أنّ ال     

 (𝜞)تنتمي إلى  𝑨أنّ النقطة  التحقق

|𝑧𝐴 − 𝑧𝐵| = √3 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)  

 

 
 (ع ت 2016: )بكالوريا  51التمرين 

0. 𝑷(𝒛) = 𝒛𝟑 − 𝟐𝟒√𝟑 

𝑷(𝟐√𝟑)أنّ  التحقق .أ = 𝟎 

𝑃(2√3) = (2√3)
3
− 24√3 = 24√3 − 24√3 = 0  

  𝒂 و𝒃العددين الحقيقيين  إيجاد .ب
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 1 0 0 −24√3 

2√3     

 1 2√3 12 0 

𝑃(𝑧) = (𝑧 − 2√3)(𝑧2 + 2√3𝑧 + 12) 

𝑷(𝒛):  المعادلة ℂحل في  .ج = 𝟎    

𝑃(𝑧) = 0 ⇒ (𝑧 − 2√3)(𝑧2 + 2√3𝑧 + 12) = 0 

𝑧 − 2√3 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2√3 

𝑧2 + 2√3𝑧 + 12 = 0 ; ∆= −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 = −√3 + 3𝑖 ; 𝑧2 = −√3 − 3𝑖 

𝑆 = {2√3 ; −√3 + 3𝑖 ; −√3 − 3𝑖}  

8. 𝒛𝑨 = −√𝟑 + 𝟑𝒊 ، 𝒛𝑩 = −√𝟑 − 𝟑𝒊  ،𝒛𝑪 = 𝟐√𝟑 

العدد  كتابة .أ
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 على الشكل الجبري 

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
3√3 − 3𝑖

−6𝑖
=
√3 − 𝑖

−2𝑖
=
1

2
+
√3

2
𝑖  

 يطُلب تعيين زاويته 𝑪إلى  𝑩ويحوّل  𝑨مركزه  𝒓دوران  جدأنّه يو بيان .ب

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
1

2
+
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ 𝑧𝐶 − 𝑧𝐴 = 𝑒

𝑖
𝜋
3(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴)  

 ويتهزا 𝐶إلى  𝐵ويحوّل  𝐴مركزه  𝑟يوجد دوران منه نستنتج أنّه 
𝜋

3
 

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج .ج

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐶 = 𝐴𝐵

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع   

  𝒛𝑫 تعيين .د

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶 + 𝑧𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑧𝐶 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 2√3 − 6𝑖  

 𝑨𝑩𝑪𝑫طبيعة الرباعي  تحديد

𝑧𝐷 = 𝑧𝐶 + 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

، المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع متوازي الأضلاع و 𝐴𝐵𝐶𝐷بما أنّ الرباعي 

 معيّن 𝐴𝐵𝐶𝐷نستنتج أنّ الرباعي 

  (𝜞) مجموعةال تعيين .3

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ arg (
𝑧

𝑧̅
) = 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧) − arg(𝑧̅) = 2𝑘𝜋

⇒ arg(𝑧) = arg(𝑧̅) + 2𝑘𝜋  

 .𝑂هي محور الفواصل باستثناء المبدأ  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
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 (ع ت 2016: )بكالوريا  50التمرين 

 

0. 𝟐𝒛̅𝟑 + 𝟑𝒛̅𝟐 − 𝟑𝒛̅ + 𝟓 = 𝟎… (𝑬) 

𝟐𝒛̅)تكافئ المعادلة  (𝑬)أنّ المعادلة  اثبات .أ + 𝟓)(𝒛̅𝟐 − 𝒛̅ + 𝟏) = 𝟎 

(2𝑧̅ + 5)(𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1) = 2𝑧̅3 − 2𝑧̅2 + 2𝑧̅ + 5𝑧̅2 − 5𝑧̅ + 5 

= 2𝑧̅3 + 3𝑧̅2 − 3𝑧̅ + 5 ⇒ (𝐸) ⇔ (2𝑧̅ + 5)(𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1) = 0  

  (𝑬)المعادلة  ℂحل في  .ب

(2𝑧̅ + 5)(𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1) = 0 ⇒ 2𝑧̅ + 5 = 𝑧̅2 أو 0 − 𝑧̅ + 1 = 0 

2𝑧̅ + 5 = 0 ⇒ 2𝑧̅ + 5̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0 ⇒ 2z + 5 = 0 ⇒ 𝑧0 = −
5

2
 

𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1 = 0 ⇒ 𝑧̅2 − 𝑧̅ + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 0 ⇒ z2 − z + 1 = 0 

∆= −3 = (√3𝑖)
2
 ; 𝑧1 =

1

2
+
√3

2
𝑖 ; 𝑧2 =

1

2
−
√3

2
𝑖 

𝑆 = {−
5

2
;
1

2
+
√3

2
𝑖 ;
1

2
−
√3

2
𝑖}  

8. 𝒛𝑨 =
𝟏

𝟐
−
√𝟑

𝟐
𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅    ،𝒛𝑪 = −𝟏  ،𝒛𝑫 = −

𝟓

𝟐
 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑩 و 𝒛𝑨  كتابة .أ

𝑧𝐴 =
1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
3  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ = 𝑒𝑖

𝜋
3  

 𝑪 ، 𝑩 ، 𝑨 و𝑫النقط  إنشاء .ب

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

𝒛𝑩أنّ :  اثبات .ج − 𝒛𝑪 = 𝒛𝑩(𝒛𝑨 − 𝒛𝑪) 

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 =
1

2
+
√3

2
𝑖 + 1 =

3

2
+
√3

2
𝑖 

𝑧𝐵(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) = (
1

2
+
√3

2
𝑖) (

3

2
−
√3

2
𝑖) =

3

2
+
√3

2
𝑖

⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶)  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج .د

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐵(𝑧𝐴 − 𝑧𝐶) ⇒
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 𝑧𝐵 = 𝑒
𝑖
𝜋
3  

𝑧𝐵 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐶 = 𝐵𝐶

(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع   
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 𝑨𝑭𝑪طبيعة المثلث  تحديدو 𝑭النقطة  إنشاء .3

𝑆(𝐴) = 𝐹 ⇒
𝑧𝐹 − 𝑧𝐶
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 2𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐶𝐹 = 2𝐶𝐴

(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ {

𝐶𝐹 = 2𝐶𝐵

(𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗)
 

 𝐹، وبالتالي فإنّ النقطة  [𝐶𝐹]منتصف  𝐵في استقامية و  𝐶 ، 𝐵 و𝐹منه نستنتج أنّ النقط 

 𝐵بالنسبة إلى  𝐶هي نظيرة 

[𝐶𝐹] منتصف 𝐵 ⇒ 𝑧𝐵 =
𝑧𝐶 + 𝑧𝐹
2

⇒ 𝑧𝐹 = 2𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = 2 + √3𝑖 

𝑧𝐹 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

=

3
2
+
3√3
2
𝑖

−
3
2 +

√3
2 𝑖

= −√3𝑖 ⇒ (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
⇒   𝐴 قائم في 𝐴𝐹𝐶 المثلث  

  (𝜞)طبيعة المجموعة  تعيين .4

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 + 1 = 𝑘𝑧𝐵 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐶 = 𝑘𝑧𝐵 ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐶) = arg(𝑧𝐵) 

 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) = (𝑢⃗ ; 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  

𝑂𝐵⃗⃗ويوازي  𝐶هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة  ⃗⃗  ⃗. 

 

 
 ر(ت  2016: )بكالوريا  58التمرين 

𝟗𝒛𝟐 : المعادلة ℂحل في  .0 − 𝟔√𝟑𝒛 + 𝟒 = 𝟎 

∆= −36 = (6𝑖)2 ; 𝑧1 =
√3

3
+
1

3
𝑖 ; 𝑧2 =

√3

3
−
1

3
𝑖  

8. 𝒛𝑨 =
√𝟑

𝟑
+
𝟏

𝟑
𝒊 و𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅    

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑩 و 𝒛𝑨  كتابة .أ

𝑧𝐴 =
√3

3
+
1

3
𝑖 =

2

3
(
√3

2
+
1

2
𝑖) =

2

3
𝑒𝑖
𝜋
6  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ =

2

3
𝑒−𝑖

𝜋
6  
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)أنّ :  بيان .ب
𝒛𝑨

𝒛𝑩
)
𝟐𝟎𝟏𝟔

+ (
𝒛𝑨

𝒛𝑩
)
𝟏𝟒𝟑𝟕

= 𝟎 

𝑧𝐴
𝑧𝐵
= 𝑒𝑖

2𝜋
6 = 𝑒𝑖

𝜋
3 ⇒ (

𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
2016

+ (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
1437

= 𝑒𝑖
2016𝜋
3 + 𝑒𝑖

1437𝜋
3

= 𝑒𝑖672𝜋 + 𝑒𝑖479𝜋 = 𝑒0 + 𝑒𝑖𝜋 = 1 − 1 = 0  

) بحيث يكون 𝒏 قيم العدد الطبيعي تعيين .ج
𝒛𝑨

𝒛𝑩
)
𝒏

 عددا حقيقيا  

(
𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
𝑛

∈ ℝ ⇒ arg (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
𝑛

= 𝑘𝜋 ⇒
𝑛𝜋

3
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 3𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

3. 𝒛′ = (
𝒛𝑨

𝒛𝑩
) 𝒛 

 وعناصره المميزة 𝒇طبيعة التحويل  تعيين .أ

𝑓(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
) 𝑧 ⇒ 𝑧′ = 𝑒𝑖

𝜋
3𝑧  

وزاويته  𝑂دوران مركزه  𝑓منه نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

3
 

 𝒇بالتحويل  𝑨صورة النقطة  𝑪لاحقة النقطة  𝒛𝑪 حساب .ب

𝐶 = 𝑓(𝐴) ⇒ 𝑧𝐶 = 𝑒
𝑖
𝜋
3𝑧𝐴 = 𝑒

𝑖
𝜋
3 ×

2

3
𝑒𝑖
𝜋
6 =

2

3
𝑒𝑖
𝜋
2 =

2

3
𝑖  

 𝑨𝑩𝑪𝑫مركز ثقل الرباعي  𝑶حتى تكون  𝑫لاحقة النقطة  𝒛𝑫 تعيين .ج

𝑂{(𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐶; 1), (𝐷; 1)} ⇒
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 + 𝑧𝐷

4
= 0 

⇒ 𝑧𝐷 = −𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 = −
√3

3
−
1

3
𝑖 −
√3

3
+
1

3
𝑖 −
2

3
𝑖

= −
2√3

3
−
2

3
𝑖  

 
 ر(ت  2016: )بكالوريا  53التمرين 

(I   0 . حل فيℂ المعادلة (𝒛𝟐 − 𝟐√𝟐𝒛 + 𝟒)(𝟐𝒛 − √𝟐) = 𝟎 

(𝑧2 − 2√2𝑧 + 4)(2𝑧 − √2) = 0 

2𝑧 − √2 = 0 ⇒ 𝑧0 =
√2

2
 

𝑧2 − 2√2𝑧 + 4 = 0; ∆= −8 = (2√2𝑖)
2
; 𝑧1 = √2 + √2𝑖; 𝑧2 = √2 − √2𝑖 

𝑆 = {
√2

2
; √2 + √2𝑖 ; √2 − √2𝑖}  
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 الحلول على الشكل الأسّي كتابة .8

𝑧0 =
√2

2
=
√2

2
𝑒𝑖2𝜋  

𝑧1 = √2 + √2𝑖 = 2(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
4  ; 𝑧2 = 𝑧1̅ = 2𝑒−𝑖

𝜋
4  

(II  𝒂 =
√𝟐

𝟐
  ،𝒃 = √𝟐 + 𝒊√𝟐    ،𝒄 = √𝟐 − 𝒊√𝟐 

,𝑩 و𝑪  النقط تعليم .0 𝑨 

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

   على الترتيب 𝑫 و𝑬قطتين للن 𝒅 و𝒆اللاحقتين  حساب .8

𝐷 = 𝑆(𝐶) ⇒ 𝑑 − 𝑎 = 3𝑒𝑖𝜋(𝑐 − 𝑎) ⇒ 𝑑 = −3(
√2

2
− 𝑖√2) +

√2

2
 

 ⇒ 𝑑 = −√2 + 3√2𝑖  

𝐸 = 𝑅(𝐶) ⇒ 𝑒 = 𝑒−𝑖
𝜋
2 × 𝑐 = −𝑖(√2 − 𝑖√2) = −√2 − 𝑖√2  

(III 𝒛 =
𝒅−𝒃

𝒆−𝒃
 

 على الشكل المثلثي 𝒛العدد المركّب  كتابة .0

𝑧 =
𝑑 − 𝑏

𝑒 − 𝑏
=
−√2 + 3√2𝑖 − √2 − √2𝑖

−√2 − 𝑖√2 − √2 − 𝑖√2
=
−2√2 + 2𝑖√2

−2√2 − 2𝑖√2
=
1 − 𝑖

1 + 𝑖
= −𝑖 

𝑧 = cos (−
𝜋

2
) + 𝑖 sin (−

𝜋

2
)  

 𝑩𝑫𝑭𝑬طبيعة الرباعي  تعيين .8

ومتساوي  𝐵قائم في  𝐵𝐷𝐸والمثلث  𝐼يتناصفان في النقطة  [𝐷𝐸]و [𝐵𝐹]القطران 

) الساقين
𝑑−𝑏

𝑒−𝑏
= 𝑒−𝑖

𝜋

 مربّع. 𝐵𝐷𝐹𝐸، منه نستنتج أنّ الرباعي (2
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 ر( 2016: )بكالوريا  54التمرين 

𝒛𝟐 : المعادلة ℂحل في أ.           .0 − 𝟒𝒛 + 𝟓 = 𝟎             

 ∆= −4 = (2𝑖)2 ; 𝑧1 = 2 + 𝑖 ; 𝑧2 = 2 − 𝑖  

الآتية :                           𝒛المعادلة ذات المجهول المركّب حلول  استنتاج .ب

(𝒛 + 𝟏 + 𝒊(𝟏 − √𝟑))
𝟐
− 𝟒𝒛 + 𝟏 − 𝟒𝒊(𝟏 − √𝟑) = 𝟎 

(𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3))
2

− 4𝑧 + 1 − 4𝑖(1 − √3) = 0 

⇒ (𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3))
2

− 4(𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3)) + 5 = 0 

⇒ {
𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3) = 2 + 𝑖

𝑧 + 1 + 𝑖(1 − √3) = 2 − 𝑖
⇒ {

𝑧1 = 1 + 𝑖√3

𝑧2 = 1 + 𝑖(√3 − 2)
 

8. 𝟎 ≤ 𝜽 ≤
𝝅

𝟐
𝒛𝟎و   = 𝒆

𝒊𝜽  

𝟏العدد المركّب  كتابة .أ + 𝒊√𝟑 على الشكل الأسّي 

1 + 𝑖√3 = 2(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

𝜋
3  

علما أنّ :  𝜽 تعيين .ب
𝒛𝟎(𝟏+𝒊√𝟑)

𝒛𝟎̅̅ ̅
= 𝟐𝒆𝒊

𝝅

𝟐  

𝑧0(1 + 𝑖√3)

𝑧0̅
= 2𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒

𝑒𝑖𝜃 × 2𝑒𝑖
𝜋
3

𝑒−𝑖𝜃
= 2𝑒𝑖

𝜋
2 ⇒ 2𝑒𝑖(2𝜃+

𝜋
3
) = 2𝑒𝑖

𝜋
2  

⇒ 2𝜃 +
𝜋

3
=
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 2𝜃 =

𝜋

6
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝜃 =

𝜋

12
+ 𝑘𝜋 ⇒ 𝜃 =

𝜋

12
 

]العدد المركّب  كتابة .ج
𝒛𝟎(𝟏+𝒊√𝟑)

𝟐
]
𝒏

 على الشكل المثلثي 

[
𝑧0(1 + 𝑖√3)

2
]

𝑛

= [𝑒𝑖
𝜋
12 × 𝑒𝑖

𝜋
3]
𝑛

= [𝑒𝑖
5𝜋
12]

𝑛

= 𝑒𝑖
5𝑛𝜋
12

= cos (
5𝑛𝜋

12
) + 𝑖 sin (

5𝑛𝜋

12
)  

]التي من أجلها يكون  𝒏قيمّ  تعيين .د
𝒛𝟎(𝟏+𝒊√𝟑)

𝟐
]
𝒏

 عددا حقيقيا موجبا تماما 

[
𝑧0(1 + 𝑖√3)

2
]

𝑛

> 0 ⇒
5𝑛𝜋

12
= 2𝑘𝜋 ⇒ 5𝑛 = 24𝑘 ⇒ 𝑛 =

24𝑘

5
 

{
5 ∣ 24𝑘

𝑃𝐺𝐶𝐷(5; 24) = 1
⇒ 5 ∣ 𝑘 ⇒ 𝑘 = 5𝛼 ⇒ 𝑛 = 24𝛼 ;  𝛼 ∈ ℕ  
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3. 𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝒊 ،𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝒊    ،𝒛𝑪 = 𝟏 + 𝒊√𝟑 

  𝒛𝑫 تعيين .أ

𝐷{(𝐴, 1); (𝐵,−1); (𝐶, 1)} ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 = 1 + 𝑖(√3 − 2)  

 ي أضلاعمتواز 𝑨𝑩𝑪𝑫أنّ الرباعي  استنتاج .ب

𝑧𝐷 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 ⇒ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 ⇒ 𝐴𝐵𝐶𝐷 متوازي أضلاع  

} .ج
𝐚𝐫𝐠(𝒛𝑬 − 𝒛𝑨) − 𝐚𝐫𝐠(𝒛𝑬 − 𝒛𝑩) =

𝝅

𝟐

|
𝒛𝑬−𝒛𝑨

𝒛𝑬−𝒛𝑩
| = 𝟐

  

 أنّ :  بيان𝒛𝑬 =
𝟏𝟒

𝟓
+
𝟑

𝟓
𝒊 

{
arg(𝑧𝐸 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧𝐸 − 𝑧𝐵) =

𝜋

2

|
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

| = 2
⇒ {

arg (
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2

|
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

| = 2
 

⇒
𝑧𝐸 − 𝑧𝐴
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

= 2𝑖 ⇒ 𝑧𝐸 − 𝑧𝐴 = 2𝑖(𝑧𝐸 − 𝑧𝐵) ⇒ (1 − 2𝑖)𝑧𝐸 = 𝑧𝐴 − 2𝑖𝑧𝐵 

⇒ 𝑧𝐸 =
4 − 5𝑖

1 − 2𝑖
=
14

5
+
3

5
𝑖  

 أنّ  بيان𝑨  هي صورة𝑩 بتشابه مباشر يطُلب تعيين عناصره المميّزة 

𝑧𝐸 − 𝑧𝐴 = 2𝑖(𝑧𝐸 − 𝑧𝐵) ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐸 = 2𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐸)  

وزاويته  2، نسبته  𝐸مركزه  به مباشربتشا 𝐵هي صورة  𝐴أنّ منه نستنتج 
𝜋

2
 

 𝑰لاحقة النقطة 𝒛𝑰  تعيين أ.       .4

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵
2

=
4

2
= 2  

𝒛 .ب − 𝒛𝑰 = 𝒆
𝒊𝜶 

 أنّ النقطة  التحقق𝑬  تنتمي إلى المجموعة(𝜞) 

|𝑧𝐸 − 𝑧𝐼| = |
14

5
+
3

5
𝑖 − 2| = |

4

5
+
3

5
𝑖| = 1 ⇒ 𝐸 ∈ (𝛤)  

 المجموعة طبيعة  تعيين(𝜞)  وعناصرها المميزة عندما يتغيّر𝜶   فيℝ 

𝑧 − 𝑧𝐼 = 𝑒
𝑖𝛼 ⇒ |𝑧 − 𝑧𝐼| = 1 ⇒ 𝐼𝑀 = 1  

 .المجموعة (𝛤) هي الدائرة التي مركزها 𝐼 ونصف قطرها 1منه نستنتج أنّ 
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 ر( 2016: )بكالوريا  55التمرين 

(I   0 .   حل فيℂ المعادلة  :𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟐 = 𝟎  

∆= −4 = (2𝑖)2 ;  𝑆 = {1 + 𝑖 ; 1 − 𝑖}  

  𝒛𝟏 و 𝒛𝟐العددين المركبين  إيجاد .8

{
2𝑧1 − 3𝑧2 = 5𝑖√2

𝑧1 + 3𝑧2 = −2𝑖√2
⇒ 3𝑧1 = 3𝑖√2 ⇒ 𝑧1 = 𝑖√2 ; 𝑧2 = −𝑖√2  

(II 𝒛𝑨 = 𝒊√𝟐 ،𝒛𝑩 = −𝒊√𝟐     ،𝒛𝑪 = 𝟏 + 𝒊   ،𝒛𝑫 = 𝟏 − 𝒊  ،𝒛𝑯 =
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑬−𝒛𝑩
  

 𝑩𝑬𝑪نوع المثلث  استنتاجعلى الشكل الأسّي و 𝒛𝑯 كتابة .0

𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 2𝐷𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝑧𝐸 − 𝑧𝐷 = −2𝑧𝐷 ⇒ 𝑧𝐸 = −𝑧𝐷 = −1 + 𝑖 

𝑧𝐻 =
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐸 − 𝑧𝐵

=
1 + (1 + √2)𝑖

−1 + (1 + √2)𝑖
⇒ 𝑧𝐻 =

√2

2
−
√2

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
4  

arg(𝑧𝐻) = −
𝜋

4
⇒ (𝐵𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −

𝜋

4
⇒ المثلث 𝐵𝐸𝐶 متساوي الساقين  

8. 𝒛′ = 𝒛𝑨𝒛 + 𝒛𝑩 

 وعناصره المميزّة  𝑺طبيعة التحويل تعيين  .أ

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = 𝑧𝐴𝑧 + 𝑧𝐵 ⇒ 𝑧
′ = √2𝑖𝑧 − √2𝑖 

𝑎 = √2𝑖 ⇒ |𝑎| = √2 ; arg(𝑎) =
𝜋

2
 ; 𝑧𝑤 = −

√2𝑖

1 − √2𝑖
=
2

3
−
√2

3
𝑖 

𝑤تشابه مباشر مركزه  𝑆نستنتج أنّ التحويل  منه (
2

3
; −

√2

3
𝑘، نسبته  ( = √2 

𝜃وزاويته  =
𝜋

2
 

 𝑪𝑫ونصف قطرها  𝑪التي مركزها  (𝜸)مساحة الدائرة  حساب .ب

𝒜(𝛾) = 𝜋 × 𝐶𝐷
2 = 𝜋 × |𝑧𝐷 − 𝑧𝐶|

2 = 𝜋 × |−2𝑖|2 ⇒ 𝒜(𝛾) = (4𝜋) 𝑢𝐴  

 مساحتها استنتاجو 𝑺بالتحويل  (𝜸)صورة  (′𝜸) تعيين .ج

𝑆(𝐶) = 𝐶′ ⇒ 𝑧𝐶′ = √2𝑖𝑧𝐶 − √2𝑖 = √2𝑖(1 + 𝑖) − √2𝑖 = −√2 

;𝐶′(−√2دائرة مركزها  (′𝛾)نستنتج أنّ  منه  2√2، ونصف قطرها  (0

𝒜(𝛾′) = 𝑘
2 ×𝒜(𝛾) = 2𝒜(𝛾) ⇒ 𝒜(𝛾′) = (8𝜋) 𝑢𝐴  

  (𝜹) مجموعةال تعيين .3

𝑀(𝑧) ∈ (𝛿) ⇒ arg (
𝑧𝐵 − 𝑧

𝑧𝐶 − 𝑧
) = (2𝑘 + 1)𝜋 ⇒ (𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = (2𝑘 + 1)𝜋

⇒ 𝑀 ∈ ]𝐵𝐶[ 

 .𝐶و 𝐵باستثناء النقطتين  [𝐵𝐶]هي القطعة  (𝛿)نستنتج أنّ المجموعة  منه
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(I حل في ℂ  : المعادلة(𝒛 + 𝟐)(𝒛𝟐 − 𝟒𝒛 + 𝟖) = 𝟎    

𝑧 + 2 = 0 ⇒ 𝑧0 = −2 

𝑧2 − 4𝑧 + 8 = 0 ;  ∆= −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 = 2 − 2𝑖 ; 𝑧2 = 2 + 2𝑖 

𝑆 = {−2 ;  2 − 2𝑖 ; 2 + 2𝑖}  

(II 𝒛𝑨 = 𝟐 − 𝟐𝒊 ، 𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅  ،𝒛𝑪 = −𝟐. 

 الأسّيعلى الشكل  𝒛𝑩و   𝒛𝑨 كتابة .0

{
|𝑧𝐴| = 2√2

arg(𝑧𝐴) = −
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋

⇒ 𝑧𝐴 = 2√2𝑒
−𝑖
𝜋
4  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ = 2√2𝑒

𝑖
𝜋
4  

 𝑨𝑪𝑫مركز ثقل المثلث  𝑩حتى تكون  𝑫النقطة لاحقة  𝒛𝑫 تعيين .8

𝐵{(𝐴; 1), (𝐶; 1), (𝐷; 1)} ⇒ 𝑧𝐵 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶 + 𝑧𝐷

3
⇒ 𝑧𝐷 = 3𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶

= 3(2 + 2𝑖) − 2 + 2𝑖 + 2 = 6 + 8𝑖  

 (𝜞)هو نقطة من  𝑶أنّ مبدأ المعلم  التحقق .3

arg (
𝑧𝐵 − 𝑧𝑂
𝑧𝐴 − 𝑧𝑂

) = arg (
𝑧𝐵
𝑧𝐴
) = arg(

𝑒𝑖
𝜋
4

𝑒−𝑖
𝜋
4

) = arg (𝑒𝑖
𝜋
2) =

𝜋

2
⇒ 𝑂 ∈ (𝛤)  

 هائإنشاو (𝜞)المجموعة طبيعة  تعيين

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ arg (
𝑧𝐵 − 𝑧

𝑧𝐴 − 𝑧
) =

𝜋

2
⇒ (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ;𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

2
 

 𝑂وتشمل النقطة  [𝐴𝐵]الدائرة التي قطرها نصف هي  (𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ 

 𝐴 و𝐵باستثناء النقطتين 

 مع تحديد عناصرها المميزة (′𝜞)طبيعة المجموعة  تعيين .4

ℎ(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 𝑧𝐶 = 2(𝑧 − 𝑧𝐶) ⇒ 𝑧
′ = 2𝑧 − 𝑧𝐶 = 2𝑧 + 2 

ℎ(𝐴) = 𝐴′ ⇒ 𝑧𝐴′ = 2𝑧𝐴 + 2 = 6 − 4𝑖  

318



ℎ(𝐵) = 𝐵′ ⇒ 𝑧𝐵′ = 2𝑧𝐵 + 2 = 6 + 4𝑖  

ℎ(𝑂) = 𝑂′ ⇒ 𝑧𝑂′ = 2𝑧𝑂 + 2 = 2  

 ′𝑂النقطة وتشمل  [′𝐴′𝐵]الدائرة التي قطرها نصف هي  (′𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ 

 .′𝐴 و′𝐵تين باستثناء النقط

 

 
 (ع ت 8100: )بكالوريا  50التمرين 

)مجموعة حلول المعادلة  .0
𝒛+𝟏−𝒊

𝒛−𝒊
)
𝟐

= 𝑺هي  ℂفي  𝟏 = {−
𝟏

𝟐
+ 𝒊} صحيح : 

(
𝑧 + 1 − 𝑖

𝑧 − 𝑖
)
2

= 1 ⇒
𝑧 + 1 − 𝑖

𝑧 − 𝑖
=  أو 1−

𝑧 + 1 − 𝑖

𝑧 − 𝑖
= 1 

𝑧 + 1 − 𝑖

𝑧 − 𝑖
= −1 ⇒ 𝑧 + 1 − 𝑖 = −𝑧 + 𝑖 ⇒ 2𝑧 = −1 + 2𝑖 ⇒ 𝑧 = −

1

2
+ 𝑖 

𝑧 + 1 − 𝑖

𝑧 − 𝑖
= 1 ⇒ 𝑧 + 1 − 𝑖 = 𝑧 − 𝑖 ⇒ 1 =  (مستحيل) 0

𝒛  ،(𝒛من أجل كل عدد مركّب  .8 + 𝟐) × (𝒛̅ + 𝟐) = |𝒛 +  : صحيح 𝟐|𝟐

(𝑧 + 2) × (𝑧̅ + 2) = (𝑧 + 2) × (𝑧 + 2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = |𝑧 + 2|2 ; (𝑧. 𝑧̅ = |𝑧|2) 

)،  𝒏طبيعي من أجل كل عدد  .3
𝟏

𝟐
+ 𝒊

√𝟑

𝟐
)
𝟑𝒏

=  : خطأ 𝟏

(
1

2
+ 𝑖
√3

2
)

3𝑛

= (𝑒𝑖
𝜋
3)
3𝑛

= 𝑒𝑖𝑛𝜋 = {
−1, من أجل 𝑛 فردي

1, من أجل 𝑛 زوجي
 

4. 𝑺  التشابه المباشر الذي مركزه النقطةΩ  وزاويته  3ونسبته  0ذات اللاحقة
𝝅

𝟐
     

;𝝎(𝟎ذات المركز  (𝑪)صورة الدائرة  هي الدائرة  𝑺بالتشابه  3ونصف القطر  (𝟏

(𝑪′)  ذات المركز𝝎′(−𝟐;−𝟑)  صحيح 9ونصف القطر : 
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𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ − 1 = 3𝑖(𝑧 − 1) ⇒ 𝑧′ = 3𝑖𝑧 + 1 − 3𝑖  

3𝑖𝑧𝜔 + 1 − 3𝑖 = 3𝑖(𝑖) + 1 − 3𝑖 = −2 − 3𝑖 = 𝑧𝜔′  ; 𝑟
′ = 𝑘𝑟 = 3 × 3 = 9 

 :  𝜶من أجل كل عدد حقيقي  .5

𝒛إذا كان  = (𝐬𝐢𝐧𝜶 + 𝒊 𝐜𝐨𝐬𝜶) × (𝐜𝐨𝐬𝜶 − 𝒊 𝐬𝐢𝐧𝜶) 

𝐚𝐫𝐠(𝒛)فإنّ  =
𝝅

𝟐
− 𝟐𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  :صحيح 

𝑧 = (sin 𝛼 + 𝑖 cos 𝛼) × (cos 𝛼 − 𝑖 sin 𝛼) 

𝑧 = [cos (
𝜋

2
− 𝛼) + 𝑖 sin (

𝜋

2
− 𝛼)] × [cos(−𝛼) + 𝑖 sin(−𝛼)] 

𝑧 = 𝑒𝑖(
𝜋
2
−𝛼) × 𝑒−𝑖𝛼 = 𝑒𝑖(

𝜋
2
−2𝛼) ⇒ arg(𝑧) =

𝜋

2
− 2𝛼 + 2𝑘𝜋  
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𝒛𝑨 = −𝟏  ،𝒛𝑩 = 𝟐 + 𝒊 و𝒛𝑪 = −𝒊    

 كتابة .0
𝒛𝑨−𝒛𝑪

𝒛𝑩−𝒛𝑪
 على الشكل الأسّي  

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

=
−1 + 𝑖

2 + 2𝑖
=
(−1 + 𝑖)(2 − 2𝑖)

8
=
1

2
𝑖 =

1

2
𝑒𝑖
𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث  استنتاج

arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
⇒ (𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝜋

2
⇒  𝐶 قائم في 𝐴𝐵𝐶 المثلث  

 𝑨إلى  𝑩ويحوّل  𝑪الذي مركزه  𝑺العبارة المركّبة للتشابه  تعيين .8

𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

=
1

2
𝑖 ⇒ 𝑧𝐴 − 𝑧𝐶 =

1

2
𝑖(𝑧𝐵 − 𝑧𝐶) ⇒ 𝑎 =

1

2
𝑖 

𝑏 = (1 − 𝑎)𝑧𝐶 = −𝑖 (1 −
1

2
𝑖) = −

1

2
− 𝑖 ⇒ 𝑧′ =

1

2
𝑖𝑧 −

1

2
− 𝑖  

3.  

𝒛𝑬 أنّ  التحققو 𝑫لاحقة  𝒛𝑫 حساب .أ = 𝟏 − 𝟐𝒊  

[𝐵𝐷] منتصف 𝐶 ⇒
𝑧𝐵 + 𝑧𝐷
2

= 𝑧𝐶 ⇒ 𝑧𝐷 = 2𝑧𝐶 − 𝑧𝐵 = −2 − 3𝑖  

𝑆(𝐷) = 𝐸 ⇒ 𝑧𝐸 =
1

2
𝑖𝑧𝐷 −

1

2
− 𝑖 =

1

2
𝑖(−2 − 3𝑖) −

1

2
− 𝑖 = 1 − 2𝑖  

 𝑨𝑫𝑬𝑩الرباعي طبيعة  تحديد .ب

𝑧𝐴 + 𝑧𝐸
2

=
−2𝑖

2
= −𝑖 = 𝑧𝐶 

  𝐶قائم في  𝐴𝐵𝐶والمثلث  𝐶يتناصفان في النقطة  [𝐴𝐸]و [𝐵𝐷]القطران   

 .معيّن 𝐴𝐷𝐸𝐵منه نستنتج أنّ الرباعي 
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 (𝜞)تنتمي إلى  𝑪أنّ النقطة  التحقق .4

arg (
𝑧𝐴 − 𝑧𝐶
𝑧𝐵 − 𝑧𝐶

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ arg (

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧𝐶 − 𝑧𝐵) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)   

 ئهاإنشاو (𝜞)طبيعة المجموعة  تحديد

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) − arg(𝑧 − 𝑧𝐵) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

⇒ arg (
𝑧 − 𝑧𝐴
𝑧 − 𝑧𝐵

) =
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋 ⇒ (𝐵𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋  

 𝐶وتشمل  [𝐴𝐵]الدائرة التي قطرها نصف هي  (𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ 

 .𝐴 و𝐵باستثناء النقطتين 
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𝒛𝑨 = 𝟏 + 𝒊 ،𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅    ،𝒛𝑪 =
𝟏

𝟐
(𝟏 − 𝒊)  و𝒛𝑫 = 𝒛𝑪̅̅ ̅ 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑪و 𝒛𝑨 كتابةأ.  .0

𝑧𝐴 = 1 + 𝑖 = √2(
√2

2
+
√2

2
𝑖) = √2𝑒𝑖

𝜋
4  

𝑧𝐶 =
1

2
(1 − 𝑖) =

√2

2
(
√2

2
−
√2

2
𝑖) =

√2

2
𝑒−𝑖

𝜋
4  

 𝒛𝑫و  𝒛𝑩الشكل الأسّي للعددين  استنتاج

𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ ⇒ 𝑧𝐵 = √2𝑒
−𝑖
𝜋
4  ;  𝑧𝐷 = 𝑧𝐶̅̅ ̅ ⇒ 𝑧𝐷 =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4  

(𝒛𝑨): تحققالتي  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيينب. 
𝒏 = (𝒛𝑩)

𝒏 

(𝑧𝐴)
𝑛 = (𝑧𝐵)

𝑛 ⇒ (√2𝑒𝑖
𝜋
4)
𝑛

= (√2𝑒−𝑖
𝜋
4)
𝑛

⇒ 𝑒𝑖
𝑛𝜋
4 = 𝑒−𝑖

𝑛𝜋
4  

⇒
𝑛𝜋

4
= −

𝑛𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 ⇒

𝑛𝜋

2
= 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 4𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  
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 𝑩إلى  𝑪ويحوّل  𝑨إلى  𝑫الذي يحوّل  𝒉ومركز التحاكي  نسبة إيجادأ.  .8

{
ℎ(𝐷) = 𝐴
ℎ(𝐶) = 𝐵

⇒ {
𝑧𝐴 = 𝑎𝑧𝐷 + 𝑏
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐶 + 𝑏

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐶

=
2𝑖

𝑖
= 2 ⇒ 𝑘 = 2  

𝑏 = 𝑧𝐴 − 𝑎𝑧𝐷 = 1 + 𝑖 − 2 [
1

2
(1 + 𝑖)] = 0 ; 𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
⇒ 𝑧𝜔 = 0  

 2ونسبته  𝑂مركزه  ℎنستنتج أنّ التحاكي 

طويلة  حسابب. 
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑫−𝒛𝑨
 𝑨𝑫𝑪𝑩طبيعة الرباعي  استنتاجو 

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

| = |
−
1
2
+
1
2
𝑖

−
1
2 −

1
2 𝑖
| = |

−1 + 𝑖

−1 − 𝑖
| = |

(−1 + 𝑖)2

2
| = |−𝑖| = 1  

{

ℎ(𝐷) = 𝐴
ℎ(𝐶) = 𝐵

|
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐷 − 𝑧𝐴

| = 1
⇒ {

𝐴𝐵 = 2𝐶𝐷
(𝐴𝐵) ∥ (𝐶𝐷)
𝐴𝐷 = 𝐵𝐶

⇒ الرباعي 𝐴𝐷𝐶𝐵 شبه منحرف متساوي الساقين  

,𝑨)} مرجح الجملة 𝑮لاحقة النقطة  𝒛𝑮 إيجاد .3 𝟐); (𝑩, 𝟐); (𝑪, −𝟏); (𝑫,−𝟏)} 

𝑧𝐺 =
2𝑧𝐴 + 2𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷

2
=
2(𝑧𝐴 + 𝑧𝐵) − (𝑧𝐶 + 𝑧𝐷)

2
=
4 − 1

2
=
3

2
 

 (𝜞)نقطة من  𝑨أنّ  بيان .4

‖2𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗‖ = |2(𝑧𝐵 − 𝑧𝐴) − 𝑧𝐶 + 𝑧𝐴 − 𝑧𝐷 + 𝑧𝐴|

= |2𝑧𝐵 − 𝑧𝐶 − 𝑧𝐷| = |1 − 2𝑖| = √5 ⇒ 𝐴 ∈ (𝛤)  

 ئهاإنشاوعناصرها المميزة و (𝜞)طبيعة المجموعة  تحديد

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖2𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 2𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = √5 ⇒ ‖2𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = √5

⇒ ‖𝑀𝐺⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ =
√5

2
 

ونصف قطرها  𝐺هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 
√5

2
 (𝐴 )تشمل 
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 ر( 8100: )بكالوريا  01التمرين 

𝒛)المعادلة  ℂحل في  .0 − 𝟐 + 𝟐𝒊)(𝒛𝟐 − 𝟐√𝟐𝒛 + 𝟖) = 𝟎    

𝑧 − 2 + 2𝑖 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2 − 2𝑖 

𝑧2 − 2√2𝑧 + 8 = 0; ∆= −24 = (2√6𝑖)
2
; 𝑧1 = √2 + 𝑖√6; 𝑧2 = √2 − 𝑖√6 

𝑆 = {2 − 2𝑖 ; √2 + 𝑖√6 ;  √2 − 𝑖√6}  

8. 𝒛𝑨 = √𝟐 + 𝒊√𝟔 ،𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅    ،𝒛𝑪 = 𝟐(𝟏 − 𝒊) 

 على الشكل الأسّي  𝒛𝑪و 𝒛𝑨  ،𝒛𝑩 كتابة .ب

𝑧𝐴 = √2 + 𝑖√6 = 2√2(
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2√2𝑒𝑖

𝜋
3  ;  𝑧𝐵 = 𝑧𝐴̅ = 2√2𝑒−𝑖

𝜋
3  

𝑧𝐶 = 2(1 − 𝑖) = 2√2(
√2

2
−
√2

2
𝑖) = 2√2𝑒−𝑖

𝜋
4  

,𝑩 و𝑪  النقطأنّ  استنتاج 𝑨  تنتمي إلى دائرة(  يطُلب تعيين مركزها  (

 ونصف قطرها

|𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = 2√2 ⇒ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 2√2  

,𝐵 و𝐶  النقطمنه نستنتج أنّ  𝐴  دائرة التنتمي إلى(   𝑂مركزها التي  (

 2√2 ونصف قطرها

)ي يكون من أجلها العدد المركّب الت 𝒏قيمّ  تعيين .ج
𝒛𝑨

𝒛𝑪
)
𝒏

 تخيليا صرفا 

) تخيلي صرف
𝑧𝐴
𝑧𝐶
)
𝑛

⇒ arg (
𝑧𝐴
𝑧𝐶
)
𝑛

=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒ arg (𝑒𝑖

7𝜋
12)

𝑛

=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 

⇒
7𝑛𝜋

12
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋 ⇒

7𝑛

12
=
2𝑘 + 1

2
⇒ 7𝑛 = 12𝑘 + 6 ⇒ 7𝑛 ≡ 6[12] 

⇒ 𝑛 ≡ 6[12] ⇒ 𝑛 = 12𝛼 + 6 ;  𝛼 ∈ ℕ  

 (𝜞)تنتمي إلى  𝑪أنّ النقطة  التحقق .د

𝑧𝐶 = 𝑧𝐶 − 𝑘 (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
) ⇒ 𝑘 (

𝑧𝐴
𝑧𝐵
) = 0 ⇒ 𝑘 = 0 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 (𝜞) المجموعة إنشاءو تعيين

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ 𝑧 = 𝑧𝐶 − 𝑘 (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
) ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐶 = −𝑘 (𝑒

𝑖
2𝜋
3 ) = 𝑘𝑒𝑖(𝜋+

2𝜋
3
)
 

 ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐶) =
5𝜋

3
+ 2𝑘′𝜋 ⇒ (𝑢⃗ ; 𝐶𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ) =

5𝜋

3
+ 2𝑘′𝜋  

tanوميله  𝐶هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  (𝛤)المجموعة منه نستنتج أنّ  (
5𝜋

3
) = −

√3

3
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 وعناصره المميزّة 𝒉𝒐𝒓طبيعة التحويل  تعيين .3

ℎ(𝑂;−2) 𝑜 𝑟(𝑂;2𝜋
3
)
= 𝑆

(𝑂;2;
5𝜋
3
)

 

  ، نسبته 𝑂هو تشابه مباشر مركزه  ℎ𝑜𝑟بما أنّ نسبة التحاكي سالبة ، فإنّ التحويل 

𝑘 = |−2| = 𝜃وزاويته  2 = 𝜋 +
2𝜋

3
=
5𝜋

3
. 

)دائرة صورة ال استنتاج  𝒉𝒐𝒓التحويل ب (

)دائرة الصورة  )دائرة هي ال (  2√4 ونصف قطرها 𝑂مركزها التي  (

 
 

 
 

 ر( 8100ا : )بكالوري 00التمرين 

(I د المركّبالعد كتابة (
𝟓

𝟐
+ 𝒊)

𝟐

 على الشكل الجبري  

(
5

2
+ 𝑖)

2

=
25

4
− 1 + 5𝑖 =

21

4
+ 5𝑖  

الجذرين التربيعيين للعدد المركّب :  استنتاج    
𝟐𝟏

𝟒
+ 𝟓𝒊 

𝑧2 =
21

4
+ 5𝑖 = (

5

2
+ 𝑖)

2

⇒ 𝑧1 =
5

2
+ 𝑖 ; 𝑧2 = −

5

2
− 𝑖  

(II  𝒛𝑨 =
𝟑

𝟐
+ √𝟐𝒆

𝒊
𝝅

𝟒 ،𝒛𝑩 = −
𝟑

𝟐
𝒊     ،𝒛𝑪 = −𝒛𝑨̅̅ ̅   ،𝒛𝑰 = 𝒊  

 على الشكل الجبري 𝒛𝑪و  𝒛𝑨 كتابة .0

𝑧𝐴 =
3

2
+ √2𝑒𝑖

𝜋
4 =

3

2
+ √2(

√2

2
+
√2

2
𝑖) =

5

2
+ 𝑖  

𝑧𝐶 = −𝑧𝐴̅ = −(
5

2
− 𝑖) = −

5

2
+ 𝑖  
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 كتابة .8
𝒛𝑪−𝒛𝑩

𝒛𝑨−𝒛𝑩
 الشكل الأسّي على  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=
−
5
2 +

5
2 𝑖

5
2 +

5
2 𝑖

=
−1 + 𝑖

1 + 𝑖
=
−(1 − 𝑖)2

2
=
2𝑖

2
= 𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑪المثلث طبيعة ج استنتا

𝑧𝐶 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

= 𝑒𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐵𝐴 = 𝐵𝐶

(𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐵 ومتساوي الساقين   

 نسبته وزاويته تعيينو 𝑺للتشابه المباشر العبارة المركّبة  كتابة أ.      .3

𝑆(𝐴) = 𝐼 ⇒ 𝑧𝐼 − 𝑧𝐵 = 𝑎(𝑧𝐴 − 𝑧𝐵) ⇒ 𝑎 =
𝑧𝐼 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=

5
2 𝑖

5
2 +

5
2 𝑖
=

𝑖

1 + 𝑖

=
𝑖(1 − 𝑖)

2
=
1

2
+
1

2
𝑖  

𝑏 = 𝑧𝐵(1 − 𝑎) = −
3

2
𝑖 (
1

2
−
1

2
𝑖) = −

3

4
−
3

4
𝑖  

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (
1

2
+
1

2
𝑖) 𝑧 −

3

4
−
3

4
𝑖  

𝑎 =
1

2
+
1

2
𝑖 =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4  

نسبته  𝑆منه نستنتج أنّ التشابه المباشر 
√2

2
وزاويته  

𝜋

4
 

 تحاكيا 𝑻𝒏ون حتى يك 𝒏قيم  تعيين .ب

𝑇𝑛 = 𝑆𝑜𝑆𝑜 …𝑜𝑆⏟      
𝑛 مرّة

= 𝑆
[𝐵;(

√2
2
)

𝑛

;
𝑛𝜋
4
]
 

𝑇𝑛  تشابه مباشر مركزه هو𝐵  نسبته(
√2

2
)
𝑛

وزاويته  
𝑛𝜋

4
تحاكيا لمّا  𝑇𝑛ويكون  

𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋  أي𝑛 = 4𝑘  حيث𝑘 ∈ ℕ. 

 عناصره المميزّة تعيين

𝑇𝑛 مركزه  هو تحاكي𝐵  ونسبته(
√2

2
)
𝑛

cos (
𝑛𝜋

4
 ، أي أنّه : (

  من أجل𝑘  : فردي
𝑛𝜋

4
≡ 𝜋[2𝜋]  ونسبة𝑇𝑛  هي−(

√2

2
)
𝑛

 

  من أجل𝑘 زوجي  :
𝑛𝜋

4
≡ 0[2𝜋]  ونسبة𝑇𝑛  هي(

√2

2
)
𝑛
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 (ع ت الدورة الاستثنائية 8100)بكالوريا : 08التمرين 

(I مجموعة الأعداد المركّبة ي حل فℂ  : المعادلة(𝒛 − 𝟐)(𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟒) = 𝟎    

𝑧 − 2 = 0 ⇒ 𝑧0 = 2 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0; ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
; 𝑧1 = −1 + 𝑖√3; 𝑧2 = −1 − 𝑖√3 

𝑆 = {2 ; −1 + 𝑖√3 ; −1 − 𝑖√3}  

(II 𝒛𝑨 = 𝟐 ، 𝒛𝑩 = −𝟏 + 𝒊√𝟑  ،𝒛𝑪 = 𝒛𝑩̅̅ ̅. 

 𝒛𝑪ج الشكل الأسّي للعدد المركّب ااستنتوعلى الشكل الأسّي  𝒛𝑩عدد ال ةباأ. كت .0

𝑧𝐵 = −1 + 𝑖√3 = 2(−
1

2
+
√3

2
𝑖) = 2𝑒𝑖

2𝜋
3  ;  𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅ = 2𝑒−𝑖

2𝜋
3  

  𝑨𝑩𝑪مركز ونصف قطر الدائرة المحيطة بالمثلث  تعيينب. 

|𝑧𝐴| = |𝑧𝐵| = |𝑧𝐶| = 2 ⇒ 𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 𝑂𝐶 = 2  

 2ها ونصف قطر 𝐴𝐵𝐶الدائرة المحيطة بالمثلث هي مركز  𝑂النقطة منه نستنتج أنّ 

,𝑪,𝑩النقط إنشاء  𝑨  :)انظر الشكل في نهاية التمرين( 

8. 𝑺  التشابه المباشر الذي مركزه النقطة𝑶  ونسبته
𝟏

𝟐
وزاويته  

𝟐𝝅

𝟑
 

  𝑺العبارة المركّبة للتشابه  ةباكت .أ

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ =
1

2
𝑒𝑖
2𝜋
3 𝑧 =

1

2
(−
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧 = (−

1

4
+
√3

4
𝑖) 𝑧  

  𝑺على الترتيب بالتشابه  𝑪و 𝑨 ،𝑩صور النقط  ′𝑩′، 𝑨 و′𝑪لاحقة كل من تعيين 

𝑧𝐴′ = (−
1

4
+
√3

4
𝑖) 𝑧𝐴 = 2(−

1

4
+
√3

4
𝑖) = −

1

2
+
√3

2
𝑖  

𝑧𝐵′ = (−
1

4
+
√3

4
𝑖) 𝑧𝐵 = (−

1

4
+
√3

4
𝑖) (−1 + 𝑖√3) = −

1

2
−
√3

2
𝑖  

𝑧𝐶′ = (−
1

4
+
√3

4
𝑖) 𝑧𝐶 = (−

1

4
+
√3

4
𝑖) (−1 − 𝑖√3) = 1  

 بالسنتيمتر المربع ′𝑨′𝑩′𝑪ب مساحة المثلث احس .ب

𝑧𝐼. لدينا : [𝐵𝐶]منتصف القطعة  𝐼لتكن  =
𝑧𝐵+𝑧𝐶

2
= −1 

𝒜𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐼 × 𝐵𝐶

2
=
|𝑧𝐼 − 𝑧𝐴| × |𝑧𝐶 − 𝑧𝐵|

2
=
|−3| × |−2𝑖√3|

2
= 3√3 𝑢𝑎 

 نستنتج أنّ : 𝑆بالتشابه  𝐴𝐵𝐶هو صورة المثلث  ′𝐴′𝐵′𝐶وبما أنّ المثلث 
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𝒜𝐴′𝐵′𝐶′ = (
1

2
)
2

𝒜𝐴𝐵𝐶 =
3√3

4
𝑢𝑎 =

3√3

4
(4)𝑐𝑚2 = 3√3 𝑐𝑚2  

 
 

 
 

 (ع ت الدورة الاستثنائية 8100)بكالوريا :  03التمرين 

 𝒛𝑨 = −𝟑 − 𝟐𝒊  ،𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊 و𝒛𝑪 = 𝟒 − 𝟑𝒊    

 𝑪إلى النقطة  𝑩والذي يحوّل النقطة  𝑨ذي المركز  𝑺النسبة وزاوية للتشابه  تعيين .0

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
7 − 𝑖

4 + 3𝑖
= 1 − 𝑖 = √2(

√2

2
−
√2

2
𝑖) = √2𝑒−𝑖

𝜋
4  

−وزاويته  2√منه نستنتج أنّ نسبة التشابه المباشر 
𝜋

4
 

العدد المركّب  ةباكت .8
𝒛𝑨−𝒛𝑩

𝒛𝑪−𝒛𝑩
 على الشكل الأسّي 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=
−4 − 3𝑖

3 − 4𝑖
=
(−4 − 3𝑖)(3 + 4𝑖)

25
=
−25𝑖

25
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

 𝑨𝑩𝑪ج طبيعة المثلث ااستنت

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐵𝐴 = 𝐵𝐶

(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐵 ومتساوي الساقين   

 [𝑨𝑪]إلى منتصف القطعة  𝑰وبـ  𝑨𝑩𝑪إلى مركز المثلث  𝑮نرمز بـ  .3

  𝒛𝑰و 𝒛𝑮 تعيين

𝐺{(𝐴; 1), (𝐵; 1), (𝐶; 1)} ⇒ 𝑧𝐺 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐵 + 𝑧𝐶

3
=
2 − 4𝑖

3
=
2

3
−
4

3
𝑖  

𝑧𝐼 =
𝑧𝐴 + 𝑧𝐶
2

=
1 − 5𝑖

2
=
1

2
−
5

2
𝑖  
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 في استقامية 𝑮 ، 𝑩 و𝑰أنّ النقط بيان 

{
𝑧𝐺 − 𝑧𝐵 =

2

3
−
4

3
𝑖 − 1 − 𝑖 = −

1

3
−
7

3
𝑖

𝑧𝐼 − 𝑧𝐵 =
1

2
−
5

2
𝑖 − 1 − 𝑖 = −

1

2
−
7

2
𝑖

⇒ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗ ⇒ 𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∥ 𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

 .في استقامية 𝐺 ، 𝐵 و𝐼أنّ النقط منه نستنتج 

بحساب العدد  𝐺 ، 𝐵 و𝐼استقامية النقط يمكن بيان ملاحظة: 
𝑧−𝑧

𝑧−𝑧
وبيان أنّه حقيقي ،  

 )لا يهمّ الترتيب(. 𝐺 ، 𝐵 و𝐼النقط  و   ،حيث تمثل الأرقام 

 ويمكن أيضا استعمال خاصية مركز ثقل المثلث الذي هو نقطة تلاقي المتوسطات ، 

𝐺و [𝐴𝐶]متوسط متعلق بالضلع  (𝐵𝐼)حيث أنّ  ∈ (𝐵𝐼)  : حيث𝐵𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
2

3
𝐵𝐼⃗⃗⃗⃗  

  𝑨𝑩𝑪𝑫د طبيعة الرباعي يحدت .4

متوازي  𝐴𝐵𝐶𝐷الرباعي وبالتالي  𝐼ين في متناصف [𝐵𝐷] و[𝐴𝐶]لدينا القطرين 

الرباعي نستنتج أنّ  المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐵 ومتساوي الساقين بما أنّ الأضلاع ، و

𝐴𝐵𝐶𝐷 مربّع 

𝑴𝑨⃗⃗⃗⃗⃗⃗‖: من المستوي التي تحقق 𝑴مجموعة النقط  (𝜞)نعتبر  .5  ⃗ + 𝑴𝑪⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ‖ = 𝟓√𝟐 

 (𝜞)تنتمي إلى  𝑪تحققّ أنّ النقطة ال .أ

‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐶𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = |𝑧𝐴 − 𝑧𝐶| = |−7 + 𝑖| = √50 = 5√2 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 ئهاانشوإ (𝜞)طبيعة المجموعة  تعيين .ب

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ ‖𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 5√2 ⇒ ‖2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖ = 5√2 ⇒ ‖𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =
5

2
√2  

ونصف قطرها  𝐼هي الدائرة التي مركزها  (𝛤)المجموعة  نستنتج أنّ منه 
5

2
√2 

 .𝐼الذي مركزه  𝐴𝐵𝐶𝐷حيطة بالمربّع وهي الدائرة الم

 

 

328



 (الدورة الاستثنائية رت  8100)بكالوريا :  04التمرين 

 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ  : المعادلة(𝒛 − 𝟒)(𝒛𝟐 − 𝟐𝒛 + 𝟒) = 𝟎   

 𝑧 − 4 = 0 ⇒ 𝑧0 = 4 

𝑧2 − 2𝑧 + 4 = 0; ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
; 𝑧1 = 1 + 𝑖√3; 𝑧2 = 1 − 𝑖√3 

𝑆 = {4 ; 1 + 𝑖√3 ;  1 − 𝑖√3}  

(II 𝒛𝑨 = 𝟒 ، 𝒛𝑩 = 𝟏 + 𝒊√𝟑  ،𝒛𝑪 = 𝟏 − 𝒊√𝟑. 

العدد المركّب  ةباكت .0
𝒛𝑪−𝒛𝑨

𝒛𝑩−𝒛𝑨
 على الشكل الأسّي  

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

=
−3 − 𝑖√3

−3 + 𝑖√3
=
√3 + 𝑖

√3 − 𝑖
=
(√3 + 𝑖)

2

4
=
1

2
+
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
3  

  𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث ج ااستنت

𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴

= 𝑒𝑖
𝜋
3 ⇒ {

𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

3
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاع   

وزاويته  𝑶الذي مركزه  𝒓بالدوران  𝑩صورة  𝑫لاحقة  تعيينأ.  .8
𝟐𝝅

𝟑
 

𝐷 = 𝑟(𝐵) ⇒ 𝑧𝐷 = 𝑒
𝑖
2𝜋
3 𝑧𝐵 = (−

1

2
+
√3

2
𝑖) (1 + 𝑖√3) = −2  

 𝑨𝑩𝑫𝑪طبيعة الرباعي  تعيينب. 

{
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = −3 + 𝑖√3

𝑧𝐷 − 𝑧𝐶 = −3 + 𝑖√3
⇒ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒  الرباعي 𝐴𝐵𝐷𝐶 متوازي الأضلاع 

 الرباعي 𝐴𝐵𝐷𝐶 معيّننستنتج أن  المثلث 𝐴𝐵𝐶 متقايس الأضلاعوبما أنّ 

3. 𝒛𝒏 = (𝒛𝑩)
𝒏 + (𝒛𝑪)

𝒏 

𝒏  ،𝒛𝒏ن أنّ من أجل كل عدد طبيعي بيا .أ = 𝟐
𝒏+𝟏 × 𝐜𝐨𝐬 (

𝒏𝝅

𝟑
) 

𝑧𝐵 = 1 + 𝑖√3 = 2𝑒
𝑖
𝜋
3  ;  𝑧𝐶 = 𝑧𝐵̅̅ ̅ = 2𝑒

−𝑖
𝜋
3  

𝑧𝑛 = (𝑧𝐵)
𝑛 + (𝑧𝐶)

𝑛 = (2𝑒𝑖
𝜋
3)
𝑛

+ (2𝑒−𝑖
𝜋
3)
𝑛

= 2𝑛𝑒𝑖
𝑛𝜋
3 + 2𝑛𝑒−𝑖

𝑛𝜋
3  

= 2𝑛 [cos
𝑛𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

3
+ cos (−

𝑛𝜋

3
) + 𝑖 sin (−

𝑛𝜋

3
)] 

= 2𝑛 [cos
𝑛𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝑛𝜋

3
+ cos

𝑛𝜋

3
− 𝑖 sin

𝑛𝜋

3
] 

= 2𝑛 × 2 cos
𝑛𝜋

3
= 2𝑛+1 × cos

𝑛𝜋

3
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 𝒏بدلالة  𝒕𝒏 كتابة .ب

𝑡𝑛 = 𝑧6𝑛 = 2
6𝑛+1 × cos

6𝑛𝜋

3
= 26𝑛+1 × cos 2𝑛𝜋 = 26𝑛+1  

  𝒏بدلالة  𝑷𝒏ب احس

𝑃𝑛 = 𝑡0 × 𝑡1 × …× 𝑡𝑛 = 2 × 2
7 × 213 × 26𝑛+1 = 21+7+13+⋯+6𝑛+1 

= 2
𝑛+1
2
(1+6𝑛+1) = 2

(𝑛+1)(6𝑛+2)
2 = 2(𝑛+1)(3𝑛+1)  

 
 (الدورة الاستثنائية رت  8100)بكالوريا :  05التمرين 

(I  مجموعة الأعداد المركّبة حل فيℂ  : المعادلة(𝒛 + 𝟏 − √𝟑)(𝒛𝟐 + 𝟐𝒛 + 𝟒) = 𝟎   

 𝑧 + 1 − √3 = 0 ⇒ 𝑧0 = −1 + √3 

𝑧2 + 2𝑧 + 4 = 0; ∆= −12 = (2√3𝑖)
2
; 𝑧1 = −1 + 𝑖√3; 𝑧2 = −1 − 𝑖√3 

𝑆 = {−1 + √3 ; −1 + 𝑖√3 ; −1 − 𝑖√3}  

(II 𝒛𝑨 = −𝟏 + √𝟑 ، 𝒛𝑩 = −𝟏 − 𝒊√𝟑  ،𝒛𝑪 = 𝒛𝑩̅̅ ̅. 

𝒛𝑩ن أنّ بيا .4 − 𝒛𝑨 = 𝒊(𝒛𝑪 − 𝒛𝑨)  

{
𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = −1 − 𝑖√3 + 1 − √3 = −√3 − 𝑖√3

𝑖(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴) = 𝑖(𝑖√3 − √3) = −√3 − 𝑖√3
⇒ 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 = 𝑖(𝑧𝐶 − 𝑧𝐴)  

 ب مساحتهاحسو 𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث ج ااستنت

𝑧𝐵 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴

= 𝑖 ⇒ {
𝐴𝐵 = 𝐴𝐶

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐴 ومتساوي الساقين   

𝒜𝐴𝐵𝐶 =
𝐴𝐵 × 𝐴𝐶

2
=
|𝑧𝐵 − 𝑧𝐴| × |𝑧𝐶 − 𝑧𝐴|

2
=
|−√3 − 𝑖√3||−√3 + 𝑖√3|

2
= 3 𝑢𝑎  

 على الشكل الجبري  𝑳العدد  ةباأ. كت .5

𝐿 =
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶

=
−√3 + 𝑖√3

−1 + 𝑖√3
=
3 + √3

4
+
3 − √3

4
𝑖  

𝑳ن أنّ ب. بيا =
√𝟔

𝟐
(𝐜𝐨𝐬

𝝅

𝟏𝟐
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟏𝟐
)  

𝐿 =
𝑧𝐶 − 𝑧𝐴
𝑧𝐶

=
−√3 + 𝑖√3

−1 + 𝑖√3
=

√6(−
√2
2 +

√2
2 𝑖)

2(−
1
2 +

√3
2 𝑖)

=
√6𝑒

𝑖
3𝜋
4

2𝑒𝑖
2𝜋
3

=
√6

2
𝑒𝑖
𝜋
12 

=
√6

2
(cos

𝜋

12
+ 𝑖 sin

𝜋

12
)  
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𝐭𝐚𝐧ج القيمة المضبوطة لـ ااستنت    
𝝅

𝟏𝟐
 

tan
𝜋

12
=
sin

𝜋
12

cos
𝜋
12

=

3 − √3
4
√6
2

3 + √3
4
√6
2

=
3 − √3

3 + √3
=
√3 − 1

√3 + 1
=
(√3 − 1)

2

2
= 2 − √3  

(𝐿 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖
𝜋
12 ⇒ tan

𝜋

12
=
sin

𝜋
12

cos
𝜋
12

=

𝑦
𝑟
𝑥
𝑟

=
𝑦

𝑥
) 

0. 𝒛′ = (𝒛 − 𝒛𝑩)𝑳 + 𝒛𝑩 

 تشابه مباشر يطُلب تعيين عناصره المميزة 𝑺ن أنّ بيا

𝑧′ = (𝑧 − 𝑧𝐵)𝐿 + 𝑧𝐵 ⇒ 𝑧 − 𝑧𝐵 =
√6

2
𝑒𝑖
𝜋
12(𝑧 − 𝑧𝐵)  

، نسبته  𝐵مركزه  تشابه مباشر 𝑆أنّ منه نستنتج 
√6

2
وزاويته  

𝜋

12
 

 ′𝑨′𝑩′𝑪ب مساحة المثلث احس .0

𝑆𝑜𝑆 مركزه  تشابه مباشر𝐵  نسبته ،(
√6

2
)
2

=
3

2
وزاويته  

𝜋

6
، وبما أنّ النقط  

𝐶′و 𝐵′، 𝐴′  صور النقط𝐴 ،𝐵 و𝐶  بالتحويلعلى الترتيب 𝑆𝑜𝑆 : ّنستنتج أن ، 

𝒜𝐴′𝐵′𝐶′ = (
3

2
)
2

𝒜𝐴𝐵𝐶 = 3(
9

4
) =

27

4
𝑢𝑎  

 

 
 (الدورة الاستثنائية ر 8100)بكالوريا  : 00التمرين 

(I مجموعة الأعداد المركّبة في  حلℂ  المعادلة ذات المجهول𝒛  :𝟐𝒛𝟐 − 𝟏𝟎𝒛 +
𝟐𝟗

𝟐
= 𝟎   

 ∆= 100 − 116 = −16 = (4𝑖)2 ; 𝑧1 =
5

2
+ 𝑖 ; 𝑧2 =

5

2
− 𝑖 
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𝑆 = {
5

2
+ 𝑖 ;

5

2
− 𝑖}  

(II 𝒛𝑨 =
𝟑

𝟐
+ √𝟐𝒆

𝒊
𝝅

𝟒 ، 𝒛𝑩 =
𝟑

𝟐
𝒆−𝒊

𝝅

𝟐 ، 𝒛𝑪 = −𝒛𝑨̅̅ 𝒛𝑫و  ̅ = 𝒊. 

 على الشكل الجبري 𝒛𝑨 و𝒛𝑩العددين  ةباكتأ.  .0

𝑧𝐴 =
3

2
+ √2𝑒𝑖

𝜋
4 =

3

2
+ √2(

√2

2
+
√2

2
𝑖) =

5

2
+ 𝑖  

𝑧𝐵 =
3

2
𝑒−𝑖

𝜋
2 = −

3

2
𝑖  

العدد المركّب  ةباب. كت
𝒛𝑨−𝒛𝑩

𝒛𝑪−𝒛𝑩
 الأسّي  على الشكل 

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

=

5
2 +

5
2 𝑖

−
5
2 +

5
2 𝑖
=
1 + 𝑖

−1 + 𝑖
=
−(1 + 𝑖)2

2
=
−2𝑖

2
= −𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
2  

  𝑨𝑩𝑪طبيعة المثلث ج ااستنت

𝑧𝐴 − 𝑧𝐵
𝑧𝐶 − 𝑧𝐵

= 𝑒−𝑖
𝜋
2 ⇒ {

𝐵𝐶 = 𝐵𝐴

(𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗; 𝐵𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) = −
𝜋

2
⇒ المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐵 ومتساوي الساقين   

  𝑫بالنسبة إلى  𝑩نظيرة  𝑬لاحقة النقطة  تعيين .8

[𝐵𝐸] منتصف 𝐷 ⇒ 𝑧𝐷 =
𝑧𝐵 + 𝑧𝐸
2

⇒ 𝑧𝐸 = 2𝑧𝐷 − 𝑧𝐵 = 2𝑖 +
3

2
𝑖 =

7

2
𝑖  

 𝑨𝑩𝑪𝑬طبيعة الرباعي ج ااستنت

𝑧𝐴 + 𝑧𝐶 = 2𝑖 = 2𝑧𝐷 ⇒ [𝐴𝐶] منتصف 𝐷 

 المثلث 𝐴𝐵𝐶 قائم في 𝐵 و 𝐷يتناصفان في النقطة  [𝐵𝐸]و [𝐴𝐶]ان القطر

 .عربّ م 𝐴𝐵𝐶𝐸منه نستنتج أنّ الرباعي  ومتساوي الساقين

 نسبته وزاويتهوتحديد  𝑺للتشابه المباشر العبارة المركّبة  ةباكت .3

𝑆(𝐴) = 𝐷 ⇒ {
𝑧𝐷 = 𝑎𝑧𝐴 + 𝑏
𝑧𝐵 = 𝑎𝑧𝐵 + 𝑏

⇒ 𝑎 =
𝑧𝐷 − 𝑧𝐵
𝑧𝐴 − 𝑧𝐵

=

5
2 𝑖

5
2 +

5
2 𝑖
=

𝑖

1 + 𝑖
=
1

2
+
1

2
𝑖 

𝑏 = 𝑧𝐵(1 − 𝑎) = −
3

2
𝑖 (
1

2
+
1

2
𝑖) =

3

4
−
3

4
𝑖 ⇒ 𝑧′ = (

1

2
+
1

2
𝑖) 𝑧 +

3

4
−
3

4
𝑖  

𝑎 =
1

2
+
1

2
𝑖 =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4  

تشابه مباشر نسبته  𝑆منه نستنتج أنّ 
√2

2
يته وزاو 

𝜋

4
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4. 𝑨𝟎 = 𝑨   و𝑨𝒏+𝟏 = 𝑺(𝑨𝒏)  

𝒛𝒏 أنّ:بالتراجع ن ابره .أ − 𝒛𝑩 = 𝟓(
√𝟐

𝟐
)
𝒏+𝟏

𝒆𝒊
𝝅

𝟒
(𝒏+𝟏)

 

𝑧0 : تحقيق التراجع − 𝑧𝐵 = 5(
√2

2
)
1

𝑒𝑖
𝜋

 محققة لأنّ : 4

𝑧0 − 𝑧𝐵 = 𝑧𝐴 − 𝑧𝐵 =
5

2
+
5

2
𝑖  

5(
√2

2
) 𝑒𝑖

𝜋
4 = 5(

√2

2
)(
√2

2
+
√2

2
𝑖) =

5

2
+
5

2
𝑖  

𝑧𝑛نفرض أنّ  : التراجع فرض − 𝑧𝐵 = 5(
√2

2
)
𝑛+1

𝑒𝑖
𝜋

4
(𝑛+1)

 

𝑧𝑛+1نبرهن أنّ  : التراجعبرهان  − 𝑧𝐵 = 5(
√2

2
)
𝑛+2

𝑒𝑖
𝜋

4
(𝑛+2)

 

𝐴𝑛+1 = 𝑆(𝐴𝑛) ⇒ 𝑧𝑛+1 − 𝑧𝐵 =
√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4(𝑧𝑛 − 𝑧𝐵) =

√2

2
𝑒𝑖
𝜋
4 × 5(

√2

2
)

𝑛+1

𝑒𝑖
𝜋
4
(𝑛+1)

 

⇒ 𝑧𝑛+1 − 𝑧𝐵 = 5(
√2

2
)

𝑛+2

𝑒𝑖
𝜋
4
(𝑛+2)

 

 (𝑨𝑩)إلى المستقيم  𝑨𝒏تنتمي النقطة حتى الطبيعية  nقيمّ  تعيين .ب

𝐴𝑛 ∈ (𝐴𝐵) ⇒
𝑧𝑛 − 𝑧𝐵
𝑧0 − 𝑧𝐵

∈ ℝ ⇒ arg (
𝑧𝑛 − 𝑧𝐵
𝑧0 − 𝑧𝐵

) = 𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑧𝑛 − 𝑧𝐵) = arg(𝑧0 − 𝑧𝐵) + 𝑘𝜋 ⇒
𝜋

4
(𝑛 + 1) =

𝜋

4
+ 𝑘𝜋 

⇒
𝑛𝜋

4
= 𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 4𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

 
 

 

333



 (الدورة الاستثنائية ر 8100)بكالوريا  : 00التمرين 

(I 𝒛𝟐 − 𝟐(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝜶)𝒛 + 𝟐(𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝜶) = 𝟎… (𝑬)  

 𝜶بدلالة  𝒛𝟏 و𝒛𝟐الحلين  تعيين .0

∆= 4(1 − sin 𝛼)2 − 8(1 − sin 𝛼) = 4(1 − sin 𝛼)(−1 − sin 𝛼) 

= −4(1 − sin2 𝛼) = 4𝑖2 cos2 𝛼 = (2𝑖 cos 𝛼)2  

𝑧1 = 1 − sin 𝛼 + 𝑖 cos 𝛼 ; 𝑧2 = 1 − sin 𝛼 − 𝑖 cos 𝛼  

𝒛𝟏أنّ : بيان  .8
𝟐𝟎𝟏𝟕 + 𝒛𝟐

𝟐𝟎𝟏𝟕 = 𝟏 

𝛼 =
𝜋

6
⇒ 𝑧1 =

1

2
+
√3

2
𝑖 = 𝑒𝑖

𝜋
3  ; 𝑧2 =

1

2
−
√3

2
𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
3  

𝑧1
2017 + 𝑧2

2017 = (𝑒𝑖
𝜋
3)
2017

+ (𝑒−𝑖
𝜋
3)
2017

= 𝑒𝑖
2017𝜋
3 + 𝑒−𝑖

2017𝜋
3

= 𝑒𝑖(672𝜋+
𝜋
3
) + 𝑒−𝑖(672𝜋+

𝜋
3
) = 𝑒𝑖

𝜋
3 + 𝑒−𝑖

𝜋
3

=
1

2
+
√3

2
𝑖 +
1

2
−
√3

2
𝑖 = 1  

(II 𝒛𝑨 =
𝟏

𝟐
+
√𝟑

𝟐
𝒊   ،𝒛𝑩 = 𝒛𝑨̅̅ ̅    ،𝒛𝑪 = 𝟐𝒛𝑨 

)التي يكون من أجلها  𝒏قيم العدد الطبيعي  تعيين .0
𝒛𝑨

𝒛𝑩
)
𝒏

 ا حقيقيا موجبا تماماعدد 

(
𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
𝑛

> 0 ⇒ arg (
𝑧𝐴
𝑧𝐵
)
𝑛

= 2𝑘𝜋 ⇒ arg(
𝑒𝑖
𝜋
3

𝑒−𝑖
𝜋
3

)

𝑛

= 2𝑘𝜋 

⇒ arg (𝑒𝑖
2𝜋
3 )

𝑛

= 2𝑘𝜋 ⇒
2𝑛𝜋

3
= 2𝑘𝜋 ⇒ 𝑛 = 3𝑘 ; 𝑘 ∈ ℕ  

 عناصره المميزّةوتحديد  𝑺طبيعة التحويل  تعيين .8

𝑆(𝑀) = 𝑀′ ⇒ 𝑧′ = (1 + 𝑧𝐴)𝑧 + 2𝑧𝐵 = (1 +
1

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧 + 2(

1

2
−
√3

2
𝑖)

⇒ 𝑧′ = (
3

2
+
√3

2
𝑖) 𝑧 + 1 − √3𝑖  

𝑎 =
3

2
+
√3

2
𝑖 = √3(

√3

2
+
1

2
𝑖) = √3𝑒𝑖

𝜋
6  ;  𝑧𝜔 =

𝑏

1 − 𝑎
=
1 − √3𝑖

−
1
2
−
√3
2
𝑖

= −2(
1 − √3𝑖

1 + √3𝑖
) = −

2(1 − √3𝑖)
2

4
= 1 + √3𝑖 = 𝑧𝐶  
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وزاويته  3√، نسبته  𝐶تشابه مباشر مركزه  𝑆منه نستنتج أنّ التحويل 
𝜋

6
 

  (𝜞)تنتمي إلى  𝑪تحققّ أنّ النقطة ال .3

arg(𝑧𝐶̅̅ ̅ − 𝑧𝐵) = arg (1 − √3𝑖 −
1

2
+
√3

2
𝑖) = arg (

1

2
−
√3

2
𝑖)

= −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ 𝐶 ∈ (𝛤)  

 وإنشائها (𝜞)طبيعة يد تحد

𝑀 ∈ (𝛤) ⇒ arg(𝑧̅ − 𝑧𝐵) = −
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧̅ − 𝑧𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐵̅̅ ̅) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 ⇒ arg(𝑧 − 𝑧𝐴) =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋 

⇒ (𝑢⃗ ; 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝜋

3
+ 2𝑘𝜋  

 𝐶ويشمل النقطة  𝐴هي نصف المستقيم الذي مبدؤه  (𝛤)منه نستنتج أنّ المجموعة 

 .𝐴باستثناء النقطة 
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