


 



 



 

إلى روح والدي رحمه الله الذي ضحّى بالنفس و النفيس من أجل وطنه أولا 

ثمّ من أجل أبنائه ثانيا و مضى إلى ربه دون أن يقطف أيّ من الثمرتين 

 رحمه الله رحمة واسعة وأسكنه فسيح جنته.

إلى الحضن الدافئ و اللمسة الحانية أمي الحبيبة حفظها الله ورعاها وجزاها 

 جزى والدة عن ولدها وألبسها لباس الصحة والعافية. عني خير ما

إلى حبيبة العمر ورفيقة الدرب ومهجة الفؤاد زوجتي وأم أبنائي أكرمها 

 الله وأحسن مثوبتها.

إلى صهري العزيز "عمي براهيم" وحماتي الغالية "الحاجّة ختيمة" حفظهما الله 

 .ومتّعهما بالصحة والعافية ورزقهما حسن الخاتمة بعد طول عمر وحسن عمل

د لهذه حتى يعو إلى كل حرّ أبيّ يسعى لرفع الغبن والجهل والتخلف عن أمته

 مة مجدها وعزها التي كانت ترفل فيه يوم كانت خير أمة أُخرجت للناس.الأ

أن ينفع به كاتبه  إلى هؤلاء جميعا أهدي هذا العمل المتواضع ، سائلا المولى 

 وناشره وقارئه.

 عبد الكريم واضحي
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، وإلى  إلى رياحين الدنيا أبنائي وأحبابي وقرة عيني أسامة ، محسن ووائل  

ورزقهم الُهدى والتُقى والعفاف  جميعا  حفظهم الله  حفيدي سامي  كنتي ريمة و 

 لنافع والعمل الصالح وجعلهم ذخرا لأمتهم ووطنهم. والغِنى والعلم ا



 

الحنذ لله علٙ ىعناُٜ ّ الؼكش لُ علٙ آلاُٜ ّ الصلاٗ ّ الظلاو علٙ ىبُٔ ّ ياتم 

 ّ علٙ آلُ ّ أصحابُ ّ مً تبعَه بإحظاٌ إلى ْٓو لكاُٜ.  سطلُ طٔذىا لذنذ 

بين ٓذٖ إيْاىٕ الأطاتزٗ ّ أبياٜٕ الطلب٘ ٍزِ الظلظل٘ التي تضه عذدا  ٓظشىٕ أٌ أضع

ٍاٜلا مً مظاٜل الشٓاضٔات للأقظاو اليَأٜ٘ )العلنٔ٘ ّ الشٓاضٔ٘( التي جمعتَا مً 

 مْاضٔع بكالْسٓا( ، مشفك٘ بحلْلها المفصّل٘  ّمصادس ػتٙ )كتب ، طلاطل ، ايتباسات 

، لتكٌْ عْىا للأطتار لايتٔاس مْاضٔع الفشّض  بلا ايتصاس لّرل ّ لا إطال٘ مملّ٘

ّالايتباسات ، ّ مياسٗ للطلاب َٓتذٌّ بَا يلال تحضر ٍه لؼَادٗ البكالْسٓا التي ىظأل 

َّذ لهه الطشٓل        الله العلٕ الكذٓش أٌ ْٓفكَه للحصْل علَٔا بتكذٓشات تظشٍّه ّ تم

 نحْ اليجاح في حٔاتَه العلنٔ٘ ّ العنلٔ٘.

 الظلظل٘ خمظ٘ أجضاٛ ٍٕ:تضه ٍزِ ّ

الكظن٘ ّ المْافكات في  .1

)ٍّْ الكتاب الزٖ بين ٓذٓك( 

 

 الذّال )العذدٓ٘ ، الأطٔ٘ ّ اللْغاسٓتنٔ٘( .2

 الهيذط٘ الفضأٜ٘ .3

 الأعذاد المشكب٘ ّ التحْٓلات اليكطٔ٘ .4

 المتتالٔات العذدٓ٘ .5

 

ℤ



 

ذ الله علٙ "مً لا ٓؼكش الياغ لا ٓؼكش الله"  أحم في الأير ، ّ عنلا بكْل المصطفٙ 

تْفٔكُ ّ امتياىُ ّفضلُ ّكشمُ فلُ الحنذ أّلا ّ لُ الحنذ آيشا، كنا أتكذو بالؼكش 

الجضٓل لكل إيْاىٕ الأطاتزٗ الزًٓ اطتفذت مً أعنالهه الشاٜع٘ ّ مْاضٔعَه المتنٔضٗ 

طْاًٛ كاىت طلاطل أّ ايتباسات نمْرجٔ٘ أّ حلْل لمْاضٔع البكالْسٓا ، فلَه مني جضٓل 

 الؼكش.

ٌّ الله       ٌّ ٍزا العنل قذ ٓعترُٓ الخطأ    أبٙ العصن٘ إلا ليبُّٔ ّبما أ ، فلا ؼك أ

فشجاٜٕ لكل مً ّقف علٙ يطأ أّ طَْ أّ ىكص أٌ ٓيبَني لتصحٔحُ علٙ البرٓذ 

ّٕ عْٔبٕ. ouailmaths@gmail.comالإلكترّىٕ   ّسحه الله امشئ أٍذٚ إل

عبذ الكشٓه ّاضحٕ

 

 



 



 

إنّ النّاظر في مواضيع الرياضيات لامتحانات البكالوريا يدرك مدى أهمية موضوع دراسة الدوال 

 60في السنة النهائية ، حيث أنّ العلامة المخصّصة لموضوع الدوال في هذه الامتحانات لا تقلّ عن 

مّما يعني ( 0606نقاط )بكالوريا شعبة العلوم التجريبية دورة جوان  06نقاط وقد تصل لغاية 

أنّ دراسة هذا المحور الهام دراسة جيّدة ومتقنة واستيعابه والتمكّن من حل مختلف المسائل 

المتعلقة بالدوال )سواء كانت كثيرات الحدود ، ناطقة ، صمّاء ، مثلثية ، قيمة مطلقة ، أسّية أم 

يات لشهادة رياضلوغاريتمية( يحقق ثلث العلامة أو نصفها على أقصى تقدير في اختبار مادة ال

البكالوريا، كما أنّه يحقق العلامة الكاملة في فروض واختبارات الفصل الأول ،  مما يعطي 

للطالب دفعا قويا وهّمة عالية وتذوقا لطعم النجاح لا يفارقه حتى يجتاز آخر اختبار في هذا 

 الامتحان المصيري وكلّه أمل في تحقيق نتائج ممتازة.

الدوال يكتسي هذه الأهّمية، لا بدّ لكل راغب في النجاح وحريص وإذا كان موضوع دراسة 

على تحقيق أعلى المعدّلات أن يولي هذا الموضوع اهتماما بالغا وعناية فائقة من مدارسة ومراجعة 

وحلّ المسائل والأهم من ذلك الاستمرارية في دراسته لغاية نهاية السنة ، لأنّ معظم الطلبة يغفل 

خلال الفصلين الثاني والثالث وينشغل بالمحاور الأخرى )الحساب ، الهندسة ، عن دراسة الدوال 

 الأعداد المركّبة والمتتاليات(، مّما يجعل نتائج هذين الفصلين متدنية مقارنة مع نتائج الفصل الأول.

ولمساعدة الطلبة على دراسة هذا المحور واستيعابه بشكل جيّد ، جاء هذا الكتاب الذي يحمل 

اياه ملخصات لأهمّ القواعد المتعلقة بدراسة الدوال مع إعطاء أمثلة توضح كيفية تطبيق هذه في ثن

تمرين نموذجي لدراسة الدوال على اختلاف  002القواعد ، كما يحوي هذا الكتاب على 

جميع مواضيع دراسة الدوال في الدورات السابقة لامتحان شهادة التعليم من بينها أشكالها 

 .بلا إطالة مملة ولا اختصار مخل  ( مع حلولها المفصّلة0607إلى  0662نوي )من الثا



وحتى تكتمل الفائدة من هذا الكتاب ، أنصح أبنائي الطلبة وبناتي الطالبات بحلّ معظم المسائل 

الواردة فيه )حتى لا أقول كل المسائل( بصفة منتظمة ومستمرة وعدم الرجوع إلى الحلول إلا بعد 

للتأكدّ من صحة الإجابة ، أو في حالة ما استعصى عليكم سؤال بعد بذل الانتهاء من حل المسألة 

المجهود اللازم للإجابة عنه ، لأنّ تقليب صفحات الكتاب باستمرار والتنقل بين السؤال والجواب 

 لا يُجدي نفعا ولا يُكسب علما ولا يُحقق نتيجة إيجابية.

قيقي بكالوريات السابقة لأنّها المؤشر الحكما أنصحكم بحل كل المسائل الواردة في امتحانات ال

على مدى جاهزيتكم لخوض غمار هذا الامتحان المصيري الذي أتمنى لكم من أعماق قلبي 

    النجاح فيه بتقدير يسمح لكم بتحقيق أمانيكم في مواصلة مشواركم الدراسي في التخصصات  

 كالوريا.ت النجاح في البالتي ترغبونها أنتم ، لا تلك التي تُفرض عليكم بسبب ضعف معدلا

ورغم حرصي كل الحرص على أن يكون محتوى هذا الكتاب سالما من الأخطاء، إلّا أنّ 

الإنسان لا ينفك عن طباعه التي جُبِل عليها كالخطأ والنسيان والعجلة، لذا أرجو من كل من وقع 

       ارد وني الوعلى خطأ في هذا الكتاب أن يتكرم عليّ بتصويبه على عنوان البريد الالكتر

 في مقدمة الكتاب وله من الله عظيم الأجر ومني جزيل الشكر.

 عبد الكريم واضحي
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I-   النهايات 
 بعض نهايات الدوال المرجعية .1

 

lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞ lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ lim
𝑥→+∞

√𝑥 = +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞ lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞ lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞ 

lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 lim

𝑥
<
→0

1

𝑥
= −∞ lim

𝑥
>
→0

1

𝑥
= +∞ 

 
 ∞−أو  ∞+نهاية دالة كثير حدود أو دالة ناطقة عند  .2

 (±) ∞عند    لدالة كثير حدود هي نهاية حدّها الأعلى درجة (±) ∞النهاية عند  
 (±)  ∞عند   الأعلى درجة  ينحدّ حاصل قسمة الهي نهاية ناطقة لدالة  (±) ∞عند  النهاية 

lim :1مثال 
𝑥→−∞

3𝑥2 + 2𝑥 + 7 = lim
𝑥→−∞

3𝑥2 = +∞ 

lim :2مثال 
𝑥→+∞

𝑥2+4𝑥+4

𝑥−2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ 

 حالات عدم التعيين  .3

① ∞−∞      ;       ② 0 × ∞      ;       ③ 
∞

∞
      ;       ④ 

0

0
  

 طرق إزالة حالات عدم التعيين  .4
 التحليل والاختزال  . أ

limعند حساب غالبا نستعمل هذه الطريقة 
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑓(𝑥0)حيث   = 𝑔(𝑥0) = 0 

𝑥)وكتابتهما على الشكل   𝑔و 𝑓في هذه الحالة نقوم بتحليل العبارتين  − 𝑥0)𝑄(𝑥)   
 ثم نختزل الكسر ونحسب النهاية من جديد. 

lim :1مثال 
𝑥→1

4𝑥2+3𝑥−7

𝑥2+2𝑥−3
= lim
𝑥→1

(𝑥−1)(4𝑥+7)

(𝑥−1)(𝑥+3)
= lim
𝑥→1

4𝑥+7

𝑥+3
=

11

4
 

lim :2مثال 
𝑥→−2

𝑥3+8

𝑥2−4
= lim
𝑥→−2

(𝑥+2)(𝑥2−2𝑥+4)

(𝑥+2)(𝑥−2)
= lim
𝑥→−2

𝑥2−2𝑥+4

𝑥−2
=

12

−4
= −3 

 وهي: 𝑄(𝑥): توجد ثلاث طرق لإيجاد عبارة   ملاحظة
 ( المطابقة :1

4𝑥2مثال: كتابة العبارة   + 3𝑥 − 𝑥)على الشكل   7 − 1)𝑄(𝑥) 
𝑎𝑥من الدرجة الأولى فهو يكُتب على شكل  𝑄(𝑥)بما أنّ  + 𝑏  : منه ، 
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(𝑥 − 1)𝑄(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎𝑥2 + (𝑏 − 𝑎)𝑥 − 𝑏 

{
𝑎 = 4

𝑏 − 𝑎 = 3
−𝑏 = −7

⇒ {
𝑎 = 4
𝑏 = 7

⇒ 4𝑥2 + 3𝑥 − 7 = (𝑥 − 1)(4𝑥 + 7)   

، يمكن تحليله مباشرة إلى جداء عاملين من   الدرجة الثانيةلاحظ أنّه لمّا يكون كثير الحدود من 
 1−على   7−ونقسم  4𝑥نحصل على  ف 𝑥على   4𝑥2التالي: نقسم  الدرجة الأولى على النحو

4𝑥2، فتكون النتيجة :   7+نحصل على  ف + 3𝑥 − 7 = (𝑥 − 1)(4𝑥 + 7) 
 ( القسمة الإقليدية :2

   𝑥3 + 8 𝑥 + 2 
−𝑥3 − 2𝑥2 𝑥2 − 2𝑥 + 4 

−2𝑥2 + 8  
             2𝑥2 + 4𝑥  

4𝑥 + 8  
−4𝑥 − 8  

0  
 

على الإطلاق خاصة لمّا يكون كثير الحدود من الدرجة  وهي أسهل الطرق   ( هورنر:3

 الثالثة فما فوق. 
𝑃(𝑥) :1مثال  = 4𝑥2 + 3𝑥 − 7   ،𝑥0 = 1 

 𝑎 = 4 𝑏 = 3 𝑐 =  𝑃(𝑥)معاملات  7−

𝑥0 =  𝑥0الجذر     ↓ 1

 𝑎′ = 4 𝑏′ = 7 𝑐′ =  𝑄(𝑥)معاملات  𝟎

{
𝑎′ = 𝑎 = 4

𝑏′ = 𝑥0. 𝑎
′ + 𝑏 = 1(4) + 3 = 7

𝑐′ = 𝑥0. 𝑏
′ + 𝑐 = 1(7) − 7 = 𝟎

⇒ 4𝑥2 + 3𝑥 − 7 = (𝑥 − 1)(4𝑥 + 7) 

𝑃(𝑥) :2مثال  = 𝑥3 + 8   ،𝑥0 = −2 

 𝑎 = 1 𝑏 = 0 𝑐 = 0 𝑑 =  𝑃(𝑥)معاملات  8

𝑥0 =  𝑥0الجذر      ↓ 2−

 𝑎′ = 1 𝑏′ = −2 𝑐′ = 4 𝑑′ =  𝑄(𝑥)معاملات  𝟎

{

𝑎′ = 𝑎 = 1
𝑏′ = 𝑥0. 𝑎

′ + 𝑏 = −2(1) + 0 = −2

𝑐′ = 𝑥0. 𝑏
′ + 𝑐 = −2(−2) + 0 = 4

𝑑′ = 𝑥0. 𝑐
′ + 𝑑 = −2(4) + 8 = 𝟎

⇒ 𝑥3 + 8 = (𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4) 

 (′𝑐 و′𝑑)لاحظ أنّ المعامل الأخير يكون دائما معدوما  
 
 



 
13 

 

 استعمال المرافق )خاصة بالجذور التربيعية(  .ب
  :1مثال 

lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(√𝑥 − 1 − 1)(√𝑥 − 1 + 1)

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
 

= lim
𝑥→2

𝑥 − 2

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
= lim
𝑥→2

1

(√𝑥 − 1 + 1)
=
1

2
 

  :2مثال 

lim
𝑥→1

√5 − 𝑥 − 2

√𝑥 + 8 − 3
= lim
𝑥→1

(√5 − 𝑥 − 2)(√5 − 𝑥 + 2)(√𝑥 + 8 + 3)

(√𝑥 + 8 − 3)(√𝑥 + 8 + 3)(√5 − 𝑥 + 2)
 

= lim
𝑥→1

(1 − 𝑥)(√𝑥 + 8 + 3)

(𝑥 − 1)(√5 − 𝑥 + 2)
 = lim

𝑥→1
−
(√𝑥 + 8 + 3)

(√5 − 𝑥 + 2)
= −

3

2
 

داخل الجذر   𝑥إمّا أنّ نستعمل المرافق في حالة تساوي معاملات  ،  ∞إلى   𝑥لمّا يؤول ملاحظة : 

 ( 2( أو نستعمل التحليل في حالة عدم تساوي المعاملات )المثال 1وخارجه )المثال 

  :1مثال 

lim
𝑥→+∞

𝒙 + 1 − √𝒙𝟐 + 𝑥 − 2

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1 − √𝑥2 + 𝑥 − 2)(𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 − 2)

(𝑥 + 1 + √𝑥2 + 𝑥 − 2)

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 𝑥 − 2)

𝑥 + 1 + √𝑥2 (1 +
1
𝑥 −

2
𝑥2
)

= lim
𝑥→+∞

𝑥 + 3

𝑥 + 1 + |𝑥|√1 +
1
𝑥 −

2
𝑥2

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
3
𝑥)

𝑥 (1 +
1
𝑥 +

√1 +
1
𝑥 −

2
𝑥2
)

(𝑥 → +∞ ⇒ |𝑥| = 𝑥)

= lim
𝑥→+∞

1 +
3
𝑥

1 +
1
𝑥 +

√1 +
1
𝑥 −

2
𝑥2

=
1

2
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  :2مثال 

lim
𝑥→−∞

𝟐𝒙 + 1 + √𝒙𝟐 + 𝑥 − 2 = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 + √𝑥2 (1 +
1

𝑥
−
2

𝑥2
) 

= lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 + |𝑥|√1 +
1

𝑥
−
2

𝑥2
 

= lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 − 𝑥√1 +
1

𝑥
−
2

𝑥2
(𝑥 → −∞ ⇒ |𝑥| = −𝑥) 

= lim
𝑥→−∞

𝑥 (2 +
1

𝑥
− √1 +

1

𝑥
−
2

𝑥2
)

⏟                
→1

= −∞  

 استعمال العدد المشتق . ج

limأن تكون النهاية من الشكل :  هذه الطريقة لا بدّ  لاستعمال
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
         ،

 𝑓′(𝑥0)وهذه النهاية تساوي العدد المشتق 
  :1مثال 

lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= 𝑓′(2)  

𝑓(𝑥) = √𝑥 − 1 ; 𝑓(2) = 1 ; 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥 − 1
 ; 𝑓′(2) =

1

2
 

  :2مثال 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 𝑓′(0)  

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 ; 𝑓(0) = 0 ; 𝑓′(𝑥) = cos 𝑥  ; 𝑓′(0) = 1  
 نهاية دالة مركّبة  .5

𝑓 = 𝑣 𝑜 𝑢 ;  {
lim
𝑥→𝑎

𝑢(𝑥) = 𝒃

lim
𝑥→𝒃

𝑣(𝑥) = 𝑐
⇒ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑐 

  مثال:

lim
𝑥→+∞

√
4𝑥2 − 2𝑥 − 1

𝑥2 − 5𝑥 + 3⏟          
𝑓(𝑥)

;  

{
 
 

 
 lim
𝑥→+∞

4𝑥2 − 2𝑥 − 1

𝑥2 − 5𝑥 + 3⏟        
𝑢(𝑥)

= 𝟒

lim
𝑥→𝟒

√𝑥⏟
𝑣(𝑥)

= 2

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 2  
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 النهايات بالمقارنة .6
 الحالة الأولى:  

{
𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 𝑙 ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙  

 مثال: 

{

2𝑥 − 1

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + 1

1 + 𝑥

lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 1

1 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1

1 + 𝑥
= 2

⇒ lim
𝑥→+∞

2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
= 2  

 : الثانيةالحالة 

{
𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)
lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  

 مثال: 

{

𝑥

2 − sin 𝑥
≥
𝑥

3

lim
𝑥→+∞

𝑥

3
= +∞

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥

2 − sin 𝑥
= +∞  

 :  الثالثةالحالة 

{
𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥)
lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞  

 مثال: 

{
−2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 ≤ −2𝑥2 − 𝑥

lim
𝑥→+∞

−2𝑥2 − 𝑥 = −∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

−2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 = −∞  

sin): غالبا ما نستعمل المقارنة لحساب نهايات الدوال المثلثية   ملاحظة 𝑥 ; cos 𝑥)  لمّا𝑥  يؤول

 .∞(±)، حيث أنّ هذه الدوال لا تقبل نهاية عند   ∞(±)إلى  
sin)دائما ننطلق من حصر الدالة المثلثية  𝑓(𝑥)ولحصر   𝑥 ; cos 𝑥)  (1+)و (1−)بين 

 المستقيمات المقاربة .7

1) lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞ ⇒ 𝒙 مستقيم مقارب  عمودي (يوازي محور التراتيب ) = 𝒂  المستقيم   

2) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇒ 𝒚 مستقيم مقارب  أفقي (يوازي محور الفواصل ) = 𝒃  المستقيم   

3) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) − (𝑎𝑥 + 𝑏) = 0 ⇒ 𝒚 مستقيم مقارب  مائل = 𝒂𝒙 + 𝒃  المستقيم   

 ملاحظة :

𝑓(𝑥)( إذا كانت  1 = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝜑(𝑥) وlim
𝑥→∞

𝜑(𝑥) = 𝑦، فإنّ المستقيم   0 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 )fC ( مستقيم مقارب مائل للمنحنى

 (∞+)والآخر بجوار  (∞−)مستقيمين مقاربين أحدهما بجوار  )fC ( للمنحنىقد يكون ( 2
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𝒇(𝒙) :1مثال  =
𝟑

(𝒙−𝟒)𝟐
 

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = lim
|𝑥|→+∞

3

(𝑥 − 4)2
= 0  

lim
𝑥
<
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

3

(𝑥 − 4)2
= +∞ ; lim

𝑥
>
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→4

3

(𝑥 − 4)2
= +∞ 

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى  ايقبل  = 𝑦وآخر أفقيا معادلته :  4 = 0 

 
 

𝒇(𝒙) :2مثال  = 𝒙 − 𝟐 +
𝟑

𝒙−𝟏
 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) =  −∞ ; lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) =  +∞ ; lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
|𝑥|→+∞

3

𝑥 − 1
= 0 

:(∆)مستقيما مقاربا عموديا   )fC(لمنحنى  يقبل ا 𝑥 = :(′∆)وآخر مائلا  1 𝑦 = 𝑥 − 2  

 

𝑦 = 0 

)fC( 
𝑥
=
4

 

( ∆
) :
𝑥
=
1

 



 
17 

 

II- الاستمرارية والاشتقاقية  
 الاستمرارية  .1
limإذا وفقط إذا :   𝑥0 مستمرة عند 𝑓تكون الدالة          

𝑥
<
→𝑥0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

𝑓(𝑥):  مثال = {
𝑥2+3

𝑥+1
       ;       𝑥 > 1

  √𝑥2 + 3 ;      𝑥 ≤ 1
   ،𝑥0 = 1 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

√𝑥2 + 3 = 2  ;  lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥2 + 3

𝑥 + 1
= 2   

𝑓(1) = √1 + 3 = 2  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒  𝑥0 = الدالة  𝑓 مستمرة  عند 1  

 الاشتقاقية .2
 إذا وفقط إذا :  𝑥0عند   قابلة للاشتقاق 𝑓تكون الدالة          

lim
𝑥
<
→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim
𝑥
>
→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 𝑙 (𝑙 ≠ ∞) 

 التفسير الهندسي  .3

• lim
𝑥
<
→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= lim
𝑥
>
→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑓′(𝑥0) :لمنحنى يقبل ا)fC(  عند

𝒚مماسا معادلته :  𝑥0النقطة ذات الفاصلة   = 𝒇′(𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝒇(𝒙𝟎) 

• lim
𝑥
<
→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙; lim

𝑥
>
→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= 𝑙′ :لمنحنى يقبل ا)fC(  عند النقطة

 على الترتيب ′𝑙و   𝑙ميليهما   ينمماس نصفي  𝑥0ذات الفاصلة  
• 𝑓′(𝑥0) = مماسا أفقيا   𝑥0عند النقطة ذات الفاصلة   )fC(لمنحنى : يقبل ا 0

𝒚معادلته :  = 𝒇(𝒙𝟎) 

• lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
= نصف  𝑥0عند النقطة ذات الفاصلة   )fC(لمنحنى يقبل ا: ∞

 مماس عمودي )يوازي محور التراتيب( 
• 𝑓′′(𝑥0) = ;𝝎(𝒙𝟎نقطة انعطاف  )fC(لمنحنى : يقبل ا 0 𝒇(𝒙𝟎))   وتتغير

 بالنسبة للمماس عند هذه النقطة.  )fC(وضعية 

 

𝑓(𝑥) :1 مثال = 𝑥2   ،𝑥0 = 1  ،𝑓′(𝑥0) = 2   ،

(𝑇): 𝑦 = 2𝑥 − 1 
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𝑓(𝑥) :2 مثال = {
𝑥2+3

𝑥+1
       ;       𝑥 > 1

  √𝑥2 + 3 ;      𝑥 ≤ 1
   ،𝑥0 = 1 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
=
𝟏

𝟐
 ;  lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= 𝟎 

   1نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(لمنحنى  يقبل ا :  بياني للنتيجةالتفسير ال         

 

 
 

𝑓(𝑥) :3 مثال =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 1   ،𝑓′(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 2 ،     

𝑓′(−1) = 0   ،𝑓′(2) = 0 ، (𝑇−1): 𝑦 =
13

6
   ،(𝑇2): 𝑦 = −

7

3
 

 
𝑔(𝑥) :4 مثال = 𝑥 + 2 −

5

2
√𝑥 + 1   ،𝐷𝑔 = [−1;+∞[ 

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) − 1

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

𝑥 + 1 −
5
2√𝑥 + 1

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

1 −
5

2√𝑥 + 1
= −∞  

( ويقبل -1غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات الفاصلة ) 𝑔: الدالة   تفسير النتيجة بيانيا
 نصف مماس عمودي. )gC(المنحنى 
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𝑓(𝑥) :5 مثال =
1

3
𝑥3 −

1

2
𝑥2 − 2𝑥 + 1   ،𝑓′(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 − 2      ،

𝑓′′(𝑥) = 2𝑥 − 1   ،𝑓′′ (
1

2
) = 0  ،𝜔 (

1

2
; −

1

12
 نقطة انعطاف.  (

 
 

 مبرهنة القيم المتوسطة  .4
𝒈(𝒙)بيان أنّ المعادلة  ل . أ = 𝒄  تقبل حلا وحيدا𝜶  في المجال]𝒂; 𝒃[ 

;𝑎[المجال  على  مستمرة ورتيبة 𝑔ن أنّ الدالة  نبيّ  𝑏[   ّوأن𝑔(𝑎) < 𝑐 < 𝑔(𝑏)   

𝑔(𝑏)متزايدة أو  𝑔إذا كانت  < 𝑐 < 𝑔(𝑎)  إذا كانت𝑔  .متناقصة 
𝑔(𝑥)إذا كانت المعادلة   =        مستمرة ورتيبة 𝑔ن أنّ الدالة  نبيّ ، يكفي أن  0

;𝑎[المجال  على   𝑏[   ّوأن𝑔(𝑎) × 𝑔(𝑏) < 0.  
   𝜶تعيين حصر للحل  ل .ب

;𝑎[نقوم بتقسيم المجال  𝑏[  من خلال حساب𝑔 (
𝑎+𝑏

2
فنأخذ نصف المجال الذي   (

 ونلغي النصف الثاني ، ثمّ نواصل العملية حتى نصل إلى الحصر المطلوب. 𝛼يشمل 

 في نهاية الكتاب(  𝛼)انظر الملحق الخاص بكيفية استعمال الحاسبة لحصر الحل  
 𝒇(𝜶)وتعيين حصر للعدد  𝜶بدلالة   𝒇(𝜶)كتابة  ل . ج

𝑔(𝛼)ننطلق دائما من المعادلة   = lnأو   𝑒𝛼أو  𝛼3لكتابة  0 𝛼  بدلالة𝛼  ثمّ نعوّض ،

 .𝑓العبارة المتحصل عليها في الدالة 
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𝑔(𝑥): مثال = 𝑥3 − 3𝑥 − 4   ،𝑓(𝑥) =
𝑥3+2𝑥2

𝑥2−1
 

𝒈(𝒙)بيان أنّ المعادلة  .1 = 𝛂، حيث  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 ∈ 𝟐; 𝟑   

𝑔(2) = −2    ،𝑔(3) = ;2مستمرة ورتيبة على المجال   𝑔الدالة  .  14 3 ،    

𝑔(2) × 𝑔(3) < 𝑔(𝑥)المعادلة  منه  0 = ;2على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0 3 

 𝟏−𝟏𝟎بالتقريب إلى  αتعيين حصر للعدد  .2

{

𝒈(𝟐) = −𝟐

𝒈(𝟐, 𝟓) ≈ 𝟒, 𝟏𝟑

𝑔(3) = 14

→ {

𝒈(𝟐) = −𝟐

𝒈(𝟐, 𝟐𝟓) ≈ 𝟎, 𝟔𝟒

𝑔(2,5) ≈ 4,13

→ {

𝑔(2) = −2

𝒈(𝟐, 𝟏) ≈ −𝟏, 𝟎𝟒

𝒈(𝟐, 𝟐) ≈ 𝟎, 𝟎𝟓

 

2,1من النتائج السابقة ، نستنتج أنّ :  < 𝛼 < 2,2 

𝒇(𝜶)بيان أنّ:   .3 =
𝟑𝜶+𝟒

𝟐
  

𝑔(𝛼) = 𝛼3 − 3𝛼 − 4 = 0 ⇒ 𝛼3 = 3𝛼 + 4 

𝑓(𝛼) =
𝛼3 + 2𝛼2

𝛼2 − 1
=
𝛼3 (1 +

2
𝛼)

𝛼3

𝛼 − 1
=
(3𝛼 + 4) (1 +

2
𝛼)

3𝛼 + 4
𝛼 − 1

=
3𝛼2 + 10𝛼 + 8

2𝛼 + 4
 

𝑓(𝛼) =
(𝛼 + 2)(3𝛼 + 4)

2(𝛼 + 2)
=
3𝛼 + 4

2
 

 𝒇(𝜶)تعيين حصر لـ   .4

2,1 < 𝛼 < 2,2 ⇒ 6,3 < 3𝛼 < 6,6 ⇒ 10,3 < 3𝛼 + 4 < 10,6 

⇒
10,3

2
<
3𝛼 + 4

2
<
10,6

2
⇒ 5,15 < 𝑓(𝛼) < 5,3  

III-  الشفعية والتناظر 

، ثمّ نبيّن أنّه من أجل كل   0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑓زوجية نتحققّ أولا أنّ   𝑓لبيان أنّ الدالة   •

𝑥 ∈ 𝐷𝑓   : ّفإن𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) المنحنى . في هذه الحالة يقبل)fC(  .محور تناظر 

من أجل كل  ثمّ نبيّن أنّه  ، 0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑓نتحققّ أولا أنّ  فردية  𝑓لبيان أنّ الدالة   •

𝑥 ∈ 𝐷𝑓  ّفإن  :  𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) المنحنى . في هذه الحالة يقبل)fC(  .مركز تناظر 

𝒙بيان أنّ المستقيم ذي المعادلة ل .1 = 𝒂 محور تناظر للمنحنى )fC( 

𝑥نتحققّ أولا أنّه من أجل كل   ∈ 𝐷𝑓  ّ2)  فإن𝑎 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 مّ نبيّن أنّ ، ث  :

𝑓(2𝑎 − 𝑥) = 𝑓(𝑥). 
;𝝎(𝒂النقطة بيان أنّ ل .2 𝒃) مركز تناظر للمنحنى )fC( 

𝑥نتحققّ أولا أنّه من أجل كل   ∈ 𝐷𝑓   ّ2)فإن𝑎 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓   : ّثمّ نبيّن أن ،
𝑓(2𝑎 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2𝑏. 

𝑔(𝑥) :1 مثال = 𝑥2 − 2   ،𝐷𝑔 = ℝ 
𝐷𝑔  من أجل كل  و،   0متناظر بالنسبة إلى𝑥 ∈ ℝ  : ّفإن 
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 𝑔(−𝑥) = (−𝑥)2 − 2 = 𝑥2 − 2 = 𝑔(𝑥)   منه الدالة ،𝑔 زوجية 

 

𝑓(𝑥) :2 مثال =
3𝑥

𝑥2−1
   ،𝐷𝑓 = ℝ − {−1; 1} 

𝐷𝑓  من أجل كل  و،   0متناظر بالنسبة إلى𝑥 ∈ 𝐷𝑓  : ّفإن 

 𝑓(−𝑥) =
3(−𝑥)

(−𝑥)2−1
= −

3𝑥

𝑥2−1
= −𝑓(𝑥)   منه الدالة ،𝑓  فردية 

 

𝑓(𝑥) :3 مثال =
2𝑥2−8𝑥+7

𝑥2−4𝑥+3
 ،  𝐷𝑓 = ℝ − {1; 3} 

:(∆)بيان أنّ المستقيم  𝑥 =   )fC (محور تناظر لـ  2

:(∆)يكون المستقيم   𝑥 = }  : إذا وفقط إذا )fC (محور تناظر لـ  2
(4 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(4 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∉ {1; 3} ⇒ −𝑥 ∉ {−1;−3} ⇒ 4 − 𝑥 ∉ {3; 1} ⇒ 4 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(4 − 𝑥) =
2(4 − 𝑥)2 − 8(4 − 𝑥) + 7

(4 − 𝑥)2 − 4(4 − 𝑥) + 3
 

=
2𝑥2 − 16𝑥 + 32 − 32 + 8𝑥 + 7

𝑥2 − 8𝑥 + 16 − 16 + 4𝑥 + 3
=
2𝑥2 − 8𝑥 + 7

𝑥2 − 4𝑥 + 3
= 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) :4 مثال =
𝑥2+4𝑥+2

𝑥−1
   ،𝐷𝑓 = ℝ − {1} 

;𝜔(1  بيان أنّ النقطة   )fC (تناظر لـ مركز  (6
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;𝜔(1  تكون }  : إذا وفقط إذا  )fC (تناظر لـ مركز  (6
(2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 12
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ≠ 1 ⇒ −𝑥 ≠ −1 ⇒ 2 − 𝑥 ≠ 1 ⇒ 2 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) =
(2 − 𝑥)2 + 4(2 − 𝑥) + 2

2 − 𝑥 − 1
+
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
 

=
𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 8 − 4𝑥 + 2

1 − 𝑥
+
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
 

=
−𝑥2 + 8𝑥 − 14 + 𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
=
12𝑥 − 12

𝑥 − 1
=
12(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= 12  

 
IV-  استعمال التمثيل البياني وجدول التغيرّات 

  القراءة البيانية .1
  مثال:
 المنحنى من المقابل يمكننا استنتاج ما يلي:من 

 
 

; 𝑓′′(2)تعيين :  .1 (𝑓 ∘ 𝑓)′(2) ; 𝑓′(3) ; 𝑓′(2) ; 𝑓(2) 

𝑓(2) = 0 ; 𝑓′(2) = −2 ; 𝑓′(3) = ;( مماس  أفقي) 0 𝑓"(2) =   (نقطة انعطاف) 0

(𝑓 ∘ 𝑓)′(2) = (𝑓′ ∘ 𝑓)(2) × 𝑓′(2) = 𝑓′(0) × 𝑓′(2) = 0(−2) = 0 

 المتراجحتين: حل بيانيا  .2

𝑓(𝑥)أ(  < 0  :𝑆 = [−3;−2[ ∪ ]2; 4[  

𝑓′(𝑥)ب(   ≥ 0   :𝑆 = [−3; 0] ∪ [3; 5] 

 2للمنحنى عند النقطة ذات الفاصلة  (𝑇)معادلة المماس  ةباكت .3

𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −2(𝑥 − 2) ⇒ (𝑇): 𝑦 = −2𝑥 + 4  

 fجدول تغيرات الدالة  .4

 
 

𝑓(𝑥)بيان أنّ المعادلة   .5 = ;3]في المجال  تقبل حلا وحيدا   2 5] 
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على  fالدالة   ورتيبة  ;3]  المجال  مستمرة  𝑓(3)و    [5 < 2 < 𝑓(5)    منه المعادلة  ، 

𝑓(𝑥) = ;3]في المجال تقبل حلا وحيدا  2  حسب مبرهنة القيم المتوسطة. [5

 : 𝑔جدول تغيرات الدالة   .6

𝑔(𝑥) = 2√𝑓(𝑥) ⇒ 𝐷𝑔 = [−2; 2] ∪ [4; 5] ; 𝑔′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

√𝑓(𝑥)
 

𝑔(−2) = 2√𝑓(−2) = 0 ; 𝑔′(0) =
𝑓′(0)

√𝑓(0)
=

0

√1,5
= 0 

𝑔(0) = 2√𝑓(0) = 2√1,5 ≈ 2,45 ; 𝑔(2) = 2√𝑓(2) = 0  

𝑔(4) = 2√𝑓(4) = 0 ;  𝑔(5) = 2√𝑓(5) = 2√3 ≈ 3,46 

 
 

 أو جدول تغيرّاتها  استنتاج عبارة دالة من خلال تمثيلها البياني .2

𝑔(𝑥) :1مثال  = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
 

𝑔′(𝑥) = 𝑎 −
𝑐

(𝑥 + 1)2
 

{

𝑔(0) = 3

𝑔′(1) = 0

𝑔′(0) = −3

⇒ {

𝑏 + 𝑐 = 3

𝑎 −
𝑐

4
= 0

𝑎 − 𝑐 = −3

 

⇒ {

𝑏 = −𝑐 + 3
3𝑐

4
= 3

𝑎 = 𝑐 − 3

⇒ {
𝑏 = −1
𝑐 = 4
𝑎 = 1

⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 +
4

𝑥 + 1
 

𝑓(𝑥) :2مثال  = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+𝑑
   ،𝑓′(𝑥) = 𝑎 −

𝑐

(𝑥+𝑑)2
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𝐷𝑓 = ℝ − {−1} ⇒ −1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝒅 = 𝟏 

{

𝑓′(1) = 0

𝑓(0) = 0

𝑓(1) = −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 −

𝑐

4
= 0

𝑏 + 𝑐 = 0

𝑎 + 𝑏 +
𝑐

2
= −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 =

𝑐

4
𝑏 = −𝑐

−
𝑐

4
= −1

⇒ {
𝒂 = 𝟏
𝒃 = −𝟒
𝒄 = 𝟒

 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
 

 المناقشة البيانية .3
من استخراج   لا بدّ عدد وإشارة حلول معادلة ما  𝑚لمناقشة بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي 

 ، وتكون المعادلة النهائية على أحد الأشكال التالية:  من المعادلةالمُمثلّة بيانيا عبارة الدالة  

• 𝑚 = 𝑓(𝑥)  المنحنى : في هذه الحالة ندرس تقاطع)f C(  مع المستقيم المتحرك

 . الموازي لمحور الفواصل
• 𝑎𝑥 + 𝑚 = 𝑓(𝑥)  في هذه الحالة ندرس تقاطع :)f C(  مع المستقيم المتحرك

 . )غالبا ما يكون مستقيما مقاربا مائلا أو مماسا( 𝑎الموازي للمستقيم الذي ميله  
• 𝑚2 = 𝑓(𝑥)   أو|𝑚| = 𝑓(𝑥)  المنحنى : في هذه الحالة ندرس تقاطع)f C(       

مع المستقيم المتحرك الموازي لمحور الفواصل مع مراعاة أن تكون بداية الدراسة من  
 .في المناقشتين السابقتينمحور الفواصل وليس من الأسفل كما هو الحال 

• 𝑚𝑥 = 𝑓(𝑥)  المنحنى : في هذه الحالة ندرس تقاطع)f C(  مع المستقيم الذي يدور

 . حول المبدأ
 ملاحظات :  

 )f C(لمنحنى من خلال تقاطع المستقيم المتحرك مع ا 𝑚تحُدّد قيم   .1

إذا   يكون الحل موجبا إذا كانت نقطة التقاطع على يمين محور التراتيب ، ويكون سالبا  .2
 محور التراتيب.يسار نقطة التقاطع على  تكان

 .يكون الحل مضاعفا )f C(لمنحنى لإذا كان المستقيم المتحرك مماسا   .3

  32انظر التمرين  :1مثال 

  35انظر التمرين  :2مثال 
  46انظر التمرين  :3مثال 
  63انظر التمرين  :4مثال 

 



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𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = ∞ )fC(    يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته𝒙 = 𝒂 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝒃 )fC(   يقبل مستقيما مقاربا أفقيا معادلته𝒚 = 𝒃 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − (𝒂𝒙 + 𝒃)] = 𝟎 )fC(    يقبل مستقيما مقاربا مائلا معادلته𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= 𝟎 )fC(    يقبل مماسا أفقيا عند النقطة(𝒂; 𝒇(𝒂)) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒂)

𝒙 − 𝒂
= ∞ )fC(   يقبل نصف مماس عند النقطة(𝒂; 𝒇(𝒂)) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

[𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)] =  ∞متقاربان بجوار  )gC(و  )fC(المنحنيان  𝟎

𝒇(−𝒙) + 𝒇(𝒙) =  يقبل مركز تناظر )المبدأ(  )fC(فردية و  𝒇الدالة   𝟎

𝒇(−𝒙) − 𝒇(𝒙) = 𝟎 
يقبل محور تناظر  )fC(زوجية و  𝒇الدالة  

 )التراتيب( 

𝒇(𝒂 − 𝒙) = 𝒇(𝒙)  : المستقيم𝒙 =
𝒂

𝟐
 )fC(محور تناظر لـ  

𝒇(𝒂 − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝒃   النقطة𝝎(
𝒂

𝟐
;
𝒃

𝟐
 )fC(مركز تناظر لـ  (

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙)  المنحنيان)fC(  و)gC(   متطابقان 

𝒈(𝒙) = 𝒇(−𝒙)  )fC(  و)gC( متناظران بالنسبة لمحور التراتيب 

𝒈(𝒙) = −𝒇(𝒙)  )fC(  و)gC(  متناظران بالنسبة لمحور الفواصل 

𝒈(𝒙) = −𝒇(−𝒙)  )fC(  و)gC( متناظران بالنسبة للمبدأ 

𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙 + 𝒂) + 𝒃 )gC(    صورة)fC(    بالانسحاب الذي شعاعه𝒖⃗⃗ (
−𝒂
𝒃
) 

𝒈(𝒙) = 𝒇(|𝒙|) 

 زوجية   𝒈الدالة   •

𝒙من أجل   • > 𝟎    :𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) 

)fC(  و)gC(  متطابقان 

𝒙من أجل   • < بالتناظر   )gC(: نكمل رسم    𝟎

 المحوري )بالنسبة لمحور التراتيب(
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𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)| 

𝒇(𝒙)من أجل   • > 𝟎    :𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) 

)fC(  و)gC(  متطابقان 

𝒇(𝒙)من أجل   • < 𝟎    :𝒈(𝒙) = −𝒇(𝒙) 

    )fC(  و)gC( متناظران بالنسبة لمحور الفواصل     

 (محور الفواصلدائما فوق   )gC()المنحنى     

𝒇(𝒙)نحلّ المعادلة   مع محور الفواصل  )fC(تعيين تقاطع  = 𝟎 

 𝒇(𝟎)نحسب   مع محور التراتيب )fC(تعيين تقاطع 

:𝒙𝟎 (𝑻)كتابة معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة   𝒚 = 𝒇′(𝒙𝟎)(𝒙 − 𝒙𝟎) + 𝒇(𝒙𝟎) 

𝒇′(𝒙𝟎)حيث    𝒙𝟎نعيّن   𝒂كتابة معادلة المماس الذي معامل توجيهه   = 𝒂   ثمّ نكتب معادلة المماس 

𝒇(𝒙𝟎)حيث    𝒙𝟎نعيّن   𝒚𝟎كتابة معادلة المماس عند النقطة ذات الترتيبة   = 𝒚𝟎   ثمّ نكتب معادلة المماس 

;𝒂)كتابة معادلة المماس الذي يشمل النقطة  𝒃) 
𝒃حيث    𝒙𝟎نعيّن   = 𝒇′(𝒙𝟎)(𝒂 − 𝒙𝟎) + 𝒇(𝒙𝟎)   

 𝒙𝟎النقطة ذات الفاصلة ثمّ نكتب معادلة المماس عند  

𝒇(𝒙)المناقشة البيانية للمعادلة   = 𝒎 

 

𝒇(𝒙)المناقشة البيانية للمعادلة   = 𝒂𝒙 +𝒎 

 

𝒇(𝒙)المناقشة البيانية للمعادلة   = 𝒎𝒙 
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I- والمستقيمات المقاربة النهايات   

 :  01تمرين 

وعيّن معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى   عند حدود مجموعة تعريفها  fالنهايات للدالة  احسب

(C ) 

①𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2|𝑥| + 7 ;  ②𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 2𝑥2 ;  ③𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 4𝑥 + 4

𝑥 − 2
  

④𝑓(𝑥) = 1 +
3 + 4𝑥

1 − 2𝑥
 ;   ⑤𝑓(𝑥) =

𝑥4 + 1

𝑥² + 𝑥 + 1
 ;   ⑥𝑓(𝑥) =

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5
  

⑦𝑓(𝑥) = 1 +
3

𝑥
+
4

𝑥2
 ;   ⑧𝑓(𝑥) =

3

(𝑥 − 4)2
 ;   ⑨𝑓(𝑥) =

−3𝑥3 + 6𝑥 + 4

𝑥2 + 2
 ; 

⑩𝑓(𝑥) = 1 +
3𝑥

1 − 4𝑥2
 ;⑪𝑓(𝑥) = 3 −

2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
 ; 

⑫𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 − 𝑥 ;  ⑬𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 − √𝑥 − 1 ; 

⑭𝑓(𝑥) = √
𝑥

𝑥 − 2
 ;⑮𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 + 1 −√𝑥2 + 2𝑥 − 3 

⑯ 𝑓(𝑥) = 𝑥 −
2

√𝑥 + 1
 ;⑰ 𝑓(𝑥) = 𝑥 +

𝑥

√𝑥2 − 4
 

 
 :  02تمرين 

 النهايات التالية: احسب

① lim
𝑥→+∞

(2𝑥 + 1 −
4

𝑥
)  ;  ② lim

𝑥→−∞

3𝑥3

(𝑥 + 1)2
 ;  ③ lim

𝑥→0

2𝑥2 + 7𝑥 − 3

𝑥2
; 

 ④ lim
𝑥
>
→−3

𝑥 + 2

𝑥2 + 3𝑥
 ;  ⑤ lim

𝑥→+∞
(2𝑥 − √𝑥2 + 4𝑥) ;  ⑥ lim

𝑥→−∞

√3𝑥2 + 9

𝑥
  ; 

⑦ lim
𝑥→2

2𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − 2
  ;   ⑧ lim

𝑥→3

𝑥2 + 2𝑥 − 15

𝑥 − 3
 ;  ⑨ lim

𝑥→1

4𝑥2 + 3𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3
; 

⑩ lim
𝑥→−2

𝑥3 + 8

𝑥2 − 4
;⑪ lim

𝑥→2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 − 2
 ;⑫ lim

𝑥→2

𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 + 8𝑥 − 12

𝑥 − 2
 ; 

⑬ lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2
 ;⑭ lim

𝑥→1

√5 − 𝑥 − 2

√𝑥 + 8 − 3
 ; 

⑮ lim
𝑥→+∞

√𝑥 + 1 − 1

√𝑥 + 2 − 2
  ;  ⑯ lim

𝑥→7

𝑥2 − 4𝑥 − 21

𝑥 − 4 − √𝑥 + 2
 ;  ⑰ lim

𝑥→1

𝑥√𝑥 − 1

𝑥2 + 𝑥 − 2
 ;  
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⑱ lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2 ; 

⑲ lim
𝑥→+∞

√𝑥2 − 2𝑥 + 5 −√𝑥2 − 7𝑥 + 3 ; 

⑳ lim
𝑥→0+

(
1

√𝑥
−
1

𝑥
)  ;㉑ lim

𝑥→0

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1

√𝑥 + 2 − √3𝑥 + 2
 ; 

㉒ lim
𝑥→1

𝑥2007 − 1

𝑥 − 1
 ;㉓ lim

𝑥→3

𝑥√𝑥 + 1 − 6

𝑥 − 3
 ;㉔ lim

𝑥→0

tan 𝑥

𝑥
 ; 

㉕ lim
𝑥→0

sin 6𝑥

3𝑥
 ;㉖ lim

𝑥→0

tan 3𝑥

tan 2𝑥
 ;   ㉗ lim

𝑥→0

sin 𝛼𝑥

sin 𝑥
;    ㉘ lim

𝑥→
𝜋
6

2 sin 𝑥 − 1

6𝑥 − 𝜋
;  

㉙ lim
𝑥→
1
2

sin(4𝑥 − 2)

2𝑥 − 1
;㉚ lim

𝑥→0

𝑥2 + 3𝑥

𝑥2 + sin 𝑥
;   ㉛ lim

𝑥
>
→𝜋

1− cos 𝑥

1 + cos 𝑥
; 

㉜ lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1

sin2 𝑥
 ;  ㉝ lim

𝑥→
𝜋
2

sin 𝑥 − 1

cos 2𝑥 + 1
 ; 

 
 :  03تمرين 

 النهايات التالية باستعمال مبرهنة المقارنة: احسب

① lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 1 + sin 𝑥 ;  ② lim
𝑥→−∞

3𝑥 + sin 2𝑥 ;  ③ lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 ;  

④ lim
𝑥→+∞

𝑥

2 − sin 𝑥
 ;  ⑤ lim

𝑥→+∞

𝑥 sin 2𝑥2

𝑥2 + 1
 ;   ⑥ lim

𝑥→+∞

2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
 ; 

⑦ lim
𝑥→0

𝑥2 sin (
1

𝑥
)  ;  ⑧ lim

𝑥→+∞

sin 3𝑥 − cos 2𝑥

𝑥
 ;   ⑨ lim

𝑥→−∞

1 + sin 𝑥

𝑥 − √𝑥2 + 1
 ; 

 

 
 :  04تمرين 

𝐷𝑓دالة معرّفة على   fلتكن  = 𝑓(𝑥)حيث:  ]∞+;0] =
𝑥+√𝑥

√𝑥2+𝑥+1
 

𝑥لدينا: تماما موجب   xأثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 < √𝑥2 + 𝑥 + 1 < 𝑥 + 1 

1لدينا: موجب تماما  x استنتج أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 −
1

𝑥+1
< 𝑓(𝑥) < 1 +

1

√𝑥
 

limاستنتج   .3
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 
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 :  05تمرين 

;1]الدالة المعرّفة على   fلتكن  𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = √𝑥2 − 𝑥 − 2𝑥 

𝑥)قارن بين العددين   .1 −
1

2
)
2

𝑥2و   − 𝑥 

𝑥استنتج أنّه من أجل كل  .2 ≥ 𝑓(𝑥)لدينا:  1 ≤ −
1

2
− 𝑥  ّاحسب، ثم lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) 

𝑥نقبل أنّه من أجل كل  .3 ≥ 𝑓(𝑥)لدينا:  1 ≥ −1 − 𝑥 . احسب lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .4 ≥ 𝑓(𝑥)لدينا:  1 + 𝑥 = −
1

√1−
1

𝑥
+1

  ، ثمّ استنتج أنّ المستقيم 

𝑦ذا المعادلة    (∆) = −𝑥 −
1

2
 ∞+بجوار   fلمنحنى الدالة مائل مقارب مستقيم  

 
 :06رين تم

ℝالدالة المعرّفة على   fلتكن  − 𝑓(𝑥)بـ:  {3} =
−𝑥2+5𝑥+5

𝑥−3
تمثيلها البياني في معلم  (C)و  

 متعامد ومتجانس.  

𝑥حيث من أجل كل  cو  a  ،bعيّن الأعداد الحقيقية  .1 ≠                    فإنّ: 3

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥−3
 

 عند حدود مجال تعريفها  fنهايات الدالة   احسب .2

 يقبل مستقيمين مقاربين يطُلب تعيين معادلتيهما  (C)بيّن أنّ  .3

 (∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)وضعية  ادرس .4

 

 
 :07تمرين 

ℝالمعرفة على   fلتكن الدالة  − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {2} =
2𝑥3−11𝑥2+25𝑥−27

𝑥2−4𝑥+4
و                 ،  

(C)   تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) . 

𝑥حيث من أجل كل  dو  a  ،b  ،cعيّن الأعداد الحقيقية  .1 ≠  فإنّ:  2

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥 − 2
+

𝑑

(𝑥 − 2)2
 

 عند حدود مجال تعريفها  fنهايات الدالة   احسب .2

 يقبل مستقيمين مقاربين يطُلب تعيين معادلتيهما  (C)بيّن أنّ  .3

 (∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)وضعية  ادرس .4
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 :08تمرين 
;∞−[المعرفة على   fنعتبر الدالة   0] ∪  كما يلي :  ]∞+;2]

𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 2𝑥 − 2𝑥 + 1 

lim احسب .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

lim احسب .2
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥]  وlim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (−3𝑥 + 2)] 

 . fالممثل للدالة  (C)مستقيمين مقاربين للمنحنى استنتج وجود  .3

 
II- الاستمرارية و الاشتقاقية 

 :09تمرين 

 بـ:  ℝمعرفة على  fلتكن الدالة  

𝑓(𝑥) = {
sin 2𝑥

|𝑥|
         𝑥 ≠ 0

   2               𝑥 = 0

 

𝑥0عند   fاستمرارية الدالة   ادرس = 0 

 
 :10تمرين 

 بـ:  ℝمعرفة على  fلتكن الدالة  

 

𝑓(𝑥) = {
|𝑥2 − 4|

𝑥 + 2
         𝑥 ≠ −2

  −4                 𝑥 = −2

 

𝑥0عند   fقابلية اشتقاق الدالة  ادرس .1 = −2 

𝑥0عند   fاستمرارية الدالة   ادرس .2 = −2 

 
 :11تمرين 

 بـ:  ℝمعرفة على  fلتكن الدالة  

 

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 + 3

𝑥 + 1
             𝑥 > 1

  √𝑥2 + 3          𝑥 ≤ 1

 

𝑥0مستمرة عند  fبيّن أنّ الدالة  .1 = 1 

𝑥0عند   fقابلية اشتقاق الدالة  ادرس .2 =  . أعط تفسيرا بيانيا للنتيجة 1
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 :12تمرين 
 بـ:  ℝمعرفة على   fلتكن الدالة  

𝑓(𝑥) =

{
 

 
1 − √𝑥 + 1

𝑥
;    𝑥 > 0

 
1 − 𝑥2

𝑥 − 2
      ;     𝑥 ≤ 0

 

𝑥0عند   fاستمرارية الدالة   ادرس .1 = 0 

 ℝمستمرة على   fاستنتج أنّ الدالة  .2

 
 :13تمرين 
 كما يلي:  ℝالدالة المعرفة على  𝑔نعتبر 

 

𝑔(𝑥) = {

−𝑥2 + 3𝑥

𝑥 + 1
;    𝑥 > 0

 √−𝑥 − 𝑥      ;     𝑥 ≤ 0

 

 0مستمرة عند  𝑔بيّن أنّ الدالة   .1

 ؟ℝمستمرة على  𝑔هل الدالة   .2

 ؟ فسّر النتيجة هندسيا0قابلة للاشتقاق عند  𝑔هل الدالة   .3

 
 :14تمرين 

ℝالمعرفة على   fالدالة  لتكن  − {−1;  كما يلي:  {1

 

{
𝑓(𝑥) =

𝑥2 + |𝑥|

𝑥2 − |𝑥|
;    𝑥 ≠ 0

 𝑓(0) = −1

 

 زوجية  fبيّن أنّ الدالة  .1

 دون رمز القيمة المطلقة  𝑓(𝑥)  اكتب .2

 على مجموعة تعريفها  fاستمرارية الدالة   ادرس .3

limالنهايتين   احسب .4
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   وlim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ّج هندسياائفسّر النت، ثم 

 
 :15تمرين 

 كما يلي: ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة 
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𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝑥 − 8

2𝑥 − 8
;                𝑥 ∈ ]−∞; 0[

 

1

2
√−𝑥2 + 3𝑥 + 4; 𝑥 ∈ [0; 4]

𝑥 − 5 +
4

𝑥
 ;         𝑥 ∈ ]4;+∞[

 

 ℝعلى مستمرة  fبيّن أنّ الدالة 

 
 :16تمرين 

 كما يلي: ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة 

 

𝑓(𝑥) = {

𝑥2 + 𝑥 + 𝑎

𝑥 − 2
    𝑥 > 2

 
2𝑥 + 𝑏

3
          𝑥 ≤ 2

 

𝑥0مستمرة عند   fحتى تكون الدالة   𝑏و  𝑎عيّن قيمة العددين الحقيقيين  = 2 

 
 :17تمرين 

 كما يلي:  ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة  

𝑓(𝑥) = {

sin 2𝑥 + 1 ;    𝑥 ≤ 0

 
√𝑥2 + 2 + 3𝛼 ;    0 < 𝑥 ≤ 1

𝑥2 + 4𝑥 + 2𝛽 ; 𝑥 > 1

 

 ℝمستمرة على   fحتى تكون الدالة   𝛽و  𝛼عيّن قيمة العددين الحقيقيين 

 
 :18تمرين 

 كما يلي:  ℝالمعرفة على  fلتكن الدالة  

 

𝑓(𝑥) = {

𝑥 + 1 − cos(𝜋𝑥)

𝑥
 ;    𝑥 < 0

 √𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥 ;    𝑥 ≥ 0

 

lim احسب .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

كل   .2 أجل  من  أنّ  𝑥بيّن  ∈ ]−∞; لدينا:  ]0  ،
𝑥+2

𝑥
≤ 𝑓(𝑥) ≤ استنتج   1 ثمّ   ،

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

 ℝمستمرة على  fبيّن أنّ  .3
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𝑓(𝑥)  المعادلةبيّن أنّ  .4 = −[في المجال   α تقبل على الأقل حلا 0
1

2
; 0[ 

sin(𝜋𝛼)استنتج أنّ  .5 = −√−𝛼2 − 2𝛼 
 

 
 :19تمرين 

 :′𝐷𝑓و   𝐷𝑓وذلك بعد تحديد  في كل حالة من الحالات التالية fمشتقة الدالة  احسب

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 5  ; 2) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)3  ;  3) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 3𝑥 − 4

𝑥2 + 3𝑥 + 4
  ;  

4) 𝑓(𝑥) =
3𝑥2 + 4𝑥 − 5

2𝑥 + 1
  ;  5) 𝑓(𝑥) =

4

(2𝑥 + 3)2
  ;  6) 𝑓(𝑥) =

4

(2 sin 𝑥 + 3)2
   

7) 𝑓(𝑥) = √3𝑥 − 6  ;  8) 𝑓(𝑥) = √2 + cos 2𝑥  ; 9) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥2 + 1  ; 

10) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + sin3(𝜋𝑥) ; 11) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 4𝑥 ; 12) 𝑓(𝑥) = |𝑥2 + 4𝑥 − 5|  
 

 
 :20تمرين 

f   دالة معرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥)بـ:   {2} =
𝑥2+𝛼𝑥+𝛽

𝑥+2
 

مماسا ميله  (3−;1)عند النقطة   fبحيث يقبل المنحنى الممثل للدالة   βو  αعيّن العددين الحقيقيين 
2

3
 

 
 :21تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:   ℝمعرّفة على   fالدالة    = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 
;0)النقطة  f بحيث يشمل المنحنى الممثل للدالة  cو  a  ،b ةد الحقيقيا عدعيّن الأ مماسا  و يقبل  (3

)في 
5

4
; −

1

8
 موازيا لحامل محور الفواصل. (

 

 
 :22تمرين 

f   دالة معرّفة علىℝ − {
3

2
𝑓(𝑥)بـ:   { =

𝑥2+2𝑥−3

2𝑥−3
معلم متعامد  البياني فيتمثيلها   )f C(و  

 ومتجانس 

 قابلة للاشتقاق على مجال تعريفها  fبيّن أنّ الدالة  .1
ثمّ   ،  -4مماسين ميل كل منهما يساوي  Bو  Aيقبل عند نقطتين   )f C(المنحنىبيّن أنّ  .2

 معادلتي هذين المماسين اكتب
مماسا يشمل النقطة  )f C(المنحنى بحيث يقبل عندهما )f C(من  Dو  Cعيّن نقطتين  .3

(−3;
4

25
) 
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 :23تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:   ℝمعرّفة على   fالدالة    = 𝑥3 +𝑚𝑥 + 1  
 fوجود وعدد القيم الحديّة للدالة  mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .1

𝑦مماسا معادلته  fالممثل للدالة  المنحنىيقبل بحيث  mعيّن قيمة  .2 = 3𝑥 + 1      

𝑥0عند  = 0 
 

 
 

III- والتناظر  مبرهنة القيم المتوسطة 

 :24تمرين 

𝑓(𝑥)  بـ: ℝمعرفة على  fلتكن الدالة   = 𝑥3 + 3𝑥2 + 5𝑥 + 1 

𝑓(𝑥)واستنتج أنّ المعادلة   fتغيرات الدالة   ادرس .1 = في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا   0

]−
1

2
; 0[  

𝑓(𝑥)هل المعادلة   .2 =  ؟ ℝتقبل حلولا أخرى في  0

 𝑓(𝑥)استنتج إشارة  .3

 

 
 :25تمرين 

;2−]المعرفة على   fنعتبر الدالة  1[ ∪ 𝑓(𝑥)بـ:   ]∞+;1[ =
1

𝑥−1
− √𝑥 + 2 

 fعريف الدالة تالنهايات عند حدود مجال  احسب .1

   fتغيرات الدالة أنشئ جدول  .2

𝑓(𝑥)أنّ المعادلة  بيّن  .3 = ;1[في المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا   0 إشارة   استنتج، ثمّ  ]2

𝑓(𝑥) 

 .1−10بتقريب   αأعط حصرا للعدد  .4

 

 
 :26تمرين 

ℝالمعرفة على   fلتكن الدالة  − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1} =
𝑥3−4𝑥2+8𝑥−4

(𝑥−1)2
تمثيلها   (C)، و  

,𝑂)البياني في معلم متعامد و متجانس  𝑖 , 𝑗 ) . 

𝑥حيث من أجل كل  cو  a  ،bعيّن الأعداد الحقيقية  .1 ≠  فإنّ:  1

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑎 +
𝑏

𝑥 − 1
+

𝑐

(𝑥 − 1)2
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مستقيما مقاربا مائلا يطُلب تعيين  يقبل    (C)المنحنى بيّن أنّ و fالدالة  تغيرات  ادرس .2

 معادلته

 بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)وضعية  ادرس .3

𝑓(𝑥)أنّ المعادلة  بيّن  .4 = [في المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا   0
1

2
;
3

4
[  

 . (C)المنحنى  ارسم، ثمّ  0,05سعته  αباستعمال طريقة التنصيف أوجد حصرا للعدد  .5
 

 
 :27تمرين 

 على الترتيب بـ: ℝو  ∗ℝالمعرفتين على  𝑔و  fنعتبر الدالتين 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 ، 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥 + 2 

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .1 ≠ 𝑓(𝑥)، المعادلة  0 = 𝑔(𝑥) تكافئ المعادلة            :

  𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 0 

ℎ(𝑥)بـ:  ℝالمعرفة على   hنعتبر الدالة  .2 = 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 − 1 

 ℎ(1)و  ℎ(0)  احسب. ℝعلى   hاتجاه تغيّر الدالة  ادرس .أ

ℎ(𝑥)أنّ المعادلة  بيّن  .ب =   α. ماذا يمثل بيانيا العدد ℝعلى  𝛼تقبل حلا وحيدا   0

 .1−10بتقريب   αأعط حصرا للعدد  .ج

 

 
 :28تمرين 

𝑓(𝑥)حيث:  gو  fنعتبر الدالتين  = √𝑥 + 𝑔(𝑥)و  1 = −𝑥3 

  :               حيث 𝑥0يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها  )g C( و  )f C(بيّن أنّ المنحنيين 

−
7

8
< 𝑥0 < −

3

4
 

 

 
 :29تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة   = 3𝑥 − sin 𝑥 − 1  

3𝑥لدينا:  xبيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 − 2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 3𝑥 

 ∞+و  ∞−عند كل من  𝑓(𝑥)استنتج نهاية  .2

lim احسب .3
𝑥→+∞

𝑓 (
𝑥+1

𝑥2+1
) lim  و 

𝑥→0+
𝑓 (

1

𝑥
) 

3𝑥بيّن أنّ المعادلة   .4 = sin 𝑥 + 0حيث   αتقبل على الأقل حلا  1 < 𝛼 <
𝜋

2
هل     . 

 وحيد ؟  αالحل 

cosبيّن أنّ:  .5 𝛼 = √6𝛼 − 9𝛼2 
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 :30تمرين 

𝑥تمثيلها البياني. بيّن أنّ المستقيم ذي المعادلة   )f C(دالة عددية و  fلتكن  = 𝛼   محور تناظر

 كل حالة من الحالات التالية: في )f C(للمنحنى

 

1) 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 8𝑥 + 7

𝑥2 − 4𝑥 + 3
 ; 𝛼 = 2 

2) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 2𝑥 + 5 ; 𝛼 = 1 

3) 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 12𝑥 + 2|𝑥 − 3| − 7 ; 𝛼 = 3 

 
 :31تمرين 

كل   في )fC (مركز تناظر للمنحنى 𝜔تمثيلها البياني. بيّن أنّ النقطة  )f C(دالة عددية و  fلتكن 

 حالة من الحالات التالية: 

 
1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 − 2 ; 𝑤(0;−2)  

2) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
 ; 𝑤(1; 6)  

3) 𝑓(𝑥) = [𝑥 + 𝜋 + tan 3𝑥] cos 𝑥  ; 𝑤(−𝜋; 0) 

 
 

IV-  في دراسة الدوالالقراءة البيانية استعمال جدول التغيرات و 

 :32تمرين 

 التاليين: )g C( و )f C(تين بتمثيليهما البيانيين معرفال 𝑔و   f تينلتكن الدال

 

 

)f C( 

) ∆( 
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 خمّن النهايات عند حدود مجال تعريف كل دالة  .1

, 𝑔′(4)عيّن بيانيا:   .2 𝑔(4) , 𝑓′(2) , 𝑓(2) 

 𝑓(𝑥)إشارة   ادرسأنشئ لكل دالة جدول تغيراتها ثمّ   .3

 Aعند النقطة  )f C(( للمنحنى ∆معادلة المماس ) اكتب .4

 ( ∆للمماس )بالنسبة  )f C(وضعية  ادرس .5

𝑔(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .6 = 𝑚 
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  .(0,74 ; 3)نقطة ذات الإحداثيات  Aو  fليكن الشكل المقابل المنحنى البياني للدالة 

 .f ’(2)و  f ’(-1)و  f ’(3) احسب .1

 .f(x)ثم عين إشارة  fشكل جدول تغيرات الدالة  .2
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ℎ(𝑥)نضع :   .3 =
−1

𝑓(𝑥)
+ 2. 

 . hعين مجموعة تعريف الدالة  -أ

 على أطراف مجموعة تعريفها.   hنهايات الدالة  احسب - ب

 . h، ثم شكل جدول تغيرات الدالة  f ’(x)و  f(x)بدلالة  h’(x) احسب - ج

 ]. 2 ; 1تقبل حلا وحيدا في المجال [ h(x) = 0بين أن المعادلة  -د

 .)hC(أنشئ المنحنى  - ه

𝑘(𝑥)نضع :   .4 = √𝑓(𝑥). 

 على أطراف مجموعة تعريفها.  kنهايات الدالة  احسب -أ

انشئ  و  k، ثم شكل جدول تغيرات الدالة    f ’(x)و    f(x)بدلالة    k’(x)  احسب - ب

 .)kC(المنحنى 
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;3−]معرّفة و قابلة للاشتقاق على المجال   fالشكل الموالي هو التمثيل البياني لدالة  5] 

; 𝑓′′(2)بقراءة بيانية عيّن :  .1 (𝑓 ∘ 𝑓)′(2) ; 𝑓′(3) ; 𝑓′(2) ; 𝑓(2) 

;3−]في المجال حل بيانيا  .2 𝑓(𝑥)المتراجحتين التاليتين :  [5 < 0 ، 𝑓′(𝑥) ≥ 0 

 2للمنحنى عند النقطة ذات الفاصلة  (𝑇)معادلة المماس  اكتب .3

 fشكل جدول تغيرات الدالة  .4

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .5 = ;3]في المجال  تقبل حلا وحيدا   2 5] 

6. 𝑔   :دالة معرّفة كما يلي𝑔(𝑥) = 2√𝑓(𝑥)  شكل جدول تغيرات الدالة .𝑔 
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 :35تمرين 

 

 
 

  (T)    ،  ]∞+;1−[والقابلة للاشتقاق على المجال   ةفمعرّ ال g  ةالدالالرسم المقابل يمثل منحنى 

;𝐴(0 عند النقطة )g C( المماس للمنحنى  3). 

   (T)عيّن معامل توجيه المماس  )g C(باستعمال المنحنى  .1

𝑔(𝑥)نضع:  .2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
 

 مستعينا بمعطيات المنحنى   a ،b ،cعيّن الأعداد الحقيقية  .أ

   )g C( عيّن معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  .ب

 (T)معادلة المماس  اكتب .ج

𝑓(𝑥)عدد وإشارة حلول المعادلة   mناقش بيانيا وحسب قيم المتغير الحقيقي  .3 = −2𝑚 
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ℝعلى   ةفمعرّ ال f ةلتكن الدال  −  :)f C( بتمثيلها البياني {1−}

 

) gC( 

(T) 
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 )f C(والمستقيمات المقاربة للمنحنى  𝐷𝑓عند حدود مجال تعريفها   fعيّن نهايات الدالة  .1

 -2عند النقطة التي فاصلتها  )f C(معادلة المماس للمنحنى  اكتب .2

 ؟ علل إجابتك 1قابلة للاشتقاق عند   fهل الدالة  .3

 𝐷𝑓من   xحسب قيم  𝑓′(𝑥)عيّن إشارة   .4

 مستمرة  fالتي تكون عليها  𝐷𝑓ماهي المجالات من   .5

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6 = 𝑚 

 𝐷𝑓من   xحسب قيم  𝑓(𝑥)عيّن إشارة   أ.   .7

ℎ(𝑥)المعرّفة كما يلي:   hالمنحنى البياني للدالة  )h C(اشرح كيفية رسم  .ب = |𝑓(𝑥)| 

 المعلم.في نفس  )h C( ارسم .ج

 
 

 :37تمرين 

ℝوقابلة للاشتقاق على   ةفمعرّ  𝑔  ةدالإليك جدول تغيرات  − إلى المنحنى  )g C( . نرمز بـ{0}

 𝑔البياني للدالة  

 
 

 أجب بصحيح أو خاطئ مع التبرير

𝑦المستقيم ذو المعادلة  .1 =    )g C( لـمقارب  1

  )g C( لـمحور التراتيب مقارب  .2

𝑔(𝑥)للمعادلة   .3 =  ثلاثة حلول 0

4. )g C(  يقبل مماسا معادلته𝑦 =  1عند النقطة ذات الفاصلة  1

𝑔(5)أ(  .5 > 𝑔(2)             )ب𝑔 (−
1

4
) < 𝑔(−

3

4
𝑔ج(           ( (

1

4
) < 𝑔(

3

4
) 
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  عند النقطة )f C(المماس لـ  (T) و ℝة وقابلة للاشتقاق على فمعرّ  f ةلدالالمنحنى المقابل هو 

𝐴(0; 2). 
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 بقراءة بيانية عيّن:

1. 𝑓′(0) , 𝑓(0) , 𝑓′(−1) , 𝑓(−1) 

𝑓(𝑥)حلول المتراجحة   .2 ≤ 0 

 fجدول تغيرات الدالة  .3

  (T)معادلة المماس  .4

 بالنسبة لمماسه. ماذا تستنتج ؟ )f C(وضعية  .5

 
 

 :39تمرين 

f  على   ةفمعرّ دالة عدديةℝ −  :التاليجدول تغيراتها ب {1−}

 
𝑓(−3)إذا علمت أنّ  .1 <  𝑓(𝑥)، أوجد إشارة  0

𝑓(𝑥)ة بالعبارة فمعرّ  fنقبل أن الدالة  .2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+𝑑
 تمثيلها البياني  )f C(وليكن  

,𝑑بدلالة  𝑓′(𝑥) احسب .أ 𝑐, 𝑏, 𝑎 

𝑑بالاستعانة بجدول التغيرات أثبت أن:   .ب = 1 , 𝑐 = 4 , 𝑏 = −4 , 𝑎 = 1 

 𝑓(−3)أتمم جدول التغيرات بحساب النهايات و   .ج

 يطُلب تعيين معادلته  )∆(يقبل مستقيما مقاربا مائلا  )f C(بيّن أنّ المنحنى  .د

 - 3التي معامل توجيهها يساوي  )f C(أوجد المماسات للمنحنى  .ه
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)f C( (T) 
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 uجدول التغيرات الموالي هو لدالة  

 
 uلدالة عيّن مجموعة تعريف ا .1

 uلدالة التمثيل البياني ل (Cu)عيّن معادلات المستقيمات المقاربة لـ  .2

 𝑢(𝑥)عيّن إشارة   .3

𝑢(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .4 = ;2]تقبل حلا وحيدا في المجال   1− +∞[ 

𝑣المعرّفة كما يلي:  vنعتبر الدالة  .5 = 𝑢2 

 vلدالة عيّن مجموعة تعريف ا .أ

ثمّ  𝑢′(𝑥)و    𝑢(𝑥)بدلالة    𝑣′(𝑥)عبّر عن   .ب الدالة    ادرس،  و شكل    vتغيرات 

 جدول تغيراتها. 
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f  معرّفة على  دالةℝ − {−1}  ،)fC(  تغيراتها معطى كما يلي: تمثيلها البياني وجدول 

 
 أجب بصحيح أو خطأ على كل سؤال مما يلي مع تبرير الإجابة:

𝑦المستقيم الذي معادلته   .1 =  )fC(مقارب للمنحنى  2

𝑓(𝑥)المعادلة   .2 =  تقبل حلا وحيدا 0

𝑓(𝑥)مجموعة حلول المتراجحة   .3 > 𝑆هي  0 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1;+∞[ 

𝑓(−2)يكون   ]1−;∞−[في المجال   .4 > 𝑓(𝑥)  عندما يكون𝑥 < −2 

;𝐴(−3النقطة  .5  )fC(لمنحنى تنتمي إلى ا (1

 زوجية.  fالدالة  .6
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 :  42التمرين 

تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم   (gC)و   ]∞+;1−]دالة عددية معرفة على    𝑔لتكن  

, 𝑂)متعامد و متجانس   𝑖  , 𝑗 ) : 

𝑔(𝑥) = 𝑥 + 2 −
5

2
√𝑥 + 1 

lim احسب .1
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥)−1

𝑥+1
 . فسّر النتيجة بيانيا

 + عند  𝑔نهاية  احسب .2

𝑥√4عيّن حلول المتراجحة :   .3 + 1 − 5 ≥ 0 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  gاتجاه تغيّر الدالة  ادرس .4

 3عند النقطة ذات الفاصلة  (∆)معادلة المماس  اكتب .5

 )∆(المماس و ( fCأنشئ المنحنى ) .6

تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   (hC)دالة عددية و  hلتكن  .7

(𝑂 , 𝑖  , 𝑗 ) : 

ℎ(𝑥) = 5 − |𝑥 − 3| −
5

2
√4 − |𝑥 − 3| 

𝐷ℎبيّن أنّ   -أ = [−1; 7] 

𝑥بيّن أنّ المستقيم :   - ب =  (hCمحور تناظر للمنحنى ) 3

𝑥حيث :  xبيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي   - ج ∈ [−1; 3]  :ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

 ( في نفس المعلم بلون مغاير.hCاستنتج رسم المنحنى ) -د
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 -I  لتكن𝑔  دالة معرفة علىℝ   : كما يلي𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 5 

lim احسب -1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس -2

𝑔(𝑥)بين أن المعادلة   -3 =  .  α   2 ; 3 ، حيث  αتقبل حلا وحيدا  0

 𝑔(𝑥)استنتج إشارة  -4

II-   لتكن𝑓   دالة معرفة علىℝ − 𝑓(𝑥)كما يلي :   {1} =
𝑥3−3𝑥2+3𝑥+1

(𝑥−1)2
تمثيلها   )fC(و  

,𝑂)البياني في معلم متعامد متجانس   𝑖 , 𝑗 )  : حيث‖𝑖 ‖ = 1 𝑐𝑚 

 على أطراف مجال تعريفها   fنهاية الدالة  احسب -1

ℝمن  xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  -2 − {1}   :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑥−1)3
 

V- العددية  دراسة الدوال 
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 و شكل جدول تغيراتها  fاستنتج اتجاه تغير الدالة  -3

ℝمن  xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  -4 − {1}   :𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 +
2

(𝑥−1)2
 

𝑦ذي المعادلة :    )Δ(بيّن أن المستقيم   • = 𝑥 − بجوار   )fC(مقارب مائل للمنحنى    1

−∞   ،+∞ 

 )Δ(للمستقيم بالنسبة  )fC(وضعية المنحنى  ادرس •

𝛼. نأخذ  )fC(المنحنى و  )Δ(المستقيم  ارسم -5 ≈ 2,5   ،𝑓(𝛼) ≈ 2,6 

 

 : 44التمرين 

f   دالة عددية معرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥)حيث:  {1−} =
3𝑥+2

(𝑥+1)2
       تمثيلها البياني  ( Cf)و  

,𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  في  𝑖 , 𝑗 ). 

 ثمّ فسّر النتائج هندسيا  fالنهايات للدالة  احسب .1

 ثمّ ضع جدول تغيراتها  fاتجاه تغيّر الدالة  ادرس .2

 مع حاملي المحورين ( Cf)عيّن تقاطع  .3

 𝐴(−1,3)و الذي يشمل النقطة  ( Cf)معادلة المماس لـ  اكتب .4

 ( Cf)بكل عناية  ارسم .5

 عدد حلول المعادلة الآتية:  mبيانيا تبعا لقيم الوسيط الحقيقي  ادرس .6

𝑚𝑥2 + (2𝑚 − 3)𝑥 + 𝑚 − 2 = 0. 
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-I  مع التبرير : أخطأجب بصحيح أم 

للدالة   .1 البياني  للتمثيل  المماس  𝑥معادلة  → √𝑥2 + الفاصلة    3 النقطة ذات  هي:    1عند 

𝑦 =
1

2
𝑥 +

3

2
 

2. lim
𝑥→𝜋

sin𝑥

𝑥−𝜋
= 1 

𝑢(𝑥)الدالة   .3 = 𝑒|𝑥|  0قابلة للاشتقاق عند 

-II f   الدالة المعرّفة علىℝ∗  :بـ𝑓(𝑥) =
cos𝑥

𝑥2
+ 𝑥 +  . اختر الجواب الصحيح مع التعليل 1

1. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) )0جـ(    ∞−ب(     ∞+هي : أ 

 ( معادلته :∆مستقيما مقاربا ) fيقبل منحنى الدالة  .2
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𝑦أ(  = 𝑥 + 𝑦ب(     1 = −𝑥 − 𝑦جـ(   1 = 2 
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ℝعلى   fنعرّف الدالة   − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1} = |𝑥 − 3| −
2

𝑥−1
منحناها   )fC(، و ليكن  

 البياني. 

𝑥0قابلة للاشتقاق عند  fهل  .1 =  ؟  )fC(؟ ماذا تستنتج بالنسبة لـ  3

 . fتغيرات الدالة   ادرس .2

𝑦معادلتهما   (′∆)و  (∆)يقبل مستقيمين مقاربين مائلين   )fC(أثبت أنّ  .3 = 𝑥 − 3     

𝑦و   = −𝑥 + 3. 

 .)fC(و  (′∆)،  (∆)أنشئ   .4

                                 عدد و إشارة حلول المعادلة : mناقش بيانيا حسب قيم  .5

 2 +
2−𝑚𝑥+𝑚

𝑥−1
= √𝑥2 − 6𝑥 + 9.  
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ℝالمعرّفة على   fنعتبر الدالة  − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1−} =
|𝑥2−3𝑥|

𝑥+1
تمثيلها البياني في  (C)، و  

,𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 , 𝑗 ). 

 دون رمز القيمة المطلقة  fالدالة  اكتب .1

𝑓(𝑥)على الشكل:  fالدالة  بيّن أنّه يمكن كتابة  .2 = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
 في كل حالة  

lim احسب .3
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
 . ماذا تستنتج؟

lim احسب .4
𝑥→0

𝑓(3+𝑥)

𝑥
 . ماذا تستنتج؟

   fالدالة  تغيرات  ادرس .5

 (C)عيّن المستقيمات المقاربة للمنحنى  .6

 المستقيمات المقاربة و  (C)أنشئ المنحنى  .7

𝑥2|عدد حلول المعادلة:    mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط   .8 − 3𝑥| = 𝑚(𝑥 + 1) 
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;2−]على   fنعرّف الدالة   .1 𝑓(𝑥):  بـ [2 = 𝑥√4 − 𝑥2   وليكن ،)fC(  منحناها البياني

 ( 2cm)الوحدة 
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lim احسب .أ
>

𝑥→−2

𝑓(𝑥)−𝑓(−2)

𝑥+2
limو  

<
𝑥→2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥−2
               f، ماذا تستنتج بالنسبة لـ  

 ؟ )fC(و بالنسبة لـ 

 . fتغيرات الدالة   ادرس .ب

 .)fC( المنحنىأنشئ  .ج

;2−]على   𝑔نعرّف الدالة   .2 𝑔(𝑥)كما يلي :  [2 = −𝑥√4 − 𝑥2 . 

 . )fC(انطلاقا من  )gC(أنشئ 

               عدد و إشارة حلول المعادلة : mناقش بيانيا حسب قيم العدد الحقيقي  .3

𝑔(𝑥) = −2𝑚 + 1 

;2−]دالة معرّفة على   hلتكن   .4 ℎ(𝑥)بـ:    [2 = |𝑥|√4 − 𝑥2  ّبيّن أن .h   دالة زوجية  ،

.)hC(نشاء إ استنتج  ثمّ         
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ℝنعرّف على  − {
3

2
𝑓(𝑥)كما يلي :   fالدالة  { =

𝛼𝑥2+𝛽𝑥−1

2𝑥−3
 منحناها البياني.  )fC(، و ليكن  

I-  عيّنα  وβ  حتى يكون المستقيم(T)  ذو المعادلة𝑦 = −3𝑥 + عند النقطة  )fC(مماسا لـ  3

 . 1ذات الفاصلة 

-II  : 2 = نضعα 1- =و β 

ℝمن  xحيث من أجل كل  a  ،b  ،cعيّن  .1 − {
3

2
𝑓(𝑥)فإنّ :   { = 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑐

2𝑥−3
. 

 . fتغيرات الدالة   ادرس .2

𝑦معادلته  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )fC(أثبت أنّ  .3 = 𝑥 + 1. 

 .(∆)بالنسبة لـ   )fC(وضعية  ادرس .4

 يقبل كمركز تناظر له نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين. )fC(أثبت أنّ  .5

 معادلة كل منهما.  اكتب   ، ثمّ   ( -3معامل توجيه كل منهما هو )  )fC(أثبت وجود مماسين لـ   .6

 المماسات. و  )fC( المنحنىأنشئ  .7

     ذي المعادلة   (𝑚∆)مع المستقيم    )fC(عدد نقط تقاطع    mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي   .8

  𝑦 = −3𝑥 +𝑚 

III-    نعرّف الدالة𝑔  : حيث𝑔(𝑥) =
2𝑥2−|𝑥|−1

2|𝑥|−3
 منحناها البياني.  )gC(، و ليكن  

 دالة زوجية.  𝑔أثبت أنّ  .1

 .)fC(انطلاقا من  )gC(بيّن كيف يمكن إنشاء   .2

 .)gC(أنشئ في نفس المعلم السابق  .3
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,𝑂)المستوي منسوب إلى معلم متعامد و متجانس   𝑖 , 𝑗 )   : حيث‖𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 

I-  نعرّف الدالةf   علىℝ  : كما يلي𝑓(𝑥) = −1 +
𝑥

√𝑥2+1
 منحناها البياني   )fC(، و ليكن  

 𝑓(𝑥)مستنتجا إشارة  fتغيرات الدالة   ادرس .1

 )fC(استنتج المستقيمات المقاربة لـ  .2

 يطُلب تعيين إحداثياتها  ωيقبل نقطة انعطاف  )fC(أثبت أنّ  .3

 0عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  (T)معادلة المماس  اكتب .4

 )fC(و المنحنى  (T)أنشئ  المماس  .5

II-  نعرّف علىℝ   الدالة𝑔  : حيث𝑔(𝑥) = −𝑥 + 2 + √𝑥2 + منحناها   )gC(، و ليكن  1

 البياني.

𝑔′(𝑥)فإنّ :  ℝمن  xمن أجل كل أثبت أنّه  .1 = 𝑓(𝑥) 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .2

𝑦معادلته  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )gC(أثبت أنّ  .3 = −2𝑥 + 2 

 (∆)بالنسبة لـ   )gC(وضعية  ادرس .4

 .)gC(أنشئ المنحنى  .5

 

 
 : 51التمرين 

I-  نعرّف الدالةf   علىℝ − 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1−} =
𝑥2+2𝑥−3

(𝑥+1)2
منحناها   )fC(، و ليكن  

 البياني.

 . fتغيرات الدالة   ادرس .1

 .)fC(عيّن المستقيمات المقاربة لـ  .2

𝑦ذي المعادلة   (∆)موازيا للمستقيم   )fC(مماسا لـ  (T)ليكن   .3 = 𝑥  عيّن معادلة .

 . (T)المماس 

 . )fC(و (T)أنشئ  .4

-II 1 عيّن العددين الحقيقيين .α   وβ   حتى يكون𝑓(𝑥) = 𝛼 +
𝛽

(𝑥+1)2
 

ℝعلى   𝑔نعرّف الدالة  . 2      − 𝑔(𝑥)كما يلي :  {1−} =
−4

𝑥2+2𝑥+1
منحناها   )gC(، و ليكن  

 البياني.

ℝمن  xمن أجل كل حتى يكون  γعيّن  • − {−1} :𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝛾 

 )gC(ثمّ أنشئ المنحنى  ، gالدالة استنتج جدول تغيرات  •
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-III   نعرّف الدالةh   : كما يليℎ(𝑥) = 1 −
4

(sin𝑥+1)2
 

 . hعيّن مجموعة تعريف الدالة  .1

 و الأخرى يطُلب تعيينها.  fكمركب دالتين إحداهما هي  hبيّن أنّه يمكن اعتبار الدالة  .2

−[متزايدة تماما على  hو استنتج أنّ الدالة  ℎ′(𝑥) احسب .3
𝜋

2
;
𝜋

2
[. 

 

 
 : 52التمرين 

-I  الدالة   تبرنع𝑔  على  المعرّفةℝ بـ :𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 − 4 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = ، ثمّ عيّن حصرا   α   2 ; 3 ، حيث  αتقبل حلا وحيدا  0

 1−10بالتقريب إلى  αللعدد 

 .𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

-II   نعرّف الدالةf   علىℝ − {−1; 𝑓(𝑥)كما يلي :  {1 =
𝑥3+2𝑥2

𝑥2−1
   

,𝑑عيّن الأعداد الحقيقية  .1 𝑐, 𝑏, 𝑎  حيث من أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓:                    

  𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐𝑥+𝑑

𝑥2−1
 

𝑥بيّن أنّ من أجل كل   .2 ∈ 𝐷𝑓 :𝑓′(𝑥) =
𝑥𝑔(𝑥)

(𝑥2−1)2
 fتغيرات الدالة جدول ، ثمّ شكّل  

𝑓(𝛼)أنّ: يّن ب .3 =
3𝛼+4

2
 .𝑓(𝛼)، ثمّ عيّن حصرا لـ   

III-   نسمي)fC( الممثل للدالة  المنحنىf   في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) 

  (∆)مستقيم مقارب مائل   )fC(برهن أنّ للمنحنى  .1

  (∆)بالنسبة إلى المستقيم   )fC(وضعية  ادرس .2

 هماتي يطُلب تعيين معادل (∆)يوازيان  (′𝐷)و (𝐷)مماسين  )fC(برهن أنّ للمنحنى  .3

 )fC(و (∆)،  (′𝐷)،  (𝐷)أنشئ   .4

                     عدد وإشارة حلول المعادلة: mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .5

 𝑥3 − 𝑚𝑥2 +𝑚 + 2 = 0.  

 
 : 53التمرين 

𝑓(𝑥)المعرّفة بالعبارة :  fلتكن الدالة  = 𝑥√
1−𝑥

𝑥+1
 

 تغيراتها  ادرس، ثمّ   fعيّن مجموعة تعريف الدالة  .1

lim احسب .2
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 وفسّر النتيجة هندسيا  
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 0معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة  اكتب .3

 fالمنحنى الممثل للدالة  )fC(  ارسم .4

;𝑀(𝑥مجموعة النقط   Eلتكن  .5 𝑦) : التي تحقق المعادلة                                                  

(𝑥 − 1)𝑥2 + (𝑥 + 1)𝑦2 = 0 . 

 هي اتحاد منحنيين يطُلب تعيين معادلتيهما  Eبيّن أنّ المجموعة  .أ

 في نفس المعلم السابق Eالمجموعة أنشئ  .ب

 

 
 : 54التمرين 

f   4−;∞−[دالة معرّفة على المجال] ∪                                :بالعبارة   ]∞+;0]

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥 .)fC(  منحنى الدالةf  في المستوي المنسوب إلى المعلم

;𝑂)المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

 فسّر النتيجة هندسيا، ثمّ  -4و  0قابلية الاشتقاق عند القيمتين  ادرس .1

   fتغيرات الدالة   ادرس .2

lim احسب .3
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (2𝑥 +  . ماذا تستنتج ؟[(3

 )fC(المنحنى  ارسم .4

[4−;∞−[معرّفة على المجال  ال 𝑔لتكن الدالة   .5 ∪                              بـ:  ]∞+;0]

𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 4𝑥 نسمي .)gC(   .تمثيلها البياني 

 𝜔(−2;−1)متناظران بالنسبة للنقطة  )gC(و   )fC(برهن أنّ المنحنيين       

                                                      من المستوي التي تحقق : Mمجموعة النقط ( Γعيّن ) .6

𝑦2 − 2𝑦(𝑥 + 1) − 2𝑥 + 1 = 0 

 (.Γ)أنشئ المجموعة  .7

 
 : 55التمرين 

                              :بـ ℝالمعرّفة على  𝑓𝑛نعتبر الدالة  ،  nمن أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥
2 − 2𝑥)𝑛      . 

 زوجي ثمّ فردي( n)ميّز الحالتين    𝑓𝑛تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑥تحقق أنّ المستقيم ذي المعادلة  .2 =  )nC(هو محور تناظر للمنحنى  1

 nيمرّ من أربع نقاط إحداثياتها مستقلة عن العدد الطبيعي  )nC(برر أنّ  .3

 )2C(و  )1C(المنحنيين في نفس المعلم  ارسم .4
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𝑓  الدالة العددية للمتغير الحقيقيx   على المعرّفةℝ كما يلي  :𝑓(𝑥) = 1 + 2 cos 𝑥 + cos 2𝑥        

 تغيراتها في مجال كافي ادرسثمّ  2𝜋زوجية وأنّ دورها  fأثبت أنّ الدالة  .1

 مع حامل محور الفواصل  )fC(المنحنى أوجد نقط تقاطع  .2

;𝜋−]على المجال  )fC(المنحنى  ارسم .3 𝜋]  ثمّ استنتج كيفية رسمه على ،ℝ 

}عدد حلول الجملة:    mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط   .4
cos2 𝑥 + cos 𝑥 =

𝑚

2

−𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋
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-I   نعتبر الدالة𝑓𝑚  للمتغير الحقيقيx الوسيط الحقيقي  وm المعرّفة كما يلي : 

𝑓𝑚(𝑥) =
−𝑥2−2𝑥+7

𝑥2−2𝑥+𝑚
في مستوي منسوب إلى معلم متعامد  تمثيلها البياني )mC( وليكن .

;𝑂)ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

 𝑓𝑚مجموعة تعريف الدالة   mعيّن حسب قيم الوسيط الحقيقي  .1

 تشمل نقطتين ثابتتين يطُلب تعيين إحداثييها   )mC(بيّن أنّ جميع المنحنيات  .2

 𝐴(3;−2)النقطة  )mC(حتى يشمل المنحنى  mعيّن  .3

-II   ّنفرض في هذا الجزء أن𝑚 = 1  

 𝑓1تغيرات الدالة   ادرس .1

عند النقطة ذات الفاصلة   )1C(للمنحنى معادلة المماس   اكتبعيّن المستقيمات المقاربة و .2

1- 

 )1C(والمنحنى المماس  ارسم .3

 عدد وإشارة حلول المعادلة:   kناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .4

      (𝑘 − 1)𝑥2 − 2(𝑘 + 1)𝑥 + 𝑘 + 7 = 0 

-III  لتكن𝑔  معرّفة على  دالةℝ − 𝑔(𝑥): بـ {1} =
𝑥2+2𝑥−7

|𝑥−1|(𝑥−1)
 تمثيلها البياني  (γ). نسمي 

 دون رمز القيمة المطلقة 𝑔(𝑥)عبارة   اكتب .1

           )γ(المنحنى    ارسم ، ثمّ  )1C(المنحنى  انطلاقا من    )γ(المنحنى  فسّر كيف يمكن رسم   .2

 في نفس المعلم السابق. 
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-I   نعتبر الدالة𝑓𝑚  للمتغير الحقيقيx الوسيط الحقيقي  وm   المعرّفة علىℝ − : بـ {3}

𝑓𝑚(𝑥) =
3𝑥2−𝑚𝑥

𝑥−3
في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  تمثيلها البياني  )mC(وليكن  

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . 

 )mC(تنتمي إلى كل المنحنيات  Aبيّن أنّه توجد نقطة وحيدة   .1

 تتغير دوما في نفس الاتجاه ؟  𝑓𝑚التي تجعل الدالة   mما هي قيم  .2

 تقبل قيمة حدية عظمى و قيمة حدية صغرى ؟  𝑓𝑚التي تجعل الدالة   mما هي قيم  .3

II-   نعتبر الدالة𝑔  بـالمعرّفة  :𝑔(𝑥) = 𝑓5(𝑥)  ، وليكن)gC(  في المعلم السابقتمثيلها البياني 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1
معادلة  اكتب، ثمّ  2يكون عندهما ميل المماس يساوي  )gC(برهن أنّه توجد نقطتين من  .2

 هذين المماسين

𝑥حيث من أجل كل  α ، β ، γعيّن الأعداد الحقيقية  .3 ≠ 3 :                          

𝑔(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽 +
𝛾

𝑥−3
 

 ωيقبل مستقيمين مقاربين يطُلب تعيين نقطة تقاطعهما  )gC(لمنحنى بيّن أنّ ا .4

 )gC(لمنحنى لمركز تناظر  ωنقطة لبيّن أنّ ا .5

 )gC(المنحنى أنشئ  .6

                    عدد وإشارة حلول المعادلة: λناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .7

3𝑥2 − (2𝜆 + 5)𝑥 + 6𝜆 = 0 

ℎ(𝑥)المعرّفة بالشكل :    hنعتبر الدالة  .8 =
3𝑥2−5|𝑥|

|𝑥|−3
 

 hعيّن مجموعة تعريف الدالة  .أ

𝑥0عند  hقابلية الاشتقاق للدالة  ادرس .ب = 0 

 hشفعية الدالة  ادرس .ج

ℎ(𝑥)برهن أنّ   .د = 𝑔(𝑥)  على مجالI  المنحنى يطُلب تعيينه ، ثمّ استنتج كيفية رسم

)hC( 

 في نفس المعلم السابق. )hC(المنحنى  ارسم .ه
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 اختر في كل حالة الإجابة الصحيحة مع التبرير:
 الإجابة الصحيحة  الأسئلة المقترحة 

𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 + 1 −√𝑥2 + 2𝑥 − 3 𝐷𝑓 = ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[ 𝐷𝑓 = [0;+∞[ 

lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2

√𝑥2 − 𝑥 − 6
 0 1 

lim
𝑥→+∞

𝑥 (√
𝑥

𝑥 + 1
− 1) +∞ −

1

2
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + cos2 𝑥 𝑓′(𝑥) = 1 − 2 sin 𝑥 𝑓′(𝑥) = 1 − sin 2𝑥 

𝑓′(𝑥) = √𝑥 𝑓(𝑥) = 2𝑥√𝑥 𝑓(𝑥) =
2

3
𝑥√𝑥 + 1 

−∞                       0                              2             + ∞ 𝑥 

+∞   

−∞ 

𝑓(𝑥) 

  

lim
𝑥→+∞

1

𝑓(𝑥)
= +∞ lim

𝑥→2

1

𝑓(𝑥)
= +∞ 

𝑓(𝑥)المعادلة   =  ℝتقبل حلا وحيدا على   1−
تقبل حلين على الأقل على  

ℝ 

 𝑓(𝑥) = −
1

(𝑥 + 2)2
 𝑓(𝑥) = 1 −

1

(𝑥 + 2)2
 

𝑦المستقيم   = مقارب   2

 )fC(للمنحنى 

𝑥المستقيم   = مقارب   2−

 )fC(للمنحنى 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 

 تحقق:  ℝالمعرّفة على    fالدالة 

 𝑓(1 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 

Ω (
1

2
;
1

2
مركز تناظر   (

 )fC(للمنحنى 

(Δ): 𝑦 = محور   2

 )fC(للمنحنى تناظر 

 

𝑓′(2) = −
3

2
 𝑓′(2) = −

2

3
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑓′(0) = 0 𝑓′(0) = 2,5 

𝑓(𝑥)  بـ: ℝالمعرّفة على    fالدالة  = {
𝑥2 − 1; 𝑥 ≤ 0
𝑥 +𝑚; 𝑥 > 0

 

 من أجل  ℝمستمرة على 

𝑚 = 0 𝑚 = −1 

)fC( 

)fC( 
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V مواضيع الدوال العددية في البكالوريا 

 

 ر 2114بكالوريا :  60التمرين 

; 1]المعرّفة على المجال  fنعتبر الدالة  𝑓(𝑥)بالعبارة:  ]∞+ = 3 + √𝑥 −  )fC(. يرمز 1

; 𝑂)علم المتعامد والمتجانس في المستوي المزوّد بالم   fإلى منحنى  𝑖  ; 𝑗 ) الوحدة على( .

 (2𝑐𝑚المحورين 

 احسب .1
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 وفسّر النتيجة هندسيا 

 fتغيرات الدالة  ادرس .2

 .)fC(، أنشئ المنحنى  العدد المركّبالجذر التربيعيالعدد المركّبباستعمال منحنى دالة  .3

 
 

 ع ت 2114بكالوريا :  61التمرين 

; 1−]المعرّفة على المجال  𝑔العددية لدالة لالمقابل هو التمثيل البياني  )gC(المنحنى  +∞[  

𝑔(𝑥)  : كما يأتي = 𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 − 1 . 

 𝑔بقراءة بيانية شكّل جدول تغيرات الدالة  .أ .1

𝑔وإشارة  𝑔(0)وحددّ  (
1

2
) 

من المجال  αعلّل وجود عدد حقيقي  .ب

]0 ;
1

2
𝑔(𝛼)يحقق  ] = 0 

على المجال  𝑔(𝑥)رة استنتج إشا .ج

[−1 ; +∞[ 

2. f المعرّفة على المجال لدالة العددية هي ا

]−1 ;                    بما يأتي: ]∞+

𝑓(𝑥) =
𝑥3+3𝑥2+3𝑥+2

(𝑥+1)2
( تمثيلها Γوليكن ) 

; 𝑂)البياني في معلم متعامد ومتجانس  𝑖  ; 𝑗 ) 

من  xتحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .أ

; 1−[المجال  +∞[ :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑥+1)3
 

limعيّن دون حساب  .ب
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥−𝛼
وفسّر  

 النتيجة بيانيا

lim
𝑥
>
→1
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lim احسب .ج
𝑥

 
     −1

𝑓(𝑥)   وlim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 +  وفسّر النتيجتين بيانيا[(1

 fشكّل جدول تغيرات الدالة  .د

𝛼نأخذ  .3 = 0,26 

 2−10إلى  𝑓(𝛼)عيّن مدوّر  .أ

 (Γالمنحنى ) ارسم .ب

𝑓(𝑥)على الشكل:  𝑓(𝑥) اكتب .4 = 𝑥 + 𝑎 +
𝑏

(𝑥+1)2
 عددان حقيقيان. bو  a، حيث 

 
 ت إ 2114 بكالوريا:  62التمرين 

 لها جدول التغيرات التالي:دالة عددية قابلة للاشتقاق على كل مجال من مجموعة تعريفها.  fلتكن 

 

𝑓(𝑥) على الشكل: 𝑓(𝑥)كتب عبارة تُ  = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥−1
 أعداد حقيقية. a  ،b  ،c، حيث 

 𝑓′(𝑥) احسب .1

 : fاعتمادا على جدول تغيرات الدالة  .2

aعيّن الأعداد الحقيقية  .أ   ،b   ،c   

limو   𝑓(𝑥)عيّن  .ب
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) وفسّر النتيجة بيانيا 

قارن بين صورتي العددين  .ج
1

2
و  

3

4
 معللا إجابتك 𝑓ة بالدال 

𝑎نأخذ فيما يلي:  .3 = 1 , 𝑏 = 1 , 𝑐 =
1

4
منحنى البياني الممثل لتغيرات  )fC(وليكن  

 في معلم متعامد ومتجانس.  fالدالة  

يقبل  )fC(، فإنّ المنحنى  (∞−)أو  (∞+)إلى  xبيّن أنّه عندما يؤول  .أ

𝑦( معادلته: ∆مستقيما مقاربا ) = 𝑥 + 1 

 (∆بالنسبة إلى المستقيم ) )fC(وضعية المنحنى  ادرس .ب

; 𝜔(1أثبت أنّ النقطة  .ج   )fC(مركز تناظر للمنحنى  (2

 مع حامل محور الفواصل )fC(عيّن نقط تقاطع المنحنى  .د

4. λ  عدد حقيقي. عيّن بيانيا حسب قيمλ  عدد حلول المعادلة𝑓(𝑥) = |𝜆| 

 

>

 

lim
𝑥→1

 
>
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 ر 2114 بكالوريا:  63التمرين 

f  1−[المعرّفة على المجال الدالة العددية ; 𝑓(𝑥): كما يأتي ]∞+ = 𝑥 −
2

√𝑥+1
.         

)fC(   الدالة منحنىf   المعلم المتعامد والمتجانس المنسوب إلى في المستوي(𝑂 ; 𝑖  ; 𝑗 ) . 

 fتغيرات الدالة  ادرس .1

𝑦( معادلته: Dيقبل مستقيمين مقاربين أحدهما ) )fC(أ. بيّن أنّ المنحنى          .2 = 𝑥 

 (Dو ) )fC(بية للمنحنى الوضعية النس ادرس .ب

حيث  𝑥0يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة فاصلتها  )fC(أ. بيّن أنّ المنحنى         .3

1,3 < 𝑥0 < 1,4 

 في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب )fC(للمنحنى ( مماسا ∆عيّن معادلة ) .ب

 في نفس المعلم )fC(( و ∆) ارسم .ج

4. 𝑔  1−[المعرّفة على المجال الدالة العددية ; 𝑔(𝑥)بالعبارة:  ]∞+ = |𝑓(𝑥)|.    

)gC(  الدالة منحنى𝑔 .في المعلم السابق 

  بيّن كيف يمكن إنشاء)gC(  انطلاقا من)fC(  ّه في نفس المعلم ارسم، ثم

 السابق

:  xعدد وإشارة حلول المعادلة ذات المجهول  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .5

𝑔(𝑥) = 𝑚2 

 
 ع ت 2114 بكالوريا:  64التمرين 

-I f  معرّفة على دالة𝐼 =

]−∞ ; −1[ ∪ ]−1 ; : بـ [0

𝑓(𝑥) = −𝑥 +
4

𝑥+1
 .)fC( 

وب منسفي مستوي تمثيلها البياني 

كما هو معلم متعامد ومتجانس إلى 

 مبيّن في الشكل.

عند  fنهايات  احسبأ.  .1

 Iالحدود المفتوحة لـ 

بقراءة بيانية ودون  .ب

،  fدراسة اتجاه تغيرات 

 جدول تغيراتها شكّل
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2. 𝑔  0]معرّفة على المجال دالة ; 𝑔(𝑥)كما يلي:  ]∞+ = 𝑥 +
4

𝑥+1
 .)gC(  تمثيلها

 البياني في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس

 ∞+عند  𝑔نهاية  احسب .أ

يطُلب تعيين  ∞+( عند ∆يقبل مستقيما مقاربا مائلا ) )gC(تحقق من أنّ  .ب

 معادلة له

 𝑔تغيرات  ادرس .ج

-II k معرّفة على الة دℝ − 𝑘(𝑥)كما يلي:  {1−} = |𝑥| +
4

𝑥+1
 

 احسبأ.  .1
𝑘(ℎ)−𝑘(0)

ℎ
  ،lim

ℎ
<
→0

𝑘(ℎ)−𝑘(0)

ℎ
 . ماذا تستنتج ؟

 أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة .أ

𝑥0عند النقطة التي فاصلتها  (2∆)و  (1∆)معادلتي المماسين  اكتب .2 = 0 

 .)kC(و  (2∆)،  (1∆) ارسم .3

 
 ت ر 2111 بكالوريا:  65التمرين 

f  المعرّفة علىالدالة العددية ℝ كما يلي :𝑓(𝑥) = 𝑥 (1 +
1

√𝑥2+1
تمثيلها البياني  )fC( ، و (

; 𝑂)المتعامد والمتجانس في المستوي المنسوب إلى المعلم  𝑖  ; 𝑗 ) . 

 فردية fأ. أثبت أنّ الدالة        .1

𝑓′(𝑥)لدينا:  xمن أجل كل عدد حقيقي  أثبت أنّه .ب = 1 +
1

(𝑥2+1)√𝑥2+1
 

  fالدالة   تغيرات ادرس .ج

 0في النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  (T)معادلة للمماس  اكتبأ.         .2

يقبل نقطة  )fC(واستنتج أنّ  (T)بالنسبة للمماس  )fC(وضعية  ادرس .ب

 انعطاف يطُلب تعيينها

𝑦( ذي المعادلة: dمستقيم )بيّن أنّ ال .ج = 𝑥 +      )fC(مقارب للمنحنى  1

 المستقيم المقارب الآخر (′𝑑)، ثمّ استنتج معادلة  ∞+في جوار 

 في المعلم السابق )fC(و  (′𝑑)،  (′𝑑) ارسم .د

3. 𝑔  المعرّفة على الدالة العدديةℝ  :كما يلي𝑔(𝑥) = |𝑥| (1 +
1

√𝑥2+1
) 

 زوجية 𝑔بيّن أنّ الدالة  .أ

 في نفس المعلم السابق. 𝑔منحنى الدالة  )gC( ارسم )fC(انطلاقا من  .ب

 

 
 

lim
ℎ→0
>
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 ت ع  2114: بكالوريا  66التمرين 

-I  لتكن𝑔  المعرّفة على الدالة العدديةℝ  :كما يلي𝑔(𝑥) = 2𝑥3 − 4𝑥2 + 7𝑥 − 4  

lim احسبأ.        .1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها ℝعلى  𝑔الدالة  ه تغيراتجا ادرس .1

𝑔(𝑥)بينّ أنّ المعادلة أ.         .2 = 0,7حيث  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 < α < 0,8  

  .𝑔(𝑥)إشارة  𝑥حسب قيم العدد الحقيقي استنتج  .ب

II-  الدالة العددية نعتبر𝑓  المعرّفة علىℝ  :كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑥3−2𝑥+1

2𝑥2−2𝑥+1
تمثيلها  )fC( ، و 

; 𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  𝑖  ; 𝑗 ) . 

lim احسب .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

ℝ  :𝑓(𝑥)من  𝑥أ. بيّن أنّه من أجل كل       .2 =
1

2
(𝑥 + 1) +

1−3𝑥

2(2𝑥2−2𝑥+1)
 

 له معادلةيطُلب تعيين  (∆)مائلا  اقاربم امستقيميقبل  )fC(لمنحنى ااستنتج أنّ  .ب

  (∆)و )fC(للمنحنى الوضع النسبي  ادرس .ج

ℝ  :𝑓′(𝑥)من  𝑥أ. بيّن أنّه من أجل كل          .3 =
𝑥.𝑔(𝑥)

(2𝑥2−2𝑥+1)2
 

. )نأخذ 𝑓ثمّ شكّل جدول تغيرات الدالة ،  𝑥حسب قيم  𝑓′(𝑥)استنتج إشارة  .ب

𝑓(𝛼) ≈ −0,1) 

𝑓(𝑥)المعادلة  ℝحل في  ، ثمّ  𝑓(1) احسب .4 = 0 

  )fC( لمنحنىاو (∆) أنشئ المستقيم .5

ℎ(𝑥)كما يلي:  ℝالمعرّفة على  ℎالدالة العددية لتكن  .6 =
𝑥3−4𝑥2+2𝑥−1

2𝑥2−2𝑥+1
 )hC(، و  

 المعلم السابقتمثيلها البياني في 

ℝ  :ℎ(𝑥)من  𝑥أنّه من أجل كل تحققّ  .أ = 𝑓(𝑥) − 2 

بتحويل نقطي بسيط يطُلب تعيينه ، ثمّ  )fC(صورة  هو )hC(أنّ  استنتج .ب

 .)hC(أنشئ 

 

 
 

  ر ت 2114: بكالوريا  44التمرين 

-I  الدالة العددية نعتبر𝑔  المعرّفة علىℝ  :كما يلي𝑔(𝑥) = 𝑥3 + 6𝑥 + 12  

  𝑔ادرس اتجاه تغير الدالة  .1

𝑔(𝑥)بينّ أنّ المعادلة  .2 = αحيث  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 ∈ ]−1,48 ; −1,47[  ،     

 . 𝑔(𝑥)إشارة  𝑥استنتج حسب قيم العدد الحقيقي ثمّ 
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II-  الدالة العددية نعتبر𝑓  المعرّفة علىℝ  :كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑥3−6

𝑥2+2
تمثيلها  )fC( ليكن، و 

; 𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  𝑖  ; 𝑗 ) . 

limاحسب أ.  .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑥 : 𝑓′(𝑥)عدد حقيقي . بيّن أنّه من أجل كل ب =
𝑥.𝑔(𝑥)

(𝑥2+2)2
 ادرس اتجاه تغير ثمّ ،  

 وشكّل جدول تغيراتها  𝑓الدالة 

𝑦ذا المعادلة  (∆)مستقيم أ.   بيّن أنّ ال .2 = 𝑥  لمنحنى مائل لمقارب)fC( 

  (∆)بالنسبة إلى المستقيم  )fC(لمنحنى ا يةادرس وضعب. 

𝑓(𝛼) بيّن أنّ  .3 =
3

2
𝛼  ثمّ استنتج حصرا للعدد ،𝑓(𝛼) 

  )fC(لمنحنى او (∆) المستقيمارسم  .4

والمستقيمات التي  )fC( إلى مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى 𝑆نرمز بـ  .5

𝑥معادلاتها :  = 𝛼  ،𝑥 = 𝑦و  0 = 0 

𝑥من أجل كل  اثبت أنّ  ∈ [𝛼 ; 0] ، −3 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼)  : ّثمّ بيّن أن ، 
3

2
𝛼2 ≤ 𝑆 ≤ −3𝛼. 

 


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′𝑓تحققّ  ℝقابلة للاشتقاق على  𝑓توجد دالة وحيدة  .1 = 𝑓   و𝑓(0) = نرمز إليها  1

𝑓(𝑥)بالرمز  = 𝑒𝑥  .وتسُمى الدالة الأسّية 

𝑓(1)بالدالة الأسّية حيث   1هو صورة العدد  𝑒العدد   .2 = 𝑒( .𝑒 ≈ 2,718 ) 

 خواص الدالة الأسّية : .3

𝑒0 = 1   ;   𝑒−𝑥 =
1

𝑒𝑥
   ;   𝑒𝑥. 𝑒𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦   ;   

𝑒𝑥

𝑒𝑦
= 𝑒𝑥−𝑦  ;   (𝑒𝑥)𝑛 = 𝑒𝑛𝑥 

 مثال : 

(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2 = 𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥 + 2𝑒𝑥 . 𝑒−𝑥 = 𝑒2𝑥 +
1

𝑒2𝑥
+ 2 =

𝑒4𝑥 + 2𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥
 

 نهايات الدالة الأسّية :  .4

① lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0  ;   ② lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞  ;   ③ lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1 

④ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
= +∞  ;   ⑤ lim

𝑥→−∞
𝑥𝑒𝑥 = 0 

 مثال : 

1) lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2) = +∞  

2) lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 − 4 = −4  

3) lim
𝑥→0−

(1 − 𝑥)𝑒
1
𝑥 + 2 = 2  ( lim

𝑥→0−

1

𝑥
= −∞ ; lim

𝑥→0−
𝑒
1
𝑥 = 0) 

4) lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
;  𝑋 = 2𝑥 ;  lim

𝑋→0

𝑒𝑋 − 1

𝑋
= 1  

5) lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥+1

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
𝑒𝑥+1 = +∞  

6) lim
𝑥→−∞

(𝑥2 + 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑒𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 = 0  

 اتجاه تغيّر الدالة الأسّية : .5

′ℝ : (𝑒𝑥)الدالة الأسّية قابلة للاشتقاق على   = 𝑒𝑥  ،[𝑒𝑢(𝑥)]′ = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑢(𝑥) 

 :، منه نستنتج أنّ  ℝالدالة الأسّية متزايدة تماما على 

𝑒𝑢(𝑥)المعادلة   • = 𝑒𝑣(𝑥)  تكافئ المعادلة𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) 

𝑒𝑢(𝑥)  المتراجحة • > 𝑒𝑣(𝑥) تكافئ المتراجحة 𝑢(𝑥) > 𝑣(𝑥) 

𝑒𝑢(𝑥)  المتراجحة • < 𝑒𝑣(𝑥) تكافئ المتراجحة 𝑢(𝑥) < 𝑣(𝑥) 
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 حساب المشتقات  :1مثال 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 3𝑒−𝑥+2 − 𝑥 ; 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 3𝑒−𝑥+2 − 1  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 − 𝑒−3𝑥 + 4 ; 𝑓′(𝑥) = −2𝑒−2𝑥 + 3𝑒−3𝑥  

3) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 3
; 𝑓′(𝑥) =

𝑒𝑥(𝑒2𝑥 − 3) − 2𝑒2𝑥. 𝑒𝑥

(𝑒2𝑥 − 3)2
= −

𝑒𝑥(𝑒2𝑥 + 3)

(𝑒2𝑥 − 3)2
 

4) 𝑓(𝑥) =
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
; 𝑓′(𝑥) =

2𝑒−2𝑥(1 + 𝑒−2𝑥) + 2𝑒−2𝑥(1 − 𝑒−2𝑥)

(1 + 𝑒−2𝑥)2
 

=
4𝑒−2𝑥

(1 + 𝑒−2𝑥)2
 

 حل المعادلات والمتراجحات  :2مثال 

1) 𝑒−5𝑥 = 𝑒 ⇒ −5𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = −
1

5
 

2) 𝑒2𝑥+1 − (𝑒𝑥)3 = 0 ⇒ 𝑒2𝑥+1 = 𝑒3𝑥 ⇒ 2𝑥 + 1 = 3𝑥 ⇒ 𝑥 = 1  

3) 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 − 20 = 0 ; 𝑋 = 𝑒𝑥; 𝑋2 − 𝑋 − 20 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 4− = 5 

⇒ 𝑒𝑥 = 5 ⇒ 𝑥 = ln 5  (𝑒𝑥 > مرفوض لأنّ  0 −  (الحل  4

4) 𝑒2𝑥
2
≤ 𝑒5𝑥+3 ⇒ 2𝑥2 ≤ 5𝑥 + 3 ⇒ 2𝑥2 − 5𝑥 − 3 ≤ 0  

∆= 49 ; 𝑥′ = −
1

2
; 𝑥" = 3 ; 𝑆 = [−

1

2
; 3]  

 : المعادلات التفاضلية .6

′𝑦حلول المعادلة التفاضلية   • = 𝑎𝑦  :هي𝑦 = 𝑐𝑒𝑎𝑥  ،𝑐 ∈ ℝ 

′𝑦حلول المعادلة التفاضلية   • = 𝑎𝑦 + 𝑏  :هي𝑦 = 𝑐𝑒𝑎𝑥 −
𝑏

𝑎
  ،𝑐 ∈ ℝ 

 مثال: 

1. 𝑓′ = 3𝑓  و𝑓(0) = 1 

𝑓′ = 3𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒3𝑥 ; 𝑓(0) = 1 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥  

2. 𝑓′ − 2𝑓 = 𝑓(1)و  4 = 0 

𝑓′ − 2𝑓 = 4 ⇒ 𝑓′ = 2𝑓 + 4 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒2𝑥 −
4

2
= 𝑐𝑒2𝑥 − 2  

𝑓(1) = 0 ⇒ 𝑐𝑒2 − 2 = 0 ⇒ 𝑐 =
2

𝑒2
= 2𝑒−2 

𝑓(𝑥) = 2𝑒−2𝑒2𝑥 − 2 = 2(𝑒2𝑥−2 − 1)  
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 :01تمرين 

 المعادلات التالية: ℝحل في 

① 𝑒2𝑥 = 1 ;  ② 𝑒−5𝑥 = 𝑒 ;③ 𝑒𝑥
2
= 𝑒−3(𝑥+1) ;④ 𝑒

𝑥+4
6−𝑥 = 𝑒

1
𝑥 ; 

⑤ 𝑒2𝑥+1 − (𝑒𝑥)3 = 0 ;  ⑥ 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 − 20 = 0 ;  ⑦ 𝑒𝑥 + 18𝑒−𝑥 = 9 

⑧ 𝑒2𝑥+1 − 3√𝑒2𝑥+2 = −𝑒1+𝑙𝑛2 ;  ⑨ 2𝑒5𝑥 − 13𝑒3𝑥 − 7𝑒𝑥 = 0  

⑩ 𝑒3𝑥 − 3𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 + 3 = 0 ;  ⑪ 𝑒𝑥 − (5 + 𝑒)𝑒
𝑥
2 + 5𝑒 = 0  

 

 
 :20تمرين 

 المتراجحات التالية:  ℝحل في 

① 𝑒2𝑥
2
≤ 𝑒5𝑥+3 ;  ② 𝑒𝑥+1 > 𝑒−

1
𝑥 ;③ 𝑒𝑥

2
> (𝑒3)4𝑒−𝑥 ;④ 𝑒𝑥−𝑥

2
≥ 1 ; 

⑤ 𝑒𝑥 − 3 ≤ 0 ;  ⑥ (1 − 𝑒𝑥)(𝑒𝑥 − 𝑒2) > 0  ;  ⑦ 𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3 < 0 

⑧ 
𝑒𝑥 − 1

3𝑒𝑥 − 6
 ≥ 0  

 
 :03تمرين 

 في كل حالة من الحالات التالية: xتحقق من صحة المساواة المعطاة من أجل كل 

①
𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑥
=

1

2𝑒−𝑥 + 1
                                 ②

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
=
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
 

③(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2 =
𝑒4𝑥 + 1

𝑒2𝑥
+ 2                    ④

𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
=

1

1 − 𝑥𝑒−𝑥
 

 

 
 :04تمرين 

 :′𝑓دالتها المشتقة  احسبو 𝑓عيّن في كل حالة مجموعة تعريف الدالة  

① 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 3𝑒−𝑥+2 − 𝑥 ;            ② 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 − 𝑒−3𝑥 + 4 ; 

③ 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 3
;                             ④ 𝑓(𝑥) =

1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
; 

⑤ 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 𝑥2 ;              ⑥𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥 ; 

⑦ 𝑓(𝑥) =
𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 2 

𝑒𝑥 − 1
;                ⑧ 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑒−

𝑥
2 ;  
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⑨ 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

√1 − 𝑒2𝑥
 ;                       ⑩ 𝑓(𝑥) = √−4𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 + 3 ; 

 
 :05تمرين 

 النهايات التالية: احسب

① lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 1)𝑒𝑥 ;       ② lim
>
𝑥→1

𝑥 + 𝑒
2𝑥
𝑥−1  ;        ③ lim

𝑥→0−
(1 − 𝑥)𝑒

1
𝑥 + 2 ; 

④ lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 ;      ⑤ lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 − 4 ;    ⑥ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑥 + 1 ; 

⑦ lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥 − 1

𝑥
 ;            ⑧ lim

𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥
 ;         ⑨ lim

𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥

𝑥 + 1
 ; 

⑩ lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1
;           ⑪ lim

𝑥→−∞

𝑒2𝑥 + 2

𝑒2𝑥 − 1
;           ⑫ lim

𝑥→0−

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 3

𝑒𝑥 − 1
 ; 

⑬ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥
 ;    ⑭ lim

𝑥→+∞

𝑒2𝑥+1

𝑥
;   ⑮ lim

𝑥→−∞
(𝑥2 + 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 ; 

⑯  lim
𝑥→−∞

(3𝑥2 − 4𝑥)𝑒−𝑥 ;  ⑰ lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒−𝑥 ;⑱ lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 2𝑒𝑥  ; 

⑲ lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
 ;    ⑳ lim

𝑥→+∞
(𝑥 + 1)𝑒−

𝑥
2  ;       ㉑ lim

𝑥→+∞

2𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 2𝑥
 ; 

㉒ lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
;            ㉓ lim

𝑥→0

𝑒2𝑥
2
− 1

𝑥2
;            ㉔ lim

𝑥→0

1 − 𝑒−𝑥

𝑥
; 

㉕ lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥2 + 2𝑥
 ;        ㉖ lim

𝑥→𝑙𝑛3

𝑒𝑥 − 3

𝑥 − 𝑙𝑛3
;          ㉗ lim

𝑥→0

𝑒4𝑥 − 2𝑒2𝑥 + 1

4𝑥2
 ; 

㉘ lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒
1
𝑥 − 𝑥 + 1 ; 

 
 :06تمرين 

f  دالة معرّفة علىℝ   :بـ𝑓(𝑥) =
𝑒4𝑥−3

𝑒4𝑥+1
 .)fC(  منحنى الدالةf   في معلم متعامد ومتجانس

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) 

𝑥من أجل كل   احسب .1 ∈ ℝ  :𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥)  ثمّ فسّر النتيجة بيانيا ، 

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .2 ∈ ℝ  :𝑓(𝑥) =
1−3𝑒−4𝑥

1+𝑒−4𝑥
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 :07تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة   =
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
. 

 فردية   fبيّن أنّ الدالة  .1

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .2 ∈ ℝ  :𝑓(2𝑥) =
2𝑓(𝑥)

1+[𝑓(𝑥)]2
 

 
 :08تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة   = 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 وليكن .)fC(  منحنى الدالةf  في 

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

 )fC(والفروع اللانهائية للمنحنى  fتغيرات الدالة   ادرس .1

 مع محوري الإحداثيات  )fC(عيّن إحداثيات نقط تقاطع المنحنى  .2

 يطُلب تعيينها  ωيقبل نقطة انعطاف  )fC(أثبت أنّ المنحنى  .3

 )fC(المنحنى  ارسم .4

 
 :09تمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة   = 𝑥2𝑒−𝑥 وليكن .)fC(  منحنى الدالةf    في

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

 )fC(الفروع اللانهائية للمنحنى   ادرس .2

 )fC(المنحنى  ارسم .3

ℎ(𝑥)حيث:  hالممثل للدالة ( Γاستنتج رسم المنحنى ) .4 = 𝑥2𝑒−|𝑥| 

 

 
 

 :10تمرين 

f  معرّفة على دالةℝ بـ  :𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln 4 +
2

𝑒𝑥+1
في    fمنحنى الدالة  )fC(. وليكن 

;𝑂)معلم متعامد ومتجانس  لالمستوي المنسوب  𝑖 ; 𝑗 ) . 

 ∞+و  ∞−النهايتين عند  احسب .1

𝑓(−𝑥) احسب .2 + 𝑓(𝑥)  ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

   fتغيرات الدالة   ادرس .3

𝑥تحقق أنّه من أجل كل  .4 ∈ ℝ   فإنّ المعادلة𝑓(𝑥) = 𝑚  تقبل حلا وحيدا ، حيثm  

 وسيط حقيقي 
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𝑓(𝑥)على الشكل:   𝑓(𝑥)بيّن أنّه يمكن كتابة   .5 = 𝑥 + 2 + ln 4 −
2𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
 

 يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يطُلب تعيينهما )fC(بيّن أنّ المنحنى  .6

 .)fC(المنحنى  ارسم .7

 
 

 :11تمرين 

f  دالة عددية معرّفة علىℝ  تمثيلها البياني .

)fC(    1−)يشمل النقطتين;
9

𝑒
) ،

(
3

2
; −𝑒

3

 على الشكل التالي:  ويعُطى  (2

 ℝعلى  𝑓(𝑥)إشارة   ادرس .1

 fشكّل جدول تغيرات الدالة  .2

الوسيط  .3 قيم  حسب  بيانيا  ناقش 

حلول   mالحقيقي   وإشارة  عدد 

𝑓(𝑥)المعادلة:   = 𝑚 

𝑓′(0)إذا علمت أنّ  .4 =  0( عند النقطة ذات الفاصلة ∆، أوجد معادلة المماس ) 3−

 :𝑓(𝑥)من بين الدوال التالية عيّن الدالة التي تمثل   .5

𝑓1(𝑥) = (2𝑥
2 − 5𝑥 + 2)𝑒−𝑥    ;     𝑓2(𝑥) = (2𝑥

2 − 5𝑥 + 2)𝑒2𝑥  

 𝑓3(𝑥) = (2𝑥
2 − 5𝑥 + 2)𝑒𝑥 

 

 
 :21تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ∗ℝالمعرّفة على   fنعتبر الدالة    =
3𝑒2𝑥+1

𝑒2𝑥−1
 .)fC(  منحنى الدالةf  في المستوي

;𝑂)المنسوب لمعلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

𝑥حيث من أجل كل  bو  aعيّن العددين الحقيقيين  .1 ≠ 0  :𝑓(𝑥) = 𝑎 +
𝑏𝑒2𝑥

𝑒2𝑥−1
 

 fتغيرات الدالة   ادرس .2

;𝐴(0بيّن أنّ النقطة   .3   )fC(لمنحنى لمركز تناظر  (1

عند نقطتين يطُلب تعيين   (6−)يقبل مماسين ميل كل منهما   )fC(بيّن أنّ المنحنى  .4

 إحداثييها 

 )fC(المماسين والمنحنى  ارسم .5
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 :13تمرين 

f   الدالة المعرّفة علىℝ∗  :بـ𝑓(𝑥) =
2𝑒𝑥

𝑒𝑥−1
 .)fC(  منحنى الدالةf   في المستوي المنسوب لمعلم

;𝑂)متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

يقبل ثلاثة مستقيمات مقاربة يطُلب تعيين   )fC(المنحنى  واثبت أنّ  fتغيرات الدالة   ادرس .1

 معادلاتهم 

;𝐴(0بيّن أنّ النقطة   .2  )fC( ارسمو )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (1

𝑔(𝑥)المعرّفة بـ:   𝑔لتكن الدالة   .3 =
2𝑒𝑥

|𝑒𝑥−1|
 منحناها البياني  )gC(، وليكن   

 دون رمز القيمة المطلقة  𝑔(𝑥)  اكتب .أ

 )gC( ارسم،  )fC(باستخدام المنحنى  .ب

   عدد وإشارة حلول المعادلة:  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط   .ج

     (𝑚 − 3)|𝑒𝑥 − 1| = 2𝑒𝑥 

 
 :14تمرين 

𝑔(𝑥)كما يلي:  ℝالمعرّفة على  𝑔نعتبر الدالة   = {−1 − √−𝑥   ;   𝑥 < 0
𝑒𝑥 − 2          ;   𝑥 ≥ 0

 

 ؟  0مستمرة عند  𝑔هل الدالة   .1

 ؟  0قابلة للاشتقاق عند  𝑔هل الدالة   .2

  xحسب قيم  𝑔′(𝑥) احسبقابلة للاشتقاق، ثمّ  𝑔عيّن المجالات التي تكون عليها الدالة   .3

 𝐷𝑔من 

;0]المعرّفة على   kنعتبر الدالة  .4
𝜋

2
𝑘(𝑥)كما يلي:  [ = 𝑒sin𝑥 − 2 

 هي مركب دالتين يطُلب تعيينهما kبيّن أنّ الدالة  -أ

;0]على  قابلة للاشتقاق  kتحقق أنّ الدالة  - ب
𝜋

2
] 

;0]على   kعيّن اتجاه تغير الدالة  - ج
𝜋

2
] 

 
 :15تمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة   = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒−𝑥  حيث ،𝑐, 𝑏, 𝑎  

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   fلدالة التمثيل البياني ل )fC(أعداد حقيقية.  𝑖 ; 𝑗 ) . 

,𝑐بدلالة  𝑓′(𝑥) احسب .1 𝑏, 𝑎   

,𝑐عيّن الأعداد الحقيقية  .2 𝑏, 𝑎  إذا علمت أنّ المنحنى)fC(  يقبل مماسا يوازي محور

;𝐴(0وميل المماس عند النقطة  1الفواصل عند النقطة ذات الفاصلة   -6يساوي  (1
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𝑓(𝑥)بالعبارة :   ℝالمعرّفة على  fفيما يلي نعتبر الدالة  .3 = (𝑥2 − 5𝑥 + 1)𝑒−𝑥 

 وشكل جدول تغيراتها fتغيرات الدالة   ادرس .أ

بالنسبة للمستقيم المقارب  )fC(واستنتج وضعية المنحنى  𝑓(𝑥)عيّن إشارة   .ب

 الأفقي

 )fC(المنحنى  ارسم .ج

 عدد حلول المعادلة:  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .د

     𝑚𝑒𝑥 + 3𝑥 = (𝑥 − 1)2 

 

 
 :16تمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ℝالمعرّفة على  fالدالة لتكن  = 𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒𝑥 + 𝑐  حيث ،𝑐, 𝑏, 𝑎    أعداد

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   fالتمثيل البياني للدالة  )fC(حقيقية.  𝑖 ; 𝑗 ) . 

,𝑐عيّن  .1 𝑏, 𝑎  المنحنى حيث يشمل)fC(  النقطةO  والدالة المشتقة𝑓′   تنعدم من أجل

𝑥 = ln
3

4
𝑦والمستقيم ذو المعادلة   =  )fC(مقارب للمنحنى  1

𝑐نأخذ :  .2 = 1 , 𝑏 = −3 , 𝑎 = 2 

 وشكل جدول تغيراتها fتغيرات الدالة   ادرس .أ

 مع حامل محور الفواصل  )fC(المنحنى نقط تقاطع عيّن  .ب

 0عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(( للمنحنى ∆معادلة المماس ) اكتب .ج

 يقبل فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب  )fC(برهن أنّ المنحنى  .د

 )fC(المنحنى  ( و∆المماس ) ارسم .ه

 
 :17تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على   fنعتبر الدالة    =
2−𝑒2𝑥

1+𝑒2𝑥
 .)fC(   تمثيلها البياني في معلم متعامد

;𝑂)ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

 عند حدود مجال تعريفها  fالدالة  نهايات  احسب .1

 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  اكتب .2

 وشكّل جدول تغيراتها  fاتجاه تغير الدالة  ادرس .3

;𝜔(0بيّن أنّ النقطة   .4
1

2
  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (

 ωعند النقطة  )fC(لمنحنى ل (T)معادلة المماس  اكتب .5

 )fC(والمنحنى  (T)المماس  ارسم .6
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𝑔(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على   𝑔نعتبر الدالة    .7 = 𝑓(𝑥) +
3

2
𝑥 −

1

2
 

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .أ ∈ ℝ  : ّفإن𝑔′(𝑥) =
3(𝑒2𝑥−1)

2

2(1+𝑒2𝑥)2
 

 𝑔، ثمّ شكّل جدول تغيرات الدالة   𝑔(0) احسب .ب

  (T)بالنسبة للمماس  )fC(المنحنى واستنتج وضعية  𝑔(𝑥)إشارة   ادرس .ج

 
 :18تمرين 

-I    نعتبر الدالة𝑔   المعرّفة علىℝ  :بـ𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 . 

𝑥بيّن أنّه من أجل كل  وشكّل جدول تغيراتها ثم   𝑔اتجاه تغير الدالة    ادرس  ∈ ℝ    :𝑔(𝑥) > 0 

II-    نعتبر الدالةf   المعرّفة علىℝ  :بـ𝑓(𝑥) =
𝑒2𝑥−4𝑒𝑥+3

𝑒𝑥−𝑥
تمثيلها البياني في  )fC(، وليكن  

;𝑂)معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 )  .المبيّن أسفله 

lim احسب .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)          

limو 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

المتراجحة:   ℝحل في  .2

𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3 > 0    

 𝑓(𝑥)ثمّ استنتج إشارة  

 باستعمال القراءة البيانية : .3

 0,2أعط حصرا سعته   .أ

 βو  αللعددين 

عيّن قيم كل من:   .ب

𝑓′(𝛽), 𝑓′(0), 𝑓′(𝛼) 

 (T)بالنسبة للمماس  )fC(وضعية  ادرس .ج

;∞−[المعرّفة على   hلتكن الدالة   .4 ℎ(𝑥)بـ:  ]0 =
1

𝑓(𝑥)
 

;∞−[على المجال    fأنشئ جدول تغيرات الدالة        . hثمّ استنتج جدول تغيرات الدالة   ]0

 
 :19تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+;1−]المعرّفة على المجال  fنعتبر الدالة    = (𝑥2 + 𝑥 + 2)𝑒−𝑥.       

 )fC(  في معلم متعامد ومتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . 

limبيّن أنّ  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim)نذكّر أنّ 0
𝑥→+∞

𝑥𝑛𝑒−𝑥 =        عدد طبيعي(،  nحيث 0

 يقبل مستقيما مقاربا يطُلب كتابة معادلته )fC(المنحنى ثمّ استنتج أنّ 

)fC( 

(T) 

β 

α 
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 وشكّل جدول تغيراتها   fاتجاه تغير الدالة   ادرسأ.        .2

𝑥0عند  )fC(لـ  (T)معادلة المماس  اكتب .ب = 0 

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .ج = ;1−]في المجال   αتقبل حلا وحيدا   3 0] .       

 1−10بتقريب   αأعط حصرا للعدد 

  هما يطُلب تعيينانعطاف   نقطتييقبل  )fC(بيّن أنّ المنحنى أ.        .3

 )fC(والمنحنى  (T)المماس  ارسم .ب

𝑔(𝑥)بـ:  ]∞+;1−]المعرّفة على المجال  gلتكن الدالة   .4 = [𝑓(𝑥)]2. 

𝑔بيّن أنّ  .أ = 𝑢𝑜𝑓  حيث ،u  دالة يطُلب تعيينها 

lim احسب .ب
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 fجدول تغيرات انطلاقا من  𝑔أنشئ جدول تغيرات   .ج

5. m   وسيط حقيقي. نعتبر الدالة𝑓𝑚  المعرّفة علىℝ بـ : 

𝑓𝑚(𝑥) = (𝑥
2 +𝑚𝑥 + 2)𝑒−𝑥 عيّن قيم .m  الدالة  حتى تقبل𝑓𝑚   قيمتين حديّتين

 محليتين. 

 
 :20تمرين 

-I a  وb  الدالة  لتكنوعددان حقيقيانg   المعرّفة علىℝ  :بـ𝑔(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 − 1 .

 في الجدول التالي:  gتعُطى تغيرات الدالة 

 

 

 

 

 
 

𝑎باستغلال الجدول بيّن أنّ   .1 = 𝑏و  1 = −1 

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = ;1,27[في المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا  0 1,28[  ،          

 ℝعلى  𝑔(𝑥)ثمّ استنتج إشارة 

II-  نعتبر الدالةf   المعرّفة علىℝ∗   :بـ𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−2𝑥+1

𝑥
تمثيلها البياني في معلم  )fC(وليكن  

;𝑂)متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

𝑥أثبت أنّه من أجل كل   .1 ∈ ℝ∗    ّفإن𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 ∗ℝعلى    f. استنتج اتجاه تغير الدالة  

 ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها  fالدالة النهايات عند حدود مجال تعريف  احسب .2

يقبل مستقيمين مقاربين، وأنّه يقبل فرعا لا نهائيا باتجاه حامل  )fC(المنحنى أثبت أنّ  .3

 محور التراتيب 
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𝑓(𝛼)بيّن أنّ  .4 = −2 +
1

𝛼−1
 𝑓(𝛼)، ثمّ اعط حصرا لـ   

𝑥0عند  )fC(لـ  (T)معادلة المماس  اكتب .5 = 1 

, 𝑓(3) احسب .6 𝑓(2) , 𝑓 (
1

2
) , 𝑓(−1) , 𝑓(−3)  ّالمماس  ارسم، ثم(T)  و)fC( 

 
 :21تمرين 

𝑓(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على   fالدالة   نعتبر  = 2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1 .)fC(  تمثيلها البياني        

;𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

𝑥𝑒𝑥−1)يمكن كتابة   ∞+ثمّ عند  ∞−عند   fالدالة  نهايات  احسب .1 =
1

𝑒
𝑥𝑒𝑥) 

𝑦( ذي المعادلة ∆ أثبت أنّ المستقيم ) .2 = 2𝑥 +  ،  ∞−عند  )fC(لمنحنى ل مقارب 1

 ( ∆بالنسبة للمستقيم ) )fC(وضعية المنحنى  ادرسثمّ 

 fللدالة  ′′𝑓والمشتقة الثانية  ′𝑓المشتقة  احسبأ.        .3

 ∞−عند  ′𝑓مع تحديد نهاية  ′𝑓شكّل جدول تغيرات   .ب

 ℝعلى  𝑓′(𝑥)واستنتج إشارة   𝑓′(1) احسب .ج

 fتغيرات الدالة أنشئ جدول  .د

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .4 = 1,9حيث :  𝛽و  𝛼 حلينتقبل  0 < 𝛼 < 2                 

0,6−و  < 𝛽 < −0,5 

 (cm2)وحدة الرسم :  )fC(والمنحنى ( ∆المستقيم ) ارسم .5

 
 

 :22تمرين 

𝑔(𝑥)بـ:  ∗ℝالمعرّفة على   𝑔الدالة  نعتبر  = (1 +
1

𝑥
) 𝑒

1

𝑥 + 1 . 

  𝑔الدالة  النهايات عند حدود مجال تعريف  احسب .1

 ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها  𝑔اتجاه تغير الدالة   ادرس .2

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .3 ∈ ℝ∗   ّفإن𝑔(𝑥) > 0 

-II  نعتبر الدالةf   المعرّفة علىℝ   :بـ{
𝑓(𝑥) =

𝑥

1+𝑒
1
𝑥

 ; 𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
  

;𝑂)تمثيلها البياني في معلم متعامد ومتجانس   )fC(وليكن  𝑖 ; 𝑗 ). 

𝑥0عند   fاستمرارية الدالة  ادرس .1 = 0 

𝑥0عند   fقابلية اشتقاق  ادرس .2 =  ∆’و  ∆يقبل نصفي مماسين   )fC(، ثمّ بيّن أنّ  0

 يطُلب كتابة معادلتيهما 
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𝑥أثبت أنّه من أجل كل   .3 ∈ ℝ∗   ّفإن𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(1+𝑒
1
𝑥)

2 .                          

 ℝعلى    fاستنتج اتجاه تغير الدالة 

lim احسب .4
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) الدالة ، ثمّ شكّل جدول تغيراتf 

lim احسب .5
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) −
𝑥

2
+
1

4
limو  

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) −

𝑥

2
+
1

4
𝑋)ضع   =

1

𝑥
  .) 

 )fC(لمنحنى استنتج وجود مستقيم مقارب ل

 (cm4)وحدة الطول :  )fC(المنحنى و ∆’،  ∆ ارسم .6

}بـ:  ℝالمعرّفة على   hنعتبر الدالة  .7
ℎ(𝑥) =

𝑥

1+𝑒
−
1
𝑥

 ; 𝑥 ≠ 0

ℎ(0) = 0
  

 السابق. معلم التمثيلها البياني في  )hC(ليكن و      

ℎ(𝑥)تحقق أنّ  . أ = −𝑓(−𝑥)  ّثمّ بيّن أن ،)fC(  و)hC(  متناظران بالنسبة

 للمبدأ.

 .)hC(المنحنى استنتج رسم  .ب
 

 
 التفاضلية: المعادلات 

 :23تمرين 

 حيث : ℝالقابلة للاشتقاق على  fفي كل حالة من الحالات التالية ، عيّن الدالة الوحيدة 

1. 𝑓′ = 3𝑓  و𝑓(0) = 1 

2. 𝑓′ + 2𝑓 = ;𝐴(−3يشمل النقطة   )fC(والمنحنى  0 2) 

3. 2𝑓′ − 3𝑓 = 𝑓و  0 (
1

2
) = 𝑒−2 

4. 2𝑓′ + 𝑓 = 𝑓(lnو  0 4) = 1 

5. 𝑓′ − 2𝑓 = 𝑓و  3 (
1

2
) = 𝑒2 

 

 
 :24تمرين 

′2𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   .1 + 3𝑦 =  الذي يحقق   f، ثمّ عيّن الحل  0

      𝑓(0) = 8 

′𝑦حلا للمعادلة التفاضلية التالية:   hعيّن الدالة  .2 − 2𝑦 + 4 = والتي تنعدم عند  0

− ln 3 
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 :25تمرين 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   .1 − 2𝑦 = 0… (𝐸) 

′𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية التالية:   .2 − 2𝑦 = 𝑒𝑥…(𝐹) عيّن العددين الحقيقيين . 

    a   وb    حتى تكون الدالة𝑔   المعرّفة علىℝ  :بـ𝑔(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏   حلا للمعادلة(𝐹) 

𝑓إذا وفقط إذا    (𝐸)حل للمعادلة  هي    ℎيّن أنّ  ب  .3 = 𝑔 + ℎ    حل للمعادلة  هي(𝐹)  . 

 (𝐹)لمعادلة  استنتج حلول ا 

 عيّن تلك التي تمثيلها البياني في معلم يمرّ من المبدأ (𝐹)لمعادلة  بين حلول ان م .4

 
 :26تمرين 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   .1 + 2𝑦 = 0… (𝐸) 

′𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية التالية:   .2 + 2𝑦 = 5 cos 𝑥… (𝐹) . 

                          بـ: ℝالمعرّفة على   𝑔حتى تكون الدالة   bو  aعيّن العددين الحقيقيين 

𝑔(𝑥) = 𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥   حلا للمعادلة(𝐹) 

𝑓إذا وفقط إذا    (𝐹)حل للمعادلة  هي    𝑓بيّن أنّ   .3 − 𝑔    حل للمعادلة  هي(𝐸) 

 (𝐹)لمعادلة  استنتج حلول ا 

 
 :27تمرين 

′2𝑦حل المعادلة التفاضلية التالية:   .1 + 𝑦 = 0… (I) 

′2𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية التالية:   .2 + 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥… (II) ّالدالة  . بيّن أن𝑔 

𝑔(𝑥)بـ:   ℝالمعرّفة على   = 𝑥2 − 𝑥 +  (II)حل للمعادلة  2

ℎإذا وفقط إذا    (II)حل للمعادلة  هي    ℎبيّن أنّ   .3 − 𝑔    حل للمعادلة  هي(I)   

 (II)لمعادلة  استنتج حلول ا 

𝑥0عيّن تلك التي تمثيلها البياني يقبل مماسا عند  (II)لمعادلة من بين حلول ا .4 = 0 

𝑦موازيا للمستقيم ذي المعادلة   = 𝑥 

 
 :28تمرين 

-I  نعتبر المعادلة التفاضلية(E)   :3حيث𝑦′ + 2𝑦 =  (E). عيّن جميع حلول المعادلة 0

-II  لتكن المعادلة التفاضلية(F)    :3حيث𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑥2 − 1  

 (F)كثير حدود من الدرجة الثانية حلا للمعادلة  hعيّن الدالة  .1

𝑔)الدالة فإنّ  (F)حلا للمعادلة  𝑔إذا كانت الدالة   هبيّن أنّ  .2 − ℎ)  حل للمعادلة(E)   

𝑔)إذا كانت الدالة    ه بيّن أنّ عكسيا،  .3 − ℎ)   حلا للمعادلة(E)    ّالدالة  فإن𝑔    حل للمعادلة(F)  

𝑔(0):  الذي يحققحل العيّن ثمّ ،  (F)المعادلة استنتج حلول  .4 = 3. 
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 :29تمرين 

′𝑦−نعتبر المعادلة التفاضلية:   + 3𝑦 = 9𝑥 + 5𝑒−2𝑥+3…(1)  

3𝑦حل المعادلة التفاضلية:   .1 − 𝑦′ = 0… (2) 

𝑔(𝑥)بـ:  ℝالمعرّفة على   𝑔الدالة  بيّن أنّ  .2 = 3𝑥 + 1 + 𝑒−2𝑥+3   حل للمعادلة

 (1) التفاضلية

𝑓إذا وفقط إذا    (1)حل للمعادلة  هي    𝑓بيّن أنّ   .3 − 𝑔    (2)حل للمعادلة  هي 

 .(1حل المعادلة التفاضلية ) .4

 

 
 :30تمرين 

′𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية:   = −3𝑦 + 4𝑒−2𝑥…(E)  

𝑔(𝑥)حتى تكون  λعيّن العدد الحقيقي  .1 = 𝜆𝑒−2𝑥  حلا للمعادلة(E) 

𝜆نضع:  .2 = ℎ(𝑥)و   4 = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)  حيثf  للمعادلة هي حل(E) 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية:  hتأكد أنّ  -أ + 3𝑦 = 0… (E′) 

 (E)حلول المعادلة ، ثمّ استنتج  (′E)لمعادلة  احل  - ب

التي يشمل منحناها البياني مبدأ  𝑓0الدالة  ، عينّ  (E)من بين حلول المعادلة  - ج

 المعلم

 ، ثمّ أنشئ جدول تغيراتها    𝑓0تغيرات الدالة    ادرس  -د

 𝑓0الدالة  منحنى  ارسم - ه

𝑘(𝑥)لتكن الدالة   .3 = 3𝑒−2𝑥 − 4 

′𝑦جد معادلة تفاضلية من الشكل       = 𝑎𝑦 + 𝑏  الدالة  حيث تكون𝑘   .حلا لها 
 

 
 :31تمرين 

−[نعتبر المعادلتين التفاضليتين المعرفتين على  
𝜋

2
;
𝜋

2
 بـ:  ]

𝑦′ + 𝑦 = 1… (𝐸0)    ،𝑦′ + (1 + tan 𝑥)𝑦 = cos 𝑥 … (𝐸) 

 (𝐸0)حلول المعادلة  عيّن مجموعة  .1

2. f    و𝑔   على لتان للاشتقاق  ب دالتان قا]−
𝜋

2
;
𝜋

2
𝑓(𝑥)حيث :  ] = 𝑔(𝑥) cos 𝑥          

 .  (𝐸0)حل للمعادلة  هي    𝑔إذا وفقط إذا    (E)حل للمعادلة  هي    𝑓بيّن أنّ  

𝑓(0)حيث  (E)لمعادلة ل fعيّن الحل   .3 = 0 
 

 
 



 
75 

 

 :32تمرين 

 )مقدرة بالسنوات( حيث:  tعدد ذرات الراديوم لمادة مشعّة في اللحظة  𝑦(𝑡)لتكن 

𝑦′(𝑡) = −4,33 × 10−4𝑦(𝑡)  و𝑦(0) = 𝑦0 

 tو  𝑦0بدلالة   𝑦(𝑡)عبارة   اكتب .1

 زمن نصف العمر للراديوم )أي الزمن اللازم لتناقص نصف عدد ذرات الراديوم(   احسب  .2

 
 :33تمرين 

عدد الجراثيم  سرعة تكاثر  𝑦′(𝑡))مقدرة بالساعات( و    tعدد الجراثيم في اللحظة  𝑦(𝑡)لتكن 

𝑦′(𝑡)حيث:   tفي اللحظة  = 3𝑦(𝑡)  

𝑡عدد الجراثيم في اللحظة  إذا علمت أنّ   .1 = 𝑁0هو  0 = . ما هو عددها في  1000

𝑡اللحظة    = 1ℎ30𝑚𝑛 ؟ 

𝑡في اللحظة  متى يصبح عدد الجراثيم مليون مرّة عددها  .2 =  ؟ 0

 
 :34تمرين 

;0]المعرّفة على   mالدالة  نعتبر هي كتلة  𝑚(𝑡)حيث   𝑚(𝑡)، العدد   tالتي ترفق بالعدد  ]∞+

    mبالدقائق. نقبل أنّ الدالة  tالملح بالغرام المحتواة في محلول ملحي )ماء + ملح( عند اللحظة  

′5𝑦حل للمعادلة التفاضلية:  هي  + 𝑦 = 0… (E)   :وأنّ الشرط الابتدائي هو𝑚(0) = 300 

 (E)حل المعادلة  .1

𝑚(𝑡0)حيث يكون:  𝑡0عيّن العدد   .2 = 150 

𝑚(𝑡)  إلا إذا كان 𝑡نقبل أنّه لا يمكن الكشف عن وجود الملح خلال اللحظة   .3 ≤ 10−2 .

 ابتداءً من أي لحظة يكون ممكنا الكشف عن وجود الملح ؟ 

 
 :35تمرين 

′𝑦للمعادلة التفاضلية   نعتبر + 2𝑦 = 3𝑒−3𝑥…(1) 

𝑦بوضع:  .1 = 𝑧 − 3𝑒−3𝑥 ( التي تحققها الدالة 2، أوجد المعادلة التفاضلية )z 

 (1( ، ثمّ استنتج حل المعادلة التفاضلية )2حل المعادلة التفاضلية ) .2

𝑓(0)( حيث:  1للمعادلة )  fعيّن الحل  .3 =
3

2
 

𝑓(𝑥)تكُتب على الشكل:   fتحقق أنّ الدالة   .4 = 3𝑒2 − 𝑥 (
3

2
− 𝑒−𝑥) 

 fتغيرات الدالة  ادرس .5

 حداثيات مع محوري الإ )fC(المنحنى عيّن نقط تقاطع  .6

 )fC(المنحنى   ارسم، ثمّ  𝑓(1) احسب .7
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 دراسة الدوال الأسّية: 

 :36تمرين 

-I المعادلة التفاضلية التالية:   نعتبر𝑦′ − 2𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 …(1) 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية   .1 − 2𝑦 = 0…  ℝدالة قابلة للاشتقاق على  yحيث  (2)

2. a  وb  عددان حقيقيان وu  دالة معرفة علىℝ   : بـ𝑢(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 

 (1حلا للمعادلة ) uحتى تكون  bو  aعيّن  -أ

𝑢إذا وفقط إذا كانت    (2)حلا للمعادلة  تكون    𝑣بيّن أنّ الدالة   - ب + 𝑣    (1)حلا للمعادلة   

 (1)لمعادلة  استنتج مجموعة حلول ا  - ج

 0الذي ينعدم عند    (1)لمعادلة  ل   fعيّن الحل الخاص   .3

-II    لتكن الدالة𝑔   المعرّفة علىℝ  :بـ𝑔(𝑥) = 2𝑒𝑥 − 𝑥 − 2  

 وشكّل جدول تغيراتها gتغيرات الدالة  ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 =             حيث:  αأحدهما معدوم والآخر   تقبل حلين 0

−1,6 < 𝛼 < −1,5 

 0عند  𝑔معادلة المماس لمنحنى الدالة  اكتب .3

 xحسب قيم  𝑔(𝑥)عيّن إشارة   .4

III-    نعتبر الدالةf    المعرّفة علىℝ  :بـ𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 .)fC(  تمثيلها البياني   

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس         𝑖 ; 𝑗 ) . 

 عند حدود مجال تعريفها  fالدالة  نهايات  احسب .1

 لهما نفس الإشارة  𝑔(𝑥)و  𝑓′(𝑥)وبيّن أنّ  𝑓′(𝑥) احسب .2

 وشكّل جدول تغيراتها  fاتجاه تغير الدالة  ادرس .3

𝑓(𝛼)بيّن أنّ  .4 = −
𝛼2+2𝛼

4
 𝑓(𝛼)، ثمّ استنتج حصرا لـ   

 (. cm2)الوحدة:  )fC(المنحنى  ارسم .5

 
 :37تمرين 

-I  لتكن𝑔  دالة معرفة علىℝ   :كما يلي𝑔(𝑥) = 2𝑒𝑥 + 2𝑥 − 5 

 .𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 =   α  0,62 0,63بحيث:  αتقبل حلا وحيدا  0

 .𝑔(𝑥)ن إشارة  عيّ  .3

II-    لتكنf    دالة عددية معرفة علىℝ    و)fC(   تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم متعامد

,𝑜)ومتجانس  𝑖 , 𝑗 ) حيث ، :𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 3)(1 − 𝑒−𝑥) 

 f(x)عين إشارة  .1

𝑓′(𝑥)بين أن:   .2 = 𝑒−𝑥. 𝑔(𝑥)  ثم استنتج اتجاه تغير الدالة ،f 
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 f، ثم شكل جدول تغيرات الدالة  ∞−و  ∞+عند    fنهايات الدالة  احسب .3

𝑓(𝛼)بين أن:   .4 =
(2𝛼−3)2

2𝛼−5
 

𝑦( معادلته: يقبل مستقيما مقاربا مائلا ) )fC(بين أن المنحنى  .5 = 2𝑥 −     ∞+عند   3

limالوضع النسبي لهما. ملاحظة:   ادرسثم 
𝑥→+∞

(
𝑒𝑥

𝑥
) = +∞  

𝑓(𝛼)(. يعطى:  و ) )fC(أنشئ المنحنى  .6 ≈ −0,81. 

 

 
 :38تمرين 

 -I عددية الدالة نعتبر الf 0]  فة علىمعرّ ال; 𝑓(𝑥)  كما يلي: ]∞+ = −𝑥 + 2√𝑥 − 1 

   fنهايات الدالة   احسب .1

 0على يمين   fالدالة قابلية اشتقاق  ادرس .2

 fثمّ شكل جدول تغيرات  𝑓′(𝑥) احسب .3

II-  دالة  نعتبر ال𝑔    المعرّفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = −𝑒𝑥 + 2√𝑒𝑥 − تمثيلها    )gC(و     1

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد و المتجانس  𝑖 ; 𝑗 ) 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 يقبل نقطة انعطاف يطُلب تعيينها  )gC(المنحنى  بيّن أنّ  .2

𝑦ذي المعادلة:   (D)مع المستقيم  )gC(المنحنى عيّن نقط تقاطع  .3 = −1 

 (D)المستقيم و )gC(أنشئ المنحنى  .4

"2𝑦حل للمعادلة التفاضلية:   𝑔يّن أنّ الدالة  ب .5 + 𝑦′ − 𝑦 = −2𝑒𝑥 + 1 
 

 
 

 :39تمرين 

-I  𝑔  كما يلي: دالة معرفة على 𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥 − 𝑒𝑥   

 (∞+)و  (∞−)عند  gالنهايات  احسب .1

 ، ثم شكل جدول التغيرات 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .2

 𝑔(𝑥)ثم استنتج إشارة   𝑔(0) احسب .3

II-   لتكنf  و   دالة معرفة على)fC(   تمثيلها البياني في المعلم المتعامد و المتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) 

𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥 + 1 

limن أن:  بيّ  .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑓′(𝑥) أثبت أن: .2 = 𝑒−𝑥𝑔(𝑥)  ثم استنتج اتجاه تغير ،f 

 fالدالة  شكل جدول تغيرات .3
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𝑦بين أن المستقيم   .4 = −𝑥 + وضعيته بالنسبة   ادرس، ثم  )fC(للمنحنى  مقارب مائل    1

 )fC(للمنحنى 

𝑓(𝑥)بين أن المعادلة   .5 = ;1−]تقبل حلين في المجالين      0 ;1]و    [0 ، ثم أنشئ   [2

 )fC(المنحنى 

 
  :40تمرين 

تمثيلها البياني في معلم متعامد و متجانس  )f C(و  ℝمعرفة على  xدالة لمتغير حقيقي  fلتكن 

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) :𝑓(𝑥) =
𝑥

2
+ 𝑒−|𝑥| 

 ∞ -و  ∞ +عند   fنهايات الدالة  احسب .1

 دون رمز القيمة المطلقة  f اكتب .2

limبيّن أنّ:   .3
𝑥 → 0+

𝑓(𝑥)−1

𝑥
= −

1

2
lim  احسب، ثمّ  

𝑥 → 0−

𝑓(𝑥)−1

𝑥
 . 

lim)  فسّر النتيجة بيانيا
𝛼→0

𝑒𝛼−1

𝛼
= 1) 

,∞−[متزايدة تماما على المجال    fبيّن أنّ   .4 على المجال    fاتجاه تغيّر الدالة    ادرس، ثمّ    ]0

]0, +∞[ 

 fشكّل جدول تغيّرات الدالة  .5

المستقيم   .6 أنّ  المعادلة    (Δ)بيّن  𝑦ذو  =
1

2
𝑥    للمنحنى مائل  ثمّ    )f C(مقارب    ادرس ، 

 ( Δ)بالنسبة إلى  )f C(وضعية 

 0معادلة نصفي المماس عند النقطة ذات الفاصلة  اكتب .7

𝛼، حيث   αتقبل حلا وحيدا  f (x) = 0بين أن المعادلة  .8 ∈ ]−0,9;−0,8[ 

 . بدقة )f C(والمنحنى  (Δ) المستقيم أنشئ نصفي المماس،  .9

 
  :41تمرين 

𝑓    على  قابلة للاشتقاق  دالةℝ  و)f C(  تمثيلها البياني    ،(𝐷)    مستقيم مقارب للمنحنى)f C(    عند

𝑦معادلته   0الفاصلة    عند  )f C(مماس للمنحنى    (𝑇)،    (∞−)و    (∞+) = (1 − 𝑒)𝑥 + 1 

;𝐽(0والنقطة   . )انظر الشكل()f C(مركز تناظر للمنحنى  (1

𝑓(𝑥)نضع :   = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝜑(𝑥)  : حيث ،lim
|𝑥|→+∞

𝜑(𝑥) = 0 

  (𝐷)  بقراءة بيانية، عيّن معادلة .1

𝑥  :𝑓(−𝑥)من أجل كل عدد حقيقي   .2 + 𝑓(𝑥) =  لماذا ؟  . 2

 فردية  𝜑زوجية، ثمّ استنتج أنّ الدالة   ′𝑓تحققّ أنّ الدالة   .3

𝜑(𝑥)نضع :   .4 = (𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒−𝑥
2

 مستعينا بالنتائج السابقة.  𝛽و  𝛼عيّن   . 
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 :42تمرين 

الآتية   الحالات  من  حالة  كل  في  التبرير  اختر  مع  المعطاة  المقترحات  بين  من  الصحيحة  الإجابة 

 الكافي: 

1 )f  دالة متناقصة تماما علىℝ الدالة .h  المعرّفة علىℝ  بالعبارةℎ(𝑥) = 𝑒𝑓(−𝑥)  :هي دالة 

 ℝغير رتيبة على  -جـ ℝمتناقصة تماما على  -ب ℝمتزايدة تماما على  -أ

𝑔(𝑥)بـ   ℝالمعرّفة على  𝑔( نعتبر الدالة  2 = 𝑥𝑒−𝑥 +   0في جوار  𝑔. التقريب التآلفي للدالة  1

 يعُطى بالعلاقة:

𝑔(𝑥) -أ ≈ 𝑥 + 𝑔(𝑥)  -ب 1 ≈ −𝑥 + 𝑔(𝑥) -جـ 1 ≈ −𝑥 − 1 

3 )α   6عدد حقيقي غير معدوم. الحل العام للمعادلة التفاضلية𝑦 = 3𝑦′ +  هو: 2

𝑦 -أ = 𝛼𝑒2𝑥 +
1

3
𝑦  -ب  = 𝛼𝑒2𝑥 −

1

3
𝑦 -جـ  = 𝛼𝑒3𝑥 −

1

2
 

 
 :43تمرين 

-I a  ،b  ،c  ، أعداد حقيقيةh   الدالة العددية المعرّفة

 بـ:  ℝعلى  

 ℎ(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 + 𝑐 

   bو  aبدلالة العددين  ℎ′(𝑥) احسب .1

في مستو  hالشكل الموالي هو التمثيل البياني للدالة 

,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖 , 𝑗 ). 

الشكل،  من خلال المعطيات الموجودة على  .2

 بيّن أنّ:

 ℎ(𝑥) = (−𝑥 + 2)𝑒𝑥 + 2 

)f C( 

(𝑇) 

(𝐷) 
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ℎ(𝛼)الذي يحقق:  αبقراءة بيانية، عيّن حصرا للعدد   .3 = 0 

 . xمن أجل كل عدد حقيقي  ℎ(𝑥)عيّن إشارة   .4

-II    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑒𝑥+1
مستو منسوب تمثيلها البياني في    (C)، و

,𝑂)معلم متعامد ومتجانس  إلى  𝑖 , 𝑗 ) . 

lim: احسب .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) وlim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

x: 𝑓′(𝑥)تأكد أنّه من أجل كل عدد حقيقي   .2 =
𝑥ℎ(𝑥)

(𝑒𝑥+1)2
 

 fشكل جدول تغيرات الدالة  .3

𝑓(𝛼)بين أنّ:  .4 = 𝛼(𝛼 −  𝑓(𝛼)واستنتج حصرا للعدد   (2

 . (C)أنشئ بعناية المنحنى  .5

 
 :44تمرين 

 كل جملة من الجمل التالية مع التعليل:أجب بصحيح أو خاطئ على 

 حيث: v، فإنّ الدالة ℝموجبة ومتزايدة تماما على  uإذا كانت الدالة  .1

  𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥  متزايدة تماما علىℝ 

المجال    hالدالة   .2 على  ;0]المعرّفة  ℎ(𝑥)بـ:    ]∞+ = √𝑥𝑒1−𝑥   للاشتقاق            قابلة 

 عند الصفر على اليمين

المعادلة   .3 ذي  𝑥المستقيم  = للدالة    0 الممثل  للمنحنى  مقارب  مستقيم             المعرّفة   fهو 

;0[على المجال   𝑓(𝑥)بـ:   ]∞+ = 𝑒
1

𝑥 

𝑒𝑥، المعادلة:  aمن أجل عدد حقيقي  .4 + 2𝑥 = 𝑎  تقبل دوما حلا وحيداα  فيℝ . 

 

 
 :45تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔  المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = (1 − 𝑥)𝑒𝑥 + 1 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = 1,27حيث:   αتقبل حلا وحيدا   0 < 𝛼 < 1,28 

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

-II    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑥 + تمثيلها    (C)، و    1

,𝑂)مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  البياني في  𝑖 , 𝑗 ) . 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  fتغيرات الدالة   ادرس .1

 معادلتهيطُلب تعيين   (∞−)( عند  ∆مستقيم مقارب مائل ) (C)بين أنّ للمنحنى  .2

 (C)(  و ∆لـ ) الوضعية النسبية ادرس .3
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𝑓(𝛼)ثمّ بين أنّ: ، αبدلالة  𝑓(𝛼) احسب .4 =
𝛼2−𝛼+1

𝛼−1
 𝑓(𝛼)و استنتج حصرا للعدد   

 . (C)ثمّ أنشئ ،  𝑓(2,4)و  𝑓(−1,7)  ،𝑓(2) احسب .5

 
 :46تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔  المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 1 

 شكل جدول تغيراتها ، ثمّ  𝑔تغير الدالة  اتجاه  ادرس .1

 ∞−و  ∞+عند  𝑔نهاية الدالة   احسب .2

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .3 =  0,64و  0,63محصورا بين  αتقبل حلا وحيدا   0

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .4

-II    نعتبر الدالةf   المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 2 − 𝑥    و ،(C)    تمثيلها

,𝑂)مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  البياني في  𝑖 , 𝑗 ) . 

 ∞−و   ∞+عند    fنهاية الدالة  احسب .1

 هاشكل جدول تغيرات و  fتغير الدالة ، ثمّ استنتج اتجاه  𝑔(𝑥)بدلالة  𝑓′(𝑥)  اكتب .2

 (C)وضعية  ادرس، ثمّ ∞−( بجوار ∆ يقبل مستقيم مقارب مائل ) (C) المنحنى أنّ بيّن  .3

 (   ∆لـ ) النسبةب

𝛼).  (C)و  (∆، ثمّ أنشئ )𝑓(0) احسب .4 ≈ 0,64) 

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mعيّن حسب قيم الوسيط الحقيقي  .5 = 𝑚. 
 

 
 :47تمرين 

 مع التبرير: أأجب بصحيح أم خط

1. f  المعرّفة على الدالة العدديةℝ   :بـ𝑓(𝑥) = (−𝑥 + 3)𝑒𝑥  و ،(C)  تمثيلها البياني 

𝑥من أجل كل   .أ > 𝑓(𝑥)لدينا:  0 ≥ −𝑥 + 3 

𝑦المستقيم ذو المعادلة  .ب =  (C)مقارب لـ  0

 تقبل قيمة حديّة وحيدة fالدالة  .ج

𝑚وسيط حقيقي حيث:    m .د ≠ 𝑒2  المعادلة .𝑓(𝑥) = 𝑚  لا تقبل حلا أو تقبل حلين 

𝑒2𝑥حلول المتراجحة   .2 − 3𝑒𝑥 − 4 ≥ 𝑆هي:   0 = [ln 4 ;+∞[  

3. 𝑔  المعرّفة على  الدالة العدديةℝ∗  :بـ𝑔(𝑥) =
sin3𝑥

𝑥
 .lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) = 1 

 

 
 :48تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔  ّفة على المعرℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = (3 − 2𝑥)𝑒𝑥 + 2 
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 𝑔الدالة   اتتغير ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = 𝛼حيث:   αتقبل حلا وحيدا   0 ∈ ]1,68 ; 1,69[ 

 xحسب قيم  𝑔(𝑥)إشارة استنتج  .3

-II   لتكن الدالةf  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥+4𝑥−1

𝑒𝑥+1
مستو تمثيلها البياني في  (C)، و  

,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖 , 𝑗 )   حيث‖𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 

𝑓′(𝑥)فإنّ:   ℝمن  xأثبت أنّه من أجل كل  .1 =
2𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥+1)2
 

𝑓(𝛼)أثبت أنّ  .2 = 4𝛼 −  𝑓(𝛼)، ثمّ اعط حصرا للعدد   5

    fتغيرات الدالة   ادرس .3

    النسبةب  (C)وضعية    ادرس، ثمّ  (∆ يقبل مستقيمين مقاربين أحدهما مائل )  (C)أنّ  بيّن   .4

 (  ∆لـ )

  (d)،  ( ∆، ثمّ أنشئ ) 0ة عند النقطة ذات الفاصل  (C)للمنحنى  (d)معادلة المماس  اكتب .5

 (C)و 

 عدد وإشارة حلول المعادلة:  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6

          𝑚𝑒𝑥 − 4𝑥 +𝑚 + 2 = 0. 

 
 :49تمرين 

-I مع التبرير : أأجب بصحيح أم خط 

للدالة   .1 البياني  للتمثيل  المماس  𝑥معادلة  → √𝑥2 + الفاصلة    3 النقطة ذات  هي:    1عند 

𝑦 =
1

2
𝑥 +

3

2
 

2. lim
𝑥→𝜋

sin𝑥

𝑥−𝜋
= 1 

𝑢(𝑥)الدالة   .3 = 𝑒|𝑥|  0قابلة للاشتقاق عند 

-II f   الدالة المعرّفة علىℝ∗  :بـ𝑓(𝑥) =
cos𝑥

𝑥2
+ 𝑥 +  . اختر الجواب الصحيح مع التعليل 1

1. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) )0جـ(    ∞−ب(      ∞+هي: أ 

 ( معادلته:∆مستقيما مقاربا ) fيقبل منحنى الدالة  .2

𝑦أ(  = 𝑥 + 𝑦ب(     1 = −𝑥 − 𝑦جـ(   1 = 2 

 
 :50تمرين 

-I f  المعرّفة على الدالةℝ   :بـ𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑎)𝑒−𝑥 + 𝑏  حيثa  وb  ،عددان حقيقيان      

,𝑂)مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس تمثيلها البياني في  (C)و  𝑖 , 𝑗 )  . 

 (C)بقراءة بيانية للمنحنى  .1
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(2 ) (3 ) (1 ) 

limعيّن  .أ
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ; lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ; 𝑓′(−1) ; 𝑓(0) ; 𝑓(−2) 

      عيّن معادلة المستقيم المقارب  .ب

 ∞+عند   (C)لـ 

 𝑓′(𝑥)إشارة  xعيّن حسب قيم  .ج

 fشكّل جدول تغيرات الدالة  .د

، 3،  2،  1من بين المنحنيات الثلاثة   .ه

الممثل  المنحنى  التبرير  مع  عيّن 

 fمشتقة الدالة  ′𝑓للدالة  

𝑓(𝑥)بيّن أنّ  .2 = (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 2 

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .3 =  2و  1محصورا بين  αتقبل حلا وحيدا   1−

 : عدد وإشارة حلول المعادلة mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .4

     (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 2 −𝑚 = 0 

-II g  المعرّفة على الدالةℝ  :كما يلي{
𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ; 𝑥 ≥ 0

𝑔(𝑥) = cos(𝜋𝑥 +
𝜋

2
) ; 𝑥 < 0

 

lim احسب .1
𝑥→0

𝑔(𝑥) 

 0مستمرة عند  gبيّن أنّ الدالة  .2

الدالة   .3 أنّ  على    gبيّن  للاشتقاق  ;∞−[قابلة  ;0[وعلى    ]0         𝑔′(𝑥)  احسبثمّ    ]∞+

 على هذين المجالين 

 
 

 
 :51تمرين 

-I    نعتبر الدالة𝑔    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥+2
تمثيلها البياني   (Cg)، و    

,𝑂)مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  في  𝑖 , 𝑗 ) . 

𝐴(lnالنقطة  (Cg)بحيث يشمل المنحنى  bو  aعيّن قيمتي     2 ; ln 2) 

-II    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥+2
تمثيلها البياني    (Cf)، و    

 . معلم السابقالفي 
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x :𝑓(𝑥)بيّن أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 𝑥 − 2 +
8

𝑒𝑥+2
 

( يطُلب تعيين معادلة لكل ∆( و )' ∆يقبل مستقيمين مقاربين مائلين )   (Cf)أنّ المنحنى  بيّن   .2

 منهما. 

 ( ∆(  و )'∆لكل من ) النسبةب (Cf)المنحنى وضعية حدد  .3

 ثمّ أنشئ جدول تغيراتها  fتغيرات الدالة   ادرس .4

 يطُلب تعيين إحداثييها   Iيقبل نقطة انعطاف   (Cf)المنحنى بين أنّ  .5

𝑓(𝑥)أثبت أنّ المعادلة   .6 =  α < -1,5 > 2-حيث:  αتقبل حلا وحيدا  0

 (Cf)( و ∆( ، )'∆) ارسم .7

   عدد وإشارة حلول المعادلة: mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .8

         𝑓(𝑥) = 𝑥 +𝑚 

 
 :52تمرين 

-I    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    : كما يلي𝑓(𝑥) =
3𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
مستو  تمثيلها البياني في    (C)، و    

,𝑂)منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖 , 𝑗 ). 

𝑓(−𝑥)لدينا:  xعدد حقيقي بيّن أنّه من أجل كل  .1 + 𝑓(𝑥) =  النتيجة بيانيا. فسّر 2

 (C)واستنتج المستقيمات المقاربة للمنحنى  fنهايات الدالة   احسب .2

 شكل جدول تغيراتها ، ثمّ  fتغير الدالة اتجاه  ادرس .3

 0عند النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى  (T)عيّن معادلة المماس  .4

-II   نعتبر الدالة𝑔  المعرفة علىℝ   : كما يلي𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1). 

𝑔′(𝑥)لدينا:  xعدد حقيقي بيّن أنّه من أجل كل  .1 = −(
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥+1
)
2

 

 𝑔(0)ثمّ استنتج إشارتها بعد حساب   𝑔تغير الدالة  اتجاه  ادرس .2

 .(C)( وT، ثمّ أنشئ في نفس المعلم )  (C)والمنحنى    (T)استنتج الوضع النسبي للمماس   .3

𝑓(𝑥)بيّن أنّه إذا كان:   .4 = 𝑥   :ّفإن𝑔(𝑥) = −1 

𝑦المستقيم ذي المعادلة   بيّن أنّ  .5 = 𝑥  المنحنى يقطع(C)   في نقطة وحيدةα :حيث     

2 < 𝛼 < 3. 

 
 :53تمرين 

 حيث: ℝمعرّفة وقابلة للاشتقاق على دالة  fلتكن 

{
4𝑓′ − 3𝑓 = 0

𝑓(0) = 1
 

 :التعليلمع  أأجب بصحيح أم خط
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;𝐴(1يشمل النقطة  fالمنحنى الممثل للدالة  .1
3

4
) 

 1مماسا معامل توجيهه  0يقبل عند النقطة ذات الفاصلة  fالمنحنى الممثل للدالة  .2

3. f  متزايدة على دالةℝ  

4. f   :16حل للمعادلة التفاضلية𝑓" − 9𝑓 = 0 

 
 :54تمرين 

-I    نعتبر الدالةf    المعرّفة على ℝ − {ln 𝑓(𝑥)كما يلي:  {2 = 𝑒𝑥 − 5 +
2𝑒𝑥

𝑒𝑥−2
تمثيلها    (C)، و    

,𝑂)  مستو منسوب إلى معلم متعامد ومتجانسالبياني في  𝑖 , 𝑗 ) . 

 fتغيرات الدالة   ادرس .1

 (C)الفروع اللانهائية للمنحنى   ادرس .2

 0عند النقطة ذات الفاصلة   (C)للمنحنى جد معادلة المماس  .3

−)𝑓 احسب .4 ln 5); 𝑓(ln 5); 𝑓(ln  (C)لمنحنى ، ثمّ أنشئ ا (3

-II   نعتبر الدالة𝑔   :المعرّفة بـ𝑔(𝑥) = 𝑒|𝑥| − 5 +
2𝑒|𝑥|

𝑒|𝑥|−2
. 

 𝑔الدالة  عيّن مجموعة تعريف  .1

 0عند  𝑔قابلية اشتقاق الدالة   ادرس .2

 زوجية 𝑔بيّن أنّ الدالة   .3

المنحنى   .4 المنحنى    (C)انطلاقا من  للدالة    ()اشرح كيفية رسم   ()  ارسمثمّ    gالممثل 

 نفس المعلم السابق 

5. m  وسيط حقيقي موجب تماما، ناقش بيانيا حسب قيمm  :عدد و إشارة حلول المعادلة 

𝑒2𝑥 − (5 + 2 ln𝑚)𝑒𝑥 + 10 + 4 ln𝑚 = 0 

 
 :55تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔  المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 + 𝑒𝑥 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)أثبت أن المعادلة   .2 = 1.28−حيث:   αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < −1.27 

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

-II    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
تمثيلها البياني في معلم متعامد    (C)، و    

,𝑂)و متجانس   𝑖 , 𝑗 ) 2. وحدة الطول على المحورين cm . 

𝑓′(𝑥)، فإن:  ℝمن  xبيّن أنه من أجل كل  .1 =
𝑒𝑥𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥+1)2
 fتغيرات الدالة  ادرس.  

𝑓(𝛼)ن أنّ: بيّ  .2 = 𝛼 +  𝑓(𝛼)واستنتج حصرا للعدد   1
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 (T)معادلة للمستقيم  اكتب. Oفي النقطة  (C)المماس لـ  (T)أ.   ليكن  .3

أنّ   .ب )   (C)أثبت  أحدهما  مقاربين  مستقيمين  معادلته:  ∆يقبل   )𝑦 =  𝑥    ّثم  ادرس، 

 (C)(  و ∆لـ ) الوضعية النسبية

 . (C)( و T(  )∆، ثمّ أنشئ ) fبالدالة   3،  2،  1،   -1،  -2صور الأعداد  احسب .ج

 
 :56تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔  المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑔(𝑥) = 1 + (1 − 2𝑥)𝑒2𝑥 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)أثبت أن المعادلة   .2 = 0.6حيث:   αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 0.7 

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

-II    نعتبر الدالةf    المعرفة علىℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) =
1

2
[𝑥 + (1 − 𝑥)𝑒2𝑥]    و ،(C)    تمثيلها

,𝑂)البياني في معلم متعامد و متجانس  𝑖 , 𝑗 ) . 

 ∞+و  ∞−عند   f  نهايات الدالة احسب .1

𝑦ذا المعادلة ( ∆)بين أنّ المستقيم   .2 =
1

2
𝑥   مقارب للمنحنى(C)    ادرس ، ثمّ  ∞−بجوار 

 (  ∆)بالنسبة لـ  (C)وضعية 

 𝑓(𝛼)حصرا للعدد ، ثمّ شكل جدول تغيراتها. عيّن  fاتجاه تغير الدالة  ادرس .3

)𝑓 احسب .4
3

2
)  ،𝑓(−1)  و𝑓(1)   ثمّ استنتج إشارة ،𝑓(𝑥)  [ 1− ; ∞−على المجال[ 

 . (C)( والمنحنى ∆ أنشئ في نفس المعلم المستقيم ) .5

 
 :57تمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:    ℝالمعرفة على    fنعتبر الدالة   = 2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1    و ،(C)   تمثيلها البياني

,𝑂)في معلم متعامد ومتجانس   𝑖 , 𝑗 ) . 

 ∞+و  ∞−عند   fنهايات الدالة    احسب .1

𝑦( ذا المعادلة  ∆أثبت أنّ المستقيم ) .2 = 2𝑥 +  ادرس،    ∞−عند    (C)مقارب للمنحنى    1

 (  ∆بالنسبة لـ ) (C)وضعية 

 fللدالة   '' fو المشتقة الثانية  ' fالمشتقة  احسبأ.    .3

    ' fل جدول تغيرات شكّ  .ب

 ℝعلى  f ' (x)واستنتج إشارة  f ' (1) احسب .ج

𝑓(𝑥)أثبت أن المعادلة   .4 = 1,9حيث:   αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 2 

 .  (cm 2وحدة الطول )  (C)( والمنحنى ∆ أنشئ في نفس المعلم المستقيم ) .5
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 :58تمرين 

-I   لتكن𝑔  معرفة على دالةℝ  :بـ𝑔(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)أثبت أن المعادلة   .2 = 1,15−حيث:  βو  αتقبل حلين  0 < 𝛼 < −1,14            

1,84 و < 𝛽 < 1,85 

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

-II    الدالة   نعتبرf    : 𝑓(𝑥)المعرفة كما يلي  =
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−𝑥
في معلم متعامد    (C)، و     البياني  تمثيلها 

,𝑂)ومتجانس   𝑖 , 𝑗 ) . 

𝑢(𝑥)اتجاه تغير الدالة   ادرس .1 = 𝑒𝑥 − 𝑥   وعيّن إشارتها 

 fالدالة  استنتج مجموعة تعريف  .2

ℝ  :𝑓′(𝑥)من  xبين أنّ من أجل كل  .3 =
𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥−𝑥)2
 fالدالة  ، ثمّ استنتج اتجاه تغير  

 عند حدود مجموعة تعريفها ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  fنهايات الدالة    احسب .4

𝑓(𝛼)بين أنّ :  .5 =
1

𝛼−1
 𝑓(𝛼)و استنتج حصرا للعدد   

 . (C)أنشئ المنحنى  .6

 

 في البكالوريا  الأسيةالدوال 

 ر  2008: بكالوريا 59تمرين 

I-  f   الدالة العددية المعرّفة علىℝ   :بالعبارة𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 +
4

𝑒𝑥+1
 .)fC(  تمثيلها البياني  

;𝑂)معلم متعامد ومتجانس  إلى في المستوي المنسوب  𝑖 ; 𝑗 ) . 

 fتغيرات الدالة   ادرس .1

 ωعند النقطة  )fC(لمماس  معادلة اكتبو ωيقبل نقطة انعطاف   )fC(بيّن أنّ  .2

  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل ωبيّن أنّ  •

lim احسب .3
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − limو  [(1
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 3)] 

 يقبل مستقيمين مقاربين يطُلب إعطاء معادلة لكل منهما  )fC(استنتج أنّ  •

من المجال  𝑥0وحيدة فاصلتها  يقطع محور الفواصل في نقطة )fC(بيّن أنّ  .4

]−2,77;−2,76[ 

ومستقيميه   )fC( ارسم( ، ثمّ 2−10)تدُوّر النتائج إلى   𝑓(−1)و  𝑓(1) احسب •

 المقاربين

II-  𝑔   الدالة العددية المعرّفة علىℝ   :بالعبارة𝑔(𝑥) = −𝑥 + 3 −
4

𝑒𝑥+1
 .)gC(  منحنى 

 𝑔الدالة  
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𝑔(𝑥):  فإنّ  xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 𝑓(−𝑥) 

 )gC(إلى  )fC(استنتج أنّه يوجد تحويل نقطي بسيط يحوّل 

 (𝑔)دون دراسة الدالة   )gC(أنشئ في نفس المعلم السابق  .2
 

 
 ع ت 2008: بكالوريا  60تمرين  

-I  العددية للمتغير الحقيقي نعتبر الدالةx  ي:أتكما ي ]∞+;2−]المجال  المعرفة على                       

𝑓(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒−𝑥 + في   fالمنحنى الممثل للدالة  )fC( عددان حقيقيان. bو  aحيث ،  1

,𝑂)معلم متعامد ومتجانس   𝑖 , 𝑗 )  1وحدة الطولcm . 

 Aومعامل توجيه المماس عند    )fC(تنتمي إلى    𝐴(−1,1)تكون النقطة  بحيث    bو    aعيّن قيمتي  

 (𝑒−)يساوي 

-II   العددية  نعتبر الدالة𝑔  للمتغير الحقيقيx  كما يلي: ]∞+;2−]المجال  المعرفة على                   

𝑔(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑒−𝑥 +  .معلم السابقالتمثيلها البياني في  )gC(، و  1

limبيّن أنّ  .1
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = limوفسّر هذه النتيجة بيانيا )نذكّر أنّ  1
𝑢→−∞

𝑢𝑒𝑢 = 0 ) 

 ثمّ أنشئ جدول تغيراتها 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .2

 يطُلب تعيين إحداثييها  Iيقبل نقطة انعطاف    )gC(المنحنى بيّن أنّ  .3

   Iنقطة عند ال  )gC(لمنحنى معادلة المماس ل اكتب .4

    )gC( ارسم .5

6. 𝐻  كما يأتي:  ]∞+;2−]المجال فة على المعرّ العددية الدالة 

      𝐻(𝑥) = (𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒−𝑥   حيث ،𝛽 و α عددان حقيقيان 

𝑥دالة أصلية للدالة:   𝐻بحيث تكون  α و 𝛽عيّن  → 𝑔(𝑥) − 1 

 0والتي تنعدم عند القيمة  𝑔استنتج الدالة الأصلية للدالة  

-III لتكن k   كما يأتي:   ]∞+;2−]المجال المعرفة على الدالة𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥2)  

 ثمّ شكّل جدول تغيراتها.  kة دالة مركبة، عيّن اتجاه تغير الدالة باستعمال مشتق

 

 
 رت   2009: بكالوريا  61تمرين 

𝑓(𝑥):  كما يلي ℝالمعرّفة على   fنعتبر الدالة   = 𝑥 +
2

𝑒𝑥+1
تمثيلها البياني في  )fC( ليكن .

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم ال 𝑖 ; 𝑗 ) . 

𝑓(𝑥) احسب .1 + 𝑓(−𝑥)   من أجل كل عدد حقيقيx   ثمّ استنتج أنّ النقطة ،𝜔(0; 1) 

 )fC(لمنحنى مركز تناظر ل

;0] على المجال fتغيرات الدالة   ادرس .2  ℝعلى  جدول تغيراتها، ثمّ استنتج  ]∞+
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𝑦بيّن أنّ المستقيم ذي المعادلة   .3 = 𝑥  لمنحنى لهو مستقيم مقارب)fC(  عند+∞ 

lim احسب       
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 +  ∞−عند   )fC(لمنحنى  ل ، استنتج المستقيم المقارب  [(2

𝑓(𝑥)المعادلة  بيّن أنّ  .4 = 1,7−حيث   𝛼تقبل حلا وحيدا   0 < 𝛼 < −1,6 

𝑥من أجل   )fC( ارسم .5 ∈ ℝ 

ℝ،  𝑓(𝑥)من  𝑥ه من أجل كل  بيّن أنّ  .6 = 𝑥 +
2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥+1
 

المحددّ    𝐴(𝛼)احسب   .7 المستوي  من  الحيّز  ذات   )fC(لمنحنى  با مساحة  والمستقيمات 

𝑦المعادلات:  = 𝑥 + 𝑥و   2 = 𝑥و   0 = 𝛼 

𝐴(𝛼)بيّن أنّ  = 2ln (−𝛼)   ثمّ استنتج حصرا للعدد ،𝐴(𝛼). 
 

 
 

 ر  2010: بكالوريا  62تمرين 

-I  𝑔   الدالة العددية المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑔(𝑥) = (3 − 𝑥)𝑒𝑥 − 3  

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 =     حيث 𝛼حلين أحدهما معدوم والآخر   ℝتقبل في  0

2,82 < 𝛼 < 2,83 

 xحسب قيم  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

-II f  الدالة العددية المعرّفة علىℝ   : كما يلي{
𝑓(𝑥) =

𝑥3

𝑒𝑥−1
 ; 𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
 

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

𝑥0تقبل الاشتقاق عند  fبيّن أنّ الدالة  .1 =          )fC(مماس  (T)معادلة لـ  اكتب،  0

 𝑂عند المبدأ  

limأ. بيّن أنّ         .2
𝑥→+∞

𝑥3𝑒−𝑥 = lim  احسبثمّ  0
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ،احسب lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

𝑥بيّن أنّه من أجل   .ب ≠ 𝑓′(𝑥)فإنّ :   0 =
𝑥2

(𝑒𝑥−1)2
𝑔(𝑥) 

𝑓(𝛼)تحقق أنّ  .ج = 𝛼2(3 − 𝛼)  ثمّ عيّن حصرا له 

 fأنشئ جدول تغيرات الدالة  .د

𝑓(𝑥) احسب .3 + 𝑥3  واستنتج الوضعية النسبية لـ)fC(  و)C( منحنى الدالة           

𝑥 → −𝑥3 

limبيّن أنّ            
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥3] =  النتيجة هندسياوفسّر 0

 . )C(و  )fC( والمنحنيين  (T)أنشئ في نفس المعلم المماس  .4
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 ر  ت 2010: بكالوريا  63تمرين 

f   الدالة العددية المعرّفة علىℝ∗  :بالعبارة𝑓(𝑥) =
3𝑥𝑒𝑥−3𝑥−4

3(𝑒𝑥−1)
  fمنحنى الدالة  )fC( ليكن .

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم الفي المستوي المنسوب إلى  𝑖 ; 𝑗 ) . 

𝑓(𝑥)بحيث:    bو    aعيّن العددين الحقيقيين   .1 = 𝑎𝑥 +
𝑏

3(𝑒𝑥−1)
 ∗ℝمن    xمن أجل كل    

 تعريفها  تمجالا أطرافعند  fالدالة  نهايات  احسب .2

 شكّل جدول تغيراتها على كل مجال من مجالي تعريفها ثمّ  متزايدة تماما fبيّن أنّ  .3

𝑦المستقيمان اللذان معادلتهما على الترتيب:   (′𝐷)و  (𝐷)أ.     .4 = 𝑥  و𝑦 = 𝑥 +
4

3
 

 ، ثمّ حدد وضعيته بالنسبة لكل منهما  )fC(لمنحنى لمقاربان  (′𝐷)و  (𝐷)بيّن أنّ             

𝑓(𝑥)المعادلة  بيّن أنّ  .ب = 0,9حيث   𝑥1و   𝑥0تقبل حلين  0 < 𝑥0 < 0,91                     

1,66−و  < 𝑥1 < −1,65 

𝑓(𝑥)غير معدوم  xمن أجل كل عدد حقيقي  احسب .ج + 𝑓(−𝑥) .سّر النتيجة ف

 هندسيا 

 )fC(و  (′𝐷)،  (𝐷)   ارسم .د

𝑦المستقيم المعرّف بالمعادلة  (𝐷𝑚)عدد حقيقي ،  m .ه = 𝑥 +𝑚 

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mناقش بيانيا حسب قيم       = 𝑥 + 𝑚 

;0[المجال المعرفة على  𝑔الدالة  نعتبر  .5 𝑔(𝑥)كما يأتي:  ]∞+ = [𝑓(𝑥)]2 

 xبدلالة  𝑔(𝑥)دون حساب  𝑔تغيرات الدالة   ادرس      

 
 ع ت 2010: بكالوريا  64تمرين 

𝑓(𝑥)كما يلي:  ∗ℝالمعرّفة على   fنعتبر الدالة العددية  = 𝑥 −
1

𝑒𝑥−1
 .)fC(  تمثيلها البياني 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

lim احسبأ.  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim  و  
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  

lim  احسب .ب
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) lim  و  
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)  وفسّر هندسيا النتيجة 

 ثمّ شكّل جدول تغيراتها   على كل مجال من مجالي تعريفها fتغيرات الدالة   ادرس .2

      معادلتيهما  (′∆)و  (∆)مقاربين مائلين  يقبل مستقيمين  )fC(بيّن أنّ المنحنى أ.   .3

𝑦على الترتيب :  = 𝑥     و𝑦 = 𝑥 + 1 

 (′∆)و  (∆)بالنسبة إلى كل من  )fC(وضعية  ادرس .ب

;𝜔(0أنّ النقطة  أثبت .4
1

2
  )fC(لمنحنى مركز تناظر لهي  (
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𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة  أ.  .5 = lnحيث   𝛽و  𝛼تقبل حلين  0 2 < 𝛼 < 1                  

1,4−و  < 𝛽 < −1,3 

 ؟  (∆)توازي المستقيم   )fC(هل توجد مماسات لـ  .ب

 )fC(المنحنى ثمّ  (′∆)،  (∆)   ارسم .ج

عدد وإشارة حلول المعادلة:   mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .د

(𝑚 − 1)𝑒−𝑥 = 𝑚 

 
 ع ت 2011: بكالوريا  65تمرين 

𝑓(𝑥): ـب ℝالمعرّفة على   fالدالة العددية  نعتبر = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 1 .)fC(   تمثيلها البياني 

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم الفي المستوي المنسوب إلى  𝑖 ; 𝑗 ) . 

lim احسبأ.  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) lim  و  
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

 إشارتها ادرسثمّ  𝑓′(𝑥) احسب .ب

 fشكّل جدول تغيرات الدالة  .ج

𝑦المعادلة   اذ (∆)أ. بيّن أنّ المستقيم  .2 = −𝑒𝑥 − بجوار  )fC(لمنحنى لمقارب مائل  1

(−∞) 

 0ذات الفاصلة  في النقطة )fC(المنحنى مماس  (𝑇)للمستقيم معادلة  اكتب .ب

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .ج = ; 1,75[تقبل في المجال  0   𝛼حلا وحيدا  ]1,76

;∞−[على المجال   )fC(ثمّ المنحنى   (𝑇)و  (∆)المستقيمين   ارسم .د 2] 

وحامل محور  )fC( لمنحنى با لحيّز المستوي المحددّ ل 𝐴(𝛼)مساحة  ال 𝛼بدلالة  احسبأ.  .3

𝑥 يهما:ت اللذين معادل  ين والمستقيمالفواصل   = 𝑥 و  0 = 𝛼 

𝐴(𝛼)ب. أثبت أنّ :  = (
1

2
𝑒𝛼2 − 𝑒𝛼 + 𝛼)𝑢𝑎  (𝑢𝑎  .)هي وحدة المساحات 

 
 ر  2012: بكالوريا  66تمرين 

-I  𝑔   الدالة العددية المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑔(𝑥) = 2 − 𝑥𝑒𝑥  

 شكّل جدول تغيراتها  ، ثمّ  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 =  : ، ثمّ تحقق أنّ  ℝعلى  𝛼  اتقبل حلا وحيد 0

           0,8 < 𝛼 < 0,9 

 𝑔(𝑥)إشارة  xعيّن حسب قيم  .3

-II f   هي الدالة المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑓(𝑥) =
2𝑥+2

𝑒𝑥+2
 

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

limبيّن أنّ  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ،  0
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lim احسبأ.      .2
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

𝑦ذا المعادلة   (′∆)بيّن أنّ المستقيم   .ب = 𝑥 +  )fC(لمنحنى لمقارب مستقيم  1

ذو لمستقيم هو ا (∆)حيث   (∆)و  (′∆)بالنسبة إلى كل من  )fC(وضعية  ادرس .3

𝑦المعادلة   = 𝑥 

x   ،𝑓′(𝑥)أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .4 =
2𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥+2)2
 fثمّ استنتج اتجاه تغير الدالة    

𝑓(𝛼)بيّن أنّ  .ب = 𝛼  ّشكّل جدول تغيرات الدالة ، ثمf 

 )fC(و  (′∆)،  (∆)   ارسم .5

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6 = 𝑓(𝑚) 

(III  (𝑢𝑛)  المعرّفة على  هي المتتالية العدديةℕ  : كما يلي𝑢0 =  من أجل كل عدد طبيعي و 0

      𝑛  :𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

𝑛 : 0برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي   .1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

، ثمّ خمّن  𝑢1 ، 𝑢0 و 𝑢2مثل على محور الفواصل الحدود:   )fC(و  (∆)  باستعمال .2

 (𝑢𝑛)اتجاه تغيّر 

 متقاربة، ثمّ احسب نهايتها.  (𝑢𝑛)برهن أنّ المتتالية   .3

 

 
 ر  ت 2012: بكالوريا  67تمرين 

-I  𝑔   الدالة العددية المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑔(𝑥) = −4 + (4 − 2𝑥)𝑒𝑥  

 شكّل جدول تغيراتها  ، ثمّ  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 =  :  حيث 𝛼تقبل حلين أحدهما معدوم والآخر   0

       1,59 < 𝛼 < 1,60 

 𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

-II f   هي الدالة المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑓(𝑥) =
2𝑥−2

𝑒𝑥−2𝑥
 

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 )   وحدة(

 (2cmالطول 

       :مقاربين معادلتهما على الترتيبمستقيمين  ∞+و  ∞−يقبل عند  )fC(بيّن أنّ  .1

𝑦 = 𝑦و  1− = 0  

x   ،𝑓′(𝑥)برهن أنّه من أجل كل عدد حقيقي أ.        .2 =
𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥−2𝑥)2
  

 f، ثمّ شكّل جدول تغير الدالة  𝑓′(𝑥)استنتج إشارة  .ب

 𝑓(𝑥)إشارة  xحسب قيم  ، ثمّ استنتج  𝑓(1) احسب .ج
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𝑓(𝛼)أ. بيّن أنّ   .3 = −1 +
1

𝛼−1
 Iمن الجزء  2هو العدد المعرّف في السؤال  αحيث   

 𝑓(𝛼)استنتج حصرا للعدد   .ب

 )fC(  ارسم .ج

 عدد وإشارة حلول المعادلة:  mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .4

               2𝑥 − 2 = (𝑒𝑥 − 2𝑥)(𝑚 + 1) 

5. h  المعرفة على الدالة هيℝ  :كما يليℎ(𝑥) = [𝑓(𝑥)]2 

 (𝑥)′إشارة  ثمّ استنتج ،  𝑓(𝑥)و  𝑓′(𝑥)بدلالة كل من  ℎ′(𝑥) احسب .أ

 hشكّل جدول تغير الدالة  .ب

 

 
 

 ع ت 2012: بكالوريا  68تمرين 

-I لتكن  𝑔   الدالة المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥𝑒𝑥  

lim احسب .1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 تغيراتها شكّل جدول  ، ثمّ  𝑔الدالة   اتجاه تغير ادرس .2

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة  أ.  .3 =  ]∞+;1−]على المجال   𝛼وحيدا   تقبل حلا 0

0,5تحقق أنّ  .ب < 𝛼 <  ℝعلى  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  ، ثمّ  0,6

-II  الدالة  نعتبرf المجال المعرّفة على]−∞; 𝑓(𝑥)كما يلي :    [2 = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 )  

lim احسب .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

;∞−[من  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي . بيّن 𝑓مشتقة الدالة   ′𝑓لتكن  .2   فإنّ: [2

𝑓′(𝑥) = −𝑔(𝑥) . 

;∞−[المجال على  𝑓′(𝑥)استنتج إشارة   𝑓، ثمّ شكّل جدول تغيرات الدالة    [2

𝑓(𝛼) بيّن أنّ  .3 = −(
𝛼2+1

𝛼
. )تدُوّر النتائج إلى 𝑓(𝛼)، ثمّ استنتج حصرا للعدد   (

10−2) 

𝑦ذا المعادلة   (∆)المستقيم بيّن أنّ  أ.  .4 = −𝑥 −  مائل للمنحنى   مقارب مستقيم هو 1

)fC(  بجوار−∞  

 (∆)بالنسبة إلى   )fC( لمنحنىوضعية ا ادرس .ب

𝑓(𝑥)المعادلة  أنّ بيّن  أ.  .5 = 1,6−حيث   𝑥2و   𝑥1تقبل حلين  0 < 𝑥1 < −1,5    

1,5و  < 𝑥2 < 1,6 

 )fC(و  (∆)أنشئ  .ب

ℎ
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ℎ(𝑥)كما يلي :  ℝالدالة المعرّفة على   ℎ لتكن .6 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 

𝑥دالة أصلية للدالة   ℎبحيث تكون  𝑎 و𝑏عيّن العددين الحقيقيين   .أ → 𝑥𝑒𝑥  علىℝ 

 .ℝعلى   𝑔دالة أصلية للدالة  استنتج  .ب

 
 ر  2013: بكالوريا  69تمرين 

-I   الدالة𝑔   معرّفة علىℝ  : بـ𝑔(𝑥) = 1 + (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥  

lim احسبأ.        .1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 شكّل جدول تغيراتها   ، ثمّ  𝑔اتجاه تغير الدالة   ادرس .ب

𝑔(1نأخذ  − √2) ≈ −0,25  ،𝑔(1 + √2) ≈ 1,43 

𝑔(𝑥)أ. بيّن أنّ المعادلة         .2 =    ، ثمّ تحقق أنّ أحدهما معدوم  ℝتقبل حلين في  0

0,8−حيث :   𝛼والآخر  < 𝛼 < −0,7 

 xحسب قيم العدد الحقيقي  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .ب

-II  الدالةf   معرّفة علىℝ  : بـ𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 

)fC(  منحنى الدالةf   في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 )   وحدة(

 (2cmالطول 

lim احسبأ.        .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑦ذا المعادلة   (∆)بيّن أنّ المستقيم   .ب = 𝑥  لمنحنى لمقارب)fC(  عند+∞ 

 (∆)بالنسبة إلى المستقيم   )fC(وضعية  ادرس .ج

x   ،𝑓′(𝑥)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي يّ أ. ب       .2 = 𝑔(𝑥)  

𝑓(𝛼))نأخذ  ℝعلى   fشكّل جدول تغير الدالة  .ب ≈ −0,9 ) 

 ،  1يقبل مماسين معامل توجيه كل منهما يساوي  )fC(المنحنى أ. بيّن أنّ         .3

 يطُلب تعيين معادلة لكل منهما    

 )fC(   ، المماسين والمنحنى (∆)مثلّ  .ب

   :𝑥ذات المجهول  عدد حلول المعادلة mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .ج

(𝑥 + 1)2 +𝑚𝑒𝑥 = 0 

𝐻(𝑥)بـ:  ℝمعرّفة على   𝐻الدالة   .4 = (−𝑥2 − 4𝑥 − 5)𝑒−𝑥 

𝑥دالة أصلية للدالة:   𝐻بيّن أنّ  .أ → (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥   علىℝ 

 )fC( لمنحنى با مساحة الحيّز المستوي المحددّ بالسنتيمتر المربع،   احسب .ب
𝑥  يهما ت اللذين معادل   والمستقيمين  (∆)المستقيم  و  = 𝑥 و  1− = 0  

(III  (𝑢𝑛)  بـ  المعرّفة المتتالية العددية :𝑢0 = 𝛼 من أجل كل عدد طبيعي  و𝑛            :

𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛)   تذكّر أنّ العدد(𝛼   يحقق𝑔(𝛼) = 0) 
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𝑛 : −1برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي   .1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼 

 متناقصة  (𝑢𝑛)بيّن أنّ المتتالية  .2

 متقاربة، ثمّ احسب نهايتها.  (𝑢𝑛)استنتج أنّ المتتالية  .3

 
 ر  ت 2013: بكالوريا  70تمرين 

-I   الدالة𝑔   معرّفة علىℝ  كما يلي :𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 . 

   𝑔تغيرات   ادرس .1

x  :1بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 ≥ 0 

-II  الدالةf   0[معرّفة على; }:  كما يلي ]∞+
𝑓(𝑥) =

𝑒𝑥−1

𝑥

𝑓(0) = 1
 

;0[مستمرة على  fأ. بيّن أنّ         .1 +∞[ 

lim احسب .ب
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  

;0[  من xأ. تحققّ أنّه من أجل كل عدد حقيقي         .2 +∞[  :𝑓′(𝑥) =
1+(𝑥−1)𝑒𝑥

𝑥2
  

 ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها  fاستنتج اتجاه تغيّر الدالة  .ب

-III n   عدد طبيعي حيث𝑛 ≥ ;0[الدالة المعرّفة على   𝑓𝑛؛  1  بـ : ]∞+

      𝑓𝑛(𝑥) =
𝑒𝑥−1

𝑥
+ 𝑛 ln 𝑥 و)nC(  منحناها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم

;𝑂)المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 )  

;0[على    𝑓𝑛الدالة   اتجاه تغير ادرس .1 +∞[   

lim احسب .2
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) lim   و  
𝑥
>
→0

𝑓𝑛(𝑥)  

 )1nC+(و  )nC(الوضع النسبي للمنحنيين  ادرس .3

 .يطُلب تعيين إحداثيتيها Bتمرّ من نقطة ثابتة بيّن أنّ جميع المنحنيات  .4

;0,3[من  𝛼1أ. بيّن أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد     .5 𝑓1(𝛼1)بحيث   ]0,4 = 0 

𝑛حيث   𝑛من أجل كل عدد طبيعي  هبيّن أنّ  .ب ≥ 𝑓𝑛(𝛼1)فإنّ:   1 < 0  ،           

;𝛼1[من  𝛼𝑛أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد ثمّ برهن  𝑓𝑛(𝛼𝑛)بحيث   ]1 = 0 

;0[من  𝑥، بيّن أنّه من أجل كل   IIأ. بالاعتماد على الجزء  .6 1] :
𝑒𝑥−1

𝑥
≤ 𝑒 − 1 

𝑛حيث   𝑛ب. استنتج أنّه، من أجل كل عدد طبيعي   ≥ 1  :ln(𝛼𝑛) ≥
1−𝑒

𝑛
        ،   

𝛼𝑛ثمّ  ≥ 𝑒
1−𝑒

𝑛 

 .(𝛼𝑛)جـ. جد نهاية المتتالية 
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 ع ت 2013: بكالوريا  71تمرين 

-I f   الدالة المعرّفة على]−∞; 𝑓(𝑥)بـ:  ]1 =
𝑥

𝑥−1
+ 𝑒

1

𝑥−1 .(C) 

تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس 

(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . 

lim  احسب .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)    وlim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥)    المستقيمين استنتج  ثمّ   ،

 )C(لمنحنى لالمقاربين 

الدالة  𝑓′(𝑥)  احسب .2 أنّ  بيّن   .f   المجال على  تماما    متناقصة 

]−∞;  ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها  ]1

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .3 = ;∞−[تقبل في    0 باستعمال جدول القيم أعلاه .  αحلا وحيدا    ]1

 .αجِد حصرا للعدد 

 .|𝑓|الممثل للدالة   (  C)المنحنى  ارسم، ثمّ  (C)المستقيمين المقاربين والمنحنى  ارسم .4

         التي من أجلها يكون للمعادلة: mعيّن بيانيا مجموعة قيم الأعداد الحقيقية  .5

|𝑓(𝑥)| = 𝑚 .حلان مختلفان في الإشارة 

 

-II  𝑔  المعرّفة على  الدالة]−∞; 𝑔(𝑥)بـ:  ]1 = 𝑓(2𝑥 −  غير مطلوبة(  𝑔(𝑥). )عبارة (1

 

;∞−[على    𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1  ، ثمّ شكّل جدول تغيراتها  ]1

𝑔أ. تحقق من أنّ:  .2 (
𝛼+1

2
) = ′𝑔، ثمّ بيّن أنّ :   0 (

𝛼+1

2
) = 2𝑓′(𝛼) 

في النقطة ذات الفاصلة  gلمنحنى الدالة المماس  (T)استنتج معادلة  .ب
𝛼+1

2
 

𝑦تحقق من أنّ :  .ج =
2

(𝛼−1)3
𝑥 −

𝛼+1

(𝛼−1)3
 . (T)، معادلة للمستقيم  

 
 

 ر  2014: بكالوريا  72تمرين 

-I   لتكن𝑔  معرفة على دالةℝ  :بـ𝑔(𝑥) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)أثبت أن المعادلة   .2 = 1,2−حيث:  βو  αتقبل حلين  0 < 𝛼 < −1,1           

1,8و  < 𝛽 < 1,9 

 𝑔(𝑥)إشارة  xاستنتج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

𝑥 𝑓(𝑥) 

0,20 0,037 

0,21 0,016 

0,22 −0,005 

0,23 −0,026 

0,24 −0,048 

0,25 −0,070 
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II-  f    على  فة  المعرّ الدالة العدديةℝ    :كما يلي𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥−1

𝑒𝑥−𝑥
تمثيلها البياني في معلم   )f C(، و    

,𝑂)متعامد و متجانس   𝑖 , 𝑗 ) . 

 وفسّر النتيجتين هندسيا  ∞+وعند  ∞−عند    fالدالة   نهاية احسب .1

ℝ :𝑓′(𝑥)من  xبين أنّ من أجل كل  .2 =
𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥−𝑥)2
         ،  fالدالة  استنتج اتجاه تغير و 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها 

𝑓(𝛼)بين أنّ :  .3 =
1

𝛼−1
 𝑓(𝛽)و  𝑓(𝛼) ينو استنتج حصرا للعدد 

 .)f C(المنحنى  ارسم، ثمّ  𝑓(1) احسب .4

5.   1عدد حقيقي أكبر أو يساوي 

𝑎()حيث:   𝑎()العدد   احسب بدلالة  .أ = ∫ [𝑓(𝑥) − 1]


1
𝑑𝑥 

 .∞+إلى  عندما يؤول  𝑎()احسب نهاية   .ب

 
 رت   2014: بكالوريا  73تمرين 

𝑓 فة على معرّ الدالة هي الℝ  :بـ𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 

)f C(  متجانس  الو متعامد المعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

  ∞+و ∞−كل من عند  f نهايةعيّن  .1

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  ، ℝ  على  fالدالة  اتجاه تغير  ادرس .2

𝑓(𝑥)أن المعادلة  ن بيّ أ.  .3 =          :، ثمّ تحقق أنّ ℝعلى  α  وحيداتقبل حلا 1

1,27 < 𝛼 < 1,28  

وحددّ وضعية    1عند النقطة ذات الفاصلة    )f C(مماس المنحنى    (𝑇)معادلة لـ    اكتبب.  

)f C(   بالنسبة إلى(𝑇) 

 .)f C( و (𝑇)  ارسمجـ. 

 التي من أجلها تقبل المعادلة: 𝑚قيم العدد الحقيقي ن يّ ع .4

     (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − (𝑚 − 1)𝑒𝑚 =  ℝحلا واحدا في  1−

5. ℎ فة على معرّ الدالة هي الℝ  :بـℎ(𝑥) = (|𝑥| + 1)𝑒−|𝑥| و)h C( تمثيلها البياني 

 زوجية ℎبيّن أنّ الدالة   .أ

 )f C(المنحنى مستعينا ب )h C( ارسم .ب

6. 𝑔  فة على معرّ دالةℝ   :بـ𝑔(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥   حيث𝑎  ،𝑏 عددان حقيقيان 

ℝ :𝑔′(𝑥)من  𝑥حتى يكون من أجل كل  𝑎   ،𝑏ن يّ ع = 𝑓(𝑥) 

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 ر  2011: بكالوريا  74تمرين 

𝑓(𝑥): كما يلي ℝفة على معرّ ال 𝑓العددية  دالة  النعتبر  = (3𝑥 + 4)𝑒𝑥 

)f C(  متجانس  الو متعامد المعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

غير معدوم فإنّ:    𝑛، ثمّ برهن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي    ′′𝑓′   ،𝑓 احسبأ.   .1

𝑓(𝑛)(𝑥) = (3𝑥 + 3𝑛 + 4)𝑒𝑥    حيث𝑓′   ،𝑓′′    ،...،𝑓(𝑛)   المتتابعة  المشتقات 

 𝑓للدالة  

′′𝑦حل المعادلة التفاضلية ب. استنتج  = (3𝑥 + 16)𝑒𝑥  

limأ. بيّن أنّ   .2
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =  فسّر النتيجة هندسيا ، و0

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  ، 𝑓الدالة  ب. ادرس اتجاه تغير 

−التي فاصلتها   𝜔في النقطة   )f C(للمنحنى  (∆)أ. اكتب معادلة للمماس   .3
10

3
 

 )f C(للمنحنى هي نقطة انعطاف  𝜔ب. بيّن أنّ 

;∞−[على المجال   )f C(و  (∆)جـ. ارسم   0] 

;∞−[المجال  عدد حقيقي من  𝑥أ.  .4 ∫باستعمال التكامل بالتجزئة جد  ،  [0 𝑡𝑒𝑡
𝑥

−1
𝑑𝑡  

;∞−[المجال  على   𝑓ثمّ استنتج دالة أصلية للدالة   0] 

−عدد حقيقي أصغر تماما من  ب. 
4

3
 

        والمستقيمات )fC( بالمنحنىلحيّز المستوي المحددّ ل 𝐴()مساحة  ال بدلالة  احسب

𝑦ها: معادلات   التي  = 𝑥 و    0 = −
4

3
𝑥 و   =   ثمّ جد ،lim

→−∞
𝐴(). 

 

 
 

 رت   2011: بكالوريا  75تمرين 

 (I  𝑓 على فة معرّ الدالة  الℝ كما يلي :𝑓(𝑥) = 3 −
4

𝑒𝑥+1
 

)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

  𝑓الدالة   اتتغيرادرس  .1

   )f C(للمنحنى مستقيمات المقاربة العيّن  .2

أنّ بيّ  .3 انعطاف    )f C(للمنحنى    ن  لمماس    𝜔نقطة  اكتب معادلة  ثمّ   )f C(يطُلب تعيينها، 
 عندها

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

𝑔(𝑥): كما يلي ℝعلى  فة  معرّ الالعددية دالة ال 𝑔لتكن  .4 = 𝑓(𝑥) − 𝑥 

  𝑔الدالة   اتتغيرادرس  .أ

𝑔(𝑥) المعادلة  ن أنّ بيّ  .ب = 2,7حيث:   αتقبل حلا وحيدا   0 < 𝛼 < 2,8 
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𝑓(𝑥):  المعادلة  ℝحل في أ.  .5 = 0 

𝑦الذي معادلته:  (∆)المستقيم  المماس وارسم ب.  = 𝑥 المنحنى و)f C( 

(II  (𝑢𝑛)  كما يليالمعرّفة العددية المتتالية: 𝑢0 =   ، 𝑛ومن أجل كل عدد طبيعي   1

     𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

 على حامل محور الفواصل  𝑢1 ، 𝑢0 و 𝑢2، مثلّ  (∆)والمستقيم  )f C(استخدام  .1

𝑛  ،1بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .2 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

 متزايدة تماما  (𝑢𝑛)بيّن أنّ المتتالية  .3

limمتقاربة وبيّن أنّ:  (𝑢𝑛)استنتج أنّ  .4
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝛼. 

 

 
 

 تع   2015: بكالوريا  76تمرين 

(I  𝑔 فة على معرّ الدالة  الℝ  : بـ𝑔(𝑥) = 1 − 2𝑥 − 𝑒2𝑥−2 

  ℝ على 𝑔الدالة  اتجاه تغير  ادرس .1

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 =               :، ثمّ تحقق أنّ ℝفي  α   وحيداتقبل حلا 0

0,36 < 𝛼 < 0,37  

 ℝ على 𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

(II  𝑓 فة على معرّ الدالة هي الℝ  : بـ𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒2𝑥+2 − 𝑥 + 1 

)f C(  متجانس  والمتعامد المعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

ℝ  :𝑓′(𝑥)من  𝑥أ. بيّن أنّ من أجل كل   .1 = 𝑒2𝑥+2 𝑔(−𝑥) 

 ]∞+;𝛼−]  علىتماما  ومتزايدة    [𝛼−;∞−[  علىمتناقصة تماما    𝑓الدالة  ب. استنتج أنّ  

 𝑓الدالة  ثمّ شكل جدول تغيرات  ، ∞−وعند  ∞+عند  𝑓احسب نهاية   .2

limاحسب  .3
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥 −  فسّر النتيجة هندسيا ، ثمّ [1

𝑦الذي معادلته   (∆)بالنسبة إلى المستقيم   )f C(ادرس وضعية  .4 = −𝑥 + 1 

;∞−[على المجال   )f C(و  (∆)أنشئ  .5
1

2
𝑓(−𝛼)، نأخذ  [ ≈ 0,1 

                                                              :   ℝمن  𝑥من أجل كل أ. تحقق أنّه  .6

2𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) − 𝑓′′(𝑥) = 1 − 2𝑥 − 3𝑒2𝑥+2 

 .ℝعلى  𝑓دالة  للب. استنتج دالة أصلية  
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 ر  2015: بكالوريا  77تمرين 

 

𝑓 بـ:  فة معرّ الدالة ال𝑓(0) = ;∞−[المجال  من  𝑥ومن أجل كل عدد حقيقي  0 0[  :   

𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒
1

𝑥 

)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

 من اليسار  0عند  𝑓الدالة  ادرس استمرارية  .1

limاحسب  .2
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥)

𝑥
 ، ثمّ فسّر النتيجة هندسيا  

limأ. احسب  .3
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

lim  ن أنّ بيّ أ.  .4
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] = 0  

، يطُلب تعيين   ∞−بجوار   (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )f C(ب. استنتج أنّ المنحنى 

 معادلة له 

5. 𝑔 المجال  على  فة معرّ الدالة ال]−∞; 𝑔(𝑥)   :بـ ]0 =
𝑓(𝑥)

𝑥
 

limاحسب  .أ
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس  .ب

;∞−[المجال  من  𝑥أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .6 0[  :𝑓(𝑥) > 𝑥 

 (∆)بالنسبة إلى المستقيم   )f C(ب. استنتج وضعية المنحنى 

  )f C(المنحنى ج. أنشئ 

7. (𝑢𝑛) :المتتالية المعرّفة بـ𝑢0 = 𝑛  ،𝑢𝑛+1ومن أجل كل عدد طبيعي  3− = 𝑓(𝑢𝑛) 

𝑛  ،𝑢𝑛بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .أ < 0  

 (𝑢𝑛)حدد اتجاه تغيّر المتتالية  .ب

limمتقاربة، ثمّ عيّن  (𝑢𝑛)بيّن أنّ المتتالية  .ج
𝑛→+∞

𝑢𝑛 

8. 𝑚  .عدد حقيقيℎ𝑚  الدالة ذات المتغيّر الحقيقي𝑥 المجال  على  فة معرّ ال]−∞;    :بـ ]0

ℎ𝑚(𝑥) = 𝑥𝑒
1

𝑥 −𝑚𝑥 

ℎ𝑚احسب  .أ
′ (𝑥)   حيثℎ′𝑚   هي الدالة المشتقة للدالةℎ𝑚 

  ،    𝑚، ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي  )f C(باستعمال المنحنى  .ب

ℎ𝑚عدد حلول المعادلة  
′ (𝑥) = 0. 
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 رت   2015: بكالوريا  78تمرين 

(I  𝑔 فة على معرّ الدالة  الℝ ما يليب  :𝑔(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑒𝑥 − 2 

limاحسب  .1
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  ، 𝑔الدالة  اتجاه تغير  ادرس .2

 𝑔(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة   𝑔(0)احسب  .3

(II  𝑓 فة على معرّ الدالة الℝ ما يليب  :𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 3 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 

)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

limبيّن أنّ  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim ، ثمّ احسب ∞−
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

𝑥  ،𝑓′(𝑥)أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 = −𝑔(𝑥) 

 𝑓ثمّ شكل جدول تغيرات الدالة  ،  𝑓′(𝑥)استنتج إشارة   ب.

𝑦ذا المعادلة   (∆)مستقيم  ج. بيّن أنّ ال = 2𝑥 +   )f C(لمنحنى مقارب مائل ل 3

 (∆)مستقيم  البالنسبة إلى  )f C(، ثمّ ادرس وضعية  ∞−عند     

𝑓(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ أ.  .3 = 0,92حيث:  α و 𝛽 ينتقبل حل 0 < 𝛼 < 0,93          

1,56−و  < 𝛽 < −1,55 

;∞−[على المجال   )f C(لمنحنى وا (∆)مستقيم  الب. ارسم 
3

2
] 

𝑥الة  د بيّن أن الأ.  .4 → 𝑥𝑒𝑥  الة  دل ل هي دالة أصلية𝑥 → (𝑥 + 1)𝑒𝑥  علىℝ 

 (∆)مستقيم وال )f C(لمنحنى امساحة الحيّز المستوي المحددّ ب 𝐴ب. احسب 

𝑥مستقيمين  الو = 0  ،𝑥 = 𝛼   حيث(𝛼  3هي القيمة المعرّفة في السؤال)أ. 

 .𝐴ج. جد حصرا للعدد  

 

 
 

 تع   2016: بكالوريا  79تمرين 

(I  𝑔 فة على معرّ العددية الدالة  الℝ ـ ب :𝑔(𝑥) = 1 + (𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥 

limاحسب أ.  .1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

𝑔(𝑥)لمعادلة  لن أن بيّ أ.  .2 =  حيث :  αأحدهما معدوم والآخر   ℝفي  ينحل 0

−1,52 < 𝛼 < −1,51        

 ℝعلى  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  ب. 

(II  𝑓 فة على  معرّ الالعددية دالة الℝ ـ ب :𝑓(𝑥) = −𝑥 + (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 
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)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 )  

 (1𝑐𝑚)وحدة الطول 

limاحسب أ.  .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑥  ،𝑓′(𝑥). بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ب = −𝑔(𝑥) 

𝑓(𝛼)، نأخذ  ℝعلى  𝑓شكل جدول تغيرات الدالة   .ج ≈ 0,38 

limعيّن دون حساب:  . د
ℎ→0

𝑓(𝛼+ℎ)−𝑓(𝛼)

ℎ
 ، ثمّ فسّر النتيجة هندسيا  

𝑦ذا المعادلة   (∆)مستقيم بيّن أنّ الأ.  .2 = −𝑥  لمنحنى مقارب مائل لمستقيم)fC (  

  ∞+عند     

 (∆)مستقيم  للبالنسبة  )f C( لمنحنىا ادرس وضعيةب. 

 نقطتي انعطاف يطُلب تعيين إحداثييهما  ) fC(لمنحنى ل ن أنّ بيّ ج. 

 ]∞+;2−]على المجال   ) fC( و (∆)  د. ارسم 

عدد وإشارة حلول المعادلة:  𝑚هـ. ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي 

(𝑚 − 𝑥)𝑒𝑥 + (𝑥2 + 3𝑥 + 2) =  ]∞+;2−]على المجال   0

(III  𝐻و ℎ على  تانفمعرّ ال  تاندالالℝ  ـ ب: 

 ℎ(𝑥) = 𝑥 + 𝑓(𝑥)   و𝐻(𝑥) = (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒−𝑥 

 ℝعلى  ℎدالة أصلية للدالة   𝐻حتى تكون الدالة   𝑏 ، 𝑎 و𝑐الأعداد الحقيقية ن يّ ع .1

𝐴()أ. احسب التكامل التالي:   .2 = ∫ ℎ(𝑥)


0
𝑑𝑥   حيث ،   عدد حقيقي موجب تماما

 وفسّر النتيجة هندسيا 

limب. احسب 
→+∞

𝐴(). 

 

 
 

 تع   2016بكالوريا  : 80تمرين 

(I   لتكن𝑔 فة على معرّ الالعددية دالة الℝ ـ ب :𝑔(𝑥) = 2𝑒𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 

  ′𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس ، ثمّ ℝمن  𝑥من أجل كل   𝑔′(𝑥)احسب أ.  .1

ℝ ،𝑔′(𝑥)من  𝑥ب. بيّن أنّه من أجل كل  > 0  

 تغيراتها ، ثمّ شكل جدول  ∞−و ∞+عند كل من  𝑔جـ. احسب نهايتي الدالة  

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = 1,38−حيث:   α   وحيداتقبل حلا 0 < 𝛼 < −1,37   

 𝑥حسب قيم العدد الحقيقي   𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

(II لتكن  𝑓 فة على معرّ الدالة الℝ  ـ ب :𝑓(𝑥) =
𝑥2𝑒𝑥

𝑒𝑥−𝑥
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)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

limأ. احسب  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

ℝ ،𝑓′(𝑥)من  𝑥. بيّن أنّه من أجل كل ب =
𝑥𝑒𝑥𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥−𝑥)2
 

 ها ثمّ شكل جدول تغيرات،  ℝعلى  𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس  .جـ

𝑓(𝛼)  بيّن أنّ أ.  .2 = 𝛼2 + 2𝛼 + 2 +
2

𝛼−1
 𝑓(𝛼)، ثمّ استنتج حصرا للعدد   

limب. احسب 
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥2] ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

𝑓(𝛼). تعُطى  )f C(جـ. أنشئ المنحنى  ≈ 0,29. 
  

 
 

 

 ر  2016: بكالوريا  81تمرين 

 

(I  𝜑 فة على معرّ الالعددية دالة  الℝ ما يليك   :𝜑(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥 + 1)𝑒−𝑥+1 − 1 

limاحسب أ.  .1
𝑥→−∞

𝜑(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) 

 جدول تغيراتها ، ثمّ شكل  𝜑الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

𝜑(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 =     ، ثمّ تحقق أنّ : 1يختلف عن  α  حلا ℝفي تقبل  0

2,79 < 𝛼 < 2,80       

 ℝعلى  𝜑(𝑥)استنتج إشارة  .3

(II  𝑓  و𝑔 على  تانفمعرّ الالعدديتان   تاندالالℝ ما يليك  :𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1  

𝑔(𝑥)و  =
2𝑥−1

𝑥2−𝑥+1
 .)f C(  و)g C( معلم المستوي المنسوب إلى الفي  انالبيانيا مهتمثيلا 

,𝑂)متجانس  الو متعامدال 𝑖 , 𝑗 ) 

limاحسب أ.  .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

   ها، ثمّ شكل جدول تغيرات 𝑓ادرس اتجاه تغيّر الدالة  ب. 

    ،     1في النقطة ذات الفاصلة  (𝑇)مماسا مشتركا   )g C(و  )f C(بيّن أنّ للمنحنيين  .2

 ثمّ جد معادلة له 

  )f C(لمنحنى وا (𝑇)مماس الارسم  .3

𝑥  ،𝑓(𝑥)أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .4 − 𝑔(𝑥) =
(2𝑥−1)𝜑(𝑥)

𝑥2−𝑥+1
 

𝑓(𝑥)الفرق  إشارة ادرس  ب. − 𝑔(𝑥)  علىℝ  ، ّاستنتج الوضع النسبي ثم 

 )g C(و  )f C(للمنحنيين 
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∫:   𝑥باستعمال مكاملة بالتجزئة، احسب بدلالة العدد الحقيقي . ـج 𝑓(𝑡)
𝑥

1
𝑑𝑡 

 والمستقيمين   )g C(و  )f C(د. احسب مساحة الحيّز المستوي المحددّ بالمنحنيين 

𝑥اللذين معادلتيهما:     = 𝑥 و 2 = 1 

(III 

    𝑛، حيث   𝑓(𝑛)(𝑥). أعط تخمينا لعبارة 𝑓(4)(𝑥)و  𝑓′′(𝑥)  ،𝑓(3)(𝑥)احسب  .1

 عدد طبيعي غير معدوم 

 :  𝑛برهن بالتراجع أنّه من أجل عدد طبيعي غير معدوم   .2

     𝑓(𝑛)(𝑥) = (−1)𝑛[2𝑥 − (2𝑛 + 1)]𝑒1−𝑥 

3. (𝑢𝑛)  من أجل عدد طبيعي غير معدوم  المتتالية العددية المعرّفة𝑛 :كما يلي 

      𝑢𝑛 = 𝑓
(𝑛)(1) 

𝑢𝑘، المجموع:  𝑘عدد الطبيعي غير المعدوم احسب بدلالة ال .أ + 𝑢𝑘+1 

𝑢1، المجموع:   𝑛استنتج بدلالة  .ب + 𝑢2 +⋯+ 𝑢2𝑛. 
 

 
 

 ع ت 2017: بكالوريا  82تمرين 

(I العددية  دالة نعتبر ال𝑓 فة على معرّ الℝ كما يلي :𝑓(𝑥) = 2 − 𝑥2𝑒1−𝑥 

,𝑂)متجانس  الو متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في  )f C(وليكن     𝑖 , 𝑗 ) 

limبيّن أنّ  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim، ثمّ احسب واعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة 2
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

𝑥  ،𝑓′(𝑥)أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 = 𝑥(𝑥 − 2)𝑒1−𝑥 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها ،  𝑓ادرس اتجاه تغير الدالة   ب.

 1عند النقطة ذات الفاصلة  )f C(لمنحنى  لالمماس  (𝑇)اكتب معادلة لـ   .3

(II العددية  دالة  نعتبر الℎ فة على معرّ الℝ كما يلي :ℎ(𝑥) = 1 − 𝑥𝑒1−𝑥 

ℎ(𝑥)فإنّ:  ℝمن  𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .1 ≥     لمنحنىل، ثمّ ادرس الوضع النسبي  0

)f C( المماس و(𝑇)  

𝑓(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = 0,7−حيث:   α   وحيداتقبل حلا 0 < 𝛼 < −0,6        

 ]∞+;1−]على المجال    )f C(لمنحنى وا (𝑇)أنشئ المماس  .3

4. 𝐹 فة على معرّ الدالة الℝ كما يلي :𝐹(𝑥) = 2𝑥 + (𝑥2 + 2𝑥 + 2)𝑒1−𝑥 

، ثمّ احسب مساحة الحيّز المستوي المحددّ  ℝعلى   𝑓دالة أصلية للدالة   𝐹تحقق أنّ 

𝑥وحامل محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتيهما:   )f C(لمنحنى اب = 0          

𝑥و  = 1. 
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 ر  2017: بكالوريا  83تمرين 

(I العددية  دالة نعتبر ال𝑓 فة على معرّ الℝ بـ :𝑓(𝑥) = (−𝑥3 + 2𝑥2)𝑒−𝑥+1 

   )f C(  متجانس  الو متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

limأ. احسب  .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) لمنحنى ل، استنتج وجود مستقيم مقارب)f C(     

 يطُلب تعيين معادلة له 

𝑥  ،𝑓′(𝑥). بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ب = 𝑥(𝑥2 − 5𝑥 + 4)𝑒−𝑥+1      ، 

 وشكل جدول تغيراتها  𝑓اتجاه تغير الدالة  ثمّ استنتج      

 2في النقطة ذات الفاصلة  )f C(لمنحنى امماس  (𝑇)اكتب معادلة  .2

3. ℎ 0]المجال  فة على  معرّ الدالة ال; ℎ(𝑥): كما يلي ]∞+ = 𝑥2𝑒−𝑥+2 − 4 

 ) fC(لمنحنى ا يةوضعحددّ عندئذ  .ℎ(𝑥)ثمّ استنتج إشارة   ℎاتجاه تغير الدالة  ادرس 

;0]المجال  على  (𝑇)بالنسبة إلى  +∞[ 

;0]على المجال   )f C(لمنحنى وا (𝑇)المماس ارسم  .4 +∞[ 

              الموجب: 𝑥وسيط حقيقي والمعادلة ذات المجهول الحقيقي   𝑚نعتبر   .5

𝑓(𝑥) = 𝑚(𝑥 − 2)… (𝐸) 

 (𝐸)عدد حلول المعادلة   𝑚حسب قيم  ناقش بيانيا 

6. 𝑔 0[المجال  فة على  معرّ الدالة ال; 𝑔(𝑥): بـ ]∞+ = 𝑓 (
1

𝑥
) 

 .𝑔شكل جدول تغيرات الدالة  (، 1اعتمادا على السؤال رقم )
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𝑒𝑥حيث :   𝑥وحيد  عدد حقيقي  موجب تماما ، يوجد 𝑎من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 𝑎 

𝑥حيث :   𝑎اللوغاريتم النيبيري للعدد   𝑥يسُمّى العدد  = ln 𝑎 

𝑓(𝑥)الدالة اللوغاريتمية  .2 = ln 𝑥  0[مُعرّفة على المجال; +∞[ 

 خواص الدالة اللوغاريتمية :  .3

①ln𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑒𝑦  ;   ② 𝑒ln 𝑥 = 𝑥 (𝑥 > 0) ;   ③ ln 𝑒𝑥 = 𝑥 (𝑥 ∈ ℝ) 

④ln(𝑥𝑦) = ln 𝑥 + ln 𝑦  ;   ⑤ ln (
𝑥

𝑦
) = ln 𝑥 − ln 𝑦  ;   ⑥ ln 𝑥𝑛 = 𝑛 ln 𝑥 

⑦ln(
1

𝑥
) = − ln 𝑥  ;   ⑧ ln√𝑥 =

1

2
ln 𝑥 

 مثال : 

1) ln√𝑒 − ln (
1

𝑒
) =

1

2
ln 𝑒 + ln 𝑒 =

1

2
+ 1 =

3

2
  

2) 𝑒ln 3−ln5+ln15 = 𝑒ln
3
5
+ln15 = 𝑒ln(

3
5
×15) = 𝑒ln 9 = 9  

 

 :  اللوغاريتميةنهايات الدالة  .4

①lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥 = −∞  ;   ② lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 = +∞  ;   ③ lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 

④lim
𝑥
>
→0

𝑥 ln 𝑥 = 0  ;   ⑤ lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1  ;   ⑥ lim

𝑥→1

ln 𝑥

𝑥 − 1
= 1 

 

𝑥العبارة ملاحظة:  ln 𝑥  لما  −0تؤول بالضبط إلى𝑥   0يؤول إلى+ 

 مثال : 

1) lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥(ln 𝑥 − 1) = +∞  

2) lim
𝑥→0+

1+ln𝑥

𝑥2

→ −∞
→ 0+

= −∞     

3) lim
𝑥→+∞

ln (𝑥2+3)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln[𝑥(𝑥+
3

𝑥
)]

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥⏟
→0

+
ln(𝑥+

3

𝑥
)

𝑥⏟  
→0

= 0    

4) lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥2 − 𝑥 = lim
𝑥→0+

2 𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

− 𝑥 = 0  

5) lim
𝑥→+∞

𝑥 ln (1 +
1

𝑥
) = lim

𝑋→0+

1

𝑋
ln(1 + 𝑋) = lim

𝑋→0+

ln(1 + 𝑋)

𝑋
= 1  ; (𝑋 =

1

𝑥
) 
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6) lim
𝑥→0+

1
𝑥
ln 𝑥

= lim
𝑥→0+

1

𝑥 ln 𝑥⏟  
→0−

= −∞  

 

 :  اللوغاريتميةاتجاه تغيّر الدالة  .5

;0[الدالة اللوغاريتمية قابلة للاشتقاق على       +∞[ : (ln 𝑥)′ =
1

𝑥
  ،[ln 𝑢(𝑥)]′ =

𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
 

 :، منه نستنتج أنّ  الدالة اللوغاريتمية متزايدة تماما على      

lnالمعادلة   • 𝑢(𝑥) = ln 𝑣(𝑥)  تكافئ المعادلة𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) 

ln  المتراجحة • 𝑢(𝑥) > ln 𝑣(𝑥) تكافئ المتراجحة 𝑢(𝑥) > 𝑣(𝑥) 

ln  المتراجحة • 𝑢(𝑥) < ln 𝑣(𝑥) تكافئ المتراجحة 𝑢(𝑥) < 𝑣(𝑥) 

 حساب المشتقات  :1مثال 

1) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 4𝑥 − 5) ; 𝑓′(𝑥) =
2𝑥+4

𝑥2+4𝑥−5
  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − ln(ln 𝑥) ; 𝑓′(𝑥) = ln 𝑥 +
𝑥

𝑥
−

1
𝑥
ln𝑥

= ln 𝑥 + 1 −
1

𝑥 ln 𝑥
 

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln (
2𝑥−1

2𝑥+1
) ;  𝑓′(𝑥) = 1 +

4

(2𝑥+1)2

2𝑥−1

2𝑥+1

= 1 +
4

(2𝑥+1)(2𝑥−1)
=
4𝑥2+3

4𝑥2−1
  

4) 𝑓(𝑥) = √ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 ;  𝑓′(𝑥) =

1
𝑥

2√ln 𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
=
√ln 𝑥

2𝑥 ln 𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
 

 

 حل المعادلات والمتراجحات  :2مثال 

1) ln(2𝑥 − 3) = ln(𝑥 − 3) + ln 5   

{
2𝑥 − 3 > 0
𝑥 − 3 > 0

⇒ {𝑥 >
3

2
𝑥 > 3

⇒ 𝑫 = ]𝟑;+∞[ 

ln(2𝑥 − 3) = ln(𝑥 − 3) + ln 5 ⇒ ln(2𝑥 − 3) = ln 5(𝑥 − 3) 

⇒ 2𝑥 − 3 = 5𝑥 − 15 ⇒ 3𝑥 = 12 ⇒ 𝑥 = 4 ;  4 ∈ 𝐷 ⇒ 𝑆 = {4}  

2) ln(𝑥2 − 5) − ln(4 − 𝑥) = 2 ln 2 

{𝑥
2 − 5 > 0
4 − 𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 ∈ ]−∞;−√5[ ∪ ]√5;+∞[…𝐷1

𝑥 ∈ ]−∞; 4[…𝐷2
⇒ 𝑥 ∈ 𝐷1 ∩ 𝐷2 

⇒ 𝑫 = ]−∞;−√𝟓[ ∪ ]√𝟓; 𝟒[ 

]0; +∞[
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ln(𝑥2 − 5) − ln(4 − 𝑥) = 2 ln 2 ⇒ ln
𝑥2 − 5

4 − 𝑥
= ln 4 ⇒

𝑥2 − 5

4 − 𝑥
= 4 

⇒ 𝑥2 − 5 = 16 − 4𝑥 ⇒ 𝑥2 + 4𝑥 − 21 = 0 ⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 7) = 0 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 3 = −7; {
−7 ∈ 𝐷 
3 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {−7; 3}  

3) (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0    

𝑥 > 0 ⇒ 𝑫 = ]𝟎;+∞[ ; ln 𝑥 = 𝑋 

(ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0 ⇒ 𝑋2 − 𝑋 − 6 = 0 ⇒ (𝑋 − 3)(𝑋 + 2) = 0 

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 3 = −2 ⇒ 𝑥 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒−2; {𝑒
−2 ∈ 𝐷 
𝑒3 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {𝑒−2; 𝑒3}  

4) ln(2𝑥 + 3) < 4 ; 𝑫 = ]−
𝟑

𝟐
; +∞[  

ln(2𝑥 + 3) < 4 ⇒ 2𝑥 + 3 < 𝑒4 ⇒ 𝑥 <
𝑒4 − 3

2
⇒ 𝑆 = ]−

3

2
;
𝑒4 − 3

2
[  

5)(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ; 𝑫 = ]𝟎;+∞[     

(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ⇒ (ln 𝑥 − 1)(ln 𝑥 + 1) ≤ 0 ⇒ −1 ≤ ln 𝑥 ≤ 1 

⇒ 𝑒−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ⇒ 𝑆 = [𝑒−1; 𝑒]  

 

 



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 :  01تمرين 

 بسّط ما يلي : 

①ln(
√3 + 1

2
) − ln (

2

√3 − 1
) ;   ② ln√𝑒 − ln (

1

𝑒
) ;  

③exp(ln 3 − ln 5 + ln 15) ;  ④ ln2 + ln(8𝑒) − ln(4𝑒2) ;  

⑤ ln (
1

𝑒
)
2

− ln2 (
1

𝑒
) 

 
 :  02تمرين 

 في كل حالة من الحالات التالية :   fعيّن مجموعة تعريف الدالة 

① 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 2𝑥 − 3) ; ② 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2)2  ; 

③ 𝑓(𝑥) = ln|𝑥 + 1|  ; ④ 𝑓(𝑥) = ln (
𝑥+2

𝑥−1
)  ; 

⑤ 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2) − ln(𝑥 − 1)  ; ⑥ 𝑓(𝑥) = ln |
𝑥+2

𝑥−1
|  ; 

⑦ 𝑓(𝑥) = ln|𝑥 + 1| − ln|𝑥|  ; ⑧ 𝑓(𝑥) = ln(−2𝑥 + 3)  ;  

⑨ 𝑓(𝑥) =
𝑥

ln𝑥−1
 ; ⑩ 𝑓(𝑥) = ln[𝑙𝑛(𝑥)]  ; ⑪ 𝑓(𝑥) =

ln(𝑥+2)

ln(𝑥−2)
 ;  

⑫ 𝑓(𝑥) = √ln 𝑥  ; ⑬ 𝑓(𝑥) = √1 − (ln 𝑥)2 ; 

⑭ 𝑓(𝑥) = √1 + ln 𝑥  ; ⑮ 𝑓(𝑥) =
1+ln𝑥

1−|ln𝑥| 
 ; 

⑯ 𝑓(𝑥) = ln(−𝑥2 − 𝑥 + 2)  ; ⑰ 𝑓(𝑥) = √1 − ln 𝑥 − ln(𝑥2 + 1)  

 
 :  03تمرين 

 المعادلات التالية :  ℝحل في 

①ln(2𝑥 − 3) = ln(𝑥 − 3) + ln 5  ; ②ln(𝑥2 − 5) − ln(4 − 𝑥) = 2 ln 2 

③2ln 𝑥 = ln(𝑥 + 4) + ln 2𝑥  ; ④ln(4 − 𝑥) = ln(𝑥 − 12) − ln (𝑥 + 2) 

⑤ln(3 − 𝑥) − ln√𝑥 + 1 =
1

2
ln 2𝑥  ; ⑥ln|𝑥 − 4| + ln(7 − 3𝑥) = ln 2 

⑦ln(4𝑥 − 10) + ln(2𝑥 − 2)2 − 2 ln(4𝑥 − 4) = 0 

⑧ (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0 ; ⑨ln𝑥2 − ln√𝑥 − 6 = 0  

⑩ 2(ln 𝑥)3 − 7(ln 𝑥)2 + 3 ln 𝑥 = 0 ; ⑪ (ln 𝑥)4 − 10(ln 𝑥)2 + 9 = 0 

⑫ (ln 𝑥)3 + 3(ln 𝑥)2 − 4 = 0 ; ⑬ln(sin 𝑥) + ln(cos 𝑥) = ln
√3

4
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 :  04تمرين 

 جمل المعادلات التالية : ℝحل في 

① {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = ln 10

𝑥 + 𝑦 = 7
    

② {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = 1
3

ln 𝑥
−

2

ln𝑦
= 2

  ;   ③ {
ln(𝑥 + 1) + 2 ln(𝑦 − 2) = 4
3 ln(𝑥 + 1) − ln(𝑦 − 2) = 5

 

④ {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = ln√3 − 2 ln 2

2(𝑥 + 𝑦) = √3 + 1
     

⑤ {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = 2 ln 2 + ln 15

𝑥 + 𝑦 = 19
    

⑥ {
ln (

𝑥

𝑦
) = − ln 3

𝑥2 + 2𝑦 = 16
   

 
 

 :  05تمرين 

𝑥2المعادلة :   ℝحل في  .1 − 4𝑥 − 5 = 0 

 المعادلات التالية :استنتج حلول  .2

𝑎) (ln 𝑥)2 − 4 ln 𝑥 − 5 = 0  

𝑏) ln(𝑥 − 3) + ln(𝑥 − 1) = 3 ln 2  

𝑐) 𝑒𝑥 − 4 = 5𝑒−𝑥 

 
 

 :  06تمرين 

 ات التالية : جحاترالم ℝحل في 

①ln𝑥2 − 1 ≤ 0   ; ② (ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ;   ③ln(2𝑥 + 3) < 4  

④ln(𝑥2 − 2𝑥) > ln(4𝑥 − 5)  ; ⑤ ln(𝑥 − 2)2 ≥ 1 

⑥ 2 ln(𝑥) + ln(2𝑥 + 5) ≤ ln(2 − 𝑥)  ;   

⑦ln(2𝑥 − 3) + 2 ln(𝑥 + 1) < ln (𝑥 − 3) ; ⑧ ln (
2𝑥−1

𝑥+3
) ≤ 0 
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 :  07تمرين 

 إشارة العبارات التالية :  ادرس

① (ln 𝑥 − 1) ln 𝑥 ;  ② 2𝑥 ln(1 − 𝑥) ;  ③
2 − ln 𝑥

1 + ln 𝑥
 ;  ④ ln2 𝑥 − ln 𝑥 − 6 

 
 :  08تمرين 

 في المجموعة التي تكون فيها قابلة للاشتقاق :   fعيّن الدالة المشتقة للدالة 

① 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 4𝑥 − 5)   ; ② 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 + ln|2𝑥 − 1|   

③ 𝑓(𝑥) = ln(−𝑥) + ln√2𝑥 + 3  ; ④ 𝑓(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − ln(ln 𝑥) 

⑤ 𝑓(𝑥) =
1+2 ln 𝑥

𝑥+1
 ;  ⑥ 𝑓(𝑥) =

1+ln𝑥2

𝑥+1
 

⑦ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln (
2𝑥−1

2𝑥+1
)  ;  ⑧ 𝑓(𝑥) = √ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 

 
 :  09تمرين 

 النهايات التالية : احسب

① lim
𝑥→+∞

𝑥 + ln(2𝑥 + 3)  ;  ② lim
𝑥→−∞

ln(𝑥2 + 𝑥 − 2)  

③ lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥 − 𝑥  ;  ④ lim
𝑥→0+

1+ln𝑥

𝑥2
   ; ⑤ lim

𝑥→−∞
2𝑥 − 1 + ln(−𝑥)  

⑥ lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥

𝑥+1
 ; ⑦ lim

𝑥→0+

𝑥+1

𝑥
+ ln 𝑥  ;  ⑧ lim

𝑥→+∞
ln (1 +

1

𝑥
)   

⑨ lim
𝑥→−∞

𝑥 + ln (
𝑥

𝑥−2
)  ; ⑩ lim

𝑥→2+
𝑥 + ln (

𝑥−2

𝑥+2
)  ; ⑪  lim

𝑥→2−
𝑥 + ln (

2+𝑥

2−𝑥
)  

⑫ lim
𝑥→−∞

ln |
𝑥+1

𝑥2−4
|  ; ⑬ lim

𝑥→+∞

ln (𝑥+2)

𝑥
 ; ⑭ lim

𝑥→+∞

ln (𝑥2+3)

𝑥
   

⑮ lim
𝑥→+∞

ln (𝑥2+1)

𝑥2
 ; ⑯ lim

𝑥→+∞

ln𝑥

(𝑥+1)2
 ; ⑰ lim

𝑥→0+
√𝑥 ln 𝑥 − √𝑥  

⑱ lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥2 − 𝑥  ; ⑲ lim
𝑥→1−

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥)  

⑳ lim
𝑥→+∞

ln(𝑥2 − 1) − ln (𝑥 + 2) ; ㉑ lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 2 − ln(𝑥 − 1)  

㉒ lim
𝑥→+∞

2𝑥−ln𝑥

𝑥+ln𝑥
 ; ㉓ lim

𝑥→0+

ln (𝑥+1)

𝑥2
 ;  ㉔ lim

𝑥→0+

ln (2𝑥+1)

𝑥
   

㉕ lim
𝑥→2−

ln (𝑥−1)

𝑥−2
 ; ㉖ lim

𝑥→+∞
𝑥 ln (1 +

1

𝑥
)  ; ㉗ lim

𝑥→0+
𝑥 ln (1 +

1

𝑥
)  

㉘ lim
𝑥→0+

ln(1+3𝑥−𝑥2)

𝑥
 ; ㉙ lim

𝑥→0+

ln(1+3𝑥)

√𝑥
 ; ㉚ lim

𝑥→0−

𝑥2+2𝑥−2 ln(1−2𝑥)

𝑥
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 :  10تمرين 

f  دالة عددية للمتغير الحقيقيx  : معرّفة بالعبارة𝑓(𝑥) = ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 

 f   تغيرات الدالة ادرس .1

 مع حامل محور الفواصل  )fC(عيّن إحداثيات نقط تقاطع  .2

 1عند النقطة التي فاصلتها  )fC(عيّن معادلة المماس للمنحنى  .3

 .)fC(المنحنى  ارسم .4

 
 :  11تمرين 

f   0[الدالة العددية المعرّفة على; 𝑓(𝑥)بـ:   ]∞+ =
𝑥+ln𝑥

𝑥
 .)fC(  تمثيلها البياني في المستوي

;𝑂)معلم متعامد ومتجانس إلى المنسوب  𝑖 ; 𝑗 ) . 

 وشكّل جدول تغيراتها fتغيرات الدالة   ادرس .1

 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  اكتب .2

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .3 = [في المجال   αتقبل حلا وحيدا   0
1

2
; 1[ 

 )fC(المنحنى  ارسم .4

 
 :  12تمرين 

f  0[على  الدالة العددية المعرّفة; 𝑓(𝑥)بالعبارة:  ]∞+ = (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 2. 

)fC(  معلم متعامد ومتجانس  إلى تمثيلها البياني في المستوي المنسوب(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . 

 وشكّل جدول تغيراتها fتغيرات الدالة   ادرس .1

 مع محوري الإحداثيات  )fC(لمنحنى تقاطع ا نقطيّن ع .2

  )fC(لمنحنى  الفروع اللانهائية ل ادرس .3

 )fC(المنحنى  ارسم .4

 
 :  13تمرين 

f   الدالة العددية المعرّفة علىℝ∗  :بالعبارة𝑓(𝑥) =
1+ln (𝑥2)

𝑥
 .)fC(   تمثيلها البياني في المستوي

;𝑂)المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  𝑖 ; 𝑗 ) . 

 fشفعية الدالة  ادرس .1

;0[على المجال  fتغيرات الدالة   ادرس .2 +∞[ 

 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  اكتب .3

 مع محوري الإحداثيات  )fC(لمنحنى عيّن نقط تقاطع ا .4

 )fC(المنحنى  ارسم .5
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 :  14تمرين 

f   الدالة العددية المعرّفة علىℝ∗ − 𝑓(𝑥)بـ:   {2−} = 𝑥 + 2 + ln |
𝑥

𝑥+2
| .)fC(   تمثيلها

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ) . 

 وشكّل جدول تغيراتها fتغيرات الدالة   ادرس .1

 يطُلب إعطاء معادلته  )∆(يقبل مستقيما مقاربا مائلا  )fC(بيّن أنّ المنحنى  .2

 )fC(واثبت أنها مركز تناظر لـ  )∆(مع المستقيم  )fC(لمنحنى تقاطع ا 𝜔عيّن النقطة   .3

; 𝑓(−4) احسب .4 𝑓(−3) ; 𝑓(−
5

2
 )fC(المنحنى  ارسم، ثمّ  (

 
 :  15تمرين 

f   الدالة العددية المعرّفة علىℝ − 𝑓(𝑥): كما يلي  {1−} =
1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln|𝑥 + 1|. 

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) . 

 )fC(لمنحنى والفروع اللانهائية ل fتغيرات الدالة   ادرس .1

 يطُلب تعيين إحداثييها )fC(لمنحنى لانعطاف  تانقطتوجد  هن أنّ رهب .2

 نقطتي الانعطاف عند  )fC(للمنحنى مماسين جد معادلة كل من ال .3

 )fC(المماسين والمنحنى  ارسم .4

 

 
 :  16تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 𝑥3 − 1 + 2 ln 𝑥 . 

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 .𝑔(𝑥)استنتج إشارة   ، ثمّ  𝑔(1) احسب .2

II-   نعتبر الدالةf   0[المعرّفة على; 𝑓(𝑥)كما يلي :    ]∞+ = 𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2
 .)fC(   تمثيلها البياني

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

𝑦ذي المعادلة :  )∆(المستقيم بيّن أنّ  .2 = 𝑥 لمنحنى مقارب مائل ل)fC(  

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(الوضع النسبي للمنحنى  ادرس .3

 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  ارسم .4

 
 :  17تمرين 

-I   نعتبر الدالة𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 2𝑥2 − 3 + ln 𝑥 . 
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  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = ;1[في المجال   αتقبل حلا وحيدا   0
3

2
[ 

 .𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

-II   نعتبر الدالةf   0[المعرّفة على; 𝑓(𝑥)كما يلي :    ]∞+ =
2

𝑥
−
ln 𝑥

𝑥
+ 2𝑥 − 5. 

     )fC(  في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

𝑦ذي المعادلة :  )∆(بيّن أنّ المستقيم  .2 = 2𝑥 −   )fC(لمنحنى مقارب مائل ل 5

 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  ارسم .3

 
 :  18تمرين 

-I   لتكن الدالة𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 1 − 𝑥2 − ln 𝑥 . 

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 .𝑔(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة   𝑔(1) احسب .2

II-  لتكن الدالةf   0[المعرّفة على; 𝑓(𝑥)كما يلي :    ]∞+ = 3 − 𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
 .)fC(   تمثيلها

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

 مقاربا مائلا يطُلب تعيين معادلتهيقبل مستقيما  )fC(بيّن أنّ المنحنى  .2

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  ادرس .3

حيث :   𝑥1و  𝑥0هما ييقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلت )fC(بيّن أنّ المنحنى  .4
1

4
< 𝑥0 < 3و       1 < 𝑥1 < 4 

 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  ارسم .5

 
 :  19تمرين 

-I  نعتبر الدالةf   3−[المعرّفة على;  بـ :  ]1

𝑓(𝑥) = 𝑎 ln(3 + 𝑥) + 𝑏 ln(1 − 𝑥) −  عددان حقيقيان. bو   a، حيث  2

2−;0)عند النقطة  fبحيث يقبل منحنى الدالة   bو   aعددين الحقيقيين عيّن ال + 3 ln مماسا  (3

 موازيا لحامل محور الفواصل

-II  لتكن الدالةf   3−[المعرّفة على; 𝑓(𝑥)بـ :    ]1 = 3 ln(3 + 𝑥) + ln(1 − 𝑥) − 2  ،

;𝑂)تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  )fC(و  𝑖 ; 𝑗 ). 
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lim احسبأ.       .1
𝑥
>
→−3

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) ثمّ استنتج أنّ المنحنى ،)fC(   يقبل مستقيمين

 مقاربين يطُلب كتابة معادلتيهما 

 شكّل جدول تغيراتها  ، ثمّ  fاتجاه تغير الدالة  ادرس .ب

 نقطة انعطاف ؟ برّر إجابتكيقبل  )fC(المنحنى هل  .ج

2. )T(  هو المماس للمنحنى)fC(   عند النقطة التي فاصلتها𝑥0 

 1إذا كان معامل توجيهه يساوي  (T)معادلة المماس  اكتب

               حيث : 𝛽و  𝛼هما  ييقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلت )fC(بيّن أنّ المنحنى أ.     .3

−2 < 𝛼 < 0,5و   1− < 𝛽 < 0,9 

 )fC(المنحنى و )T(المماس  ارسم .ب

m  (𝑚ناقش جبريا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .4 >  عدد حلول المعادلة :   (0

     𝑓(𝑥) = 2 ln(3 + 𝑥) − 2 + ln𝑚  

 
 :  20تمرين 

;0]على المجال   𝑔و   fبياني الدالتين  )gC(و  )fC(ليكن  +∞[ 

 
 بقراءة بيانية ، عيّن : .1

lim .أ
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

;0]على المجال  𝑔و   fاتجاه تغيّر كل من  .ب +∞[ 

;0]على المجال   𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)إشارة كل من  .ج +∞[ 

)fC( 

)gC( 
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;0]المعرفتين على المجال   gو   fالدالتين نعتبر  .2  كما يلي : ]∞+

𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 1) − 𝑥 +
𝑥2

2
𝑔(𝑥)و     = ln(𝑥 + 1) − 𝑥 

lim احسب .أ
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

;0]على المجال   𝑔و    fاتجاه تغيّر كل من  ادرس .ب +∞[ 

;0]على المجال  𝑔و    fكل من استنتج إشارة  .ج +∞[ 

𝑥موجب فإنّ :  xاستنتج أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .3 −
𝑥2

2
≤ ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥 

 .ln(1,1)بالزيادة للعدد   3−10استنتج القيمة التقريبية إلى  .4

 

 
 :  21تمرين 

-I   لتكن الدالة𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥)بالعبارة :    ]∞+ =
2𝑒−𝑥

𝑥
− ln 𝑥 . 

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 .𝑔(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة   𝑔(𝑒) احسب .2

II-   نعتبر الدالةf   المعرّفة علىℝ∗  : بالعبارة𝑓(𝑥) = (2𝑒 − |𝑥|)(ln|𝑥|) .)fC(   تمثيلها

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

 زوجية  fبرهن أنّ الدالة  .1

   fتغيرات الدالة   ادرس .2

 مع حامل محور الفواصل )fC(لمنحنى عيّن إحداثيات نقط تقاطع ا .3

 )fC(المنحنى  ارسم .4

 
 :  22تمرين 

ℝالمعرّفة على   fالدالة  نعتبر  − 𝑓(𝑥):  بالعبارة  {0,1} = −
1

2
𝑥 + ln |

𝑥−1

𝑥
|.  

 )fC(  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

:(𝑑): بيّن أنّ  .2 𝑦 = −
1

2
𝑥 لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل)fC(  

 (𝑑)بالنسبة إلى   )fC(وضعية المنحنى  ادرس .3

𝐼النقطة  أنّ برهن  .4 (
1

2
; −

1

4
معادلة المماس    اكتبو )fC(لمنحنى هي مركز تناظر ل (

 عند هذه النقطة

  )fC(المنحنى  ارسم .5
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   عدد وإشارة حلول المعادلة : mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6

     𝑓(𝑥) = −
1

2
𝑥 + 𝑚 

 
 :  23تمرين 

-I  ليكن كثير الحدود𝑃(𝑥)  : المعرّف كما يلي𝑃(𝑥) = 3𝑥3 − 𝑥 − 2 

 𝑃(𝑥)، ثمّ حلل  𝑃(1) احسب .1

 𝑃(𝑥)كثير الحدود استنتج إشارة  .2

-II   لتكن الدالة𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 𝑥3 − 𝑥 + 1 − 2 ln 𝑥 . 

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 .𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .2

III-  الدالة  نعتبرf    0[المعرّفة على; 𝑓(𝑥):   بالعبارة  ]∞+ = 𝑥 + 1 +
𝑥+ln𝑥

𝑥2
 .)fC(   تمثيلها

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس  البياني  𝑖 ; 𝑗 ). 

   fتغيرات الدالة   ادرس .1

:(𝑑): بيّن أنّ  .2 𝑦 = 𝑥 +   )fC(لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل 1

 حيث : 𝛼ا وحيدة فاصلته في نقطة )fC(المنحنى يقطع  (𝑑)المستقيم  بيّن أنّ  .3

 0,56 < 𝛼 <     (𝑑)بالنسبة إلى   )fC(وضعية المنحنى ، ثمّ استنتج   0,57

 )fC(المنحنى  رسما .4

 
 :  24تمرين 

𝑓(𝑥):  بالعبارة  ]∞+;2−[المجال  المعرّفة على fالدالة  نعتبر  = 1 + 𝑥 ln (𝑥 + 2) .

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

 𝑓"(𝑥)و  𝑓′(𝑥) احسب .1

 ′𝑓الدالة   اتجاه تغير ادرس، ثمّ  𝑓"(𝑥)عيّن إشارة   .2

𝑓′(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .3 =         ،  ]0,5−;0,6−[في المجال   αتقبل حلا وحيدا   0

 𝑓′(𝑥)ثمّ استنتج إشارة  

    fتغيرات الدالة   درسا .4

𝑓(α)بيّن أنّ  .5 =
−𝛼2+𝛼+2

α+2
 𝑓(α). استنتج حصرا للعدد  

 )fC(المنحنى  ارسم .6
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 :  25تمرين 

-I   لتكن الدالة𝑔  1[المجال المعرّفة على;                                       كما يلي :  ]∞+

𝑔(𝑥) = 2𝑥 − (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) . 

  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = 𝑒[في المجال   αتقبل حلا وحيدا   0 + 1; 𝑒3 + 1[  ،         

 .𝑔(𝑥)ثمّ استنتج إشارة  

II- الدالة   نعتبرf 1[ المجال المعرّفة على; 𝑓(𝑥):   بالعبارة  ]∞+ =
ln(𝑥2−1)

𝑥
 .)fC(   تمثيلها

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

 𝑔(𝑥2)هي من إشارة   𝑓′(𝑥)، ثمّ بيّن أنّ إشارة  𝑓′(𝑥) احسب .1

 𝑓(𝑥)ثمّ استنتج إشارة   ، fتغيرات الدالة   ادرس .2

-III   نعتبر الدالةh   0[المعرّفة على المجال; ℎ(𝑥)بالعبارة :    ]∞+ = 𝑓(𝑒𝑥) . 

lim احسب .1
𝑥→+∞

ℎ(𝑥)  وlim
𝑥→0+

ℎ(𝑥)  

   hالدالة  اتجاه تغير ادرس .2

ℎ(𝑥)موجب لدينا :  بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .3 ≤
2√𝛼

𝛼−1
 

𝛼. )نأخذ )fC(المنحنى  ارسم .4 = 10) 

 
 :  26تمرين 

-I   لتكن الدالة𝑔   كما يلي :   ]∞+;1−]المعرّفة على

{
𝑔(𝑥) = 𝑥 − (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1) ; 𝑥 > −1

𝑔(−1) = −1
 . 

𝑥0 عند 𝑔قابلية الاشتقاق للدالة   ادرس .1 =  فسّر النتيجة هندسيا . 1−

 .𝑔(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .2

II-  لتكن الدالةf   المعرّفة علىℝ  بالعبارة  :𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ln(𝑒𝑥 + 1) .)fC(   تمثيلها البياني

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

𝑓′(𝑥)لدينا :  xكل عدد حقيقي برهن أنّه من أجل  .1 =
𝑔(𝑒𝑥)

𝑒𝑥(𝑒𝑥+1)
، ثمّ استنتج إشارة 

𝑓′(𝑥). 

lim احسب .2
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  تغيرات الدالة ، ثمّ شكّل جدولf   

 )fC(المنحنى  ارسم .3
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 :  27تمرين 

-I الدالة   نعتبر𝑔   0[المعرّفة على; 𝑔(𝑥): بـ   ]∞+ = 𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥 . 

 تغيراتها ، ثمّ شكّل جدول  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑥بيّن أنّه من أجل كل   .2 > 𝑔(𝑥) فإنّ  0 > 0. 

II-  لتكن الدالةf   0[المعرّفة على; 𝑓(𝑥)كما يلي :    ]∞+ =
𝑥

2
+
ln 𝑥

𝑥
 .)fC(  تمثيلها البياني في

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب  .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)   وlim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) استنتج أنّ المنحنى .)fC(   يقبل مستقيمين مقاربين

𝑦( معادلته ∆ أحدهما ) =
𝑥

2
 )∆(بالنسبة إلى    )fC(وضعية المنحنى   ادرس ، ثمّ    

 تغيراتها ثمّ شكّل جدول  ، fالدالة  اتجاه تغير ادرس .2

0,7حيث :   𝛼ا  يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلته )fC(بيّن أنّ  .3 < 𝛼 < 0,8       

 يطُلب تعيينها   ωيقبل نقطة انعطاف  )fC(أثبت أنّ  .4

 (∆والذي يوازي ) )fC(( للمنحنى Tمعادلة المماس ) اكتب .5

 يقبل مماسا يشمل المبدأ ؟ علل  )fC(هل المنحنى  .6

 )fC(المنحنى و( T)،  )∆( ارسم .7

𝑚𝑥عدد حلول المعادلة :   mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .8 − ln 𝑥 = 0 

III-   نعتبر الدالةh   المعرّفة علىℝ∗  : بـℎ(𝑥) =
𝑥

2
+
ln|𝑥|

𝑥
 .)hC(  تمثيلها البياني في المعلم

 السابق

 في نفس المعلم. )hC( ارسم ثمّ  فردية ، hأثبت أنّ الدالة  •

 

 
 :  28تمرين 

:  بـ  ]∞+;4−]المعرّفة على   fالدالة  نعتبر 

{
𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 − 2 ln(1 − 2𝑥) ; −4 ≤ 𝑥 ≤ 0

𝑓(𝑥) = ln (
1+𝑒𝑥

2
)  ; 𝑥 > 0

في   تمثيلها البياني )fC(ليكن  

;𝑂)المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب .1
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
𝑋. يمكن وضع   = −2𝑥 

limأثبت أنّ  •
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
=
1

2
 

عند الصفر ؟ أعط تفسيرا هندسيا للنتيجة   fماذا يمكن قوله عن قابلية اشتقاق الدالة  •

 المحصّل عليها
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𝑓(𝑥)بيّن أنّ  .2 = 𝑥 − ln 2 + ln (1 + 𝑒−𝑥)  لمّا𝑥 > 0 

𝑦 استنتج أنّ المستقيم )∆( ذي المعادلة  • = 𝑥 − ln مستقيم مقارب للمنحنى    2

)fC(  +∞ عند 

   ]∞+;4−]على المجال  fتغيرات الدالة   ادرس .3

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   • =  يطُلب حصره  αتقبل حلين ، أحدهما معدوم والآخر   0

بـ 
−𝑛−1

2
و  

−𝑛

2
 عدد طبيعي nحيث  

 (cm2)وحدة الرسم  )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  ارسم •

;4−]المعرّفة على   𝑔𝑚نعتبر الدالة   .4 𝑔𝑚(𝑥): بـ  [0 = 1 +𝑚𝑓(𝑥) ، 𝑚 ∈ ℝ∗ 

; 0)تشمل نقطتين ثابتتين  𝑔𝑚الممثلة للدالة   )mC( ياتالمنحن بيّن أنّ جميع  • 1)   

; α)و  1) 

 
 :  29تمرين 

-I الدالة   نعتبر𝑔   المعرّفة علىℝ  بـ  :𝑔(𝑥) =
𝑒𝑥

1+2𝑒𝑥
− ln(1 + 2𝑒𝑥) . 

x   :𝑔′(𝑥)وبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  𝑔′(𝑥) احسب .1 < 0. 

 ∞+و  ∞−عند   gالدالة عيّن نهاية  .2

 .𝑔(𝑥)استنتج إشارة  ، ثمّ  𝑔شكل جدول تغيرات الدالة   .3

II-  لتكن الدالةf   المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) .)fC(   تمثيلها

;𝑂)البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد   𝑖 ; 𝑗 ). ‖𝑖 ‖ = 4𝑐𝑚  و‖𝑗 ‖ = 1𝑐𝑚 

x  :𝑓′(𝑥)بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1 = 2𝑒−2𝑥𝑔(𝑥) 

𝑋)يمكن وضع  ∞+و  ∞−عند   fالدالة عيّن نهاية  .2 = 1 + 2𝑒𝑥) 

 fشكل جدول تغيرات الدالة  .3

 )fC(المنحنى  ارسم .4

-III   المعادلة التفاضليةنعتبر   :(𝐸): 𝑦′ + 2𝑦 = 2
𝑒−𝑥

1+2𝑒𝑥
 

 (E)حل للمعادلة  المدروسة في الجزء الثاني  fتحقق أنّ الدالة   .1

ℎإذا وفقط إذا    (E)حل للمعادلة  هي    ℎبيّن أنّ   .2 − 𝑓   :حل المعادلة التفاضلية 

 (𝐸′): 𝑦′ + 2𝑦 = 0 

 (E)لمعادلة  استنتج حلول ا ، ثمّ  (′𝐸)ل المعادلة التفاضلية  ح .3
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 :30تمرين 

-I  نعتبر دالةf معرفة على الℝ   : بـ𝑓(𝑥) = (𝑥 −
1

2
) 𝑒2𝑥 − 4(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 2. 

   )fC(  تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى معلم متعامد ومتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 )  

 ( 2cmوحدة الطول )   

lim احسبأ.        .1
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

كل  بيّن   .ب أجل  من  𝑥أنّه  ∈ ℝ    : 𝑓(𝑥)فإنّ  = (𝑥 − 1)𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 4) +
1

2
(𝑒2𝑥 − lim  احسب، ثمّ   (4

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) 

 fتغيرات الدالة   ادرس .2

 حيث :  αيقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )fC(المنحنى بيّن أنّ  .3

     −2 < 𝛼 <   )fC( المنحنى ارسم، ثمّ  1−

-II   لتكن𝑔   0[على المجال  المعرّفةالدالة;  كما يلي :  ]∞+

{
𝑔(𝑥) = (𝑥2 − 4𝑥) ln 𝑥 −

1

2
𝑥2 + 4𝑥 − 2 ; 𝑥 > 0

𝑔(0) = −2
 

𝑥من أجل كل  بيّن أنّه  .1 ∈ ℝ   : ّفإن𝑔(𝑥) = 𝑓(ln 𝑥) 

 ثمّ فسّر النتيجة هندسيا بقيم كبرى ،  0عند  𝑔استمرارية وقابلية اشتقاق الدالة   ادرس .2

 ، ثمّ أنشئ جدول تغيراتها    𝑔تغيرات الدالة    ادرس  .3

  𝛼يطُلب تعيينها بدلالة  βيقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )gC(المنحنى بيّن أنّ  .4

 في نفس المعلم.  )gC( المنحنى ارسم ثمّ ،  βاستنتج حصرا للعدد  .5

 
  : 31تمرين 

 -I  لتكن𝑓  دالة عددية لمتغير حقيقيx  كما يلي :  معرفة على𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥𝑒−𝑥 

 . fتغيرات الدالة   ادرس .1

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = ، ثم استنتج   𝛽 < - 0,5 > 0,6 -حيث  𝛽تقبل حلا وحيدا   0

 . f(x)إشارة 

II-   لتكن𝑔  دالة عددية لمتغير حقيقيx  : معرّفة بـ𝑔(𝑥) = ln (𝑒𝑥 + 𝑥) و ،)gC(  تمثيلها

,𝑂)البياني في المعلم المتعامد المتجانس  𝑖 , 𝑗 )  

𝑔(𝑥)تكتب على الشكل :   𝑔(𝑥)أثبت أنّ  .1 = ln(1 + 𝑥𝑒−𝑥) + 𝑥 

𝐷𝑔هي :  𝑔بيّن أنّ مجموعة تعريف الدالة   .2 = ]𝛽;+∞[  

 النهايات حول أطراف مجموعة التعريف احسب .3

 ثمّ شكل جدول تغيرات  𝑔′(𝑥) احسب .4
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:(∆)بيّن أنّ المستقيم   .5 𝑦 = 𝑥  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)gC(  عند+ ∞ 

 يطلب تعيين عبارته (∆)يوازي  )gC(للمنحنى  (T)بيّن أنّه يوجد مماس   .6

 )gC(و المنحنى  (T)أنشئ المماس  .7

 m+  x=   yمع المستقيم  )gC(تقاطع المنحنى  mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .8

 ‖𝑖‖ = 2𝑐𝑚 

 
  : 32تمرين 

-I   لتكن الدالة العددية𝑔   0[المعرفة على, 𝑔(𝑥)كما يلي :  ]∞+ = 𝑥 −
1

𝑥
− 2ln (𝑥) 

 0و  ∞ +عند  𝑔نهايات الدالة   احسب .1

,0[من المجال   xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 +∞[   :𝑔′(𝑥) = (
𝑥−1

𝑥
)2  ،           

 𝑔كّل جدول تغيّرات الدالة  ثمّ 

 g(x)إشارة  x، ثمّ استنتج حسب قيم  𝑔(1) احسب .3

II-  نعتبر الدالةf  0[المعرفة على المجال, تمثيلها البياني في معلم متعامد   )f C(و   ]∞+

;𝑂)ومتجانس  𝑖 ; 𝑗 ) :𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
− (ln(𝑥))2 − 2 

limبيّن أنّ :   .1
𝑥 → +∞

(ln(𝑥))2

𝑥
= 𝑥√) يمكن وضع  0 = 𝑡  ، ) ّاحسبثم lim

𝑥 → +∞
𝑓(𝑥) 

,0[من المجال   xعدد حقيقي تحقق أنه من أجل كل   .2 +∞[   :𝑓 (
1

𝑥
) = 𝑓(𝑥)  

lim احسب .3
𝑥 →0+

𝑓(𝑥)  يمكن وضع (
1

𝑥
= 𝑡  ) 

𝑓′(𝑥)  بيّن أنّ : .4 =
𝑔(𝑥)

𝑥
 fشكّل جدول تغيّرات الدالة ، ثمّ  

 5معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة  اكتب .5

 بدقة  )f C(المنحنى أنشئ المماس و .6

ℎ(𝑥)كما يلي :   ∗ℝالمعرفة على   hنعتبر الدالة  .7 = 𝑓(|𝑥|) بيّن كيف يمكن إنشاء .

)h C(  انطلاقا من)f C(  ثمّ أنشئ ،)h C(  .في نفس المعلم 

 

 
 :  33تمرين 

 -I    : لتكن المعادلة التفاضلية من الشكل𝑦′ − 3𝑦 + 3 = 0… (I) 

 ( Iعيّن الحل العام للمعادلة التفاضلية ) .1

𝑦′(0)( بحيث : Iالخاص للمعادلة التفاضلية )عيّن الحل  .2 = 3 
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II-  لتكنf  دالة عددية معرفة علىℝ  و(fC)  تمثيلها البياني في مستو منسوب إلى معلم متعامد  

, 𝑂)و متجانس   𝑖  , 𝑗 ) : 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 + 𝑙𝑛 (1 + 𝑒3𝑥) 

  - + و  عند   fنهايات الدالة  احسب .1

𝑓(𝑥)الفرق    احسب .2 − (𝑥 −  - يؤول إلى   xلمّا  (4

                                       على الشكل التالي : f (x)بيّن أنّه يمكن كتابة  .3

𝑓(𝑥) = 4𝑥 − 4 + 𝑙𝑛 (1 + 𝑒−3𝑥)  ثمّ استنتج معادلة المستقيم المقارب المائل ،

 + بجوار 

 fثمّ شكل جدول تغيرات  𝑓′(𝑥) احسب .4

 0عند النقطة ذات الفاصلة  (T)معادلة المماس  اكتب .5

𝑙𝑛(1بيّن أنّ المعادلة :   .6 + 𝑒−3𝑥) = 4 − 4𝑥  تقبل حلا وحيدا : حيث                

0,9 <  < 1 . ماذا تستنتج ؟ 

 .  بدقة (T)المماس و ( fCأنشئ المنحنى ) .7

 

 
 :34تمرين 

-I  𝑔  المجال  دالة معرفة على𝐷 = ]0 ; 𝑔(𝑥)بـ :  ]∞+  = 𝑥2 − 1 + 2 𝑙𝑛(𝑥) 

 عند طرفي مجموعة تعريفها  𝑔نهايتي الدالة   احسب .1

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑔اتجاه تغير الدالة   ادرس .2

𝑔(𝑥)أثبت أن المعادلة   .3 = استنتج  ، ثمّ  Dوحيد لها في المجال  كحلّ  1تقبل العدد  0

 𝑔(𝑥)إشارة 

-II   نعتبر الدالةf   المجال المعرفة𝐷 = ]0 ; 𝑓(𝑥)بـ :  ]∞+  = 𝑙𝑛 𝑥 −
𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
  

 عند طرفي مجموعة تعريفها  fنهايتي الدالة   احسب .1

𝑓′(𝑥)فإنّ :   Dمن المجال  xبين أنّه من أجل كل  .2 =
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  fاستنتج اتجاه تغير الدالة  .3

في معلم متعامد  على الترتيب  fو  ln xللدالتين  ( C)و   ( P)ليكن التمثيلين البيانيين  .4

,𝑂)ومتجانس   𝑖 , 𝑗 )  2حيث وحدة الطول هي cm . 

 (C)(  و  Pللمنحنيين ) الأوضاع النسبية ادرس .أ

 .(C) ( و Pأنشئ في نفس المعلم ) .ب
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 :35تمرين 

-I  دالة  اللتكن𝑔 0[ فة على معرّ ال; 𝑔(𝑥) : بـ]∞+ = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 1 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

 . xحسب قيم  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .2

-II  نعتبر الدالةf  0[ المعرّفة على; } كما يلي : ]∞+
𝑓(𝑥) =

ln 𝑥

𝑥−1
 ; 𝑥 ≠ 1

𝑓(1) = 1
 

 1مستمرة عند  fبيّن أنّ الدالة  .1

limنقبل أنّ  .2
𝑥→1

𝑓(𝑥)−1

𝑥−1
= −

1

2
 . فسّر النتيجة بيانيا 

𝑥من أجل كل  بيّن أنّه  .3 ∈ ]0; 1[ ∪ ]1;+∞[  :𝑓′(𝑥) =
−𝑔(𝑥)

𝑥(𝑥−1)2
   

 وشكل جدول تغيراتها   fتغيرات الدالة  ادرس .4

  (T) ارسم، ثمّ   1عند النقطة ذات الفاصلة  )f C(للمنحنى  (T)معادلة المماس  اكتب .5

 )f C(و

-III  نعتبر الدالةh  المعرّفة على ℝ∗ : كما يلي ℎ(𝑥) = 𝑓(|𝑥|) 

 زوجية  hبيّن أنّ الدالة  .1

  ارسم، ثمّ  )f C(اعتمادا على  hالتمثيل البياني للدالة  )h C(اشرح كيف يمكن رسم  .2

)h C( .في المعلم السابق 

ℎ(𝑥)بيّن أنّ المعادلة :   .3 = 3𝑥2 حلين متناظرين في   تقبلℝ∗. 

 

 
 :36تمرين 

f  وh  دالتان عدديتان لمتغير حقيقيx  0[المجال  معرفتان على ;            كما يلي : ]∞+ 

𝑓(𝑥) =
1+2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
ℎ(𝑥)؛     =

1

𝑥
تمثيليهما البيانيين في مستوي منسوب   )hC(و  )fC(و ليكن  

,𝑂)معلم متعامد و متجانس  إلى  𝑖 , 𝑗 ). 

يقبل مستقيمين    )fC(. استنتج أنّ  +∞ثمّ إلى    0إلى    xعندما يؤول    fعيّن نهايات الدالة   .1

 مقاربين يطلب تحديدهما 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑓اتجاه تغير الدالة   ادرس .2

 مع محور الفواصل. )fC(نقطة تقاطع  Aعين إحداثيي  .3

; 0[المجال  من  xمن أجل كل  .4 𝑔(𝑥)، نضع :  ]∞+  = 1 − 𝑥 + 2 ln 𝑥 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .أ
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𝑔(𝑥)برهن أنّ المعادلة  ، ثمّ    𝑔(1)  احسب .ب = المجال على    αتقبل حلا وحيدا    0

]3; بتقريب  αأعط حصرا للعدد . ]4
2-10 

; 0[المجال  من   xمن أجل كل أ. برهن أنّه         .5  +∞[  :𝑓(𝑥) −
1

𝑥
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 طتين يطلب تحديدهما قيتقاطعان في ن )hC(و  )fC(استنتج أنّ  .ب

𝑥حيث  xمن أجل كل أنّه برهن  .ج ≥ 0فإنّ :   4 < 𝑓(𝑥) <
1

𝑥
 

 في نفس المعلم السابق.  )hC(و  )fC(أنشئ  .6

 
 :37تمرين 

-I f  0[معرّفة على  دالة ; 𝑓(𝑥)كما يلي :   ]∞+  = 𝑥2 + 3 − 2 ln 𝑥 

 fتغيرات الدالة   ادرس .1

 𝑓(𝑥)إشارة استنتج  .2

-II    نعتبر الدالة𝑔    0[المعرفة على ; 𝑔(𝑥)كما يلي :    ]∞+  =
𝑥2−1+2 ln 𝑥

2𝑥
تمثيلها    (C)، و    

,𝑂)البياني في معلم متعامد و متجانس  𝑖 , 𝑗 ) 2. وحدة الطول على المحورين cm . 

𝑔′(𝑥)ن أنّ : بيّ  .1 =
𝑓(𝑥)

2𝑥2
  

𝑔(𝑥)تحققّ أنّ :   .2 =
𝑥

2
−

1

2𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
lim  احسب، ثمّ    

𝑥→+∞
𝑔(𝑥)   و استنتج أنّ المنحنى

(C)  ( يقبل مستقيما مقاربا مائلاΔ )  : معادلته𝑦 =
1

2
𝑥 

 ( Δبالنسبة إلى المستقيم ) (C)المنحنى وضعية  ادرس .3

 (C)( و∆) ارسمو  𝑔تغيرات   ادرس .4

 عدد و إشارة حلول المعادلة :  mناقش حسب قيم الوسيط الحقيقي   .5

     𝑥2 − 2𝑚𝑥 − 1 + 2 ln 𝑥 = 0. 

 
 :38تمرين 

-I   لتكن𝑔  0]المجال  معرفة على دالة ; 𝑔(𝑥)بـ :  ]∞+  =
𝑥

𝑥+1
− ln(𝑥 + 1) 

lim  احسب  .1
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) تغيرات الدالة    ادرس و𝑔  ثمّ شكل جدول تغيراتها مستنتجا إشارة ،𝑔(𝑥) 

-II   نعتبر الدالةf  0]المجال المعرفة على ;  كما يلي :   ]∞+ 

{
𝑓(𝑥) =

ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥
; 𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
 

lim احسب .1
𝑥→0+

𝑓(𝑥)ماذا تستنتج ؟ . 



 
129 

 

lim احسب .2
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

; 0[المجال من  xبين أنّ من أجل كل  .3  +∞[  :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

; 0]المجال من  xأنّ من أجل كل نفرض  .4  +∞[  : 

     𝑥 −
𝑥2

2
≤ ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥 −

𝑥2

2
+
𝑥3

3
  

يّن حصرا لـ  ع .أ
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
  على اليمين  0قابلة للاشتقاق عند  f، ثمّ استنتج أنّ  

𝑓′(0)وأنّ  = −
1

2
 

 .)fC(، ثمّ أنشئ  0عند النقطة التي فاصلتها  )fC(معادلة نصف المماس لـ  اكتب .ب

 

 في البكالوريا  اللوغاريتميةالدوال 

 ت ر 2009بكالوريا :  39تمرين 

-I  𝑔  1]معرّفة على  دالة; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 2𝑥 + ln 𝑥 . 

 ∞+إلى  xعندما يؤول  𝑔الدالة  نهاية  احسب .1

  𝑔الدالة   اتجاه تغير ادرس .2

;1]من المجال   xبيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .3 𝑔(𝑥) فإنّ  ]∞+ ≠ 0. 

-II  لتكن الدالةf   1]المعرّفة على; 𝑓(𝑥)كما يلي :    ]∞+ =
6 ln 𝑥

2𝑥+ln𝑥
 

𝑓(𝑥)على الشكل   𝑓(𝑥)بيّن أنّه يمكن كتابة   .1 =
6
ln𝑥

𝑥

2+
ln𝑥

𝑥

𝑥من أجل     ∈ [1; +∞[ 

lim احسب .2
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)ماذا تستنتج ؟ . 

   fالدالة  تغيراتجاه  ادرس .3

𝑓(𝑥) بحيث تقبل المعادلة  k. ما هي قيم العدد الحقيقي    fالدالة  شكّل جدول تغيرات   .4 = 𝑘 

 تمايزين؟ محلين 

يرمز   )fC(، حيث  1عند النقطة التي فاصلتها  )fC(لمنحنى ل (1∆)جد معادلة للمماس  .5

;𝑂)في المعلم المتعامد والمتجانس   fإلى التمثيل البياني للدالة  𝑖 ; 𝑗 ). 

III-   نعتبر الدالةh   1]المعرّفة على; ℎ(𝑥):   بالعبارة  ]∞+ = 𝑓(𝑒𝑥) و)hC(  تمثيلها البياني

 في المعلم السابق. 

 .   hالدالة شكّل جدول تغيرات  .1

   1عند النقطة التي فاصلتها  )hC(للمنحنى  (2∆)جد معادلة للمماس  .2

  )hC( و )fC(،  (2∆)،  (1∆)كلا من  ارسم .3
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 ع ت 2009بكالوريا :  40تمرين 

-I h  كما يلي :   ]∞+;1−[معرّفة على  دالة عدديةℎ(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1) . 

lim احسب .1
>

𝑥→−1

ℎ(𝑥)    وlim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥). 

; 1−[المجال  من  x عدد حقيقي بين أنّ من أجل كل .2  +∞[  :ℎ′(𝑥) =
1+2(𝑥+1)2

𝑥+1
 

 ، ثمّ أنجز جدول تغيراتها   hاستنتج اتجاه تغير الدالة      

 .xحسب قيم  ℎ(𝑥)استنتج إشارة  و ℎ(0) احسب .3

II-  لتكنf  كما يلي :   ]∞+;1−[معرّفة على  دالة𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 −
ln(𝑥+1)

𝑥+1
 )fC(نسمي . 

;𝑂)في مستوي منسوب إلى معلم متعامد ومتجانس    fالمنحنى الممثل للدالة  𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسبأ.        .1
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) ثمّ فسّر هذه النتيجة بيانيا ، 

limباستخدام النتيجة  .ب
𝑡→+∞

𝑒𝑡

𝑡
= lim، برهن أنّ   ∞+

𝑢→+∞

ln𝑢

𝑢
= 0 

limاستنتج   .ج
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

lim احسب .د
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 −   ارب مائلمق واستنتج وجود مستقيم[(1

 )fC(للمنحنى 

 مقارب المائلالمستقيم البالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  ادرس .ه

; 1−[المجال  من  x عدد حقيقي بين أنّ من أجل كل .2  +∞[  :𝑓′(𝑥) =
ℎ(𝑥)

(𝑥+1)2
ثمّ  ،  

 fشكّل جدول تغيرات الدالة 

𝑦المستقيم ذا المعادلة  يقطع  )fC(بيّن أنّ المنحنى  .3 = عند نقطة فاصلتها محصورة  2

 3,4و  3,3بين 

 )fC( ارسم .4

 والمستقيمات التي معادلاتها :  )fC(مساحة الحيز المستوي المحدود بالمنحنى  احسب .5

     𝑦 = 𝑥 − 1  ،𝑥 = 𝑥و  0 = 1. 

 
 ر  2010 ياربكالو:  41تمرين 

𝑔  0[المعرّفة على  الدالة; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 𝑥 − 1 − 2 ln 𝑥 و)gC(   تمثيلها البياني

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 )  4وحدة الطول𝑐𝑚. 

lim احسب .1
>
𝑥→0

𝑔(𝑥)  ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

limأ. بيّن أنّ         .2
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 
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  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .ب

  𝑔(1) احسب .ج

𝑔(𝑥)برهن أنّ المعادلة   .د =  حيث:  αتقبل حلين مختلفين أحدهما  0

      3,5 < 𝛼 < 3,6 

𝑔ثمّ إشارة   𝑔(𝑥)ستنتج إشارة ا .ه (
1

𝑥
). 

3. f   0]الدالة العددية المعرّفة على; كما يلي :   ]∞+

{
𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥  ; 𝑥 > 0

𝑓(0) = 0
 

lim احسب .أ
>
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
 فسّر النتيجة هندسيا و 

 ∞+عند    fالدالة نهاية  احسب .ب

; 0[من   x بين أنّ من أجل كل .ج 𝑓′(𝑥): فإنّ  ]∞+  = 𝑥 𝑔 (
1

𝑥
، واستنتج   (

 fاتجاه تغير الدالة 

𝑓:   بيّن أنّ . fشكّل جدول تغيرات الدالة  .د (
1

𝛼
) =

𝛼−1

2𝛼2
واستنتج حصرا للعدد   

𝑓 (
1

𝛼
) 

;0]على المجال   fالممثل للدالة  )fC(المنحنى  ارسم .4 3] 

 
 ع ت 2010بكالوريا :  42تمرين 

-I  لتكنf   المجال المعرّفة على الدالة𝐼 = ]
1

2
; 𝑓(𝑥)  : بـ  ]∞+ = 1 + ln(2𝑥 − وليكن   (1

)fC(   تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب .1
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) وlim
>

𝑥→
1

2

𝑓(𝑥)    

  هاتغيرات ، ثمّ شكّل جدول  Iمتزايدة تماما على المجال  fبيّن أنّ الدالة  .2

ذي المعادلة   (𝑑)التي يكون فيها المماس موازيا للمستقيم  )fC(عيّن فاصلة النقطة من  .3

𝑦 = 𝑥 

 على الشكل :  𝑓(𝑥)يمكن كتابة  Iمن  xأ. أثبت أنّه من أجل كل        .4

                    𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 𝑎) + 𝑏 ،  حيثa  وb   عددان حقيقيان يطُلب تعيينهما 

منحنى الدالة اللوغاريتمية  )C(انطلاقا من  )fC(ستنتج أنّه يمكن رسم ا .ب

 .)fC(و  )C(  ارسم، ثمّ  lnالنيبيرية 

-II الدالة   نعتبر𝑔  المجال المعرّفة علىI  بـ  :𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥 . 
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lim احسب .1
>

𝑥→
1

2

𝑔(𝑥)    ّثمّ بيّن أن ،lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞  

 ثمّ شكّل جدول تغيراتها ،  𝑔الدالة   اتجاه تغير ادرس .2

𝑔(𝑥)، ثمّ بيّن أنّ المعادلة   𝑔(1) احسبأ.  .3 = [تقبل في المجال   0
3

2
; حلا  ]∞+

2. تحقق أنّ  αوحيدا  < 𝛼 < 3 

[على المجال  𝑔منحنى الدالة   )gC( ارسم .ب
1

2
;  في المعلم السابق  [5

 (𝑑)بالنسبة إلى   )fC(وضعية المنحنى ثمّ حددّ  Iعلى المجال  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .4

;1[من المجال  xبرهن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .5 𝛼[   : ّفإن𝑓(𝑥)  تنتمي إلى المجال

]1; 𝛼[ 

(III    نسمّي(𝑢𝑛)  العددية المعرّفة علىالمتتالية  ℕ∗  :كما يأتي𝑢𝑛 = 𝑓 (1 +
1

2𝑛
) 

𝑢𝑛التي من أجلها يكون :  𝑛عيّن قيمة العدد الطبيعي   .1 = 1 + 2 ln 3 − 3 ln 2 

𝑆𝑛حيث:  𝑆𝑛المجموع   𝑛احسب بدلالة  .2 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛. 
 

 
 

 ر  2011 ياربكالو:  43تمرين 

-I  𝑔  0[المجال المعرّفة على الدالة العددية; 𝑔(𝑥):  بـ  ]∞+ = 𝑥2 + ln 𝑥2 − 1 . 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها   𝑔اتجاه تغير الدالة   ادرس .1

;0[المجال في  𝑔(𝑥)، ثمّ استنتج إشارة   𝑔(1) احسب .2 +∞[   

-II f  0[  المجال المعرّفة علىالدالة العددية; 𝑓(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = (1 −
1

𝑥2
) ln 𝑥. 

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم المزوّد بالتمثيلها البياني في المستوي  )fC(و 𝑖 ; 𝑗 ). 

;0[على المجال  قابلة للاشتقاق   fأ. بيّن أنّ        .1 𝑓′(𝑥)وأنّ :    ]∞+ =
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها   fاستنتج اتجاه تغير الدالة  .ب

2. (𝛿)   المنحنى الممثل للدالة𝑥 → ln 𝑥  0[على المجال; +∞[   

limثمّ جد  (𝛿)بالنسبة إلى   )fC(وضعية المنحنى  ادرس .أ
𝑥→+∞

1

𝑥2
ln 𝑥 .    

 ماذا تستنتج ؟

   )fC(و  (𝛿)  رسما .ب

;1]عدد حقيقي من المجال   𝑥أ.  .3 ∫، باستعمال التكامل بالتجزئة جد   ]∞+
1

𝑡2
ln 𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡 

𝑥تحقق أنّ :  - → 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥  هي دالة أصلية للدالة𝑥 → ln 𝑥   على المجال

[1; +∞[ 
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;1]على المجال  𝑓دالة أصلية للدالة  استنتج  - +∞[ 

 1عدد حقيقي أكبر تماما من  αب. 

 (𝛿)و  )fC( يين لمنحن با لحيّز المستوي المحددّ ل 𝐴(𝛼) مساحةال  𝛼بدلالة  احسب

𝑥 يهما : معادلتاللذين    ين والمستقيم = 𝑥 و 1 = 𝛼  ثمّ احسب ،lim
𝛼→+∞

𝐴(𝛼). 

 

 
 

 ت ر 2011بكالوريا :  44تمرين 

f  0[معرّفة على  دالة عددية; 𝑓(𝑥)كما يلي :   ]∞+ =
𝑎+𝑏 ln 2𝑥

4𝑥2
عددان حقيقيان  bو  aحيث  

;𝑂)المنحنى الممثل لها في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   )fC(و 𝑖 ; 𝑗 ). 

𝐴  في النقطة  بحيث يكون المماس bو  aعيّن  .1 (
1

2
; موازيا لحامل  )fC(للمنحنى  (1

 محور الفواصل 

2. 𝑔  0[المعرّفة على  الدالة العددية; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ =
1+2 ln2𝑥

4𝑥2
                

 السابق.معلم الفي المستوي المنسوب إلى المنحنى الممثل لها  )gC( و

lim حسبا .أ
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥)  وفسّر النتيجتين هندسيا 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها   𝑔اتجاه تغير الدالة   ادرس .ب

;0[حل في   .ج 𝑔(𝑥)المعادلة    ]∞+ = 0 

 )gC(أنشئ  .د

;0[الدالة العددية المعرّفة على المجال   hأ.       .3 ℎ(𝑥)كما يلي :    ]∞+ =
1+ln2𝑥

2𝑥
 .

 ℎ′(𝑥) احسب

𝑔(𝑥)تحقق أنّ :  .ب =
1

4𝑥2
+
ln 2𝑥

2𝑥2
على  f، ثمّ استنتج دالة أصلية للدالة   

;0[المجال   +∞[ 

 

 
 

 ع ت 2011بكالوريا :  45تمرين 

I-   نعتبر الدالة𝑔   المعرّفة علىℝ − 𝑔(𝑥)بـ :   {1−} =
𝑥−1

𝑥+1
 تمثيلها البياني   )gC(و 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس      𝑖 ; 𝑗 ) )الشكل المقابل( . 
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 بقراءة بيانية : 

  𝑔تغيرات الدالة  شكّل جدول  .أ

𝑔(𝑥)حل بيانيا المعادلة  .ب > 0 

التي يكون من   xعيّن بيانيا قيم   .ج

0 أجلها  < 𝑔(𝑥) < 1. 

-II  لتكن الدالةf   1[المعرّفة على;  بـ  ]∞+

: 𝑓(𝑥) =
𝑥−1

𝑥+1
+ ln (

𝑥−1

𝑥+1
 )fC(و   (

معلم  ال تمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى  

;𝑂)متجانس  ال متعامد و ال  𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب .1
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥)   و

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  ثمّ فسّر النتيجتين هندسيا ، 

;1[من المجال   xأ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي        .2 +∞[   :𝑔′(𝑥) =
2

(𝑥+1)2
  

   fتغيرات الدالة إشارتها ثمّ شكّل جدول  ادرسو 𝑓′(𝑥) احسب .ب

lnإشارة العبارة يّن السؤال جـ ، ع I)باستعمال الجزء أ.        .3 (
𝑥−1

𝑥+1
 المجال على  (

]1; +∞[  

 عدد حقيقي. α .ب

𝑥:  بيّن أنّ الدالة  → (𝑥 − 𝛼) ln(𝑥 − 𝛼) − 𝑥  هي دالة أصلية للدالة 

 𝑥 → ln(𝑥 − 𝛼)   على المجال]𝛼;+∞[ 

;1]المجال  من  𝑥تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي   جـ. +∞[ ، 

 𝑔(𝑥) = 1 −
2

𝑥+1
;1]على المجال   𝑓دالة أصلية للدالة  ، ثمّ عيّن   +∞[. 

 

 
 

 ر  2012 بكالوريا:  46تمرين 

-I  𝑔   1−[ المجال المعرّفة علىهي الدالة; 𝑔(𝑥)كما يلي :   [3 = 2 ln(𝑥 + 1) −
𝑥

𝑥+1
 . 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها   𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 =             يحقق : αتقبل حلين أحدهما معدوم والآخر   0

−0,8 < 𝛼 < −0,7  

 𝑔(𝑥)إشارة  xعيّن حسب قيم  .3
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4. h  1−[هي الدالة المعرّفة على المجال; ℎ(𝑥)بـ :   [3 = [𝑔(𝑥)]2 . 

 𝑔′(𝑥)و  𝑔(𝑥)بدلالة  ℎ′(𝑥) احسب .أ

 h، ثمّ شكل جدول تغيرات الدالة  ℎ′(𝑥)إشارة  عيّن  .ب

-II f   1−[المجال المعرّفة على هي الدالة; }كما يلي :   [3
𝑓(𝑥) =

𝑥2

ln(𝑥+1)
 ; 𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
 . 

    )fC( متجانس  المتعامد والمعلم الفي المستوي المنسوب إلى  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

   )fC(( مماس Tمعادلة لـ ) اكتبتقبل الاشتقاق عند الصفر ، ثمّ  fبيّن أنّ الدالة  .1

 0في النقطة ذات الفاصلة 

;1−[من   xأ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي       .2 0[ ∪ ]0; 3] : 

            𝑓′(𝑥) =
𝑥𝑔(𝑥)

[ln(𝑥+1)]2
 fتغيرات الدالة ثمّ استنتج اتجاه  ، 

𝑓(𝛼):  يّن أنّ ب .ب = 2𝛼(𝛼 +  𝑓(𝛼)، ثمّ عيّن حصرا لـ   (1

limو  𝑓(3) احسب .ج
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥)    ثمّ شكل جدول تغيرات الدالة ،f   

;1−[من المجال  xأ. بيّن أنّه من أجل كل      .3 𝑥فإنّ :   [3 − ln (𝑥 + 1) ≥ 0         

 )T( المماس  بالنسبة إلى )fC(وضعية  ادرس .ب

النقطة  في  )fC( والذي يتقاطع مع  )T(لمماس الموازي ل )’T(معادلة للمستقيم يّن ع .4

 3  الفاصلة ذات

 )fC(  و )T(  ،)’T( ارسم .5

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة:   mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6 = 𝑥 +𝑚 

 

 
 

 ت ر 2012بكالوريا :  47تمرين 

-I  𝑔   0[المعرّفة على  هي الدالة; 𝑔(𝑥)كما يلي :   ]∞+ = 𝑥2 + 𝑎 + 𝑏 ln 𝑥  ، 

 عددان حقيقيان.  bو  aحيث     

مماسا   𝐴(1;−1)يقبل في النقطة  𝑔علما أنّ التمثيل البياني للدالة   bو  aعيّن  .1

 4معامل توجيهه 

𝑎نضع  .2 = 𝑏و  2− = 2 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑔تغيرات الدالة   ادرس .أ

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .ب = ;0[على  αتقبل حلا وحيدا   0 +∞[  ،       

;0[على   𝑔(𝑥)ثمّ استنتج إشارة   +∞[  . 
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II- f   0[المعرّفة على  هي الدالة; 𝑓(𝑥):  بـ  ]∞+ = 𝑥 − 2 −
2 ln 𝑥

𝑥
 .)fC(   تمثيلها البياني

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم الفي المستوي المنسوب إلى  𝑖 ; 𝑗 ).  وحدة الطول(2𝑐𝑚) 

lim احسبأ.        .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)    وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  

𝑓′(𝑥)، ثمّ تحقق أنّ :  𝑓′(𝑥) احسب .ب =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

   fتغيرات الدالة ، ثمّ شكّل جدول  𝑓′(𝑥)استنتج إشارة  .ج

𝑦أ. بيّن أنّ المستقيم )∆( ذا المعادلة        .2 = 𝑥 −  ،  )fC( مقارب لـ  2

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(وضعية  ادرسثمّ    

 ، ثمّ جد معادلة له  )∆(يوازي  )T(بل مماسا يق )fC(بيّن أنّ  .ب

𝛼نأخذ  .ج = 𝑓(𝑥). بيّن أنّ المعادلة  1,25 =  𝑥2و  𝑥1حلين تقبل  0

0,6حيث :   < 𝑥1 < 2,7و   0,7 < 𝑥2 < من كلا  ارسم، ثمّ  2,8

)∆(  ،)T( و)fC(    

 :  عدد حلول المعادلة mناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .3

      (𝑚 + 2)𝑥 + 2 ln 𝑥 = 0 

 

 
 

 ع ت 2012بكالوريا :  48تمرين 

;∞−[المجال المعرّفة على  fلتكن الدالة  𝑓(𝑥)كما يلي :    ]0 = 𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥−1
) .

)fC(  متجانس  المتعامد والمعلم التمثيلها البياني في المستوي المنسوب إلى(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسبأ.        .1
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥)    ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

lim احسب .ب
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

;∞−[من  𝑥بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 𝑓′(𝑥)فإنّ :   ]0 =
𝑥2−𝑥−6

𝑥(𝑥−1)
 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها   fاستنتج اتجاه تغير الدالة 

𝑦أ. بيّن أنّ المستقيم )∆( الذي معادلة له     .3 = 𝑥 + هو مستقيم مقارب مائل   5

   -بجوار ∞ )fC(للمنحنى 

 بالنسبة للمستقيم )∆(   )fC(وضع المنحنى  ادرس .ب

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .4 = 3,5−حيث   𝛽و   𝛼تقبل حلين  0 < 𝛼 < −3,4       

1,1−و  < 𝛽 < −1 

 )∆(والمستقيم  )fC(المنحنى نشئ أ .5
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𝐴نقطتين  نعتبر الأ.  .6 (−1; 3 + 6 ln (
3

4
𝐵و  (( (−2;

5

2
+ 6 ln (

3

4
))  

𝑦بيّن أنّ :          =
1

2
𝑥 +

7

2
+ 6 ln (

3

4
 (𝐴𝐵)معادلة ديكارتية للمستقيم   (

يطُلب تعيين  𝑀0في نقطة   )fC(المنحنى يمسّ  (𝐴𝐵)بيّن أنّ المستقيم   .ب

 إحداثيتيها 

;∞−[معرّفة على المجال  الالدالة  𝑔لتكن  .7                           :كما يلي   ]0

𝑔(𝑥) =
𝑥2

2
+ 5𝑥 + 6𝑥 ln (

𝑥

𝑥−1
) + 6ln (1 − 𝑥) 

;∞−[على المجال  𝑓لدالة  لأصلية دالة  𝑔بيّن أنّ  0[ .  
 

 
 ر  2013 بكالوريا:  49تمرين 

-I 1 . الدالةu   0[المجال معرّفة على; 𝑢(𝑥): بـ   ]∞+ = 𝑒𝑥 − 3𝑥 + 4 − 𝑒 

   uالدالة  اتجاه تغير ادرس .أ

;0[من المجال   𝑥بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .ب +∞[  :𝑒𝑥 − 𝑒 > 3𝑥 − 4 

;0[معرّفة على المجال   v. الدالة 2 𝑣(𝑥)بـ :   ]∞+ = −3𝑥3 + 4𝑥2 − 1 + ln 𝑥 

𝑣′(1)بيّن أنّ  .أ = 0 

;0[من المجال   𝑥أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .ب +∞[  :𝑣(𝑥) ≤ 0 

;0[من المجال   𝑥استنتج أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .ج +∞[ :              
−1+ln𝑥

𝑥2
≤ 3𝑥 − 4 

;0[من المجال  𝑥. أثبت أنّه من أجل كل عدد حقيقي 3 +∞[   :𝑒𝑥 − 𝑒 +
1−ln 𝑥

𝑥2
> 0 

II-  الدالةf   0[معرّفة على المجال; 𝑓(𝑥)بـ :   ]∞+ = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
 .)fC(  المنحنى

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  fالممثل للدالة  𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)     وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥). 

;0[على المجال  متزايدة تماما  fبيّن أنّ الدالة  .2  ، ثمّ شكل جدول تغيراتها   ]∞+

;0[على المجال    )fC(، ثمّ مثلّ المنحنى  𝑓(1) احسب .3
5

2
[   

𝑓(2))نأخذ  ≈ 2,3  ،𝑓(1,64) ≈ 𝑓و   1 (
5

2
) ≈ 5,75) 

وحامل محور الفواصل   )fC( لمنحنى با مساحة الحيّز المستوي المحددّ  احسب .4

𝑥 يهما : معادلتاللذين    ين والمستقيم =
1

2
𝑥 و   = 2 . 
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 ت ر 2013بكالوريا :  50تمرين 

-I   الدالة𝑔 بالعبارة   ]∞+;1−[المجال    معرّفة على:                                           

𝑔(𝑥) = (𝑥 + 1)2 − 2 + ln(𝑥 + 1) . 

   ]∞+;1−[على المجال  𝑔الدالة   اتجاه تغير ادرس .1

𝑔(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .2 = 0,31حيث :   αتقبل حلا وحيدا   0 < 𝛼 < 0,32  

ln(𝛼 وأنّ  + 1) = 2 − (𝛼 + 1)2 

 .𝑔(𝑥)إشارة   xحسب قيم ستنتج ا .3

-II  الدالةf   بالعبارة  ]∞+;1−[على المجال  معرّفة:                                             

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)2 + (2 − ln(𝑥 + 1))2 . )fC(  منحنىf  في المستوي المنسوب       

;𝑂)متجانس  المتعامد والمعلم الإلى  𝑖 ; 𝑗 ). 

lim احسب .1
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥)     وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥). 

𝑓′(𝑥):  ]∞+;1−[من  𝑥أثبت أنّه من أجل كل  .2 =
2𝑔(𝑥)

𝑥+1
 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها   fاتجاه تغيرات الدالة  ادرس .3

𝑓(𝛼)بيّن أنّ:  .4 = (𝛼 + 1)2(1 + (𝛼 + ، ثمّ استنتج حصرا للعدد  (2(1

𝑓(𝛼) 

;1−[على المجال   )fC(مثلّ المنحنى  .5 2[ 

-III  (Γ) لدالة المنحنى الممثل لh   بالعبارة :  ]∞+;1−[المعرّفة على المجال 

          ℎ(𝑥) = ln(𝑥 + 1)           . 

      A   1−)النقطة ذات الإحداثيتين;  xفاصلتها  (Γ)نقطة من  Mو  (2

𝐴𝑀تعُطى بالعبارة   𝐴𝑀أثبت أنّ المسافة   .1 = √𝑓(𝑥) 

𝑘(𝑥)بالعبارة :   ]∞+;1−[المعرّفة على المجال   kالدالة  .2 = √𝑓(𝑥) 

 ]∞+;1−[على المجال  نفس اتجاه التغيّر  kو  fللدالتين بيّن أنّ  .أ

 أصغر ما يمكن  𝐴𝑀، بحيث تكون المسافة  (Γ)من  Bعيّن إحداثيتي النقطة  .ب

𝐴𝐵بيّن أنّ :  .ج = (𝛼 + 1)√(𝛼 + 1)2 + 1 

 

 
 ع ت 2013بكالوريا :  51تمرين 

-I  𝑔   بـ :  ]∞+;1−[الدالة المعرّفة على المجال                                                 

𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 2 ln(𝑥 + 1) . 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها   𝑔تغيرات الدالة   ادرس .1

𝑔(𝑥):   ]∞+;1−[من المجال  𝑥أنّه من أجل كل استنتج  .2 > 0 
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-II f بالعبارة :   ]∞+;1−[معرّفة على المجال  الدالة ال𝑓(𝑥) = 𝑥 −
1−2ln (𝑥+1)

𝑥+1
      

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني  )fC(و 𝑖 ; 𝑗 ).       

 (2𝑐𝑚)وحدة الطول 

lim احسبأ.    .1
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥)   فسّر النتيجة بيانيا . 

lim  احسب .ب
𝑥→+∞

𝑓(𝑥). 

𝑓′(𝑥):  ]∞+;1−[من  𝑥أنّه من أجل كل  بيّن أ.    .2 =
𝑔(𝑥)

(𝑥+1)2
 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها    ]∞+;1−[على المجال    fاتجاه تغيرات الدالة    ادرس  . ب 

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .ج =   ،  ]∞+;1−[في المجال   αتقبل حلا وحيدا   0

0ثمّ تحقق أنّ :  < 𝛼 < 0,5 

𝑦ذا المعادلة :   )Δ(. بيّن أن المستقيم أ .3 = 𝑥  مقارب مائل للمنحنى)fC(  عند+∞ 

 )Δ( إلىبالنسبة  )fC(وضعية المنحنى  ادرس .ب

𝑦ذا المعادلة :  )T(نقبل أنّ المستقيم  .4 = 𝑥 +
2

√𝑒3
         )fC(مماس للمنحنى  

 𝑥0في نقطة فاصلتها 

 𝑥0 حسبا .أ

  )fC(المنحنى ثمّ  (T)المستقيمين المقاربين والمماس  ارسم .ب

            : بحيث تقبل المعادلة mعيّن بيانيا قيم الوسيط الحقيقي  .ج

𝑓(𝑥) = 𝑥 +𝑚 .حلين متمايزين 

 

 
 ر  2014بكالوريا :  52تمرين 

1. 𝑓   0[الدالة المعرّفة على المجال; 𝑓(𝑥)بـ   ]∞+ = (1 + 2 ln 𝑥)(−1 + ln 𝑥). 

)fC(   المنحنى الممثل للدالة𝑓   في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ) 

 fتغيرات الدالة   ادرس .أ

 𝑒  ذات الفاصلةالنقطة   في )f C(للمنحنى  (∆)معادلة المماس  اكتب .ب

على المجال   )f C( ارسممع حامل محور الفواصل ، ثمّ  )f C(عيّن فواصل تقاطع  .ج

]0; 𝑒2[ 

2. 𝑔  0[المعرّفة على المجال العددية الدالة; 𝑔(𝑥)بـ   ]∞+ = 1 − ln 𝑥. 

)gC(  السابق في المعلم تمثيلها البياني 

 𝑔تغيرات الدالة   ادرس .أ

;0[على المجال    )g C(  ارسم ، ثمّ    )gC(و    )f C(عيّن الوضع النسبي للمنحنيين   . ب  𝑒2[ 



 
140 

 

;0[المعرّفة على المجال   ℎالعددية  الدالة  نعتبر  .3                               :بـ  ]∞+

ℎ(𝑥) = 𝑥(ln 𝑥)2 − 2𝑥 ln 𝑥 + 2𝑥. 

𝑥أصلية للدالة دالة واستنتج  ℎ′(𝑥)احسب  .أ → (ln 𝑥)2   0[على المجال; +∞[ 

∫احسب العدد :   . ب  [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]
𝑒
1

𝑒

𝑑𝑥 

 
 ت ر 2014بكالوريا :  53تمرين 

;𝑂)المستوي منسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

𝑔 (I   0[الدالة المعرّفة على المجال; 𝑔(𝑥)بـ :    [3 = 𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 

 𝑔ات الدالة  تغيّرادرس  .1

𝑔(𝑥)المعادلة   أ. بيّن أنّ  .2 = ;0[في   αتقبل حلا وحيدا  2 ، ثمّ تحقق أنّ :  [3

1,45 < 𝛼 < 1,46 

𝑔(𝑥)إشارة  ب. استنتج  − 2 

(II  المقابل التمثيل البياني)fC(   هو للدالة𝑓   0[المعرّفة على المجال;   بـ :  [3

     𝑓(𝑥) = |𝑥 − 2| ln 𝑥 

ضع تخمينا حول قابلية  )fC(باستعمال  .1

 2عند  𝑓اشتقاق الدالة  

 أثبت صحة تخمينك  .2

 𝑓ادرس تغيّرات الدالة   .3

(III  ℎ  0]المعرّفة على  الدالة;
𝜋

2
 بـ :  ]

ℎ(𝑥) = (2 − cos 𝑥) ln(cos 𝑥) 

𝑥ذا المعادلة   (∆)بيّن أنّ المستقيم   .1 =
𝜋

2
  )hC(مقارب للمنحنى   

، ثمّ شكل  ℎتغيّر الدالة  اتجاه ادرس  .2

 .)hC(و  (∆)جدول تغيّراتها وارسم  

 

 
 

 ع ت 2014بكالوريا :  54تمرين 

;0[معرّفة على المجال  ال  fالعددية الدالة  نعتبر  𝑓(𝑥)بالعبارة :   ]∞+ = 1 +
2 ln 𝑥

𝑥
 )fC( و. 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس تمثيلها البياني  𝑖 ; 𝑗 ). 
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lim احسبأ.  .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)     وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) .؛ فسّر النتيجتين هندسيا 

;0[على المجال    fاتجاه تغيرات الدالة  ادرس .ب  ، ثمّ شكل جدول تغيراتها ]∞+

𝑦:   تهمعادلذي ال )Δ(إلى المستقيم بالنسبة  )fC(وضعية المنحنى  ادرسأ.  .2 = 1 

 1 ذات الفاصلةالنقطة   في )f C(للمنحنى  (𝑇)معادلة المماس  اكتب .ب

𝑓(𝑥)بيّن أنّ المعادلة   .ج = ;0[المجال  في تقبل  0 حيث :  𝛼حلا وحيدا  ]1

𝑒−0,4 < α < 𝑒−0,3 

  )fC(و  (𝑇)أنشئ  .3

ℝمعرّفة على  ال hالدالة لتكن  .4 − ℎ(𝑥):   كما يلي {0} = 1 +
2 ln|𝑥|

|𝑥|
 .      

 السابق  المعلمنفس في تمثيلها البياني  )hC(وليكن    

ℎ(𝑥) غير معدوم ، 𝑥 عدد حقيقي من أجل كل هيّن أنّ ب .أ − ℎ(−𝑥) = 0 .  

 ماذا تستنتج ؟

 )fC(المنحنى اعتمادا على  )hC(المنحنى نشئ أ .ب

                عدد حلول المعادلة : m الحقيقي ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط .ج

ln 𝑥2 = (𝑚 − 1)|𝑥| 

 

 
 ر  2015بكالوريا :  55تمرين 

f  بـ :  معرّفة الالدالة𝑓(0) = ;0[المجال  من  𝑥، ومن أجل كل عدد حقيقي  1 +∞[ : 

 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑥2 ln 𝑥 . 

)fC(  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

 من اليمين 0عند  𝑓أ. ادرس استمرارية الدالة   .1

limاحسب ب. 
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)−1

𝑥
 فسّر النتيجة هندسيا، ثمّ  

limاحسب أ.  .2
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

𝑓(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ أ.  .3 = ;0]المجال  في  α   وحيداتقبل حلا 0 +∞[ 

1,531 ب. تحقق أنّ  < 𝛼 < 1,532     

𝑔(𝑥): بـ  ℝفة على معرّ ال 𝑔دالة  نعتبر ال .4 = 𝑓(|𝑥|) 

)g C(   معلم النفس تمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

 𝑔ادرس شفعية الدالة   .أ

;2−]على المجال   )g C(أنشئ المنحنى  .ب 2] 
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𝑥باستعمال المكاملة بالتجزئة ، عيّن الدالة الأصلية للدالة   .5 → 𝑥2 ln 𝑥 معرّفة ال       

;0[المجال  على   1والتي تنعدم من أجل القيمة  ]∞+

6. 𝑡   0[عدد حقيقي ينتمي إلى المجال; 𝛼]  : نضع .𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)
𝛼

𝑡
𝑑𝑥 

 𝛼و 𝑡بدلالة  𝐹(𝑡)اكتب العبارة   .أ

;0[من المجال  𝑡بيّن أنّه من أجل كل حقيقي  .ب 𝛼]                         :

𝐹(𝑡) =
−3𝑡𝑓(𝑡)−𝑡3−6𝑡+𝛼3+6𝛼

9
  

limاحسب  .ج
𝑡
>
→0

𝐹(𝑡) 

7. 𝑚   0[عدد حقيقي ينتمي إلى المجال; 𝛼]. 

𝕊(𝑚)  مساحة الدائرة ذات المركز المبدأ𝑂  ونصف القطر𝑚 

، حامل محور الفواصل  )gC( بالمنحنى مساحة الحيّز المستوي المحددّ نفرض أنّ 

𝑥 يهما : معادلتاللذين    والمستقيمين  = −𝛼  و 𝑥 = 𝛼   هي𝒜  : حيث 

𝒜 =
2

9
(𝛼3 + 6𝛼) 𝑢𝑎 

𝕊(𝑚)حتى يكون :  𝑚عيّن القيمة المضبوطة للعدد   .أ = 2𝒜 

3,140علما أنّ   .ب < 𝜋 <  .𝑚، أعط حصرا للعدد   3,142

 
 ر  ت 2015بكالوريا :  56تمرين 

(I  ℎ ما يليب ]∞+;2−[المجال  فة على معرّ الدالة  ال :                                         

ℎ(𝑥) = (𝑥 + 2)2 + 2 − 2ln (𝑥 + 2) 

limاحسب  .1
𝑥
>
→−2

ℎ(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها  ، ℎالدالة  اتجاه تغير  ادرس .2

ℎ(𝑥)  : ]∞+;2−[من  𝑥استنتج أنّه من أجل كل  .3 > 0 

(II  𝑓 ـب ]∞+;2−[المجال  فة على معرّ الدالة ال :𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
2

𝑥+2
ln (𝑥 + 2) 

)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 )  

 (1𝑐𝑚)وحدة الطول 

limاحسب  .1
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥)ثمّ احسب وفسّر النتيجة هندسيا ،lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

𝑓′(𝑥)  : ]∞+;2−[المجال من  𝑥أ. بيّن أنّه من أجل كل   .2 =
ℎ(𝑥)

(𝑥+2)2
 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها ، ]∞+;2−[المجال  على  𝑓الدالة  اتجاه تغير  ادرس ب.

𝑦ذا المعادلة   (∆)مستقيم بيّن أنّ الأ.  .3 = 𝑥 +    ) fC(لمنحنى مقارب مائل ل 1

  ∞+بجوار    
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 (∆)مستقيم  البالنسبة إلى  ) fC(لمنحنى ا ادرس وضعيةب. 

 يطُلب تعيين إحداثييها 𝐴يقبل نقطة انعطاف  ) fC(لمنحنى أثبت أنّ اأ.  .4

 ) fC(لمنحنى وا ينمقاربال ينمستقيم الب. ارسم 

    )fC( لمنحنى با مساحة الحيّز المستوي المحددّ بالسنتيمتر المربع ،  احسبجـ. 

𝑦ها: معادلات التي والمستقيمات         = 0  ، 𝑥 = 𝑥 و  1− = 1  

(III  𝑔 ـب ]∞+;2−[المجال  فة على  معرّ الدالة ال :𝑔(𝑥) = |𝑥 + 1| +
2

𝑥+2
|ln (𝑥 + 2)| 

limاحسب  .1
𝑥
<
→−1

𝑔(𝑥)−𝑔(−1)

𝑥+1
limو  

𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥)−𝑔(−1)

𝑥+1
 ؟  𝑔. ماذا تستنتج بالنسبة إلى 

 أعط تفسيرا هندسيا لهذه النتيجة .2

 في نفس المعلم السابق.  𝑔الممثل للدالة   ) gC(لمنحنى ارسم ا ) fC(لمنحنى انطلاقا من ا .3

 

 
 ع ت 2015بكالوريا :  57تمرين 

;𝑂)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 ). 

(I  (𝛾) لدالة  تمثيل البياني لال𝑥 → ln 𝑥  المستقيم ذو المعادلة  (∆)و𝑦 = −𝑥 +  ؛   3

    α  هي فاصلة نقطة تقاطع(𝛾)  و(∆). 
 

 
 

;0[على   (∆)بالنسبة إلى   (𝛾)بقراءة بيانية حددّ وضعية   .1 +∞[ 

2. 𝑔  0[معرّفة على المجال  الالدالة; 𝑔(𝑥): ـب ]∞+ = 𝑥 − 3 + ln 𝑥. 

 𝑔(𝑥)إشارة  𝑥استنتج حسب قيم  

2,2تحقق أنّ :  .3 < 𝛼 < 2,3 

(II  𝑓 0[المجال  معرّفة على دالة الال; 𝑓(𝑥): بـ ]∞+ = (1 −
1

𝑥
) (ln 𝑥 − 2) 

 . تمثيلها البياني )f C(و     
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limاحسب  .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

;0[من  𝑥أثبت أنّه من أجل كل  .2 +∞[ :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 𝑓الدالة   ثمّ شكل جدول تغيرات 

𝑓(𝛼): بيّن أنّ  .3 =
−(𝛼−1)2

𝛼
 𝑓(𝛼) حصرا للعدد، ثمّ استنتج  

المجال  على   )f C(حامل محور الفواصل ، ثمّ أنشئ بالنسبة إلى  )f C(ادرس وضعية  .4

]0; 𝑒2] 

(III  𝐹 دالة  الأصلية للدالة ال𝑓  0[المجال على; 𝐹(1): والتي تحقق  ]∞+ = −3 

حامل محور الفواصل في نقطتين يطُلب يقبل مماسين موازيين ل  𝐹منحنى الدالة  بيّن أنّ   .1

 تعيين فاصلتيهما 

𝑥 بيّن أنّ  .2 → 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥   هي دالة أصلية للدالة𝑥 → ln 𝑥  0[على; +∞[             ،

 .𝐹الدالة  استنتج عبارة ثمّ 
 

 
 ر  2016بكالوريا :  58تمرين 

(I  𝑔   0[معرّفة على المجال العددية الالدالة; 𝑔(𝑥):  ـب ]∞+ = 1 + 𝑥2 + 2 ln 𝑥 . 

  𝑔الدالة  اتجاه تغير  ادرس .1

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = ; 0,52[المجال في تقبل  0   α  وحيداحلا ]0,53

;0[المجال  على  𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3 +∞[ 

(II  𝑓 0[المجال فة على  معرّ الالعددية دالة ال; 𝑓(𝑥): بـ ]∞+ = −𝑥 +
3+2 ln 𝑥

𝑥
 

)f C(  متجانس  الو  متعامدالمعلم المستوي المنسوب إلى التمثيلها البياني في(𝑂, 𝑖 , 𝑗 ) 

limاحسب  .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) و lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

;0[المجال  من  𝑥أ. بيّن أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2 +∞[: 𝑓′(𝑥) = −
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 𝑓ثمّ شكل جدول تغيرات الدالة  ب. 

𝑓(𝛼)جـ. تحقق أنّ :  = 2 (
1

𝛼
− 𝛼)  ثمّ عيّن حصرا له ، 

limاحسب أ.  .3
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥] ثمّ فسّر النتيجة هندسيا ، 

 (∆)مائل  المقارب بالنسبة إلى مستقيمه ال )f C(ادرس وضعية . ب

 يطُلب كتابة معادلة ديكارتية له  (∆)يوازي  (𝑇)يقبل مماسا  )f C(جـ. بيّن أنّ 

حيث :   𝑥0 و𝑥1يقطع حامل محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما   )f C( أنّ نقبل  .4

0,22 < 𝑥0 < 2,11و  0,23 < 𝑥1 < 2,13 

  )f C(و  (∆)،  (𝑇)أنشئ 
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5. 𝑚   .وسيط حقيقي 

3:  ، عدد حلول المعادلة  𝑚ناقش بيانيا وحسب قيم  + 2 ln 𝑥 − 𝑚𝑥 = 0 

(III   من أجل كل عدد طبيعي𝑛  نضع  :𝑢𝑛 = ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑥]
𝑒𝑛+1

𝑒𝑛
𝑑𝑥 

𝑛  :𝑢𝑛بيّن أنّه من أجل كل عدد طبيعي  .1 > 0 

 𝑢0أعط تفسيرا هندسيا للعدد  .2

 𝑛بدلالة  𝑢𝑛احسب  .3

𝑆𝑛نضع :  .4 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 احسب .𝑆𝑛  بدلالة𝑛. 
 

 
 ر  ت 2016بكالوريا :  59تمرين 

(I  𝑔 كما يلي ]∞+;1−[فة على المجال معرّ ال العددية  دالةال   :𝑔(𝑥) =
𝑥−1

𝑥+1
+ ln (𝑥 + 1) 

limأ. احسب  .1
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها ]∞+;1−[على المجال   𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس ب. 

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ أ.  .2 = 0,4حيث :   α   وحيداتقبل حلا 0 < 𝛼 < 0,5       

 ]∞+;1−[على المجال   𝑔(𝑥)استنتج إشارة  ب. 

(II  𝑓 كما يلي ]∞+;1−[فة على المجال معرّ ال العدديةدالة ال: 

     𝑓(𝑥) = 1 + (𝑥 − 1)ln (𝑥 + 1) 

limاحسب  .1
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥)  ثمّ احسب وفسّر النتيجة هندسيا ،lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

 تغيراتها ، ثمّ شكل جدول  ]∞+;1−[على المجال  𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس أ.  .2

𝑓(𝛼)ب. بيّن أنّ  = −𝛼 + 4 −
4

𝛼+1
 . 𝑓(𝛼)، ثمّ اعط حصرا لـ   

 (2−10)تدُوّر النتائج إلى     

في  ) fC(مماس المنحنى  (𝑇𝑎)، نسمّي  ]∞+;1−[المجال  عدد حقيقي من  𝑎ليكن  .3

;𝑂)المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس   𝑖 ; 𝑗 )  عند النقطة ذات الفاصلة𝑎 

 : ]∞+;1−[المجال  من  𝑥عدد حقيقي  نضع من أجل كل 

 ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − [𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)] 

ℎ′(𝑥) : ]∞+;1−[من  𝑥تحقق أنّه من أجل كل  .أ = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑎) 

واستنتج اتجاه تغيّر   𝑥حسب قيم   ℎ′(𝑥)، عيّن إشارة   𝑔باستعمال اتجاه تغيّر الدالة   .ب

ℎ   1−[على;+∞[ 

 (𝑇𝑎)مستقيم  الو ) fC( وضع النسبي للمنحنىحددّ ال .ج

;𝐴(1يشملان النقطة  (𝑇𝑎)  أ. بيّن أنّه يوجد مماسان .4  يطُلب تعيين معادلتيهما  (0
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 ) fC( ب. ارسم المماسين والمنحنى

 :بـ ]∞+;1−[فة على المجال معرّ ال 𝐻دالة  النعتبر  .5

     𝐻(𝑥) =
1

2
(𝑥2 − 2𝑥 − 3) ln(𝑥 + 1) −

1

4
𝑥2 +

3

2
𝑥 

𝑥دالة أصلية للدالة   𝐻بيّن أنّ  .أ → (𝑥 − 1) ln(𝑥 +   ]∞+;1−[على  (1

ها : معادلات التي  والمستقيمات  )fC( بالمنحنى مساحة الحيّز المستوي المحددّ  احسب .ب

𝑦 = 𝑥 و    0 = 𝑥 و  1 = 2 .   

 
 ر  ت 2016بكالوريا :  60تمرين 

(I العددية دالةنعتبر ال  𝑔 0[فة على المجال  معرّ ال; 𝑔(𝑥):  بـ ]∞+ = 𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 

limأ. احسب  .1
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥)  وlim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) 

;0[على المجال   𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس ب.   ، ثمّ شكل جدول تغيراتها ]∞+

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = 3,5  حيث : α   وحيداتقبل حلا 1− < 𝛼 < 3,6       

𝑔(𝑥)  العبارة استنتج إشارة .3 + ;0[على المجال  1 +∞[ 

(II العدديةدالة  نعتبر ال  𝑓 0[فة على المجال  معرّ ال; 𝑓(𝑥)   :بـ ]∞+ =
ln 𝑥

𝑥+1
 

)fC (  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 )  ، 

‖ 𝑗‖حيث :   = 4𝑐𝑚 و ‖𝑖 ‖ = 2𝑐𝑚 

𝑦يقبل مستقيمين مقاربين معادلتيهما   ) fC(بيّن أنّ  .1 = 𝑥 و 0 = 0 

;0[من المجال  𝑥أنّه من أجل كل عدد حقيقي برهن أ.  .2 +∞[   :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)+1

𝑥(𝑥+1)2
 

;0[المجال  متزايدة تماما على  𝑓الدالة  ب. بيّن أنّ  𝛼]   المجال  ومتناقصة تماما على 

    [𝛼;+∞[  ثمّ شكل جدول تغيراتها ، 

 1عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(للمنحنى  (𝑇)اكتب معادلة المماس   جـ.

limاحسب د. 
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥)−𝑓(𝛼)

𝑥−𝛼
 فسّر النتيجة هندسيا ،  

𝑓(𝛼)بيّن أنّ  أ.  .3 =
1

𝛼
 

 ( 2−10)تدُوّر النتائج إلى  . 𝑓(𝛼)ب. استنتج حصرا للعدد  

 ) fC(جـ. ارسم 

 وسيط حقيقي : 𝑚و  𝑥نعتبر المعادلة ذات المجهول الحقيقي الموجب تماما   .4

𝑥2 + 𝑥 − 2𝑚(𝑥 + 1) = ln(𝑥2)… (𝐸) 

𝑓(𝑥)يؤول حلهّا إلى حل المعادلة :   (𝐸)المعادلة  تحقق أنّ  .أ =
1

2
𝑥 −𝑚 

 حلين متمايزين  (𝐸)المعادلة  التي من أجلها تقبل  𝑚قيم  بيانيا عيّن  .ب
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5. ℎ معرّفة على  دالة الهي الℝ∗   :كما يليℎ(𝑥) =
ln|𝑥|

−|𝑥|−1
      البياني منحناها  ) hC(و 

 في المستوي

 زوجية ℎبيّن أنّ الدالة   .أ

 .) fC(  مستعينا بالمنحنى ) hC( ارسم في نفس المعلم المنحنى .ب

 

 
 ع ت 2016بكالوريا :  61تمرين 

(I  𝑔 0[فة على المجال معرّ ال العددية  دالةال; 𝑔(𝑥): بـ ]∞+ = 𝑥2 + 1 − ln 𝑥 

 𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس  .1

𝑔احسب  .2 (
√2

2
;0[المجال  من  𝑥عدد حقيقي من أجل كل ، ثمّ بيّن أنّه  ( +∞[  :

𝑔(𝑥) > 0 

(II  𝑓 0[فة على المجال معرّ ال العدديةدالة ال; 𝑓(𝑥): بـ ]∞+ =
ln 𝑥

𝑥
+ 𝑥 − 1 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني  )fC( و      𝑖 ; 𝑗 ). 

limاحسب  .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)  و lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

;0[المجال  من  𝑥عدد حقيقي من أجل كل بيّن أنّه أ.  .2 +∞[  :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥2
  

 𝑓الدالة  شكل جدول تغيرات ب. 

 1الفاصلة عند النقطة ذات  ) fC(للمنحنى  (𝑇)اكتب معادلة المماس  .3

𝑦حيث :   (∆)مستقيما مقاربا مائلا  يقبل  ) fC(أ. بيّن أنّ  .4 = 𝑥 −  معادلة له  1

 (∆)و  ) fC(ب. ادرس الوضع النسبي لـ 

 ) fC( ثمّ المنحنى (∆)و   (𝑇)ارسم   .5

6. 𝑚  .عدد حقيقي(∆𝑚)   : المستقيم حيث𝑦 = 𝑚𝑥 −𝑚  معادلة له 

;𝐴(1، النقطة  𝑚عدد حقيقي من أجل كل أنّه تحقق  .أ   (𝑚∆)تنتمي إلى  (0

𝑓(𝑥)عدد حلول المعادلة :   𝑚ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي   .ب = 𝑚𝑥 −𝑚 

𝑥أ. جد دالة أصلية للدالة   .7 →
ln 𝑥

𝑥
;0[على المجال   +∞[  

   (∆)، المستقيم  )fC( بالمنحنى مساحة الحيّز المستوي المحددّ  𝐼𝑛 احسبب. 

𝑥ا :  م هي تاللذين معادل   ين والمستقيم       = 𝑥 و    1 = 𝑛   حيث𝑛  عدد طبيعي(𝑛 > 1) 

𝑛بحيث إذا كان   𝑛0جـ. عيّن أصغر عدد طبيعي  > 𝑛0  ّفإن𝐼𝑛 > 2. 
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 ع ت 2016بكالوريا :  62تمرين 

(I العددية دالةلتكن ال  𝑔 بـ ]∞+;1−[فة على المجال  معرّ ال : 

𝑔(𝑥) = −1 + (𝑥 + 1)𝑒 + 2ln (𝑥 + 1) 

 تغيراتها ، ثمّ شكل جدول  𝑔الدالة  اتجاه تغير ادرس  .1

𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = 0,34−حيث :   α   وحيداتقبل حلا 0 < 𝛼 < −0,33       

 ]∞+;1−[المجال   من 𝑥حسب قيم العدد الحقيقي   𝑔(𝑥)استنتج إشارة  .3

 (II  دالة  اللتكن𝑓 بـ ]∞+;1−[فة على المجال معرّ ال : 

𝑓(𝑥) =
𝑒

𝑥 + 1
+
ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 

)fC(  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

limأ. بيّن أنّ   .1
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = limاحسب  و ∞−
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) ّفسّر النتيجتين هندسيا  ، ثم 

𝑓′(𝑥):  ]∞+;1−[من  𝑥عدد حقيقي من أجل كل  هب. بيّن أنّ  =
−𝑔(𝑥)

(𝑥+1)3
 

 ثمّ شكل جدول تغيراتها،  ]∞+;1−[على المجال   𝑓الدالة  اتجاه تغير ادرس جـ. 

𝑓(𝛼). )نقبل أنّ ) fC(المنحنى د. ارسم  ≈ 3,16) 

𝑥لدالة  بيّن أنّ اأ.  .2 → −
1

𝑥+1
[1 + ln (𝑥 +  هي دالة أصلية للدالة   [(1

        𝑥 →
ln(𝑥+1)

(𝑥+1)2
 ]∞+;1−[  المجال على 

وحامل محور الفواصل  )fC( بالمنحنى مساحة الحيّز المستوي المحددّ  احسبب. 

𝑥 يهما على التوالي:  تاللذين معادل   ين والمستقيم = 𝑥 و  0 = 1  

;1−[فة على المجال  معرّ ال 𝑘العددية  دالة  نعتبر ال .3 𝑘(𝑥) :بـ ]1 = 𝑓(−|𝑥|)          

 السابق في المعلمتمثيلها البياني  )kC(و

 زوجية 𝑘الدالة   بيّن أنّ  .أ

ثمّ ارسمه       )fC(  المنحنى انطلاقا من    )kC(  المنحنى بيّن كيف يمكن استنتاج  .ب

 (  𝑘)دون دراسة تغيّرات الدالة  

 عدد وإشارة حلول المعادلة :  𝑚ناقش بيانيا وحسب قيم الوسيط الحقيقي   .ج

 𝑘(𝑥) = 𝑚 

 
 ر  2017بكالوريا :  63تمرين 

(I العددية دالةنعتبر ال  𝑔 0[فة على المجال  معرّ ال; 𝑔(𝑥):  كما يلي ]∞+ =
1

𝑥
− ln 𝑥 

 𝑔ادرس اتجاه تغير الدالة   .1
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𝑔(𝑥)ن أن المعادلة  بيّ  .2 = ;1,76[المجال  من  α   وحيداتقبل حلا 0 1,77[           ،  

;0[على   𝑔(𝑥)استنتج إشارة ثمّ  +∞[ 

(II العدديةدالة  نعتبر ال  𝑓 0]فة على المجال  معرّ ال;  :كما يلي ]∞+

{
𝑓(𝑥) =

𝑥 + 1

𝑥 − ln 𝑥
 ; 𝑥 > 0

𝑓(0) = 0
 

)fC(  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

limاحسب على اليمين ، ثمّ  0مستمرة عند العدد  𝑓أثبت أنّ الدالة   .1
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)

𝑥
وفسّر النتيجة  

 بيانيا 

;0[المجال  من  𝑥عدد حقيقي من أجل كل بيّن أنّ  .2 +∞[  :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑥−ln𝑥)2
 

limاحسب  .3
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  الدالة  ول تغيرات ، ثمّ شكل جدوفسّر ذلك بيانيا𝑓 

;0[المعرّفة على   ℎالدالة  كن تل .4 ℎ(𝑥) :بـ ]∞+ = 𝑥 − ln 𝑥 

ℎ(𝑥)  : موجب تماما 𝑥عدد حقيقي من أجل كل بيّن أنّ  .أ > 0           ،  

𝑦ذي المعادلة    (∆)مستقيم  البالنسبة إلى  ) fC(واستنتج وضعية  = 1 

𝑓(𝛼). )نأخذ  ) fC(ارسم  .ب ≈ 2,31 ) 

;0[فة على المجال  معرّ ال 𝐹دالة  اللتكن  .5 𝐹(𝑥)  :كما يلي ]∞+ = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

1
𝑑𝑡 

𝑥حيث   𝑥عدد حقيقي من أجل كل بيّن أنّ  .أ ≥ 1  :
1

𝑥
+ 1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼) 

 ، ثمّ استنتج حصرا له.  𝐹(𝑒)اعط تفسيرا هندسيا للعدد  .ب

 
 ر  ت 2017بكالوريا :  64تمرين 

𝐷𝑓حيث   𝐷𝑓معرّفة على  ال 𝑓العددية  الدالة لتكن  = ]−∞; 1[ ∪ :  كما يلي ]∞+;2[

𝑓(𝑥) = −2𝑥 + 3 + 2 ln (
𝑥−1

𝑥−2
) . 

;𝑂)في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني  )fC( ليكنو 𝑖 ; 𝑗 ). 

limالنهايتين  أ. احسب  .1
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥)   ثمّ فسّر النتيجتين بيانيا ، 

𝐷𝑓  :𝑓′(𝑥)من  𝑥بيّن أنّ من أجل كل   .2 = −2 −
2

(𝑥−1)(𝑥−2)
ثمّ شكل جدول ،  

 𝑓الدالة  تغيرات 

 : 𝐷𝑓من  𝑥أنّ من أجل كل عدد حقيقي أ. تحقق  .3

 (3 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓  و𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 0 

 يقبل مركز تناظر يطُلب تعيين إحداثييه  ) fC(ب. استنتج أنّ 
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𝑓(𝑥)أثبت أنّ المعادلة   .4 = ;0,45[المجال  على  αتقبل حلا وحيدا  0 0,46[            ،

 يطُلب تعيين حصر له  𝛽ثمّ استنتج أنهّا تقبل حلا آخر  

𝑦ذا المعادلة :   (∆)بيّن أنّ المستقيم   .5 = −2𝑥 + ، ثمّ ادرس   ) fC(مقارب مائل لـ  3

 (∆)بالنسبة إلى   ) fC(وضعية 

  ) fC(و  (∆)ارسم   .6

:ℎدالة  البيّن أنّ  .7 𝑥 → (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) − (𝑥 − 2) ln(𝑥 − أصلية للدالة   (2

𝑥 → ln (
𝑥−1

𝑥−2
;2[على   ( مساحة الحيّز المستوي المحددّ   𝛽بدلالة  احسب، ثمّ  ]∞+

𝑦والمستقيمات التي معادلاتها :  )fC( بالمنحنى = −2𝑥 + 𝑥 و    3 = 𝛽     

𝑥 و  = 3 .   

 
 ع ت 2017بكالوريا :  65تمرين 

𝐷حيث   𝐷معرّفة على ال 𝑓العددية  الدالة  نعتبر  = ]−∞;−1[ ∪  : بـ ]∞+;1[

𝑓(𝑥) =
2

3
𝑥 + ln (

𝑥−1

𝑥+1
) . 

)fC(  في المستوي المنسوب إلى المعلم المتعامد والمتجانس  تمثيلها البياني(𝑂; 𝑖 ; 𝑗 ). 

 فردية ، ثمّ فسّر ذلك بيانيا  𝑓 الدالة  ن أنّ بيّ  .1

limاحسب النهايات التالية :  .2
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥)  ،lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥)  ،lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)  وlim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

𝐷  :𝑓′(𝑥)من  𝑥ه من أجل كل  ن أنّ بيّ أ.  .3 =
2

3
(
𝑥2+2

𝑥2−1
) 

 ، ثمّ شكل جدول تغيراتها  𝑓اتجاه تغير الدالة  استنتج ب. 

𝑓(𝑥)المعادلة   ن أنّ بيّ  .4 = 1,8حيث :   α   وحيداتقبل حلا 0 < 𝛼 < 1,9       

𝑦المعادلة :  ذا  (∆)بيّن أنّ المستقيم   .5 =
2

3
𝑥  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)fC (         ،

 (∆)  المستقيمبالنسبة إلى  ) fC( المنحنىوضعية ثمّ ادرس 

 ) fC(والمنحنى  (∆)أنشئ المستقيم   .6

7. 𝑚  وسيط حقيقي، ناقش بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي𝑚   : عدد حلول المعادلة

(2 − 3|𝑚|)𝑥 + 3 ln (
𝑥−1

𝑥+1
) = 0. 
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-I : الدوال الأصلية 

 تعريف :

 𝐼على المجال   𝑓هي دالة أصلية للدالة   𝐹. نقول إنّ الدالة  𝐼دالة عددية معرّفة على مجال   𝑓لتكن 
 إذا تحققّ الشرطان التاليان : 

• 𝐹   قابلة للاشتقاق على المجال𝐼 

𝑥من أجل كل   • ∈ 𝐼   :𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

 خواص :

 دالة أصلية على هذا المجال كل دالة مستمرة على مجال تقبل  •

 𝑓صلية للدالة  ، فإنّ جميع الدوال الأ 𝐼على المجال   𝑓دالة أصلية للدالة   𝐹إذا كانت  •

𝑥بما يلي :    𝐼على  معرّفة  ↦ 𝐹(𝑥) + 𝑘 ; 𝑘 ∈ ℝ 

𝐹(𝑥0)تحققّ الشرط :   𝐼على المجال   𝑓للدالة   𝐹توجد دالة أصلية وحيدة  • = 𝑦0  ،

𝑥0حيث   ∈ 𝐼   و𝑦0 ∈ ℝ 

 ، فإنّ :  𝐼على المجال على الترتيب  𝑔و  𝑓 تينللدال تينأصلي تيندال 𝐺و 𝐹إذا كانت  •

✓ 𝐹 + 𝐺   دالة أصلية للدالة𝑓 + 𝑔   على المجال𝐼 

✓ 𝑘𝐹   دالة أصلية للدالة𝑘𝑓   على المجال𝐼 
 

 :لبعض الدوال المألوفة جدول الدوال الأصلية 

 

 𝐼 المجال 𝐹(𝑥)   الدالة الأصلية 𝑓(𝑥)الدالة  

0 𝑐 , 𝑐 ∈ ℝ ℝ 

𝑘 𝑘𝑥 + 𝑐 ℝ 

𝑥 
1

2
𝑥2 + 𝑐 ℝ 

𝑥𝑛 , 𝑛 ≠ −1 
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 ℝ 

1

𝑥
 ln|𝑥| + 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 

1

𝑥2
 −

1

𝑥
+ 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 
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1

𝑥𝑛
 , 𝑛 ≠ 1  −

1

(𝑛 − 1)𝑥𝑛−1
+ 𝑐 ]0; ;∞−[ أو ]∞+ 0[ 

1

√𝑥
 2√𝑥 + 𝑐 ]0; +∞[ 

sin 𝑥 −cos 𝑥 + 𝑐 ℝ 

cos 𝑥 sin 𝑥 + 𝑐 ℝ 

1 + tan2 𝑥 tan 𝑥 + 𝑐 ]−
𝜋

2
+ 𝑘𝜋;

𝜋

2
+ 𝑘𝜋[ 

𝑒𝑥 𝑒𝑥 + 𝑐 ℝ 

 

 الدوال الأصلية :استعمال صيغ الاشتقاق لتحديد بعض 

 
 

 𝐹(𝑥)   الدالة الأصلية 𝑓(𝑥)الدالة  

𝑢′ + 𝑣′ 𝑢 + 𝑣 + 𝑐 

𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′ 𝑢𝑣 + 𝑐 

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
 

𝑢

𝑣
𝑐 

𝑢′. 𝑢𝑛 
𝑢𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

𝑢′

𝑢
 ln|𝑢| + 𝑐 

𝑢′

𝑢2
 −

1

𝑢
+ 𝑐 

𝑢′

√𝑢
 2√𝑢 + 𝑐 

𝑢′𝑒𝑢 𝑒𝑢 + 𝑐 

cos(𝑎𝑥 + 𝑏) 
1

𝑎
sin(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐 

sin(𝑎𝑥 + 𝑏) −
1

𝑎
cos(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐 

 

 

+
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 أمثلة على حساب الدوال الأصلية :

 المجموعة الأولى :

1) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 ;  𝐹(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 10𝑥4 + 6𝑥3 − 1 

𝐹(𝑥) = 10(
𝑥5

5
) + 6(

𝑥4

4
) − 𝑥 + 𝑐 = 2𝑥5 +

3

2
𝑥4 − 𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 + 3) = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 

𝐹(𝑥) =
1

3
𝑥3 + 𝑥2 − 3𝑥 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
− 𝑥2 ;  𝐹(𝑥) = −

1

𝑥
−
1

3
𝑥3 + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) = −
4

3𝑥5
= −

4

3
𝑥−5 ;  𝐹(𝑥) = −

4

3
(
𝑥−4

−4
) + 𝑐 =

1

3𝑥4
+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

√𝑥
 ;  𝐹(𝑥) =

1

2
𝑥2 + 2√𝑥 + 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 − 2 cos 𝑥 ; 𝐹(𝑥) = −cos 𝑥 − 2 sin 𝑥 + 𝑐  

 

.′𝒖المجموعة الثانية : من الشكل  𝒖𝒏 

1) 𝑓(𝑥) = 3⏟
𝑢′

(3𝑥 + 1)⏟      
𝑢

4
 ;  𝐹(𝑥) =

(3𝑥 + 1)5

5
+ 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 16(4𝑥 − 1)3 = 4 × 4⏟
𝑢′

(4𝑥 − 1)⏟      
𝑢

3
 

𝐹(𝑥) = 4
(4𝑥 − 1)4

4
+ 𝑐 = (4𝑥 − 1)4 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 7)6 =
1

2
× 2⏟
𝑢′

(2𝑥 + 7)⏟      
𝑢

6
 

𝐹(𝑥) =
1

2
×
(2𝑥 + 7)7

7
+ 𝑐 =

(2𝑥 + 7)7

14
+ 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) = (6𝑥 − 2)⏟      
𝑢′

(3𝑥2 − 2𝑥 + 3)⏟          
𝑢

5
 ;  𝐹(𝑥) =

(3𝑥2 − 2𝑥 + 3)6

6
+ 𝑐  
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5) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2
(1 +

1

𝑥
)
4

= −[−
1

𝑥2⏟
𝑢′

(1 +
1

𝑥
)

⏟    
𝑢

4

] 

𝐹(𝑥) = −
1

5
(1 +

1

𝑥
)
5

+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥⏟
𝑢

. cos 𝑥⏟
𝑢′

 ;  𝐹(𝑥) =
1

2
sin2 𝑥 + 𝑐  

 

المجموعة الثالثة : من الشكل 
𝒖′

𝒖𝟐
 

1) 𝑓(𝑥) =
4

(1 + 4𝑥)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

 ;  𝐹(𝑥) = −
1

1 + 4𝑥
+ 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
6

(2𝑥 + 1)2
= 3

2

(2𝑥 + 1)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

 ;  𝐹(𝑥) = −
3

2𝑥 + 1
+ 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
1

(4𝑥 + 3)2
=
1

4
×

4

(4𝑥 + 3)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

𝐹(𝑥) = −
1

4(4𝑥 + 3)
+ 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
−1

(2 − 𝑥)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

 ;  𝐹(𝑥) = −
1

2 − 𝑥
+ 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
2

(4 − 3𝑥)2
= −

2

3
×

−3

(4 − 3𝑥)2
→ 𝑢′

→ 𝑢2
 

𝐹(𝑥) = −
2

3
(−

1

4 − 3𝑥
) =

2

3(4 − 3𝑥)
+ 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

(𝑥2 + 𝑥 + 1)2
→ 𝑢′
→ 𝑢2

 ;  𝐹(𝑥) = −
1

𝑥2 + 𝑥 + 1
+ 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) =
4𝑥 − 10

(𝑥2 − 5𝑥 + 6)2
= 2 ×

2𝑥 − 5

(𝑥2 − 5𝑥 + 6)2
→ 𝑢′

→ 𝑢2
 

𝐹(𝑥) = −
2

𝑥2 − 5𝑥 + 6
+ 𝑐  

8) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

sin2 𝑥
→ 𝑢′
→ 𝑢2

 ;  𝐹(𝑥) = −
1

sin 𝑥
+ 𝑐  

9) 𝑓(𝑥) =
sin 𝑥

cos2 𝑥
= −

− sin 𝑥

cos2 𝑥
→ 𝑢′

→ 𝑢2
 ;  𝐹(𝑥) =

1

cos 𝑥
+ 𝑐  
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المجموعة الرابعة : من الشكل  
𝒖′

√𝒖
 

1) 𝑓(𝑥) =
3

√3𝑥 + 2

→ 𝑢′
→ √𝑢

 ;  𝐹(𝑥) = 2√3𝑥 + 2 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
2

√2 − 5𝑥
= −

2

5
×

−5

√2 − 5𝑥

→ 𝑢′

→ √𝑢
 

𝐹(𝑥) = −
2

5
× 2√2 − 5𝑥 + 𝑐 = −

4

5
√2 − 5𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
1

√2𝑥 − 3
=
1

2
×

2

√2𝑥 − 3

→ 𝑢′

→ √𝑢
 

𝐹(𝑥) =
1

2
× 2√2𝑥 − 3 + 𝑐 = √2𝑥 − 3 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
2𝑥 + 1

√𝑥2 + 𝑥 + 1

→ 𝑢′
→ √𝑢

 ; 𝐹(𝑥) = 2√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 − 1
=
1

2
×

2𝑥

√𝑥2 − 1

→ 𝑢′

→ √𝑢
 

𝐹(𝑥) =
1

2
× 2√𝑥2 − 1 + 𝑐 = √𝑥2 − 1 + 𝑐  

6) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

√2 + sin 𝑥

→ 𝑢′
→ √𝑢

 ;  𝐹(𝑥) = 2√2 + sin 𝑥 + 𝑐  

 

المجموعة الخامسة : من الشكل 
𝒖′

𝒖
 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 5𝑥 +
1

𝑥
 ;  𝐹(𝑥) =

1

3
𝑥3 −

5

2
𝑥2 + ln|𝑥| + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥
= 𝑥 + 1 +

1

𝑥
 ;  𝐹(𝑥) =

1

2
𝑥2 + 𝑥 + ln|𝑥| + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) =
7

𝑥
+
5

√𝑥
+
1

𝑥2
 ;  𝐹(𝑥) = 7 ln|𝑥| + 10√𝑥 −

1

𝑥
+ 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) =
3

3𝑥 − 4
 ;  𝐹(𝑥) = ln|3𝑥 − 4| + 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 + 1
; 𝐼 = ]−∞;−1[  

𝐹(𝑥) = ln |𝑥 + 1⏟  
<0

| + 𝑐 = ln(−𝑥 − 1) + 𝑐  
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6) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 + 1
; 𝐼 = ]−1;+∞[  

𝐹(𝑥) = ln |𝑥 + 1⏟  
>0

| + 𝑐 = ln(𝑥 + 1) + 𝑐  

7) 𝑓(𝑥) =
2𝑥

𝑥2 − 4
; 𝐼 = ]−∞;−2[ 

𝐹(𝑥) = ln |𝑥2 − 4⏟  
>0

| + 𝑐 = ln(𝑥2 − 4) + 𝑐  

8) 𝑓(𝑥) =
1

3𝑥 − 5
=
1

3
×

3

3𝑥 − 5
; 𝐼 = [2;+∞[ 

𝐹(𝑥) =
1

3
ln |3𝑥 − 5⏟  

>0

| + 𝑐 =
1

3
ln(3𝑥 − 5) + 𝑐  

9) 𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 2
=
1

2
×

2(𝑥 + 1)

𝑥2 + 2𝑥 + 2
 

𝐹(𝑥) =
1

2
ln |𝑥2 + 2𝑥 + 2⏟        

>0

| + 𝑐 =
1

2
ln(𝑥2 + 2𝑥 + 2) + 𝑐  

10) 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 − 1
=
1

2
×

2𝑥

𝑥2 − 1
; 𝐼 = ]−1; 1[ 

𝐹(𝑥) =
1

2
ln |𝑥2 − 1⏟  

<0

| + 𝑐 =
1

2
ln(1 − 𝑥2) + 𝑐  

11) 𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

sin 𝑥
; 𝐼 = ]0;

𝜋

2
[ ; 𝐹(𝑥) = ln |sin 𝑥⏟

>0

| + 𝑐 = ln(sin 𝑥) + 𝑐  

12) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥 ln 𝑥
=

1
𝑥
ln 𝑥

; 𝐼 = ]1;+∞[ 

𝐹(𝑥) = ln |ln 𝑥⏟
>0

| + 𝑐 = ln(ln 𝑥) + 𝑐  

13) 𝑓(𝑥) = tan 𝑥 =
sin 𝑥

cos 𝑥
= −

−sin 𝑥

cos 𝑥
; 𝐼 = ]

𝜋

2
; 𝜋[ 

𝐹(𝑥) = − ln |cos 𝑥⏟
<0

| + 𝑐 = − ln(− cos 𝑥) + 𝑐  
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.′𝒖المجموعة السادسة : من الشكل  𝒆𝒖 

1) 𝑓(𝑥) =
1

4
𝑒𝑥 ;  𝐹(𝑥) =

1

4
𝑒𝑥 + 𝑐  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 = −(−𝑒−𝑥) ; 𝐹(𝑥) = −𝑒−𝑥 + 𝑐  

3) 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥+3 =
1

2
(2𝑒2𝑥+3) ; 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑒2𝑥+3 + 𝑐  

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥
2
=
1

2
(2𝑥𝑒𝑥

2
) ; 𝐹(𝑥) =

1

2
𝑒𝑥

2
+ 𝑐  

5) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
→ 𝑢′

→ 𝑢
 

𝐹(𝑥) = ln |𝑒𝑥 + 1⏟  
>0

| + 𝑐 = 𝐹(𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 1) + 𝑐  

 

-II  الحساب التكاملي : 

 : تعريف .1

;𝑎]على مجال  مستمرة دالة  𝑓لتكن  𝑏] و𝐹   دالة أصلية للدالة𝑓   على المجال[𝑎; 𝑏] . 

 هو العدد الحقيقي : 𝑏إلى   𝑎من  𝑓تكامل الدالة  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

 خواص التكامل :  .2

 الخطّية :  •

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑎

= 0 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= −∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑎

𝑏

 

∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 ; 𝑘 ∈ ℝ 

∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 علاقة شال :  •

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐
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 : التكامل والترتيب   .3

∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]: 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0 

∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ⇒ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 :القيمة المتوسطة  .4

;𝑎]دالة مستمرة على مجال   𝑓لتكن  • 𝑏]  القيمة المتوسطة للدالة .𝑓   على المجال

[𝑎; 𝑏]   : هي العدد الحقيقي 

1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

𝑥بحيث من أجل كل   𝑀و   𝑚إذا وُجد عددان حقيقيان  • ∈ [𝑎; 𝑏] ،            

𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀  : ّفإن 

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

 :المكاملة بالتجزئة  .5

;𝑎]على مجال  قابلتين للاشتقاق   تيندال 𝑔و  𝑓لتكن  𝑏]   بحيث تكون𝑓′ و𝑔′  مستمرتين

;𝑎]مجال  العلى  𝑏]  

∫ 𝑓′(𝑥). 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= [𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)]𝑎
𝑏 −∫ 𝑓(𝑥). 𝑔′(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 أمثلة على الحساب التكاملي : 

1) ∫ (𝑥 − 4)𝑑𝑥
3

0

= [
1

2
𝑥2 − 4𝑥]

0

3

=
9

2
− 12 = −

15

2
 

2) ∫ (2𝑥 − 1 +
1

𝑥2
)𝑑𝑥

2

1

= [𝑥2 − 𝑥 −
1

𝑥
]
1

2

= (4 − 2 −
1

2
) − (1 − 1 − 1)

=
3

2
+ 1 =

5

2
 

3) ∫
2

(2𝑥 + 3)2
𝑑𝑥

1

−1

= [−
1

2𝑥 + 3
]
−1

1

= −
1

5
− (−1) = −

1

5
+ 1 =

4

5
  

4) ∫
𝑑𝑥

(4 − 3𝑥)2

4

2

= −
1

3
∫

−3

(4 − 3𝑥)2

4

2

𝑑𝑥 = −
1

3
[−

1

4 − 3𝑥
]
2

4

= −
1

3
[

1

3𝑥 − 4
]
2

4

= −
1

3
(
1

8
−
1

2
) =

1

8
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5) ∫
𝑑𝑥

√4 − 2𝑥

−1

1

= −
1

2
∫

−2

√4 − 2𝑥

−1

1

𝑑𝑥 = −
1

2
[2√4 − 2𝑥]

1

−1

= [√4 − 2𝑥]
−1

1
= √2 − √6  

6) ∫
𝑑𝑥

𝑥 + 1

2

0

= [ln |𝑥 + 1⏟  
>0

|]

0

2

= [ln(𝑥 + 1)]0
2 = ln 3 − ln 1 = ln 3  

7) ∫
3

𝑥 + 2
𝑑𝑥

−3

−4

= 3∫
1

𝑥 + 2
𝑑𝑥

−3

−4

= 3 [ln |𝑥 + 2⏟  
<0

|]

−4

−3

= 3[ln(−𝑥 − 2)]−4
−3

= 3(ln 1 − ln 2) = −3 ln 2  

8) ∫
𝑥2 + 𝑥 − 2

𝑥2
𝑑𝑥

2

1

= ∫ (1 +
1

𝑥
−
2

𝑥2
) 𝑑𝑥

2

1

= [𝑥 + ln|𝑥| +
2

𝑥
]
1

2

= 3 + ln 2 − 3 = ln 2  

9) ∫ (
1

4
+

1

2 − 𝑥
−

4

𝑥 + 2
)𝑑𝑥

4

3

= [
1

4
𝑥 − ln|2 − 𝑥| − 4 ln|𝑥 + 2|]

3

4

= (1 − ln 2 − 4 ln 6) − (
3

4
− ln 1 − 4 ln 5)

=
1

4
− ln 2 − 4 ln 6 + 4 ln 5  

10) ∫ −𝑒−𝑥𝑑𝑥
5

2

= [𝑒−𝑥]2
5 = 𝑒−5 − 𝑒−2  

11) ∫ (𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
1

2

= −∫ (𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
2

1

 

= −[
1

2
𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 3𝑥]

1

2

= −(
1

2
𝑒4 + 2𝑒2 − 6) + (

1

2
𝑒2 + 2𝑒 − 3) 

= −
1

2
𝑒4 −

3

2
𝑒2 + 2𝑒 + 3  

12) ∫ 𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 3)𝑑𝑥
ln 10

ln3

= [
(𝑒𝑥 − 3)2

2
]
ln 3

ln 10

=
49

2
− 0 =

49

2
  

13) ∫
𝑒−𝑥 − 2

𝑒𝑥
𝑑𝑥

1

0

= −∫ −𝑒−𝑥(𝑒−𝑥 − 2)𝑑𝑥
1

0

= −[
(𝑒−𝑥 − 2)2

2
]
0

1

= −
(𝑒−1 − 2)2

2
+
1

2
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14) ∫
ln(1 − 𝑥)

𝑥 − 1
𝑑𝑥

0

−1

= ∫
1

𝑥 − 1
ln(1 − 𝑥) 𝑑𝑥

0

−1

=

−

[
ln2|1 − 𝑥|

2
]
−1

0

= 0
ln2(2)

2
=

ln2(2)

2
 

15) ∫ |𝑥 − 2|𝑑𝑥
3

0

= ∫ (−𝑥 + 2)𝑑𝑥
2

0

+∫ (𝑥 − 2)𝑑𝑥
3

2

= [−
1

2
𝑥2 + 2𝑥]

0

2

+ [
1

2
𝑥2 − 2𝑥]

2

3

= 2 + (−
3

2
+ 2) =

5

2
 

16) ∫ cos 𝑥 sin2 𝑥 𝑑𝑥

𝜋
3

0

= [
sin3 𝑥

3
]
0

𝜋
3

=

(
√3
2 )

3

3
=
√3

 

17) ∫ (𝑥 + 3)𝑒𝑥𝑑𝑥
0

−2

; 𝑢 = 𝑥 + 3 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑣 = 𝑒𝑥 

∫ (𝑥 + 3)𝑒𝑥𝑑𝑥
0

−2

= [(𝑥 + 3)𝑒𝑥]−2
0 −∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥

0

−2

= [(𝑥 + 3)𝑒𝑥]−2
0 − [𝑒𝑥]−2

0 = [(𝑥 + 2)𝑒𝑥]−2
0 = 2  

18) ∫ (𝑥 + 1) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

; 𝑢 = 𝑥 + 1 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = sin 𝑥 ⇒ 𝑣 = −cos 𝑥 

∫ (𝑥 + 1) sin 𝑥 𝑑𝑥
𝜋

0

= [−(𝑥 + 1) cos 𝑥]0
𝜋 −∫ −cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

0

= [−(𝑥 + 1) cos 𝑥]0
𝜋 + [sin 𝑥]0

𝜋 = 𝜋 + 2  

19) ∫ 𝑥√1 − 𝑥𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑥(1 − 𝑥)
1
2𝑑𝑥

1

0

 

𝑢 = 𝑥 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = (1 − 𝑥)
1
2 ⇒ 𝑣 = −

2

3
(1 − 𝑥)

3
2 

∫ 𝑥√1 − 𝑥𝑑𝑥
1

0

= [−
2

3
𝑥(1 − 𝑥)

3
2]
0

1

−∫ −
2

3
(1 − 𝑥)

3
2𝑑𝑥

𝜋

0

= [−
2

3
𝑥(1 − 𝑥)

3
2]
0

1

+ [
4

15
(1 − 𝑥)

5
2]
0

1

=
4

15
 

20) ∫ ln (
𝑥

𝑥 + 1
)𝑑𝑥

2

1

𝑢 = ln (
𝑥

𝑥 + 1
) ⇒ 𝑢′ =

1

𝑥(𝑥 + 1)
 ; 𝑣′ = 1 ⇒ 𝑣 = 𝑥 

8

−



 
161 

 

∫ ln (
𝑥

𝑥 + 1
) 𝑑𝑥

2

1

= [𝑥 ln (
𝑥

𝑥 + 1
)]
1

2

−∫
1

𝑥 + 1
𝑑𝑥

2

1

 

= [𝑥 ln (
𝑥

𝑥 + 1
)]
1

2

− [ln|𝑥 + 1|]1
2 

= 2 ln
2

3
− ln

1

2
− ln 3 + ln 2 = 2 ln 2 − 2 ln 3 + 2 ln 2 − ln 3 

= 4 ln 2 − 3 ln 3  

21) ∫ (2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1

 

𝑢1 = 2𝑥
2 + 3𝑥 ⇒ 𝑢1

′ = 4𝑥 + 3 ; 𝑣1
′ = 𝑒−𝑥 ⇒ 𝑣1 = −𝑒

−𝑥 

∫ (2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥𝑑𝑥
0

−1⏟              
𝐼

= −[(2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥]−1
0 −∫ −(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥𝑑𝑥

0

−1⏟            
𝐽

 

𝑢2 = 4𝑥 + 3 ⇒ 𝑢2
′ = 4 ; 𝑣2

′ = −𝑒−𝑥 ⇒ 𝑣2 = 𝑒
−𝑥 

𝐽 = [(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥]−1
0 − 4∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥

0

−1

= [(4𝑥 + 3)𝑒−𝑥]−1
0 + 4[𝑒−𝑥]−1

0  

= 7 − 3𝑒 

𝐼 = −[(2𝑥2 + 3𝑥)𝑒−𝑥]−1
0 − (7 − 3𝑒) = −𝑒 − 7 + 3𝑒 = 2𝑒 − 7  

22) ∫ (ln 𝑥)2𝑑𝑥
𝑒

1

; 𝑢1 = (ln 𝑥)
2 ⇒ 𝑢1

′ =
2 ln 𝑥

𝑥
 ; 𝑣1

′ = 1 ⇒ 𝑣1 = 𝑥 

∫ (ln 𝑥)2𝑑𝑥
𝑒

1⏟        
𝐼

= [𝑥(ln 𝑥)2]1
𝑒 − 2∫ ln 𝑥 𝑑𝑥

𝑒

1⏟      
𝐽

 

𝑢2 = ln 𝑥 ⇒ 𝑢2
′ =

1

𝑥
 ; 𝑣2

′ = 1 ⇒ 𝑣2 = 𝑥 

𝐽 = [𝑥 ln 𝑥]1
𝑒 −∫ 𝑑𝑥

𝑒

1

= [𝑥 ln 𝑥]1
𝑒 − [𝑥]1

𝑒 = 𝑒 − (𝑒 − 1) = 1 

𝐼 = [𝑥(ln 𝑥)2]1
𝑒 − 2 = 𝑒 − 2  

-III   حساب المساحات : 

 : وحدة المساحة  .1

;𝑂)وحدة المساحة في مستوي منسوب إلى معلم متعامد  𝑖 , 𝑗 )   هي مساحة الرباعي

  𝑗و    𝑖والشعاعين  𝑂المحدّد بالنقطة  

1𝑢. 𝐴 = ‖𝑖 ‖ × ‖𝑗 ‖ 
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 : حساب مساحة حيزّ  .2

;𝑎]دالة مستمرة على مجال   𝑓لتكن  • 𝑏].  مساحة الحيّز المحصور بين المنحنى

) fC( محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما ،𝑥 = 𝑎    و𝑥 = 𝑏 ي ه : 

(∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

;𝑎]على مجال  تينمستمر تيندال 𝑔و  𝑓لتكن  • 𝑏].  مساحة الحيّز المحصور بين

𝑥، محور الفواصل والمستقيمين اللذين معادلتاهما :  )gC (و  )fC (المنحنيين  =

𝑎   و𝑥 = 𝑏 ي ه : 

(∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 : حالات خاصة  .3

 مساحة الحيزّ الرمادي في الرسم الرسم

 

(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 

(∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 

(∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

)𝑢. 𝐴 

 

(∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑢. 𝐴 

 
(

 
 
∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]𝑑𝑥
𝑏

𝑐 )

 
 
𝑢. 𝐴 

 

) gC( 

) fC( 

) fC( 

) fC( 

) gC( 

) fC( 

) fC( 
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 : حساب الحجوم  .4

 مجال  حول محور الفواصل دورة كاملة في )fC (حجم المجسّم المولّد بدوران المنحنى 

[𝑎; 𝑏] : هو 

𝑉 = [∫ 𝜋(𝑓(𝑥))
2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎

] 𝑢. 𝑣 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ل على حساب المساحات : امث

𝑓(𝑥)كما يلي :   ℝالمعرّفة على  𝑓لتكن الدالة   = {
𝑥2−2𝑥−3

2
 ; 𝑥 ≥ −1

𝑥𝑒𝑥+1 + 1 ; 𝑥 ≤ −1
 )fC (وليكن  

 تمثيلها البياني المبيّن أسفله.

 احسب مساحة الحيّز المظلل في الشكل. 
 

 
 

𝐴 = ∫ (𝑥𝑒𝑥+1 + 1)𝑑𝑥
−1

−4⏟            
𝐼

−∫ (
1

2
𝑥2 − 𝑥 −

3

2
)𝑑𝑥

3

−1⏟              
𝐽

 

𝐼 = ∫ (𝑥𝑒𝑥+1 + 1)𝑑𝑥
−1

−4

= ∫ 𝑥𝑒𝑥+1𝑑𝑥
−1

−4

+∫ 𝑑𝑥
−1

−4

 

 𝑢 = 𝑥 ⇒ 𝑢′ = 1 ; 𝑣′ = 𝑒𝑥+1 ⇒ 𝑣 = 𝑒𝑥+1 

) fC( 
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𝐼 = [𝑥𝑒𝑥+1]−4
−1 −∫ 𝑒𝑥+1𝑑𝑥

−1

−4

+ [𝑥]−4
−1 = [𝑥𝑒𝑥+1]−4

−1 − [𝑒𝑥+1]−4
−1 + [𝑥]−4

−1 

= [(𝑥 − 1)𝑒𝑥+1 + 𝑥]−4
−1 = 5𝑒−3 + 1 

𝐽 = ∫ (
1

2
𝑥2 − 𝑥 −

3

2
)𝑑𝑥

3

−1

= [
1

6
𝑥3 +

1

2
𝑥2 −

3

2
𝑥]
−1

3

= −
16

3
 

𝐴 = 𝐼 − 𝐽 = 5𝑒−3 + 1 +
16

3
= (5𝑒−3 +

19

3
)  𝑢. 𝑎  

 

 

 

 

 




 
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




      
      
      
      
      
      
      
      
      


  
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I-   النهايات والمستقيمات المقاربة 
 :   01حل التمرين 

عند حدود مجموعة تعريفها وتعيين معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  fحساب النهايات للدالة 

)fC( 
 

1. 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2|𝑥| + 7 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+∞[  

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑥² = +∞  ;  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑥² = +∞  

2. 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 2𝑥2; 𝐷𝑓 = ]−∞;+∞[   

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥3 = +∞  ;  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥3 = −∞  

3. 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 4𝑥 + 4

𝑥 − 2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+2[ ∪ ]+2;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞   

lim
𝑥
<
→+2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→+2

𝑥2 + 4𝑥 + 4

𝑥 − 2

→ 16

→ 0−
= −∞   

lim
𝑥
>
→+2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→+2

𝑥2 + 4𝑥 + 4

𝑥 − 2

→ 16

→ 0+
= +∞  

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا = 2 

4. 𝑓(𝑥) = 1 +
3 + 4𝑥

1 − 2𝑥
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+

1

2
[ ∪ ]+

1

2
;+∞[ ; 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→−∞

4𝑥

−2𝑥
= 1 − 2 = −1   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→+∞

4𝑥

−2𝑥
= 1 − 2 = −1  

 lim
𝑥
<
→+

1
2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→+

1
2

1 +
3 + 4𝑥

1 − 2𝑥

→ 5

→ 0+
= +∞   

lim
𝑥
>
→+

1
2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→+

1
2

1 +
3 + 4𝑥

1 − 2𝑥

→ 5

→ 0−
= −∞  

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا =
1

2
𝑦وآخر أفقيا معادلته :   = −1 
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5. 𝑓(𝑥) =
𝑥4 + 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥4

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥4

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞   

6. 𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1;+5[ ∪ ]+5;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑥2
= 1 ; lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= 1  

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0+
= +∞   

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0−
= −∞  

lim
𝑥
<
→+5

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→+5

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0−
= −∞  

lim
𝑥
>
→+5

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→+5

𝑥2 − 4𝑥 + 5

𝑥2 − 4𝑥 − 5

→ 10

→ 0+
= +∞ 

𝑥يقبل مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  )fC(لمنحنى ا = 𝑥 و  5 = وآخر أفقيا  1−

𝑦معادلته :  = 1 

7. 𝑓(𝑥) = 1 +
3

𝑥
+
4

𝑥2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞; 0[ ∪ ]0;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1  

 lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

1

𝑥2
(𝑥2 + 3𝑥 + 4) = +∞   

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1

𝑥2
(𝑥2 + 3𝑥 + 4) = +∞ 

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا = 𝑦وآخر أفقيا معادلته :  0 = 1 

8. 𝑓(𝑥) =
3

(𝑥 − 4)2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+4[ ∪ ]+4;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3

(𝑥 − 4)2
→ 3

→ +∞
= 0  
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3

(𝑥 − 4)2
→ 3

→ +∞
= 0  

lim
𝑥
<
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

3

(𝑥 − 4)2
→ 3

→ 0+
= +∞  

lim
𝑥
>
→4

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→4

3

(𝑥 − 4)2
→ 3

→ 0+
= +∞ 

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا = 𝑦وآخر أفقيا معادلته :  4 = 0 

9. 𝑓(𝑥) =
−3𝑥3 + 6𝑥 + 4

𝑥2 + 2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−3𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

−3𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−3𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

−3𝑥 = −∞   

10. 𝑓(𝑥) = 1 +
3𝑥

1 − 4𝑥2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;−

1

2
[ ∪ ]−

1

2
;+
1

2
[ ∪ ]+

1

2
;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→−∞

3𝑥

−4𝑥2
= 1 + lim

𝑥→−∞

3

−4𝑥
 = 1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥→+∞

3𝑥

−4𝑥2
= 1 + lim

𝑥→+∞

3

−4𝑥
 = 1  

lim
𝑥
<
→−

1
2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
<
→−

1
2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ −

3
2

→ 0−
= +∞   

lim
𝑥
>
→−

1
2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
>
→−

1
2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ −

3
2

→ 0+
= −∞  

 lim
𝑥
<
→+

1
2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
<
→+

1
2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ +

3
2

→ 0+
= +∞  

lim
𝑥
>
→+

1
2

𝑓(𝑥) = 1 + lim
𝑥
>
→+

1
2

3𝑥

1 − 4𝑥2
→ +

3
2

→ 0−
= −∞  

𝑥يقبل مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  )fC(لمنحنى ا =
1

2
𝑥 و   = −

1

2
وآخر أفقيا  

𝑦معادلته :  = 1 
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11. 𝑓(𝑥) = 3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞; 0[ ∪ ]0; 1[ ∪ ]1;+∞[   

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
 = 3  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
 = 3  

 lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
= +∞  

 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
= −∞  

 lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
= +∞  

 lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

3 −
2

𝑥
+

1

1 − 𝑥
= −∞  

𝑥يقبل مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  )fC(لمنحنى ا = 𝑥 و  1 = وآخر أفقيا  0

𝑦معادلته :  = 3 

12. 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 1 − 𝑥 ; 𝐷𝑓 = ]−∞;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

√𝑥2 + 1 − 𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 1 − 𝑥)(√𝑥2 + 1 + 𝑥)

√𝑥2 + 1 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

1

√𝑥2 + 1 + 𝑥
 = 0 

𝑦معادلته :  (∞+)يقبل مستقيما مقاربا أفقيا بجوار   )fC(لمنحنى ا = 0 

13. 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 2 − √𝑥 − 1 ;  𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −2  

      𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 1 ; 𝐷𝑓 = [1;+∞[ 

 lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

√𝑥 + 2 − √𝑥 − 1 = √3  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(√𝑥 + 2 − √𝑥 − 1)(√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1)

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
 

                     = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2) − (𝑥 − 1)

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

3

√𝑥 + 2 + √𝑥 − 1
 = 0 

𝑦معادلته :  (∞+)يقبل مستقيما مقاربا أفقيا بجوار   )fC(لمنحنى ا = 0 
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14. 𝑓(𝑥) = √
𝑥

𝑥 − 2
 ;  

𝑥

𝑥 − 2
≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞; 0] ∪ ]2;+∞[  

      𝐷𝑓 = ]−∞;0] ∪ ]2;+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥 − 2
= 1 ⇒ lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 1 

lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥 − 2
= 1 ⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 1  

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

√
𝑥

𝑥 − 2
= 0 ; lim

𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

√
𝑥

𝑥 − 2

→ +2

→ 0+
= +∞  

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا = 𝑦وآخر أفقيا معادلته :  2 = 1 

15. 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3 ;  𝑥2 + 𝑥 + 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ ; 

       𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[  

      𝐷𝑓 = ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[  

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3 

= lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3)(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3)

√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 + 𝑥 + 1) − (𝑥2 + 2𝑥 − 3)

√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 4

√𝑥2 (1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
) + √𝑥2 (1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 (1 −
4
𝑥)

−𝑥 (√1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
+√1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→−∞

1 −
4
𝑥

√1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
+√1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2

→ 1

→ 2
=
1

2
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3 

= lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3)(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3)

√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3
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= lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 𝑥 + 1) − (𝑥2 + 2𝑥 − 3)

√𝑥2 + 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 2𝑥 − 3
 

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 4

√𝑥2 (1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
) + √𝑥2 (1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (−1 +
4
𝑥)

𝑥 (√1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
+√1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→+∞

−1 +
4
𝑥

√1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
+√1 +

2
𝑥 −

3
𝑥2

= −
1

2
  

lim
𝑥
<
→−3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−3

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3 = √7   

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 2𝑥 − 3 = √3  

𝑦معادلته :  (∞−)يقبل مستقيما مقاربا أفقيا بجوار   )fC(لمنحنى ا =
1

2
وآخر أفقيا بجوار  ، 

𝑦معادلته :  (∞+) = −
1

2
 

16. 𝑓(𝑥) = 𝑥 −
2

√𝑥 + 1
 ;  𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑥 > −1 ; 𝐷𝑓 = ]−1;+∞[ 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥 −
2

√𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑥 −
2

√𝑥 + 1
= +∞   

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  )fC(لمنحنى ا = −1  

17. 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
𝑥

√𝑥2 − 4
 ;  𝑥2 − 4 > 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]2;+∞[  

      𝐷𝑓 = ]−∞;−2[ ∪ ]2;+∞[ 

lim
𝑥→−∞

𝑥 +
𝑥

√𝑥2 − 4
= lim
𝑥→−∞

𝑥 +
𝑥

|𝑥|√1 −
4
𝑥2

= lim
𝑥→−∞

𝑥 −
1

√1 −
4
𝑥2

= −∞  
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lim
𝑥→+∞

𝑥 +
𝑥

√𝑥2 − 4
= lim
𝑥→+∞

𝑥 +
𝑥

|𝑥|√1 −
4
𝑥2

= lim
𝑥→+∞

𝑥 +
1

√1 −
4
𝑥2

= +∞  

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−2

𝑥 +
𝑥

√𝑥2 − 4

→ −2

→ 0+
= −∞   

lim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

𝑥 +
𝑥

√𝑥2 − 4

→ +2

→ 0+
= +∞  

𝑥يقبل مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  )fC(لمنحنى ا = 𝑥 و  2 = −2  

 

 
 :   02حل التمرين 

1. lim
𝑥→+∞

(2𝑥 + 1 −
4

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
2𝑥 = +∞                           

2. lim
𝑥→−∞

3𝑥3

(𝑥 + 1)2
= lim
𝑥→−∞

3𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

3𝑥 = −∞  

3. lim
𝑥→0

2𝑥2 + 7𝑥 − 3

𝑥2
→ −3

→ 0+
= −∞                                      

 4. lim
𝑥
>
→−3

𝑥 + 2

𝑥2 + 3𝑥

→ −1

→ 0−
= +∞  

5. lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − √𝑥2 + 4𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − √𝑥2 (1 +
4

𝑥
)) 

  = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 𝑥√1 +
4

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝑥 (2 − √1 +

4

𝑥
) = +∞    

6. lim
𝑥→−∞

√3𝑥2 + 9

𝑥
= lim
𝑥→−∞

√𝑥2 (3 +
9
𝑥2
)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

−𝑥√3 +
9
𝑥2

𝑥
 

   = lim
𝑥→−∞

−√3 +
9

𝑥2
= −√3  

7. lim
𝑥→2

2𝑥2 − 4𝑥

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

2𝑥(𝑥 − 2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

2𝑥 = 4   
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8. lim
𝑥→3

𝑥2 + 2𝑥 − 15

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥 + 5)

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3

𝑥 + 5 = 8  

9. lim
𝑥→1

4𝑥2 + 3𝑥 − 7

𝑥2 + 2𝑥 − 3
= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(4𝑥 + 7)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)
= lim
𝑥→1

4𝑥 + 7

𝑥 + 3
=
11

4
 

10. lim
𝑥→−2

𝑥3 + 8

𝑥2 − 4
= lim
𝑥→−2

(𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 4)

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
= lim
𝑥→−2

𝑥2 − 2𝑥 + 4

𝑥 − 2
=
12

−4

= −3  

11. lim
𝑥→2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 1)

(𝑥 − 2)(𝑥 + 1)

= lim
𝑥→2

𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥 + 1
=
1

3
 

12. lim
𝑥→2

𝑥4 + 𝑥3 − 7𝑥2 + 8𝑥 − 12

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 6)

𝑥 − 2
 

= lim
𝑥→2

𝑥3 + 3𝑥2 − 𝑥 + 6 = 24  

13. lim
𝑥→2

√𝑥 − 1 − 1

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2

(√𝑥 − 1 − 1)(√𝑥 − 1 + 1)

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
 

= lim
𝑥→2

𝑥 − 2

(𝑥 − 2)(√𝑥 − 1 + 1)
= lim
𝑥→2

1

(√𝑥 − 1 + 1)
=
1

2
 

14. lim
𝑥→1

√5 − 𝑥 − 2

√𝑥 + 8 − 3
= lim
𝑥→1

(√5 − 𝑥 − 2)(√5 − 𝑥 + 2)(√𝑥 + 8 + 3)

(√𝑥 + 8 − 3)(√𝑥 + 8 + 3)(√5 − 𝑥 + 2)
 

= lim
𝑥→1

(1 − 𝑥)(√𝑥 + 8 + 3)

(𝑥 − 1)(√5 − 𝑥 + 2)
 = lim

𝑥→1
−
(√𝑥 + 8 + 3)

(√5 − 𝑥 + 2)
= −

3

2
  

15. lim
𝑥→+∞

√𝑥 + 1 − 1

√𝑥 + 2 − 2
= lim
𝑥→+∞

√𝑥 (1 +
1
𝑥) − 1

√𝑥 (1 +
2
𝑥) − 2

 

   = lim
𝑥→+∞

√𝑥 (√1 +
1
𝑥 −

1

√𝑥
)

√𝑥 (√1 +
2
𝑥 −

2

√𝑥
)

= lim
𝑥→+∞

√1 +
1
𝑥 −

1

√𝑥

√1 +
2
𝑥 −

2

√𝑥

= 1  
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16. lim
𝑥→7

𝑥2 − 4𝑥 − 21

𝑥 − 4 − √𝑥 + 2
= lim
𝑥→7

(𝑥 − 7)(𝑥 + 3)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)

(𝑥 − 4 − √𝑥 + 2)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)
 

= lim
𝑥→7

(𝑥 − 7)(𝑥 + 3)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)

(𝑥 − 4)2 − (𝑥 + 2)
  

= lim
𝑥→7

(𝑥 − 7)(𝑥 + 3)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)

𝑥2 − 9𝑥 + 14
  

= lim
𝑥→7

(𝑥 − 7)(𝑥 + 3)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)

(𝑥 − 7)(𝑥 − 2)
 

= lim
𝑥→7

(𝑥 + 3)(𝑥 − 4 + √𝑥 + 2)

(𝑥 − 2)
=
60

5
= 12  

17. lim
𝑥→1

𝑥√𝑥 − 1

𝑥2 + 𝑥 − 2
= lim
𝑥→1

(𝑥√𝑥 − 1)(𝑥√𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥√𝑥 + 1)
 

= lim
𝑥→1

𝑥3 − 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥√𝑥 + 1)
 

= lim
𝑥→1

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥√𝑥 + 1)
= lim
𝑥→1

(𝑥2 + 𝑥 + 1)

(𝑥 + 2)(𝑥√𝑥 + 1)
=
3

6
=
1

2
 

18. lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2) 

= lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 + 𝑥 + 2)(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 − 𝑥 − 2)

(√𝑥2 − 6𝑥 + 10 − 𝑥 − 2)
 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 6𝑥 + 10) − (𝑥 + 2)2

(√𝑥2 (1 −
6
𝑥 +

10
𝑥2
) − 𝑥 − 2)

= lim
𝑥→−∞

−10𝑥 + 6

−𝑥 (√1 −
6
𝑥 +

10
𝑥2
+ 1 +

2
𝑥)

 

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 (10 −
6
𝑥)

−𝑥 (√1 −
6
𝑥 +

10
𝑥2
+ 1 +

2
𝑥)

= lim
𝑥→−∞

10 −
6
𝑥

(√1 −
6
𝑥 +

10
𝑥2
+ 1 +

2
𝑥)

=
10

2
= 5  

19. lim
𝑥→+∞

√𝑥2 − 2𝑥 + 5 − √𝑥2 − 7𝑥 + 3 
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= lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 2𝑥 + 5) − (𝑥2 − 7𝑥 + 3)

√𝑥2 − 2𝑥 + 5 + √𝑥2 − 7𝑥 + 3
 

= lim
𝑥→+∞

5𝑥 + 2

√𝑥2 (1 −
2
𝑥
+
5
𝑥2
) + √𝑥2 (1 −

7
𝑥
+
3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (5 +
2
𝑥
)

𝑥 (√1 −
2
𝑥
+
5
𝑥2
+√1 −

7
𝑥
+
3
𝑥2
)

 

= lim
𝑥→+∞

5 +
2
𝑥

√1 −
2
𝑥 +

5
𝑥2
+√1 −

7
𝑥 +

3
𝑥2

=
5

2
 

20. lim
𝑥→0+

(
1

√𝑥
−
1

𝑥
) = lim

𝑥→0+

1

𝑥
(√𝑥 − 1) = −∞  

21. lim
𝑥→0

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1

√𝑥 + 2 − √3𝑥 + 2
 

= lim
𝑥→0

(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 1)(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1)(√𝑥 + 2 + √3𝑥 + 2)

(√𝑥 + 2 − √3𝑥 + 2)(√𝑥 + 2 + √3𝑥 + 2)(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1)
 

= lim
𝑥→0

𝑥(𝑥 + 1)(√𝑥 + 2 + √3𝑥 + 2)

−2𝑥(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1)
 

= lim
𝑥→0

(𝑥 + 1)(√𝑥 + 2 + √3𝑥 + 2)

−2(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 1)
→ 2√2
→ −4

= −
√2

2
 

22. lim
𝑥→1

𝑥2007 − 1

𝑥 − 1
= (𝑥2007)′(1) = 2007(1)2006 = 2007   

23. lim
𝑥→3

𝑥√𝑥 + 1 − 6

𝑥 − 3
 ; 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥 + 1 ; 𝑓(3) = 6  

lim
𝑥→3

𝑥√𝑥 + 1 − 6

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) − 𝑓(3)

𝑥 − 3
= 𝑓′(3) 

𝑓′(𝑥) = √𝑥 + 1 + 𝑥 (
1

2√𝑥 + 1
) ⇒ 𝑓′(3) = 2 +

3

4
=
11

4
 

24. lim
𝑥→0

tan 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0

tan 𝑥 − tan 0

𝑥 − 0
= 𝑡𝑎𝑛′(0) = 1 + tan2(0) = 1  

25. lim
𝑥→0

sin 6𝑥

3𝑥
= lim
𝑥→0

2 ×
sin 6𝑥

6𝑥
= 2   (lim

𝑥→0

sin 6𝑥

6𝑥
= 1)  
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26. lim
𝑥→0

tan 3𝑥

tan 2𝑥
= lim
𝑥→0

tan 3𝑥
𝑥 → 3

tan 2𝑥
𝑥 → 2

=
3

2
 

27. lim
𝑥→0

sin 𝛼𝑥

sin 𝑥
= lim
𝑥→0

sin 𝛼𝑥
𝑥 → 𝛼

sin 𝑥
𝑥 → 1

= 𝛼  

28. lim
𝑥→
𝜋
6

2 sin 𝑥 − 1

6𝑥 − 𝜋
= lim
𝑥→
𝜋
6

2 (sin 𝑥 −
1
2
)

6 (𝑥 −
𝜋
6)

=
1

3
𝑠𝑖𝑛′ (

𝜋

6
) =

1

3
cos (

𝜋

6
) =

√3

6
 

29. lim
𝑥→
1
2

sin(4𝑥 − 2)

2𝑥 − 1
= lim
𝑥→
1
2

sin 2(2𝑥 − 1)

2𝑥 − 1
= lim
𝑋→0

sin 2𝑋

𝑋
= 2  (𝑋 = 2𝑥 − 1) 

30. lim
𝑥→0

𝑥2 + 3𝑥

𝑥2 + sin 𝑥
= lim
𝑥→0

𝑥(𝑥 + 3)

𝑥 (𝑥 +
sin 𝑥
𝑥 )

= lim
𝑥→0

𝑥 + 3

𝑥 +
sin 𝑥
𝑥⏟
→1

= 3     

31. lim
𝑥
>
→𝜋

1−cos 𝑥

1 + cos 𝑥

→ +2

→ 0+
= +∞  

32. lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1

sin2 𝑥
= lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1

1 − cos2 𝑥
= lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1

(1 − cos 𝑥)(1 + cos 𝑥)
 

     = lim
𝑥→0

−1

1 + cos 𝑥
= −

1

2
 

33. lim
𝑥→
𝜋
2

sin 𝑥 − 1

cos 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→
𝜋
2

sin 𝑥 − 1

−2 sin2 𝑥 + 2
= lim
𝑥→
𝜋
2

sin 𝑥 − 1

−2(sin2 𝑥 − 1)

= lim
𝑥→

𝜋
2

1

−2(sin 𝑥 + 1)
= −

1

4
 

 

 
 :   03حل التمرين 

 حساب النهايات التالية باستعمال مبرهنة المقارنة:

1. −1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥2 ≤ 𝑥2 + 1 + sin 𝑥 ≤ 𝑥2 + 2 ; lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞ 

{
𝑥2 + 1 + sin 𝑥 ≥ 𝑥2

lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 1 + sin 𝑥 = +∞   
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2. −1 ≤ sin 2𝑥 ≤ 1 ⇒ 3𝑥 − 1 ≤ 3𝑥 + sin 2𝑥 ≤ 3𝑥 + 1 ; 

lim
𝑥→−∞

3𝑥 + 1 = −∞ 

{
3𝑥 + sin 2𝑥 ≤ 3𝑥 + 1
lim
𝑥→−∞

3𝑥 + 1 = −∞ ⇒ lim
𝑥→−∞

3𝑥 + sin 2𝑥 = −∞  

3. −1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑥 cos 𝑥 ≤ −𝑥 

⇒ −2𝑥2 + 𝑥 ≤ −2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 ≤ −2𝑥2 − 𝑥 ; 

lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 − 𝑥 = lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 = −∞ 

{
−2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 ≤ −2𝑥2 − 𝑥

lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 − 𝑥 = −∞ ⇒ lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 + 𝑥 cos 𝑥 = −∞  

4. −1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −sin 𝑥 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 2 − sin 𝑥 ≤ 3 

⇒
1

3
≤

1

2 − sin 𝑥
≤ 1 ⇒

𝑥

3
≤

𝑥

2 − sin 𝑥
≤ 𝑥 (𝑥 > 0); lim

𝑥→+∞

𝑥

3
= +∞ 

{

𝑥

2 − sin 𝑥
≥
𝑥

3

lim
𝑥→+∞

𝑥

3
= +∞

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥

2 − sin 𝑥
= +∞  

5. −1 ≤ sin 2𝑥2 ≤ 1 ⇒ −𝑥 ≤ 𝑥 sin 2𝑥2 ≤ 𝑥 

⇒
−𝑥

𝑥2 + 1
≤
𝑥 sin 2𝑥2

𝑥2 + 1
≤

𝑥

𝑥2 + 1
 ; 

lim
𝑥→+∞

−𝑥

𝑥2 + 1
= 0 ; lim

𝑥→+∞

𝑥

𝑥2 + 1
= 0 

{

−𝑥

𝑥2 + 1
≤
𝑥 sin 2𝑥2

𝑥2 + 1
≤

𝑥

𝑥2 + 1

lim
𝑥→+∞

−𝑥

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥2 + 1
= 0

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑥 sin 2𝑥2

𝑥2 + 1
= 0  

6. −1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⇒ 2𝑥 − 1 ≤ 2𝑥 + cos 𝑥 ≤ 2𝑥 + 1 

⇒
2𝑥 − 1

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + 1

1 + 𝑥
 ; 

lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 1

1 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

2𝑥

𝑥
= 2 ; lim

𝑥→+∞

2𝑥 + 1

1 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

2𝑥

𝑥
= 2 

{

2𝑥 − 1

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
≤
2𝑥 + 1

1 + 𝑥

lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 1

1 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1

1 + 𝑥
= 2

⇒ lim
𝑥→+∞

2𝑥 + cos 𝑥

1 + 𝑥
= 2  
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7. −1 ≤ sin (
1

𝑥
) ≤ 1 ⇒ −𝑥2 ≤ 𝑥2 sin (

1

𝑥
) ≤ 𝑥2 

lim
𝑥→0

−𝑥2 = 0 ; lim
𝑥→0

𝑥2 = 0 

{
−𝑥2 ≤ 𝑥2 sin (

1

𝑥
) ≤ 𝑥2

lim
𝑥→0

−𝑥2 = lim
𝑥→0

𝑥2 = 0
⇒ lim

𝑥→0
𝑥2 sin (

1

𝑥
) = 0  

8. −1 ≤ sin 3𝑥 ≤ 1 ; −1 ≤ cos 2𝑥 ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −cos 2𝑥 ≤ 1 

⇒ −2 ≤ sin 3𝑥 − cos 2𝑥 ≤ 2 ⇒ −
2

𝑥
≤
sin 3𝑥 − cos 2𝑥

𝑥
≤
2

𝑥
; 

lim
𝑥→+∞

−
2

𝑥
= 0 ; lim

𝑥→+∞

2

𝑥
= 0 

{
−
2

𝑥
≤
sin 3𝑥 − cos 2𝑥

𝑥
≤
2

𝑥

lim
𝑥→+∞

−
2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

2

𝑥
= 0

⇒ lim
𝑥→+∞

sin 3𝑥 − cos 2𝑥

𝑥
= 0  

9. −1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 ⇒ 0 ≤ 1 + sin 𝑥 ≤ 2 ;  

⇒
2

𝑥 − √𝑥2 + 1
≤

1 + sin 𝑥

𝑥 − √𝑥2 + 1
≤ 0 ; (𝑥 − √𝑥2 + 1 < 0) 

lim
𝑥→−∞

2

𝑥 − √𝑥2 + 1
= 0  

{
 

 
2

𝑥 − √𝑥2 + 1
≤

1 + sin 𝑥

𝑥 − √𝑥2 + 1
≤ 0

lim
𝑥→+∞

2

𝑥 − √𝑥2 + 1
= 0

⇒ lim
𝑥→+∞

1 + sin 𝑥

𝑥 − √𝑥2 + 1
= 0  

 
 :   04حل التمرين 

𝑫𝒇دالة معرّفة على   fلتكن  = 𝒇(𝒙)حيث:  ]∞+;𝟎] =
𝒙+√𝒙

√𝒙𝟐+𝒙+𝟏
 

 موجب تماما لدينا:  xإثبات أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .1

𝑥 < √𝑥2 + 𝑥 + 1 < 𝑥 + 1 

𝑥 > 0 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 𝑥2 ⇒ √𝑥2 + 𝑥 + 1 > √𝑥2 ⇒ √𝑥2 + 𝑥 + 1 > 𝑥  

𝑥 > 0 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 + 1 < 𝑥2 + 2𝑥 + 1 ⇒ √𝑥2 + 𝑥 + 1 < √(𝑥 + 1)2

⇒ √𝑥2 + 𝑥 + 1 < 𝑥 + 1  
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 موجب تماما لدينا:  x استنتاج أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .2

1 −
1

𝑥 + 1
< 𝑓(𝑥) < 1 +

1

√𝑥
 

𝑥 < √𝑥2 + 𝑥 + 1 < 𝑥 + 1 ⇒
1

𝑥 + 1
<

1

√𝑥2 + 𝑥 + 1
<
1

𝑥
 

⇒
𝑥 + √𝑥

𝑥 + 1
< 𝑓(𝑥) <

𝑥 + √𝑥

𝑥
 

𝑥 + √𝑥

𝑥 + 1
>

𝑥

𝑥 + 1
⇒
𝑥 + √𝑥

𝑥 + 1
>
𝑥 + 1 − 1

𝑥 + 1
⇒
𝑥 + √𝑥

𝑥 + 1
> 1 −

1

𝑥 + 1

⇒ 𝑓(𝑥) > 1 −
1

𝑥 + 1
 

𝑓(𝑥) <
𝑥 + √𝑥

𝑥
⇒ 𝑓(𝑥) <

𝑥

𝑥
+
√𝑥

𝑥
⇒ 𝑓(𝑥) < 1 +

1

√𝑥
 

𝐥𝐢𝐦استنتاج  .3
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

{
  
 

  
 1 −

1

𝑥 + 1
< 𝑓(𝑥) < 1 +

1

√𝑥

lim
𝑥→+∞

1 −
1

𝑥 + 1
= 1

lim
𝑥→+∞

1 +
1

√𝑥
= 1

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1  

 
 :   05حل التمرين 

𝒇(𝒙)بـ:  ]∞+;𝟏]الدالة المعرّفة على   fلتكن  = √𝒙𝟐 − 𝒙 − 𝟐𝒙 

𝒙)مقارنة العددين   .1 −
𝟏

𝟐
)
𝟐

𝒙𝟐و   − 𝒙 

(𝑥 −
1

2
)
2

= 𝑥2 − 𝑥 +
1

4
⇒ (𝑥 −

1

2
)
2

≥ 𝑥2 − 𝑥  

𝒙استنتاج أنّه من أجل كل   .2 ≥ 𝒇(𝒙)لدينا:   𝟏 ≤ −
𝟏

𝟐
− 𝒙  

𝑥2 − 𝑥 ≤ (𝑥 −
1

2
)
2

⇒ √𝑥2 − 𝑥 ≤ √(𝑥 −
1

2
)
2

 

⇒ √𝑥2 − 𝑥 − 2𝑥 ≤ 𝑥 −
1

2
− 2𝑥(𝑥 ≥ (لأن   1 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ −

1

2
− 𝑥  
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𝐥𝐢𝐦حساب  
𝒙→+∞

𝒇(𝒙): 

{
𝑓(𝑥) ≤ −

1

2
− 𝑥

lim
𝑥→+∞

−
1

2
− 𝑥 = −∞

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞  

𝐥𝐢𝐦حساب   .3
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)

𝒙
 

−1 − 𝑥 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ −
1

2
− 𝑥 ⇒ −

1

𝑥
− 1 ≤

𝑓(𝑥)

𝑥
≤ −

1

2𝑥
− 1 

{
 
 

 
 −

1

𝑥
− 1 ≤

𝑓(𝑥)

𝑥
≤ −

1

2𝑥
− 1

lim
𝑥→+∞

−
1

𝑥
− 1 = −1

lim
𝑥→+∞

−
1

2𝑥
− 1 = −1

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= −1  

𝒙بيان أنّه من أجل كل  .4 ≥ 𝒇(𝒙)لدينا:   𝟏 + 𝒙 = −
𝟏

√𝟏−
𝟏

𝒙
+𝟏

  

𝑓(𝑥) + 𝑥 = √𝑥2 − 𝑥 − 𝑥 =
(√𝑥2 − 𝑥 − 𝑥)(√𝑥2 − 𝑥 + 𝑥)

(√𝑥2 − 𝑥 + 𝑥)

=
−𝑥

𝑥 (√1 −
1
𝑥 + 1)

 

⇒ 𝑓(𝑥) + 𝑥 = −
1

√1 −
1
𝑥 + 1

 

:(∆)استنتاج أنّ  𝒚 = −𝒙 −
𝟏

𝟐
 :∞+بجوار   fمستقيم مقارب مائل لمنحنى الدالة  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−
1

√1 −
1
𝑥
+ 1

= −
1

2
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) + 𝑥 +

1

2
= 0

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 −
1

2
) = 0 

𝑦 ذو المعادلة  (∆)منه المستقيم   = −𝑥 −
1

2
 ∞+بجوار  fمستقيم مقارب مائل لمنحنى الدالة 
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 :06حل التمرين 

𝑓(𝑥) =
−𝑥2+5𝑥+5

𝑥−3
  ،𝐷𝑓 = ℝ − {3} 

𝒇(𝒙)حيث:   cو  a  ،bتعيين الأعداد الحقيقية  .1 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙−𝟑
 

𝑓(𝑥) = −𝑥 + 2 +
11

𝑥 − 3
 

 

−𝑥2 + 5𝑥 + 5 𝑥 − 3 

         𝑥2 − 3𝑥 −𝑥 + 2 

                   2𝑥 + 5  

−2𝑥 + 6  

11  

 

 عند حدود مجال تعريفها  fحساب نهايات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→−∞

−𝑥 = +∞   

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥2

𝑥
= lim
𝑥→+∞

−𝑥 = −∞   

lim
𝑥
<
→3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→3

−𝑥2 + 5𝑥 + 5

𝑥 − 3

→ 11

→ 0−
= −∞   

lim
𝑥
>
→3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→3

−𝑥2 + 5𝑥 + 5

𝑥 − 3

→ 11

→ 0+
= +∞  

 يقبل مستقيمين مقاربين وتعيين معادلتيهما (C)بيان أنّ  .3

lim
𝑥
<
→3

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
𝑥
>
→3

𝑓(𝑥) = +∞ 

⟹ (𝐷) ∶ 𝑥 = مستقيم مقارب  يوازي محور التراتيب  3  

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) = lim
|𝑥|→+∞

 
11

𝑥 − 3
= 0

⟹ (∆) ∶ 𝑦 = −𝑥 + مستقيم مقارب  مائل 2  

 (∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)دراسة وضعية  .4

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) =
11

𝑥 − 3
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𝑥 −∞ +∞ 

𝑥 − 3 − + 

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2) − + 

 (𝐶𝑓) فوق (∆) (𝐶𝑓) تحت  (∆) الوضعية
 

 
 :07حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙𝟑−𝟏𝟏𝒙𝟐+𝟐𝟓𝒙−𝟐𝟕

𝒙𝟐−𝟒𝒙+𝟒
  ،𝑫𝒇 = ℝ− {𝟐} 

𝒇(𝒙)حيث :   dو  a  ،b  ،cتعيين الأعداد الحقيقية  .1 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙−𝟐
+

𝒅

(𝒙−𝟐)𝟐
 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥 − 2
+

𝑑

(𝑥 − 2)2
 

=
(𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑥 − 2)2 + 𝑐(𝑥 − 2) + 𝑑

(𝑥 − 2)2
 

=
(𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑥2 − 4𝑥 + 4) + 𝑐(𝑥 − 2) + 𝑑

(𝑥 − 2)2
 

=
𝑎𝑥3 − (4𝑎 − 𝑏)𝑥2 + (4𝑎 − 4𝑏 + 𝑐)𝑥 − (−4𝑏 + 2𝑐 − 𝑑)

(𝑥 − 2)2
 

⇒ {

𝑎 = 2
4𝑎 − 𝑏 = 11

4𝑎 − 4𝑏 + 𝑐 = 25
−4𝑏 + 2𝑐 − 𝑑 = 27

⇒ {

𝑎 = 2
𝑏 = −3
𝑐 = 5
𝑑 = −5

⇒ 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3 +
5

𝑥 − 2
+

−5

(𝑥 − 2)2
 

 طريقة ثانية:

𝟐𝒙𝟑 − 𝟏𝟏𝒙𝟐 + 𝟐𝟓𝒙 − 𝟐𝟕 𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟒  

⇒ {

𝑎 = 2
𝑏 = −3
𝑐 = 5
𝑑 = −5

 

−2𝑥3 + 8𝑥2 − 8𝑥 𝟐⏟
𝒂

𝒙−𝟑⏟
𝒃

 

           −3𝑥2 + 17𝑥 − 27  

             3𝑥2 − 12𝑥 + 12  

                          𝟓𝒙 − 𝟏𝟓 𝒙 − 𝟐 

                       −5𝑥 + 10 𝟓⏟
𝒄

 

                                  −𝟓⏟
𝒅

  

3 
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 عند حدود مجال تعريفها  fحساب نهايات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

2𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

2𝑥 = +∞   

lim
𝑥
<
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→2

2𝑥3 − 11𝑥2 + 25𝑥 − 27

(𝑥 − 2)2
→ −5

→ 0+
= −∞    

lim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

2𝑥3 − 11𝑥2 + 25𝑥 − 27

(𝑥 − 2)2
→ −5

→ 0+
= −∞  

 يقبل مستقيمين مقاربين يطُلب تعيين معادلتيهما  (C)بيان أنّ  .3

lim
𝑥
<
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) = −∞ 

⟹ (𝐷) ∶ 𝑥 = مستقيم مقارب  يوازي محور التراتيب  2  

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3) = lim
|𝑥|→+∞

 
5

𝑥 − 2
+

−5

(𝑥 − 2)2
= 0 

⇒ (∆) ∶ 𝑦 = 2𝑥 − مستقيم مقارب  مائل 3  

 (∆)بالنسبة للمستقيم المقارب المائل   (C)دراسة وضعية  .4

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3) =
5

𝑥 − 2
+

−5

(𝑥 − 2)2
=
5(𝑥 − 2) − 5

(𝑥 − 2)2
=
5𝑥 − 15

(𝑥 − 2)2

=
5(𝑥 − 3)

(𝑥 − 2)2
 

𝑥 −∞  +∞ 

𝑥 − 3 − − + 

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3) − − + 

 (𝐶𝑓) فوق (∆) (𝐶𝑓) تحت  (∆) (𝐶𝑓) تحت  (∆) الوضعية

 
 :08حل التمرين 

𝒇(𝒙) = √𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟐𝒙 + 𝟏    ،𝑫𝒇 = ]−∞;𝟎] ∪ [𝟐;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦حساب  .1
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 2𝑥 − 2𝑥 + 1 = +∞   

2 3 

0 

0 
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 − 2𝑥 − 2𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 (1 −
2

𝑥
) − 2𝑥 + 1 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (√(1 −
2

𝑥
) − 2 +

1

𝑥
) = −∞  

𝐥𝐢𝐦حساب  .2
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) + 𝒙]  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

[𝒇(𝒙) − (−𝟑𝒙 + 𝟐)] 

 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥] = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1

= lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)
 

= lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 2𝑥) − (𝑥 − 1)2

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)

= lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 2𝑥) − (𝑥2 − 2𝑥 + 1)

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)

= lim
𝑥→+∞

−1

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)

→ −1

→ +∞
= 0  

 lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (−3𝑥 + 2)] = lim
𝑥→−∞

√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1

= lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1)(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)

(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)
 

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 2𝑥) − (𝑥 − 1)2

(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)

= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 2𝑥) − (𝑥2 − 2𝑥 + 1)

(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)

= lim
𝑥→+∞

−1

(√𝑥2 − 2𝑥 − 𝑥 + 1)

→ −1

→ +∞
= 0  

 
 fالممثل للدالة  (C)مستقيمين مقاربين  للمنحنى استنتاج وجود  .3

 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥] = 0 ⟹ (∆) ∶ 𝑦 = −𝑥   مستقيم مقارب  مائل بجوار (∞+) 
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lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (−3𝑥 + 2)] = 0 

⟹ (∆′) ∶ 𝑦 = −3𝑥 + 2  مستقيم مقارب  مائل بجوار (∞−) 

 

 
 

II- الاستمرارية و الاشتقاقية 

 :09حل التمرين 

𝒇(𝒙) = {
𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙

|𝒙|
         𝒙 ≠ 𝟎

   𝟐               𝒙 = 𝟎

 ; 𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙𝟎عند  fدراسة استمرارية الدالة  = 𝟎 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

sin 2𝑥

−𝑥
= lim
𝑥
<
→0

− 2(
sin 2𝑥

2𝑥
) = −2    

  lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

sin 2𝑥

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

 2 (
sin 2𝑥

2𝑥
) = 2  

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) ⇒  𝑥0 = الدالة  غير مستمرة  عند 0  

 

 
 

 :10حل التمرين 

𝒇(𝒙) = {
|𝒙𝟐 − 𝟒|

𝒙 + 𝟐
         𝒙 ≠ −𝟐

  −𝟒                 𝒙 = −𝟐

 ; 𝑫𝒇 = ℝ 

𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ [2;+∞[ ∶ |𝑥2 − 4| = 𝑥2 − 4 ⟹ 𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 4

𝑥 + 2
= 𝑥 − 2  

𝑥 ∈ ]−2; 2[ ∶ |𝑥2 − 4| = −(𝑥2 − 4)  ⟹ 𝑓(𝑥) = −
𝑥2 − 4

𝑥 + 2
= −𝑥 + 2  

𝒙𝟎عند  fدراسة قابلية اشتقاق الدالة  .1 = −𝟐 

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
= lim
𝑥
<
→−2

𝑥 − 2 + 4

𝑥 + 2
= lim
𝑥
<
→−2

𝑥 + 2

𝑥 + 2
= 1   
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lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
= lim
𝑥
>
→−2

−𝑥 + 2 + 4

𝑥 + 2
= lim
𝑥
>
→−2

−𝑥 + 6

𝑥 + 2
= +∞  

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
≠ lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2

⇒ 𝑥0 = الدالة  غير قابلة  للاشتقاق  عند 2−  
 

𝒙𝟎عند   fدراسة استمرارية الدالة  .2 = −𝟐 

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−2

𝑥 − 2 = −4  ;  lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

−𝑥 + 2 = 4  

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) ⇒  𝑥0 = الدالة  غير مستمرة  عند 2−  

 

 
 

 :11حل التمرين 

𝒇(𝒙) = {

𝒙𝟐 + 𝟑

𝒙 + 𝟏
             𝒙 > 𝟏

  √𝒙𝟐 + 𝟑          𝒙 ≤ 𝟏

 ; 𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙𝟎مستمرة عند   fبيان أنّ الدالة  .1 = 𝟏 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

√𝑥2 + 3 = 2  ;  lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥2 + 3

𝑥 + 1
= 2   

𝑓(1) = √1 + 3 = 2  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒  𝑥0 = الدالة  𝑓 مستمرة  عند 1  

𝒙𝟎عند  fدراسة قابلية اشتقاق الدالة  .2 = 𝟏  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥
<
→1

√𝑥2 + 3 − 2

𝑥 − 1
 

= lim
𝑥
<
→1

(√𝑥2 + 3 − 2)(√𝑥2 + 3 + 2)

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)
 

= lim
𝑥
<
→1

𝑥2 + 3 − 4

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)
= lim
𝑥
<
→1

𝑥2 − 1

(𝑥 − 1)(√𝑥2 + 3 + 2)
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= lim
𝑥
<
→1

𝑥 + 1

√𝑥2 + 3 + 2
=
1

2
 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

𝑥2 + 3
𝑥 + 1 − 2

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

𝑥2 + 3 − 2𝑥 − 2
𝑥 + 1
𝑥 − 1

 

= lim
𝑥
>
→1

𝑥2 − 2𝑥 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
= lim
𝑥
>
→1

𝑥 − 1

𝑥 + 1
= 0  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
≠ lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1

⇒ 𝑥0 =   الدالة  𝑓 غير قابلة  للاشتقاق  عند 1

 )نقطة زاوية(.  1: المنحنى يقبل نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة  بياني للنتيجةالتفسير ال

 

 
 

 
 :12حل التمرين 

𝒇(𝒙) =

{
 

 
𝟏 − √𝒙 + 𝟏

𝒙
;    𝒙 > 𝟎

 
𝟏 − 𝒙𝟐

𝒙 − 𝟐
      ;     𝒙 ≤ 𝟎

 ;  𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙𝟎عند   fدراسة استمرارية الدالة  .1 = 𝟎 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

1 − 𝑥2

𝑥 − 2
= −

1

2
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 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 − √𝑥 + 1

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

(1 − √𝑥 + 1)(1 + √𝑥 + 1)

𝑥(1 + √𝑥 + 1)
 

= lim
𝑥
>
→0

−𝑥

𝑥(1 + √𝑥 + 1)
= lim
𝑥
>
→0

−1

(1 + √𝑥 + 1)
= −

1

2
 ;  𝑓(0) = −

1

2
 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒  𝑥0 = الدالة  𝑓 مستمرة  عند 0  

 ℝمستمرة على المجال   fاستنتاج أنّ الدالة  .2

;∞−[مستمرة على المجال   fالدالة             لأن ها دالة ناطقة مستمرة على مجال تعريفها ،  ]0

;0[وهي مستمرة على المجال   لأن ها مجموع دالتين مستمرتين على مجالي تعريفهما   ]∞+

(
1

𝑥
 و 

−√𝑥+1

𝑥
 . ℝفهي مستمرة على  0، وبما أنها مستمرة أيضا عند  (

 

 
 :13حل التمرين 

𝒈(𝒙) = {

−𝒙𝟐 + 𝟑𝒙

𝒙 + 𝟏
;    𝒙 > 𝟎

 √−𝒙 − 𝒙      ;     𝒙 ≤ 𝟎

 ;   𝑫𝒈 = ℝ 

 0مستمرة عند  gبيان أنّ الدالة  .1

lim
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

√−𝑥 − 𝑥 = 0  ;  lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

−𝑥2 + 3𝑥

𝑥 + 1
= 0   

𝑔(0) = 0  

lim
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = 𝑔(0) ⇒ الدالة  𝑔 مستمرة  عند 0   

 ℝمستمرة على   gالدالة  بيان أن .2

;∞−[مستمرة على المجال   gالدالة  لأن ها مجموع دالتين مستمرتين على مجالي تعريفهما   ]0

(−𝑥 و √−𝑥)  0[، وهي مستمرة على المجال; لأن ها دالة ناطقة مستمرة على مجال  ]∞+

 .ℝفهي إذن مستمرة على  0وبما أنها مستمرة أيضا عند  ، تعريفها

  0عند  gقابلة اشتقاق الدالة  دراسة .3

lim
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

√−𝑥 − 𝑥

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

√𝑥2 (−
1
𝑥
) − 𝑥

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

−𝑥 (√−
1
𝑥 + 1)

𝑥
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= lim
𝑥
<
→0

−√−
1

𝑥
+ 1 = −∞  

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

−𝑥2 + 3𝑥

𝑥(𝑥 + 1)
= lim
𝑥
>
→0

𝑥(−𝑥 + 3)

𝑥(𝑥 + 1)
= lim
𝑥
>
→0

−𝑥 + 3

𝑥 + 1
= 3  

lim
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥)

𝑥
≠ lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥)

𝑥
الدالة  𝑔 غير قابلة  للاشتقاق  عند 0 ⇒  

 

   : ر النتيجة هندسيايفست

 )نقطة زاوية(. 0يقبل نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة  )gC(المنحنى 
 

 
 

 
 :14حل التمرين 

{
𝒇(𝒙) =

𝒙𝟐 + |𝒙|

𝒙𝟐 − |𝒙|
;    𝒙 ≠ 𝟎

 𝒇(𝟎) = −𝟏

 ; 𝑫𝒇 = ℝ− {−𝟏; 𝟏} 

 زوجية fبيان أنّ الدالة  .1

• 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∉ {−1; 1} ⇒ −𝑥 ∉ {1;−1} ⇒ −𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

• 𝑓(−𝑥) =
(−𝑥)2+|−𝑥|

(−𝑥)2−|−𝑥|
=
𝑥2+|𝑥|

𝑥2−|𝑥|
= 𝑓(𝑥) ⇒  الدالة  𝑓 زوجية

 دون رمز القيمة المطلقة 𝒇(𝒙) ةباكت .2

• 𝑥 < 0 ⇒ |𝑥| = −𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) =
𝑥2−𝑥

𝑥2+𝑥
=
𝑥−1

𝑥+1
 

• 𝑥 > 0 ⇒ |𝑥| = 𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) =
𝑥2+𝑥

𝑥2−𝑥
=
𝑥+1

𝑥−1
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 على مجموعة تعريفها  fدراسة استمرارية الدالة  .3

{
 
 

 
 𝑓(𝑥) =

𝑥 − 1

𝑥 + 1
 ; 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0[

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 ; 𝑥 ∈ ]0; 1[ ∪ ]1;+∞[

𝑓(0) = −1

 

lim
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

 
𝑥 − 1

𝑥 + 1
= −1  

lim
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

 
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= −1  

lim
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒ 𝑥0 =   الدالة  𝑓 مستمرة  عند 0

]1−;∞−[مستمرة على المجال   fالدالة  ∪ ]−1; لأن ها دالة ناطقة مستمرة على مجال   ]0

;0[تعريفها ، وهي مستمرة  على المجال  1[ ∪ لأن ها دالة ناطقة مستمرة على مجال  ]∞+;1[

 .𝐷𝑓فهي إذن مستمرة على مجال تعريفها    0تعريفها ، وبما أنها مستمرة أيضا عند 

𝐥𝐢𝐦حساب النهايتين   .4
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1

𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥
= 1  ;  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑥 − 1

= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
= 1  

𝑦: المستقيم ذو المعادلة   ر النتائج هندسيايفست =  )fC(مستقيم مقارب أفقي للمنحنى  1

 
 :15حل التمرين 

𝒇(𝒙) =

{
 
 

 
 
𝒙 − 𝟖

𝟐𝒙 − 𝟖
;                𝒙 ∈ ]−∞;𝟎[

 

𝟏

𝟐
√−𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟒; 𝒙 ∈ [𝟎; 𝟒]

𝒙 − 𝟓 +
𝟒

𝒙
 ;         𝒙 ∈ ]𝟒;+∞[

 ;  𝑫𝒇 = ℝ 

 : 4و  0عند  fدراسة استمرارية الدالة 

lim
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

 
𝑥 − 8

2𝑥 − 8
= 1 ;  lim

𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

 
1

2
√−𝑥2 + 3𝑥 + 4 = 1  

𝑓(0) = 1 
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lim
𝑥
<
→0

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

 𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒   الدالة  𝑓 مستمرة  عند 0

lim
𝑥
<
→4

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→4

 
1

2
√−𝑥2 + 3𝑥 + 4 = 0 ;  lim

𝑥
>
→4

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→4

 𝑥 − 5 +
4

𝑥
= 0  

𝑓(4) = 0 

lim
𝑥
<
→4

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→4

 𝑓(𝑥) ⇒   الدالة  𝑓 مستمرة  عند 4

 ℝمستمرة على  fبيان أنّ الدالة 

;∞−[مستمرة على المجالات   fبما أن  الدالة  0[  ،]0; ;4[و  ]4 وهي مستمرة أيضا عند  ]∞+

 .ℝفهي مستمرة على  4و   0

 
 :16حل التمرين 

𝒇(𝒙) =

{
 

 
𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝒂

𝒙 − 𝟐
    𝒙 > 𝟐

 
𝟐𝒙 + 𝒃

𝟑
          𝒙 ≤ 𝟐

 ;  𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙𝟎 مستمرة عند fحتى تكون الدالة  bو   aتعيين قيمة العددين الحقيقيين  = 𝟐 

lim
𝑥
<
→2

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→2

2𝑥 + 𝑏

3
=
4 + 𝑏

3
  ; lim

𝑥
>
→2

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

𝑥2 + 𝑥 + 𝑎

𝑥 − 2
 

𝑥2  منتهية ، ينبغي أن يكون  بقيم كبرى 2حتى تكون النهاية عند  + 𝑥 + 𝑎   قابلا للقسمة على

𝑥 − 𝑥2جذر لـ   2أي  2 + 𝑥 + 𝑎  6، منه + 𝑎 = 𝑎أي   0 = −6 

lim
𝑥
>
→2

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

𝑥2 + 𝑥 − 6

𝑥 − 2
= lim
𝑥
>
→2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)

𝑥 − 2
= lim
𝑥
>
→2

 𝑥 + 3 = 5 

lim
𝑥
<
→2

 𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

 𝑓(𝑥) = 𝑓(2) ⇒
4 + 𝑏

3
= 5 ⇒ 4 + 𝑏 = 15 ⇒ 𝑏 = 11  

 
 :17حل التمرين 

𝒇(𝒙) = {

𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 𝟏 ;    𝒙 ≤ 𝟎

 
√𝒙𝟐 + 𝟐 + 𝟑𝜶 ;    𝟎 < 𝒙 ≤ 𝟏

𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 + 𝟐𝜷 ; 𝒙 > 𝟏

 ;  𝑫𝒇 = ℝ 

 ℝمستمرة على  fحتى تكون الدالة  𝜷و  𝜶تعيين قيمة العددين الحقيقيين  

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

sin 2𝑥 + 1 = 1  
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lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

√𝑥2 + 2 + 3𝛼 = √2 + 3𝛼   

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒ √2 + 3𝛼 = 1 ⇒ 3𝛼 = 1 − √2

⇒ 𝛼 =
1 − √2

3
 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

√𝑥2 + 2 + 3𝛼 = √3 + 3𝛼 = √3 + 1 − √2   

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥2 + 4𝑥 + 2𝛽 = 5 + 2𝛽   

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) ⇒ 5 + 2𝛽 = √3 + 1 − √2

⇒ 𝛽 =
√3 − √2 − 4

2
 

 
 :18حل التمرين 

𝒇(𝒙) = {

𝒙 + 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬(𝝅𝒙)

𝒙
 ;    𝒙 < 𝟎

 √𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 − 𝒙 ;    𝒙 ≥ 𝟎

 ;  𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦حساب   .1
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥  

= lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥 )(√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥 )

√𝑥2 + 𝑥 + 1 + 𝑥 
 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1

√𝑥2 (1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
) + 𝑥 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
1
𝑥)

𝑥 (√1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
+ 1 )

 

= lim
𝑥→+∞

(1 +
1
𝑥)

(√1 +
1
𝑥
+
1
𝑥2
+ 1 )

=
1

2
 

𝒙بيان أنّ من أجل كل   .2 ∈ ، لدينا:  ]𝟎;∞−[
𝒙+𝟐

𝒙
≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟏  

−1 ≤ cos(𝜋𝑥) ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −cos(𝜋𝑥) ≤ 1 
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⇒ 𝑥 ≤ 𝑥 + 1 − cos(𝜋𝑥) ≤ 𝑥 + 2 

⇒
𝑥+2

𝑥
≤
𝑥+1−cos(𝜋𝑥)

𝑥
≤
𝑥

𝑥
(𝑥 < (لأن   0 ⇒

𝑥+2

𝑥
≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1   

limاستنتاج   
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) 

{

𝑥 + 2

𝑥
≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1

lim
𝑥→−∞

𝑥 + 2

𝑥
= 1

⇒ lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1  

 ℝمستمرة على  fبيان أنّ  .3

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑥 + 1 − cos(𝜋𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

[
𝑥

𝑥
+
1 − cos(𝜋𝑥)

𝑥
]

= lim
𝑥
<
→0

[1 −
cos(𝜋𝑥) − 1

𝑥⏟        
→0

] = 1  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

√𝑥2 + 𝑥 + 1 − 𝑥 = 1  

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒   الدالة  𝑓 مستمرة  عند 0

;∞−[ مستمرة على المجالين fبما أن  الدالة  ;0[و  ]0 فهي   0وهي مستمرة أيضا عند  ]∞+

 . ℝمستمرة على 

𝒇(𝒙)  المعادلةبيان أنّ  .4 = −[في المجال   α تقبل على الأقل حلا 𝟎
𝟏

𝟐
; 𝟎[ 

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1 − cos(𝜋𝑥)

𝑥
 ; 𝑓 (−

1

2
) =

−
1
2 + 1 − cos (−

𝜋
2)

−
1
2

= −1 

 𝑓(0) = 1  

−[  مستمرة على المجال  fبما أن  الدالة  
1

2
; 𝑓و    ]0 (−

1

2
) × 𝑓(0) < 𝑓(𝑥)  المعادلة، فإن     0 =

−[في المجال  α تقبل على الأقل حلا 0
1

2
; 0[ 

𝐬𝐢𝐧(𝝅𝜶)استنتاج أنّ  .5 = −√−𝜶𝟐 − 𝟐𝜶 

𝑓(𝛼) = 0 ⇒
𝛼 + 1 − cos(𝜋𝛼)

𝛼
= 0 ⇒ 𝛼 + 1 − cos(𝜋𝛼) = 0 

⇒ cos(𝜋𝛼) = 𝛼 + 1 ⇒ cos2(𝜋𝛼) = (𝛼 + 1)2 

⇒ 1 − sin2(𝜋𝛼) = (𝛼 + 1)2 ⇒ sin2(𝜋𝛼) = 1 − (𝛼 + 1)2 
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⇒ sin2(𝜋𝛼) = −𝛼2 − 2𝛼 ⇒ sin(𝜋𝛼) = −√−𝛼2 − 2𝛼  

 [(−
𝜋

2
< 𝜋𝛼 < 0) sin(𝜋𝛼) <  [لأن   0

 

 
 :19التمرين حل 

 :′𝐷𝑓و  𝐷𝑓بعد تحديد   fحساب مشتقة الدالة 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥 + 5  ;  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ ; 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 4  

2) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 1)3  ;  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) = 3(𝑥2 − 1)2(2𝑥) = 6𝑥(𝑥2 − 1)2  

3) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 3𝑥 − 4

𝑥2 + 3𝑥 + 4
  ;  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 3)(𝑥2 + 3𝑥 + 4) − (2𝑥 + 3)(𝑥2 + 3𝑥 − 4)

(𝑥2 + 3𝑥 + 4)2
 

           =
8(2𝑥 + 3)

(𝑥2 + 3𝑥 + 4)2
 

4) 𝑓(𝑥) =
3𝑥2 + 4𝑥 − 5

2𝑥 + 1
  ;  𝐷𝑓 = ℝ − {−

1

2
} ;  𝐷𝑓′ = ℝ − {−

1

2
}  

𝑓′(𝑥) =
(6𝑥 + 4)(2𝑥 + 1) − 2(3𝑥2 + 4𝑥 − 5)

(2𝑥 + 1)2
 

            =
12𝑥2 + 14𝑥 + 4 − 6𝑥2 − 8𝑥 + 10

(2𝑥 + 1)2
=
6𝑥2 + 6𝑥 + 14

(2𝑥 + 1)2
 

5) 𝑓(𝑥) =
4

(2𝑥 + 3)2
  ;  𝐷𝑓 = ℝ − {−

3

2
} ;  𝐷𝑓′ = ℝ − {−

3

2
}  

𝑓′(𝑥) =
−16(2𝑥 + 3)

(2𝑥 + 3)4
=

−16

(2𝑥 + 3)3
 

6) 𝑓(𝑥) =
4

(2 sin 𝑥 + 3)2
  ; −1 ≤ sin 𝑥 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 2 sin 𝑥 + 3 ≤ 5 ⇒ 𝐷𝑓

= ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) =
−16 cos 𝑥 (2 sin 𝑥 + 3)

(2 sin 𝑥 + 3)4
=

−16 cos 𝑥

(2 sin 𝑥 + 3)3
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7) 𝑓(𝑥) = √3𝑥 − 6  ;  3𝑥 − 6 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 2 ⇒  𝐷𝑓 = [2;+∞[   

     𝐷𝑓′ = ]2;+∞[ ;  𝑓′(𝑥) =
3

2√3𝑥 − 6
 

8) 𝑓(𝑥) = √2 + cos 2𝑥   ; −1 ≤ cos 2𝑥 ≤ 1 ⇒ 1 ≤ 2 + cos 2𝑥 ≤ 3 

⇒  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) =
−2 sin 2𝑥

2√2 + cos 2𝑥
=

−sin 2𝑥

√2 + cos 2𝑥
 

9) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥2 + 1  ; 𝑥2 + 1 > 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) = √𝑥2 + 1 + 𝑥 (
2𝑥

2√𝑥2 + 1
) = √𝑥2 + 1 +

𝑥2

√𝑥2 + 1
 

10) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + sin3(𝜋𝑥)  ;  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

𝑓′(𝑥) = 1 + 3𝜋 cos 𝑥 sin2(𝜋𝑥)  

11) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 4𝑥  ; 𝑥2 + 4𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥(𝑥 + 4) ≥ 0 

 𝐷𝑓 = ]−∞;−4] ∪ [0;+∞[ ;  𝐷𝑓′ = ]−∞;−4[ ∪ ]0;+∞[  

𝑓′(𝑥) =
2𝑥 + 4

2√𝑥2 + 4𝑥
=

𝑥 + 2

√𝑥2 + 4𝑥
 

12) 𝑓(𝑥) = |𝑥2 + 4𝑥 − 5|  ;  𝐷𝑓 = ℝ ;  𝐷𝑓′ = ℝ  

 𝑥2 + 4𝑥 − 5 ≥ 0 ⟹ 𝑥 ∈ ]−∞;−5] ∪ [1;+∞[ 

• 𝑥 ∈ ]−∞;−5] ∪ [1;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 5 ; 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 4  

• 𝑥 ∈ ]−5; 1[ ∶ 𝑓(𝑥) = −𝑥2 − 4𝑥 + 5 ; 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 − 4  

 
 

 :20حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 + 𝜶𝒙 + 𝜷

𝒙 + 𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {𝟐} 

مماسا  (𝟑−;𝟏)عند النقطة  fبحيث يقبل المنحنى الممثل للدالة   βو  αتعيين العددين الحقيقيين 

ميله 
𝟐

𝟑
 

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 𝛼)(𝑥 + 2) − (𝑥2 + 𝛼𝑥 + 𝛽)

(𝑥 + 2)2
  =

𝑥2 + 4𝑥 + 2𝛼 − 𝛽

(𝑥 + 2)2
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{
𝑓(1) = −3

𝑓′(1) =
2

3

⟹{

1 + 𝛼 + 𝛽

3
= −3

5 + 2𝛼 − 𝛽

9
=
2

3

⟹{
1 + 𝛼 + 𝛽 = −9
5 + 2𝛼 − 𝛽 = 6

⟹{
𝛼 + 𝛽 = −10
2𝛼 − 𝛽 = 1

⟹{
3𝛼 = −9
𝛽 = 2𝛼 − 1

⟹ {
𝛼 = −3
𝛽 = −7

 

 

 
 :21حل التمرين 

 

𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄 ; 𝑫𝒇 = ℝ ; 𝒇′(𝒙) = 𝟐𝒂𝒙 + 𝒃 
;𝟎)النقطة   fبحيث يشمل المنحنى الممثل للدالة   cو  a  ،b ةد الحقيقياعدتعيين الأ و يقبل   (𝟑

)مماسا في 
𝟓

𝟒
; −

𝟏

𝟖
 موازيا لحامل محور الفواصل  (

{
 
 

 
 
𝑓(0) = 3

𝑓 (
5

4
) = −

1

8

𝑓′ (
5

4
) = 0

 ⇒

{
 
 

 
 

𝑐 = 3
25

16
𝑎 +

5

4
𝑏 + 𝑐 = −

1

8
5

2
𝑎 + 𝑏 = 0

 ⇒

{
 
 

 
 

𝑐 = 3
25

16
𝑎 +

5

4
𝑏 = −

25

8
5

2
𝑎 + 𝑏 = 0

 

⇒ {

𝑐 = 3
25𝑎 + 20𝑏 = −50

𝑏 = −
5

2
𝑎

 ⇒ {

𝑐 = 3
−25𝑎 = −50

𝑏 = −
5

2
𝑎

⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = −5
𝑐 = 3

 

 

 
 :22حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟑

𝟐𝒙 − 𝟑
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {

𝟑

𝟐
} 

 قابلة للاشتقاق على مجال تعريفها  fبيان أنّ الدالة  .1

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥0 + ℎ)
2 + 2(𝑥0 + ℎ) − 3

2(𝑥0 + ℎ) − 3
−
𝑥0
2 + 2𝑥0 − 3
2𝑥0 − 3

ℎ
 

= lim
ℎ→0

(𝑥0
2 + 2𝑥0ℎ + ℎ

2 + 2𝑥0 + 2ℎ − 3)(2𝑥0 − 3) − (2𝑥0 + 2ℎ − 3)(𝑥0
2 + 2𝑥0 − 3)

(2𝑥0 + 2ℎ − 3)(2𝑥0 − 3)

ℎ
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= lim
ℎ→0

2𝑥0
2ℎ − 6𝑥0ℎ

ℎ(2𝑥0 + 2ℎ − 3)(2𝑥0 − 3)
= lim
ℎ→0

2𝑥0ℎ(𝑥0 − 3)

ℎ(2𝑥0 + 2ℎ − 3)(2𝑥0 − 3)

=
2𝑥0(𝑥0 − 3)

(2𝑥0 − 3)2
 

 قابلة للاشتقاق على مجال تعريفها.  fالدالة منه نستنتج أن  

   -4مماسين ميل كل منهما يساوي  Bو  Aيقبل عند نقطتين    f (C(المنحنىبيان أنّ  .2

𝑓′(𝑥) = −4 ⇒
2𝑥2 − 6𝑥

(2𝑥 − 3)2
= −4 ⇒ 2𝑥2 − 6𝑥 + 4(2𝑥 − 3)2 = 0 

⇒ 18𝑥2 − 54𝑥 + 36 = 0 ⇒ 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 

⇒ {
𝑥 = 1

𝑦 = 𝑓(1) = 0
} أو 

𝑥 = 2
𝑦 = 𝑓(2) = 5

⇒ 𝐴(1; 0); 𝐵(2; 5)  

 :   معادلتي المماسين ةباكت 

(∆): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −4(𝑥 − 1) = −4𝑥 + 4   

(∆′): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −4(𝑥 − 2) + 5 = −4𝑥 + 13  

 

مماسا يشمل النقطة  f (C(المنحنى بحيث يقبل عندهما C) f(من  Dو  Cتعيين نقطتين  .3

(−𝟑;
𝟒

𝟐𝟓
) 

𝑦 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) 

⇒
4

25
=
2𝑥0

2 − 6𝑥0
(2𝑥0 − 3)2

(−3 − 𝑥0) +
𝑥0
2 + 2𝑥0 − 3

2𝑥0 − 3
 

⇒
4

25
=
(2𝑥0

2 − 6𝑥0)(−3 − 𝑥0) + (2𝑥0 − 3)(𝑥0
2 + 2𝑥0 − 3)

(2𝑥0 − 3)2
 

⇒ 4(2𝑥0 − 3)
2 = 25(𝑥0

2 + 6𝑥0 + 9) ⟹ 𝑥0
2 + 22𝑥0 + 21 = 0 

∆′= 112 − 21 = 100 ⇒  {

𝑥0 = −1

𝑦0 = 𝑓(−1) =
4

5

} أو 

𝑥0 = −21

𝑦0 = 𝑓(−21) = −
44

5

⇒ 𝐶 (−1;
4

5
) ; 𝐷(−21;−

44

5
)  
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 :23حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 +𝒎𝒙 + 𝟏 ; 𝑫𝒇 = ℝ ; 𝒇′(𝒙) = 𝟑𝒙𝟐 +𝒎  
 fوجود وعدد القيم الحدّية للدالة  mمناقشة حسب قيم الوسيط الحقيقي  .1

• 𝑚 ≥ 0 ⟹ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة  لا تقبل  قيم حدية 

• 𝑚 < 0 ∶ 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 3𝑥2 +𝑚 = 0 ⇒ 𝑥2 = −
𝑚

3
 

⇒ 𝑥 = √−
𝑚

3
𝑥 أو  = −√−

𝑚

3
 

تقبل قيمتين حد يتين هما  fتنعدم مرتين وتتغير إشارتها فإن  الدالة  𝑓′(𝑥)بما أن  

𝑓 (√−
𝑚

3
𝑓و   ( (−√−

𝑚

3
) 

𝒚مماسا معادلته    fلدالة  ا  منحنى يقبل  بحيث    mتعيين قيمة   .2 = 𝟑𝒙 + 𝒙𝟎عند    𝟏 = 𝟎 

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) = 𝑚𝑥 + 1 = 3𝑥 + 1 ⇒ 𝑚 = 3  

 

 
 

III-  مبرهنة القيم المتوسطة والتناظر 

 :24حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟓𝒙 + 𝟏 ; 𝑫𝒇 = ℝ 
  fدراسة تغيرات الدالة  .1

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 + 6𝑥 + 5 ; ∆′= 32 − 3(5) = −6  

𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ  متزايدة  تماما  على 𝑓 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞ ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞ 

𝒇(𝒙)استنتاج أنّ المعادلة  = −[في المجال   𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎
𝟏

𝟐
; 𝟎[  

𝑓 (−
1

2
) = −

7

8
 ;  𝑓(0) = 1 

f   مستمرة و رتيبة على𝐼 = [−
1

2
; 𝑓، و  [0 (−

1

2
) × 𝑓(0) < ن  المعادلة  منه نستنتج أ،  0

𝑓(𝑥) = −]في المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا   0
1

2
;  حسب مبرهنة القيم المتوسطة. [0

𝑓(𝑥)المعادلة  ، ف   ℝمتزايدة تماما على    fبما أن  الدالة   .2 = لأن     ℝلا تقبل حلولا أخرى في    0

 وحيد   αالحل  

 : 𝒇(𝒙)استنتاج إشارة   .3

 𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0  ;   𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 0 
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 :25حل التمرين 

 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙 − 𝟏
− √𝒙 + 𝟐 ; 𝑫𝒇 = [−𝟐; 𝟏[ ∪ ]𝟏;+∞[ 

 fحساب النهايات عند حدود مجال تعريف الدالة  .1

lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

1

𝑥 − 1
− √𝑥 + 2 = −

1

3
  

 lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

1

𝑥 − 1
− √𝑥 + 2 = −∞   

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

1

𝑥 − 1
− √𝑥 + 2 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥 − 1
− √𝑥 + 2 = −∞  

  fتغيرات الدالة إنشاء جدول  .2

𝑓′(𝑥) = −
1

(𝑥 − 1)2
−

1

2√𝑥 + 2
= −(

1

(𝑥 − 1)2
+

1

2√𝑥 + 2
)  

𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  𝐷𝑓  متناقصة تماما  على 𝑓 

 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان  .3 = ;𝟏[في المجال   𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟐[ : 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = +∞ ;  𝑓(2) = −1 

f   1[مستمرة و رتيبة على المجال; 2[  ،lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = +∞ ;  𝑓(2) = منه ،  1−

𝑓(𝑥)المعادلة   = ;1[في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا  0  حسب مبرهنة القيم المتوسطة.  ]2

 :𝒇(𝒙)إشارة   استنتاج 

𝑥 ∈ [−2; 1[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0  ;   𝑥 ∈ ]1; 𝛼] ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 :  𝟏−𝟏𝟎بتقريب   αحصر العدد  .4

𝑓(1,5) = 0,13 ⇒ 𝛼 ∈ ]1,5; 2[ ;  𝑓(1,75) = −0,6 ⇒ 𝛼 ∈ ]1,5; 1,75[  

 𝑓(1,6) = −0,23 ⇒ 𝛼 ∈ ]1,5; 1,6[  
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 :26التمرين حل 

𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 − 𝟒

(𝒙 − 𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {𝟏} 

𝒇(𝒙)حيث :   cو  a  ،bتعيين الأعداد الحقيقية  .1 = 𝒙 + 𝒂 +
𝒃

𝒙−𝟏
+

𝒄

(𝒙−𝟏)𝟐
 

 

𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 − 𝟒 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 + 𝟏  

⇒ {
𝑎 = −2
𝑏 = 3
𝑐 = 1

 
     −𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 𝒙 − 𝟐 

           −2𝑥2 + 7𝑥 − 4  

             2𝑥2 − 4𝑥 + 2  

                          𝟑𝒙 − 𝟐 𝒙 − 𝟏 

                       −3𝑥 + 3 𝟑 

                                  𝟏  

  fدراسة تغيرات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞  ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑥2

= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞  

 lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 4

(𝑥 − 1)2
= +∞  ; lim

𝑥
>
→1

𝑓(𝑥)

= lim
𝑥
>
→1

𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 4

(𝑥 − 1)2
= +∞   

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥2 − 8𝑥 + 8)(𝑥 − 1)2 − 2(𝑥 − 1)(𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 4)

(𝑥 − 1)4
 

=
(3𝑥2 − 8𝑥 + 8)(𝑥 − 1) − 2(𝑥3 − 4𝑥2 + 8𝑥 − 4)

(𝑥 − 1)4
=
𝑥2(𝑥 − 3)

(𝑥 − 1)3
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 : يقبل مستقيما مقاربا مائلا يطُلب تعيين معادلته (C)بيان أن  المنحنى 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 2 +
3

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
  

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
|𝑥|→+∞

3

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
= 0 

𝑦ذو المعادلة  (∆)منه المستقيم  = 𝑥 −  ( C)لمنحنى ل مستقيم مقارب مائل 2
 بالنسبة للمستقيم المقارب المائل :  (C)دراسة وضعية  .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) =
3

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
=
3𝑥 − 2

(𝑥 − 1)2
 ; 3𝑥 − 2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥

2

3
 

𝑥 −∞                          
2

3
                                1                    + ∞ 

3𝑥 − 2 − + + 

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) − + + 

 ( ∆)فوق  (C) ( ∆)فوق  (C) ( ∆)تحت  (C) الوضعية

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان  .4 = [في المجال   𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎
𝟏

𝟐
;
𝟑

𝟒
[ : 

𝑓 (
1

2
) = −

7

2
  ،𝑓 (

3

4
) =

11

4
  .f  مستمرة و رتيبة على]

1

2
;
3

4
𝑓، و  ] (

1

2
) × 𝑓 (

3

4
) < 0  ،

𝑓(𝑥)المعادلة  منه  = [في المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا  0
1

2
;
3

4
 حسب مبرهنة القيم المتوسطة. ]

 : 0,05سعته  αإيجاد حصر للعدد  .5

𝑓(0,5) = −3,5 ; 𝑓(0,6) = −2,65 ; 𝑓(0,7) = −0,19 ;  𝑓(0,75) = 2,75 

⇒ 0,70 < 𝛼 < 0,75  

 :  (C)رسم المنحنى 

 

 

0 

0 
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 :27حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙
 ; 𝑫𝒇 = ℝ∗  ،𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟐 ; 𝑫𝒈 = ℝ 

𝒇(𝒙)بيان أنّ المعادلة   .1 = 𝒈(𝒙)  تكافئ المعادلة𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏 = 𝟎 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑥2 − 𝑥 + 2 =
1

𝑥
⇒ 𝑥(𝑥2 − 𝑥 + 2) = 1

⇒ 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥 − 1 = 0  

2. 𝒉(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 − 𝟏 ; 𝑫𝒉 = ℝ 

 :  ℝعلى   hدراسة اتجاه تغيرّ الدالة  .أ

ℎ′(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥 + 2 ; ∆= −20 ; ℎ′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ  متزايدة  تماما  على ℎ 

 :  ℎ(1)و   ℎ(0)حساب 

ℎ(0) = −1 ; ℎ(1) = 1 

𝒉(𝒙)أنّ المعادلة  بيان  .ب =  ℝعلى  𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎

h مستمرة و رتيبة على ℝ  و ،ℎ(0) × ℎ(1) < المعادلة  منه ،  0

ℎ(𝑥) =  . ℝعلى  𝛼تقبل حلا وحيدا   0

 )gC (و  )fC(فاصلة نقطة تقاطع المنحنيين  αيمثل العدد 

 𝟏−𝟏𝟎بتقريب   αحصر العدد  .ج

ℎ(0,5) = −0,125 ; ℎ(0,75) = 0,359 ; ℎ(0,6) = 0,056 ⇒ 0,5 < 𝛼 < 0,6  
 

 

 
 

 :28حل التمرين 

𝒇(𝒙) = √𝒙 + 𝟏  ،𝒈(𝒙) = −𝒙𝟑 

−حيث  𝒙𝟎يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها   )g C( و  )f C(بيان أنّ 
𝟕

𝟖
< 𝒙𝟎 < −

𝟑

𝟒
 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 0 ⇒ √𝑥 + 1 + 𝑥3 = 0  

ℎ(𝑥) = √𝑥 + 1 + 𝑥3 ; ℎ′(𝑥) =
1

2√𝑥 + 1
+ 3𝑥2 > 0

⇒  ℎ متزايدة  تماما  على  ]∞+;1−]

ℎ (−
7

8
) ≈ −0,3 ; ℎ (−

3

4
) ≈ 0,08  

h المجال   مستمرة و رتيبة على]−
7

8
; −

3

4
ℎ، و  ] (−

7

8
) × ℎ (−

3

4
) < المعادلة  منه ،  0

ℎ(𝑥) = −[على المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا   0
7

8
; −

3

4
  )g C( و  )f C(المنحنيين ، منه  ]

−حيث   𝑥0يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها 
7

8
< 𝑥0 < −

3

4
. 
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 :29حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙 − 𝐬𝐢𝐧𝒙 − 𝟏 ; 𝑫𝒇 = ℝ 

𝟑𝒙لدينا:   xبيان أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .1 − 𝟐 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝟑𝒙 

−1 ≤ sin 𝑥  ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −sin 𝑥  ≤ 1 

⇒ 3𝑥 − 2 ≤ 3𝑥 − 1 − sin 𝑥  ≤ 3𝑥 ⇒ 3𝑥 − 2 ≤ 𝑓(𝑥)  ≤ 3𝑥  

 ∞+و  ∞−عند كل من  𝒇(𝒙)استنتاج نهاية   .2

{
𝑓(𝑥)  ≤ 3𝑥
lim
𝑥→−∞

3𝑥 = −∞ ⇒ lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞  ; {
𝑓(𝑥) ≥ 3𝑥 − 2
lim
𝑥→+∞

3𝑥 − 2 = +∞

⇒ lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  

𝐥𝐢𝐦حساب   .3
𝒙→+∞

𝒇 (
𝒙+𝟏

𝒙𝟐+𝟏
) 𝐥𝐢𝐦  و 

𝒙
>
→𝟎

𝒇 (
𝟏

𝒙
) 

{
lim
𝑥
>
→0

1

𝑥
= +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞
⇒ lim

𝑥
>
→0

𝑓 (
1

𝑥
) = +∞   

{
lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0+

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −1
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓 (

𝑥 + 1

𝑥2 + 1
) = −1  

𝟑𝒙بيان أنّ المعادلة   .4 = 𝐬𝐢𝐧𝒙 + 𝟎حيث   αتقبل على الأقل حلا  𝟏 < 𝜶 <
𝝅

𝟐
 

3𝑥 = sin 𝑥 + 1 ⇒ 3𝑥 − sin 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 0 ; 𝑓(0) = −1  

𝑓 (
𝜋

2
) =

3𝜋

2
− 2 ≈ 2,7  

𝑓(0) )مجموع دالة مثلثية وكثير حدود( ، و  ℝمستمرة على  fالدالة  × 𝑓 (
𝜋

2
) < ، منه 0

𝑓(𝑥)المعادلة   = 0حيث   αتقبل على الأقل حلا   0 < 𝛼 <
𝜋

2
. 

 وحيد :  αبيان أنّ الحل 

𝑓′(𝑥) = 3 − cos 𝑥  ;  −1 ≤ cos 𝑥  ≤ 1 ⇒ −1 ≤ −cos 𝑥  ≤ 1 

⇒ 2 ≤ 3 − cos 𝑥  ≤ 4 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0  
 . وحيد αالحل ، فإن   ℝمتزايدة تماما على  fبما أن  الدالة 

𝐜𝐨𝐬بيان أنّ:   .5 𝜶 = √𝟔𝜶 − 𝟗𝜶𝟐 

𝑓(𝛼) = 0 ⇒ 3𝛼 − sin 𝛼 − 1 = 0 ⇒ sin𝛼 = 3𝛼 − 1 

⇒ sin2 𝛼 = (3𝛼 − 1)2 ⇒ 1 − cos2 𝛼 = 9𝛼2 − 6𝛼 + 1 

⇒ cos2 𝛼 = −9𝛼2 + 6𝛼 ⇒ cos 𝛼 = √6𝛼 − 9𝛼2  [cos(𝛼) >  [لأن   0
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 :30حل التمرين 

𝒙بيان أنّ المستقيم ذا المعادلة  = 𝜶  محور تناظر للمنحنى) fC(    في كل حالة من الحالات

 التالية: 

1) 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 8𝑥 + 7

𝑥2 − 4𝑥 + 3
 ; 𝐷𝑓 = ℝ − {1; 3} 

𝑥 = 2 (𝐶𝑓)محور تناظر  ل ـ ⇒ {
(4 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(4 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∉ {1; 3} ⇒ −𝑥 ∉ {−1;−3} ⇒ 4 − 𝑥 ∉ {3; 1} ⇒ 4 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(4 − 𝑥) =
2(4 − 𝑥)2 − 8(4 − 𝑥) + 7

(4 − 𝑥)2 − 4(4 − 𝑥) + 3

=
2𝑥2 − 16𝑥 + 32 − 32 + 8𝑥 + 7

𝑥2 − 8𝑥 + 16 − 16 + 4𝑥 + 3
=
2𝑥2 − 8𝑥 + 7

𝑥2 − 4𝑥 + 3

⇒ 𝑓(4 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)  

2) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 − 2𝑥 + 5 ; 𝐷𝑓 = ℝ 

𝑥 = 1 (𝐶𝑓)محور تناظر  ل ـ ⟹ {
(2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(2 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

𝑥 ∈ ℝ⟹ 2 − 𝑥 ∈ ℝ 

𝑓(2 − 𝑥) = √(2 − 𝑥)2 − 2(2 − 𝑥) + 5 = √𝑥2 − 4𝑥 + 4 − 4 + 2𝑥 + 5

= √𝑥2 − 2𝑥 + 5 ⇒ 𝑓(2 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)  

3) 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 12𝑥 + 2|𝑥 − 3| − 7 ; 𝐷𝑓 = ℝ 

𝑥 = 3 (𝐶𝑓)محور تناظر  ل ـ ⟹ {
(6 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(6 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)
 

𝑥 ∈ ℝ⟹ 6 − 𝑥 ∈ ℝ 

𝑓(6 − 𝑥) = 2(6 − 𝑥)2 − 12(6 − 𝑥) + 2|6 − 𝑥 − 3| − 7

= 2𝑥2 − 24𝑥 + 72 − 72 + 12𝑥 + 2|3 − 𝑥| − 7

= 2𝑥2 − 12𝑥 + 2|𝑥 − 3| − 7 ⇒ 𝑓(6 − 𝑥) = 𝑓(𝑥)  

 
 :31حل التمرين 

 التالية:في كل حالة من الحالات  )fC (مركز تناظر للمنحنى   𝜔بيان أنّ النقطة 

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 − 2 ; 𝐷𝑓 = ℝ 

𝑤(0;−2) (𝐶𝑓)مركز  تناظر  ل ـ ⇒ {
−𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −4
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𝑥 ∈ ℝ⟹ −𝑥 ∈ ℝ 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥 − 2 + 𝑥3 − 3𝑥 − 2 = −4 

2) 𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
 ; 𝐷𝑓 = ℝ− {1} 

𝑤(1; 6) (𝐶𝑓)مركز  تناظر  ل ـ ⟹ {
(2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 12
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ≠ 1 ⇒ −𝑥 ≠ −1 ⇒ 2 − 𝑥 ≠ 1 ⇒ 2 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) =
(2 − 𝑥)2 + 4(2 − 𝑥) + 2

2 − 𝑥 − 1
+
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1

=
𝑥2 − 4𝑥 + 4 + 8 − 4𝑥 + 2

1 − 𝑥
+
𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1

=
−𝑥2 + 8𝑥 − 14 + 𝑥2 + 4𝑥 + 2

𝑥 − 1
=
12𝑥 − 12

𝑥 − 1
 

=
12(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= 12 

3) 𝑓(𝑥) = [𝑥 + 𝜋 + tan 3𝑥] cos 𝑥  ; 𝐷𝑓 = ℝ 

𝑤(−𝜋; 0) (𝐶𝑓)مركز  تناظر  ل ـ ⟹ {
−2𝜋 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(−2𝜋 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 0
 

𝑥 ∈ ℝ⟹ −2𝜋 − 𝑥 ∈ ℝ 

𝑓(−2𝜋 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 

[−2𝜋 − 𝑥 + 𝜋 + tan3(−2𝜋 − 𝑥)] cos(−2𝜋 − 𝑥) + [𝑥 + 𝜋 + tan3𝑥] cos 𝑥 

= [−𝜋 − 𝑥 + tan(−6𝜋 − 3𝑥)] cos(−2𝜋 − 𝑥) + [𝑥 + 𝜋 + tan 3𝑥] cos 𝑥 

= [−𝜋 − 𝑥 + tan(−3𝑥)] cos(−𝑥) + [𝑥 + 𝜋 + tan3𝑥] cos 𝑥 

= [−𝜋 − 𝑥 − tan(3𝑥)] cos(𝑥) + [𝑥 + 𝜋 + tan3𝑥] cos 𝑥 = 0 
 

 
 

IV- استعمال جدول التغيرات و القراءة البيانية في دراسة الدوال 

 : 32حل التمرين 

 تخمين النهايات عند حدود مجال تعريف كل دالة .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 ; lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = +∞ ; lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = −∞ ; 

 lim
𝑥
<
→3

𝑓(𝑥) = +∞ ; lim
𝑥
>
→3

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ;  

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 1 ; lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 1 
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, 𝒈′(𝟒)تعيين بيانيا:   .2 𝒈(𝟒) , 𝒇′(𝟐) , 𝒇(𝟐) 

𝑓(2) = 0 ; 𝑓′(2) =
2

3
 ; 𝑔(4) = −1 ; 𝑔′(4) = 0 

 : 𝒇جدول تغيرات الدالة  .3

 
 : 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 : 𝒇(𝒙)دراسة إشارة 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]2; 3[: 𝑓(𝑥) > 0  

𝑥 ∈ ]−1; 2[ ∪ ]3;+∞[: 𝑓(𝑥) < 0 ; 𝑓(2) = 0 

 : Aعند النقطة  )f  C(( للمنحنى ∆كتابة معادلة المماس ) .4

𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) =
2

3
(𝑥 − 2) =

2

3
𝑥 −

4

3
⇒ 3𝑦 = 2𝑥 − 4

⇒ (∆) ∶ 2𝑥 − 3𝑦 − 4 = 0  

 (∆للمماس )بالنسبة  )f C(دراسة وضعية  .5

• 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]0;   (  Cf) فوق (∆) :]3

• 𝑥 ∈ ]−1; 0[ ∪  (  Cf) تحت  (∆) :]∞+;3[

𝒈(𝒙)عدد حلول المعادلة:   mمناقشة حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6 = 𝒎 

𝑚   عدد حلول المعادلة𝑔(𝑥) = 𝑚 

 المعادلة لا تقبل حلولا ]1−;∞−[

 المعادلة تقبل حلا مضاعفا  1−

]−1;  المعادلة تقبل حلين  ]1

 المعادلة تقبل حلا وحيدا  1

]1;  المعادلة تقبل حلين  ]9
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 المعادلة تقبل حلا مضاعفا  9

]9;  حلولا المعادلة لا تقبل ]∞+

 

 
 : 33حل التمرين 

 f ’(2)و  f ’(-1)و  f ’(3)حساب  .1

𝑓′(3) =
0 − 0,74

5 − 3
= −0,37 ; 𝑓′(−1) =

3 − 1

0 − (−2)
= 1 ; 𝑓′(2) = 0 

   fجدول تغيرات الدالة  .2

 
 f(x)تعيين إشارة 

• 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ [1;+∞[: 𝑓(𝑥) ≥ 0 

• 𝑥 ∈ ]0; 1[: 𝑓(𝑥) < 0 

3. ℎ(𝑥) =
−1

𝑓(𝑥)
+ 2 

 hتعيين مجموعة تعريف الدالة  -أ

𝐷ℎ = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 و 𝑓(𝑥) ≠ 0}  

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(𝑥) ≠ 0
⇒ {

𝑥 ≠ 0
𝑥 ≠ 1

⇒ 𝐷ℎ = ]−∞; 0[ ∪ ]0; 1[ ∪ ]1;+∞[  

 على أطراف مجموعة تعريفها  hحساب نهايات الدالة  -ب

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 ⇒ lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = 1 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = +∞ ⇒ lim
𝑥
<
→0

ℎ(𝑥) = 2 ;  lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ lim
𝑥
>
→0

ℎ(𝑥) = 2 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = 0− ⇒ lim
𝑥
<
→1

ℎ(𝑥) = +∞ ; lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = 0+ ⇒ lim
𝑥
>
→1

ℎ(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0+ ⇒ lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = −∞ 

  f ’(x)و  f(x)بدلالة  h’(x)حساب  -ج

ℎ′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

[𝑓(𝑥)]2
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 hجدول تغيرات الدالة 

 
 :  ] 2 ; 1تقبل حلا وحيدا في المجال [ h(x) = 0بيان أن المعادلة  -د

;1[المجال    مستمرة و رتيبة على  hالدالة   2[  ،  lim
𝑥→1+

ℎ(𝑥) = ℎ(2)  و  ∞− = 1   

ℎ(𝑥)المعادلة  منه  = ;1[على المجال   𝛼تقبل حلا وحيدا  0 2[ 

 :  )hC(رسم المنحنى  - ه

 

4. 𝑘(𝑥) = √𝑓(𝑥) 

 على أطراف مجموعة تعريفها  kحساب نهايات الدالة  -أ

𝐷𝑘 = {𝑥; 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 و 𝑓(𝑥) ≥ 0}  

{
𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(𝑥) ≥ 0
⇒ {

𝑥 ≠ 0
𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ [1;+∞[

⇒ 𝐷𝑘 = ]−∞; 0[ ∪ [1;+∞[  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1 ⇒ lim
𝑥→−∞

𝑘(𝑥) = 1 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = +∞ ⇒ lim
𝑥→0−

ℎ(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 0+ ⇒ lim
𝑥→1+

ℎ(𝑥) = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0+ ⇒ lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 0 

 𝒇′(𝒙)و  𝒇(𝒙)بدلالة  𝒌′(𝒙)حساب  -أ

𝑘′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
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  kجدول تغيرات الدالة  

 
 

 )kC(رسم المنحنى 

 

 
 : 34حل التمرين 

; 𝒇′′(𝟐)تعيين :   .7 (𝒇 ∘ 𝒇)′(𝟐) ; 𝒇′(𝟑) ; 𝒇′(𝟐) ; 𝒇(𝟐) 

𝑓(2) = 0 ; 𝑓′(2) = −2 ; 𝑓′(3) = 0 ; 𝑓"(2) =   (نقطة انعطاف) 0

 (𝑓 ∘ 𝑓)′(2) = (𝑓′ ∘ 𝑓)(2) × 𝑓′(2) = 𝑓′(0) × 𝑓′(2) = 0(−2) = 0 

 المتراجحتين:  حل بيانيا  .8

𝑓(𝑥)أ(  < 0  :𝑆 = [−3;−2[ ∪ ]2; 4[  

𝑓′(𝑥)ب(   ≥ 0   :𝑆 = [−3; 0] ∪ [3; 5] 

 2للمنحنى عند النقطة ذات الفاصلة  (𝑻)كتابة معادلة المماس  .9

𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) ⇒ (𝑇): 𝑦 = −2𝑥 + 4  

 fجدول تغيرات الدالة  .10
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𝒇(𝒙)بيان أنّ المعادلة   .11 = ;𝟑]في المجال  تقبل حلا وحيدا  𝟐 𝟓] 

;3]  المجال  مستمرة ورتيبة على  fالدالة   𝑓(3)و    [5 < 2 < 𝑓(5)    المعادلة  ، منه𝑓(𝑥) = 2 

;3]في المجال تقبل حلا وحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة. [5

 : 𝒈جدول تغيرات الدالة  .12

𝑔(𝑥) = 2√𝑓(𝑥) ⇒ 𝐷𝑔 = [−2; 2] ∪ [4; 5] ; 𝑔′(𝑥) =
𝑓′(𝑥)

√𝑓(𝑥)
 

 

 
 : 35حل التمرين 

  (T)تعيين معامل توجيه المماس  .1

𝑔′(0) = −3 

2. 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+1
  ،𝑔′(𝑥) = 𝑎 −

𝑐

(𝑥+1)2
 

 مستعينا بمعطيات المنحنى    a ،b ،cتعيين الأعداد الحقيقية  .أ

{

𝑔(0) = 3

𝑔′(1) = 0

𝑔′(0) = −3

⇒ {

𝑏 + 𝑐 = 3

𝑎 −
𝑐

4
= 0

𝑎 − 𝑐 = −3

⇒ {

𝑏 = −𝑐 + 3
3𝑐

4
= 3

𝑎 = 𝑐 − 3

⇒ {
𝑏 = −1
𝑐 = 4
𝑎 = 1

 

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 +
4

𝑥 + 1
 

  )g C(  تعيين معادلات المستقيمات المقاربة للمنحنى  .ب

lim
𝑥→−1+

𝑔(𝑥) = +∞ ⇒ 𝑥 = مستقيم مقارب  عمودي 1−  

lim
𝑥→+∞

[𝑔(𝑥) − (𝑥 − 1)] = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥 − مستقيم مقارب  مائل 1  

 (T)كتابة معادلة المماس  .ج

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)(𝑥) + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 3  

𝒇(𝒙)لعدد وإشارة حلول المعادلة   mالمناقشة البيانية حسب قيم  .3 = −𝟐𝒎 

• −2𝑚 < 2 ⇒ 𝑚 > −1 ∶   المعادلة  لا تقبل  حلولا
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• −2𝑚 = 2 ⇒ 𝑚 = −1 ∶   المعادلة  تقبل  حلا مضاعفا موجبا 

• 2 < −2𝑚 < 3 ⇒ −
3

2
< 𝑚 < −1 ∶   المعادلة  تقبل  حلين موجبين 

• −2𝑚 = 3 ⇒ 𝑚 = −
3

2
∶   المعادلة  تقبل  حلا موجبا  وحلا معدوما  

• −2𝑚 > 3 ⇒ 𝑚 < −
3

2
∶   المعادلة  تقبل  حلا موجبا  وحلا سالبا 

 
 : 36حل التمرين 

 )f C(والمستقيمات المقاربة للمنحنى   𝑫𝒇عند حدود   fتعيين نهايات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −1 ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +1; 

lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑦)مستقيمين مقاربين أفقيين  يقبل )f C(لمنحنى ا = 𝑦 و 1 = ومستقيم مقارب عمودي  (1−

(𝑥 = −1) 

 -2عند النقطة التي فاصلتها  )f C(كتابة معادلة المماس للمنحنى   .2

𝑦 = 𝑓′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2) = −2(𝑥 + 2) − 3 ⇒ 𝑦 = −2𝑥 − 7  

غير قابلة    fالدالة نصفي مماسين ، منه  1يقبل عند النقطة ذات الفاصلة  )f C(المنحنى  .3

 .1للاشتقاق عند 

 𝑫𝒇من   xحسب قيم  𝒇′(𝒙)تعيين إشارة   .4

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 1[: 𝑓′(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]1;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 

 مستمرة : fالتي تكون عليها   𝑫𝒇المجالات من  .5

;1[و  ]1−;∞−[مستمرة على كل من المجالين  fالدالة  +∞[ 

𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة:  mمناقشة بيانيا حسب قيم الوسيط الحقيقي  .6 = 𝒎 

• 𝑚 < −1 ∶   المعادلة  تقبل  حلا وحيدا

• −1 ≤ 𝑚 < 0 ∶   المعادلة  لا تقبل  حلولا

• 𝑚 = 0 ∶   المعادلة  تقبل  حلا وحيدا

• 0 < 𝑚 < 1 ∶   المعادلة  تقبل  حلين

• 1 ≤ 𝑚 < +∞ ∶   المعادلة  تقبل  حلا وحيدا 

 𝑫𝒇من  xحسب قيم   𝒇(𝒙)أ. تعيين إشارة          .7

𝑥 ∈ ]−∞;−1[: 𝑓(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]−1;+∞[: 𝑓(𝑥) ≥ 0  

 )h C ( شرح كيفية رسم  .ب

𝑥 ∈ ]−∞;−1[: 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ ℎ(𝑥) = −𝑓(𝑥) 

 متناظران بالنسبة إلى حامل محور الفواصل  )h C( و )fC (منه 
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𝑥 ∈ ]−1;+∞[: 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 متطابقان  )h C( و )fC (منه 

 : )h C(رسم 

 

 
  :37حل التمرين 

𝑦المستقيم ذو المعادلة  .1 = limلأن  :   صحيح:  )g C( لـمقارب  1
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = 1 

limلأن  :  صحيح:  )g C( لـمحور التراتيب مقارب  .2
|𝑥|→0

𝑔(𝑥) = −∞ 

𝑔(𝑥)للمعادلة   .3 =  لأن  :  صحيح:  ثلاثة حلول 0

𝑔   1−[مستمرة ورتيبة على المجال; 0[  ،𝑔(−1) = limو  2
𝑥→0−

𝑔(𝑥) = −∞           

𝑔(𝑥)منه المعادلة   = ;1−[على المجال    αتقبل حلا وحيدا  0 0[ 

𝑔   0[مستمرة ورتيبة على المجال; 1[   ،lim
𝑥→0+

𝑔(𝑥) = 𝑔(1)و   ∞− = 3                     

𝑔(𝑥)منه المعادلة   = ;0[على المجال   βتقبل حلا وحيدا  0 1[  

𝑔   1[مستمرة ورتيبة على المجال; +∞[  ،𝑔(1) = limو  3
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞             

𝑔(𝑥)منه المعادلة   = ;1[على المجال   γتقبل حلا وحيدا  0 +∞[  

4. )g C(  يقبل مماسا معادلته𝑦 =  لأن  : خطأ:   1عند النقطة ذات الفاصلة  1

𝑦 = 𝑔′(1)(𝑥 − 1) + 𝑔(1) ; 𝑔′(1) = 0 ; 𝑔(1) = 3 

𝑦هي :   1عند النقطة ذات الفاصلة  )g C(منه معادلة المماس لـ  = 3 

𝑔(5)أ(  .5 > 𝑔(2)  :لأن  الدالة   خطأ𝑔 2[  متناقصة على المجال;  منه :   ]5

       2 < 5 ⇒ 𝑔(2) > 𝑔(5)           

)fC( 

)hC( 
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𝑔ب(    (−
1

4
) < 𝑔(−

3

4
−[  متناقصة على المجال 𝑔لأن  الدالة   صحيح:  (

3

4
; −

1

4
منه:  ]

−
3

4
< −

1

4
⇒ 𝑔 (−

3

4
) > 𝑔(−

1

4
)                 

𝑔ج(         (
1

4
) < 𝑔 (

3

4
[  متزايدة على المجال 𝑔لأن  الدالة   صحيح:  (

1

4
;
3

4
منه :         ]

1

4
<
3

4
⇒ 𝑔(

1

4
) < 𝑔 (

3

4
)            

 
 

 : 38حل التمرين 

, 𝒇′(𝟎)حساب   .1 𝒇(𝟎) , 𝒇′(−𝟏) , 𝒇(−𝟏) 

𝑓(−1) = 2,75 ; 𝑓′(−1) = 0 ; 𝑓(0) = 2 ; 𝑓′(0) = −1 

𝒇(𝒙)تعيين حلول المتراجحة   .2 ≤ 𝟎 

𝑓(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑥 ≤ −2 ⇒ 𝑆 = ]−∞;−2] 

 fجدول تغيرات الدالة  .3

 
  (T) كتابة معادلة المماس .4

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −𝑥 + 2  

 بالنسبة لمماسه : )f C(تعيين وضعية  .5

𝑥 < 0 ∶ (T)  تحت  (Cf ) ; 𝑥 > 0 ∶ (T) فوق  (Cf ) 

عند النقطة ذات  تتغير (T) المماس بالنسبة إلى )f C(: بما أن وضعية المنحنى ج ا ستنتالا

 .)f C(هي نقطة انعطاف للمنحنى  A، فإن  النقطة  0الفاصلة 

 
 

 : 39حل التمرين 

 : 𝒇(𝒙)تعيين إشارة   .1

• 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]0; 3[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0 

• 𝑥 ∈ ]−1; 0[ ∪ ]3;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) > 0 

• 𝑓(0) = 𝑓(3) = 0 
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2. 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 +
𝑐

𝑥+𝑑
  

,𝒅بدلالة  𝒇′(𝒙)حساب   .أ 𝒄, 𝒃, 𝒂 

𝑓′(𝑥) = 𝑎 −
𝑐

(𝑥 + 𝑑)2
 

𝒅إثبات أن:  .ب = 𝟏 , 𝒄 = 𝟒 , 𝒃 = −𝟒 , 𝒂 = 𝟏 

𝐷𝑓 = ℝ − {−1} ⇒ −1 + 𝑑 = 0 ⇒ 𝑑 = 1  

{

𝑓′(1) = 0

𝑓(0) = 0

𝑓(1) = −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 −

𝑐

4
= 0

𝑏 + 𝑐 = 0

𝑎 + 𝑏 +
𝑐

2
= −1

⇒

{
 
 

 
 𝑎 =

𝑐

4
𝑏 = −𝑐

−
𝑐

4
= −1

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −4
𝑐 = 4

 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
 

 : 𝒇(−𝟑)حساب النهايات و   .ج

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 4⏟  
→−∞

+
4

𝑥+1⏟
→0

= −∞ 

• lim
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1−

𝑥 − 4⏟  
→−5

+
4

𝑥+1⏟
→−∞

= −∞ 

• lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

𝑥 − 4⏟  
→−5

+
4

𝑥+1⏟
→+∞

= +∞ 

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 4⏟  
→+∞

+
4

𝑥+1⏟
→0

= +∞ 

• 𝑓(−3) = −9 

 :  )∆(يقبل مستقيما مقاربا مائلا  )f C(بيان أنّ المنحنى   .د

lim
|𝑥|→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 4)] = lim
|𝑥|→+∞

4

𝑥 + 1
= 0 ⇒ (∆): 𝑦 = 𝑥 − 4  

 - 3توجيهها يساوي التي معامل  )f C(إيجاد المماسات للمنحنى  .ه

𝑓′(𝑥) = −3 ⇒ 1 −
4

(𝑥 + 1)2
= −3 ⇒ −

4

(𝑥 + 1)2
= −4 

⇒ (𝑥 + 1)2 = 1 ⇒ 𝑥 + 1 = 𝑥 أو 1 + 1 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = −2 

(𝑇0): 𝑦 = 𝑓
′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥  

(𝑇−2): 𝑦 = 𝑓
′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 − 16  
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 : 40حل التمرين 

u : 𝐷𝑢لدالة تعيين مجموعة تعريف ا .1 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1;+∞[ 

   (Cu)تعيين معادلات المستقيمات المقاربة لـ  .2

lim
|𝑥|→+∞

𝑢(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب  أفقي 0

lim
𝑥→−1

𝑢(𝑥) = +∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب  عمودي 1−

 𝒖(𝒙)تعيين إشارة   .3

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0[ ∶ 𝑢(𝑥) > 0 ; 𝑥 ∈ [0;+∞[ ∶ 𝑢(𝑥) ≤ 0 

𝒖(𝒙)بيان أنّ المعادلة   .4 =  ]∞+;𝟐]تقبل حلا وحيدا في المجال   𝟏−

;2]مستمرة ورتيبة على المجال  uالدالة  +∞[   ،𝑢(2) = limو   2−
𝑥→+∞

𝑢(𝑥) = 0       

𝑢(𝑥)منه المعادلة    = ;2]في المجال  تقبل حلا وحيدا  1− +∞[ 

5. 𝑣(𝑥) = 𝑢2(𝑥) 

 vلدالة تعيين مجموعة تعريف ا .أ

𝐷𝑣 = 𝐷𝑢 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1;+∞[ 

 :  𝒖′(𝒙)و  𝒖(𝒙)بدلالة  𝒗′(𝒙)كتابة  .ب

𝑣′(𝑥) = 2𝑢(𝑥). 𝑢′(𝑥) 

  vدراسة تغيرات الدالة 

lim
|𝑥|→+∞

𝑢(𝑥) = 0 ⇒ lim
|𝑥|→+∞

𝑣(𝑥) = 0 

lim
𝑥→−1

𝑢(𝑥) = +∞ ⇒ lim
𝑥→−1

𝑣(𝑥) = +∞ 

 

𝑥 ∈ ]−1; 0[ ∪ ]2;+∞[ ∶ 𝑣′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة  𝑣 متناقصة

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ [0; 2] ∶ 𝑣′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑣 متزايدة 

 vتغيرات الدالة جدول 
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 :  41حل التمرين 

𝑦المستقيم . 1 = limلأن   صحيح:  )fC(مقارب للمنحنى  2
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = 2 

𝑓(𝑥)المعادلة  . 2 = 𝑓(𝑥)لأن    خطأتقبل حلا وحيدا :  0 > 2 

𝑓(𝑥)مجموعة حلول المتراجحة  . 3 > 𝑆هي  0 = ]−∞;−1[ ∪ لأن   صحيح:  ]∞+;1−[

𝑥من أجل كل   ≠ −1  :𝑓(𝑥) > 2 

𝑓(−2)يكون   ]1−;∞−[في المجال  . 4 > 𝑓(𝑥)  عندما يكون𝑥 < لأن  الدالة   صحيح:  2−

f  منه :  ]1−;∞−[المجال  متزايدة على𝑥 < −2 ⇒ 𝑓(𝑥) < 𝑓(−2) 

;𝐴(−3النقطة . 5 𝑓(𝑥)لأن   خطأ:  )fC(لمنحنى تنتمي إلى ا (1 > 2 

 غير متناظر بالنسبة إلى الصفر.  𝐷𝑓لأن   خطأ:  زوجية fالدالة . 6

 
V-  دراسة الدوال العددية 

 :  42حل التمرين 

𝒈(𝒙) = 𝒙 + 𝟐 −
𝟓

𝟐
√𝒙 + 𝟏 ; 𝑫𝒈 = [−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦حساب  .1
𝒙
>
→−𝟏

𝒈(𝒙)−𝟏

𝒙+𝟏
 

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) − 1

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

𝑥 + 1 −
5
2√𝑥 + 1

𝑥 + 1
 

= lim
𝑥
>
→−1

(𝑥 + 1) (1 −
5

2√𝑥 + 1
)

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

1 −
5

2√𝑥 + 1
= −∞  

( ويقبل -1غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات الفاصلة )  𝑔الدالة   تفسير النتيجة بيانيا :

 نصف مماس عمودي. )gC(المنحنى 

 + عند  gحساب نهاية  .2

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2 −
5

2
√𝑥 + 1 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2 −
5

2
√𝑥2 (

1

𝑥
+
1

𝑥2
) = lim

𝑥→+∞
𝑥 + 2 −

5

2
𝑥√(

1

𝑥
+
1

𝑥2
) 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
2

𝑥
−
5

2
√
1

𝑥
+
1

𝑥2
)  = +∞  
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𝒙√𝟒تعيين حلول المتراجحة :  .3 + 𝟏 − 𝟓 ≥ 𝟎 

4√𝑥 + 1 − 5 ≥ 0 ⇒ √𝑥 + 1 ≥
5

4
⇒ 𝑥 + 1 ≥

25

16
⇒ 𝑥 ≥

9

16

⇒ 𝑆 = [
9

16
;+∞[   

  𝒈دراسة اتجاه تغيرّ الدالة  .4

𝑔′(𝑥) = 1 −
5

4√𝑥 + 1
=
4√𝑥 + 1 − 5

4√𝑥 + 1
 

هي نفس إشارة البسط ، و حسب السؤال   𝑔′(𝑥)بما أن  المقام موجب دوما ، فإن  إشارة 

 :  السابق نستنتج أن 

𝑥 ∈ [−1;
9

16
[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   𝑔(𝑥) متناقصة

𝑥 ∈ [
9

16
;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  𝑔(𝑥) متزايدة 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 

 3عند النقطة ذات الفاصلة  (∆)كتابة معادلة المماس  .5

(∆) ∶  𝑦 = 𝑔′(3)(𝑥 − 3) + 𝑔(3) =
3

8
(𝑥 − 3) ⇒ 𝑦 =

3

8
𝑥 −

9

8
 

 )∆(المماس و ( fCإنشاء المنحنى ) .6
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7. 𝒉(𝒙) = 𝟓 − |𝒙 − 𝟑| −
𝟓

𝟐
√𝟒 − |𝒙 − 𝟑| 

𝑫𝒉بيان أنّ  -أ = [−𝟏; 𝟕] 

𝐷ℎ = {𝑥 ;  4 − |𝑥 − 3| ≥ 0} 

4 − |𝑥 − 3| ≥ 0 ⇒  |𝑥 − 3| ≤ 4 ⇒  −4 ≤ 𝑥 − 3 ≤ 4 

⇒ −1 ≤ 𝑥 ≤ 7 ⇒ 𝐷ℎ = [−1; 7]  

𝒙بيان أنّ المستقيم :  -ب =  ( hCمحور تناظر للمنحنى ) 𝟑

𝑥 = }يعني:   (hC)محور تناظر للمنحنى  3
𝑥 ∈ 𝐷ℎ ⇒ (6 − 𝑥) ∈ 𝐷ℎ 

ℎ(6 − 𝑥) = ℎ(𝑥)
 

𝑥 ∈ 𝐷ℎ ⇒  −1 ≤ 𝑥 ≤ 7 ⇒  −7 ≤ −𝑥 ≤ 1 ⇒  −1 ≤ 6 − 𝑥 ≤ 7 ⇒ 6 − 𝑥

∈ 𝐷ℎ 

ℎ(6 − 𝑥) = 5 − |6 − 𝑥 − 3| −
5

2
√4 − |6 − 𝑥 − 3| 

ℎ(6 − 𝑥) = 5 − |3 − 𝑥| −
5

2
√4 − |3 − 𝑥| 

ℎ(6 − 𝑥) = 5 − |𝑥 − 3| −
5

2
√4 − |𝑥 − 3| = ℎ(𝑥) 

𝒙حيث  xبيان أنّ من أجل كل عدد حقيقي   -ج ∈ [−𝟏; 𝟑]  :𝒉(𝒙) = 𝒈(𝒙) 

𝑥 ∈ [−1; 3] ⇒ 𝑥 − 3 < 0 ⇒ |𝑥 − 3| = −𝑥 + 3 

⇒ ℎ(𝑥) = 5 − (−𝑥 + 3) −
5

2
√4 − (−𝑥 + 3)  

⇒ ℎ(𝑥) = 𝑥 + 2 −
5

2
√𝑥 + 1 ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥)  

 (  hCاستنتاج رسم المنحنى ) - د
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  : 43حل التمرين 

 -I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟓 ; 𝑫𝒈 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦حساب  -1
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 5 = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 5 = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞ 

 gدراسة تغيرات الدالة  -2

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3 = 3(𝑥2 − 2𝑥 + 1) = 3(𝑥 − 1)2 

𝑔′(𝑥) ≥  𝑔 متزايدة  تماما  على  ℝمنه  0

 α   2 ; 3 ، حيث  αتقبل حلا وحيدا  g (x) = 0بيان أن المعادلة  -3

𝑔(2) = −3     ،𝑔(3) = المجال    gالدالة  .    4 على  ورتيبة  ،     2 ; 3 مستمرة 

𝑔(2) × 𝑔(3) <   2 ; 3 على المجال αتقبل حلا وحيدا  g (x) = 0المعادلة منه  0

 g(x)استنتاج إشارة  -4

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ; 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

 -II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑−𝟑𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟏

(𝒙−𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ− {𝟏}  

 على أطراف مجال تعريفها  fحساب نهاية الدالة  -1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞ 

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2
→ 2
→ 0+

= +∞ 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2
→ 2
→ 0+

= +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞ 

ℝمن  xبيان أن ه من أجل كل عدد حقيقي  -2 − {1}   :𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑥−1)3
 

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥2 − 6𝑥 + 3)(𝑥 − 1)2 − 2(𝑥 − 1)(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥 − 1)[(3𝑥2 − 6𝑥 + 3)(𝑥 − 1) − 2(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1)]

(𝑥 − 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 5

(𝑥 − 1)3
⇒ 𝑓′(𝑥) =

𝑔(𝑥)

(𝑥 − 1)3
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0 

𝑓(𝛼) 

0 

0 

0 

   fاستنتاج اتجاه تغير الدالة  -3

𝑥 −∞                1                        𝛼              + ∞ 

𝑔(𝑥) − − + 

𝑥 − 1 − + + 

𝑓′(𝑥) + − + 

 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  𝑓 متزايدة 

𝑥 ∈ ]1; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  𝑓 متناقصة

   fجدول تغيرات الدالة 

𝑥 −∞                1                        𝛼              + ∞ 

𝑓′(𝑥) + − + 

 

𝑓(𝑥) 

 

+∞ 

 

−∞ 

+∞ 

 

 

+∞ 

 

ℝمن   xبيان أنّه من أجل كل عدد حقيقي  -4 − {𝟏}  :𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟏 +
𝟐

(𝒙−𝟏)𝟐
 

𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2
=
(𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1) + 2

(𝑥 − 1)2
 

𝑓(𝑥) =
(𝑥 − 1)3 + 2

(𝑥 − 1)2
=
(𝑥 − 1)3

(𝑥 − 1)2
+

2

(𝑥 − 1)2
= 𝑥 − 1 +

2

(𝑥 − 1)2
 

المعادلة :    )Δ(بيان أن المستقيم   • 𝒚ذي  = 𝒙 −   )fC(مقارب مائل للمنحنى    𝟏
 ∞+و  ∞−بجوار 

lim
|𝑥|→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = lim
|𝑥|→+∞

2

(𝑥 − 1)2
= 0 

𝑦ذي المعادلة   )Δ(المستقيم منه  = 𝑥 −  ∞+ و ∞−بجوار   )fC( لـمقارب مائل  1

 )Δ(للمستقيم بالنسبة  C)f(دراسة وضعية المنحنى  •

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) =
2

(𝑥 − 1)2
 

𝑓(𝑥)بما أن   − (𝑥 − 1) >  )Δ(لمستقيم ا فوق  C)f(المنحنى ، فإن   0

 f(C(المنحنى و  )Δ(رسم المستقيم  -5
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 : 44حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙+𝟐

(𝒙+𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏}  

   fحساب النهايات للدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

3

𝑥
= 0 

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
→ −1
→ 0+

= −∞ 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
→ −1
→ 0+

= −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

3

𝑥
= 0 

 تفسير النتائج هندسيا : 

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب  أفقي 0

lim
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب  عمودي 1−

(Δ) 

)fC( 
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  fدراسة اتجاه تغيرّ الدالة  .2

𝑓′(𝑥) =
3(𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(3𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥 + 1)[3(𝑥 + 1) − 2(3𝑥 + 2)]

(𝑥 + 1)4
=
−3𝑥 − 1

(𝑥 + 1)3
 

 

 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−
1

3
;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]−1;−
1

3
] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

 𝒇جدول تغيرّات الدالة 

 
 

 مع حاملي المحورين ( Cf)تعيين تقاطع  .3

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −
2

3
 ;  𝑓(0) = 2  

−)يقطع محور الفواصل عند النقطة    ( Cf)المنحنى  
2

3
; يقطع محور التراتيب عند ، و  (0

;0)النقطة  2) 

,𝑨(−𝟏و الذي يشمل النقطة  ( Cf)بة معادلة المماس لـ اكت .4 𝟑) 

;𝑀(𝑥0لتكن  𝑓(𝑥0))  النقطة التي يقبل عندها المنحنى(Cf ) يشمل النقطة    امماس𝐴 

𝒚 = 𝑓′(𝑥0)(𝒙 − 𝑥0) + 𝑓(𝑥0) ⇒ 𝟑 =
−3𝑥0 − 1

(𝑥0 + 1)3
(−𝟏 − 𝑥0) +

3𝑥0 + 2

(𝑥0 + 1)2
 

⇒ 3 =
6𝑥0 + 3

(𝑥0 + 1)2
⇒ 3(𝑥0 + 1)

2 = 6𝑥0 + 3 ⇒ 𝑥0
2 = 0 ⇒ 𝑥0 = 0 

⇒ 𝑀(0; 2) ⇒ 𝑦 = −𝑥 + 2  
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 ( Cf)رسم المنحنى  .5

 

𝒎𝒙𝟐عدد حلول المعادلة :  دراسة  .6 + (𝟐𝒎− 𝟑)𝒙 +𝒎− 𝟐 = 𝟎 

𝑚𝑥2 + (2𝑚 − 3)𝑥 + 𝑚 − 2 = 0 ⇒ 𝑚𝑥2 + 2𝑚𝑥 − 3𝑥 +𝑚 − 2 = 0 

⇒ 𝑚(𝑥2 + 2𝑥 + 1) = 3𝑥 + 2 ⇒ 𝑚 =
3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
⇒ 𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦ندرس تقاطع المستقيم ذي المعادلة  = 𝑚  المنحنى مع(Cf ) 

• 𝑚 ∈ ]−∞;  : المعادلة تقبل حلين متمايزين  ]0

• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا وحيدا 0

• 𝑚 ∈ ]0;
9

4
 : المعادلة تقبل حلين متمايزين  ]

• 𝑚 =
9

4
 : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 

• 𝑚 ∈ ]
9

4
;  : المعادلة لا تقبل حلولا ]∞+

 

 
 : 45حل التمرين 

-I مع التبرير :  أبصحيح أم خط  الإجابة 

𝑓(𝑥)معادلة المماس للتمثيل البياني للدالة   .1 = √𝑥2 + هي:   1عند النقطة ذات الفاصلة    3

𝑦 =
1

2
𝑥 +

3

2
 ( صحيح) 

𝑓′(𝑥) =
𝑥

√𝑥2 + 3
 ; 𝑓′(1) =

1

2
 ; 𝑓(1) = 2 ; 𝑦 =

1

2
(𝑥 − 1) + 2 =

1

2
𝑥 +

3

2
 

2. lim
𝑥→𝜋

sin𝑥

𝑥−𝜋
=  ( خطأ ) 1



 
225 

 

lim
𝑥→𝜋

sin 𝑥

𝑥 − 𝜋
= lim
𝑥→𝜋

sin 𝑥 − sin 𝜋

𝑥 − 𝜋
= 𝑠𝑖𝑛′(𝜋) = cos(𝜋) = −1  

𝑢(𝑥)الدالة   .3 = 𝑒|𝑥|  ( خطأ) 0قابلة للاشتقاق عند 

lim
𝑥
<
→0

𝑢(𝑥) − 𝑢(0)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

𝑒−𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑋
>
→0

−
𝑒𝑋 − 1

𝑋
= −1  (𝑋 = −𝑥) 

lim
𝑥
>
→0

𝑢(𝑥) − 𝑢(0)

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1  

-II f   فة على 𝑓(𝑥)بـ:  ∗ℝالدالة المعر  =
cos𝑥

𝑥2
+ 𝑥 + 1  

1. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) )هي : أ+∞  

−1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⇒ −
1

𝑥2
≤
cos 𝑥

𝑥2
≤
1

𝑥2
⇒ lim

𝑥→+∞

cos 𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑦أ(  ( معادلته :∆مستقيما مقاربا ) fيقبل منحنى الدالة  .2 = 𝑥 + 1   

lim
𝑥→+∞

cos 𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ (∆): 𝑦 = 𝑥 +  مستقيم مقارب  مائل 1

 

 
 

 : 46حل التمرين 

𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟑| −
𝟐

𝒙−𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {𝟏}   

𝒙𝟎عند  fقابلة الاشتقاق للدالة دراسة  .1 = 𝟑  

lim
<
𝑥→3

𝑓(𝑥) − 𝑓(3)

𝑥 − 3
= lim

<
𝑥→3

−𝑥 + 3 −
2

𝑥 − 1 + 1

𝑥 − 3
= lim

<
𝑥→3

(−𝑥 + 4)(𝑥 − 1) − 2

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
 

= lim
<
𝑥→3

−𝑥2 + 5𝑥 − 6

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
= lim

<
𝑥→3

(𝑥 − 3)(−𝑥 + 2)

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
= lim

<
𝑥→3

−𝑥 + 2

𝑥 − 1
= −

1

2
 

lim
>
𝑥→3

𝑓(𝑥) − 𝑓(3)

𝑥 − 3
= lim

>
𝑥→3

𝑥 − 3 −
2

𝑥 − 1 + 1

𝑥 − 3
= lim

>
𝑥→3

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) − 2

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
 

= lim
>
𝑥→3

𝑥2 − 3𝑥

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
= lim

>
𝑥→3

𝑥(𝑥 − 3)

(𝑥 − 3)(𝑥 − 1)
= lim

>
𝑥→3

𝑥

𝑥 − 1
=
3

2
 

lim
<
𝑥→3

𝑓(𝑥)−𝑓(3)

𝑥−3
≠ lim

>
𝑥→3

𝑓(𝑥)−𝑓(3)

𝑥−3
𝑥0غير قابلة للاشتقاق عند  𝑓، منه الدالة    = 3 

 )نقطة زاوية( 3يقبل نصفي مماسين عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(أن  المنحنى ستنتج ن
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 fدراسة تغيرات الدالة  .2

{
𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 −

2

𝑥 − 1
 ; 𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]1; 3[

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3 −
2

𝑥 − 1
 ; 𝑥 ∈ [3;+∞[

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 3 −
2

𝑥 − 1
= +∞ 

lim
<
𝑥→1

𝑓(𝑥) = lim
<
𝑥→1

−𝑥 + 3 −
2

𝑥 − 1
= +∞ 

lim
>
𝑥→1

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→1

−𝑥 + 3 −
2

𝑥 − 1
= −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 3 −
2

𝑥 − 1
= +∞ 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]1; 3[: 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 −
2

𝑥 − 1
 

𝑓′(𝑥) = −1 +
2

(𝑥 − 1)2
=
−(𝑥 − 1)2 + 2

(𝑥 − 1)2
=
−𝑥2 + 2𝑥 + 1

(𝑥 − 1)2
 

−𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 − 𝑥 أو 2√ = 1 + √2 

𝑥 ∈ ]−∞; 1 − √2[ ∪ ]1 + √2; 3[ ∶  𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]1 − √2; 1[ ∪ ]1; 1 + √2[ ∶  𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

𝑥 ∈ [3; +∞[: 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3 −
2

𝑥 − 1
 

𝑓′(𝑥) = 1 +
2

(𝑥 − 1)2
=
(𝑥 − 1)2 + 2

(𝑥 − 1)2
=
𝑥2 − 2𝑥 + 3

(𝑥 − 1)2
 

𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة  على  المجال  ]∞+;3]
 

 𝒇جدول تغيرات الدالة 

 

𝑓(1 − √2) ≈ 4,8 ;  𝑓(1 + √2) ≈ −0,8 
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𝒚معادلتيهما   (′∆)و  (∆)يقبل مستقيمين مقاربين  مائلين   )fC(إثبات أنّ  .3 = 𝒙 − 𝟑  

𝒚و  = −𝒙 + 𝟑 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 3) = lim
𝑥→−∞

−
2

𝑥 − 1
= 0 

:(′∆)  مقاربا مائلا  مستقيما )fC(يقبل المنحنى   𝑦 = −𝑥 +  (∞−)بجوار  3

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 3) = lim
𝑥→+∞

−
2

𝑥 − 1
= 0 

:(∆)  مقاربا مائلا  مستقيما )fC(يقبل المنحنى   𝑦 = 𝑥 −  (∞+)بجوار  3

 )fC( و  (′∆)،  (∆)انشاء   .4

 

𝟐مناقشة عدد و إشارة حلول المعادلة :   .5 +
𝟐−𝒎𝒙+𝒎

𝒙−𝟏
= √𝒙𝟐 − 𝟔𝒙 + 𝟗 

2 +
2 −𝑚𝑥 +𝑚

𝑥 − 1
= √𝑥2 − 6𝑥 + 9 ⇒ 2 +

2 −𝑚(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= √(𝑥 − 3)2 

⇒ 2 +
2

𝑥 − 1
−𝑚 = |𝑥 − 3| ⇒ 2 −𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة   )fC(المنحنى ندرس تقاطع  = 2 −𝑚 

2 −𝑚 < −1 ⇒ 𝑚 > 3 ∶  المعادلة  تقبل  حلا وحيدا موجبا 

2 −𝑚 = −1 ⇒ 𝑚 = 3 ∶  المعادلة  تقبل  حلين موجبين 

−1 < 2 −𝑚 < 2 − 2√2 ⇒ 2√2 < 𝑚 < 3 ∶  المعادلة  تقبل  3 حلول موجبة 

2 −𝑚 = 2 − 2√2 ⇒ 𝑚 = 2√2 ∶  المعادلة  تقبل  حلين موجبين 

2 − 2√2 < 2 −𝑚 < 2 + 2√2 ⇒ −2√2 < 𝑚 < 2√2 ∶  المعادلة تقبل حلا وحيدا  موجبا

2 −𝑚 = 2 + 2√2 ⇒ 𝑚 = −2√2 ∶  المعادلة  تقبل  حلين مختلفين  في الإشارة

(Δ) 

)fC( 

(Δ') 
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2 + 2√2 < 2 −𝑚 < 5 ⇒ −3 < 𝑚 < −2√2 ∶  المعادلة تقبل حلا موجبا وحلين سالبين 

2 −𝑚 = 5 ⇒ 𝑚 = −3 ∶  المعادلة  تقبل  حلا موجبا  وثانيا  سالبا وثالثا  معدوما 

2 −𝑚 > 5 ⇒ 𝑚 < −3 ∶  المعادلة  تقبل  حلا سالبا وحلين موجبين 

 
 : 47حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
|𝒙𝟐−𝟑𝒙|

𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏}   

 دون رمز القيمة المطلقة fكتابة الدالة  .1

𝑥2 − 3𝑥 = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 − 3) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = 3 

{
 

 𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 3𝑥

𝑥 + 1
 ;  𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0] ∪ [3;+∞[

𝑓(𝑥) =
−𝑥2 + 3𝑥

𝑥 + 1
 ;  𝑥 ∈ ]0; 3[

 

𝒇(𝒙)على الشكل:  fالدالة بيان أنّه يمكن كتابة  .2 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝒙+𝟏
 في كل حالة  

𝑥2 − 3𝑥 𝑥 + 1   −𝑥2 + 3𝑥 𝑥 + 1 

−𝑥2 − 𝑥 𝑥 − 4   𝑥2 + 𝑥 −𝑥 + 4 
−4𝑥    4𝑥  
4𝑥 + 4    -4𝑥 − 4  
+4    −4  

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
                                            𝑓(𝑥) = −𝑥 + 4 −

4

𝑥 + 1
 

𝐥𝐢𝐦حساب   .3
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
  

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑥² − 3𝑥

𝑥(𝑥 + 1)
= lim
𝑥→0−

𝑥(𝑥 − 3)

𝑥(𝑥 + 1)
= −3  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0+

−𝑥2 + 3𝑥

𝑥(𝑥 + 1)
= lim
𝑥→0−

𝑥(−𝑥 + 3)

𝑥(𝑥 + 1)
= 3  

   (C)المنحنى ويقبل  0غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات الفاصلة  𝑓أن  الدالة   ستنتجن

 على الترتيب 3و  3−عند هذه النقطة نصفي مماسين ميليهما  

𝐥𝐢𝐦حساب   .4
𝒙→𝟎

𝒇(𝟑+𝒙)

𝒙
𝑿. نضع :  = 𝟑 + 𝒙 

lim
𝑥→0−

𝑓(3 + 𝑥)

𝑥
= lim
𝑋→3−

𝑓(𝑋)

𝑋 − 3
= lim
𝑋→3−

−𝑋2 + 3𝑋

(𝑋 − 3)(𝑋 + 1)
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= lim
𝑋→3−

−𝑋(𝑋 − 3)

(𝑋 − 3)(𝑋 + 1)
= −

3

4
 

lim
𝑥→0+

𝑓(3 + 𝑥)

𝑥
= lim
𝑋→3+

𝑓(𝑋)

𝑋 − 3
= lim
𝑋→3+

𝑋2 − 3𝑋

(𝑋 − 3)(𝑋 + 1)
 

= lim
𝑋→3+

𝑋(𝑋 − 3)

(𝑋 − 3)(𝑋 + 1)
=
3

4
 

عند   (C)المنحنى  ويقبل    3غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات الفاصلة    𝑓أن  الدالة    ستنتجن

−هذه النقطة نصفي مماسين ميليهما 
3

4
و  

3

4
 على الترتيب 

  fالدالة دراسة تغيرات  .5

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
= −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
= +∞ 

lim
<

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
<

𝑥→−1

𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
= −∞ 

lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
= +∞ 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0] ∪ [3;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 +
4

𝑥 + 1
  

 𝑓′(𝑥) = 1 −
4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 1)2 − 4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)

(𝑥 + 1)2
 

 

𝑥 ∈ ]0; 3[ ∶ 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 4 −
4

𝑥 + 1
 

 𝑓′(𝑥) = −1 +
4

(𝑥 + 1)2
=
4 − (𝑥 + 1)2

(𝑥 + 1)2
= −

(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)

(𝑥 + 1)2
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 𝒇جدول تغيرات الدالة 

 
 (C)تعيين المستقيمات المقاربة للمنحنى  .6

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 4) = lim
𝑥→−∞

4

𝑥 + 1
= 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥 −  مستقيم مقارب  مائل  4

lim
<

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = +∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب  عمودي 1−

 و المستقيمات المقاربة  (C)انشاء المنحنى  .7

 

𝒙𝟐|عدد حلول المعادلة:   mمناقشة بيانيا حسب قيم الوسيط  .8 − 𝟑𝒙| = 𝒎(𝒙 + 𝟏) 

|𝑥2 − 3𝑥| = 𝑚(𝑥 + 1) ⇒ 𝑚 =
|𝑥2 − 3𝑥|

𝑥 + 1
⇒ 𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة   (C)المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑚 
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• 𝑚 <  : المعادلة تقبل حلين  9−

• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 9−

• −9 < 𝑚 <  : المعادلة لا تقبل حلولا 0

• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلين  0

• 0 < 𝑚 <  : المعادلة تقبل أربعة حلول  1

• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلين متمايزين وحلا مضاعفا 1

• 𝑚 >  : المعادلة تقبل حلين  1

 

 
 : 48حل التمرين 

1. 𝒇(𝒙) = 𝒙√𝟒 − 𝒙𝟐 ; 𝑫𝒇 = [−𝟐; 𝟐]  

𝐥𝐢𝐦حساب   .أ
>

𝒙→−𝟐

𝒇(𝒙)−𝒇(−𝟐)

𝒙+𝟐
𝐥𝐢𝐦و  

<
𝒙→𝟐

𝒇(𝒙)−𝒇(−𝟐)

𝒙+𝟐
  

lim
>

𝑥→−2

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
= lim

>
𝑥→−2

𝑥√4 − 𝑥2

𝑥 + 2
= lim

>
𝑥→−2

𝑥(4 − 𝑥2)

(𝑥 + 2)√4 − 𝑥2
 

= lim
>

𝑥→−2

𝑥(2 − 𝑥)

√4 − 𝑥2
→ −8
→ 0+

= −∞  

lim
<
𝑥→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim

<
𝑥→2

𝑥√4 − 𝑥2

𝑥 − 2
= lim

<
𝑥→2

𝑥(4 − 𝑥2)

(𝑥 − 2)√4 − 𝑥2
 

= lim
<
𝑥→2

−𝑥(2 + 𝑥)

√4 − 𝑥2
→ −8
→ 0+

= −∞  

، كما يقبل    (2)على يسار و (2−)غير قابلة للاشتقاق على يمين   fأن  الدالة  ستنتج ن 

 (2)و (2−)نصف مماس عند كل من النقطتين ذات الفاصلتين  )fC(المنحنى 

 fدراسة تغيرات الدالة  .ب

𝑓′(𝑥) = √4 − 𝑥2 −
𝑥2

√4 − 𝑥2
=
4 − 2𝑥2

√4 − 𝑥2
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4 − 2𝑥2 = 0 ⇒ 𝑥2 = 2 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 2√− = √2 ;  𝑓(−√2) = −2 ; 𝑓(√2) = 2 

 

 )fC( المنحنىانشاء  .ج

 )انظر الشكل في الأسفل(

 )fC(انطلاقا من  )gC(انشاء  .2

𝑔(𝑥)بما أن   = −𝑓(𝑥)   فإن ،)gC(  نظير)fC(  بالنسبة لمحور الفواصل 

 

𝒈(𝒙)مناقشة عدد و إشارة حلول المعادلة :   .3 = −𝟐𝒎+ 𝟏 

yمع المستقيم ذي المعادلة :   )gC( المنحنىندرس تقاطع   = −2m+ 1 
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• −2𝑚 + 1 < −2 ⇒  −2𝑚 < −3 ⇒ 𝑚 >
3

2
∶  المعادلة لا تقبل حلولا 

• −2𝑚 + 1 = −2 ⇒  −2𝑚 = −3 ⇒ 𝑚 =
3

2
∶   المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا

• −2 < −2𝑚 + 1 < 0 ⇒  −3 < −2𝑚 < −1 ⇒
1

2
< 𝑚 <

3

2
 ∶ 

   المعادلة تقبل حلين موجبين

• −2𝑚 + 1 = 0 ⇒  −2𝑚 = −1 ⇒ 𝑚 =
1

2
 ∶ 

   المعادلة تقبل حلا معدوما وحلين متعاكسين 

• 0 < −2𝑚 + 1 < 2 ⇒  −1 < −2𝑚 < 1 ⇒ −
1

2
< 𝑚 <

1

2
 ∶ 

   المعادلة تقبل حلين سالبين 

• −2𝑚 + 1 = 2 ⇒  −2𝑚 = 1 ⇒ 𝑚 = −
1

2
 ∶   المعادلة تقبل حلا مضاعفا سالبا

• −2𝑚 + 1 > 2 ⇒  −2𝑚 > 1 ⇒ 𝑚 < −
1

2
 ∶  المعادلة لا تقبل حلولا 

 )hC(دالة زوجية ، ثمّ استنتاج انشاء    hبيان أنّ   .4

 :   𝐷ℎمن   𝑥ومن أجل كل عدد حقيقي   ،   0متناظر بالنسبة إلى    𝐷ℎلدينا 

ℎ(−𝑥) = |−𝑥|√4 − (−𝑥)2 = |𝑥|√4 − 𝑥2 = ℎ(𝑥) 

 متناظر بالنسبة لمحور التراتيب. )hC(زوجية، ومنحناها البياني  ℎمنه الدالة  

𝑥من أجل   ∈ [−2; ℎ(𝑥)، لدينا  [0 = 𝑔(𝑥)  منه ،)gC(    و)hC(  متطابقين 

𝑥من أجل   ∈ [0; ℎ(𝑥)، لدينا  [2 = 𝑓(𝑥)  منه ،)fC(    و)hC(  متطابقين 

 )hC(انشاء 
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 : 49حل التمرين 

𝒇(𝒙) =
𝜶𝒙𝟐+𝜷𝒙−𝟏

𝟐𝒙−𝟑
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {

𝟑

𝟐
}  

I-  تعيينα  وβ   حتى يكون(𝑻): 𝒚 = −𝟑𝒙 +  1عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(مماسا لـ  𝟑

𝑓′(𝑥) =
(2𝛼𝑥 + 𝛽)(2𝑥 − 3) − 2(𝛼𝑥2 + 𝛽𝑥 − 1)

(2𝑥 − 3)2
=
2𝛼𝑥2 − 6𝛼𝑥 − 3𝛽 + 2

(2𝑥 − 3)2
 

𝑓′(1) = −4𝛼 − 3𝛽 + 2 

(𝑇): 𝑦 = −3(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −3𝑥 + 3 + 𝑓(1) 

{
𝑓′(1) = −3

𝑓(1) = 0
 ⇒  {

−4𝛼 − 3𝛽 = −5
−𝛼 − 𝛽 = −1

⇒ {
−4𝛼 − 3𝛽 = −5
3𝛼 + 3𝛽 = 3

⇒ {
𝛼 = 2
𝛽 = −1

 

⇒ 𝑓(𝑥) =
2𝑥2 − 𝑥 − 1

2𝑥 − 3
  

 

-II  : 2 = نضعα 1- =و β 

𝒇(𝒙):  حيث   a  ،b  ،cتعيين  .1 = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄

𝟐𝒙−𝟑
 

 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
 

 fدراسة تغيرات الدالة 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
= +∞   

 lim
𝑥
<
→
3
2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→
3
2

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
→ 2
0−

= −∞   

 lim
𝑥
>
→
3
2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→
3
2

𝑥 + 1 +
2

2𝑥 − 3
→ 2
0+

= +∞   

𝑓′(𝑥) = 1 −
4

(2𝑥 − 3)2
=
(2𝑥 − 3)2 − 4

(2𝑥 − 3)2
=
(2𝑥 − 1)(2𝑥 − 5)

(2𝑥 − 3)2
 

𝑥 ∈ ]−∞;
1

2
] ∪ [

5

2
;+∞[ : 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]
1

2
;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;
5

2
[ : 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة 

2𝑥2 − 𝑥 − 1 2𝑥 − 3 

−2𝑥2 + 3𝑥 𝑥 + 1 

2𝑥 − 1  

−2𝑥 + 3  

2  
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 : 𝒇جدول تغيّرات الدالة  

 
𝒚معادلته  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )fC(إثبات أنّ  .2 = 𝒙 + 𝟏 

lim
|𝑥|→+∞

2

2𝑥 − 3
= 0 ⟹ (∆): 𝑦 = 𝑥 +   مستقيم  مقارب  مائل 1

 (∆)بالنسبة لـ  )fC(دراسة وضعية  .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) =
2

2𝑥 − 3
 ; 𝑥 ∈ ]−∞;

3

2
[ ∶  2𝑥 − 3 < 0 ⟹   (𝐶𝑓) تحت  (∆)

       𝑥 ∈ ]
3

2
;+∞[ ∶  2𝑥 − 3 > 0 ⟹  (𝐶𝑓) فوق  (∆)

 يقبل كمركز تناظر له نقطة تقاطع المستقيمين المقاربين   )fC(إثبات أنّ  .4

(∆) ∩ (𝐷) = 𝑤(𝑥; 𝑦) ⇒  {
𝑥 =

3

2
𝑦 = 𝑥 + 1

⟹ {
𝑥 =

3

2

𝑦 =
5

2

⟹ 𝑤 (
3

2
;
5

2
)  

(𝐶𝑓) مركز تناظر لـ 𝑤 (
3

2
;
5

2
) ⇒ {

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 3 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓

𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 5
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ≠
3

2
 ⇒ −𝑥 ≠ −

3

2
 ⇒ 3 − 𝑥 ≠

3

2
 ⇒ 3 − 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 3 − 𝑥 + 1 +
2

2(3 − 𝑥) − 3
+ 𝑥 + 1 +

2

2𝑥 − 3

= 5 +
2

2𝑥 − 3
−

2

2𝑥 − 3
= 5 

𝑤منه النقطة  (
3

2
;
5

2
 )fC(مركز تناظر لـ  (

 ( 3-معامل توجيه كل منهما هو ) )fC(إثبات وجود مماسين لـ  .5

𝑓′(𝑥) = −3 ⇒ 1 −
4

(2𝑥 − 3)2
= −3 ⇒

1

(2𝑥 − 3)2
= 1 ⇒ (2𝑥 − 3)2 = 1  

⇒ (2𝑥 − 2)(2𝑥 − 4) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 2 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −3(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 3   

 (𝑇′): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −3(𝑥 − 2) + 5 ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 11    
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 والمماسين  )fC( المنحنىانشاء  .6

 
 

𝒚ذي المعادلة    (𝒎∆)مع المستقيم    )fC(مناقشة عدد نقط تقاطع   .7 = −𝟑𝒙 +𝒎 

• 𝑚 ∈ ]−∞;3[ ∪ ]11;+∞[   :(∆𝑚)    يقطع)fC(   في نقطتين 

• 𝑚 ∈ {3; 11}   :(∆𝑚)    يمس  )fC(   في نقطة 

• 𝑚 ∈ ]3; 11[   :(∆𝑚)    يقطع  لا)fC(   

-III 𝒈(𝒙) =
𝟐𝒙𝟐−|𝒙|−𝟏

𝟐|𝒙|−𝟑
  

 دالة زوجية 𝒈إثبات أنّ  .1

2|𝑥| − 3 = 0 ⇒ |𝑥| =
3

2
⇒ 𝑥 =

3

2
𝑥 أو  = −

3

2
  

⇒ 𝐷𝑔 = ]−∞;−
3

2
[ ∪ ]−

3

2
;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;+∞[  

  :             𝐷𝑔من   𝑥من أجل كل عدد حقيقي  متناظر بالنسبة إلى الصفر و 𝐷𝑔لدينا 

𝑔(−𝑥) =
2𝑥2−|−𝑥|−1

2|−𝑥|−3
=
2𝑥2−|𝑥|−1

2|𝑥|−3
= 𝑔(𝑥)  ،  منه الدالة𝑔  زوجية 

 )fC(انطلاقا من  )gC(بيان كيفية انشاء  .2

𝑥 ∈ ]0;
3

2
[ ∪ ]

3

2
;+∞[ ∶  |𝑥| = 𝑥 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  
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;0[على المجال  
3

2
[ ∪ ]

3

2
; ا على المجال  )fC(و )gC(يكون المنحنيان   ]∞+ متطابقين ، أم 

]−∞;−
3

2
[ ∪ ]−

3

2
;  ( زوجية 𝑔الدالة  بالتناظر المحوري )لأن   )gC(نرسم  ]0

 )gC(انشاء المنحنى  .3

 

 
 : 50حل التمرين 

-I 𝒇(𝒙) = −𝟏 +
𝒙

√𝒙𝟐+𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ℝ  

  fدراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−1 +
𝑥

√𝑥2 + 1
= lim
𝑥→−∞

−1 +
𝑥

|𝑥|√1 +
1
𝑥2

 

= lim
𝑥→−∞

−1 +
𝑥

−𝑥√1 +
1
𝑥2

= lim
𝑥→−∞

−1 −
1

√1 +
1
𝑥2

= −2  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−1 +
𝑥

√𝑥2 + 1
= lim
𝑥→+∞

−1 +
𝑥

|𝑥|√1 +
1
𝑥2

 

= lim
𝑥→+∞

−1 +
𝑥

𝑥√1 +
1
𝑥2

= lim
𝑥→−∞

−1 +
1

√1 +
1
𝑥2

= 0  
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𝑓′(𝑥) =

√𝑥2 + 1 − 𝑥 (
2𝑥

2√𝑥2 + 1
)

𝑥2 + 1
=

√𝑥2 + 1 −
𝑥2

√𝑥2 + 1
𝑥2 + 1

 

𝑓′(𝑥) =
1

(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1
 

𝑓′(𝑥)بما أن   >  ℝمتزايدة تماما على  𝑓، فإن  الدالة   0
 fتغيرات الدالة جدول 

 

 𝒇(𝒙)استنتاج إشارة  

 سالبة تماما fمن الجدول السابق نستنتج أن  الدالة 

 

 

 )fC(استنتاج المستقيمات المقاربة لـ   .2

:(∆)يقبل مستقيمين مقاربين أفقيين هما :   )fC(المنحنى  𝑦 =         (∞−)بجوار  2−

:(′∆)و  𝑦 =  (∞+)بجوار  0

  ωيقبل نقطة انعطاف  )fC(اثبات أنّ  .3

𝑓′(𝑥) =
1

(𝑥2 + 1)
3
2

⇒ 𝑓′′(𝑥) = −
3𝑥(𝑥2 + 1)

1
2

(𝑥2 + 1)3
= −

3𝑥

(𝑥2 + 1)
5
2

 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 0 ; 𝑓(0) = −1 ⇒ 𝜔(0;−1)  

 0عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  (T)معادلة المماس كتابة  .4

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1  

 )fC(و المنحنى  (T)انشاء المماس  .5
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-II 𝒈(𝒙) = −𝒙 + 𝟐 + √𝒙𝟐 + 𝟏 ;  𝑫𝒈 = ℝ  

𝒈′(𝒙)فإنّ :  ℝمن   xمن أجل كل إثبات أنّه  .1 = 𝒇(𝒙) 

𝑔′(𝑥) = −1 +
2𝑥

2√𝑥2 + 1
= −1 +

𝑥

√𝑥2 + 1
⇒ 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  

 gدراسة تغيرات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 2 + √𝑥2 + 1 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥 + 2 + √𝑥2 + 1 

= lim
𝑥→+∞

(−𝑥 + 2 + √𝑥2 + 1)(−𝑥 + 2 − √𝑥2 + 1)

−𝑥 + 2 − √𝑥2 + 1
 

= lim
𝑥→+∞

(−𝑥 + 2)2 − (𝑥2 + 1)

−𝑥 + 2 − √𝑥2 (1 +
1
𝑥2
)

= lim
𝑥→+∞

−4𝑥 + 3

−𝑥 + 2 − |𝑥|√1 +
1
𝑥2

 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (−4 +
3
𝑥)

𝑥 (−1 +
2
𝑥 −

√1 +
1
𝑥2
)

= lim
𝑥→+∞

−4 +
3
𝑥

−1 +
2
𝑥 −

√1 +
1
𝑥2

= 2  

𝑔′(𝑥)بما أن   = 𝑓(𝑥)  و𝑓(𝑥) <  ℝمتناقصة تماما على  𝑔، فإن  الدالة   0
 

 𝒈تغيرات الدالة جدول 

𝑥 −∞                                 + ∞ 

𝑓′(𝑥) − 

𝑓(𝑥) 
 

+∞ 

2 

 

𝒚معادلته  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )gC(إثبات أنّ  .3 = −𝟐𝒙 + 𝟐 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) − (−2𝑥 + 2) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + √𝑥2 + 1 = lim
𝑥→−∞

−1

𝑥 − √𝑥2 + 1
= 0  

:(∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا   )gC(أن  منه ، نستنتج  𝑦 = −2𝑥 +  (∞−)بجوار   2

 (∆)بالنسبة لـ  )gC(دراسة وضعية  .4

𝑔(𝑥) − (−2𝑥 + 2) = 𝑥 + √𝑥2 + 1 ;  𝑥2 + 1 > 𝑥2 ⇒ √𝑥2 + 1 > |𝑥| 

⇒ 𝑥 + √𝑥2 + 1 > 0 ⇒ 𝑔(𝑥) − (−2𝑥 + 2) > 0 ⇒ (𝐶𝑔) فوق (∆)  
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 )gC(انشاء المنحنى  .5

 
 

 
 : 51حل التمرين 

-I 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟐𝒙−𝟑

(𝒙+𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏}  

 fدراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑥2
= 1   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 − 3

𝑥2 + 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑥2
= 1   

 lim
<

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
<

𝑥→−1

𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
→ −4
→ 0+

= −∞   

lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
→ −4
→ 0+

= −∞   

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥 + 2)(𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(𝑥2 + 2𝑥 − 3)

(𝑥 + 1)4
 

𝑓′(𝑥) =
2(𝑥 + 1)[(𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 2𝑥 − 3)]

(𝑥 + 1)4
=

8

(𝑥 + 1)3
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𝑥 < −1 ⇒ 𝑥 + 1 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 > −1 ⇒ 𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 
 : 𝒇جدول تغيّرات الدالة  

𝑥 −∞                                                       − 1                                             + ∞ 

𝑓′(𝑥) − + 

 

𝑓(𝑥) 

 

1 

 

−∞ 

1 

 

−∞ 

 

 )fC(تعيين المستقيمات المقاربة لـ  .2

𝑥يقبل مستقيما مقاربا عموديا معادلته  )fC(المنحنى  = 𝑦وآخر أفقيا معادلته   1− = 1 

 (T)تعيين معادلة المماس  .3

 ، لدينا : )fC(مماسا لـ  (T)الفاصلة التي يكون عندها  𝑥0لتكن 

𝑓′(𝑥0) = 1 ⇒
8

(𝑥0 + 1)3
= 1 ⇒ (𝑥0 + 1)

3 = 8 ⇒ 𝑥0 + 1 = 2 ⇒ 𝑥0 = 1 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1  

 )انظر الشكل أسفله( : )fC(و (T)انشاء  .4
 

-II 1  تعيين العددين الحقيقيين .α  وβ   حتى يكون𝒇(𝒙) = 𝜶 +
𝜷

(𝒙+𝟏)𝟐
  

𝑓(𝑥) =
𝑥2 + 2𝑥 − 3

(𝑥 + 1)2
=
𝑥2 + 2𝑥 + 1 − 4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 1)2 − 4

(𝑥 + 1)2
 

𝑓(𝑥) = 1 −
4

(𝑥 + 1)2
 ⇒ 𝛼 = 1 ;  𝛽 = −4  

     2 .𝒈(𝒙) =
−𝟒

𝒙𝟐+𝟐𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒈 = ℝ− {−𝟏}   

ℝمن  xمن أجل كل  حتى يكون  γتعيين  • − {−𝟏} :𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) + 𝜸 

𝑔(𝑥) = −
4

(𝑥 + 1)2
⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 1 ⇒ 𝛾 = −1  

 )gC(، ثمّ أنشئ المنحنى  gالدالة استنتاج جدول تغيرات  •

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 1 ⇒ 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) 

 )fC(المنحنى هو صورة  )gC(المنحنى ، و 𝑓لها نفس اتجاه تغي ر الدالة   𝑔منه الدالة  
;𝑣⃗(0بالانسحاب الذي شعاعه   −1) 
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𝒈الدالة جدول تغيرات 

   )gC(انشاء المنحنى 

-III 𝒉(𝒙) = 𝟏 −
𝟒

(𝐬𝐢𝐧𝒙+𝟏)𝟐
 

 hتعيين مجموعة تعريف الدالة  .1

sin 𝑥 + 1 = 0 ⇒ sin 𝑥 = −1 ⇒ sin 𝑥 = sin (
3𝜋

2
) ⇒ {

𝑥 =
3𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

𝑥 = −
𝜋

2
+ 2𝑘𝜋

 

𝐷ℎ = ℝ − {
3𝜋

2
+ 2𝑘𝜋} ; 𝑘 ∈ ℤ  

 و الأخرى يطُلب تعيينها  fكمركب دالتين إحداهما هي  hبيان أنّه يمكن اعتبار الدالة  .2

ℎ(𝑥) = 𝑓𝑜𝑘(𝑥) = 1 −
4

(𝑘(𝑥) + 1)2
= 1 −

4

(sin 𝑥 + 1)2
⇒ 𝑘(𝑥) = sin 𝑥 

−[متزايدة تماما على   hو استنتاج أنّ الدالة  𝒉′(𝒙)حساب   .3
𝝅

𝟐
;
𝝅

𝟐
[ 
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ℎ(𝑥) = 𝑓[𝑠𝑖𝑛(𝑥)] ⇒ ℎ′(𝑥) = 𝑓′[𝑠𝑖𝑛(𝑥)] × 𝑐𝑜𝑠(𝑥) =
8 cos 𝑥

(sin 𝑥 + 1)3
 

𝑥من أجل   ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
cos، لدينا  ] 𝑥 > sinو 0 𝑥 > ℎ′(𝑥)، منه   1− >   hالدالة وتكون  0

−[متزايدة تماما على 
𝜋

2
;
𝜋

2
[. 

 

 
 : 52حل التمرين 

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟑𝒙 − 𝟒 ;𝑫𝒈 = ℝ 

 𝒈دراسة تغيرات الدالة  .5

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 − 3𝑥 − 4 = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 3𝑥 − 4 = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞   

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 = 3(𝑥2 − 1) 

𝑥 ∈ ]−∞;−1] ∪ [1;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ ]−1; 1[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑔 متناقصة 

 𝒈تغيرات الدالة  جدول 

𝑥 −∞                      − 1                                1                       + ∞ 

𝑔′(𝑥) + − + 

𝑔(𝑥) 
 

−∞ 

 +∞ 

 

𝒈(𝒙)بيان أنّ المعادلة  .6 =    α   2 ; 3 ، حيث  αتقبل حلا وحيدا  𝟎

𝑔(2) = −2     ،𝑔(3) = المجال    𝑔الدالة  .    14 على  ورتيبة  ،     2 ; 3 مستمرة 

𝑔(2) × 𝑔(3) < 𝑔(𝑥)المعادلة  منه  0 =   2 ; 3 على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0

 𝟏−𝟏𝟎بالتقريب إلى  αتعيين حصر للعدد  

𝑔(2,5) ≈ 4,13 ;  𝑔(2,25) ≈ 0,64 ;  𝑔(2,2) ≈ 0,05 ;  𝑔(2,1) ≈ −1,04  

2,1من النتائج السابقة ، نستنتج أن  :  < 𝛼 < 2,2 

 𝒈(𝒙)استنتاج إشارة   .7

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ; 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑+𝟐𝒙𝟐

𝒙𝟐−𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ℝ − {−𝟏;𝟏}   

,𝒅تعيين الأعداد الحقيقية  .1 𝒄, 𝒃, 𝒂   : حيث𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙 + 𝒃 +
𝒄𝒙+𝒅

𝒙𝟐−𝟏
 

 

0 

−2 

−6 

0 
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𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 +
𝑥 + 2

𝑥2 − 1
 

 

𝒙بيان أنّ من أجل كل   .2 ∈ 𝑫𝒇 :𝒇′(𝒙) =
𝒙𝒈(𝒙)

(𝒙𝟐−𝟏)
𝟐  

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥2 + 4𝑥)(𝑥2 − 1) − 2𝑥(𝑥3 + 2𝑥2)

(𝑥2 − 1)2
 

=
𝑥[(3𝑥 + 4)(𝑥2 − 1) − 2(𝑥3 + 2𝑥2)]

(𝑥2 − 1)2
=
𝑥(𝑥3 − 3𝑥 − 4)

(𝑥2 − 1)2
=

𝑥𝑔(𝑥)

(𝑥2 − 1)2
 

 fجدول تغيرات الدالة 

 
 

𝒇(𝜶)بيان أنّ:   .3 =
𝟑𝜶+𝟒

𝟐
  

𝑔(𝛼) = 𝛼3 − 3𝛼 − 4 = 0 ⇒ 𝛼3 = 3𝛼 + 4 

𝑓(𝛼) =
𝛼3 + 2𝛼2

𝛼2 − 1
=
𝛼3 (1 +

2
𝛼)

𝛼3

𝛼 − 1
=
(3𝛼 + 4) (1 +

2
𝛼)

3𝛼 + 4
𝛼 − 1

=
3𝛼2 + 10𝛼 + 8

2𝛼 + 4
 

𝑓(𝛼) =
(𝛼 + 2)(3𝛼 + 4)

2(𝛼 + 2)
=
3𝛼 + 4

2
 

 𝒇(𝜶)تعيين حصر لـ  

2,1 < 𝛼 < 2,2 ⇒ 6,3 < 3𝛼 < 6,6 ⇒ 10,3 < 3𝛼 + 4 < 10,6 

⇒
10,3

2
<
3𝛼 + 4

2
<
10,6

2
⇒ 5,15 < 𝑓(𝛼) < 5,3  

-III   

  (∆)مستقيم مقارب مائل   )fC(برهان أنّ للمنحنى  .1

lim
|𝑥|→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2)] = lim
|𝑥|→+∞

𝑥 + 2

𝑥2 − 1
= lim
|𝑥|→+∞

1

𝑥
= 0 

𝑦ذي المعادلة   )Δ(منه المستقيم  = 𝑥 +    )fC(مقارب مائل لـ  1

𝑥3 + 2𝑥2 𝑥2 − 1 

−𝑥3 + 𝑥 𝑥 + 2 

2𝑥2 + 𝑥  

−2𝑥2 + 2  

𝑥 + 2  
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  (∆)بالنسبة إلى المستقيم   )fC(دراسة وضعية  .2

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2) =
𝑥 + 2

𝑥2 − 1
 

 
 

𝑥من أجل   ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]−1;  (∆)المستقيم تحت  )fC(: المنحنى  ]1

𝑥من أجل   ∈ ]−2;−1[ ∪  (∆)المستقيم فوق  )fC(: المنحنى  ]∞+;1[

  (∆)يوازيان   (′𝑫)و  (𝑫)مماسين  )fC(برهان أنّ للمنحنى  .3

(𝐷) ∥ (𝐷′) ∥ (∆) ⇒ 𝑓′(𝑥) = 1 ⇒
𝑥(𝑥3 − 3𝑥 − 4)

(𝑥2 − 1)2
= 1 

⇒ 𝑥4 − 3𝑥2 − 4𝑥 = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 ⇒ 𝑥2 + 4𝑥 + 1 = 0 

⇒ 𝑥 = −2 − 𝑥 أو 3√ = −2 + √3 

(𝐷): 𝑦 = 𝑓′(−2 − √3)(𝑥 + 2 + √3) + 𝑓(−2 − √3) ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1 +
√3

2
 

(𝐷′): 𝑦 = 𝑓′(−2 + √3)(𝑥 + 2 − √3) + 𝑓(−2 + √3) ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1 −
√3

2
 

 )fC(و (∆)،  (′𝑫)،  (𝑫)انشاء   .4
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𝒙𝟑عدد وإشارة حلول المعادلة: مناقشة  .5 −𝒎𝒙𝟐 +𝒎+ 𝟐 = 𝟎 

𝑥3 −𝑚𝑥2 +𝑚 + 2 = 0 ⇒ 𝑚(𝑥2 − 1) = 𝑥3 + 2 ⇒ 𝑚 =
𝑥3 + 2

𝑥2 − 1
 

⇒ 𝑚 + 2 =
𝑥3 + 2

𝑥2 − 1
+ 2 ⇒ 𝑚 + 2 =

𝑥3 + 2𝑥2

𝑥2 − 1
⇒ 𝑚 + 2 = 𝑓(𝑥) 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة :   )fC(لمنحنى اندرس تقاطع  = 𝑚 + 2 

𝑚 + 2 < 𝑚أي  0 <  : المعادلة تقبل حلا موجبا وحلين سالبين 2−

𝑚 + 2 = 𝑚أي  0 =  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا معدوما وآخر سالبا  2−

0 < 𝑚 + 2 < 𝑓(𝛼)  2−أي < 𝑚 < 𝑓(𝛼) –  : المعادلة تقبل حلا سالبا 2

𝑚 + 2 = 𝑓(𝛼)  أي𝑚 = 𝑓(𝛼) −  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا وحلا سالبا  2

𝑚 + 2 > 𝑓(𝛼)  أي𝑚 > 𝑓(𝛼) −  : المعادلة تقبل حلين موجبين وحلا سالبا 2

 

 
 : 53حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙√
𝟏 − 𝒙

𝒙 + 𝟏
 

  fتعيين مجموعة تعريف الدالة  .1

𝐷𝑓 = {𝑥 ∈ ℝ ;  
1 − 𝑥

𝑥 + 1
≥ 𝑥 و 0 + 1 ≠ 0} 

𝑥 −∞                   − 1                          1                   + ∞ 

1 − 𝑥 + + − 

𝑥 + 1 − + + 

1 − 𝑥

𝑥 + 1
 − + − 

𝐷𝑓 = ]−1; 1] 

 fدراسة تغيرات الدالة 

lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥√
1 − 𝑥

𝑥 + 1
→ 2
→ 0+

= −∞  (
lim
>

𝑥→−1

1 − 𝑥

𝑥 + 1
= +∞

lim
𝑥→+∞

√𝑥 = +∞
) ;  𝑓(1) = 0 

𝑓′(𝑥) = √
1 − 𝑥

𝑥 + 1
−

2𝑥
(𝑥 + 1)2

2√
1 − 𝑥
𝑥 + 1

=

1 − 𝑥
𝑥 + 1 −

𝑥
(𝑥 + 1)2

√1 − 𝑥
𝑥 + 1

=
−𝑥2 − 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)2√
1 − 𝑥
𝑥 + 1

 

0 

0 

0 
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−𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 =
−1 + √5

2
𝑥  أو  =

−1 − √5

2
 (مرفوضة ) 

𝑥 ∈ ]−1;
−1 + √5

2
] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

𝑥 ∈ ]
−1 + √5

2
; 1] ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

 fجدول تغيرات الدالة 

𝑥 −1                                 
−1 + √5

2
                                 1 

𝑓′(𝑥) + − 

𝑓(𝑥) 
 

−∞ 

 

0 

 

𝐥𝐢𝐦حساب   .2
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
  

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

𝑥√
1 − 𝑥
𝑥 + 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

𝑥√1 − 𝑥√
1

𝑥 + 1

√𝑥 − 1
2  

= lim
𝑥→1

𝑥√
1

𝑥 + 1

√1 − 𝑥
= lim
𝑥→1

𝑥

√1 − 𝑥2
→ 1
→ 0+

= +∞  

، ويقبل    1غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات الفاصلة    𝑓الدالة    تفسير النتيجة هندسيا :

 نصف مماس يوازي محور التراتيب  )fC(المنحنى 

 0النقطة ذات الفاصلة كتابة معادلة المماس عند  .3

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = 𝑥  

 انظر الشكل في نهاية التمرين :  fالمنحنى الممثل للدالة  )fC( رسم  .4

5. (𝐸): (𝑥 − 1)𝑥2 + (𝑥 + 1)𝑦2 = 0  

 هي اتحاد منحنيين يطُلب تعيين معادلتيهما (𝑬)بيان أنّ المجموعة  .أ

(𝑥 − 1)𝑥2 + (𝑥 + 1)𝑦2 = 0 ⇒ 𝑦2 = 𝑥2 (
1 − 𝑥

𝑥 + 1
) 

⇒ 𝑦 = 𝑥√
1 − 𝑥

𝑥 + 1
𝑦 أو  = −𝑥√

1 − 𝑥

𝑥 + 1
 

𝑓 (
−1 + √5

2
) 

0 
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𝑔(𝑥)حيث :   )gC(و  )fC(هي اتحاد المنحنيين  (𝐸)المجموعة منه ،  = −𝑥√
1−𝑥

𝑥+1
 

(𝑬)المجموعة  انشاء .ب

 

 
 : 54حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 + √𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 ; 𝑫𝒇 = ]−∞;−𝟒] ∪ [𝟎;+∞[  

   -4و  0دراسة قابلية الاشتقاق عند القيمتين  .1
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lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑥 + √𝑥2 + 4𝑥

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑥 + √𝑥2 (1 +
4
𝑥)

𝑥
 

= lim
>
𝑥→0

𝑥 (1 + √(1 +
4
𝑥))

𝑥
= lim

>
𝑥→0

1 + √(1 +
4

𝑥
) = +∞  

lim
<

𝑥→−4

𝑓(𝑥) − 𝑓(−4)

𝑥 + 4
= lim

<
𝑥→−4

𝑥 + 4 + √𝑥2 + 4𝑥

𝑥 + 4
 

= lim
<

𝑥→−4

(𝑥 + 4 + √𝑥2 + 4𝑥)(𝑥 + 4 − √𝑥2 + 4𝑥)

(𝑥 + 4)(𝑥 + 4 − √𝑥2 + 4𝑥)
 

= lim
<

𝑥→−4

(𝑥 + 4)2 − (𝑥2 + 4𝑥)

(𝑥 + 4)(𝑥 + 4 − √𝑥2 + 4𝑥)
 

= lim
<

𝑥→−4

4(𝑥 + 4)

(𝑥 + 4)(𝑥 + 4 − √𝑥2 + 4𝑥)
= lim

<
𝑥→−4

4

(𝑥 + 4 − √𝑥2 + 4𝑥)
= −∞ 

 تفسير النتيجة هندسيا 

 -4و  0يقبل نصفي مماسين عموديين عند النقطتين ذات الفاصلتين  )fC(المنحنى  

  fدراسة تغيرات الدالة  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥 = lim
𝑥→−∞

(𝑥 + 1)2 − (𝑥2 + 4𝑥)

𝑥 + 1 − √𝑥2 + 4𝑥
 

= lim
𝑥→−∞

−2𝑥 + 1

𝑥 + 1 − √𝑥2 (1 +
4
𝑥)

= lim
𝑥→−∞

−2𝑥 + 1

𝑥 + 1 − (−𝑥)√(1 +
4
𝑥)

 

= lim
𝑥→−∞

𝑥 (−2 +
1
𝑥)

𝑥 [1 +
1
𝑥 +

√(1 +
4
𝑥)]

= lim
𝑥→−∞

−2 +
1
𝑥

1 +
1
𝑥 +

√(1 +
4
𝑥)

= −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥 = +∞  

𝑓′(𝑥) = 1 +
2𝑥 + 4

2√𝑥2 + 4𝑥
= 1 +

𝑥 + 2

√𝑥2 + 4𝑥
=
√𝑥2 + 4𝑥 + 𝑥 + 2

√𝑥2 + 4𝑥
 

√𝑥2 + 4𝑥 + 𝑥 + 2 ≥ 0 ⇒ √𝑥2 + 4𝑥 ≥ −𝑥 − 2 
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𝑥من أجل   ∈ [0; +∞[  ،−𝑥 − 2 < 𝑥: المتراجحة محققة من أجل كل   0 > 0 

𝑥من أجل   ∈ ]−∞;−4]  ،−𝑥 − 2 >  : نحل المتراجحة التالية :  2

√𝑥2 + 4𝑥 ≥ −𝑥 − 2 ⇒ 𝑥2 + 4𝑥 ≥ (−𝑥 − 2)2 

⇒ 𝑥2 + 4𝑥 ≥ 𝑥2 + 4𝑥 + 4 ⇒ 0 ≥  (مستحيل ) 4

𝑥نستنتج أن ه : من أجل   ∈ [0; 𝑓′(𝑥)، فإن    ]∞+ >  دةمتزاي 𝑓، منه الدالة   0

𝑥ومن أجل    ∈ 𝑓′(𝑥)، فإن    [4−;∞−[ <  متناقصة 𝑓، منه الدالة   0

 : 𝑓جدول تغيرات الدالة  

𝑥 −∞                    − 4                            0                    + ∞ 

𝑓′(𝑥) −  + 

𝑓(𝑥) −1 

−3 

 +∞ 

1 

 

𝐥𝐢𝐦حساب   .3
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − (𝟐𝒙 + 𝟑)] 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 3)] = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 4𝑥 − (𝑥 + 2) 

= lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 4𝑥 − (𝑥 + 2) = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 4𝑥) − (𝑥 + 2)2

√𝑥2 + 4𝑥 + (𝑥 + 2)
 

= lim
𝑥→+∞

−4

√𝑥2 + 4𝑥 + (𝑥 + 2)
= 0  

𝑦معادلته :   (∞+)يقبل مستقيما مقاربا مائلا بجوار  )fC(المنحنى نستنتج أن   = 2𝑥 + 3 

 انظر الشكل في نهاية التمرين:  )fC(المنحنى رسم  .4

5. 𝒈(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 − √𝒙𝟐 + 𝟒𝒙 ; 𝑫𝒈 = ]−∞;−𝟒] ∪ [𝟎;+∞[  

 𝝎(−𝟐;−𝟏)متناظران بالنسبة للنقطة  )gC(و   )fC(برهان أنّ المنحنيين  

;𝜔)في المعلم  𝑔(𝑥)و   𝑓(𝑥)عبارتي الدالتين   𝐺(𝑋)و  𝐹(𝑋)لتكن  𝑖; 𝑗) 

{
𝑥 = 𝑋 − 2
𝑦 = 𝑌 − 1

 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥 ⇒ 𝑌 − 1 = 𝑋 − 1 + √(𝑋 − 2)2 + 4(𝑋 − 2) 

⇒ 𝑌 = 𝑋 + √𝑋2 − 4 ⇒ 𝐹(𝑋) = 𝑋 + √𝑋2 − 4  

𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 4𝑥 ⇒ 𝑌 − 1 = 𝑋 − 1 − √(𝑋 − 2)2 + 4(𝑋 − 2) 

⇒ 𝑌 = 𝑋 − √𝑋2 − 4 ⇒ 𝐺(𝑋) = 𝑋 − √𝑋2 − 4  
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𝐹(−𝑋) = −𝑋 + √𝑋2 − 4 = −(𝑋 − √𝑋2 − 4) = −𝐺(𝑋) 

 𝜔(−2;−1)متناظران بالنسبة للنقطة  )gC(و   )fC(أن  المنحنيين منه ، نستنتج 

  (Γمجموعة )التعيين  .6

𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝛤) ⇒ 𝑦2 − 2𝑦(𝑥 + 1) − 2𝑥 + 1 = 0 

∆′= (𝑥 + 1)2 − (−2𝑥 + 1) = 𝑥2 + 4𝑥 

𝑦 = 𝑥 + 1 − √𝑥2 + 4𝑥 = 𝑔(𝑥) أو 𝑦 = 𝑥 + 1 + √𝑥2 + 4𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 )gC(و   )fC(المنحنيين هي اتحاد  (Γمجموعة )ال
 ( Γ)انشاء المجموعة  .7

 
 

 
 : 55حل التمرين 

𝒇𝒏(𝒙) = (𝒙
𝟐 − 𝟐𝒙)𝒏 ; 𝑫𝒇𝒏 = ℝ      

    𝒇𝒏دراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 2𝑥)𝑛  = lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑛 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 2𝑥)𝑛  = lim
𝑥→+∞

𝑥2𝑛 = +∞  

𝑓′𝑛(𝑥) = 𝑛(𝑥
2 − 2𝑥)𝑛−1(2𝑥 − 2) = 2𝑛𝑥𝑛−1(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)𝑛−1  
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 زوجي  𝒏الحالة الأولى :  

 
 فردي  𝒏:   الثانيةالحالة 

𝑛فردي ، يكون  𝑛من أجل   − 𝑥𝑛−1زوجي ، منه  1 ≥ 𝑥)و   0 − 2)𝑛−1 ≥ 0  

 
𝒙تحقق أنّ المستقيم ذي المعادلة  .2 =  )nC(هو محور تناظر للمنحنى  𝟏

;𝜔)في المعلم  𝑓(𝑥)  ة الدالةعبار 𝐹(𝑋)لتكن  𝑖; 𝑗)   حيث ،𝜔(1; 0) 

{
𝑥 = 𝑋 + 1
𝑦 = 𝑌

 

𝑦 = (𝑥2 − 2𝑥)𝑛 ⇒ 𝑌 = [(𝑋 + 1)2 − 2(𝑋 + 1)]𝑛 ⇒ 𝐹(𝑋) = (𝑋2 − 1)𝑛 

𝐹(−𝑋) = [(−𝑋)2 − 1]𝑛 = (𝑋2 − 1)𝑛 = 𝐹(𝑋) ⇒  الدالة  𝐹 زوجية

𝑥أن  المستقيم ذي المعادلة  منه ، نستنتج  =  )nC(هو محور تناظر للمنحنى  1
 nيمرّ من أربع نقاط إحداثياتها مستقلة عن العدد الطبيعي  )nC(تبرير أنّ  .3

∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑦 = (𝑥2 − 2𝑥)𝑛 

𝑦 = 0 ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = 2 

𝑦 > 0 ⇒ ln𝑦 = ln(𝑥2 − 2𝑥)𝑛 ⇒ ln 𝑦 = 𝑛 ln(𝑥2 − 2𝑥) 

⇒ 𝑛 ln(𝑥2 − 2𝑥) − ln 𝑦 = 0 ⇒ {
ln(𝑥2 − 2𝑥) = 0

ln 𝑦 = 0
⇒ {

𝑥2 − 2𝑥 = 1
𝑦 = 1
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⇒ {
𝑥2 − 2𝑥 − 1 = 0

𝑦 = 1
⇒ {𝑥 = 1 − √2

𝑦 = 1
𝑥} أو  = 1 + √2

𝑦 = 1
 

 : وهي nيمر  من أربع نقاط إحداثياتها مستقلة عن العدد الطبيعي  )nC(نستنتج أن المنحنى 

𝑂(0; 0)  ،𝐴(2; 0)  ،𝐵(1 − √2; 1)  ،𝐶(1 + √2; 1) 

 )2C(و  )1C(المنحنيين رسم في نفس المعلم  .4

 

 
 : 56حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙 ; 𝑫𝒇 = ℝ       

  𝟐𝝅زوجية وأنّ دورها   fإثبات أنّ الدالة  .1

𝑥من أجل كل   ∈ 𝐷𝑓   فإن ،(−𝑥) ∈ 𝐷𝑓 : ولدينا ، 

𝑓(−𝑥) = 1 + 2 cos(−𝑥) + cos(−2𝑥) = 1 + 2 cos 𝑥 + cos 2𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 زوجية  fالدالة منه ، 

𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 1 + 2 cos(𝑥 + 2𝜋) + cos(2𝑥 + 4𝜋) 

𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 1 + 2 cos 𝑥 + cos 2𝑥 = 𝑓(𝑥) 

;0]على المجال    fالدالة ، لذا سنقتصر في دراسة   2𝜋دورية ودورها   fالدالة منه ،  𝜋] 
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;𝟎]على المجال   fالدالة دراسة تغيرات  𝝅] 

𝑓(0) = 4 ; 𝑓(𝜋) = 0 

𝑓′(𝑥) = −2 sin 𝑥 − 2 sin 2𝑥 = −2sin 𝑥 − 4 sin 𝑥 cos 𝑥 

𝑓′(𝑥) = −2sin 𝑥 (1 + 2 cos 𝑥)  

sinبما أن   𝑥 ≥ ;0]على المجال   0 𝜋]  فإن  إشارة ،𝑓′(𝑥) 1 هي عكس إشارة + 2 cos 𝑥 

1 + 2 cos 𝑥 = 0 ⇒ cos 𝑥 = −
1

2
⇒ cos 𝑥 = cos

2𝜋

3
⇒ 𝑥 =

2𝜋

3
 

𝑥 ∈ [0;
2𝜋

3
] ⇒ 1 + 2 cos 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة  𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]
2𝜋

3
; 𝜋] ⇒ 1 + 2 cos 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

𝑓 (
2𝜋

3
) = 1 + 2 cos (

2𝜋

3
) + cos (

4𝜋

3
) = 1 + 2 (−

1

2
) + (−

1

2
) = −

1

2
 

fالدالة جدول تغيرات

 

 مع حامل محور الفواصل  )fC(المنحنى ايجاد نقط تقاطع  .2

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 1 + 2 cos 𝑥 + cos 2𝑥⏟  
2cos2 𝑥−1

= 0 ⇒ 2 cos 𝑥 + 2 cos2 𝑥 = 0 

⇒ 2cos 𝑥 (1 + cos 𝑥) = 0 ⇒ cos 𝑥 = cos أو 0 𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 =
𝜋

2
𝑥 أو = 𝜋 

;0]على المجال  محور الفواصل  )fC(المنحنى يقطع  𝜋]  : في نقطتين هما(𝜋; 0) ; (
𝜋

2
; 0) 

 ℝواستنتاج كيفية رسمه على  [𝝅;𝝅−]على المجال   )fC(المنحنى رسم  .3

;0]على المجال  ابتداءً    )fC(المنحنى  نرسم   𝜋]    على المجال  ، ثم  نرسمه[−𝜋; بالتناظر    [0

المجالين  زوجية  fالدالة  المحوري )لأن    ، وأخيرا نسحبه على   )]−∞;−𝜋[    و]𝜋;+∞[ 

 (2𝜋دورية ودورها   fالدالة )لأن  
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}لعدد حلول الجملة :   mالمناقشة البيانية حسب قيم الوسيط   .4
𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 =

𝒎

𝟐

−𝝅 ≤ 𝒙 ≤ 𝝅
 

cos2 𝑥 + cos 𝑥 =
𝑚

2
⇒ 2 cos2 𝑥 + 2 cos 𝑥 = 𝑚 

⇒ 1 + cos 2𝑥 + 2 cos 𝑥 = 𝑚 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑚 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة   )fC(المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑚  على المجال[−𝜋; 𝜋] 

• 𝑚 < −
1

2
 : المعادلة لا تقبل حلا 

• 𝑚 = −
1

2
 : المعادلة تقبل حلين مضاعفين  

• −
1

2
< 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل أربعة حلول  0

• 0 < 𝑚 <  : المعادلة تقبل حلين  4

• 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 4

• 𝑚 >  : المعادلة لا تقبل حلا 4

 
 : 57حل التمرين 

-I 𝒇𝒎(𝒙) =
−𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟕

𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝒎
  

 𝒇𝒎مجموعة تعريف الدالة   mتعيين حسب قيم الوسيط الحقيقي  .1

𝑥2 − 2𝑥 +𝑚 = 0 ;  ∆′= 1 −𝑚 

∆′< 0 ⇒ 1 −𝑚 < 0 ⇒ 𝑚 > 1 ⇒ 𝐷𝑓𝑚 = ℝ  

∆′= 0 ⇒ 1 −𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 = 1 ⇒ 𝑥′ = 𝑥′′ = 1 ⇒ 𝐷𝑓𝑚 = ℝ − {1}  

∆′> 0 ⇒ 1 −𝑚 > 0 ⇒ 𝑚 < 1 ⇒ 𝑥′ = 1 − √1 −𝑚 ; 𝑥′′ = 1 + √1 −𝑚  

⇒ 𝐷𝑓𝑚 = ℝ − {1 − √1 −𝑚 ; 1 + √1 −𝑚}  
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 تشمل نقطتين ثابتتين يطُلب تعيين إحداثييها  )mC(بيان أنّ جميع المنحنيات   .2

∀𝑚 ∈ ℝ ∶ 𝑦 =
−𝑥2 − 2𝑥 + 7

𝑥2 − 2𝑥 +𝑚
⇒ 𝑦(𝑥2 − 2𝑥 +𝑚) = −𝑥2 − 2𝑥 + 7 

∀𝑚 ∈ ℝ ∶ 𝑚𝑦 + 𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 2𝑥 − 7 = 0 

⇒ {
𝑦 = 0

𝑥2𝑦 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 2𝑥 − 7 = 0
⇒ {

𝑦 = 0

𝑥2 + 2𝑥 − 7 = 0
 

⇒ {
𝑦 = 0

𝑥 = −1 − 2√2
} أو 

𝑦 = 0

𝑥 = −1 + 2√2
 

 هما :  تشمل نقطتين ثابتتين )mC(أن  جميع المنحنيات نستنتج 

 (−1 + 2√2; 0) ; (−1 − 2√2; 0) 

 𝑨(𝟑;−𝟐)النقطة   )mC(حتى يشمل المنحنى  mتعيين  .3

𝐴(3;−2) ∈ (C𝑚) ⇒ −2 =
−32 − 2(3) + 7

32 − 2(3) + 𝑚
⇒ −2 = −

8

3 +𝑚
 

⇒ 2𝑚 + 6 = 8 ⇒ 2𝑚 = 2 ⇒ 𝑚 = 1  

-II 𝒇𝟏(𝒙) =
−𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟕

𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟏
=
−𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟕

(𝒙−𝟏)𝟐
  ،𝑫𝒇𝟏 = ℝ − {𝟏} 

 𝒇𝟏دراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑓1(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥2 − 2𝑥 + 7

𝑥2 − 2𝑥 + 1
 = lim

𝑥→−∞

−𝑥2

𝑥2
= −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓1(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥2 − 2𝑥 + 7

𝑥2 − 2𝑥 + 1
 = lim

𝑥→+∞

−𝑥2

𝑥2
= −1  

lim
<
𝑥→1

 𝑓1(𝑥) = lim<
𝑥→1

 
−𝑥2 − 2𝑥 + 7

(𝑥 − 1)2
→ +4
→ 0+

= +∞  

lim
>
𝑥→1

 𝑓1(𝑥) = lim>
𝑥→1

 
−𝑥2 − 2𝑥 + 7

(𝑥 − 1)2
→ +4
→ 0+

= +∞  

𝑓′1(𝑥) =
(−2𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2 − 2(𝑥 − 1)(−𝑥2 − 2𝑥 + 7)

(𝑥 − 1)4
 

𝑓′1(𝑥) =
(−2𝑥 − 2)(𝑥 − 1) − 2(−𝑥2 − 2𝑥 + 7)

(𝑥 − 1)3
=
4𝑥 − 12

(𝑥 − 1)3
 

𝑓′1(𝑥) =
4(𝑥 − 3)

(𝑥 − 1)3
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𝑥 −∞                       1                               3                    + ∞ 

𝑥 − 3 − − + 

𝑥 − 1 − + + 

𝑓′(𝑥) + − + 

𝑓(𝑥) 
+∞ 

−1 

+∞ −1 

 

 تعيين المستقيمات المقاربة  .2

𝑦يقبل مستقيما مقاربا أفقيا معادلته   )1C(المنحنى  = 𝑥، وآخر عموديا معادلته  1− = 1 

 -1عند النقطة ذات الفاصلة  )1C(للمنحنى معادلة المماس  ةباكت

𝑦 = 𝑓′1(−1)(𝑥 + 1) + 𝑓1(−1) = 2(𝑥 + 1) + 2 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 + 4  

 )1C(والمنحنى رسم المماس  .3

 
𝒌)عدد وإشارة حلول المعادلة:    مناقشة   .4 − 𝟏)𝒙𝟐 − 𝟐(𝒌 + 𝟏)𝒙 + 𝒌 + 𝟕 = 𝟎 

(𝑘 − 1)𝑥2 − 2(𝑘 + 1)𝑥 + 𝑘 + 7 = 0 ⇒ 𝑘(𝑥2 − 2𝑥 + 1) = 𝑥2 + 2𝑥 − 7 

⇒ 𝑘 =
𝑥2 + 2𝑥 − 7

𝑥2 − 2𝑥 + 1
⇒ −𝑘 = 𝑓1(𝑥)  

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة  )1C(المنحنى ندرس تقاطع  = −𝑘 

• −𝑘 < −2 ⇒ 𝑘 >  : المعادلة لا تقبل حلا 2

• −𝑘 = −2 ⇒ 𝑘 =  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا 2

• −2 < −𝑘 < −1 ⇒ 1 < 𝑘 <  ين موجبين: المعادلة تقبل حل 2

• −𝑘 = −1 ⇒ 𝑘 =  : المعادلة تقبل حلا وحيدا موجبا  1

• −1 < −𝑘 < 7 ⇒ −7 < 𝑘 <  مختلفين في الإشارة : المعادلة تقبل حلين 1

• −𝑘 = 7 ⇒ 𝑘 =  موجبا وآخر معدوما : المعادلة تقبل حلا  7−

• 𝑘 >  ين موجبين: المعادلة تقبل حل 7

0 

0 

−2 

0 
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-III 𝒈(𝒙) =
𝒙𝟐+𝟐𝒙−𝟕

|𝒙−𝟏|(𝒙−𝟏)
 ; 𝑫𝒈 = ℝ − {𝟏}  

 دون رمز القيمة المطلقة  𝒈(𝒙)كتابة عبارة   .1

𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑥 > 1 ∶  |𝑥 − 1| = 𝑥 − 1 ⇒ 𝑔(𝑥) = −𝑓1(𝑥)  

𝑥 − 1 < 0 ⇒ 𝑥 < 1 ∶  |𝑥 − 1| = −(𝑥 − 1) ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓1(𝑥)  

 )1C(المنحنى  انطلاقا من    )γ(المنحنى  تفسير كيف يمكن رسم   .2

𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;    )1C(المنحنى  متطابق مع    )γ(المنحنى  :    ]1
𝑥من أجل   • ∈ ]1;  بالنسبة لمحور الفواصل   )1C(المنحنى  نظير    )γ(المنحنى  :    ]∞+

   (γ)المنحنى  رسم  

 

 
 : 58حل التمرين 

-I 𝒇𝒎(𝒙) =
𝟑𝒙𝟐−𝒎𝒙

𝒙−𝟑
 ; 𝑫𝒇𝒎 = ℝ − {𝟑}  

 )mC(تنتمي إلى كل المنحنيات  Aبيان أنّه توجد نقطة وحيدة  .1

∀𝑚 ∈ ℝ ∶ 𝑦 =
3𝑥2 −𝑚𝑥

𝑥 − 3
⇒ 𝑦(𝑥 − 3) = 3𝑥2 −𝑚𝑥 

⇒ 𝑚𝑥 − 3𝑥2 + 𝑥𝑦 − 3𝑦 = 0 ⇒ {
𝑥 = 0

−3𝑥2 + 𝑥𝑦 − 3𝑦 = 0
⇒ {

𝑥 = 0
𝑦 = 0

 

 𝑂وهي المبدأ   )mC(تنتمي إلى كل المنحنيات  توجد نقطة وحيدة منه 

 تتغير دوما في نفس الاتجاه   𝒇𝒎التي تجعل الدالة   mتعيين قيم  .2

𝑓′𝑚(𝑥) =
(6𝑥 − 𝑚)(𝑥 − 3) − (3𝑥2 −𝑚𝑥)

(𝑥 − 3)2
=
3𝑥2 − 18𝑥 + 3𝑚

(𝑥 − 3)2
 

3𝑥2 − 18𝑥 + 3𝑚 = 0 ⇒ 𝑥2 − 6𝑥 +𝑚 = 0 ;  ∆′= 9 −𝑚 ;  

𝑚من أجل   ∈ [9 ; ′∆، تكون   ]∞+  ≤ ′𝑓، أي   0
𝑚
(𝑥) ≥ الدالة  تتغير ، منه  0

𝑓𝑚  دوما في نفس الاتجاه 
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 تقبل قيمتين حديتين محليتين   𝒇𝒎التي تجعل الدالة   mتعيين قيم  .3

𝑚من أجل   ∈ ]−∞; < ∆، تكون   ]9 قيمة حدية محلية عظمى   𝑓𝑚الدالة تقبل منه ،  0

 و قيمة حدية محلية صغرى

-II 𝒈(𝒙) = 𝒇𝟓(𝒙) =
𝟑𝒙𝟐−𝟓𝒙

𝒙−𝟑
  

 𝒈دراسة تغيرات الدالة  .1

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
= lim
𝑥→−∞

3𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
= lim
𝑥→+∞

3𝑥 = +∞   

 lim
<
𝑥→3

𝑔(𝑥) = lim
<
𝑥→3

3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
→ 12
→ 0−

= −∞   

lim
>
𝑥→3

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→3

3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
→ 12
→ 0+

= +∞   

𝑔′(𝑥) =
3𝑥2 − 18𝑥 + 15

(𝑥 − 3)2
 

3𝑥2 − 18𝑥 + 15 = 0 ⇒ 𝑥2 − 6𝑥 + 5 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥 − 5) = 0 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 5 

𝑥 ∈ ]−∞; 1] ∪ [5;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  𝑔 متزايدة 

𝑥 ∈ ]1; 3[ ∪ ]3; 5[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  𝑔 متناقصة

 𝒈تغيرات الدالة جدول 

𝑥 −∞                1                         3                        5             + ∞ 

𝑔′(𝑥) + − − + 

𝑔(𝑥)  

−∞ 

 

−∞ 

+∞ +∞ 

 

   2يكون عندهما ميل المماس يساوي  )gC(برهان أنّه توجد نقطتين من  .2

𝑔′(𝑥) = 2 ⇒
3𝑥2 − 18𝑥 + 15

(𝑥 − 3)2
= 2 ⇒ 3𝑥2 − 18𝑥 + 15 = 2(𝑥 − 3)2 

⇒ 𝑥2 − 6𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3 − 𝑥 أو 3√2 = 3 + 2√3 

 كتابة معادلة هذين المماسين 

(𝑇): 𝑦 = 𝑔′(3 − 2√3)(𝑥 − 3 + 2√3) + 𝑔(3 − 2√3) ⇒ 𝑦 = 2𝑥 + 7 − 4√3  

(𝑇′): 𝑦 = 𝑔′(3 + 2√3)(𝑥 − 3 − 2√3) + 𝑔(3 + 2√3) ⇒ 𝑦 = 2𝑥 + 7 + 4√3  

0 0 

-1 

25 
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𝒈(𝒙):   حيث α ، β ، γتعيين الأعداد الحقيقية  .3 = 𝜶𝒙 + 𝜷 +
𝜸

𝒙−𝟑
 

𝑔(𝑥) =
3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
=
(𝑥 − 3)(3𝑥 + 4) + 12

𝑥 − 3
= 3𝑥 + 4 +

12

𝑥 − 3
 

 ωيقبل مستقيمين مقاربين  يطُلب تعيين نقطة تقاطعهما  )gC(لمنحنى  بيان أنّ ا .4

lim
<
𝑥→3

𝑔(𝑥) = −∞ ; lim
>
𝑥→3

𝑔(𝑥) = +∞ ⇒ (∆): 𝑥 = مستقيم  مقارب  عمودي  3  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) − (3𝑥 + 4) = lim
𝑥→+∞

12

𝑥 − 3
= 0 ⇒ (∆′): 𝑦 = 3𝑥 + مستقيم  مقارب  مائل 4  

𝜔(𝑥; 𝑦) ∈ (∆) ∩ (∆′) ⇒ {
𝑥 = 3

𝑦 = 3𝑥 + 4
⇒ {

𝑥 = 3
𝑦 = 13

⇒ 𝜔(3; 13)  

 )gC(لمنحنى ل مركز تناظر  ωنقطة لبيان أنّ ا .5

ω  لمنحنى لمركز تناظر)gC(  : يستلزم{
𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⇒ (6 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔

𝑔(6 − 𝑥) + 𝑔(𝑥) = 26
 

𝑥 ∈ 𝐷𝑔 ⇒ 𝑥 ≠ 3 ⇒ −𝑥 ≠ −3 ⇒ (6 − 𝑥) ≠ 3 ⇒ (6 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑔 

𝑔(6 − 𝑥) + 𝑔(𝑥) = 3(6 − 𝑥) + 4 +
12

(6 − 𝑥) − 3
+ 3𝑥 + 4 +

12

𝑥 − 3
 

𝑔(6 − 𝑥) + 𝑔(𝑥) = 26 +
12

3 − 𝑥
+

12

𝑥 − 3
= 26 −

12

𝑥 − 3
+

12

𝑥 − 3
= 26 

 )gC(لمنحنى  لمركز تناظر  ωنقطة لأن  امنه ، نستنتج 
 )gC(المنحنى انشاء  .6
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𝟑𝒙𝟐عدد وإشارة حلول المعادلة: مناقشة  .7 − (𝟐𝝀 + 𝟓)𝒙 + 𝟔𝝀 = 𝟎 

3𝑥2 − (2𝜆 + 5)𝑥 + 6𝜆 = 0 ⇒ 3𝑥2 − 5𝑥 − 2𝜆(𝑥 − 3) = 0 

⇒ 2𝜆 =
3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
⇒ 2𝜆 = 𝑔(𝑥)  

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة :  )gC(المنحنى ندرس تقاطع  = 2𝜆 

• 2𝜆 < 𝜆، أي   0 <  : المعادلة تقبل حلين مختلفين في الإشارة 0

• 2𝜆 = 𝜆، أي   0 =  معدوما وآخر موجبا  : المعادلة تقبل حلا 0

• 0 < 2𝜆 < 0، أي   1 < 𝜆 <
1

2
 موجبين: المعادلة تقبل حلين  

• 2𝜆 = 𝜆، أي   1 =
1

2
  مضاعفا موجبا المعادلة تقبل حلا:  

• 1 < 2𝜆 < ، أي   25
1

2
< 𝜆 <

25

2
 تقبل حلا لا : المعادلة  

• 2𝜆 = 𝜆، أي   25 =
25

2
  مضاعفا موجبا المعادلة تقبل حلا:  

• 2𝜆 > 𝜆، أي   25 >
25

2
 موجبين: المعادلة تقبل حلين  

8. 𝒉(𝒙) =
𝟑𝒙𝟐−𝟓|𝒙|

|𝒙|−𝟑
 

 hتعيين مجموعة تعريف الدالة  .أ

|𝑥| − 3 = 0 ⇒ |𝑥| = 3 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 3 = −3 ⇒ 𝐷ℎ = ℝ− {−3; 3}  

𝒙𝟎عند    hدراسة قابلية الاشتقاق للدالة  .ب = 𝟎 

𝑥 < 0 ∶ |𝑥| = −𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) =
3𝑥2 + 5𝑥

−𝑥 − 3
 

𝑥 > 0 ∶ |𝑥| = 𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) =
3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
 

lim
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

<
𝑥→0

3𝑥2 + 5𝑥

𝑥(−𝑥 − 3)
= lim

<
𝑥→0

𝑥(3𝑥 + 5)

𝑥(−𝑥 − 3)
= lim

<
𝑥→0

3𝑥 + 5

−𝑥 − 3
= −

5

3
 

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

3𝑥2 − 5𝑥

𝑥(𝑥 − 3)
= lim

>
𝑥→0

𝑥(3𝑥 − 5)

𝑥(𝑥 − 3)
= lim

>
𝑥→0

3𝑥 − 5

𝑥 − 3
=
5

3
 

𝑥0لاشتقاق عند لقابلية غير  hلدالة منه ، ا = 0 

 hدراسة شفعية الدالة  .ج

𝐷ℎ   متناظر بالنسبة إلى الصفر ، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷ℎ   :  فإن 

ℎ(−𝑥) =
3𝑥2 − 5|−𝑥|

|−𝑥| − 3
=
3𝑥2 − 5|𝑥|

|𝑥| − 3
= ℎ(𝑥) 

 زوجية  hلدالة منه ، ا
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𝒉(𝒙)برهان أنّ   .د = 𝒈(𝒙)  على مجالI  يطُلب تعيينه 

𝑥 > 0 ∶ |𝑥| = 𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) =
3𝑥2 − 5𝑥

𝑥 − 3
⇒ ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

𝐼على المجال  𝑔تساوي الدالة   ℎالدالة   منه ، = [0; 3[ ∪ ]3;+∞[ 

 )hC(المنحنى  استنتاج كيفية رسم  

𝑥من أجل   • ∈ [0; 3[ ∪    )gC(المنحنى  متطابق مع    )hC(المنحنى  :    ]∞+;3[
𝑥من أجل   • ∈ ]−∞;−3[ ∪ ]−3;    ي لمحور تناظر ا بال   )hC(المنحنى  نرسم  :    ]0

  )hC(رسم المنحنى  .ه

 

 
 : 59حل التمرين 

 الإجابة الصحيحة مع التبرير:اختر في كل حالة  

1) 𝑓(𝑥) = √𝑥2 + 𝑥 + 1 −√𝑥2 + 2𝑥 − 3 

𝑥2 + 𝑥 + 1 ≥ 0 ; ∆< 0 ⇒ 𝑥 ∈ ℝ 

𝑥2 + 2𝑥 − 3 ≥ 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥 + 3) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[ 

𝐷𝑓 = ]−∞;−3] ∪ [1;+∞[  
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2) lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2

√𝑥2 − 𝑥 − 6
= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
2
𝑥)

𝑥√1 −
1
𝑥 −

6
𝑥2

= lim
𝑥→+∞

1 +
2
𝑥

√1 −
1
𝑥 −

6
𝑥2

= 1  

3) lim
𝑥→+∞

𝑥 (√
𝑥

𝑥 + 1
− 1) = lim

𝑥→+∞
𝑥

(√
𝑥

𝑥 + 1 − 1)(
√

𝑥
𝑥 + 1 + 1)

(√
𝑥

𝑥 + 1 + 1)

 

= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥
𝑥 + 1 − 1

(√
𝑥

𝑥 + 1 + 1)

= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥 + 1
×

−1

(√
𝑥

𝑥 + 1 + 1)

= −
1

2
 

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + cos2 𝑥 ; 𝑓′(𝑥) = 1 + 2 cos 𝑥 (cos 𝑥)′ = 1 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

⇒ 𝑓′(𝑥) = 1 − sin 2𝑥  

5) 𝑓(𝑥) =
2

3
𝑥√𝑥 + 1; 𝑓′(𝑥) =

2

3
√𝑥 +

2

3
𝑥 (

1

2√𝑥
) =

2

3
√𝑥 +

1

3
√𝑥 = √𝑥  

6) lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 0+ ⇒ lim
𝑥→2

1

𝑓(𝑥)
= +∞  

𝑓(𝑥)المعادلة   7) = ℝ (𝛼حلا وحيدا على  تقبل  1− ∈ ]−∞; 0[) 

8) lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 1 −
1

(𝑥 + 2)2
  

9) lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 = مستقيم مقارب  عمودي 2−  

10) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 −
1

(𝑥 + 2)2
= 1  

11) 𝑓(1 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 1 ⇒ 𝑓 [2 (
1

2
) − 𝑥] + 𝑓(𝑥) = 2 (

1

2
) 

⇒ Ω(
1

2
;
1

2
) مركز  تناظر    

12) 𝐴(2; 1); 𝐵(3,5; 0); 𝑓′(2) =
0 − 1

3,5 − 2
= −

1

1,5
= −

1

3
2

⇒ 𝑓′(2) = −
2

3
 

13) lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0  
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14) 𝑓′(0) = 0  (قيمة حد ية عظمي) 

15) 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 1; 𝑥 ≤ 0
𝑥 +𝑚; 𝑥 > 0

 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑥2 − 1 = −1 ; lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 𝑚 = 𝑚 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) ⇒ 𝑚 = −1  

 
 

V  مواضيع الدوال العددية في البكالوريا 

 

 ر 2008: بكالوريا  60حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝟑 + √𝒙 − 𝟏 ; 𝑫𝒇 = [𝟏;+∞[  

𝐥𝐢𝐦حساب   .1
𝒙
>
→𝟏

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟏)

𝒙−𝟏
  

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

√𝑥 − 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥
>
→1

1

√𝑥 − 1
= +∞  

 تفسير النتيجة هندسيا 

 1نصف مماس يوازي محور التراتيب عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(المنحنى   يقبل

 fدراسة تغيرات الدالة  .2

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 + √𝑥 − 1 = +∞ 

𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥 − 1
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة  𝑓 متزايدة 

 𝒇تغيرات الدالة جدول 

𝑥 −∞                                 + ∞ 

𝑓′(𝑥) + 

𝑓(𝑥) 
 

+∞ 

3 

 

 باستعمال منحنى دالة "الجذر التربيعي"  )fC(انشاء المنحنى  .3

𝑓(𝑥)بما أن    = √𝑥 − 1 + 𝑥√)من الشكل    3 + 𝑎 + 𝑏   المنحنى  ( ، فإن)fC(    هو

)بالانسحاب الذي شعاعه  منحنى دالة "الجذر التربيعي" صورة 
−𝑎
𝑏
𝑢⃗⃗، أي  ( (

1
3
) 
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 ع ت 2008: بكالوريا  61حل التمرين 

 𝑫𝒈 = [−𝟏;+∞[ 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟑𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟏 ;  

  𝒈جدول تغيرات الدالة   .أ    .1

𝑥 −∞                                 + ∞ 

𝑔′(𝑥) + 

𝑔(𝑥) 
 

+∞ 

−2 

𝑔(0) = −1  ،𝑔 (
1

2
) > 0 

;𝟎[من المجال  αتعليل وجود عدد حقيقي  .ب
𝟏

𝟐
𝒈(𝜶)يحقق   ] = 𝟎 

;0[مستمرة ورتيبة على المجال    gالدالة  
1

2
[      ،𝑔(0) × 𝑔 (

1

2
) < المعادلة  منه    0

𝑔 (𝑥)  = ;0[  على المجال αتقبل حلا وحيدا  0 
1

2
[ 

 ]∞+;𝟏−]على المجال   𝒈(𝒙)استنتاج إشارة   .ج

𝑥 ∈ [−1; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

2.    𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑+𝟑𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟐

(𝒙+𝟏)𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[  

𝑫𝒇   :𝒇′(𝒙)من   xالتحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي  .أ =
𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟑
 

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥2 + 6𝑥 + 3)(𝑥 + 1)2 − 2(𝑥 + 1)(𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)4
 

=
(𝑥 + 1)[(3𝑥2 + 6𝑥 + 3)(𝑥 + 1) − 2(𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2)]

(𝑥 + 1)4
 

=
(3𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 3𝑥 + 3 − 2𝑥3 − 6𝑥2 − 6𝑥 − 4)

(𝑥 + 1)3
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=
𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 − 1

(𝑥 + 1)3
=

𝑔(𝑥)

(𝑥 + 1)3
 

𝐥𝐢𝐦دون حساب  تعيين .ب
𝒙→𝜶

𝒇(𝒙)−𝒇(𝜶)

𝒙−𝜶
 ر النتيجة بيانيايفستو 

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼)

𝑥 − 𝛼
= 𝑓′(𝛼) =

𝑔(𝛼)

(𝛼 + 1)3
= 0  

 𝛼مماسا يوازي محور الفواصل عند النقطة ذات الفاصلة  (Γ)المنحنى  يقبل

𝐥𝐢𝐦 حساب .ج
𝒙
>
→−𝟏

𝒇(𝒙)   و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − (𝒙 + 𝟏)]  

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
→ +1
→ 0+

= +∞  

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1)] = lim
𝑥→+∞

𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2

(𝑥 + 1)2
− (𝑥 + 1) 

= lim
𝑥→+∞

𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 2 − (𝑥 + 1)3

(𝑥 + 1)2
= lim
𝑥→+∞

1

(𝑥 + 1)2
= 0  

 ر النتيجتين بيانيايفست

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  (Γ)المنحنى  يقبل = وآخر مائلا  1−

𝑦معادلته : (∞+)بجوار  = 𝑥 + 1 
 

 fجدول تغيرات الدالة  .د

 

𝛼نأخذ  .3 = 0,26 

 𝟐−𝟏𝟎إلى  𝒇(𝜶)مدوّر  تعيين .أ

𝑓(𝛼) ≈
(0,26)3 + 3(0,26)2 + 3(0,26) + 2

(0,26 + 1)2
≈ 1,89  

 (Γالمنحنى ) رسم .ب

𝑓(𝑥)على الشكل:  𝑓(𝑥) ةباكت .4 = 𝑥 + 𝑎 +
𝑏

(𝑥+1)2
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑎 +
𝑏

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 1)2 + 𝑏

(𝑥 + 1)2
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=
(𝑥 + 𝑎)(𝑥2 + 2𝑥 + 1) + 𝑏

(𝑥 + 1)2
=
𝑥3 + (2 + 𝑎)𝑥2 + (1 + 2𝑎)𝑥 + 𝑎 + 𝑏

(𝑥 + 1)2
 

⇒ {
2 + 𝑎 = 3
1 + 2𝑎 = 3
𝑎 + 𝑏 = 2

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 1

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
1

(𝑥 + 1)2
 

 

 
 

 ت إ 0118: بكالوريا  62حل التمرين 

 𝒇′(𝒙) حساب .1

𝑓′(𝑥) = 𝑎 −
𝑐

(𝑥 − 1)2
 

 : fاعتمادا على جدول تغيرات الدالة  .2

  a  ،b  ،c الأعداد الحقيقية تعيين .أ

{
 
 

 
 𝑓 (

1

2
) = 1

𝑓 (
3

2
) = 3

𝑓′ (
1

2
) = 0

⇒

{
 
 
 
 

 
 
 
 
1

2
𝑎 + 𝑏 +

𝑐

−
1
2

= 1

3

2
𝑎 + 𝑏 +

𝑐

1
2

= 3

𝑎 −
𝑐

1
4

= 0

⇒

{
 
 

 
 
1

2
𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 1

3

2
𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 = 3

𝑎 − 4𝑐 = 0

 

⇒ {
𝑏 = 1

𝑏 + 8𝑐 = 3
𝑎 = 4𝑐

⇒ {

𝑎 = 1
𝑏 = 1

𝑐 =
1

4

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 +
1

4(𝑥 − 1)
 

𝐥𝐢𝐦 تعيين .ب
𝒙
>
→𝟏

𝒇(𝒙)   و𝐥𝐢𝐦
𝒙
<
→𝟏

𝒇(𝒙) ر النتيجة بيانيايفستو 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = +∞ ; lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = −∞ 

𝑥:  معادلتهعموديا يقبل مستقيما مقاربا  )fC(المنحنى  = 1 

صورتي العددين  بين ةقارنالم .ج
𝟏

𝟐
و  

𝟑

𝟒
  fبالدالة  

لدينا 
1

2
<
3

4
[متناقصة على المجال  𝑓والدالة  

1

2
;
3

4
𝑓، منه  ] (

1

2
) > 𝑓 (

3

4
) 

3. 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 +
𝟏

𝟒(𝒙−𝟏)
 

𝒚( معادلته: ∆يقبل مستقيما مقاربا ) )fC(أنّ المنحنى  بيان .أ = 𝒙 + 𝟏 
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lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
|𝑥|→+∞

1

4(𝑥 − 1)
= 0  

𝑦( معادلته: ∆مستقيما مقاربا ) )fC(يقبل المنحنى منه ،  = 𝑥 + 1 

 (∆بالنسبة إلى المستقيم ) )fC(وضعية المنحنى  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) =
1

4(𝑥 − 1)
 

𝑥من أجل  ∈ ]−∞;  (∆المستقيم )تحت  )fC(المنحنى ، يكون  ]1

𝑥من أجل  ∈ ]1;  (∆المستقيم )فوق  )fC(المنحنى يكون ،  ]∞+

;𝝎(𝟏أنّ النقطة  إثبات .ج   )fC(اظر للمنحنى مركز تن (𝟐

 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ≠ 1 ⇒ −𝑥 ≠ −1 ⇒ 2 − 𝑥 ≠ 1 ⇒ (2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

 𝑓(2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 − 𝑥 + 1 +
1

4(2−𝑥−1)
+ 𝑥 + 1 +

1

4(𝑥−1)
 

= 4 +
1

4(1 − 𝑥)
+

1

4(𝑥 − 1)
= 4 −

1

4(𝑥 − 1)
+

1

4(𝑥 − 1)
= 4  

 مع حامل محور الفواصل )fC(نقط تقاطع المنحنى  تعيين .د

𝑥 + 1 +
1

4(𝑥 − 1)
= 0 ⇒

4(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) + 1

4(𝑥 − 1)
= 0 ⇒ 4𝑥2 − 3 = 0 

⇒ (2𝑥 − √3)(2𝑥 + √3) = 0 ⇒ 𝑥 =
√3

2
𝑥 أو  = −

√3

2
 

⇒ (𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {(−
√3

2
; 0) ; (

√3

2
; 0)}  

𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة  λبيانيا حسب قيم  تعيين .4 = |𝝀| 

𝑦المستقيم ذي المعادلة  مع )fC(المنحنى ندرس تقاطع  = |𝜆|  حيث ،|𝜆| ≥ 0 

 0 ≤ |𝜆| < 1 ⇒ 𝜆 ∈ ]−1; 1[ ∶  المعادلة تقبل حلين

 |𝜆| = 1 ⇒ 𝜆 ∈ {−1; 1} ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا

 1 < |𝜆| < 3 ⇒ 𝜆 ∈ ]−3;−1[ ∪ ]1; 3[ ∶  المعادلة لا تقبل حلول

 |𝜆| = 3 ⇒ 𝜆 ∈ {−3; 3} ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا

 |𝜆| > 3 ⇒ 𝜆 ∈ ]−∞;−3[ ∪ ]3;+∞[ ∶  المعادلة تقبل حلين
 

 
 

 ر 0114: بكالوريا  63حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙 −
𝟐

√𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[  
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 fتغيرات الدالة  دراسة .1

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥 −
2

√𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 −
2

√𝑥 + 1
= +∞  

𝑓′(𝑥) = 1 +

2

2√𝑥 + 1
𝑥 + 1

= 1 +
1

(𝑥 + 1)√𝑥 + 1
  

𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝒇تغيرات الدالة جدول 

 

𝑥 −1                                 + ∞ 

𝑓′(𝑥) + 

𝑓(𝑥) 
 

+∞ 

−∞ 

 

𝒚( معادلته: Dأحدهما ) مقاربين يقبل مستقيمين  )fC(أنّ المنحنى  بيانأ.  .2 = 𝒙 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب عمودي 1−

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] = lim
𝑥→+∞

−
2

√𝑥 + 1
= 0 ⇒ (𝐷): 𝑦 = 𝑥 مستقيم مقارب مائل 

 (Dو ) )fC(الوضعية النسبية للمنحنى  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −
2

√𝑥 + 1
 ; 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒ (𝐷) تحت (𝐶𝑓) 

حيث  𝒙𝟎يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة فاصلتها  )fC(أنّ المنحنى  بيانأ.  .3

𝟏, 𝟑 < 𝒙𝟎 < 𝟏, 𝟒 

𝑓(1,3) = −0,02   ،𝑓(1,4) = مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة .  0,11

1,3 ;  1,4 و 𝑓(1,3) × 𝑓(1,4) < 𝑓(𝑥)المعادلة منه ،  0  = تقبل حلا وحيدا  0 

𝑥0 على المجال1,3 ;  1,4  يقطع المنحنى  ، أي)fC(  محور الفواصل في نقطة وحيدة

1,3حيث  𝑥0فاصلتها  < 𝑥0 < 1,4. 

 في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب )fC(للمنحنى ( مماسا ∆)معادلة  تعيين .ب

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (∆): 𝑦 = 2𝑥 − 2  
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 في نفس المعلم )fC(( و ∆) رسم .ج

 
 

4. 𝒈(𝒙) = |𝒇(𝒙)| ; 𝑫𝒈 = ]−𝟏;+∞[  

 كيف يمكن إنشاء  بيان)gC(  انطلاقا من)fC( ه في نفس المعلم السابقرسمو 

𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)|; 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[ {
𝑔(𝑥) = −𝑓(𝑥); 𝑥 ∈ ]−1; 𝑥0[

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥); 𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[
 

𝑥 ∈ ]−1; 𝑥0[ ∶  𝑔(𝑥) = −𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑔) متناظران بالنسبة لمحور الفواصل

𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[ ∶  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑔) متطابقان
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x  :𝒈(𝒙)مجهول عدد وإشارة حلول المعادلة ذات الل ةبيانيال مناقشةال .5 = 𝒎𝟐 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة :  )gC(المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑚2 

 𝑚2 = 𝑚، أي  0 =  (𝑥0) وحيدا موجبا المعادلة تقبل حلا:  0

 0 < 𝑚2 < 𝑚، أي  2 ∈ ]−√2; 0[ ∪ ]0;   موجبين: المعادلة تقبل حلين  ]2√

 𝑚2 = 𝑚، أي  2 ∈ {−√2;  معدوما وآخر موجبا ل حلاالمعادلة تقب : {2√

 𝑚2 > 𝑚، أي  2 ∈ ]−∞;−√2[ ∪ : المعادلة تقبل حلين مختلفين  ]∞+;2√[

 في الإشارة

 
 

 ع ت 0114: بكالوريا  64حل التمرين 

-I 𝒇(𝒙) = −𝒙 +
𝟒

𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒇 = 𝑰 = ]−∞;−𝟏[ ∪ ]−𝟏; 𝟎]  

 Iعند الحدود المفتوحة لـ  fنهايات  حسابأ.         .1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 +
4

𝑥 + 1
= +∞  

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

−𝑥 +
4

𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

−𝑥 +
4

𝑥 + 1
= +∞  

 𝒇جدول تغيرات الدالة  .ب

𝑥 −∞                                    − 1                                             0 

𝑓′(𝑥) − − 

 

𝑓(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

+∞ 

4 

2. 𝒈(𝒙) = 𝒙 +
𝟒

𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒈 = [𝟎;+∞[  

 ∞+عند  𝒈نهاية  حساب .أ

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 +
4

𝑥 + 1
= +∞  

  ∞+( عند ∆يقبل مستقيما مقاربا مائلا ) )gC(تحقق من أنّ ال .ب

lim
𝑥→+∞

[𝑔(𝑥) − 𝑥] = lim
𝑥→+∞

4

𝑥 + 1
= 0 ⇒ (∆): 𝑦 = 𝑥 مستقيم مقارب مائل  

 𝒈الدالة تغيرات  دراسة .ج

𝑔′(𝑥) = 1 −
4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 + 1)2 − 4

(𝑥 + 1)2
=
(𝑥 − 1)(𝑥 + 3)

(𝑥 + 1)2
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𝑥بما أن   + 3 > 𝑥)و  0 + 1)2 > 𝑥هي نفس إشارة  𝑔′(𝑥)، فإن  إشارة  0 − 1 

𝑥 ∈ [0; 1[ ⇒ 𝑥 − 1 < 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ⇒ 𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة
 𝒈جدول تغيرات الدالة 

𝑥 0                                1                       + ∞ 

𝑔′(𝑥) − + 

 

𝑔(𝑥) 

 

4 +∞ 

 

-II 𝒌(𝒙) = |𝒙| +
𝟒

𝒙+𝟏
 ; 𝑫𝒌 = ℝ − {−𝟏} 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.        .1
𝒉
>
→𝟎

𝒌(𝒉)−𝒌(𝟎)

𝒉
  ،𝐥𝐢𝐦

𝒉
<
→𝟎

𝒌(𝒉)−𝒌(𝟎)

𝒉
 . 

lim
ℎ
>
→0

𝑘(ℎ) − 𝑘(0)

ℎ
= lim
ℎ
>
→0

ℎ +
4

ℎ + 1
− 4

ℎ
= lim
ℎ
>
→0

(ℎ − 4)(ℎ + 1) + 4

ℎ(ℎ + 1)
 

= lim
ℎ
>
→0

ℎ2 − 3ℎ

ℎ(ℎ + 1)
= lim
ℎ
>
→0

ℎ(ℎ − 3)

ℎ(ℎ + 1)
= lim
ℎ
>
→0

ℎ − 3

ℎ + 1
= −3  

lim
ℎ
<
→0

𝑘(ℎ) − 𝑘(0)

ℎ
= lim
ℎ
<
→0

−ℎ +
4

ℎ + 1
− 4

ℎ
= lim
ℎ
<
→0

(−ℎ − 4)(ℎ + 1) + 4

ℎ(ℎ + 1)
 

= lim
ℎ
<
→0

−ℎ2 − 5ℎ

ℎ(ℎ + 1)
= lim
ℎ
<
→0

ℎ(−ℎ − 5)

ℎ(ℎ + 1)
= lim
ℎ
<
→0

−ℎ − 5

ℎ + 1
= −5  

  0لاشتقاق عند غير قابلة ل 𝑘أن  الدالة ستنتج ن

 لهذه النتيجة تفسير هندسي اءعطاب. 

;0)عند النقطة  )kC(يقبل المنحنى البياني    5−نصفي مماسين ميليهما  (4

 )على اليمين( 3−)على اليسار( و  

𝒙𝟎عند النقطة التي فاصلتها  (𝟐∆)و  (𝟏∆)معادلتي المماسين  ةباكت .2 = 𝟎 

(∆1): 𝑦 = −5𝑥 + 4 ;  (∆2): 𝑦 = −3𝑥 + 4 

 )kC(و  (𝟐∆)،  (𝟏∆) رسم .3

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0[ ∶  𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑘) متطابقان

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶  𝑘(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒  (𝐶𝑔) و (𝐶𝑘) متطابقان

0 

3 
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 ت ر 0101: بكالوريا  65حل التمرين 

𝒇(𝒙) = 𝒙 (𝟏 +
𝟏

√𝒙𝟐+𝟏
)  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 فردية fة أنّ الدال إثباتأ.        .1

𝐷𝑓  متناظر بالنسبة إلى الصفر ، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا ، 

𝑓(−𝑥) = −𝑥 (1 +
1

√(−𝑥)2 + 1
) = −𝑥 (1 +

1

√𝑥2 + 1
) = −𝑓(𝑥) 

 فردية fالدالة منه ، 

𝒇′(𝒙)لدينا:  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  إثبات .ب = 𝟏 +
𝟏

(𝒙𝟐+𝟏)√𝒙𝟐+𝟏
 

𝑓′(𝑥) = 1 +

√𝑥2 + 1 − 𝑥 (
2𝑥

2√𝑥2 + 1
)

𝑥2 + 1
= 1 +

√𝑥2 + 1 −
𝑥2

√𝑥2 + 1
𝑥2 + 1

 

𝑓′(𝑥) = 1 +

1

√𝑥2 + 1
𝑥2 + 1

= 1 +
1

(𝑥2 + 1)√𝑥2 + 1
 

  fالدالة  تغيرات دراسة .ج

𝑓′(𝑥)بما أن   >  ℝمتزايدة تماما على  fالدالة ، فإن   0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 (1 +
1

√𝑥2 + 1
) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
1

√𝑥2 + 1
) = +∞  

 1في النقطة ذات الفاصلة  )fC(للمنحنى  (T)معادلة للمماس  ةباأ. كت        .2

)kC( 

(∆1) 

(∆2) 
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𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇) ∶ 𝑦 = 2𝑥  

  (T)بالنسبة للمماس  )fC(وضعية  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − 2𝑥 = 𝑥 (1 +
1

√𝑥2 + 1
) − 2𝑥 = 𝑥 (−1 +

1

√𝑥2 + 1
) 

𝑥2 + 1 > 1 ⇒ √𝑥2 + 1 > 1 ⇒
1

√𝑥2 + 1
< 1 ⇒ −1 +

1

√𝑥2 + 1
< 0 

𝑓(𝑥)منه ، إشارة  − 2𝑥  هي عكس إشارة𝑥 : أي ، 

𝑥 < 0 ∶  𝑓(𝑥) − 2𝑥 > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶𝑓) 

𝑥 > 0 ∶  𝑓(𝑥) − 2𝑥 < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶𝑓) 
 يقبل نقطة انعطاف يطُلب تعيينها )fC(أنّ  استنتاج

تتغير عند نقطة التماس ، نستنتج أن   (T)بالنسبة للمماس  )fC(وضعية بما أن  

 )fC(للمنحنى  بالنسبة نقطة انعطافهذه النقطة )المبدأ( هي 

:(𝒅)أنّ المستقيم  بيان .ج 𝒚 = 𝒙 +    ∞+في جوار  )fC(مقارب للمنحنى  𝟏

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

𝑥

√𝑥2+1
− 1 = lim

𝑥→+∞

1

√1+
1

𝑥2

− 1 = 0        

:(𝑑)المستقيم منه ،  𝑦 = 𝑥 +    ∞+في جوار  )fC(مقارب للمنحنى  1

 المستقيم المقارب الآخر (′𝒅)معادلة  استنتاج .د

في  )fC(حنى للمن (′𝑑) المستقيم المقارب الآخر، فإن   فردية fالدالة بما أن  

 بالنسبة للمبدأ ، أي : (𝑑)، هو نظير المستقيم  ∞−جوار 

(𝑑): 𝑦 = 𝑥 + 1 ⇒ (𝑑′):−𝑦 = −𝑥 + 1 ⇒ (𝑑′): 𝑦 = 𝑥 − 1    

 )انظر نهاية التمرين(:  )fC(و  (′𝒅)،  (′𝒅) رسم .ه

𝒈(𝒙) = |𝒙| (𝟏 +
𝟏

√𝒙𝟐 + 𝟏
) ; 𝑫𝒈 = ℝ 

 زوجية gأنّ الدالة  بيان .أ

𝐷𝑔 إلى الصفر ، ومن أجل كل  متناظر بالنسبة𝑥 ∈ 𝐷𝑔 : لدينا ، 

𝑔(−𝑥) = |−𝑥| (1 +
1

√(−𝑥)2 + 1
) = |𝑥| (1 +

1

√𝑥2 + 1
) = 𝑔(𝑥) 

 زوجية 𝑔منه ، الدالة 

  )fC(انطلاقا من  )gC( رسم .ب

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑔) و (𝐶𝑓) متطابقان

ا على المجال  ;∞−[أم   زوجية 𝑔الدالة وري لأن  بالتناظر المح )gC(رسم ، ن ]0
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 ت ع  0100: بكالوريا  66التمرين حل 

-I 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙𝟑 − 𝟒𝒙𝟐 + 𝟕𝒙 − 𝟒  

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس       .1
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥3 = −∞   ;  lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥3 = +∞  

)fC( 

)gC( 
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  ℝعلى  𝒈اتجاه تغير الدالة  ةسادر .ب

𝑔′(𝑥) = 6𝑥2 − 8𝑥 + 7 ;  ∆= −104 ;  ∆< 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈تغيرات الدالة جدول   

𝑥 −∞                                 + ∞ 

𝑔′(𝑥) + 

𝑔(𝑥) 
 

+∞ 

−∞ 

𝒈(𝒙)بينّ أنّ المعادلة أ.         .2 = ,𝟎حيث  𝜶حلا وحيدا تقبل  𝟎 𝟕 < 𝛂 < 𝟎, 𝟖  

𝑔(0,7) ≈ −0,37  ،𝑔(0,8) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة .  0,06

]0,7; 0,8[   ،𝑔(0,7) × 𝑔(0,8) < 𝑔(𝑥)المعادلة منه  0  =  αتقبل حلا وحيدا  0 

;0,7[ على المجال  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]0,8

 𝒈(𝒙) إشارة 𝒙ج حسب قيم العدد الحقيقي ااستنت .ب

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑔(𝛼) = 0   

-II 𝑓(𝑥) =
𝑥3−2𝑥+1

2𝑥2−2𝑥+1
  

𝐥𝐢𝐦ب احس .1
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3

2𝑥2
= lim
𝑥→−∞

1

2
𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3

2𝑥2
= lim
𝑥→+∞

1

2
𝑥 = +∞  

ℝ  :𝒇(𝒙)من  𝒙ن أنّه من أجل كل اأ. بي      .2 =
𝟏

𝟐
(𝒙 + 𝟏) +

𝟏−𝟑𝒙

𝟐(𝟐𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟏)
 

1

2
(𝑥 + 1) +

1 − 3𝑥

2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)
=
(𝑥 + 1)(2𝑥2 − 2𝑥 + 1) + 1 − 3𝑥

2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)
 

=
2𝑥3 − 4𝑥 + 2

2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)
=
𝑥3 − 2𝑥 + 1

2𝑥2 − 2𝑥 + 1
= 𝑓(𝑥) 

 يطُلب تعيين معادلة له (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا  )fC(ج أنّ ااستنت .ب

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − [
1

2
(𝑥 + 1)] = lim

|𝑥|→+∞

1 − 3𝑥

2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)
= lim
|𝑥|→+∞

−3𝑥

4𝑥2
 

= lim
|𝑥|→+∞

−3

4𝑥
= 0 ⇒ (∆): 𝑦 =

1

2
(𝑥 +  مستقيم مقارب مائل (1

  (∆)و )fC(الوضع النسبي للمنحنى  ةسادر .ج

𝑓(𝑥) − [
1

2
(𝑥 + 1)] =

1 − 3𝑥

2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)
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𝑓(𝑥)بما أن  المقام موجب دوما ، فإن  إشارة          − [
1

2
(𝑥 + 1هي نفس إشارة  [(1 − 3𝑥 

1 − 3𝑥 < 0 ⇒ 𝑥 >
1

3
∶ 𝑓(𝑥) − [

1

2
(𝑥 + 1)] < 0 ⇒   (𝐶𝑓) تحت  (∆)

1 − 3𝑥 > 0 ⇒ 𝑥 <
1

3
∶ 𝑓(𝑥) − [

1

2
(𝑥 + 1)] > 0 ⇒   (𝐶𝑓) فوق  (∆)

ℝ  :𝒇′(𝒙)من  𝒙ن أنّه من أجل كل اأ. بي         .3 =
𝒙.𝒈(𝒙)

(𝟐𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟏)
𝟐 

𝑓′(𝑥) =
(3𝑥2 − 2)(2𝑥2 − 2𝑥 + 1) − (4𝑥 − 2)(𝑥3 − 2𝑥 + 1)

(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥4 − 4𝑥3 + 7𝑥2 − 4𝑥

(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)2
=
𝑥(2𝑥3 − 4𝑥2 + 7𝑥 − 4)

(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥. 𝑔(𝑥)

(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)2
 

  𝒙حسب قيم  𝒇′(𝒙)ج إشارة ااستنت .ب

 

𝒇جدول تغيرات الدالة 

 

  𝒇(𝟏)ب احس .4

𝑓(1) = 0 ⇒ 𝑥3 − 2𝑥 + 1 = (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 − 1) 

𝒇(𝒙)المعادلة  ℝحل في  = 𝟎 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 − 1) = 0 

𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0 ;  ∆= 5 ; 𝑥′ =
−1 − √5

2
 ;  𝑥′′ =

−1 + √5

2
 

𝑆 = {1;
−1 − √5

2
;
−1 + √5

2
}  
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 )انظر الشكل في نهاية التمرين( )fC(والمنحنى  (∆)المستقيم  اءنشا .5

6. 𝒉(𝒙) =
𝒙𝟑−𝟒𝒙𝟐+𝟐𝒙−𝟏

𝟐𝒙𝟐−𝟐𝒙+𝟏
  

ℝ  :𝒉(𝒙)من  𝒙تحققّ أنّه من أجل كل ال .أ = 𝒇(𝒙) − 𝟐 

𝑓(𝑥) − 2 =
𝑥3 − 2𝑥 + 1

2𝑥2 − 2𝑥 + 1
− 2 =

𝑥3 − 2𝑥 + 1 − 2(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)

2𝑥2 − 2𝑥 + 1
 

𝑓(𝑥) − 2 =
𝑥3 − 4𝑥2 + 2𝑥 − 1

2𝑥2 − 2𝑥 + 1
= ℎ(𝑥) 

 تعيينه  بتحويل نقطي بسيط يطُلب )fC(هو صورة  )hC(ج أنّ ااستنت .ب

ℎ(𝑥)بما أن   = 𝑓(𝑥) − 𝑢⃗⃗بالانسحاب الذي شعاعه  )fC(هو صورة  )hC(، فإن   2 (
0
−2
) 

 

 )hC(انشاء  

 
 

 
  ر ت 0107: بكالوريا  67التمرين 

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 + 𝟔𝒙 + 𝟏𝟐  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈اتجاه تغير الدالة  ةسادر .0

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 + 6 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑔 الدالة  

𝒈(𝒙)ن أنّ المعادلة ابي .0 = 𝛂حيث  𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎 ∈ ]−𝟏, 𝟒𝟖 ; −𝟏, 𝟒𝟕[  

      ⏟𝑔(−1,48)و ]1,47−;1,48−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔 الدالة
≈−0,12

× 𝑔(−1,47)⏟      
≈0,004

< 0   

𝑔(𝑥) منه المعادلة = مبرهنة القيم حسب  ]1,47−;1,48−[تقبل حلا وحيدا في المجال  0

 المتوسطة
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  𝒈(𝒙)ج إشارة ااستنت

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ; 𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟑−𝟔

𝒙𝟐+𝟐
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .1
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 − 6

𝑥2 + 2
= lim
𝑥→−∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→−∞

𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 6

𝑥2 + 2
= lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥 = +∞  

𝒙  :𝒇′(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي اب. بي =
𝒙.𝒈(𝒙)

(𝒙𝟐+𝟐)
𝟐  

𝑓′(𝑥) =
3𝑥2(𝑥2 + 2) − 2𝑥(𝑥3 − 6)

(𝑥2 + 2)2
=
𝑥4 + 6𝑥2 + 12𝑥

(𝑥2 + 2)2
=

𝑥. 𝑔(𝑥)

(𝑥2 + 2)2
 

  𝒇اتجاه تغير الدالة  ةسادر    
.𝑥من إشارة الجداء  𝑓′(𝑥)نلاحظ أن  إشارة      𝑔(𝑥) 

 

 𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]0;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ [𝛼; 0] ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

  𝒇الدالة جدول تغيرات     

 

𝒚ذا المعادلة  (∆)ن أنّ المستقيم اأ.   بي .2 = 𝒙  مقارب مائل للمنحنى)fC( 

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
|𝑥|→+∞

𝑥3 − 6

𝑥2 + 2
− 𝑥 = lim

|𝑥|→+∞

−2𝑥 − 6

𝑥2 + 2
= lim
|𝑥|→+∞

−
2

𝑥
= 0 

𝑦ذا المعادلة  (∆)تنتج أن  المستقيم منه نس = 𝑥  مقارب مائل للمنحنى)fC( 
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  (∆)بالنسبة إلى المستقيم  )fC(وضعية المنحنى  ةساب. در

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
−2𝑥 − 6

𝑥2 + 2
 ;  −2𝑥 − 6 = 0 ⇒ 𝑥 = −3 

 𝑥 ∈ ]−∞;−3[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 𝑥 ∈ ]−3;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(−3;−3)} 

𝒇(𝜶)ن أنّ ابي .3 =
𝟑

𝟐
𝜶  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝛼3 + 6𝛼 + 12 = 0 ⇒ 𝛼3 = −6𝛼 − 12 

𝑓(𝛼) =
𝛼3 − 6

𝛼2 + 2
=
𝛼3 − 6

𝛼3

𝛼 + 2
=
−6𝛼 − 12 − 6

−6𝛼 − 12
𝛼 + 2

= (
−6𝛼 − 18

−4𝛼 − 12
)𝛼 

=
3

2
(
−2𝛼 − 6

−2𝛼 − 6
)𝛼 =

3

2
𝛼  

 𝒇(𝜶)للعدد  اج حصراستنت

−1,48 < 𝛼 < −1,47 ⇒
3

2
(−1,48) <

3

2
𝛼 <

3

2
(−1,47) 

⇒ −2,22 < 𝑓(𝛼) < −2,21  

 

  )fC(والمنحنى  (∆)رسم المستقيم  .4
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𝒙ت أنّ من أجل كل اثبا .5 ∈ [𝜶 ; 𝟎]  ،−𝟑 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝜶)  

𝛼 ≤ 𝑥 ≤ 0
[𝛼 ;0] متناقصة على 𝑓 
⇒           𝑓(0) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼) ⇒ −3 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼)  

ن أنّ : ابي
𝟑

𝟐
𝜶𝟐 ≤ 𝑺 ≤ −𝟑𝜶 

𝑥 ∈ [𝛼 ; 0] ⇒ 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑆 = ∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝛼

 

−3 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼) ⇒ −𝑓(𝛼) ≤ −𝑓(𝑥) ≤ 3 

⇒ −𝑓(𝛼)∫ 𝑑𝑥
0

𝛼

≤ ∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0

𝛼

≤ 3∫ 𝑑𝑥
0

𝛼

 

⇒ −𝑓(𝛼)[𝑥]𝛼
0 ≤ 𝑆 ≤ 3[𝑥]𝛼

0 ⇒ 𝛼𝑓(𝛼) ≤ 𝑆 ≤ −3𝛼 

⇒
3

2
𝛼2 ≤ 𝑆 ≤ −3𝛼  

 



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





       
       
       
       
       
       
       
       
       

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 :10 حل التمرين

1) 𝑒2𝑥 = 1 ⇒ 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 0  

2) 𝑒−5𝑥 = 𝑒 ⇒ −5𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = −
1

5
 

3) 𝑒𝑥
2
= 𝑒−3(𝑥+1) ⇒ 𝑥2 = −3(𝑥 + 1) ⇒ 𝑥2 + 3𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑆 = ∅  

4) 𝑒
𝑥+4
6−𝑥 = 𝑒

1
𝑥 ; 𝐷 = ℝ − {0; 6} 

𝑒
𝑥+4
6−𝑥 = 𝑒

1
𝑥 ⇒

𝑥 + 4

6 − 𝑥
=
1

𝑥
⇒ 𝑥(𝑥 + 4) = 6 − 𝑥 ⇒ 𝑥2 + 5𝑥 − 6 = 0 

⇒ 𝑥1 = −6 ; 𝑥2 = 1  

5) 𝑒2𝑥+1 − (𝑒𝑥)3 = 0 ⇒ 𝑒2𝑥+1 = 𝑒3𝑥 ⇒ 2𝑥 + 1 = 3𝑥 ⇒ 𝑥 = 1  

6) 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 − 20 = 0 ; 𝑋 = 𝑒𝑥; 𝑋2 − 𝑋 − 20 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 4− = 5 

⇒ 𝑒𝑥 = 5 ⇒ 𝑥 = ln 5  

7) 𝑒𝑥 + 18𝑒−𝑥 = 9 ⇒  𝑒𝑥 + 18𝑒−𝑥 − 9 = 0 ⇒ 𝑒2𝑥 + 18 − 9𝑒𝑥 = 0 ; 

 𝑋 = 𝑒𝑥 ;  𝑋2 − 9𝑋 + 18 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 3 = 6 ⇒  𝑒𝑥 = 𝑒𝑥  أو 3 = 6 

⇒ 𝑥1 = ln 3 ;  𝑥2 = ln 6   

8) 𝑒2𝑥+1 − 3√𝑒2𝑥+2 = −𝑒1+𝑙𝑛2  ⇒ 𝑒2𝑥+1 − 3√𝑒2(𝑥+1) + 𝑒1+𝑙𝑛2 = 0 

⇒ 𝑒2𝑥+1 − 3𝑒𝑥+1 + 𝑒1+𝑙𝑛2 = 0 ⇒ 𝑒. 𝑒2𝑥 − 3𝑒. 𝑒𝑥 + 𝑒. 𝑒𝑙𝑛2 = 0 

⇒ 𝑒(𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 2) = 0 ⇒ 𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 2 = 0 ;  𝑋 = 𝑒𝑥 ;  𝑋2 − 3𝑋 + 2 = 0  

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 = 1 ⇒  𝑒𝑥 = 𝑒𝑥  أو 1 = 2 ⇒ 𝑥1 = 0 ;  𝑥2 = ln 2   

9) 2𝑒5𝑥 − 13𝑒3𝑥 − 7𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑒𝑥(2𝑒4𝑥 − 13𝑒2𝑥 − 7) = 0  

⇒ 2𝑒4𝑥 − 13𝑒2𝑥 − 7 = 0 ;  𝑋 = 𝑒2𝑥 ;  2𝑋2 − 13𝑋 − 7 = 0  

⇒ 𝑋 = −
1

2
𝑋 أو  = 7 ⇒  𝑒2𝑥 = 7 ⇒ 2𝑥 = ln 7 ⇒ 𝑥 = ln√7   

10) 𝑒3𝑥 − 3𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 + 3 = 0 ⇒  𝑒2𝑥(𝑒𝑥 − 3) − (𝑒𝑥 − 3) = 0 

⇒ (𝑒𝑥 − 3)(𝑒2𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 𝑒2𝑥 أو 3 = 1 ⇒ 𝑥1 = ln 3 ;  𝑥2 = 0  

11) 𝑒𝑥 − (5 + 𝑒)𝑒
𝑥
2 + 5𝑒 = 0 ;  𝑋 = 𝑒

𝑥
2 ;  𝑋2 − (5 + 𝑒)𝑋 + 5𝑒 = 0 ; 

∆= (5 + 𝑒)2 − 20𝑒 = 25 + 10𝑒 + 𝑒2 − 20𝑒 = 25 − 10𝑒 + 𝑒2 = (5 − 𝑒)2  

⇒ 𝑋 = 𝑒 أو 𝑋 = 5 ⇒ 𝑒
𝑥
2 = 𝑒 أو  𝑒

𝑥
2 = 5 ⇒

𝑥

2
 =  أو 1

𝑥

2
= 𝑙𝑛5 

⇒ 𝑥1 = 2 ; 𝑥2 = 2 ln 5  
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 :21 حل التمرين

1) 𝑒2𝑥
2
≤ 𝑒5𝑥+3 ⇒ 2𝑥2 ≤ 5𝑥 + 3 ⇒ 2𝑥2 − 5𝑥 − 3 ≤ 0  

∆= 49 ; 𝑥′ = −
1

2
; 𝑥" = 3 ; 𝑆 = [−

1

2
; 3]  

2) 𝑒𝑥+1 > 𝑒−
2
𝑥 ;  𝐷 = ℝ∗ ; 𝑥 + 1 > −

2

𝑥
⇒ 𝑥 + 1 +

2

𝑥
> 0 

⇒
𝑥2 + 𝑥 + 2

𝑥
> 0 ;  ∆= −7 ; 𝑆 = ]0;+∞[  

3) 𝑒𝑥
2
> (𝑒3)4𝑒−𝑥 ⇒ 𝑒𝑥

2
> 𝑒12−𝑥 ⇒ 𝑥2 > 12 − 𝑥 ⇒ 𝑥2 + 𝑥 − 12 > 0  

 ∆= 49 ; 𝑥′ = −4 ;  𝑥" = 3 ; 𝑆 = ]−∞;−4[ ∪ ]3;+∞[  

4) 𝑒𝑥−𝑥
2
≥ 1 ⇒ 𝑒𝑥−𝑥

2
≥ 𝑒0 ⇒ 𝑥 − 𝑥2 ≥ 0 ⇒ 𝑥(1 − 𝑥) ≥ 0  

 𝑆 = [0; 1]  

5) 𝑒𝑥 − 3 ≤ 0 ⇒ 𝑒𝑥 ≤ 3 ⇒ 𝑥 ≤ ln 3 ; 𝑆 = ]−∞; ln 3]  

6) (1 − 𝑒𝑥)(𝑒𝑥 − 𝑒2) > 0; 1 − 𝑒𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≤ 0; 𝑒𝑥 − 𝑒2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 2 

 

 𝑆 = ]0; 2[  

7) 𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3 < 0 ; 𝑋 = 𝑒𝑥; 𝑋2 − 4𝑋 + 3 < 0 

⇒ 𝑋 ∈ ]1; 3[ ⇒ 𝑒𝑥 ∈ ]1; 3[ ⇒ 𝑆 = ]0; ln 3[  

𝑒𝑥 − 1

3𝑒𝑥 − 6
 ≥ 0; 𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 0; 3𝑒𝑥 − 6 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 2 ⇒ 𝑥 = ln 2 

 

𝑆 = ]−∞; 0] ∪ ]ln 2 ;+∞[  
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 :03 حل التمرين

 في كل حالة من الحالات التالية: xتحقق من صحة المساواة المعطاة من أجل كل ال

1)
𝑒𝑥

2 + 𝑒𝑥
=

𝑒𝑥

𝑒𝑥(2𝑒−𝑥 + 1)
=

1

2𝑒−𝑥 + 1
  

 2)
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
=
𝑒−𝑥(𝑒2𝑥 − 1)

𝑒−𝑥(𝑒2𝑥 + 1)
=
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
 

3)(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2 = 𝑒2𝑥 + 𝑒−2𝑥 + 2𝑒𝑥. 𝑒−𝑥 = 𝑒2𝑥 +
1

𝑒2𝑥
+ 2 =

𝑒4𝑥 + 1

𝑒2𝑥
+ 2  

4)
𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
=

𝑒𝑥

𝑒𝑥(1 − 𝑥𝑒−𝑥)
=

1

1 − 𝑥𝑒−𝑥
 

 

 
 :04 حل التمرين

 :′𝑓دالتها المشتقة  حسابو 𝑓في كل حالة مجموعة تعريف الدالة  تعيين

1) 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 3𝑒−𝑥+2 − 𝑥 ; 𝐷𝑓 = ℝ ; 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 3𝑒−𝑥+2 − 1  

2) 𝑓(𝑥) = 𝑒−2𝑥 − 𝑒−3𝑥 + 4 ;  𝐷𝑓 = ℝ ; 𝑓′(𝑥) = −2𝑒−2𝑥 + 3𝑒−3𝑥  

3) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 3
; 𝑒2𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑒2𝑥 = 3 ⇒ 2𝑥 = ln 3 ⇒ 𝑥 =

ln 3

2
 

𝐷𝑓 = ℝ − {
ln 3

2
} ; 𝑓′(𝑥) =

𝑒𝑥(𝑒2𝑥 − 3) − 2𝑒2𝑥. 𝑒𝑥

(𝑒2𝑥 − 3)2
= −

𝑒𝑥(𝑒2𝑥 + 3)

(𝑒2𝑥 − 3)2
 

4) 𝑓(𝑥) =
1 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
;  𝐷𝑓 = ℝ ; 

𝑓′(𝑥) =
2𝑒−2𝑥(1 + 𝑒−2𝑥) + 2𝑒−2𝑥(1 − 𝑒−2𝑥)

(1 + 𝑒−2𝑥)2
=

4𝑒−2𝑥

(1 + 𝑒−2𝑥)2
 

5) 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 𝑥2 ;  𝐷𝑓 = ℝ ; 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 2𝑥 

𝑓′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑥  

6) 𝑓(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥 ;  𝐷𝑓 = ℝ∗ ;  𝑓′(𝑥) = 2𝑒

1
𝑥 −

1

𝑥2
𝑒
1
𝑥(2𝑥 − 1) 

𝑓′(𝑥) = 𝑒
1
𝑥 (2 −

2

𝑥
+
1

𝑥2
) = 𝑒

1
𝑥 (
2𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2
)  
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7) 𝑓(𝑥) =
𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 2 

𝑒𝑥 − 1
; 𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 ;  𝐷𝑓 = ℝ∗  

𝑓′(𝑥) =
(2𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥)(𝑒𝑥 − 1) − 𝑒𝑥(𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 2) 

(𝑒𝑥 − 1)2
=
𝑒2𝑥(𝑒𝑥 − 2) 

(𝑒𝑥 − 1)2
 

8) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑒−
𝑥
2 ;  𝐷𝑓 = ℝ  

 𝑓′(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒−
𝑥
2 −

1

2
(𝑥2 + 𝑥 + 1)𝑒−

𝑥
2 = −

1

2
(𝑥2 − 3𝑥 − 1)𝑒−

𝑥
2  

9) 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥

√1 − 𝑒2𝑥
 ;  1 − 𝑒2𝑥 > 0 ⇒ 𝑒2𝑥 < 1 ⇒ 𝑥 < 0 ; 𝐷𝑓 = ]−∞; 0[ 

𝑓′(𝑥) =

𝑒𝑥√1 − 𝑒2𝑥 +
𝑒3𝑥

√1 − 𝑒2𝑥

1 − 𝑒2𝑥
=
𝑒𝑥(1 − 𝑒2𝑥) + 𝑒3𝑥

(1 − 𝑒2𝑥)√1 − 𝑒2𝑥
 

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥

(1 − 𝑒2𝑥)√1 − 𝑒2𝑥
 

10) 𝑓(𝑥) = √−4𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 + 3 ;  −4𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 + 3 = 0 ; 𝑋 = 𝑒𝑥 

−4𝑋2 + 4𝑋 + 3 = 0 ;  ∆′= 16 ; 𝑋′ =
3

2
 ;  𝑋′′ = −

1

2
 (مرفوضة) 

𝑒𝑥 =
3

2
⇒ 𝑥 = ln

3

2
 ; 𝐷𝑓 = ]−∞; ln

3

2
] 

𝑓′(𝑥) =
−8𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥

2√−4𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 + 3 
=

−2𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 1)

√−4𝑒2𝑥 + 4𝑒𝑥 + 3 
 

 

 
 :10 حل التمرين

 النهايات التالية: حساب

1) lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 1)𝑒𝑥 = +∞   

2) lim
>
𝑥→1

𝑥 + 𝑒
2𝑥
𝑥−1 = +∞  (lim

>
𝑥→1

2𝑥

𝑥 − 1
= +∞) 

3) lim
𝑥→0−

(1 − 𝑥)𝑒
1
𝑥 + 2 = 2  ( lim

𝑥→0−

1

𝑥
= −∞ ; lim

𝑥→0−
𝑒
1
𝑥 = 0) 

4) lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2) = +∞  
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5) lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 − 4 = −4  

6) lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 1 +

1

𝑥
) = +∞  

7) lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥 − 1

𝑥

→ −1

→ +∞
= 0   

8.1) lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
(𝑥 − 1)

𝑒𝑥

𝑥
= +∞  

8.2) lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥
 = lim

𝑥→+∞

𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

𝑒𝑥 = +∞  

9) lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥

𝑥 + 1

→ 0

→ −∞
= 0   

10) lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥

𝑒𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

1 + 𝑒−𝑥
→ +∞

→ +1
= +∞  

11) lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 + 2

𝑒2𝑥 − 1

→ +2

→ −1
= −2  

12) lim
𝑥→0−

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 3

𝑒𝑥 − 1

→ +2

→ 0−
= −∞   

13) lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 𝑥 − 1

𝑥
 = lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
+ 1−

1

𝑥
= +∞  

14) lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥+1

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
𝑒𝑥+1 = +∞  

15) lim
𝑥→−∞

(𝑥2 + 2𝑥 + 2)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑒𝑥 + 2𝑥𝑒𝑥 + 2𝑒𝑥 = 0  

16) lim
𝑥→−∞

(3𝑥2 − 4𝑥)⏟      
→+∞

𝑒−𝑥⏟
→+∞

= +∞  

17) lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1

𝑒𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑒𝑥
−
1

𝑒𝑥
= 0  

18) lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 2𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2⏟
+∞

(1 − 2
𝑒𝑥

𝑥2
)

⏟      
−∞

= −∞  
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19) lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
 = lim

𝑥→+∞

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)

𝑥2 (1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
)

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥2⏟
+∞

×
(1 + 𝑒−𝑥)

(1 +
1
𝑥 +

1
𝑥2
)⏟        

1

= +∞  

20) lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1)𝑒−
𝑥
2  ; 𝑋 = −

𝑥

2
⇒ 𝑥 = −2𝑋 ;  𝑥 → +∞ ⇒ 𝑋 → −∞ 

        lim
𝑋→−∞

(−2𝑋 + 1)𝑒𝑋 = lim
𝑋→−∞

−2𝑋𝑒𝑋 +𝑒𝑋 = 0  

21) lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 2𝑥
 = lim

𝑥→+∞

𝑥(2 −
2
𝑥)

𝑥(
𝑒𝑥

𝑥 − 2)
= lim
𝑥→+∞

(2 −
2
𝑥)

(
𝑒𝑥

𝑥 − 2)

→ +2

→ +∞
= 0  

22) lim
𝑥→0

𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
;  𝑋 = 2𝑥 ; lim

𝑋→0

𝑒𝑋 − 1

𝑋
= 1  

23) lim
𝑥→0

𝑒2𝑥
2
− 1

𝑥2
;  𝑋 = 2𝑥2 ;  lim

𝑋→0

𝑒𝑋 − 1

𝑋
2

= lim
𝑋→0

2
𝑒𝑋 − 1

𝑋⏟  
1

= 2  

24) lim
𝑥→0

1 − 𝑒−𝑥

𝑥
; 𝑋 = −𝑥 ; lim

𝑋→0

1 − 𝑒𝑋

−𝑋
= lim
𝑋→0

𝑒𝑋 − 1

𝑋
= 1  

25) lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥2 + 2𝑥
= lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥(𝑥 + 2)
= lim
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥⏟  
1

×
1

𝑥 + 2⏟  
1
2

=
1

2
  

26) lim
𝑥→ln3

𝑒𝑥 − 3

𝑥 − ln 3
= lim
𝑥→ln3

𝑒𝑥 − 𝑒ln 3

𝑥 − ln 3
= 𝑒𝑥𝑝′(ln 3) = 𝑒ln3 = 3  

27) lim
𝑥→0

𝑒4𝑥 − 2𝑒2𝑥 + 1

4𝑥2
= lim
𝑥→0

(𝑒2𝑥 − 1)2

(2𝑥)2
= lim
𝑥→0
(
𝑒2𝑥 − 1

2𝑥
)

2

= 1   

28) lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒
1
𝑥 − 𝑥 + 1 ; 𝑋 =

1

𝑥
 ⇒ 𝑥 =

1

𝑋
 ;  𝑥 → −∞ ⇒ 𝑋 → 0 

 lim
𝑋→0

1

𝑋
𝑒𝑋 −

1

𝑋
+ 1 = lim

𝑋→0

𝑒𝑋 − 1

𝑋
+ 1 = 2  
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 :10 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝒆𝟒𝒙 − 𝟑

𝒆𝟒𝒙 + 𝟏
 ; 𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙من أجل كل  حساب .0 ∈ ℝ  :𝒇(−𝒙) + 𝒇(𝒙)  

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
𝑒−4𝑥 − 3

𝑒−4𝑥 + 1
+
𝑒4𝑥 − 3

𝑒4𝑥 + 1
=
𝑒−4𝑥(1 − 3𝑒4𝑥)

𝑒−4𝑥(1 + 𝑒4𝑥)
+
𝑒4𝑥 − 3

𝑒4𝑥 + 1
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
1 − 3𝑒4𝑥 + 𝑒4𝑥 − 3

𝑒4𝑥 + 1
=
−2(𝑒4𝑥 + 1)

𝑒4𝑥 + 1
= −2 

 𝜔(0;−1)مركز تناظر  يقبل )fC(المنحنى  : ر النتيجة بيانيايفست

𝒙أنّه من أجل كل  بيان .2 ∈ ℝ  :𝒇(𝒙) =
𝟏−𝟑𝒆−𝟒𝒙

𝟏+𝒆−𝟒𝒙
 

𝑓(𝑥) =
𝑒4𝑥 − 3

𝑒4𝑥 + 1
=
𝑒4𝑥(1 − 3𝑒−4𝑥)

𝑒4𝑥(1 + 𝑒−4𝑥)
=
1 − 3𝑒−4𝑥

1 + 𝑒−4𝑥
 

 
 :10 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙 − 𝟏

𝒆𝒙 + 𝟏
;𝑫𝒇 = ℝ 

 فردية fأنّ الدالة  بيان .0

𝐷𝑓  متناظر بالنسبة إلى الصفر ، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا ، 

𝑓(−𝑥) =
𝑒−𝑥 − 1

𝑒−𝑥 + 1
=
𝑒−𝑥(1 − 𝑒𝑥)

𝑒−𝑥(1 + 𝑒𝑥)
=
1 − 𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
= −

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= −𝑓(𝑥) 

 فردية fالدالة منه ، 

𝒙أنّه من أجل كل  بيان .2 ∈ ℝ  :𝒇(𝟐𝒙) =
𝟐𝒇(𝒙)

𝟏+[𝒇(𝒙)]𝟐
 

2𝑓(𝑥)

1 + [𝑓(𝑥)]2
=

2(
𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 1)

1 + (
𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 1)

2 =
2 (
𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)2 + (𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2

 

=
2 (
𝑒𝑥 − 1
𝑒𝑥 + 1)

2(𝑒2𝑥 + 1)
(𝑒𝑥 + 1)2

= (
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
) [
(𝑒𝑥 + 1)2

(𝑒2𝑥 + 1)
] =

(𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 + 1)

(𝑒2𝑥 + 1)
=
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1
 

= 𝑓(2𝑥)  

 



 
323 

 

 :10 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒆𝟐𝒙 − 𝟐𝒆𝒙; 𝑫𝒇 = ℝ 

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2) = +∞  

𝑓′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 1)  

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑥 < 0 ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ ; الدالة 𝑓 متناقصة  𝑥 > 0 ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
 )fC(الفروع اللانهائية للمنحنى تعيين  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
(𝑒𝑥 − 2) = +∞  

𝑦مستقيما مقاربا أفقيا معادلته  )fC(المنحنى يقبل  = ، كما أنّه (∞−)بجوار  0

 يقبل فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب

 مع محوري الإحداثيات )fC(إحداثيات نقط تقاطع المنحنى  تعيين .2

𝑓(0) = −1 ⇒ (𝐶𝑓) ∩ (𝑦𝑦′) = {(0;−1)}  

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2) = 0 ⇒ 𝑒𝑥 − 2 = 0 

⇒ 𝑥 = ln2 ⇒ (𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {(ln 2 ; 0)}  

 يطُلب تعيينها ωيقبل نقطة انعطاف  )fC(أنّ المنحنى  إثبات .3

𝑓′′(𝑥) = 4𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 1) 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 1) ⇒ 2𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 =
1

2
⇒ 𝑥 = − ln 2 

𝑓(− ln 2) = 𝑒−2 ln2 − 2𝑒− ln2 =
1

4
− 1 = −

3

4
⇒ 𝜔 (− ln 2 ;−

3

4
)  
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 )fC(المنحنى  رسم .4

 

 
 :10 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆−𝒙; 𝑫𝒇 = ℝ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑒−𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

(−𝑥)2𝑒−𝑥 = lim
𝑋→−∞

𝑋2𝑒𝑋 = 0  

𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥 = 𝑥𝑒−𝑥(2 − 𝑥) 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]2;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ∈ [0; 2] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 fتغيرات الدالة جدول 

 
 )fC(الفروع اللانهائية للمنحنى  دراسة .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑒−𝑥

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒−𝑥 = −∞  

𝑦مستقيما مقاربا أفقيا معادلته  )fC(يقبل المنحنى  .3 = ، كما أنّه يقبل (∞+)بجوار  0

 فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب

 )fC(المنحنى  رسم .4

 

𝒉(𝒙)حيث:  h( الممثل للدالة Γرسم المنحنى ) استنتاج .0 = 𝒙𝟐𝒆−|𝒙| 

𝑥من أجل كل  ∈ 𝐷ℎ  ّفإن ،−𝑥 ∈ 𝐷ℎ : ولدينا ، 

ℎ(−𝑥) = (−𝑥)2𝑒−|−𝑥| = 𝑥2𝑒−|𝑥| = ℎ(𝑥) ⇒  الدالة ℎ زوجية

𝑥 ≥ 0 ∶  |𝑥| = 𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶ℎ) متطابقان

𝑥 < 0 ∶  نرسم (𝐶ℎ) بالتناظر المحوري
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 :10 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝐥𝐧𝟒 +
𝟐

𝒆𝒙 + 𝟏
;𝑫𝒇 = ℝ 

 ∞+و  ∞−النهايتين عند  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + ln 4 +
2

𝑒𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + ln 4 +
2

𝑒𝑥 + 1
= +∞  

𝒇(−𝒙) حساب .2 + 𝒇(𝒙)  

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −𝑥 + ln 4 +
2

𝑒−𝑥 + 1
+ 𝑥 + ln 4 +

2

𝑒𝑥 + 1
 

= 2 ln 4 +
2𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
+

2

𝑒𝑥 + 1
= 2 ln 4 +

2(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
= 2(1 + ln 4)  

;𝜔(0النقطة  تفسير النتيجة هندسيا : 1 + ln   )fC(لمنحنى ل مركز تناظر (4

  fتغيرات الدالة  دراسة .3

𝑓′(𝑥) = 1 −
2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
(𝑒𝑥 + 1)2 − 2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=

𝑒2𝑥 + 1

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fتغيرات الدالة جدول 

 

𝑥 −∞                                 + ∞ 

𝑓′(𝑥) + 

𝑓(𝑥) 
 

+∞ 

−∞ 

 

𝒙تحقق أنّه من أجل كل ال .4 ∈ ℝ  فإنّ المعادلة𝒇(𝒙) = 𝒎  تقبل حلا وحيدا 

lim، و  ℝمستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞  ،lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = ، منه ∞+

𝑓(𝑥)المعادلة  = 𝑚 من أجل كل  تقبل حلا وحيدا𝑥 ∈ ℝ حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

𝒇(𝒙)على الشكل :  𝒇(𝒙)أنّه يمكن كتابة  بيان .0 = 𝒙 + 𝟐 + 𝐥𝐧𝟒 −
𝟐𝒆𝒙

𝒆𝒙+𝟏
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln 4 +
2

𝑒𝑥 + 1
= 𝑥 + ln 4 +

2 + 2𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln 4 +
2(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
−
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 𝑥 + 2 + ln 4 −

2𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
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 مائلين يطُلب تعيينهما مقاربين يقبل مستقيمين  )fC(أنّ المنحنى  بيان .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2 + ln 4) = lim
𝑥→−∞

(−
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
) = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + ln 4) = lim
𝑥→+∞

2

𝑒𝑥 + 1
= 0 

𝑦معادلته   (∞−) بجوار مائلا امقارب امستقيم )fC(المنحنى منه ، يقبل  = 𝑥 + 2 + ln 4  ،

𝑦معادلته   (∞+)وآخر بجوار  = 𝑥 + ln 4  

 )fC(المنحنى  رسم .0
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 ℝعلى  𝒇(𝒙)إشارة  دراسة .0

𝑥 ∈ ]−∞;
1

2
[ ∪ ]2;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ [

1

2
; 2] ∶ 𝑓(𝑥) ≤ 0  

 fجدول تغيرات الدالة  .2
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𝒇(𝒙)عدد وإشارة حلول المعادلة: ل ةبيانيال مناقشةال .3 = 𝒎 

 𝑚 < −𝑒
3

 : المعادلة لا تقبل حلا  2

 𝑚 = −𝑒
3

 : المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا 2

 −𝑒
3

2 < 𝑚 ≤  حلين موجبين: المعادلة تقبل  0

 0 < 𝑚 <  : المعادلة تقبل حلين موجبين وحلا سالبا 2

 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا سالبا وآخر معدوما وثالثا موجبا 2

 2 < 𝑚 <
9

𝑒
 : المعادلة تقبل حلين سالبين وحلا موجبا 

 𝑚 =
9

𝑒
 موجباوحلا سالبا : المعادلة تقبل حلا مضاعفا  

 𝑚 >
9

𝑒
 وحيدا موجبا : المعادلة تقبل حلا 

 1( عند النقطة ذات الفاصلة ∆معادلة المماس ) ايجاد .4

(∆): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 + 2  

 :𝒇(𝒙)الدالة التي تمثل  تعيين .0

𝑓(𝑥) = 𝑓3(𝑥) = (2𝑥
2 − 5𝑥 + 2)𝑒𝑥  

 

 
 :02 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟑𝒆𝟐𝒙 + 𝟏

𝒆𝟐𝒙 − 𝟏
;𝑫𝒇 = ℝ∗ 

𝒙حيث من أجل كل  bو  aالعددين الحقيقيين  تعيين .0 ≠ 𝟎  :𝒇(𝒙) = 𝒂 +
𝒃𝒆𝟐𝒙

𝒆𝟐𝒙−𝟏
 

𝑓(𝑥) = 𝑎 +
𝑏𝑒2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
=
𝑎(𝑒2𝑥 − 1) + 𝑏𝑒2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
=
(𝑎 + 𝑏)𝑒2𝑥 − 𝑎

𝑒2𝑥 − 1
=
3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
 

⇒ {
𝑎 + 𝑏 = 3
−𝑎 = 1

⇒ {
𝑎 = −1
𝑏 = 4

⇒ 𝑓(𝑥) = −1 +
4𝑒2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
 

 fتغيرات الدالة  دراسة .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
= −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥(3 + 𝑒−2𝑥)

𝑒2𝑥(1 − 𝑒−2𝑥)
= 3  

lim
<
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
<
𝑥→0

3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
→ +4
→ 0−

= −∞  
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lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
→ +4
→ 0+

= +∞  

𝑓′(𝑥) =
6𝑒2𝑥(𝑒2𝑥 − 1) − 2𝑒2𝑥(3𝑒2𝑥 + 1)

(𝑒2𝑥 − 1)2
=

−8𝑒2𝑥

(𝑒2𝑥 − 1)2
 

𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

 

𝑥 −∞                           0                               + ∞ 

𝑓′(𝑥) − −

𝑓(𝑥) 
 

−1 

−∞ 

+∞ 

3 

 

;𝑨(𝟎أنّ النقطة  بيان .3   )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (𝟏

𝐷𝑓 ومن أجل كل متناظر بالنسبة إلى الصفر ،𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
3𝑒−2𝑥 + 1

𝑒−2𝑥 − 1
+
3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
=
𝑒−2𝑥(3 + 𝑒2𝑥)

𝑒−2𝑥(1 − 𝑒2𝑥)
+
3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −
3 + 𝑒2𝑥

𝑒2𝑥 − 1
+
3𝑒2𝑥 + 1

𝑒2𝑥 − 1
=
2𝑒2𝑥 − 2

𝑒2𝑥 − 1
=
2(𝑒2𝑥 − 1)

𝑒2𝑥 − 1
= 2  

;𝐴(0النقطة منه ،   )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (1

 

عند نقطتين يطُلب تعيين  (𝟔−)يقبل مماسين ميل كل منهما  )fC(أنّ المنحنى  بيان .4

 إحداثييها

𝑓′(𝑥) = −6 ⇒
−8𝑒2𝑥

(𝑒2𝑥 − 1)2
= −6 ⇒ 3(𝑒2𝑥 − 1)2 = 4𝑒2𝑥 

⇒ 3𝑒4𝑥 − 10𝑒2𝑥 + 3 = 0 ; 𝑋 = 𝑒2𝑥; 3𝑋2 − 10𝑋 + 3 = 0 

⇒ 𝑋 =
1

3
𝑋 أو  = 3 ⇒ 𝑒2𝑥 =

1

3
𝑒2𝑥 أو  = 3 ⇒ 𝑥 = −

1

2
ln 3 𝑥 أو  =

1

2
ln 3 

𝑓 (
1

2
ln 3) = 5 ; 𝑓 (−

1

2
ln 3) = −3 ; 𝐵 (

1

2
ln 3 ; 5) ; 𝐶 (−

1

2
ln 3 ;−3)   

 

 )fC(المماسين والمنحنى  رسم .0
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𝒇(𝒙) =
𝟐𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟏
; 𝑫𝒇 = ℝ∗  

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

2𝑒𝑥

𝑒𝑥(1 − 𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

2

1 − 𝑒−𝑥
= 2  
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lim
<
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
<
𝑥→0

2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
→ +2
→ 0−

= −∞  

lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
→ +2
→ 0+

= +∞  

𝑓′(𝑥) =
2𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 1) − 2𝑒2𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
=

−2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
 

𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

𝑥 −∞                           0                               + ∞ 

𝑓′(𝑥) − −

𝑓(𝑥) 
 

0 

−∞ 

+∞ 

2 

 

 يقبل ثلاثة مستقيمات مقاربة يطُلب تعيين معادلاتهم )fC(المنحنى  أنّ  إثبات

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞−) 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 2 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞+) 2

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب عمودي 0

;𝑨(𝟎أنّ النقطة  بيان .2   )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (𝟏

𝐷𝑓 ومن أجل كل متناظر بالنسبة إلى الصفر ،𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 − 1
+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
=

2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥(1 − 𝑒𝑥)
+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −
2

𝑒𝑥 − 1
+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
=
2𝑒𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 1
=
2(𝑒𝑥 − 1)

𝑒𝑥 − 1
= 2  

;𝐴(0منه ، النقطة   )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (1

 انظر الشكل في الأسفل : )fC( رسم

3. 𝒈(𝒙) =
𝟐𝒆𝒙

|𝒆𝒙−𝟏|
  

 دون رمز القيمة المطلقة 𝒈(𝒙) ةباكت .أ

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑥 < 0 ∶ 𝑒𝑥 − 1 < 0 ⇒ |𝑒𝑥 − 1| = −(𝑒𝑥 − 1) ⇒ 𝑔(𝑥) = −
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
 



 
222 

 

𝑥 ≥ 0 ∶ 𝑒𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ |𝑒𝑥 − 1| = 𝑒𝑥 − 1 ⇒ 𝑔(𝑥) =
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

  )fC(باستخدام  )gC( المنحنى رسم .ب

𝑥 ≥ 0 ∶  𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑔) متطابقان

𝑥 < 0 ∶  𝑔(𝑥) = −𝑓(𝑥) ⇒  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑔) متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل

 

 
−𝒎)عدد وإشارة حلول المعادلة :  مناقشة .ج 𝟑)|𝒆𝒙 − 𝟏| = 𝟐𝒆𝒙 

(𝑚 − 3)|𝑒𝑥 − 1| = 2𝑒𝑥 ⇒ 𝑚 − 3 =
2𝑒𝑥

|𝑒𝑥 − 1|
⇒ 𝑚 − 3 = 𝑔(𝑥) 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة :  )gC(لمنحنى اندرس تقاطع  = 𝑚 − 3 

𝑚 − 3 ≤ 𝑚أي  0 ≤   ولاتقبل حللا : المعادلة  3

0 < 𝑚 − 3 ≤ 3أي  2 < 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل حلا سالبا 5

𝑚 − 3 > 𝑚أي  2 >  وآخر موجبا : المعادلة تقبل حلا سالبا 5
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𝒈(𝒙) = {−𝟏 − √−𝒙   ;   𝒙 < 𝟎
𝒆𝒙 − 𝟐          ;   𝒙 ≥ 𝟎

 

  1عند  𝒈الدالة  دراسة استمرارية .0

lim
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
<
𝑥→0

−1− √−𝑥 = −1  ; lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑒𝑥 − 2 = −1  

limبما أنّ 
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 𝑔(0)  ّالدالة ، فإن𝑔  0عند مستمرة 

  1عند  𝒈للدالة لاشتقاق اة يقابلدراسة  .2

lim
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

<
𝑥→0

−√−𝑥

𝑥
= lim

<
𝑥→0

𝑥

𝑥√−𝑥
= lim

<
𝑥→0

1

√−𝑥
= +∞  

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑒𝑥 − 𝑒0

𝑥
= 𝑒0 = 1  

limبما 
<
𝑥→0

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
≠ lim

>
𝑥→0

𝑔(𝑥)−𝑔(0)

𝑥
 0 عندغير قابلة للاشتقاق  𝑔الدالة ، فإنّ  

  𝒈′(𝒙) حسابقابلة للاشتقاق ، ثمّ  𝒈المجالات التي تكون عليها الدالة  تعيين .3

;∞−[على كل من المجالين  قابلة للاشتقاق 𝑔الدالة  ;0[و  ]0 +∞[ 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑓′(𝑥) =
1

2√−𝑥
 ; 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥  

4. 𝒌(𝒙) = 𝒆𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝟐 ; 𝑫𝒌 = [𝟎;
𝝅

𝟐
] 

 هي مركب دالتين يطُلب تعيينهما kأنّ الدالة  بيان -أ

𝑘(𝑥) = (𝑒𝑥 − 2)[𝑠𝑖𝑛(𝑥)] = 𝑔[𝑠𝑖𝑛(𝑥)] ⇒ 𝑘(𝑥) = 𝑔 o sin (𝑥)  

;𝟎]على قابلة للاشتقاق  kتحقق أنّ الدالة ال -ب
𝝅

𝟐
] 

;0]على قابلتين للاشتقاق  هي مركب دالتين 𝑘بما أنّ الدالة 
𝜋

2
على قابلة للاشتقاق ، فهي  [

[0;
𝜋

2
𝑘′(𝑥)، ولدينا :  [ = 𝑔′[sin(𝑥)] × cos 𝑥  أي ،𝑘′(𝑥) = 𝑒sin𝑥 × cos 𝑥 

;𝟎]على  kاتجاه تغير الدالة  تعيين -ج
𝝅

𝟐
] 

𝑥من أجل  ∈ [0;
𝜋

2
𝑒sin𝑥، لدينا  [ > cosو  0 𝑥 ≥ 𝑘′(𝑥)، منه  0 ≥  𝑘وتكون الدالة  0

;0]متزايدة تماما على المجال 
𝜋

2
]. 
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𝒇(𝒙) = (𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒆−𝒙 ; 𝑫𝒇 = ℝ  

,𝒄بدلالة  𝒇′(𝒙) حساب .0 𝒃, 𝒂   

𝑓′(𝑥) = (2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒−𝑥 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑥) = [−𝑎𝑥2 + (2𝑎 − 𝑏)𝑥 + 𝑏 − 𝑐]𝑒−𝑥  

,𝒄الأعداد الحقيقية  تعيين .2 𝒃, 𝒂  

{

𝑓(0) = 1

𝑓′(0) = −6

𝑓′(1) = 0

⇒ {
𝑐 = 1

𝑏 − 𝑐 = −6
(𝑎 − 𝑐)𝑒−1 = 0

⇒ {
𝑐 = 1

𝑏 − 𝑐 = −6
𝑎 − 𝑐 = 0

⇒ {
𝑐 = 1
𝑏 = −5
𝑎 = 1

 

3. 𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟏)𝒆−𝒙; 𝑫𝒇 = ℝ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .أ

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 5𝑥 + 1)⏟        
→+∞

𝑒−𝑥⏟
→+∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 5𝑥 + 1)𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2𝑒−𝑥 − 5𝑥𝑒−𝑥 + 𝑒−𝑥 

= lim
𝑋→−∞

𝑋2𝑒𝑋⏟  
→0

+ 5𝑋𝑒𝑋⏟  
→0

+ 𝑒𝑋⏟
→0

= 0  (𝑋 = −𝑥) 

𝑓′(𝑥) = (2𝑥 − 5)𝑒−𝑥 − (𝑥2 − 5𝑥 + 1)𝑒−𝑥 = (−𝑥2 + 7𝑥 − 6)𝑒−𝑥  

−𝑥2 + 7𝑥 − 6 = 0 ⇒ −(𝑥 − 1)(𝑥 − 6) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 6 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]6;+∞[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [1; 6] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
𝑓(1) =  −3𝑒−1 ≈ −1,1 ; 𝑓(6) = 7𝑒−6 ≈ 0,02 

بالنسبة للمستقيم  )fC(واستنتاج وضعية المنحنى  𝒇(𝒙)إشارة  تعيين .ب

 المقارب الأفقي )محور الفواصل(

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥2 − 5𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 =
5 − √21

2
𝑥 أو =

5 + √21

2
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𝑥 ∈ ]−∞;
5 − √21

2
[ ∪ ]

5 + √21

2
;+∞[ : 𝑓(𝑥) > 0 ⇒   (𝐶𝑓) فوق (∆)

𝑥 ∈ ]
5 − √21

2
;
5 + √21

2
[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0 ⇒   (𝐶𝑓) تحت (∆)

 )fC(المنحنى  رسم .ج

 

𝒎𝒆𝒙عدد حلول المعادلة: ل ةبيانيال مناقشةال .د + 𝟑𝒙 = (𝒙 − 𝟏)𝟐 

𝑚𝑒𝑥 + 3𝑥 = (𝑥 − 1)2 ⇒ 𝑚𝑒𝑥 = 𝑥2 − 5𝑥 + 1 ⇒ 𝑚 =
𝑥2 − 5𝑥 + 1

𝑒𝑥
 

⇒ 𝑚 = (𝑥2 − 5𝑥 + 1)𝑒−𝑥 ⇒ 𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة :  )fC(لمنحنى اندرس تقاطع  = 𝑚 

 𝑚 < −3𝑒−1  المعادلة لا تقبل حلولا : 

 𝑚 = −3𝑒−1 المعادلة تقبل حلا مضاعفا : 

 −3𝑒−1 < 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل حلين 0

 0 < 𝑚 < 7𝑒−6 المعادلة تقبل ثلاثة حلول : 

 𝑚 = 7𝑒−6 )المعادلة تقبل حلين )أحدهما مضاعف : 

 𝑚 > 7𝑒−6  وحيدا: المعادلة تقبل حلا 
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𝑓(𝑥) = 𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒𝑥 + 𝑐 ; 𝐷𝑓 = ℝ ; 𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒𝑥  
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,𝒄 تعيين .0 𝒃, 𝒂  

{
 
 

 
 𝑓(0) = 0

𝑓′ (ln
3

4
) = 0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 1

⇒ {

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

2𝑎𝑒2(ln
3
4
) + 𝑏𝑒(ln

3
4
) = 0

lim
𝑥→−∞

𝑎𝑒2𝑥 + 𝑏𝑒𝑥 + 𝑐 = 1
⇒ {

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0
9

8
𝑎 +

3

4
𝑏 = 0

𝑐 = 1

 

⇒ {
𝑎 + 𝑏 = −1
9𝑎 + 6𝑏 = 0
𝑐 = 1

⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = −3
𝑐 = 1

 

2. 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒆𝟐𝒙 − 𝟑𝒆𝒙 + 𝟏 

  fتغيرات الدالة  دراسة .أ

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 1 = 1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 3 + 𝑒−𝑥) = +∞   

𝑓′(𝑥) = 4𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(4𝑒𝑥 − 3) 

4𝑒𝑥 − 3 ≥ 0 ⇒ 𝑒𝑥 ≥
3

4
⇒ 𝑥 ≥ ln

3

4
 

𝑥 ∈ ]−∞; ln
3

4
[ : 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [ln
3

4
;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
 

𝑓 (ln
3

4
) = 2𝑒2(ln

3
4
) − 3𝑒(ln

3
4
) + 1 =

9

8
−
9

4
+ 1 = −

1

8
 

 مع حامل محور الفواصل )fC(نقط تقاطع المنحنى  تعيين .ب

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 1 = 0 ; 𝑋 = 𝑒𝑥 ⇒ 2𝑋2 − 3𝑋 + 1 = 0 

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 =
1

2
⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = − ln 2 
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−)في المبدأ وفي النقطة  حامل محور الفواصل )fC(المنحنى منه ، يقطع  ln 2 ; 0) 

 1عند النقطة ذات الفاصلة  )fC(( للمنحنى ∆معادلة المماس ) ةباكت .ج

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (∆): 𝑦 = 𝑥  

 يقبل فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب )fC(ن أنّ المنحنى ابرهال .د

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

2𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 + 1

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
(2𝑒𝑥 − 3 + 𝑒−𝑥) = +∞ 

 فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب )fC(المنحنى منه ، يقبل 

 )fC(( والمنحنى ∆المماس ) رسم .ه
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𝒇(𝒙) =
𝟐−𝒆𝟐𝒙

𝟏+𝒆𝟐𝒙
 ; 𝑫𝒇 = ℝ  

 عند حدود مجال تعريفها fالدالة نهايات  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
= 2  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥(2𝑒−2𝑥 − 1)

𝑒2𝑥(𝑒−2𝑥 + 1)
= −1  

 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  ةباكت .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 2 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞−) 2

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −1 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞+) 1−
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  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .3

𝑓′(𝑥) =
−2𝑒2𝑥(1 + 𝑒2𝑥) − 2𝑒2𝑥(2 − 𝑒2𝑥)

(1 + 𝑒2𝑥)2
=

−6𝑒2𝑥

(1 + 𝑒2𝑥)2
 

𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

𝑥 −∞                                                          + ∞ 

𝑓′(𝑥) − 

𝑓(𝑥) 
 

2 

−1 

 

;𝝎(𝟎أنّ النقطة  بيان .4
𝟏

𝟐
  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (

𝐷𝑓  متناظر بالنسبة إلى الصفر، ومن أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓 : لدينا 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
2 − 𝑒−2𝑥

1 + 𝑒−2𝑥
+
2 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
=
𝑒−2𝑥(2𝑒2𝑥 − 1)

𝑒−2𝑥(𝑒2𝑥 + 1)
+
2 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
2𝑒2𝑥 − 1 + 2 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
=
1 + 𝑒2𝑥

1 + 𝑒2𝑥
= 1  

;𝜔(0النقطة منه ، 
1

2
 )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (

 ωعند النقطة  )fC(لمنحنى ل (T)معادلة المماس  ةباكت .0

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = −
3

2
𝑥 +

1

2
 

 )fC(والمنحنى  (T)المماس  رسم .0
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0. 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) +
𝟑

𝟐
𝒙 −

𝟏

𝟐
 ; 𝑫𝒇 = ℝ  

𝒙أنّه من أجل كل  بيان .أ ∈ ℝ  : ّفإن𝒈′(𝒙) =
𝟑(𝒆𝟐𝒙−𝟏)

𝟐

𝟐(𝟏+𝒆𝟐𝒙)
𝟐 

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) +
3

2
=

−6𝑒2𝑥

(1 + 𝑒2𝑥)2
+
3

2
=
−12𝑒2𝑥 + 3(1 + 𝑒2𝑥)2

(1 + 𝑒2𝑥)2
 

𝑔′(𝑥) =
3𝑒4𝑥 − 6𝑒2𝑥 + 3

(1 + 𝑒2𝑥)2
=
3(𝑒4𝑥 − 2𝑒2𝑥 + 1)

(1 + 𝑒2𝑥)2
=
3(𝑒2𝑥 − 1)2

2(1 + 𝑒2𝑥)2
 

  𝒈(𝟎) حساب .ب

𝑔(0) = 𝑓(0) −
1

2
=
1

2
−
1

2
= 0  

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

𝑥 −∞                                                          + ∞ 

𝑔′(𝑥) + 

𝑔(𝑥) 
 

+∞ 

−∞ 
 

  (T)بالنسبة للمماس  )fC(المنحنى وضعية  استنتاجو 𝒈(𝒙)إشارة  دراسة .ج

𝑥 < 0 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (−
3

2
𝑥 +

1

2
) < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶𝑓) 

𝑥 > 0 ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (−
3

2
𝑥 +

1

2
) > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶𝑓) 

 
 :18 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒙 ;𝑫𝒇 = ℝ   

 𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 1) = +∞  

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة
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  𝒈جدول تغيرات الدالة 

𝑥 −∞                                     0                               + ∞ 

𝑔′(𝑥) − + 

 

𝑔(𝑥) 

 

+∞ 

 

 

+∞ 

 

 

 

𝑥أنّه من أجل كل  بيان ∈ ℝ  : ّفإن𝑔(𝑥) > 0 

𝑔(𝑥)، منه  𝑔لدالة لقيمة حديّة صغرى  1أنّ تغيرات النلاحظ من جدول  > 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒆𝟐𝒙−𝟒𝒆𝒙+𝟑

𝒆𝒙−𝒙
  

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3

𝑒𝑥 − 𝑥

→ +3

→ +∞
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3

𝑒𝑥 − 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 4 + 3𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 − 𝑥𝑒−𝑥)
 

= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 4 + 3𝑒−𝑥

1 − 𝑥𝑒−𝑥⏟
→0

= +∞  

𝒆𝟐𝒙المتراجحة:  ℝحل في  .2 − 𝟒𝒆𝒙 + 𝟑 > 𝟎  

𝑋 = 𝑒𝑥 ; 𝑋2 − 4𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 = 3 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = ln 3  

𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 3 > 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]ln 3 ;+∞[  

 𝒇(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑒𝑥بما أنّ  − 𝑥 > 𝑒2𝑥هي نفس إشارة  𝑓(𝑥)، فإنّ إشارة  0 − 4𝑒𝑥 +  ، منه : 3

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]ln 3 ;+∞[ ⇒ 𝑓(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ [0; ln 3] ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 0 

 باستعمال القراءة البيانية : .3

,𝟎حصر سعته  اءعطا .أ  βو  αللعددين  𝟐

−1,5 < 𝛼 < −1,3 ; 0,5 < 𝛽 < 0,7 

,𝒇′(𝜷)قيم كل من:  تعيين .ب 𝒇′(𝟎), 𝒇′(𝜶) 

𝑓′(𝛽) = 0 ;  𝑓′(0) = −2 ;  𝑓′(𝛼) = 0 

 (T)بالنسبة للمماس  )fC(وضعية  دراسة .ج

𝑥من أجل  ∈ ]−∞; من  ، و (T)لمماس ا تحت )fC(، يكون المنحنى  ]0

𝑥أجل  ∈ ]0;  (T)لمماس ا فوق )fC(، يكون المنحنى  ]∞+

1 

0 
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;∞−[المعرّفة على  hلتكن الدالة   .4 𝒉(𝒙)بـ:  ]𝟎 =
𝟏

𝒇(𝒙)
 

;∞−[على المجال  fجدول تغيرات الدالة   𝟎[  

 
 

 hجدول تغيرات الدالة   استنتاج 

ℎ(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
⇒ ℎ′(𝑥) = −

𝑓′(𝑥)

[𝑓(𝑥)]2
 

 
 

 
 :19 التمرينحل 

𝒇(𝒙) = (𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙 ; 𝑫𝒇 = [−𝟏;+∞[  

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيان .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 𝑥 + 2)𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2𝑒−𝑥 + 𝑥𝑒−𝑥 + 2𝑒−𝑥 = 0 

 يقبل مستقيما مقاربا يطُلب كتابة معادلته )fC(المنحنى أنّ  استنتاج

limبما أنّ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑦أفقيا معادلته :  يقبل مستقيما مقاربا )fC(المنحنى ، فإنّ 0 = 0 

  fاتجاه تغير الدالة  دراسةأ.        .2

𝑓′(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒−𝑥 − (𝑥2 + 𝑥 + 2)𝑒−𝑥 ⇒ 𝑓′(𝑥) = (−𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥  

−𝑥2 + 𝑥 − 1 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة
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 fتغيرات الدالة جدول 

 
 

𝒙𝟎عند  )fC(لـ  (T)معادلة المماس  ةباكت .ب = 𝟎 

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = −𝑥 + 2  

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ج = ;𝟏−]في المجال  αتقبل حلا وحيدا  𝟑 𝟎]  

𝑓(−1) = 2𝑒 ≈ 5,4   ،𝑓(0) = ;1−]مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة . 2 0] 

𝑓(0) و < 3 < 𝑓(−1)  ، المعادلة منه𝑓(𝑥) =  على المجال αتقبل حلا وحيدا  3

[−1;  حسب مبرهنة القيم المتوسطة [0

 𝟏−𝟏𝟎بتقريب  αللعدد  حصر اءعطا

𝑓(−0,5) ≈ 2,89 ;  𝑓(−0,75) ≈ 3,84 ;  𝑓(−0,6) ≈ 3,21  

⇒ −0,6 < 𝛼 < −0,5  

 يقبل نقطتي انعطاف يطُلب تعيينهما  )fC(أنّ المنحنى  بيانأ.        .3

𝑓′′(𝑥) = (−2𝑥 + 1)𝑒−𝑥 − (−𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥 = (𝑥2 − 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 2 

;𝐴(1: هما  نقطتي انعطاف )fC(المنحنى منه ، يقبل  4𝑒−1)   و𝐵(2; 8𝑒−2) 

 )fC(والمنحنى  (T)المماس  رسم .ب
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4. 𝒈(𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝟐 ;  𝑫𝒈 = [−𝟏;+∞[ 

𝒈أنّ  بيان .أ = 𝒖𝒐𝒇  حيث ،u دالة يطُلب تعيينها 

𝑔(𝑥) = 𝑢𝑜𝑓(𝑥) = 𝑢[𝑓(𝑥)] = [𝑓(𝑥)]2  ⇒ 𝑢(𝑥) = 𝑥2  

𝐥𝐢𝐦 حساب .ب
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

{
lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0

lim
𝑥→0

𝑢(𝑥) = 0
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = 0  

  g الدالة جدول تغيرات .ج

𝑔′(𝑥) = 2𝑓(𝑥) × 𝑓′(𝑥) 

𝑓(𝑥)بما أنّ  > 𝑓′(𝑥)و  0 < 𝑔′(𝑥)، فإنّ  0 <  متناقصة 𝑔، منه الدالة  0

𝑥 −1                                 + ∞ 

𝑔′(𝑥) − 

𝑔(𝑥) 
 

4𝑒2 

0 

 

0. 𝒇𝒎(𝒙) = (𝒙
𝟐 +𝒎𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙 ; 𝑫𝒇𝒎 = ℝ 

 قيمتين حديّتين محليتين 𝒇𝒎الدالة حتى تقبل  mقيم  تعيين 

𝑓′
𝑚
(𝑥) = (2𝑥 + 𝑚)𝑒−𝑥 − (𝑥2 +𝑚𝑥 + 2)𝑒−𝑥 

𝑓′
𝑚
(𝑥) = [−𝑥2 + (2 −𝑚)𝑥 +𝑚 − 2]𝑒−𝑥 

−𝑥2 + (2 −𝑚)𝑥 +𝑚 − 2 = 0 ;  ∆= (2 − 𝑚)2 − 4(2 − 𝑚) = 𝑚2 − 4 

′𝑓، ينبغي لمشتقتها  قيمتين حديّتين محليتين 𝑓𝑚الدالة تقبل حتى 
𝑚
(𝑥) : أن تنعدم مرتين ، أي 

∆> 0 ⇒ 𝑚2 − 4 > 0 ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]2; +∞[  

 
 :20 التمرينحل 

-I 𝒈(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆𝒙 − 𝟏 ; 𝑫𝒈 = ℝ  

𝒂أنّ بيان  .0 = 𝒃و  𝟏 = −𝟏 

𝑔′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 

{
𝑔′(0) = 0

𝑔(0) = −2
⇒ {

𝑎 + 𝑏 = 0
𝑏 − 1 = −2

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −1

⇒ 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 1  

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 = ,𝟏[في المجال  𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟐𝟕 ; 𝟏, 𝟐𝟖[ 
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𝑔(1,27) ≈ −0,04   ،𝑔(1,28) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,01

]1,27 ; 𝑔(1,27)و  ]1,28 × 𝑔(1,28) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل حلا  0

; 1,27[على المجال  αوحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,28

 ℝعلى  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙−𝟐𝒙+𝟏

𝒙
 ; 𝑫𝒇 = ℝ

∗
   

𝒙أنهّ من أجل كل  إثبات .0 ∈ ℝ∗  ّفإن𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥(𝑒𝑥 − 2) − (𝑒𝑥 − 2𝑥 + 1)

𝑥2
=
(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 1

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

ℝعلى  fاتجاه تغير الدالة  استنتاج 
∗

 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

  fالدالة النهايات عند حدود مجال تعريف  حساب .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 2𝑥 + 1

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥

𝑥⏟
→0

− 2 +
1

𝑥⏟
→0

= −2  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 2𝑥 + 1

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥⏟
→+∞

− 2 +
1

𝑥⏟
→0

= +∞  

lim
<
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
<
𝑥→0

𝑒𝑥 − 2𝑥+ 1

𝑥
→ +2
→ 0−

= −∞  

lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑒𝑥 − 2𝑥+ 1

𝑥
→ +2
→ 0+

= +∞  

 fالدالة جدول تغيرات  
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فرعا لا نهائيا باتجاه حامل محور  ومقاربين يقبل مستقيمين  )fC(المنحنى أنّ  إثبات .3

 التراتيب

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −2 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞−) 2−

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) =∞ ⇒ 𝑥 =  مستقيم مقارب عمودي 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 2𝑥 + 1

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥2
−
2

𝑥
+
1

𝑥2
= +∞ 

 لا نهائيا باتجاه حامل محور التراتيب فرعا )fC(المنحنى منه ، يقبل 

𝒇(𝜶)أنّ  بيان .4 = −𝟐 +
𝟏

𝜶−𝟏
 𝒇(𝜶)لـ  اء حصراعطو 

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (𝛼 − 1)𝑒𝛼 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
1

𝛼 − 1
 

𝑓(𝛼) =
𝑒𝛼 − 2𝛼 + 1

𝛼
=
𝑒𝛼 − 2𝛼 + 1

𝛼
=
𝑒𝛼 + 1

𝛼
− 2 =

1
𝛼 − 1 + 1

𝛼
− 2 

𝑓(𝛼) = −2 +

𝛼
𝛼 − 1
𝛼

= −2 +
1

𝛼 − 1
 

1,27 < 𝛼 < 1,28 ⇒ 0,27 < 𝛼 − 1 < 0,28 ⇒
1

0,28
<

1

𝛼 − 1
<

1

0,27
 

⇒ −2 +
1

0,28
< −2 +

1

𝛼 − 1
< −2 +

1

0,27
⇒ 1,57 < 𝑓(𝛼) < 1,70  

𝒙𝟎عند  )fC(لـ  (T)معادلة المماس  ةباكت .0 = 𝟏 

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −(𝑥 − 1) + 𝑒 − 1 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −𝑥 + 𝑒  

, 𝒇(𝟑) حساب .0 𝒇(𝟐) , 𝒇 (
𝟏

𝟐
) , 𝒇(−𝟏) , 𝒇(−𝟑)  

𝑓(3) =
𝑒3 − 5

3
≈ 5 ;  𝑓(2) =  

𝑒2 − 3

2
≈ 2,2 ;  𝑓 (

1

2
) = 2√𝑒 ≈ 3,3 ; 

 𝑓(−1) = −3 − 𝑒−1 ≈ −3,4 ;  𝑓(−3) = −
7

3
−
1

3𝑒3
≈ −2,4 

 )fC(و (T)المماس  رسم
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𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝒙𝒆𝒙−𝟏  ; 𝑫𝒇 = ℝ  

  ∞+ثمّ عند  ∞−عند  fالدالة نهايات  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 −
1

𝑒
𝑥𝑒𝑥⏟
→0

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (2 +
1

𝑥
− 𝑒𝑥−1) = −∞  

 

𝒚( ذي المعادلة ∆أنّ المستقيم ) إثبات .2 = 𝟐𝒙 +   ∞−عند  )fC(لمنحنى لمقارب  𝟏

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

−𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

−
1

𝑒
𝑥𝑒𝑥 = 0  

𝑦( ذي المعادلة ∆المستقيم )منه ،  = 2𝑥 +  ∞−عند  )fC(لمنحنى لمقارب  1

 (∆بالنسبة للمستقيم ) )fC(وضعية المنحنى  دراسة

𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) = −𝑥𝑒𝑥−1 

𝑥 < 0 ∶ −𝑥𝑒𝑥−1 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶𝑓) 

𝑥 > 0 ∶ −𝑥𝑒𝑥−1 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶𝑓) 
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 fللدالة  ′′𝒇والمشتقة الثانية  ′𝒇المشتقة  حسابأ.        .3

𝑓′(𝑥) = 2 − (𝑒𝑥−1 + 𝑥𝑒𝑥−1) ⇒ 𝑓′(𝑥) = 2 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1  

𝑓′′(𝑥) = −𝑒𝑥−1 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 ⇒ 𝑓′′(𝑥) = −(𝑥 + 2)𝑒𝑥−1  

 ∞−عند  ′𝒇مع تحديد نهاية  ′𝒇جدول تغيرات  .ب

lim
𝑥→−∞

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

2 −
1

𝑒
(𝑥 + 1)𝑒𝑥⏟      

→0

= 2  

𝑥 ∈ ]−∞;−2[: 𝑓′′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة ′𝑓  متزايدة

𝑥 ∈ [−2 ; +∞[ ∶ 𝑓′′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة ′𝑓 متناقصة

 
 ℝعلى  𝒇′(𝒙)إشارة  استنتاجو 𝒇′(𝟏) حساب .ج

𝑓′(1) = 0 ; 𝑥 < 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ;  𝑥 > 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0  

 fتغيرات الدالة جدول  .د

 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .4 = ,𝟏حيث :  𝜷و  𝜶 تقبل حلين 𝟎 𝟗 < 𝜶 < 𝟐          

,𝟎− و 𝟔 < 𝜷 < −𝟎, 𝟓 

𝑓(1,9) ≈ 0,13 ;  𝑓(2) ≈ −0,44 ;  𝑓(−0,6) ≈ −0,08 ;  𝑓(−0.5) ≈ 0,11  

; 1,9[ ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة  ; 0,6−[ و ]2  ولدينا :   ]0,5−

𝑓(1,9) × 𝑓(2) < 0 ;  𝑓(−0,6) × 𝑓(−0.5)  < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 = 0 

1,9 تقبل حلين < 𝛼 < 0,6−و  2 < 𝛽 <  حسب مبرهنة القيم المتوسطة 0,5−

 (cm2)وحدة الرسم :  )fC(( والمنحنى ∆المستقيم ) رسم .0
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𝒈(𝒙) = (𝟏 +
𝟏

𝒙
) 𝒆

𝟏
𝒙 + 𝟏 ; 𝑫𝒈 = ℝ

∗
 

  gالدالة النهايات عند حدود مجال تعريف  حساب .0

lim
|𝑥|→+∞

𝑔(𝑥) = lim
|𝑥|→+∞

(1 +
1

𝑥
) 𝑒

1
𝑥 + 1 = 2  (

1

𝑥
→ 0 ; 𝑒

1
𝑥 → 1) 

lim
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
<
𝑥→0

(1 +
1

𝑥
) 𝑒

1
𝑥 + 1 = lim

𝑋→−∞
(1 + 𝑋)𝑒𝑋⏟      

→0

+ 1 = 1  (𝑋 =
1

𝑥
) 

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→0

(1 +
1

𝑥
) 𝑒

1
𝑥 + 1 = lim

𝑋→+∞
(1 + 𝑋)𝑒𝑋⏟      

→+∞

+ 1 = +∞  (𝑋 =
1

𝑥
) 

  𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .2

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥2
𝑒
1
𝑥 −

1

𝑥2
(1 +

1

𝑥
) 𝑒

1
𝑥 ⇒ 𝑔′(𝑥) = −

1

𝑥2
𝑒
1
𝑥 (2 +

1

𝑥
) 

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥2
𝑒
1
𝑥 (
2𝑥 + 1

𝑥
)  
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𝑥 ∈ ]−∞;−
1

2
[ ∪ ]0;+∞[: 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [−
1

2
; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈تغير الدالة جدول 

 

𝑔 (−
1

2
) =

𝑒2 − 1

𝑒2
≈ 0,87 

𝒙أنهّ من أجل كل  بيان .3 ∈ ℝ∗  ّفإن𝒈(𝒙) > 𝟎 

𝑔من الجدول السابق نلاحظ أنّ  (−
1

2
𝑔(𝑥)، منه  𝑔قيمة حديّة صغرى للدالة  ( > 0 

𝑥من أجل كل  ∈ ℝ∗ 

-II {
𝒇(𝒙) =

𝒙

𝟏+𝒆
𝟏
𝒙

 ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎
 ; 𝑫𝒇 = ℝ  

𝒙𝟎عند  fاستمرارية الدالة  دراسة .0 = 𝟎 

lim
<
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
<
𝑥→0

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥⏟
→0

= 0  ; lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥⏟

→+∞

= 0  

limبما أنّ 
<
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) الدالة نّ أ ، نستنتج𝑓  0مستمرة عند 

𝒙𝟎عند  fقابلية اشتقاق  دراسة .2 =  ∆’و  ∆يقبل نصفي مماسين  )fC(أنّ  بيانو 𝟎

 يطُلب كتابة معادلتيهما

lim
<
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

<
𝑥→0

1

1 + 𝑒
1
𝑥⏟
→0

= 1  ; lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

1

1 + 𝑒
1
𝑥⏟

→+∞

= 0  
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limبما أنّ 
<
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
≠ lim

>
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
، ويقبل  0عند  للاشتقاقغير قابلة  𝑓الدالة نّ أ ، نستنتج 

:(∆)معادلتيهما :  نصفي مماسين )fC( منحناها البياني  𝑦 = 𝑥  و(∆′): 𝑦 = 0 

𝒙أنهّ من أجل كل  إثبات .3 ∈ ℝ∗  ّفإن𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

(𝟏+𝒆
𝟏
𝒙)

𝟐  

𝑓′(𝑥) =
(1 + 𝑒

1
𝑥) − 𝑥 (−

1
𝑥2
) 𝑒

1
𝑥

(1 + 𝑒
1
𝑥)
2 =

(1 +
1
𝑥) 𝑒

1
𝑥 + 1 

(1 + 𝑒
1
𝑥)
2 =

𝑔(𝑥)

(1 + 𝑒
1
𝑥)
2 

 ℝعلى  fاتجاه تغير الدالة  استنتاج

𝑔(𝑥)بما أنّ  > 𝑓′(𝑥)، فإنّ  0 >  ℝمتزايدة تماما على  𝑓، منه الدالة  0

𝐥𝐢𝐦 حساب .4
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

= −∞  ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

= +∞  

 fالدالة جدول تغيرات   

 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) −
𝒙

𝟐
+
𝟏

𝟒
𝐥𝐢𝐦و  

𝒙→+∞
𝒇(𝒙) −

𝒙

𝟐
+
𝟏

𝟒
  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) −
𝑥

2
+
1

4
= lim
𝑥→−∞

𝑥

1 + 𝑒
1
𝑥

−
𝑥

2
+
1

4
 

= lim
𝑥→−∞

1

1
𝑥 (1 + 𝑒

1
𝑥)
−

1

2 (
1
𝑥)
+
1

4
= lim
𝑋→0

1

𝑋(1 + 𝑒𝑋)
−
1

2𝑋
+
1

4
 ; (𝑋 =

1

𝑥
) 

= lim
𝑋→0

2 − (1 + 𝑒𝑋)

2𝑋(1 + 𝑒𝑋)
+
1

4
= lim
𝑋→0

1 − 𝑒𝑋

2𝑋(1 + 𝑒𝑋)
+
1

4
 

= lim
𝑋→0

−
1

2
(
𝑒𝑋 − 1

𝑋
)

⏟      
→1

(
1

1 + 𝑒𝑋
)

⏟      

→
1
2

+
1

4
= −

1

4
+
1

4
= 0  
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limبنفس الطريقة ، نجد أنّ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) −
𝑥

2
+
1

4
= 0 

 )fC(لمنحنى وجود مستقيم مقارب ل استنتاج

limبما أنّ 
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) − (
𝑥

2
−
1

4
𝑦، فإنّ المستقيم ذي المعادلة : ( =

1

2
𝑥 −

1

4
مستقيم  

 )fC(لمنحنى لمقارب مائل 
 (انظر الشكل في نهاية التمرين) )fC(والمنحنى  ∆’،  ∆ رسم .6

0. {
𝒉(𝒙) =

𝒙

𝟏+𝒆
−
𝟏
𝒙

 ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒉(𝟎) = 𝟎
 ; 𝑫𝒉 = ℝ  

𝒉(𝒙)تحقق أنّ ال .أ = −𝒇(−𝒙)  

−𝑓(−𝑥) = −(
−𝑥

1 + 𝑒−
1
𝑥

) =
𝑥

1 + 𝑒−
1
𝑥

= ℎ(𝑥) 

 متناظران بالنسبة للمبدأ )hC(و  )fC(أنّ  بيان

−𝑓(−𝑥) = ℎ(𝑥) ⇒ 𝑓(−𝑥) = −ℎ(𝑥) 

 متناظران بالنسبة للمبدأ )hC(و  )fC(أنّ منه ، نستنتج 

 )hC(المنحنى رسم  استنتاج .ب
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 المعادلات التفاضلية:

 :23 حل التمرين

 حيث : ℝالقابلة للاشتقاق على  fالدالة الوحيدة  تعيينفي كل حالة من الحالات التالية ، 

1. 𝑓′ = 3𝑓  و𝑓(0) = 1 

𝑓′ = 3𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒3𝑥 ; 𝑓(0) = 1 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥  

2. 𝑓′ + 2𝑓 = ;𝐴(−3يشمل النقطة  )fC(والمنحنى  0 2) 

𝑓′ + 2𝑓 = 0 ⇒ 𝑓′ = −2𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−2𝑥  

𝑓(−3) = 2 ⇒ 𝑐𝑒6 = 2 ⇒ 𝑐 = 2𝑒−6 ⇒ 𝑓(𝑥) = 2𝑒−6𝑒−2𝑥 = 2𝑒−2𝑥−6  

3. 2𝑓′ − 3𝑓 = 𝑓و  0 (
1

2
) = 𝑒−2 

2𝑓′ − 3𝑓 = 0 ⇒ 𝑓′ =
3

2
𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒

3
2
𝑥  

𝑓 (
1

2
) = 𝑒−2 ⇒ 𝑐𝑒

3
4 = 𝑒−2 ⇒ 𝑐 = 𝑒−2−

3
4 = 𝑒−

11
4 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒

3
2
𝑥−
11
4  

4. 2𝑓′ + 𝑓 = 𝑓(lnو  0 4) = 1 

2𝑓′ + 𝑓 = 0 ⇒ 𝑓′ = −
1

2
𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−

1
2
𝑥  

𝑓(ln 4) = 1 ⇒ 𝑐𝑒
−(
ln4
2
)
= 1 ⇒ 𝑐 = 𝑒

(
ln4
2
)
= 𝑒

(
2 ln2
2
)
= 𝑒ln2 = 2 

𝑓(𝑥) = 2𝑒−
1
2
𝑥

 

5. 𝑓′ − 2𝑓 = 𝑓و  3 (
1

2
) = 𝑒2 

𝑓′ − 2𝑓 = 3 ⇒ 𝑓′ = 2𝑓 + 3 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒2𝑥 −
3

2
  

𝑓 (
1

2
) = 𝑒2 ⇒ 𝑐𝑒1 −

3

2
= 𝑒2 ⇒ 𝑐 =

𝑒2 +
3
2

𝑒
= 𝑒 +

3

2
𝑒−1 

𝑓(𝑥) = (𝑒 +
3

2
𝑒−1) 𝑒2𝑥 −

3

2
 

 
 :24 التمرينحل 

′𝟐𝒚حل المعادلة التفاضلية التالية :  .0 + 𝟑𝒚 = 𝟎  

2𝑦′ + 3𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −
3

2
𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−

3
2
𝑥
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𝒇(𝟎)الذي يحقق  fالحل  تعيين  = 𝟖 

𝑓(0) = 8 ⇒ 𝑐 = 8 ⇒ 𝑓(𝑥) = 8𝑒−
3
2
𝑥

 

′𝒚حلا للمعادلة  hالدالة  تعيين .2 − 𝟐𝒚 + 𝟒 = −والتي تنعدم عند  𝟎 𝐥𝐧𝟑 

ℎ′ − 2ℎ + 4 = 0 ⇒ ℎ′ = 2ℎ − 4 ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑐𝑒2𝑥 + 2 

ℎ(− ln 3) = 0 ⇒ 𝑐𝑒−2 ln3 + 2 = 0 ⇒ 𝑐 = −
2

𝑒−2 ln3
= −2𝑒2 ln3 = −18 

ℎ(𝑥) = −18𝑒2𝑥 + 2  

 

𝒉" بـ : (𝑬)حل للمعادلة هي  𝒉 ملاحظة: في التمارين التالية نختصر العبارة " ∈ 𝑺(𝑬) 

 :25 حل التمرين

′𝒚حل المعادلة :  .0 − 𝟐𝒚 = 𝟎… (𝑬) 

𝑦′ − 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = 2𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒2𝑥  

2. 𝒚′ − 𝟐𝒚 = 𝒆𝒙…(𝑭) .العددين الحقيقيين  تعيينa  وb  حتى تكون الدالة𝒈 

𝒈(𝒙)بـ:  ℝالمعرّفة على  = 𝒂𝒆𝒙 + 𝒃  حلا للمعادلة(𝑭) 

𝑔 ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 𝑔
′ − 2𝑔 = 𝑒𝑥 ⇒ (𝑎𝑒𝑥 + 𝑏)′ − 2(𝑎𝑒𝑥 + 𝑏) = 𝑒𝑥 

⇒ 𝑎𝑒𝑥 − 2𝑎𝑒𝑥 − 2𝑏 = 𝑒𝑥 ⇒ −𝑎𝑒𝑥 − 2𝑏 = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑎 = −1 ; 𝑏 = 0  

𝒇إذا وفقط إذا  (𝑬)حل للمعادلة هي  𝒉أنّ  بيان .3 = 𝒈 + 𝒉  حل للمعادلة هي(𝑭)  

  نبرهن أنهّ إذا كانتℎ  حل للمعادلة(𝐸)  ّفإن𝑓  حل للمعادلة(𝐹) 

ℎ ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ ℎ
′ − 2ℎ = 0 ⇒ (𝑓 − 𝑔)′ − 2(𝑓 − 𝑔) = 0 

⇒ (𝑓′ − 2𝑓) − (𝑔′ − 2𝑔)⏟      
𝑒𝑥

= 0 ⇒ 𝑓′ − 2𝑓 = 𝑒𝑥 ⇒ 𝑓 ∈ 𝑆(𝐹)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓  حل للمعادلة(𝐹)  ّفإنℎ  حل للمعادلة(𝐸) 

𝑓 ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 𝑓
′ − 2𝑓 = 𝑒𝑥 ⇒ (𝑔 + ℎ)′ − 2(𝑔 + ℎ) = 𝑒𝑥 

⇒ (𝑔′ − 2𝑔)⏟      
𝑒𝑥

+ (ℎ′ − 2ℎ) = 𝑒𝑥 ⇒ ℎ′ − 2ℎ = 0 ⇒ ℎ ∈ 𝑆(𝐸)  

 (𝑭)لمعادلة حلول ا استنتاج

{
𝑔(𝑥) = −𝑒𝑥

ℎ(𝑥) = 𝑐𝑒2𝑥
 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) + ℎ(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) = −𝑒𝑥 + 𝑐𝑒2𝑥    

 التي تمثيلها البياني في معلم يمرّ من المبدأ (𝑭)لمعادلة حل ا تعيين .4

𝑓(0) = 0 ⇒ −1 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥  
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 :26 حل التمرين

′𝒚:  حل المعادلة .0 + 𝟐𝒚 = 𝟎… (𝑬) 

𝑦′ + 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −2𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−2𝑥  

2. 𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟓 𝐜𝐨𝐬 𝒙… (𝑭) .العددين الحقيقيين  تعيينa  وb  حتى تكون الدالة

𝒈  المعرّفة علىℝ  :بـ𝒈(𝒙) = 𝒂𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝒃𝐬𝐢𝐧 𝒙  حلا للمعادلة(𝑭) 

𝑔 ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 𝑔
′ + 2𝑔 = 5 cos 𝑥 

⇒ (𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥)′ + 2(𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥) = 5 cos 𝑥 

⇒ −𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥 + 2𝑎 cos 𝑥 + 2𝑏 sin 𝑥 = 5 cos 𝑥 

⇒ (2𝑏 − 𝑎) sin 𝑥 + (2𝑎 + 𝑏) cos 𝑥 = 5 cos 𝑥 ⇒ {
2𝑏 − 𝑎 = 0
2𝑎 + 𝑏 = 5

⇒ {
𝑎 = 2
𝑏 = 1

 

𝒇إذا وفقط إذا  (𝑭)حل للمعادلة هي  𝒇أنّ  بيان .3 − 𝒈  حل للمعادلة هي(𝑬)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓  حل للمعادلة(𝐹)  ّفإن𝑓 − 𝑔  حل للمعادلة(𝐸) 

𝑓 ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 𝑓
′ + 2𝑓 = 5 cos 𝑥 ⇒ (𝑓′ + 2𝑓) = (𝑔′ + 2𝑔)⏟      

5cos𝑥

 

⇒ (𝑓 − 𝑔)′ + 2(𝑓 − 𝑔) = 0 ⇒ 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑆(𝐸)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓 − 𝑔  حل للمعادلة(𝐸)  ّفإن𝑓  حل للمعادلة(𝐹) 

𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ (𝑓 − 𝑔)
′ + 2(𝑓 − 𝑔) = 0 

⇒ (𝑓′ + 2𝑓) − (𝑔′ + 2𝑔)⏟      
5 cos𝑥

= 0 ⇒ 𝑓′ + 2𝑓 = 5 cos 𝑥 ⇒ 𝑓 ∈ 𝑆(𝐹)  

 (𝑭)لمعادلة حلول ا استنتاج

𝑔(𝑥) = 2 cos 𝑥 + sin 𝑥 ; 

𝑓 − 𝑔 = 𝑐𝑒−2𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−2𝑥 + 2 cos 𝑥 + sin 𝑥    
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′𝟐𝒚:  حل المعادلة .0 + 𝒚 = 𝟎… (𝐈) 

2𝑦′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −
1

2
𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−

1
2
𝑥

 

𝒈(𝒙)الدالة بيان أنّ  .2 = 𝒙𝟐 − 𝒙 + ′𝟐𝒚 حل للمعادلة  𝟐 + 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙  (𝐈𝐈)  

2𝑔′ + 𝑔 = 2(2𝑥 − 1) + 𝑥2 − 𝑥 + 2 = 𝑥2 + 3𝑥 ⇒ 𝑔 ∈ 𝑆(II)  

𝒉إذا وفقط إذا  (II)حل للمعادلة هي  𝒉أنّ  بيان .3 − 𝒈  حل للمعادلة هي(I) 

  نبرهن أنهّ إذا كانتℎ للمعادلة  حلا(II)  ّفإنℎ − 𝑔  حل للمعادلة(I) 
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ℎ ∈ 𝑆(II) ⇒ 2ℎ
′ + ℎ = 𝑥2 + 3𝑥 ⇒ (2ℎ′ + ℎ) = (2𝑔′ + 𝑔)⏟      

𝑥2+3𝑥

 

⇒ 2(ℎ − 𝑔)′ + (ℎ − 𝑔) = 0 ⇒ ℎ − 𝑔 ∈ 𝑆(I)  

  نبرهن أنهّ إذا كانتℎ − 𝑔 للمعادلة  حلا(I)  ّفإن ℎ  حل للمعادلة(II) 

ℎ − 𝑔 ∈ 𝑆(I) ⇒ 2(ℎ − 𝑔)
′ + (ℎ − 𝑔) = 0 

⇒ (2ℎ′ + ℎ) − (2𝑔′ + 𝑔)⏟      
𝑥2+3𝑥

= 0 ⇒ 2ℎ′ + ℎ = 𝑥2 + 3𝑥 ⇒ ℎ ∈ 𝑆(II)  

 (𝑭)لمعادلة استنتاج حلول ا

ℎ − 𝑔 = 𝑐𝑒−
1
2
𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑐𝑒−

1
2
𝑥 + 𝑥2 − 𝑥 + 2    

𝒉′(𝟎)حيث  (II)لمعادلة حل ا تعيين .4 = 𝟏 

ℎ′(𝑥) = −
1

2
𝑐𝑒−

1
2
𝑥 + 2𝑥 − 1 ;  ℎ′(0) = 1 ⇒ −

1

2
𝑐 − 1 = 1 ⇒

1

2
𝑐 = −2 

⇒ 𝑐 = −4 ⇒ ℎ(𝑥) = −4𝑒−
1
2
𝑥 + 𝑥2 − 𝑥 + 2  
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-I 𝟑جميع حلول المعادلة  تعيين𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟎… (𝑬) 

3𝑦′ + 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −
2

3
𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−

2
3
𝑥

 

-II  لتكن المعادلة التفاضلية(𝑭)  :𝟑حيث𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟏  

 (𝑭)كثير حدود من الدرجة الثانية حلا للمعادلة  hالدالة  تعيين .0

ℎ(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ;  ℎ ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 3ℎ
′ + 2ℎ = 2𝑥2 − 1 

⇒ 3(2𝑎𝑥 + 𝑏) + 2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐) = 2𝑥2 − 1 

⇒ 2𝑎𝑥2 + (6𝑎 + 2𝑏)𝑥 + (3𝑏 + 2𝑐) = 2𝑥2 − 1 ⇒ {
2𝑎 = 2

6𝑎 + 2𝑏 = 0
3𝑏 + 2𝑐 = −1

 

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −3
𝑐 = 4

⇒ ℎ(𝑥) = 𝑥2 − 3𝑥 + 4  

𝒈)الدالة فإنّ  (𝑭)حلا للمعادلة  𝒈إذا كانت الدالة  هأنّ  بيان .2 − 𝒉)   حل للمعادلة(𝑬)   

𝑔 ∈ 𝑆(𝐹) ⇒ 3𝑔
′ + 2𝑔 = 2𝑥2 − 1 ⇒ 3𝑔′ + 2𝑔 = 3ℎ′ + 2ℎ⏟      

2𝑥2−1

 

⇒ 3(𝑔 − ℎ)′ + 2(𝑔 − ℎ) = 0 ⇒ (𝑔 − ℎ) ∈ 𝑆(𝐸)  
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𝒈)إذا كانت الدالة  هأنّ  بيان .3 − 𝒉)  حلا للمعادلة(𝑬)  ّالدالة فإن𝒈  حل للمعادلة(𝑭)  

(𝑔 − ℎ) ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ 3(𝑔 − ℎ)
′ + 2(𝑔 − ℎ) = 0 ⇒ 3𝑔′ + 2𝑔 = 3ℎ′ + 2ℎ⏟      

2𝑥2−1

 

⇒ 3𝑔′ + 2𝑔 = 2𝑥2 − 1 ⇒ 𝑔 ∈ 𝑆(𝐹)  

  (𝑭)المعادلة حلول  استنتاج .4

(𝑔 − ℎ) ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ 𝑔 − ℎ = 𝑐𝑒
−
2
3
𝑥 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑒−

2
3
𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥 + 4  

𝒈(𝟎):  يحقق الذيحل ال تعيين = 𝟑 

𝑔(0) = 3 ⇒ 𝑐 + 4 = 3 ⇒ 𝑐 = −1 ⇒ 𝑔(𝑥) = −𝑒−
2
3
𝑥 + 𝑥2 − 3𝑥 + 4  
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′𝑦−نعتبر المعادلة التفاضلية :  + 3𝑦 = 9𝑥 + 5𝑒−2𝑥+3…(1)  

𝟑𝒚حل المعادلة التفاضلية :  .0 − 𝒚′ = 𝟎…(𝟐) 

3𝑦 − 𝑦′ = 0 ⇒ 𝑦′ = 3𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒3𝑥  

𝒈(𝒙) الدالةأنّ  بيان .2 = 𝟑𝒙 + 𝟏 + 𝒆−𝟐𝒙+𝟑  (1) التفاضليةحل للمعادلة 

−𝑔′ + 3𝑔 = −(3 − 2𝑒−2𝑥+3) + 3(3𝑥 + 1 + 𝑒−2𝑥+3) = 9𝑥 + 5𝑒−2𝑥+3 

 (1) التفاضليةحل للمعادلة  𝑔 الدالةمنه 

𝒇إذا وفقط إذا  (1)حل للمعادلة هي  𝒇أنّ  بيان .3 − 𝒈  (2)حل للمعادلة هي 

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓 فإنّ  (1)للمعادلة  حلا𝑓 − 𝑔  (2)حل للمعادلة 

𝑓 ∈ 𝑆(1) ⇒ −𝑓
′ + 3𝑓 = 9𝑥 + 5𝑒−2𝑥+3 ⇒ (−𝑓′ + 3𝑓) = (−𝑔′ + 3𝑔)⏟      

9𝑥+5𝑒−2𝑥+3

 

⇒ 3(𝑓 − 𝑔) − (𝑓 − 𝑔)′ = 0 ⇒ 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑆(2)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓 − 𝑔 فإنّ  (2)للمعادلة  حلا𝑓  (1)حل للمعادلة 

𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑆(2) ⇒ 3(𝑓 − 𝑔) − (𝑓 − 𝑔)
′ = 0 

⇒ (−𝑓′ + 3𝑓) − (−𝑔′ + 3𝑔)⏟      
9𝑥+5𝑒−2𝑥+3

= 0 

⇒ −𝑓′ + 3𝑓 = 9𝑥 + 5𝑒−2𝑥+3 ⇒ 𝑓 ∈ 𝑆(1)  

 (0) ل المعادلة التفاضليةح .4

𝑓 − 𝑔 ∈ 𝑆(2) ⇒ 𝑓 − 𝑔 = 𝑐𝑒
3𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒3𝑥 + 3𝑥 + 1 + 𝑒−2𝑥+3  
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 :30 حل التمرين

′𝑦نعتبر المعادلة التفاضلية :  = −3𝑦 + 4𝑒−2𝑥…(E)  

𝒈(𝒙)حتى تكون  λالعدد الحقيقي  تعيين .0 = 𝝀𝒆−𝟐𝒙  حلا للمعادلة(E) 

𝑔 ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ 𝑔
′ + 3𝑔 = 4𝑒−2𝑥 ⇒ −2𝜆𝑒−2𝑥 + 3𝜆𝑒−2𝑥 = 4𝑒−2𝑥 

⇒ 𝜆𝑒−2𝑥 = 4𝑒−2𝑥 ⇒ 𝜆 = 4 ⇒ 𝑔(𝑥) = 4𝑒−2𝑥  

𝜆نضع :  .2 = ℎ(𝑥)و  4 = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)  حيثf  للمعادلة هي حل(E) 

′𝒚لمعادلة التفاضلية : لحل  hتأكد أنّ ال -أ + 𝟑𝒚 = 𝟎… (𝐄′) 

ℎ’ + 3ℎ = (𝑓 − 𝑔)′ + 3(𝑓 − 𝑔) = (𝑓′ + 3𝑓)⏟      
4𝑒−2𝑥

− (𝑔′ + 3𝑔)⏟      
4𝑒−2𝑥

= 0 

 (′E)لمعادلة لحل  hمنه الدالة 

  (′𝐄)حل المعادلة  -ب

𝑦’ + 3𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −3𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−3𝑥  

 (E)حلول المعادلة  استنتاج

ℎ ∈ 𝑆(𝐸′) ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑐𝑒
−3𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑒−3𝑥 

⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−3𝑥 + 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒−3𝑥 + 4𝑒−2𝑥  

 التي يشمل منحناها البياني مبدأ المعلم 𝑓0الدالة  تعيين -ج

𝑓(0) = 0 ⇒ 𝑐 + 4 = 0 ⇒ 𝑐 = −4 ⇒ 𝑓0(𝑥) = −4𝑒
−3𝑥 + 4𝑒−2𝑥  

   𝒇𝟎تغيرات الدالة  دراسة -د

lim
𝑥→−∞

𝑓0(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−4𝑒−3𝑥 + 4𝑒−2𝑥 = lim
𝑥→−∞

4𝑒−2𝑥⏟  
→+∞

(1 − 𝑒−𝑥)⏟      
→−∞

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓0(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−4𝑒−3𝑥 + 4𝑒−2𝑥 = 0  

𝑓0′(𝑥) = 12𝑒
−3𝑥 − 8𝑒−2𝑥 = 4𝑒−2𝑥(3𝑒−𝑥 − 2)  

3𝑒−𝑥 − 2 ≥ 0 ⇒ 𝑒−𝑥 ≥
2

3
⇒ −𝑥 ≥ ln (

2

3
) ⇒ 𝑥 ≤ − ln (

2

3
) 

𝑥 ∈ ]−∞;− ln (
2

3
)] ∶  𝑓0′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓0 متزايدة

𝑥 ∈ ]− ln (
2

3
) ;+∞[ ∶  𝑓0′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓0 متناقصة
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 𝒇𝟎جدول تغيرات الدالة 

 
 

 𝒇𝟎الدالة منحنى  رسم -ه

 

𝒌(𝒙)لتكن الدالة  .3 = 𝟑𝒆−𝟐𝒙 − 𝟒 

′𝒚د معادلة تفاضلية من الشكل اجإي      = 𝒂𝒚 + 𝒃  الدالة حيث تكون𝒌 حلا لها 

𝑘(𝑥) = 3𝑒−2𝑥 − 4 ⇒ 𝑘′(𝑥) = −6𝑒−2𝑥 = −2(3𝑒−2𝑥 − 4) − 8 

⇒ 𝑘′ = −2𝑘 − 8 ⇒ 𝑦′ = −2𝑦 − 8  
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𝑦′ + 𝑦 = 1… (𝐸0)   ،𝑦′ + (1 + tan 𝑥)𝑦 = cos 𝑥 … (𝐸) 

 (𝑬𝟎)حلول المعادلة مجموعة  تعيين .0

𝑦′ + 𝑦 = 1 ⇒ 𝑦′ = −𝑦 + 1 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−𝑥 + 1  
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 (𝑬𝟎)حل للمعادلة هي  𝒈إذا وفقط إذا  (𝑬)حل للمعادلة هي  𝒇أنّ  بيان .2

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑓 للمعادلة  حلا(𝐸)  ّفإن𝑔  حل للمعادلة(𝐸0) 

𝑓 ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ 𝑓
′ + (1 + tan 𝑥)𝑓 = cos 𝑥 

⇒ 𝑔′(𝑥) cos 𝑥 − 𝑔(𝑥) sin 𝑥 + (1 + tan 𝑥)[𝑔(𝑥) cos 𝑥] = cos 𝑥 

⇒ 𝑔′(𝑥) cos 𝑥 − 𝑔(𝑥) sin 𝑥 + 𝑔(𝑥) cos 𝑥 + 𝑔(𝑥) cos 𝑥 (
sin 𝑥

cos 𝑥
) = cos 𝑥 

⇒ 𝑔′(𝑥) cos 𝑥 − 𝑔(𝑥) sin 𝑥 + 𝑔(𝑥) cos 𝑥 + 𝑔(𝑥) sin 𝑥 = cos 𝑥 

⇒ [𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥)] cos 𝑥 = cos 𝑥 ⇒ 𝑔′(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 1 ⇒ 𝑔 ∈ 𝑆(𝐸0)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑔 للمعادلة  حلا(𝐸0)  ّفإن𝑓  حل للمعادلة(𝐸) 

𝑔 ∈ 𝑆(𝐸0) ⇒ 𝑔
′(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 1 ⇒ (

𝑓(𝑥)

cos 𝑥
)

′

+ (
𝑓(𝑥)

cos 𝑥
) = 1 

⇒
𝑓′(𝑥) cos 𝑥 + 𝑓(𝑥) sin 𝑥

cos2 𝑥
+
𝑓(𝑥)

cos 𝑥
= 1 

⇒
𝑓′(𝑥)

cos 𝑥
+
𝑓(𝑥)

cos 𝑥
tan(𝑥) +

𝑓(𝑥)

cos 𝑥
= 1 

⇒ 𝑓′(𝑥) + (1 + tan 𝑥)𝑓(𝑥) = cos 𝑥 ⇒ 𝑓 ∈ 𝑆(𝐸)  

𝒇(𝟎)حيث  (𝑬)لمعادلة ل fالحل  تعيين .3 = 𝟎 

𝑔 ∈ 𝑆(𝐸0) ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑒
−𝑥 + 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑐𝑒−𝑥 + 1) cos 𝑥 

𝑓(0) = 0 ⇒ 𝑐 + 1 = 0 ⇒ 𝑐 = −1 ⇒ 𝑓(𝑥) = (−𝑒−𝑥 + 1) cos 𝑥  

 
 :32 حل التمرين

𝑦′(𝑡) = −4,33 × 10−4𝑦(𝑡)  و𝑦(0) = 𝑦0 

 tو  𝒚𝟎بدلالة  𝒚(𝒕)عبارة  ةباكت .0

𝑦′ = −4,33 × 10−4𝑦 ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝑐𝑒−4,33×10
−4𝑡  

𝑦(0) = 𝑦0 ⇒ 𝑐 = 𝑦0 ⇒ 𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒
−4,33×10−4𝑡  

 زمن نصف العمر للراديوم  حساب .2

𝑦(𝑡) =
1

2
𝑦0 ⇒ 𝑦0𝑒

−4,33×10−4𝑡 =
1

2
𝑦0 ⇒ 𝑒

−4,33×10−4𝑡 =
1

2
 

⇒ −4,33 × 10−4𝑡 = − ln 2 ⇒ 𝑡 =
ln 2

4,33 × 10−4
⇒ 𝑡 ≈ 1601 𝑎𝑛𝑠  

 



 
232 

 

 :33 حل التمرين

𝑦′(𝑡) = 3𝑦(𝑡)  ،𝑁0 = 1000 

𝒕في اللحظة حساب عدد الجراثيم  .0 = 𝟏𝒉𝟑𝟎𝒎𝒏  

𝑦′ = 3𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒3𝑡 ; 𝑦(0) = 103 ⇒ 𝑐 = 103 ⇒ 𝑦(𝑡) = 103𝑒3𝑡 

𝑦(1,5) = 103𝑒3(1,5) = 1000 × 𝑒4,5 ⇒ 𝑦(1,5) ≈ 90017  

𝒕في اللحظة يصبح عدد الجراثيم مليون مرّة عددها حتى  𝒕تعيين قيمة  .2 = 𝟎  

𝑦(𝑡) = 106𝑁0 ⇒ 10
3𝑒3𝑡 = 109 ⇒ 𝑒3𝑡 = 106 ⇒ 3𝑡 = 6 ln 10 

⇒ 𝑡 = 2 ln 10 = 4,605 ℎ ⇒ 𝑡 ≈ 4ℎ 36𝑚𝑛  

 

 
 :34 حل التمرين

5𝑦′ + 𝑦 = 0… (E) ، 𝑚(0) = 300 

 (E)حل المعادلة  .0

5𝑦′ + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −
1

5
𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−

1
5
𝑡

 

𝒎(𝒕𝟎)حيث يكون :  𝒕𝟎العدد  تعيين .2 = 𝟏𝟓𝟎 

𝑚(0) = 300 ⇒ 𝑐 = 300 ⇒ 𝑚(𝑡) = 300𝑒−
1
5
𝑡

 

𝑚(𝑡0) = 150 ⇒ 300𝑒
−
1
5
𝑡0 = 150 ⇒ 𝑒−

1
5
𝑡0 =

1

2
⇒ −

1

5
𝑡0 = − ln2 

⇒ 𝑡0 = 5 ln 2 ⇒ 𝑡0 ≈ 3,47 𝑚𝑛  

 ممكناالكشف عن وجود الملح فيها يكون التي لحظة تعيين ا .3

𝑚(𝑡) ≤ 10−2 ⇒ 300𝑒−
1
5
𝑡 ≤ 10−2 ⇒ 𝑒−

1
5
𝑡 ≤

1

3
10−4 

⇒ −
1

5
𝑡 ≤ ln (

1

3
10−4) ⇒ 𝑡 ≥ −5 ln (

1

3
10−4) ⇒ 𝑡 ≥ 51,5 𝑚𝑛  

 

 
 :35 حل التمرين

′𝑦نعتبر للمعادلة التفاضلية  + 2𝑦 = 3𝑒−3𝑥…(1) 

𝒚بوضع :  .0 = 𝒛 − 𝟑𝒆−𝟑𝒙  ،( التي تحققها الدالة 2د المعادلة التفاضلية )اجإيz 

𝑦′ + 2𝑦 = 3𝑒−3𝑥 ⇒ (𝑧 − 3𝑒−3𝑥)′ + 2(𝑧 − 3𝑒−3𝑥) = 3𝑒−3𝑥 

⇒ 𝑧′ + 9𝑒−3𝑥 + 2𝑧 − 6𝑒−3𝑥 = 3𝑒−3𝑥 ⇒ 𝑧′ + 2𝑧 = 0… (2)  
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 ( 2حل المعادلة التفاضلية ) .2

𝑧′ + 2𝑧 = 0 ⇒ 𝑧′ = −2𝑧 ⇒ 𝑧 = 𝑐𝑒−2𝑥  

 (0حل المعادلة التفاضلية ) استنتاج

𝑦 = 𝑧 − 3𝑒−3𝑥 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−2𝑥 − 3𝑒−3𝑥  

𝒇(𝟎)( حيث : 0للمعادلة ) fالحل  تعيين .3 =
𝟑

𝟐
 

𝑓(0) =
3

2
⇒ 𝑐 − 3 =

3

2
⇒ 𝑐 =

9

2
⇒ 𝑓(𝑥) =

9

2
𝑒−2𝑥 − 3𝑒−3𝑥  

𝒇(𝒙)تكُتب على الشكل :  fتحقق أنّ الدالة ال .4 = 𝟑𝒆−𝟐𝒙  (
𝟑

𝟐
− 𝒆−𝒙) 

𝑓(𝑥) =
9

2
𝑒−2𝑥 − 3𝑒−3𝑥 = 3𝑒−2𝑥 (

3

2
− 𝑒−𝑥)  

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑒−2𝑥 (
3

2
− 𝑒−𝑥) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑒−2𝑥 (
3

2
− 𝑒−𝑥) = 0 

𝑓′(𝑥) = −9𝑒−2𝑥 + 9𝑒−3𝑥 = 9𝑒−2𝑥(−1 + 𝑒−𝑥) 

−1 + 𝑒−𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑒−𝑥 ≥ 1 ⇒ −𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≤ 0 

𝑥 ∈ ]−∞ ; 0] ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]0 ; +∞ [ ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
 حداثيات مع محوري الإ )fC(المنحنى تعيين نقط تقاطع  .0

𝑓(0)مع محور التراتيب :  )fC(تقاطع  =
3

2
(𝐶𝑓)، منه   ∩ (𝑦𝑦

′) = 𝐴 (0;
3

2
) 

 مع محور الفواصل : )fC(تقاطع      

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3𝑒−2𝑥 (
3

2
− 𝑒−𝑥) = 0 ⇒

3

2
− 𝑒−𝑥 = 0 
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⇒ 𝑒−𝑥 =
3

2
⇒ −𝑥 = ln (

3

2
) ⇒ 𝑥 = − ln (

3

2
) 

(𝐶𝑓)منه   ∩ (𝑥𝑥′) = 𝐵 (− ln (
3

2
) ; 0) 

 )fC(المنحنى ورسم  𝒇(𝟏)حساب  .0

𝑓(1) =
9

2
𝑒−2 − 3𝑒−3 ⇒ 𝑓(1) ≈ 0,46 

 

 

 

 

 
 دراسة الدوال الأسّية:

 :36 حل التمرين

-I 𝑦′ − 2𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 …(1) 

′𝑦حل المعادلة التفاضلية  .1 − 2𝑦 = 0… (2)  

𝑦′ − 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = 2𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒2𝑥  

2. 𝑢(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥  ،𝑢′(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 

 (1حلا للمعادلة ) uحتى تكون  bو  a تعيين -أ

𝑢 ∈ 𝑆(1) ⇒ 𝑢
′ − 2𝑢 = 𝑥𝑒𝑥 ⇒ (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 − 2(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 

⇒ (−𝑎𝑥 + 𝑎 − 𝑏)𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 ⇒ {
−𝑎 = 1
𝑎 − 𝑏 = 0

⇒ {
𝑎 = −1
𝑏 = −1

 

𝑢إذا وفقط إذا كانت  (2)حلا للمعادلة تكون  𝑣أنّ الدالة  بيان -ب + 𝑣  (1)حلا للمعادلة  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑣  فإنّ  (2)حلا للمعادلة𝑢 + 𝑣  (1)حل للمعادلة 
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𝑣 ∈ 𝑆(2) ⇒ 𝑣
′ − 2𝑣 = 0 ⇒ 𝑣′ − 2𝑣 + 𝑢′ − 2𝑢⏟    

𝑥𝑒𝑥
= 𝑥𝑒𝑥 

⇒ (𝑢 + 𝑣)′ − 2(𝑢 + 𝑣) = 𝑥𝑒𝑥 ⇒ 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑆(1)  

  نبرهن أنهّ إذا كانت𝑢 + 𝑣  فإنّ  (1)حلا للمعادلة𝑣  (2)حل للمعادلة 

𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑆(1) ⇒ (𝑢 + 𝑣)
′ − 2(𝑢 + 𝑣) = 𝑥𝑒𝑥 

⇒ 𝑣′ − 2𝑣 + 𝑢′ − 2𝑢⏟    
𝑥𝑒𝑥

= 𝑥𝑒𝑥 ⇒ 𝑣′ − 2𝑣 = 0 ⇒ 𝑣 ∈ 𝑆(2)  

 (1)لمعادلة مجموعة حلول ا استنتاج -ج

{
𝑢(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑣(𝑥) = 𝑐𝑒2𝑥
⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑢 + 𝑣)(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑐𝑒2𝑥  

 1الذي ينعدم عند  (1)لمعادلة ل fالحل الخاص  تعيين .3

𝑓(0) = 0 ⇒ −1 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥  

-II 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒆𝒙 − 𝒙 − 𝟐  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥 − 2 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒𝑥 − 𝑥 − 2 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (2
𝑒𝑥

𝑥
− 1 −

2

𝑥
) = +∞  

𝑔′(𝑥) = 2𝑒𝑥 − 1 ;  𝑔′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 =
1

2
⇒ 𝑥 = − ln2 

𝑥 ∈ ]−∞;− ln 2[: 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة 

𝑥 ∈ ]− ln 2 ;+∞[: 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة 

 𝒈تغيرات الدالة جدول 

 
𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 = ,𝟏−حيث :  αو   1 ينتقبل حل 𝟎 𝟔 < 𝜶 < −𝟏, 𝟓 

𝑔(0) = 2 − 2 = 0 ; 𝑔(−1,6) ≈ 0,004 ; 𝑔(−1,5) ≈ −0,054 
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; 1,6−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔لدالة ا 𝑔(−1,6)و  ]1,5− × 𝑔(−1,5) < 0  

𝑔(𝑥)المعادلة منه  = ; 1,6−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0 حسب مبرهنة  ]1,5−

 القيم المتوسطة

 1عند  𝒈معادلة المماس لمنحنى الدالة  ةباكت .3

𝑦 = 𝑔′(0)𝑥 + 𝑔(0) ⇒ 𝑦 = 𝑥  

 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة  تعيين .4

𝑥 ∈ ]−∞ ; 𝛼[ ∪ ]0;+∞[: 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ [𝛼 ; 0]: 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-III 𝒇(𝒙) = 𝒆𝟐𝒙 − (𝒙 + 𝟏)𝒆𝒙  

 عند حدود مجال تعريفها fالدالة نهايات  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑒2𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒2𝑥 [1 −
𝑥 + 1

𝑒𝑥⏟  
→0

] = +∞  

 لهما نفس الإشارة  𝒈(𝒙)و  𝒇′(𝒙)أنّ  بيانو 𝒇′(𝒙) حساب .2

𝑓′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 − [𝑒𝑥 + (𝑥 + 1)𝑒𝑥] = 2𝑒2𝑥 − (𝑥 + 2)𝑒𝑥  

𝑓′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 − (𝑥 + 2)𝑒𝑥 = 𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 𝑥 − 2) ⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑔(𝑥)  

𝑒𝑥بما أنّ  >  𝑔(𝑥)هي نفس إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  0

  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .3

𝑥 ∈ ]−∞ ; 𝛼[ ∪ ]0;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝛼 ; 0] ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 fالدالة  جدول تغيرات

 
 

𝒇(𝜶)أنّ  بيان .4 = −
𝜶𝟐+𝟐𝜶

𝟒
 𝒇(𝜶)حصر لـ  استنتاج، ثمّ  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 2𝑒𝛼 − 𝛼 − 2 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
𝛼 + 2

2
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𝑓(𝛼) = 𝑒2𝛼 − (𝛼 + 1)𝑒𝛼 = (
𝛼 + 2

2
)
2

− (𝛼 + 1) (
𝛼 + 2

2
) 

𝑓(𝛼) = (
𝛼 + 2

2
) [(
𝛼 + 2

2
) − (𝛼 + 1)] = (

𝛼 + 2

2
) (−

𝛼

2
) = −

𝛼2 + 2𝛼

4
 

−1,6 < 𝛼 < −1,5 ⇒ 2,25 < 𝛼2 < 2,56 ⇒ −0,95 < 𝛼2 + 2𝛼 < −0,44 

⇒ 0,44 < −(𝛼2 + 2𝛼) < 0,95 ⇒ 0,11 < 𝑓(𝛼) < 0,24  

 

 (cm2)الوحدة :  )fC(المنحنى  رسم .0

 
 

 
 :37 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒆𝒙 + 𝟐𝒙 − 𝟓 

 𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 + 2𝑥 − 5 = −∞ ; {
𝑒𝑥 → 0
𝑥 → −∞

 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒𝑥 + 2𝑥 − 5 = +∞  

𝑔′(𝑥) = 2𝑒𝑥 + 2 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑔 
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𝒈(𝒙)بيان أن المعادلة .2  =   α  1602 1603حيث :  αتقبل حلا وحيدا   𝟎 

𝑔(0,62) = −0,042 ; 𝑔(0,63) = 0,015 

;0,62[مستمرة و رتيبة على المجال  𝑔الدالة  𝑔(0,62)و  ]0,63 × 𝑔(0,63) < ، منه  0

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة.  α  0662 0663حيث :  αتقبل حلا وحيدا  g(x) = 0المعادلة 

 𝒈(𝒙)تعيين إشارة  .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[: 𝑔(𝑥) < 0 

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[: 𝑔(𝑥) ≥ 0 

 

 

-II 𝒇(𝒙) = (𝟐𝒙 − 𝟑)(𝟏 − 𝒆−𝒙) 

 f(x)تعيين إشارة  .0

2𝑥 − 3 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥
3

2
 ; 1 − 𝑒−𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑒−𝑥 ≤ 1 ⇒ −𝑥 ≤ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 0 

 

𝑥 ∈ ]−∞; 0] ∪ [
3

2
;+∞[ : 𝑓(𝑥) ≥ 0 ;  𝑥 ∈ ]0;

3

2
[ : 𝑓(𝑥) < 0 

𝒇′(𝒙)بيان أن :  .2 = 𝒆−𝒙. 𝒈(𝒙)  

𝑓′(𝑥) = 2(1 − 𝑒−𝑥) + 𝑒−𝑥(2𝑥 − 3) = 2 + 2𝑥𝑒−𝑥 − 5𝑒−𝑥 

𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥(2𝑒𝑥 + 2𝑥 − 5) = 𝑒−𝑥. 𝑔(𝑥)  

 fاستنتاج اتجاه تغير الدالة 

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  𝑓 متناقصة 

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  𝑓 متزايدة 

  - + و  عند  fحساب نهايات الدالة  .3

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2𝑥 − 3)(1 − 𝑒−𝑥) = +∞ ; {
2𝑥 − 3 → −∞
1 − 𝑒−𝑥 → −∞

 

𝑥 −∞                           𝛼                       + ∞ 

𝑔′(𝑥) + + 

 

𝑔(𝑥) 

 

 

 

−∞ 

+∞ 

0 
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 3)(1 − 𝑒−𝑥) = +∞ ; {
2𝑥 − 3 → +∞
1 − 𝑒−𝑥 → 1

 

 

 fجدول تغيرات الدالة 

 

𝒇(𝜶)بيان أن :  .4 =
(𝟐𝜶−𝟑)𝟐

𝟐𝜶−𝟓
 

𝑓(𝛼) = (2𝛼 − 3)(1 − 𝑒−𝛼) ;  g(𝛼) = 2𝑒𝛼 + 2𝛼 − 5 = 0 

⇒ 𝑒𝛼 =
−2𝛼 + 5

2
⇒ 𝑒−𝛼 = −

2

2𝛼 − 5
 

𝑓(𝛼) = (2𝛼 − 3) (1 +
2

2𝛼 − 5
) = (2𝛼 − 3) (

2𝛼 − 3

2𝛼 − 5
) =

(2𝛼 − 3)2

2𝛼 − 5
 

 +  عند   x= 2 y - 3( معادلته : مقاربا مائلا )يقبل مستقيما  (fCبيان أن المنحنى ) .0

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3)] = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 3)(1 − 𝑒−𝑥) − (2𝑥 − 3)

= lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 3)(−𝑒−𝑥) = lim
𝑥→+∞

−2𝑥𝑒−𝑥 + 3𝑒−𝑥

= lim
𝑋→−∞

2𝑋𝑒𝑋 + 3𝑒𝑋 = 0 (𝑋 = −𝑥) 

 (و )  (fCدراسة الوضع النسبي لـ )

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3) = (2𝑥 − 3)(−𝑒−𝑥) 

𝑒−𝑥−بما أنّ  < 2𝑥)، فإنّ إشارة الفرق هي عكس إشارة  0 − 3) 

 

)( عند النقطة والمستقيم ) (fCالمنحنى )يتقاطع 
3

2
; 0) 

𝑥 −∞                          
3

2
                           + ∞ 

2𝑥 − 3 − + 

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 3) + − 

 ()تحت   (fC) ()فوق   (fC) الوضعية

0 

0 
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 ()و ( fCإنشاء المنحنى ) .0
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-I  𝒇(𝒙) = −𝒙 + 𝟐√𝒙 − 𝟏  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[ 

  fحساب نهايات الدالة  .0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

− 𝑥 + 2√𝑥 − 1 = −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

− 𝑥 + 2√𝑥 − 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (−1 +
2

√𝑥
−
1

𝑥
) = −∞  

 0على يمين  fالدالة قابلية اشتقاق  دراسة .2

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) + 1

𝑥
= lim
𝑥→0+

−𝑥 + 2√𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+

−1 +
2

√𝑥
= +∞  

 0شتقاق على يمين للاقابلة غير  fالدالة منه ، 

  𝒇′(𝒙)حساب  .3

𝑓′(𝑥) = −1 +
1

√𝑥
=
−𝑥 + √𝑥

𝑥
=
√𝑥(1 − √𝑥)

𝑥
 

1 − √𝑥 ≥ 0 ⇒ √𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 1 
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 fجدول تغيرات 

 

-II  𝒈(𝒙) = −𝒆𝒙 + 𝟐√𝒆𝒙 − 𝟏  

 𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

− 𝑒𝑥 + 2√𝑒𝑥 − 1 = −1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

− 𝑒𝑥 + 2√𝑒𝑥 − 1 = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 (−1 +
2

√𝑒𝑥
−
1

𝑒𝑥
) = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 +
𝑒𝑥

√𝑒𝑥
= −𝑒𝑥 + √𝑒𝑥 = √𝑒𝑥(1 − √𝑒𝑥) 

1 − √𝑒𝑥 ≥ 0 ⇒ √𝑒𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑒𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 0 

𝑥 ≤ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒ ;الدالة 𝑔 متزايدة 𝑥 > 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 

𝑔(𝑥): والدالة الأسية  𝑓باعتبارها مركبة الدالة  𝑔: يمكننا دراسة الدالة  ملاحظة = 𝑓(𝑒𝑥) 

𝑥 → −∞ ⇒ 𝑒𝑥 → 0 ⇒ 𝑓(𝑒𝑥) → −1 ⇒ 𝑔(𝑥) → −1 

𝑥 → +∞ ⇒ 𝑒𝑥 → +∞ ⇒ 𝑓(𝑒𝑥) → −∞ ⇒ 𝑔(𝑥) → −∞ 

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑓′(𝑒𝑥) ; 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑒𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑒𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 0 

 يقبل نقطة انعطاف  )gC(بيان أنّ المنحنى  .2

𝑔′′(𝑥) = −𝑒𝑥 +
1

2
√𝑒𝑥 = √𝑒𝑥 (−√𝑒𝑥 +

1

2
) 
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𝑔′′(𝑥) = 0 ⇒ −√𝑒𝑥 +
1

2
= 0 ⇒ √𝑒𝑥 =

1

2
⇒ 𝑒𝑥 =

1

4
⇒ 𝑥 = − ln 4 

−)𝜔يقبل نقطة انعطاف  )gC(المنحنى منه  ln 4 ;−
1

4
) 

𝒚ذي المعادلة :  (D)مع المستقيم  )gC(المنحنى تعيين نقط تقاطع  .3 = −𝟏 

𝑔(𝑥) = −1 ⇒ −𝑒𝑥 + 2√𝑒𝑥 = 0 ⇒ √𝑒𝑥(−√𝑒𝑥 + 2) = 0 

⇒ −√𝑒𝑥 + 2 = 0 ⇒ √𝑒𝑥 = 2 ⇒ 𝑒𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 = ln 4 

⇒ (𝐶𝑔) ∩ (𝐷) = {𝐼(ln 4 ;−1)}  

 (D)المستقيم و  )gC(المنحنى  انشاء .4

 
 

"𝟐𝒚حل للمعادلة التفاضلية :  𝒈بيان أنّ الدالة  .0 + 𝒚′ − 𝒚 = −𝟐𝒆𝒙 + 𝟏 

2𝑔" + 𝑔′ − 𝑔 = 2(−𝑒𝑥 +
1

2
√𝑒𝑥) − 𝑒𝑥 + √𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 − 2√𝑒𝑥 + 1

= −2𝑒𝑥 + 1  

"2𝑦حل للمعادلة التفاضلية :  𝑔الدالة منه  + 𝑦′ − 𝑦 = −2𝑒𝑥 + 1. 
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 :39 حل التمرين

-I  𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝒙 − 𝒆𝒙  

 (∞+)و  (∞−)حساب النهايات عند  .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 − 𝑥 − 𝑒𝑥 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥 − 𝑒𝑥 = −∞  

  𝒈دراسة تغيرات الدالة  .2

𝑔′(𝑥) = −1 − 𝑒𝑥 ; 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈تغيرات الدالة جدول 

 

𝑥 −∞                              + ∞ 

𝑔′(𝑥) − 

𝑔(𝑥) 
+∞ 

−∞ 

 

 𝒈(𝒙)واستنتاج إشارة   𝒈(𝟎)حساب  .3

𝑔(0) = 0 ; 𝑥 < 0 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑥 > 0 ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆−𝒙 − 𝒙 + 𝟏 

 

𝐥𝐢𝐦بيان أن :  .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = −∞ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→−∞

𝑥 (𝑒−𝑥 − 1 +
1

𝑥
) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒−𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑋→−∞

−𝑋𝑒𝑋⏟
→0

+ 𝑋 + 1 = −∞ (𝑋 = −𝑥) 

 

𝒇′(𝒙)اثبات أن :  .2 = 𝒆−𝒙𝒈(𝒙)  

𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 − 1 = 𝑒−𝑥(1 − 𝑥 − 𝑒𝑥) = 𝑒−𝑥𝑔(𝑥)  

 

 fاستنتاج اتجاه تغير 

𝑥 < 0 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒    الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 > 0 ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒    الدالة 𝑓 متناقصة
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 fجدول تغيرات الدالة  .3

 
𝒚بيان أن المستقيم  .4 = −𝒙 +   )fC(للمنحنى مقارب مائل  𝟏

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒−𝑥 = lim
𝑋→−∞

−𝑋𝑒𝑋 = 0 (𝑋 = −𝑥) 

:(∆)المستقيم منه  𝑦 = −𝑥 +  ∞+بجوار  )fC(للمنحنى مقارب مائل  1

 (∆)بالنسبة للمستقيم  )fC(دراسة وضعية المنحنى 

𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 1) = 𝑥𝑒−𝑥  

𝑥 < 0 ⇒ ; (C𝑓) تحت (∆) 𝑥 > 0 ⇒  (C𝑓) فوق (∆)

𝒇(𝒙)بيان أن المعادلة  .0 = ;𝟏−]تقبل حلين في المجالين    𝟎 ;𝟏]و  [𝟎 𝟐]  

𝑓(−1) ≈ −0,72  ;  𝑓(0) = 1 ; 𝑓(1) ≈ 0,37 ;  𝑓(2) ≈ −0,73 

𝑓  1−]مستمرة ورتيبة على كل من المجالين; ;1]و  [0 𝑓(−1)و ، [2 × 𝑓(0) < 0  

𝑓(1)و  ×  𝑓(2) < 𝑓(𝑥)، منه المعادلة  0 = ;1−]في المجالين تقبل حلين  0 0]   

;1]و   حسب مبرهنة القيم المتوسطة [2

 )fC(المنحنى انشاء 
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 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝟐
+ 𝒆−|𝒙| 

 ∞ -و  ∞ +عند  fحساب نهايات الدالة  .0

lim
𝑥 → +∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥 → +∞

𝑥

2
+ 𝑒−|𝑥| = +∞ ; {

𝑥

2
→ +∞ ; 𝑒−|𝑥| → 0} 

lim
𝑥 → −∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥 → −∞

𝑥

2
+ 𝑒−|𝑥| = −∞ ; {

𝑥

2
→ −∞ ; 𝑒−|𝑥| → 0} 

 دون رمز القيمة المطلقة fكتابة  .2

{
𝑓(𝑥) =

𝑥

2
+ 𝑒𝑥 ;  𝑥 < 0

𝑓(𝑥) =
𝑥

2
+ 𝑒−𝑥 ;  𝑥 ≥ 0

 

𝐥𝐢𝐦بيان أنّ :  .3
𝒙 
>
→ 𝟎

𝒇(𝒙)−𝟏

𝒙
= −

𝟏

𝟐
  

lim
𝑥 
>
→ 0

𝑓(𝑥) − 1

𝑥
= lim
𝑥 
>
→ 0

𝑥
2 + 𝑒

−𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑥 
>
→ 0

1

2
−
𝑒−𝑥 − 1

−𝑥⏟    
(العدد المشتق)1→

= −
1

2
 

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒙 
<
→ 𝟎

𝒇(𝒙)−𝟏

𝒙
 

lim
𝑥 
<
→ 0

𝑓(𝑥) − 1

𝑥
= lim
𝑥 
<
→ 0

𝑥
2 + 𝑒

𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑥 
<
→ 0

1

2
+
𝑒𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

=
3

2
 

  بيانياتفسير النتيجة 

غير قابلة للاشتقاق عند النقطة ذات  𝑓بما أنّ النهايتين مختلفتين ، نستنتج أنّ الدالة 

 عند هذه النقطة نصفي مماسين  )f C(، ويقبل المنحنى  0الفاصلة 

,∞−[متزايدة تماما على المجال  fأنّ بيان  .4 𝟎[  

𝑓′(𝑥) =
1

2
+ 𝑒𝑥 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ]−∞,  الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]0

,𝟎[على المجال  fدراسة اتجاه تغيرّ الدالة  +∞[ 

𝑓′(𝑥) =
1

2
− 𝑒−𝑥 ;  

1

2
− 𝑒−𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑒−𝑥 ≤

1

2
⇒ −𝑥 ≤ − ln 2 ⇒ 𝑥 ≥ ln 2 

𝑥 ∈ ]0, ln 2[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ∈ [ln 2 ;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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0 

 fجدول تغيرّات الدالة  .0

 
 

𝒚ذو المعادلة  (Δ)أنّ المستقيم بيان  .0 =
𝟏

𝟐
𝒙  مقارب مائل للمنحنى)f C(  

lim
|𝑥| → +∞

𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 = lim

|𝑥| → +∞
𝑒−|𝑥| = 0 ⇒ (∆): 𝑦 =

1

2
𝑥 مستقيم مقارب مائل  

 (Δ)بالنسبة إلى  )f C(دراسة وضعية 

𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 = 𝑒−|𝑥| ;  𝑓(𝑥) −

1

2
𝑥 > 0 ⇒ (𝐶𝑓) فوق (∆)  

 1كتابة معادلة نصفي المماس عند النقطة ذات الفاصلة  .0

(𝐷1) ∶ 𝑦 =
3

2
𝑥 + 1 ; (𝐷2) ∶ 𝑦 = −

1

2
𝑥 + 1  

 α   -0,9 ; -0,8 ، حيث  αتقبل حلا وحيدا  f (x) = 0بيان أن المعادلة  .0

; 0,9−[مستمرة و رتيبة على المجال  𝑓الدالة  𝑓(−0,9)و  ]0,8− × 𝑓(−0,8) < 0  

𝑓(𝑥)منه المعادلة   = حسب مبرهنة  α   -0,9 ; -0,8 حيث :  αتقبل حلا وحيدا  0 

 القيم المتوسطة

 بدقة )f C(و المنحنى  (Δ)المستقيم  نصفي المماسين ، انشاء .0
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 :40حل التمرين 

(𝐷) :  (𝑫)تعيين معادلة .1 ∶ 𝑦 = 𝑥 + 1 

;𝐽(0بما أنّ النقطة  .2   𝑥، فإنهّ من أجل كل عدد حقيقي  )f C(مركز تناظر للمنحنى  (1

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 .  

 زوجية  ′𝒇التحققّ أنّ الدالة  .3

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 2 ⇒ [𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)]′ = 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(−𝑥) = 0 

⇒ 𝑓′(−𝑥) = 𝑓′(𝑥) ⇒ الدالة ′𝑓 زوجية  

 فردية 𝝋استنتاج أنّ الدالة 

{
𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝜑(𝑥)

lim
|𝑥|→+∞

𝜑(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 مستقيم مقارب مائل  

⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑥 + 1 ⇒ 𝑎 = 𝑏 = 1  

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 2 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝜑(𝑥) − 𝑎𝑥 + 𝑏 + 𝜑(−𝑥) = 2 

⇒ 1 + 𝜑(𝑥) + 1 + 𝜑(−𝑥) = 2 ⇒ 𝜑(−𝑥) = −𝜑(𝑥) ⇒ الدالة 𝜑 فردية  

  𝜷و  𝜶ن يعيت .4

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 + (𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒−𝑥
2
⇒ 𝑓′(𝑥) = 1 + 𝛼𝑒−𝑥

2
− 2𝑥𝑒−𝑥

2
(𝛼𝑥 + 𝛽) 

⇒ 𝑓′(𝑥) = 1 + (−2𝛼𝑥2 − 2𝛽𝑥 + 𝛼)𝑒−𝑥
2

 

(𝑇) ∶ 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) = (1 − 𝑒)𝑥 + 1 ⇒ {
𝑓′(0) = 1 − 𝑒

𝑓(0) = 1
 

⇒ {
1 + 𝛼 = 1 − 𝑒
1 + 𝛽 = 1

⇒ {
𝛼 = −𝑒
𝛽 = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 − 𝑥. 𝑒1−𝑥

2
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1 )f  دالة متناقصة تماما علىℝ الدالة .h  المعرّفة علىℝ  بالعبارةℎ(𝑥) = 𝑒𝑓(−𝑥) :هي دالة 

   ℝمتزايدة تماما على  -أ

ℎ(𝑥) = 𝑒𝑓(−𝑥) ⇒ ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑓(−𝑥)[𝑓(−𝑥)]′ = −𝑓′(−𝑥) × 𝑒𝑓(−𝑥)  

 ، فإنّ : ℝمتناقصة تماما على  𝑓 دالةبما أنّ ال

 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(−𝑥) < 0 ⇒ −𝑓′(−𝑥) > 0 ⇒ ℎ′(𝑥) > 0  

𝑔(𝑥)بـ  ℝالمعرّفة على  𝑔( نعتبر الدالة 2 = 𝑥𝑒−𝑥 + في جوار  𝑔. التقريب التآلفي للدالة 1

𝑔(𝑥) -أ : يعُطى بالعلاقة 0 ≈ 𝑥 + 1 
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𝑔′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = (1 − 𝑥)𝑒−𝑥; 𝑔′(0) = 1 ; 𝑔(0) = 1 

𝑔(𝑥) ≈ 𝑔′(0)𝑥 + 𝑔(0) ⇒ 𝑔(𝑥) ≈ 𝑥 + 1  

3 )α  6عدد حقيقي غير معدوم. الحل العام للمعادلة التفاضلية𝑦 = 3𝑦′ +  هو: 2

𝑦 -أ = 𝛼𝑒2𝑥 +
1

3
   

6𝑦 = 3𝑦′ + 2 ⇒ 3𝑦′ = 6𝑦 − 2 ⇒ 𝑦′ = 2𝑦 −
2

3
⇒ 𝑦 = 𝛼𝑒2𝑥 +

1

3
 

 
 :43 التمرينحل 

-I 𝒉(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆𝒙 + 𝒄 

  bو  aبدلالة العددين  𝒉′(𝒙)حساب  .0

ℎ′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 ⇒ ℎ′(𝑥) = (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥  

𝒉(𝒙)بيان أنّ:  .2 = (−𝒙 + 𝟐)𝒆𝒙 + 𝟐 

{

ℎ(0) = 4
ℎ′(1) = 0
𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = 2
⇒ {

𝑏 + 𝑐 = 4
(2𝑎 + 𝑏)𝑒 = 0

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥⏟      
0

+ 𝑐 = 2
⇒ {

𝑏 + 𝑐 = 4
2𝑎 + 𝑏 = 0
𝑐 = 2

 

⇒ {
𝑏 = 2
𝑎 = −1
𝑐 = 2

 ⇒ ℎ(𝑥) = (−𝑥 + 2)𝑒𝑥 + 2  

𝒉(𝜶)الذي يحقق:  αتعيين حصرا للعدد  .3 = 𝟎 

ℎ(𝛼) = 0 ⇒ 2,2 < 𝛼 < 2,3  

 xمن أجل كل عدد حقيقي  𝒉(𝒙)تعيين إشارة  .4

 𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼]: ℎ(𝑥) ≥ 0 

 𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[: ℎ(𝑥) < 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐

𝒆𝒙+𝟏
  

𝐥𝐢𝐦حساب:  .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑒𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

1

𝑒𝑥

𝑥2⏟
→+∞

+
1
𝑥2⏟
→0

= 0    

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2

𝑒𝑥 + 1
= +∞    
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0 0 

0 

0 

𝒇′(𝒙): بيان أنّ  .2 =
𝒙𝒉(𝒙)

(𝒆𝒙+𝟏)𝟐
 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
𝑥(2𝑒𝑥 + 2 − 𝑥𝑒𝑥)

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥[𝑒𝑥(−𝑥 + 2) + 2]

(𝑒𝑥 + 1)2
=

𝑥ℎ(𝑥)

(𝑒𝑥 + 1)2
 

 fجدول تغيرات الدالة  .3

 
𝒇(𝜶)بيان أنّ:  .4 = 𝜶(𝜶 − 𝟐)  

ℎ(𝛼) = 0 ⇒ (−𝛼 + 2)𝑒𝛼 + 2 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 = −
2

−𝛼 + 2
=

2

𝛼 − 2
 

𝑓(𝛼) =
𝛼2

𝑒𝛼 + 1
=

𝛼2

2
𝛼 − 2 + 1

=
𝛼2(𝛼 − 2)

𝛼
= 𝛼(𝛼 − 2)  

 𝒇(𝜶)استنتاج حصر للعدد  

2,2 < 𝛼 < 2,3 ⇒ 0,2 < 𝛼 − 2 < 0,3 ⇒ 0,44 < 𝛼(𝛼 − 2) < 0,69 

⇒ 0,44 < 𝑓(𝛼) < 0,69  

 (C)إنشاء المنحنى  .0
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 :44 حل التمرين

                         : حيث v، فإنّ الدالة ℝموجبة و متزايدة تماما على  uإذا كانت الدالة  .1

𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑥)𝑒𝑥  متزايدة تماما علىℝ )صحيح ( 

𝑣′(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑒𝑥 + 𝑢(𝑥)𝑒𝑥 = 𝑒𝑥[𝑢′(𝑥) + 𝑢(𝑥)] 

{
𝑢′(𝑥) > 0
𝑢(𝑥) > 0

⇒ 𝑢′(𝑥) + 𝑢(𝑥) > 0 ⇒ 𝑣′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑣 متزايدة  

;0]المعرّفة على المجال  hالدالة  .2 ℎ(𝑥)بـ:  ]∞+ = √𝑥𝑒1−𝑥  قابلة للاشتقاق عند

 )خطأ( الصفر على اليمين

lim
>
𝑥→0

ℎ(𝑥) − ℎ(0)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

√𝑥𝑒1−𝑥

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑒1−𝑥

√𝑥

→ 𝑒
→ 0+

= +∞  

𝑥المستقيم ذي المعادلة  .3 = المعرّفة على  fهو مستقيم مقارب للمنحنى الممثل للدالة  0

;0[المجال  𝑓(𝑥)بـ:  ]∞+ = 𝑒
1

𝑥 )صحيح( 

lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑒
1
𝑥 = +∞ ;(

1

𝑥
→ +∞ ; 𝑒

1
𝑥 → +∞) 

𝑒𝑥:  ، المعادلة aمن أجل عدد حقيقي  .4 + 2𝑥 = 𝑎  تقبل دوما حلا وحيداα  فيℝ 

 )صحيح(

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2𝑥 ; 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 + 2𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 2𝑥 = +∞  

lim و ℝمستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة 
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞  ،lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞   ،

𝑓(𝑥)المعادلة منه  = 𝑎  دوما حلا وحيدا تقبلα  فيℝ حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 

 
 :45 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = (𝟏 − 𝒙)𝒆𝒙 + 𝟏 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(1 − 𝑥)𝑒𝑥 + 1 = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 + 1 = 1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(1 − 𝑥)𝑒𝑥 + 1 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (1 − 𝑥)𝑒𝑥 = −𝑥𝑒𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة
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  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 = ,𝟏حيث :  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟐𝟕 < 𝜶 < 𝟏, 𝟐𝟖 

𝑔(1,27) ≈ 0,04   ،𝑔(1,28) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,01−

]1,27 ; 𝑔(1,27)و  ]1,28 × 𝑔(1,28) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل حلا  0

; 1,27[على المجال  αوحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,28

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم العدد الحقيقي  استنتاج .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) = (𝟐 − 𝒙)𝒆𝒙 + 𝒙 + 𝟏  

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥⏟      
→0

+ 𝑥 + 1 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 [(2 − 𝑥)⏟    
→+∞

𝑒𝑥

𝑥⏟
→−∞

+ 1 +
1

𝑥
]  

= −∞  

𝑓′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (2 − 𝑥)𝑒𝑥 + 1 = (1 − 𝑥)𝑒𝑥 + 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥)  

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

  𝒇جدول تغيرات الدالة 
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 معادلتهيطُلب تعيين  (∞−)( عند ∆مستقيم مقارب مائل ) (C)أنّ للمنحنى  بيان .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 = 0 

𝑦:  معادلته (∞−)( عند ∆) مائلا امقارب امستقيم (C)لمنحنى منه ، يقبل ا = 𝑥 + 1 

 (C)(  و ∆لـ ) الوضعية النسبية دراسة .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 

𝑥 > 2 ⇒ 2 − 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) < 0 ⇒   (C) تحت (∆)

𝑥 < 2 ⇒ 2 − 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) > 0 ⇒  (C) فوق (∆)

;2)النقطة ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا  3) 

𝒇(𝜶)أنّ  بيان .4 =
𝜶𝟐−𝜶+𝟏

𝜶−𝟏
 𝒇(𝜶)حصر للعدد  استنتاجو  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (1 − 𝛼)𝑒𝛼 + 1 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
1

𝛼 − 1
 

𝑓(𝛼) = (2 − 𝛼)𝑒𝛼 + 𝛼 + 1 =
2 − 𝛼

𝛼 − 1
+ 𝛼 + 1 =

2 − 𝛼 + 𝛼2 − 1

𝛼 − 1

⇒ 𝑓(𝛼) =
𝛼2 − 𝛼 + 1

𝛼 − 1
 

1,27 < 𝛼 < 1,28 ⇒ {
1,613 < 𝛼2 < 1,638
−1,28 < −𝛼 < −1,27
0,27 < 𝛼 − 1 < 0,28

⇒ {
1,33 < 𝛼2 − 𝛼 + 1 < 1,37

3,57 <
1

𝛼 − 1
< 3,70

⇒ 4,75 < 𝑓(𝛼) < 5  

,𝒇(−𝟏 حساب .0 𝟕)  ،𝒇(𝟐)  و𝒇(𝟐, 𝟒)  

𝑓(−1,7) ≈ 0  ،𝑓(2) = 𝑓(2,4)و  3 ≈ −1 

 (C)انشاء المنحنى 



 
222 

 

 
 

 
 :46 حل التمرين

-I  نعتبر الدالة𝒈  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = (𝟐𝒙 − 𝟏)𝒆𝟐𝒙 − 𝟏 

  𝒈تغير الدالة اتجاه  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2𝑒2𝑥 + 2(2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 = 4𝑥𝑒2𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 

 
 ∞−و  ∞+عند  𝒈نهاية الدالة  حساب .2

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 1 = lim
𝑥→−∞

2𝑥𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥 + 1 = −1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 1 = +∞  
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𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .3 =  0,64و  0,63 بيانمحصورا  αتقبل حلا وحيدا  𝟎

𝑔(0,63) ≈ −0,08   ،𝑔(0,64) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,01

]0,63 ; 𝑔(0,63)و  ]0,64 × 𝑔(0,64) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل حلا  0

; 0,63[على المجال  αوحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]0,64

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم العدد الحقيقي  استنتاج .4

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝒆𝟐𝒙 + 𝟐 − 𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 ∞−و  ∞+عند  fنهاية الدالة  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 2 − 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥 + 2 − 𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒2𝑥 + 2 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

𝑒2𝑥 +
2

𝑥
− 1) = +∞  

  fتغير الدالة اتجاه  استنتاجو 𝒈(𝒙)بدلالة  𝒇′(𝒙) ةباكت .2

𝑓′(𝑥) = 𝑒2𝑥 + 2(𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 1 = (2𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 1 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥)  

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

  𝒇جدول تغيرات الدالة 

 
  ∞−( بجوار ∆)مستقيما مقاربا مائلا يقبل  (C)أنّ  بيان .3

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (2 − 𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒2𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒2𝑥 − 𝑒2𝑥 = 0 

𝑦معادلته :  (∞−)( عند ∆مستقيما مقاربا مائلا ) (C)لمنحنى يقبل امنه ،  = 2 − 𝑥 

 (  ∆لـ ) النسبةب (C)وضعية  دراسة

𝑓(𝑥) − (2 − 𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒2𝑥 

𝑥 < 1 ⇒ 𝑥 − 1 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2 − 𝑥) < 0 ⇒   (C) تحت (∆)

𝑥 > 1 ⇒ 𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2 − 𝑥) > 0 ⇒  (C) فوق (∆)

;1)النقطة ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا  1) 
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𝜶). (C)و (∆)وانشاء  𝒇(𝟎) حساب .4 ≈ 𝟎, 𝟔𝟒) 

𝑓(0) = 1 ;  𝑓(𝛼) ≈ 0,07 

 
𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة:  mحسب قيم الوسيط الحقيقي  تعيين .0 = 𝒎 

 𝑚 ∈ ]−∞; 𝑓(𝛼)[ المعادلة لا تقبل حلولا : 

 𝑚 = 𝑓(𝛼) المعادلة تقبل حلا مضاعفا : 

 𝑚 ∈ ]𝑓(𝛼);+∞[ المعادلة تقبل حلين متمايزين : 

 
 :47 حل التمرين

 مع التبرير: أأجب بصحيح أم خط

1. f  المعرّفة على الدالة العدديةℝ  :بـ𝑓(𝑥) = (−𝑥 + 3)𝑒𝑥  و ،(C) تمثيلها البياني 

𝑥من أجل كل  .أ > 𝑓(𝑥)لدينا:  0 ≥ −𝑥 +  أخط:  3

𝑒𝑥 > 0 ⇒ {
(−𝑥 + 3)𝑒𝑥 ≥ −𝑥 + 3 ; 0 < 𝑥 < 3
(−𝑥 + 3)𝑒𝑥 ≤ −𝑥 + 3 ; 𝑥 > 3

⇒ {
𝑓(𝑥) ≥ −𝑥 + 3 ; 0 < 𝑥 < 3

𝑓(𝑥) ≤ −𝑥 + 3 ; 𝑥 > 3
 

𝑦المستقيم ذو المعادلة  .ب =  صحيح:  (C)مقارب لـ  0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(−𝑥+ 3)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

−𝑥𝑒𝑥 + 3𝑒𝑥 = 0 

 صحيح:  تقبل قيمة حديّة وحيدة fالدالة  .ج

𝑓′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (−𝑥 + 3)𝑒𝑥 = (−𝑥 + 2)𝑒𝑥 
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𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2 

 
 

𝑓(𝑥)المعادلة  .د = 𝑚 لا تقبل حلولا أو تقبل حلين (𝑚 ≠ 𝑒2)  :أخط 

𝑚من أجل  < 𝑓(𝑥)المعادلة ،  0 = 𝑚 وحيدا تقبل حلا 

𝑒2𝑥حلول المتراجحة  .2 − 3𝑒𝑥 − 4 ≥ 𝑆هي :  0 = [ln 4  صحيح:  ]∞+;

𝑒2𝑥 − 3𝑒𝑥 − 4 ≥ 0 ⇒ (𝑒𝑥 − 4) (𝑒𝑥 + 1)⏟    
>0

≥ 0 ⇒ 𝑒𝑥 − 4 ≥ 0 

⇒ 𝑒𝑥 ∈ [4;+∞[ ⇒ 𝑥 ∈ [ln 4 ;+∞[ ⇒ 𝑆 = [ln 4 ;+∞[  

3. 𝑔  المعرّفة على الدالة العدديةℝ
∗

𝑔(𝑥)بـ:   =
sin3𝑥

𝑥
 .lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) =  أخط:  1

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0

sin 3𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0
3
sin 3𝑥

3𝑥
= lim
𝑋→0

3
sin𝑋

𝑋⏟
→1

= 3 ; (𝑋 = 3𝑥) 
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-I  نعتبر الدالة𝒈  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = (𝟑 − 𝟐𝒙)𝒆𝒙 + 𝟐 

 𝒈الدالة  اتتغير دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(3 − 2𝑥)𝑒𝑥 + 2 = lim
𝑥→−∞

3𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 + 2 = 2  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(3 − 2𝑥)𝑒𝑥 + 2 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −2𝑒𝑥 + (3 − 2𝑥)𝑒𝑥 = (1 − 2𝑥)𝑒𝑥 

1 − 2𝑥 > 0 ⇒ 𝑥 <
1

2
 

𝑥 ∈ ]−∞;
1

2
[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [
1

2
;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة
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  𝒈جدول تغيرات الدالة 
 

 

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 = 𝜶حيث:  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 ∈ ]𝟏, 𝟔𝟖 ; 𝟏, 𝟔𝟗[ 

𝑔(1,68) ≈ 0,07   ،𝑔(1,69) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,06−

]1,68 ; 𝑔(1,68)و  ]1,69 × 𝑔(1,69) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل حلا  0

; 1,68[على المجال  αوحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,69

 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙+𝟒𝒙−𝟏

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ  ،‖𝒊‖ = 𝟐𝒄𝒎 

𝒇′(𝒙)فإنّ:  ℝمن  xأنّه من أجل كل  إثبات .0 =
𝟐𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙+𝟏)𝟐
 

𝑓′(𝑥) =
(𝑒𝑥 + 4)(𝑒𝑥 + 1) − 𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 4𝑥 − 1)

(𝑒𝑥 + 1)2
=
6𝑒𝑥 − 4𝑥𝑒𝑥 + 4

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥) =
2[(3 − 2𝑥)𝑒𝑥 + 2]

(𝑒𝑥 + 1)2
=

2𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝒇(𝜶)أنّ  إثبات .2 = 𝟒𝜶 − 𝟓  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (3 − 2𝛼)𝑒𝛼 + 2 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
2

2𝛼 − 3
 

𝑓(𝛼) =
𝑒𝛼 + 4𝛼 − 1

𝑒𝛼 + 1
=

2
2𝛼 − 3 + 4𝛼 − 1

2
2𝛼 − 3 + 1

=
2 + (4𝛼 − 1)(2𝛼 − 3)

2 + 2𝛼 − 3
 

𝑓(𝛼) =
8𝛼2 − 14𝛼 + 5

2𝛼 − 1
=
(2𝛼 − 1)(4𝛼 − 5)

2𝛼 − 1
= 4𝛼 − 5  

 𝒇(𝜶)لعدد احصر 
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1,68 < 𝛼 < 1,69 ⇒ 6,72 < 4𝛼 < 6,76 ⇒ 1,72 < 𝑓(𝛼) < 1,76  

   fتغيرات الدالة  دراسة .3

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 + 4𝑥− 1

𝑒𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 + 4𝑥− 1

𝑒𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(1 + 4𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)

= lim
𝑋→−∞

1 − 4𝑋𝑒𝑋 − 𝑒𝑋

1 + 𝑒𝑋
= 1  ; (𝑋 = −𝑥) 

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

  𝒇جدول تغيرات الدالة 

 
 (∆أحدهما مائل ) مقاربين يقبل مستقيمين  (C)أنّ  بيان .4

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞+) 1

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 + 4𝑥− 1

𝑥(𝑒𝑥 + 1)
= lim
𝑥→−∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥 + 4 −
1
𝑥)

𝑥(𝑒𝑥 + 1)
= 4 

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − 4𝑥] = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 + 4𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
− 4𝑥 = lim

𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 4𝑥𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= −1 

:(∆) مائلا مقاربا مستقيما (C) منه، يقبل المنحنى  𝑦 = 4𝑥 −  (∞−)بجوار  1

 (  ∆لـ ) النسبةب (C)وضعية  دراسة

𝑓(𝑥) − (4𝑥 − 1) =
𝑒𝑥 + 4𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
− (4𝑥 − 1) =

2𝑒𝑥 − 4𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
=
2𝑒𝑥(1 − 2𝑥)

𝑒𝑥 + 1
 

𝑥 <
1

2
⇒ 1 − 2𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥)− (4𝑥 − 1) > 0 ⇒   (C) فوق (∆)

𝑥 >
1

2
⇒ 1 − 2𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥)− (4𝑥 − 1) < 0 ⇒   (C) تحت (∆)

)النقطة ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا 
1

2
; 1) 
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  1ة عند النقطة ذات الفاصل (C)للمنحنى  (d)معادلة المماس  ةباكت .0

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑑): 𝑦 =
5

2
𝑥  

 (C)و  (d)،  (∆)انشاء 

 
𝒎𝒆𝒙عدد و إشارة حلول المعادلة : ل ةبيانيال مناقشةال .0 − 𝟒𝒙 +𝒎+ 𝟐 = 𝟎 

𝑚𝑒𝑥 − 4𝑥 +𝑚 + 2 = 0 ⇒ 𝑚(𝑒𝑥 + 1) = 4𝑥 − 2 ⇒ 𝑚 =
4𝑥 − 2

𝑒𝑥 + 1
 

⇒ 𝑚 + 1 =
4𝑥 − 2

𝑒𝑥 + 1
+ 1 ⇒ 𝑚 + 1 =

𝑒𝑥 + 4𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= 𝑓(𝑥) 

𝑦: مع المستقيم ذي المعادلة  (C)ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑚 + 1 

 𝑚 + 1 < 𝑚أي  0 <  : المعادلة تقبل حلا وحيدا سالبا 1−

 𝑚 + 1 = 𝑚أي  0 =  معدوما: المعادلة تقبل حلا وحيدا  1−

 0 < 𝑚 + 1 ≤ 1−أي  1 < 𝑚 ≤  موجبا: المعادلة تقبل حلا وحيدا  0

 1 < 𝑚 + 1 < 𝑓(𝛼)  0أي < 𝑚 < 𝑓(𝛼) −  موجبينالمعادلة تقبل حلين :  1

 𝑚 + 1 = 𝑓(𝛼)  أي𝑚 = 𝑓(𝛼) −  موجبا مضاعفا: المعادلة تقبل حلا  1

 𝑚 + 1 > 𝑓(𝛼)  أي𝑚 > 𝑓(𝛼) −  لا لوتقبل حلا : المعادلة  1
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 :49 حل التمرين

-I مع التبرير : أأجب بصحيح أم خط 

𝑥معادلة المماس للتمثيل البياني للدالة  .1 → √𝑥2 + هي:  1عند النقطة ذات الفاصلة  3

𝑦 =
1

2
𝑥 +

3

2
 : صحيح 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥

2√𝑥2 + 3
=

𝑥

√𝑥2 + 3
 ; 𝑓′(1) =

1

2
 ; 𝑓(1) = 2 

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) =
1

2
(𝑥 − 1) + 2 ⇒ 𝑦 =

1

2
𝑥 +

3

2
 

2. lim
𝑥→𝜋

sin𝑥

𝑥−𝜋
=  خطأ:  1

lim
𝑥→𝜋

sin 𝑥

𝑥 − 𝜋
= lim
𝑥→𝜋

sin 𝑥 − sin 𝜋

𝑥 − 𝜋
= 𝑠𝑖𝑛′(𝜋) = cos 𝜋 = −1  

𝑢(𝑥)الدالة  .3 = 𝑒|𝑥|  خطأ:  0قابلة للاشتقاق عند 

lim
𝑥→0−

𝑢(𝑥) − 𝑢(0)

𝑥
= lim
𝑥→0−

𝑒−𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑋→0+

−
𝑒𝑋 − 1

𝑋⏟  
→1

= −1  ; (𝑋 = −𝑥) 

lim
𝑥→0+

𝑢(𝑥) − 𝑢(0)

𝑥
= lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= 1   

-II f  الدالة المعرّفة علىℝ
∗

𝑓(𝑥)بـ:   =
cos𝑥

𝑥2
+ 𝑥 + 1 . 

1. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) )هي : أ+∞  

−1 ≤ cos 𝑥 ≤ 1 ⇒ −
1

𝑥2
≤
cos𝑥

𝑥2
≤

1

𝑥2
⇒ lim
𝑥→+∞

cos𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = +∞  

𝑦أ(  معادلته :( ∆مستقيما مقاربا ) fيقبل منحنى الدالة  .2 = 𝑥 + 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

cos 𝑥

𝑥2
= 0 
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-I f  المعرّفة على الدالةℝ  :بـ𝑓(𝑥) = (𝑥 + 𝑎)𝑒−𝑥 + 𝑏  حيثa  وb  عددان حقيقيان 

 (C)بقراءة بيانية للمنحنى  .1

𝐥𝐢𝐦 تعيين .أ
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) ; 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) ; 𝒇′(−𝟏) ; 𝒇(𝟎) ; 𝒇(−𝟐) 

𝑓(−2) = −2 ; 𝑓(0) = 0 ; 𝑓′(−1) = 0 ; lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ ; lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −2 

 ∞+عند  (C)معادلة المستقيم المقارب لـ  تعيين .ب

𝑦 = −2 
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 𝒇′(𝒙)إشارة  xحسب قيم  تعيين .ج

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ; 𝑥 ∈ ]−1;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ;  𝑓′(−1) = 0 

 fجدول تغيرات الدالة  .د

 
 fمشتقة الدالة  ′𝒇مع التبرير المنحنى الممثل للدالة  تعيين .ه

 𝑓′(𝑥)( لأنّه الوحيد الذي يحقق إشارة 1)المنحنى هو  ′𝑓المنحنى الممثل للدالة 

 المعينة في السؤال ج

𝒇(𝒙)أنّ  بيان .2 = (𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙 − 𝟐 

𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − (𝑥 + 𝑎)𝑒−𝑥 = (−𝑥 − 𝑎 + 1)𝑒−𝑥  

{
𝑓(0) = 0

𝑓′(−1) = 0
⇒ {

𝑎 + 𝑏 = 0
(2 − 𝑎)𝑒 = 0

⇒ {
𝑏 = −2
𝑎 = 2

⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 2 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .3 =  2و  0 نبيمحصورا  αتقبل حلا وحيدا  𝟏−

𝑓(1) ≈ −0,9   ،𝑓(2) ≈ ; 1[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة . 1,46− 2[       

𝑓(2)و  < −1 < 𝑓(1)  المعادلة ، منه𝑓(𝑥) = على المجال  αتقبل حلا وحيدا  1−

]1 ;  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]2

𝒙)عدد و إشارة حلول المعادلة ل البيانية مناقشةال .4 + 𝟐)𝒆−𝒙 − 𝟐 −𝒎 = 𝟎 

(𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 2 −𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 = (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 − 2 ⇒ 𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦: مع المستقيم ذي المعادلة  (C)ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑚 

 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل حلا وحيدا سالبا 2−

 −2 < 𝑚 <   : المعادلة تقبل حلين مختلفين في الإشارة 0

 𝑚 =  معدوما وآخر سالبا: المعادلة تقبل حلا  0

 0 < 𝑚 < 𝑓(−1)  :المعادلة تقبل حلين سالبين 

 𝑚 = 𝑓(−1)  مضاعفا سالبا: المعادلة تقبل حلا 

 𝑚 > 𝑓(−1)  لا لوتقبل حلا : المعادلة 

-II 𝒈  المعرّفة على الدالةℝ  :كما يلي{
𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) ; 𝒙 ≥ 𝟎

𝒈(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬(𝝅𝒙 +
𝝅

𝟐
) ; 𝒙 < 𝟎
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𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→𝟎

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

cos (𝜋𝑥 +
𝜋

2
) = 0 

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 0 

 1مستمرة عند  𝒈أنّ الدالة  بيان .2

limبما أنّ 
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = 𝑔(0) ّالدالة ، فإن𝑔  0مستمرة عند 

;∞−[قابلة للاشتقاق على  𝒈أنّ الدالة  بيان .3   ]∞+;𝟎[على  و ]𝟎

;∞−[على المجال  𝜋𝑥)هي مركبة دالة تآلفية  𝑔، الدالة  ]0 +
𝜋

2
ودالة مثلثية  (

(cos 𝑥)  للاشتقاق على قابلتين]−∞; ;∞−[قابلة للاشتقاق على ، فهي إذن  ]0 0[ 

;0[على المجال أمّا  ، منه  ℝقابلة للاشتقاق على ال 𝑓تساوي الدالة  𝑔، فالدالة  ]∞+

;0[المجال  قابلة للاشتقاق على 𝑔الدالة  +∞[ 

 على هذين المجالين 𝒈′(𝒙) حساب

 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) = −𝜋 sin (𝜋𝑥 +
𝜋

2
) 

 𝑥 ∈ ]0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = (−𝑥 − 1)𝑒−𝑥 
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-I 𝒈(𝒙) = 𝒂𝒙 + 𝒃 −
𝟒𝒆𝒙

𝒆𝒙+𝟐
  

𝑨(𝐥𝐧𝟐النقطة  (Cg)بحيث يشمل المنحنى  bو  aتعيين قيمتي     ; 𝐥𝐧 𝟐) 

𝑔(ln 2) = ln 2 ⇒ 𝑎 ln 2 + 𝑏 −
4𝑒ln 2

𝑒ln 2 + 2
= ln 2 ⇒ 𝑎 ln 2 + 𝑏 − 2 = ln 2

⇒ {
𝑎 = 1

𝑏 − 2 = 0
⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 2

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟐 −
𝟒𝒆𝒙

𝒆𝒙+𝟐
  

x :𝒇(𝒙)بيان أنّ من أجل كل عدد حقيقي  .0 = 𝒙 − 𝟐 +
𝟖

𝒆𝒙+𝟐
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
= 𝑥 + 2 −

4(𝑒𝑥 + 2) − 8

𝑒𝑥 + 2

= 𝑥 + 2 − 4 +
8

𝑒𝑥 + 2
= 𝑥 − 2 +

8

𝑒𝑥 + 2
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 ( ∆( و )'∆يقبل مستقيمين مقاربين مائلين ) (Cf)أنّ بيان  .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2) = lim
𝑥→−∞

−
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
= 0

⇒ :(∆) مستقيم مقارب مائل بجوار (∞−) 𝑦 = 𝑥 + 2  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
𝑥→+∞

8

𝑒𝑥 + 2
= 0

⇒ :(′∆) مستقيم مقارب مائل بجوار (∞+)  𝑦 = 𝑥 − 2  

 (∆(  و )'∆لكل من ) النسبةب (Cf)المنحنى وضعية تحديد  .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2) = −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
< 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) =
8

𝑒𝑥 + 2
> 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (′∆)

  fدراسة تغيرات الدالة  .4

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 2 −
4𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
= −∞  

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 2 +
8

𝑒𝑥 + 2
= +∞ 

𝑓′(𝑥) = 1 −
8𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 2)2
=
(𝑒𝑥 + 2)2 − 8𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 2)2
=
𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 + 4

(𝑒𝑥 + 2)2

=
(𝑒𝑥 − 2)2

(𝑒𝑥 + 2)2
 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  ≥  ℝمتزايدة تماما على  𝑓، فإنّ الدالة  0

𝑒𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 2 ⇒ 𝑥 = ln 2 
 

 :𝒇الدالة  جدول تغيرات
 

 
 يطُلب تعيين إحداثييهايقبل نقطة انعطاف  (Cf)المنحنى بيان أنّ  .0
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𝑓′(𝑥)  تنعدم عندln 𝐴(lnالنقطة ولا تغيّر إشارتها ، نستنتج أنّ  2 2 ; ln نقطة هي  (2

 )fC(للمنحنى  انعطاف
𝒇(𝒙)اثبات أنّ المعادلة  .0 =  α < -1,5 > 2-حيث:  αتقبل حلا وحيدا  𝟎

𝑓(−2) ≈ 0,25 ; 𝑓(−1,5) ≈ 0,1 

𝑓  و  ]1,5−;2−[مستمرة ورتيبة على المجال𝑓(−2) × 𝑓(−1,5) < المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) =  )حسب مبرهنة القيم المتوسطة( α < -1,5 > 2-  حيث αتقبل حلا وحيدا  0
 

 (Cf)( و ∆( ، )'∆)رسم  .0
 

 
 

𝒇(𝒙)لعدد و إشارة حلول المعادلة: ناقشة البيانية الم .0 = 𝒙 +𝒎 

𝑦مع المستقيم ذي المعادلة  )fC(المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑥 +𝑚  الموازي

 (′∆)و (∆)للمستقيمين 

 من أجل𝑚 ≤  تقبل حلولا لا المعادلة :   2−

 2−من أجل < 𝑚 < 𝑓(0) (𝑓(0) =
2

3
 تقبل حلا وحيدا موجباالمعادلة :   (

 من أجل𝑚 =
2

3
 عدوماتقبل حلا وحيدا مالمعادلة :   

 من أجل
2

3
< 𝑚 <  سالباتقبل حلا وحيدا المعادلة :   2

 من أجل𝑚 ≥  لا. تقبل حلا المعادلة :   2−
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-I  نعتبر الدالةf  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒇(𝒙) =
𝟑𝒆𝒙−𝟏

𝒆𝒙+𝟏
  

𝒇(−𝒙)لدينا:  xعدد حقيقي أنّه من أجل كل  بيان .0 + 𝒇(𝒙) = 𝟐 . 
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𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
3𝑒−𝑥 − 1

𝑒−𝑥 + 1
+
3𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
=
𝑒−𝑥(3 − 𝑒𝑥)

𝑒−𝑥(1 + 𝑒𝑥)
+
3𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) =
3 − 𝑒𝑥 + 3𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
=
2(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
= 2 

 ر النتيجة بيانيايفست

;𝜔(0النقطة   (C)مركز تناظر للمنحنى  (1

 (C)المستقيمات المقاربة للمنحنى  استنتاجو  fنهايات الدالة  حساب .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= −1 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي 1−

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(3 − 𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
= 3 ⇒ 𝑦 =  مستقيم مقارب أفقي 3

  fتغير الدالة اتجاه  دراسة .3

𝑓′(𝑥) =
3𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 𝑒𝑥(3𝑒𝑥 − 1)

(𝑒𝑥 + 1)2
=

4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  >  ℝمتزايدة تماما على  𝑓، فإنّ الدالة  0

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
 

 1عند النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى  (T)معادلة المماس  تعيين .4

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 + 1  

-II  نعتبر الدالة𝒈  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − (𝒙 + 𝟏) 

𝒈′(𝒙)لدينا:  xعدد حقيقي أنّه من أجل كل  بيان .0 = −(
𝒆𝒙−𝟏

𝒆𝒙+𝟏
)
𝟐

 

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 =
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
− 1 =

4𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 + 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2

=
−𝑒2𝑥 + 2𝑒𝑥 − 1

(𝑒𝑥 + 1)2
= −(

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 + 1
)

2
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  𝒈تغير الدالة اتجاه  دراسة .2

𝑔′(𝑥)بما أنّ  ≤  ℝمتناقصة تماما على  𝑓، فإنّ الدالة  0

 𝒈(𝒙)واستنتاج إشارة  𝒈(𝟎)حساب 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = −∞  ; 𝑔(0) = 𝑓(0) − 1 = 0  

𝑥 < 0 ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑥 > 0 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 

  (C)والمنحنى  (T)الوضع النسبي للمماس  استنتاج .3

𝑥 < 0 ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶)  

𝑥 > 0 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶) 

 (C)( وT)انشاء 

 
𝒇(𝒙)أنّه إذا كان:  بيان .4 = 𝒙  :ّفإن𝒈(𝒙) = −𝟏 

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = 𝑥 − (𝑥 + 1) = −1 

𝒚المستقيم  أنّ  بيان .0 = 𝒙  المنحنى يقطع(C)  في نقطة وحيدةα  :𝟐حيث < 𝜶 < 𝟑 

𝑔(2) ≈ −0,48   ،𝑔(3) ≈ ; 2[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 1,19− 3[       

𝑔(3)و  < −1 < 𝑔(2)  المعادلة ، منه𝑔(𝑥) = على المجال  αتقبل حلا وحيدا  1−

]2 ; 𝑔(𝑥)المعادلة ، وبما أنّ  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]3 = المعادلة توافق  1−

𝑓(𝑥) = 𝑥  المستقيم  أنّ ، نستنتج𝑦 = 𝑥  المنحنى يقطع(C)  في نقطة وحيدةα  :حيث

2 < 𝛼 < 3.  
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 حيث: ℝمعرّفة و قابلة للاشتقاق على دالة  fلتكن 

{
4𝑓′ − 3𝑓 = 0

𝑓(0) = 1
 

;𝐴(1يشمل النقطة  fالمنحنى الممثل للدالة  .1
3

4
 خطأ:  (
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4𝑓′ − 3𝑓 = 0 ⇒ 𝑓′ =
3

4
𝑓 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑒

3
4
𝑥
 

𝑓(0) = 1 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑒
3
4
𝑥 ⇒ 𝑓(1) = 𝑒

3
4  

 خطأ:  1مماسا معامل توجيهه  0يقبل عند النقطة ذات الفاصلة  fالمنحنى الممثل للدالة  .2

𝑓′(0) =
3

4
𝑓(0) =

3

4
 

3. f  متزايدة على دالةℝ صحيح : 

𝑓′(𝑥) =
3

4
𝑒
3
4
𝑥; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة على 𝑓 الدالة 

4. f  :16حل للمعادلة التفاضلية𝑓" − 9𝑓 =  : صحيح 0

𝑓′′(𝑥) =
9

16
𝑒
3
4
𝑥 ;  16𝑓"(𝑥) − 9𝑓(𝑥) = 16 (

9

16
𝑒
3
4
𝑥) − 9 (𝑒

3
4
𝑥) = 0  
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-I 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝟓 +
𝟐𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝟐
  ،𝑫𝒇 = ℝ− {𝐥𝐧 𝟐} 

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 5+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
= −5  

lim
<

𝑥→ln2

𝑓(𝑥) = lim
<

𝑥→ln2

𝑒𝑥 − 5+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
→ 4
→ 0−

= −∞  

lim
>

𝑥→ln2

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→ln2

𝑒𝑥 − 5+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
→ 4
→ 0+

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 5+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 5+
2

1 − 2𝑒−𝑥
= +∞  

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 +
2𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2) − 2𝑒𝑥𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 2)2
= 𝑒𝑥 −

4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 2)2
 

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥[(𝑒𝑥 − 2)2 − 4]

(𝑒𝑥 − 2)2
=
𝑒2𝑥(𝑒𝑥 − 4)

(𝑒𝑥 − 2)2
 

𝑒𝑥 − 4 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 4 ⇒ 𝑥 = ln 4 = 2 ln 2 

𝑥 ∈ ]−∞; 2 ln 2[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [2 ln 2 ;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة
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 fتغيرات الدالة جدول 

 
 

 (C)الفروع اللانهائية للمنحنى  دراسة .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −5 ⇒ 𝑦 مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞−) = −5 

lim
𝑥→ln2

𝑓(𝑥) = ∞ ⇒ 𝑥 مستقيم مقارب عمودي  = ln 2 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
−
5

𝑥
+
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
(
1

𝑥
) = +∞ 

 بجوار (∞+)فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب  (C)لمنحنى امنه ، يقبل 

 1عند النقطة ذات الفاصلة  (C)للمنحنى معادلة المماس  كتابة .3

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −3𝑥 − 6  

−)𝒇 حساب .4 𝐥𝐧 𝟓); 𝒇(𝐥𝐧𝟓); 𝒇(𝐥𝐧𝟑)  

𝑓(− ln 5) ≈ −5 ; 𝑓(ln 5) ≈ 3,33 ; 𝑓(ln 3) = 4 

 (C)لمنحنى اانشاء 
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-II 𝒈(𝒙) = 𝒆|𝒙| − 𝟓 +
𝟐𝒆|𝒙|

𝒆|𝒙|−𝟐
 

 𝒈الدالة مجموعة تعريف  تعيين .0

𝑒|𝑥| − 2 = 0 ⇒ 𝑒|𝑥| = 2 ⇒ |𝑥| = ln 2 ⇒ 𝑥 = − ln 2 𝑥 أو  = ln 2 

𝐷𝑔 = ℝ− {− ln 2 ; ln 2} 

 1عند  𝒈قابلية اشتقاق الدالة  دراسة .2

lim
<
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

<
𝑥→0

𝑒−𝑥 +
2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 − 2
+ 1

𝑥
= lim

<
𝑥→0

(𝑒−𝑥 + 1)(𝑒−𝑥 − 2) + 2𝑒−𝑥

𝑥(𝑒−𝑥 − 2)
 

= lim
<
𝑥→0

𝑒−2𝑥 + 𝑒−𝑥 − 2

𝑥(𝑒−𝑥 − 2)
= lim

<
𝑥→0

(𝑒−𝑥 − 1)(𝑒−𝑥 + 2)

𝑥(𝑒−𝑥 − 2)
= lim

<
𝑥→0

−
𝑒−𝑥 − 1

−𝑥⏟    
→1

×
𝑒−𝑥 + 2

𝑒−𝑥 − 2⏟    
→−3

 

= 3  

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

𝑒𝑥 +
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
+ 1

𝑥
= lim

>
𝑥→0

(𝑒𝑥 + 1)(𝑒𝑥 − 2) + 2𝑒𝑥

𝑥(𝑒𝑥 − 2)
 

= lim
>
𝑥→0

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 − 2

𝑥(𝑒𝑥 − 2)
= lim

>
𝑥→0

(𝑒𝑥 − 1)(𝑒𝑥 + 2)

𝑥(𝑒𝑥 − 2)
= lim

>
𝑥→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

×
𝑒𝑥 + 2

𝑒𝑥 − 2⏟  
→−3

= −3  

 0شتقاق عند للاقابلة غير  𝑔الدالة منه ، نستنتج أنّ 

 زوجية 𝒈أنّ الدالة  بيان .3

𝐷𝑔  ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥 ∈ 𝐷𝑔 : لدينا 

𝑔(−𝑥) = 𝑒|−𝑥| − 5 +
2𝑒|−𝑥|

𝑒|−𝑥| − 2
= 𝑒|𝑥| − 5 +

2𝑒|𝑥|

𝑒|𝑥| − 2
= 𝑔(𝑥) 

 زوجية 𝑔الدالة منه،  

  (C)انطلاقا من المنحنى  𝒈الممثل للدالة  ()شرح كيفية رسم المنحنى  .4

𝑥من أجل  > 0  ،|𝑥| = 𝑥  منه ،𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ّالمنحنيينأي أن () و (C)  

 يقبل محور تناظر )محور التراتيب( ()المنحنى ، ف زوجية 𝑔الدالة متطابقان ، وبما أنّ 

  () المنحنى رسم
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                                             عدد و إشارة حلول المعادلة :ل ةبيانيال مناقشةال .5

𝑒2𝑥 − (5 + 2 ln𝑚)𝑒𝑥 + 10 + 4 ln𝑚 = 0 

𝑒2𝑥 − (5 + 2 ln𝑚)𝑒𝑥 + 10 + 4 ln𝑚 = 0 

⇒ 𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 − 2 ln𝑚 𝑒𝑥 + 10 + 4 ln𝑚 = 0 

⇒ 𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 10 = 2 ln𝑚 (𝑒𝑥 − 2) 

⇒ 2 ln𝑚 =
𝑒2𝑥 − 5𝑒𝑥 + 10

𝑒𝑥 − 2
=
(𝑒𝑥 − 2)(𝑒𝑥 − 5) + 2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
 

⇒ 2 ln𝑚 = 𝑒𝑥 − 5 +
2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 2
⇒ 2 ln𝑚 = 𝑓(𝑥)  

𝑦: مع المستقيم ذي المعادلة  (C)ندرس تقاطع المنحنى  = 2 ln𝑚 

 2 ln𝑚 < 𝑚أي  6− < 𝑒−3  موجبا: المعادلة تقبل حلا وحيدا 

 2 ln𝑚 = 𝑚أي  6− = 𝑒−3  معدوما: المعادلة تقبل حلا وحيدا 

 −6 < 2 ln𝑚 < 𝑒−3أي  5− < 𝑚 < 𝑒−
5

 سالبا: المعادلة تقبل حلا وحيدا  2

 −5 < 2 ln𝑚 < −𝑒أي  3
5

2 < 𝑚 < 𝑒
3

 لالوتقبل حلا : المعادلة  2

 2 ln𝑚 = 𝑚أي  3 = 𝑒
3

 موجبا مضاعفا: المعادلة تقبل حلا  2

 2 ln𝑚 > 𝑚أي  3 > 𝑒
3

  لين موجبين.: المعادلة تقبل ح 2
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 :55 حل التمرين

-I  نعتبر الدالة𝒈  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 + 𝒆𝒙 

 𝒈الدالة  اتدراسة تغير .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1 + 𝑒𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1 + 𝑒𝑥 = +∞  

𝑔′(𝑥) = 1 + 𝑒𝑥; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 

𝒈(𝒙)بيان أنّ المعادلة  .2 = 𝜶حيث:  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 ∈ ]−𝟏, 𝟐𝟖 ;−𝟏, 𝟐𝟕[ 

𝑔(−1,28) ≈ −0,002  ،𝑔(−1,27) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,01

]−1,28 ; 𝑔(−1,28)و  ]1,27− × 𝑔(−1,27) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = 0 

; 1,28−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,27−

 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة استنتاج  .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝒆𝒙

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝒇′(𝒙)، فإن :  ℝمن  xأنه من أجل كل  بيان .0 =
𝒆𝒙𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙+𝟏)𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
(𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥)(𝑒𝑥 + 1) − 𝑥𝑒2𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)2
=
𝑒𝑥𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 + 1)2
 

 fتغيرات الدالة  دراسة

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

𝑥

1 + 𝑒−𝑥
= +∞  

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶  𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 𝒇الدالة  جدول تغيرات

 
𝒇(𝜶)أنّ :  بيان .2 = 𝜶 +  𝒇(𝜶)حصر للعدد  استنتاجو 𝟏

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝛼 + 1 + 𝑒𝛼 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 = −𝛼 − 1 

𝑓(𝛼) =
𝛼𝑒𝛼

𝑒𝛼 + 1
=
𝛼(−𝛼 − 1)

−𝛼 − 1 + 1
=
−𝛼(𝛼 + 1)

−𝛼
= 𝛼 + 1 

−1,28 < 𝛼 < −1,27 ⇒ −0,28 < 𝑓(𝛼) < −0,27  

  Oفي النقطة  (C)لـ  (T) المماس كتابة معادلةأ.    .3

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 =
1

2
𝑥  

  y = x( معادلته : ∆أحدهما ) مقاربين يقبل مستقيمين  (C)أنّ  إثبات .ب

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
− 𝑥 = lim

𝑥→+∞

−𝑥

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
 

= lim
𝑥→+∞

−
𝑥

𝑒𝑥
×

1

1 + 𝑒−𝑥
= 0  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 مستقيم مقارب أفقي بجوار (∞−) = 0  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = 0 ⇒ :(∆) مستقيم مقارب مائل بجوار (∞+) 𝑦 = 𝑥  

 (C)(  و ∆لـ ) الوضعية النسبية دراسة  

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
−𝑥

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
 

𝑥 < 0 ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 ⇒   (𝐶) فوق (∆)

𝑥 > 0 ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒  (𝐶) تحت (∆)

 المبدأ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا 

  fبالدالة  3،  2،  0،  -0،  -2صور الأعداد  حساب .ج

𝑓(3) ≈ 2,86 ; 𝑓(2) ≈ 1,76 ; 𝑓(1) ≈ 0,73 ; 𝑓(−1) ≈ −0,27 ; 𝑓(−2) ≈ −0,24  

 (C)( وT( ، )∆في نفس المعلم )انشاء 
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 :56 حل التمرين

-I  نعتبر الدالة𝒈  المعرفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = 𝟏 + (𝟏 − 𝟐𝒙)𝒆𝟐𝒙 

 𝒈الدالة  اتدراسة تغير .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 + (1 − 2𝑥)𝑒2𝑥 = lim
𝑥→−∞

1 + 𝑒2𝑥 − 2𝑥𝑒2𝑥 = 1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + (1 − 2𝑥)𝑒2𝑥 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −2𝑒2𝑥 + 2(1 − 2𝑥)𝑒2𝑥 = −4𝑥𝑒2𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 

𝑔(𝑥)بيان أنّ المعادلة  .2 = 𝛼حيث:  αتقبل حلا وحيدا  0 ∈ ]0,6 ; 0,7[ 

𝑔(0,6) ≈ 0,34   ،𝑔(0,7) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 0,62−

]0,6 ; 𝑔(0,6)و  ]0,7 × 𝑔(0,7) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 =  αتقبل حلا وحيدا  0

; 0,6[على المجال   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]0,7
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 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة استنتاج  .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
[𝒙 + (𝟏 − 𝒙)𝒆𝟐𝒙]  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 ∞+و  ∞−عند  f نهايات الدالة حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

2
[𝑥 + (1 − 𝑥)𝑒2𝑥] = lim

𝑥→−∞

1

2
[𝑥 + 𝑒2𝑥 − 𝑥𝑒2𝑥] = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

2
[𝑥 + (1 − 𝑥)𝑒2𝑥] = lim

𝑥→+∞

1

2
𝑥 (1 +

1 − 𝑥

𝑥⏟  
→−1

𝑒2𝑥) = −∞  

𝒚ذا المعادلة ( ∆)أنّ المستقيم  بيان .2 =
𝟏

𝟐
𝒙  مقارب للمنحنى(C)  بجوار−∞  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 = lim

𝑥→−∞

1

2
[(1 − 𝑥)𝑒2𝑥] = lim

𝑥→−∞

1

2
[𝑒2𝑥 − 𝑥𝑒2𝑥] = 0  

𝑦ذا المعادلة ( ∆)المستقيم منه ،  =
1

2
𝑥  مقارب للمنحنى(C)  بجوار−∞ 

 ( ∆)بالنسبة لـ  (C)وضعية  دراسة  

𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 =

1

2
[(1 − 𝑥)𝑒2𝑥] 

𝑥 > 1 ⇒ 1 − 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 < 0 ⇒   (C) تحت (∆)

𝑥 < 1 ⇒ 1 − 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) −
1

2
𝑥 > 0 ⇒  (C) فوق (∆)

;1)النقطة ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا 
1

2
) 

  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .3

𝑓′(𝑥) =
1

2
[1 − 𝑒2𝑥 + 2(1 − 𝑥)𝑒2𝑥] =

1

2
[1 + (1 − 2𝑥)𝑒2𝑥] =

1

2
𝑔(𝑥) 

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

 fالدالة  جدول تغيرات
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 𝒇(𝜶)للعدد  حصر تعيين  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 1 + (1 − 2𝛼)𝑒2𝛼 = 0 ⇒ 𝑒2𝛼 =
1

2𝛼 − 1
 

𝑓(𝛼) =
1

2
[𝛼 + (1 − 𝛼)𝑒2𝛼] =

1

2
[𝛼 +

1 − 𝛼

2𝛼 − 1
] =

1

2
(
2𝛼2 − 2𝛼 + 1

2𝛼 − 1
) 

𝑓(𝛼) =
1

2
(
2𝛼2 − 2𝛼 + 1

2𝛼 − 1
) =

2𝛼2 − 2𝛼 + 1

4𝛼 − 2
 

0,6 < 𝛼 < 0,7 ⇒ {
0,72 < 2𝛼2 < 0,98
−1,4 < −2𝛼 < −1,2
0,4 < 4𝛼 − 2 < 0,8

⇒ {
0,32 < 2𝛼2 − 2𝛼 + 1 < 0,78

1,25 <
1

4𝛼 − 2
< 2,5

⇒ 0,4 < 𝑓(𝛼) < 1,95 

𝒇 حساب .4 (
𝟑

𝟐
)  ،𝒇(−𝟏)  و𝒇(𝟏)  

𝑓 (
3

2
) ≈ −4,27  ،𝑓(−1) ≈ −0,36 ، 𝑓(1) =

1

2
 

 ]1− ; ∞−على المجال ] 𝑓(𝑥)إشارة  استنتاج

𝑓(−1) ، و ]1− ; ∞−على المجال ]مستمرة ورتيبة  𝑓الدالة  ≈ ، منه 0,36−

𝑓(𝑥) <  ]1− ; ∞−على المجال ] 0

 (C)( و المنحنى ∆في نفس المعلم المستقيم ) انشاء .0
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 :57 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟏 − 𝒙𝒆𝒙−𝟏  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 ∞+و  ∞−عند  fنهايات الدالة   حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥⏟
→0

. 𝑒−1 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 1 − 𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
2𝑥 + 1

𝑥⏟  
→2

−
𝑒𝑥

𝑥⏟
→+∞

. 𝑒−1) = −∞  

𝒚( ذا المعادلة ∆أنّ المستقيم ) إثبات .2 = 𝟐𝒙 +    ∞−عند  (C)مقارب للمنحنى  𝟏

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

−𝑥𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

−𝑥𝑒𝑥⏟
→0

. 𝑒−1 = 0 

:(∆)المستقيم منه ،   𝑦 = 2𝑥 +    ∞−عند  (C)مقارب للمنحنى  1

 ( ∆بالنسبة لـ ) (C)وضعية  دراسة

𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) = −𝑥𝑒𝑥−1 

𝑥 < 0 ⇒ −𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) > 0 ⇒  (C) فوق (∆)

𝑥 > 0 ⇒ −𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 1) < 0 ⇒   (C) تحت (∆)

;0)النقطة ( عند ∆مستقيم )وال (C)لمنحنى يتقاطع ا  1) 

 fللدالة   '' fو المشتقة الثانية  ' fالمشتقة  حسابأ.    .3

𝑓′(𝑥) = 2 − 𝑒𝑥−1 − 𝑥𝑒𝑥−1 = 2 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 

𝑓′′(𝑥) = −𝑒𝑥−1 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 = −(𝑥 + 2)𝑒𝑥−1 

   ' fجدول تغيرات  .ب

lim
𝑥→−∞

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 = lim
𝑥→−∞

2 − 𝑥𝑒𝑥⏟
→0

. 𝑒−1 − 𝑒𝑥.𝑒−1 = 2  

lim
𝑥→+∞

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 = −∞  

𝑓′′(𝑥) = −𝑒𝑥−1 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥−1 = −(𝑥 + 2)𝑒𝑥−1 

𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∶ 𝑓′′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة ′𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [−2;+∞[ ∶ 𝑓′′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة ′𝑓 متناقصة

𝑓′(−2) ≈ 2,05 
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 ℝعلى  f ' (x)إشارة  استنتاجو  f ' (1) حساب .ج

𝑓′(1) = 0 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة ′𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة ′𝑓 متناقصة

 𝒇استنتاج جدول تغيرات الدالة  .4

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑓(1) = 2 

 
𝒇(𝒙)أن المعادلة  إثبات .0 = ,𝟏حيث :  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟗 < 𝜶 < 𝟐 

𝑓(1,9) ≈ 0,13   ،𝑓(2) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة . 0,44−

]1,9 ; 𝑓(1,9)و  ]2 × 𝑓(2) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 =  αتقبل حلا وحيدا  0

; 1,9[على المجال   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]2

  (C)( و المنحنى ∆في نفس المعلم المستقيم ) انشاء .0
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 :58 حل التمرين

-I  لتكن𝒈  معرفة على دالةℝ  : بـ𝒈(𝒙) = (𝟐 − 𝒙)𝒆𝒙 − 𝟏 

 𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 1 = −1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (2 − 𝑥)𝑒𝑥 = (1 − 𝑥)𝑒𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)أن المعادلة  إثبات .2 = ,𝟏−حيث :  βو αتقبل حلين  𝟎 𝟏𝟓 < 𝜶 < −𝟏, 𝟏𝟒         

,𝟏و  𝟖𝟒 < 𝜷 < 𝟏, 𝟖𝟓 

𝑔(−1,15) ≈ −3.10−3   ،𝑔(−1,14) ≈ 4.10−3  ، 𝑔(1,84) ≈ −0,046  ،

 𝑔(1,85) ≈ 7.10−3  

; 1,15−[ ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑔الدالة  ; 1,84[و ]1,14− 1,85[ 

𝑔(−1,15) × 𝑔(−1,14) < 𝑔(1,84)و  0 × 𝑔(1,85) < المعادلة ، منه  0

𝑔(𝑥) = β :−1,15و αحلين تقبل  0 < 𝛼 < 1,84و   1,14− < 𝛽 < 1,85  

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم العدد الحقيقي  استنتاج .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]𝛽;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [𝛼; 𝛽] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙−𝟏

𝒆𝒙−𝒙
  

𝒖(𝒙)اتجاه تغير الدالة  دراسة .0 = 𝒆𝒙 − 𝒙   إشارتها تعيينو 

𝑢′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1; 𝑢′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 0   

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑢′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑢 متناقصة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑢′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑢 متزايدة

lim
𝑥→−∞

𝑢(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 𝑥 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑢(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 1) = +∞  



 
222 

 

𝑢(0)هي  𝑢بما أنّ القيمة الحديّة الصغرى للدالة  = 𝑢(𝑥)، نستنتج أنّ  1 > 0 

 fالدالة  مجموعة تعريف  استنتاج .2

𝑒𝑥 − 𝑥 > 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ℝ 

ℝ  :𝒇′(𝒙)من  xأنّ من أجل كل  بيان .3 =
𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙−𝒙)𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 𝑥) − (𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
=
(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
=

𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
 

 fالدالة  اتجاه تغير  استنتاج

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]𝛽;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼; 𝛽] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

 عند حدود مجموعة تعريفها  fنهايات الدالة   حساب .4

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(1 − 𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 − 𝑥𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

1 − 𝑒−𝑥

1 − 𝑥𝑒−𝑥
 

= lim
𝑋→−∞

1 − 𝑒𝑋

1 + 𝑋𝑒𝑋
= 1  ; (𝑋 = −𝑥) 

 fالدالة   جدول تغيرات

 

𝒇(𝜶)أنّ :  بيان .0 =
𝟏

𝜶−𝟏
 𝒇(𝜶)للعدد  حصر استنتاجو 

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (2 − 𝛼)𝑒𝛼 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
1

2 − 𝛼
 

𝑓(𝛼) =
𝑒𝛼 − 1

𝑒𝛼 − 𝛼
=

1
2 − 𝛼 − 1

1
2 − 𝛼 − 𝛼

=
𝛼 − 1

𝛼2 − 2𝛼 + 1
=

𝛼 − 1

(𝛼 − 1)2
=

1

𝛼 − 1
 

−1,15 < 𝛼 < −1,14 ⇒ −2,15 < 𝛼 − 1 < −2,14 

⇒ −0,467 <
1

𝛼 − 1
< −0,465 ⇒ −0,467 < 𝑓(𝛼) < −0,465  

 (C)المنحنى  انشاء .0
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 الدوال الأسية في البكالوريا

 ر 2110: بكالوريا 59 حل التمرين

 -I 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟏 +
𝟒

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1 +
4

𝑒𝑥 + 1
 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1 +
4

𝑒𝑥 + 1
 = +∞  

𝑓′(𝑥) = 1 −
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
(𝑒𝑥 + 1)2 − 4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1

(𝑒𝑥 + 1)2
=
(𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑓 الدالة 

 fجدول تغيرات الدالة 

 

  𝝎يقبل نقطة انعطاف  )fC(أنّ  بيان .2

 يقبل نقطة انعطاف )fC(دون تغيير الإشارة ، فإنّ المنحنى  0تنعدم عند  𝑓′(𝑥)بما أنّ 

;𝜔(0إحداثييها  1) 

 𝝎عند النقطة  )fC(معادلة لمماس  ةباكت

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = 1  



 
228 

 

 أنّ  بيان𝝎 لمنحنى مركز تناظر ل)fC(  

𝑓(−𝑥)، نبرهن أنّ  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل 𝜔بيان أنّ ل + 𝑓(𝑥) = 2 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −𝑥 − 1 +
4

𝑒−𝑥 + 1
+ 𝑥 − 1 +

4

𝑒𝑥 + 1
 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −2 +
4𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
+

4

𝑒𝑥 + 1
= −2 +

4(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
= 2  

𝐥𝐢𝐦 حساب .3
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − (𝒙 − 𝐥𝐢𝐦و  [(𝟏
𝒙→−∞

[𝒇(𝒙) − (𝒙 + 𝟑)] 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = lim
𝑥→+∞

4

𝑒𝑥 + 1
= 0  

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 3)] = lim
𝑥→−∞

4

𝑒𝑥 + 1
− 4 = 0  

 أنّ  استنتاج)fC(  يطُلب إعطاء معادلة لكل منهمامقاربين يقبل مستقيمين 

:(∆)مائلين هما : يقبل مستقيمين مقاربين  )fC(ستنتج أنّ ن 𝑦 = 𝑥 −  ∞+بجوار  1

:(′∆)و 𝑦 = 𝑥 +  ∞−بجوار  3

من المجال  𝒙𝟎يقطع محور الفواصل في نقطة وحيدة فاصلتها  )fC(أنّ  بيان .4

]−𝟐, 𝟕𝟕;−𝟐, 𝟕𝟔[ 

𝑓(−2,77) ≈ −6.10−3   ،𝑓(−2,76) ≈ مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة . 2.10−3

; 2,77−[المجال  𝑓(−2,77)و  ]2,76− × 𝑓(−2,76) < المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) = ; 2,77−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0 −2,76[  

 حساب 𝒇(𝟏)  و𝒇(−𝟏)  

𝑓(1) ≈ 1,08   ،𝑓(−1) ≈ 0,92 

 رسم )fC( التمرين()انظر الشكل في نهاية مقاربين ومستقيميه ال 

-II 𝑔(𝑥) = −𝑥 + 3 −
4

𝑒𝑥+1
  ،𝐷𝑔 = ℝ 

𝒈(𝒙)فإنّ :  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 = 𝒇(−𝒙) 

𝑓(−𝑥) = −𝑥 − 1 +
4

𝑒−𝑥 + 1
= −𝑥 − 1 +

4𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
= −𝑥 − 1 +

4𝑒𝑥 + 4 − 4

1 + 𝑒𝑥
 

𝑓(−𝑥) = −𝑥 − 1 +
4(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
−

4

𝑒𝑥 + 1
= −𝑥+ 3 −

4

𝑒𝑥 + 1
= 𝑔(𝑥) 

 أنّه يوجد تحويل نقطي بسيط يحوّل  استنتاج)fC(  إلى)gC( 

𝑔(𝑥)بما أنّ  = 𝑓(−𝑥)  ّنستنتج أن ،)gC(  هي صورة)fC(  بالتناظر المحوري

 )بالنسبة لمحور التراتيب(

 (𝒈)دون دراسة الدالة  )gC( انشاء .2
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 ع ت 2110: بكالوريا  60 حل التمرين 

-I 𝒇(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆−𝒙 + 𝟏 ، 𝑫𝒇 = [−𝟐;+∞[ 

b  :𝑓′(𝑥)و  aقيمتي  تعيين     = (−𝑎𝑥 + 𝑎 − 𝑏)𝑒−𝑥 

{
𝑓(−1) = 1

𝑓′(−1) = −𝑒
⇒ {
(−𝑎 + 𝑏)𝑒 + 1 = 1
(2𝑎 − 𝑏)𝑒 = −𝑒

⇒ {
−𝑎 + 𝑏 = 0
2𝑎 − 𝑏 = −1

⇒ {
𝑎 = −1
𝑏 = −1

 

-II 𝒈(𝒙) = (−𝒙 − 𝟏)𝒆−𝒙 + 𝟏  ،𝑫𝒈 = [−𝟐;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيان .0
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) = 𝟏  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(−𝑥 − 1)𝑒−𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 1 

= lim
𝑢→−∞

𝑢𝑒𝑢 − 𝑒𝑢 + 1 = 1 ; (𝑢 = −𝑥) 

 ر النتيجة بيانيا يفست

𝑦معادلته :  ∞+مستقيما مقاربا أفقيا بجوار  يقبل  )gC(المنحنى  = 1 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .2

𝑔′(𝑥) = 𝑥𝑒−𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈تغيرات الدالة جدول 
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 يطُلب تعيين إحداثييها Iيقبل نقطة انعطاف   )gC(المنحنى أنّ  بيان .3

𝑔′′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = (1 − 𝑥)𝑒−𝑥 

𝑔′′(𝑥) = 0 ⇒ (1 − 𝑥)𝑒−𝑥 = 0 ⇒ 1 − 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝐼(1;−2𝑒−1نقطة انعطاف   )gC(يقبل المنحنى منه،  + 1) 

  Iعند النقطة   )gC(لمنحنى معادلة المماس ل ةباكت .4

𝑦 = 𝑔′(1)(𝑥 − 1) + 𝑔(1) = 𝑒−1(𝑥 − 1) − 2𝑒−1 + 1 

𝑦 = 𝑒−1𝑥 − 3𝑒−1 + 1  

   )gC( رسم .0

 
0. 𝑯(𝒙) = (𝜶𝒙 + 𝜷)𝒆−𝒙  ،𝑫𝑯 = [−𝟐;+∞[  

𝒙دالة أصلية للدالة :  𝑯بحيث تكون  𝛂 و 𝜷ن يعيت → 𝒈(𝒙) − 𝟏 

𝐻′(𝑥) = 𝛼𝑒−𝑥 − (𝛼𝑥 + 𝛽)𝑒−𝑥 = (−𝛼𝑥 + 𝛼 − 𝛽)𝑒−𝑥 
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𝐻(𝑥) = ∫[𝑔(𝑥) − 1] 𝑑𝑥 ⇒ 𝐻′(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 1 

⇒ (−𝛼𝑥 + 𝛼 − 𝛽)𝑒−𝑥 = (−𝑥 − 1)𝑒−𝑥 ⇒ {
−𝛼 = −1
𝛼 − 𝛽 = −1

⇒ {
𝛼 = 1
𝛽 = 2

 

 𝟎والتي تنعدم عند القيمة  𝒈ج الدالة الأصلية للدالة ااستنت

∫[𝑔(𝑥) − 1] 𝑑𝑥 = 𝐻(𝑥) ⇒ ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥
⏟      

𝐺(𝑥)

−∫1𝑑𝑥
⏟  
𝑥

= 𝐻(𝑥) 

⇒ 𝐺(𝑥) = 𝐻(𝑥) + 𝑥 + 𝑐 = (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 + 𝑥 + 𝑐 

𝐺(0) = 0 ⇒ 2 + 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 = −2 ⇒ 𝐺(𝑥) = (𝑥 + 2)𝑒−𝑥 + 𝑥 − 2  

-III 𝒌(𝒙) = 𝒈(𝒙𝟐)  ،𝑫𝒌 = [−𝟐;+∞[ 

  kاتجاه تغير الدالة  تعيين

𝑘الدالة مربع ، لدينا :  ℎلتكن  = 𝑔𝑜ℎ  منه ،𝑘′ = 𝑔′𝑜ℎ × ℎ′ : أي ، 

𝑘′(𝑥) = 2𝑥. 𝑔′(𝑥2) = 2𝑥(𝑥2𝑒−𝑥
2
) = 2𝑥3𝑒−𝑥

2
 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑘′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑘 متناقصة

𝑥 ∈ [0; +∞[ ∶ 𝑘′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑘 متزايدة

 kجدول تغيرات الدالة 

 
𝑘(−2) = 𝑔(4) = −5𝑒−4 + 1 ; 𝑘(0) = 𝑔(0) = 0 

 
 ت ر 2110: بكالوريا  61 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒙 +
𝟐

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ  

𝒇(𝒙) حساب .0 + 𝒇(−𝒙)  

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 𝑥 +
2

𝑒𝑥 + 1
− 𝑥 +

2

𝑒−𝑥 + 1
=

2

𝑒𝑥 + 1
+
2𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
 

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) =
2(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥 + 1
= 2  
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;𝝎(𝟎أنّ النقطة  استنتاج  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (𝟏

𝑓(𝑥) بما أنّ       + 𝑓(−𝑥) = ;𝜔(0أنّ النقطة ، نستنتج  2  )fC(لمنحنى مركز تناظر ل (1

  ]∞+;𝟎] على المجال fتغيرات الدالة  دراسة .2

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 +
2

𝑒𝑥 + 1
= +∞  

𝑓′(𝑥) = 1 −
2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
(𝑒𝑥 + 1)2 − 2𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
=
𝑒2𝑥 + 1

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  > ;0] على المجال متزايدة تماما fالدالة ، فإنّ  0 +∞[ 

 ℝعلى  fتغيرات الدالة جدول 

 
𝒚أنّ المستقيم ذي المعادلة  بيان .3 = 𝒙  لمنحنى لهو مستقيم مقارب)fC(  عند+∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

2

𝑒𝑥 + 1
= 0  

𝑦المستقيم منه،   = 𝑥  لمنحنى لمائل هو مستقيم مقارب)fC(  عند+∞ 

𝐥𝐢𝐦 حساب     
𝒙→−∞

[𝒇(𝒙) − (𝒙 +  ∞−عند  )fC(واستنتاج المستقيم المقارب لـ  [(𝟐

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2)] = lim
𝑥→−∞

2

𝑒𝑥 + 1
− 2 = 0  

𝑦المستقيم منه،    = 𝑥 +  ∞−عند  )fC(لمنحنى لمائل هو مستقيم مقارب  2

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .4 = ,𝟏−حيث  𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟕 < 𝜶 < −𝟏, 𝟔 

𝑓(−1,7) ≈ −9.10−3   ،𝑓(−1,6) ≈ مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة . 0,06

; 1,7−[المجال  𝑓(−1,7)و  ]1,6− × 𝑓(−1,6) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 = 0 

; 1,7−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,6−

𝒙من أجل  )fC( رسم .0 ∈ ℝ 
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ℝ  ،𝒇(𝒙)من  𝒙ه من أجل كل أنّ  بيان .0 = 𝒙 +
𝟐𝒆−𝒙

𝒆−𝒙+𝟏
 

𝑓(𝑥) = 𝑥 +
2

𝑒𝑥 + 1
= 𝑥 +

𝑒𝑥(2𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 + 𝑒−𝑥)
= 𝑥 +

2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 + 1
 

  𝑨(𝜶)ب احس .0

𝐴(𝛼) = ∫ [(𝑥 + 2) − 𝑓(𝑥)]
0

𝛼

𝑑𝑥 = ∫ (2 −
2𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 + 1
)

0

𝛼

𝑑𝑥 

= ∫ (2 + 2
−𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 + 1
)

0

𝛼

𝑑𝑥 = [2𝑥 + 2 ln(𝑒−𝑥 + 1)]𝛼
0  

= 2 ln 2 − 2𝛼 − 2 ln(𝑒−𝛼 + 1) 

𝑨(𝜶)ن أنّ ابي = 𝟐𝐥𝐧 (−𝜶)  

𝑓(𝛼) = 0 ⇒ 𝛼 +
2𝑒−𝛼

𝑒−𝛼 + 1
= 0 ⇒

2𝑒−𝛼

𝑒−𝛼 + 1
= −𝛼 ⇒ 𝑒−𝛼 + 1 =

2𝑒−𝛼

−𝛼
 

𝐴(𝛼) = 2 ln 2 − 2𝛼 − 2 ln(𝑒−𝛼 + 1) = 2 ln 2 − 2𝛼 − 2 ln (
2𝑒−𝛼

−𝛼
) 

= 2 ln 2 − 2𝛼 − 2 ln(2𝑒−𝛼) + 2 ln(−𝛼) 

= 2 ln 2 − 2𝛼 − 2 ln 2 + 2𝛼 + 2 ln(−𝛼) 

= 2 ln(−𝛼)  
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 𝑨(𝜶)للعدد  اج حصراستنت

−1,7 < 𝛼 < −1,6 ⇒ 1,6 < −𝛼 < 1,7 ⇒ ln 1,6 < ln(−𝛼) < ln 1,7 

⇒ 2 ln 1,6 < 2 ln(−𝛼) < 2 ln 1,7 ⇒ 0,94 < 𝐴(𝛼) < 1,06  
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-I 𝒈  الدالة  العددية المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = (𝟑 − 𝒙)𝒆𝒙 − 𝟑  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(3 − 𝑥)𝑒𝑥 − 3 = lim
𝑥→−∞

3𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 3 = −3  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(3 − 𝑥)𝑒𝑥 − 3 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (3 − 𝑥)𝑒𝑥 = (2 − 𝑥)𝑒𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 2[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [2; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 =  حلين  ℝتقبل في  𝟎

𝑔(0) = 0  ،𝑔(2,82) ≈ 0,02  ،𝑔(2,83) ≈ مستمرة ورتيبة  𝑔الدالة  0,1−

; 2,82[على المجال  𝑔(2,82)و  ]2,83 × 𝑔(2,83) < المعادلة ، منه  0

𝑔(𝑥) = 2,82: حيث  αأحدهما معدوم والآخر حلين تقبل  0 < 𝛼 < 2,83 

 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة   استنتاج .3

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 

𝑥 ∈ [0; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

-II {
𝒇(𝒙) =

𝒙𝟑

𝒆𝒙−𝟏
 ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝒙𝟎تقبل الاشتقاق عند  fأنّ الدالة  بيان .0 = 𝟎  
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lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥→0

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
𝑥

= lim
𝑥→0

𝑥2

𝑒𝑥 − 1
= lim
𝑥→0

𝑥

𝑒𝑥 − 1
𝑥

= 0  

𝑥0تقبل الاشتقاق عند  fالدالة منه،  = 0 

 Oعند المبدأ  )fC(مماس  (T)معادلة لـ  ةباكت 

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 0  

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيانأ.        .2
𝒙→+∞

𝒙𝟑𝒆−𝒙 = 𝟎  

lim
𝑥→+∞

𝑥3𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑒𝑥
= lim
𝑥→+∞

1

𝑒𝑥

𝑥3

= 0 

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) ،𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑒𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(𝑥3𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 − 𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

𝑥3𝑒−𝑥

1 − 𝑒−𝑥
= 0  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3

𝑒𝑥 − 1

→ −∞
→ −1

= +∞  

𝒙أنّه من أجل  بيان .ب ≠ 𝒇′(𝒙)فإنّ :  𝟎 =
𝒙𝟐

(𝒆𝒙−𝟏)𝟐
𝒈(𝒙) 

𝑓′(𝑥) =
3𝑥2(𝑒𝑥 − 1) − 𝑥3𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
=
𝑥2(3𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 3)

(𝑒𝑥 − 1)2
=

𝑥2

(𝑒𝑥 − 1)2
𝑔(𝑥) 

𝒇(𝜶)تحقق أنّ ال .ج = 𝜶𝟐(𝟑 − 𝜶)  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (3 − 𝛼)𝑒𝛼 − 3 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
3

3 − 𝛼
 

𝑓(𝛼) =
𝛼3

𝑒𝛼 − 1
=

𝛼3

3
3 − 𝛼 − 1

=
𝛼3(3 − 𝛼)

𝛼
= 𝛼2(3 − 𝛼)  

 𝒇(𝜶)لـ  حصر تعيين

2,82 < 𝛼 < 2,83 ⇒ {
7,95 < 𝛼2 < 8,01
0,17 < 3 − 𝛼 < 0,18

⇒ 1,35 < 𝑓(𝛼) < 1,44  

 fجدول تغيرات الدالة  انشاء .د

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [0; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة
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𝒇(𝒙) حساب .3 + 𝒙𝟑 الوضعية النسبية لـ  استنتاجو)fC(  و)C(  

𝑓(𝑥) + 𝑥3 =
𝑥3

𝑒𝑥 − 1
+ 𝑥3 =

𝑥3 + 𝑥3(𝑒𝑥 − 1)

𝑒𝑥 − 1
=
𝑥3𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
 

 
𝑓(𝑥)بما أنّ  + 𝑥3 ≥  )C( فوق المنحنى )fC(، فإنّ المنحنى  0

limأنّ  بيان           
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥3] =  ر النتيجة هندسيايفستو0

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥3] = lim
𝑥→−∞

𝑥3𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
= 0  

 ∞−بجوار  )fC(منحنى مقارب المنحنى  )C(نستنتج أنّ 

 )C(و  )fC( و المنحنيين  (T)في نفس المعلم المماس  انشاء .4
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𝒇(𝒙) =
𝟑𝒙𝒆𝒙−𝟑𝒙−𝟒

𝟑(𝒆𝒙−𝟏)
  ،𝑫𝒇 = ℝ∗  

𝒇(𝒙)بحيث :  bو  aالعددين الحقيقيين  تعيين .0 = 𝒂𝒙 +
𝒃

𝟑(𝒆𝒙−𝟏)
  

𝑓(𝑥) =
3𝑥𝑒𝑥 − 3𝑥 − 4

3(𝑒𝑥 − 1)
=
3𝑥(𝑒𝑥 − 1) − 4

3(𝑒𝑥 − 1)
= 𝑥 −

4

3(𝑒𝑥 − 1)
⇒ {

𝑎 = 1
𝑏 = −4

 

 عند أطراف مجالات تعريفها fالدالة نهايات  حساب .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
= −∞   

 lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥
<
→0

𝑥 −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
= +∞  (𝑒𝑥 − 1 → 0− ⇒ −

4

3(𝑒𝑥 − 1)
→ +∞) 

 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥
>
→0

𝑥 −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
= −∞  (𝑒𝑥 − 1 → 0+ ⇒ −

4

3(𝑒𝑥 − 1)
→ −∞) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
= +∞  
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 على كل مجال من مجالي تعريفها  متزايدة تماما fأنّ  بيان .3

𝑓′(𝑥) = 1 +
12𝑒𝑥

9(𝑒𝑥 − 1)2
= 1 +

4𝑒𝑥

3(𝑒𝑥 − 1)2
 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  >  على كل مجال من مجالي تعريفها متزايدة تماما f الدالة ، فإنّ  0

 fجدول تغيرات الدالة  

 

4. (𝑫): 𝒚 = 𝒙 ، (𝑫′): 𝒚 = 𝒙 +
𝟒

𝟑
 

 )fC(مقاربان للمنحنى  (′𝑫)و (𝑫) أنّ  بيان .أ

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 +
4

3
) = lim

𝑥→−∞
−

4

3(𝑒𝑥 − 1)
−
4

3
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−
4

3(𝑒𝑥 − 1)
= 0  

  ∞−بجوار  )fC( لـ مقارب (′𝐷)، و ∞+بجوار  )fC( لـ مستقيم مقارب (𝐷)نستنتج أنّ 

 بالنسبة لكل منهما )fC(د وضعية يحدت

𝑓(𝑥) − (𝑥 +
4

3
) = −

4

3(𝑒𝑥 − 1)
−
4

3
= −

4

3
(
1

𝑒𝑥 − 1
+ 1) = −

4

3
(
𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
) 

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
 

𝑓(𝑥)نلاحظ أنّ للعبارتين  − (𝑥 +
4

3
𝑓(𝑥)و  ( − 𝑥 : نفس الإشارة 

𝑥من أجل  <  (′𝐷)و (𝐷)فوق  )fC(تكون العبارتان موجبتين ، منه  0

𝑥من أجل  >  (′𝐷)و (𝐷)تحت  )fC(تكون العبارتان سالبتين ، منه  0

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ب =  :                    حيث 𝒙𝟏و  𝒙𝟎تقبل حلين  𝟎

𝟎, 𝟗 < 𝒙𝟎 < 𝟎, ,𝟏−و   𝟗𝟏 𝟔𝟔 < 𝒙𝟏 < −𝟏, 𝟔𝟓 

𝑓(0,9) ≈ −0,01   ،𝑓(0,91) ≈ 0,01  ،𝑓(−1,66) ≈ −0,01  ، 

𝑓(−1,65) ≈  ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة .  3.10−4

]0,9 ; ; 1,66−[و ]0,91 −1,65[. 𝑓(0,9) × 𝑓(0,91) < 0          
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𝑓(−1,66) و × 𝑓(−1,65) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه 0 =  𝑥1و  𝑥0حلين تقبل  0

0,9حيث  < 𝑥0 < 1,66−و  0,91 < 𝑥1 < −1,65 

𝒇(𝒙)غير معدوم  xمن أجل كل عدد حقيقي  حساب .ج + 𝒇(−𝒙)  

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = 𝑥 −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
− 𝑥 −

4

3(𝑒−𝑥 − 1)
 

𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥) = −
4

3(𝑒𝑥 − 1)
−

4𝑒𝑥

3(1 − 𝑒𝑥)
=
4(𝑒𝑥 − 1)

3(𝑒𝑥 − 1)
=
4

3
 

 ر النتيجة هندسيايستف    

;𝜔(0النقطة    
2

3
 )fC(مركز تناظر للمنحنى  (

 )fC(و  (′𝑫)،  (𝑫)  رسم .د

 
𝒇(𝒙)المناقشة البيانية لعدد حلول المعادلة:  .ه = 𝒙 +𝒎 

 (′𝐷)و (𝐷)للمستقيمين  ةالموازي (𝐷𝑚) اتمع المستقيم )fC(تقاطع المنحنى ندرس 

 𝑚 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]
4

3
;  : المعادلة تقبل حلا وحيدا ]∞+

 𝑚 ∈ [0;
4

3
 : المعادلة لا تقبل حلولا  [
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0. 𝒈(𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝟐  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 xبدلالة  𝒈(𝒙)دون حساب  𝒈تغيرات الدالة  دراسة      

 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒  lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞  

𝑔′(𝑥) = 2𝑓(𝑥) × 𝑓′(𝑥) 

𝑓′(𝑥)بما أنّ  >  ، منه : 𝑓(𝑥)هي نفس إشارة  𝑔′(𝑥)، فإنّ إشارة  0

𝑥 ∈ ]0; 𝑥0[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑔
′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [𝑥0; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑔
′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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𝑓(𝑥)كما يلي:  ∗ℝالمعرّفة على  fنعتبر الدالة  العددية  = 𝑥 −
1

𝑒𝑥−1
 

𝐥𝐢𝐦أ. حساب  .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 𝐥𝐢𝐦  و  
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 −
1

𝑒𝑥 − 1
= −∞ ; lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞
𝑥 −

1

𝑒𝑥 − 1
= +∞ 

lim  حساب .ب
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) lim  و  
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) هندسيا ر النتيجةيفستو 

 lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥
>
→0

𝑥 −
1

𝑒𝑥 − 1
= −∞ (𝑒𝑥 − 1 → 0+ ⇒ −

1

𝑒𝑥 − 1
→ −∞) 

 lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥
<
→0

𝑥 −
1

𝑒𝑥 − 1
= −∞ (𝑒𝑥 − 1 → 0− ⇒ −

1

𝑒𝑥 − 1
→ +∞) 

𝑥: المستقيم ذو المعادلة  التفسير الهندسي =  )fC(لمنحنى مستقيم مقارب عمودي ل 0
  fدراسة تغيرات الدالة  .2
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𝑓′(𝑥) = 1 +
𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة 

𝑥 −∞                                0                              + ∞ 

𝑓′(𝑥) + + 

 

𝑓(𝑥) 

 

+∞ 

 

−∞ 

+∞ 

 

−∞ 

 

معادلتيهما  (′∆)و (∆)يقبل مستقيمين مقاربين مائلين  )fC(أ. بيان أنّ المنحنى   .3

𝒚على الترتيب :  = 𝒙  و𝒚 = 𝒙 + 𝟏 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

−
1

𝑒𝑥 − 1
− 1 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−
1

𝑒𝑥 − 1
= 0  

 ∞−بجوار  )fC( لـ مقارب (′∆)، و ∞+بجوار  )fC( لـ مستقيم مقارب (∆)نستنتج أنّ       

 (′∆)و  (∆)بالنسبة إلى كل من  )fC(دراسة وضعية  .ب

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −
1

𝑒𝑥 − 1
 ;  𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = −

1

𝑒𝑥 − 1
− 1 = −

𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 1
  

𝑓(𝑥)نلاحظ أنّ للعبارتين  − (𝑥 + 𝑓(𝑥)و  (1 − 𝑥 : نفس الإشارة 

𝑥من أجل  <  (′∆)و (∆)فوق  )fC(تكون العبارتان موجبتين ، منه  0

𝑥من أجل  >  (′∆)و (∆)تحت  )fC(تكون العبارتان سالبتين ، منه  0

;𝝎(𝟎اثبات أنّ النقطة  .4
𝟏

𝟐
  )fC(لمنحنى هي مركز تناظر ل (

𝑥من أجل كل  ∈ ℝ∗  ،(−𝑥) ∈ ℝ∗ لدينا : ، و 

𝑓(−𝑥) + 𝑓(𝑥) = −𝑥 −
1

𝑒−𝑥 − 1
+ 𝑥 −

1

𝑒𝑥 − 1
= −

𝑒𝑥

1 − 𝑒𝑥
−

1

𝑒𝑥 − 1

=
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 1
= 1 = 2(

1

2
) 

𝜔النقطة منه  (0;
1

2
 .)fC(لمنحنى هي مركز تناظر ل (

𝒇(𝒙)بيان أنّ المعادلة أ.  .0 = 𝐥𝐧حيث  𝜷و  𝜶تقبل حلين  𝟎 𝟐 < 𝜶 < 𝟏  ، 

−𝟏, 𝟒 < 𝜷 < −𝟏, 𝟑 

𝑓(ln 2) ≈ −0,31 ; 𝑓(1) ≈ 0,42 ; 𝑓(−1,4) ≈ −0,07 ; 𝑓(−1,3) ≈ 0,07 



 
223 

 

ln[مستمرة ورتيبة على كل من المجالين  𝑓الدالة  2 ; ،  ]1,3−;1,4−[و   ]1

𝑓(ln 2) × 𝑓(1) < 𝑓(−1,4)، كما أنّ  0 × 𝑓(−1,3) < ، منه حسب  0

𝑓(𝑥)المعادلة مبرهنة القيم المتوسطة فإنّ  =  :       حيث 𝛽و  𝛼تقبل حلين  0

ln 2 < 𝛼 < 1,4−و   1 < 𝛽 < −1,3 

  (∆)توازي المستقيم  )fC(تعيين مماسات لـ  .ب

𝑓′(𝑥) = 1 ⇒ 1 +
𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
= 1 ⇒

𝑒𝑥

(𝑒𝑥 − 1)2
= 0 ⇒ 𝑒𝑥 =  (مستحيل) 0

 (∆)توازي المستقيم  )fC(لـ منه لا توجد مماسات 

 

 )fC(و (′∆)،  (∆)رسم   .ج

 

 
 

−𝒎)المناقشة البيانية لعدد وإشارة حلول المعادلة :  .د 𝟏)𝒆−𝒙 = 𝒎 

(𝑚 − 1)𝑒−𝑥 = 𝑚 ⇒ 𝑚𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = 𝑚 ⇒ 𝑚(𝑒−𝑥 − 1) = 𝑒−𝑥 
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⇒ 𝑚 =
𝑒−𝑥

𝑒−𝑥 − 1
⇒ 𝑚 =

1

1 − 𝑒𝑥
⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑥 +

1

1 − 𝑒𝑥
= 𝑥 −

1

𝑒𝑥 − 1
 

⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑓(𝑥) 

 (′∆)و  (∆)الموازية لـ  (𝑚∆)مع المستقيمات  )fC(لمنحنى اندرس تقاطع 

 𝑚 <  : المعادلة تقبل حلا وحيدا موجبا 0

 0 ≤ 𝑚 ≤  : المعادلة لا تقبل حلولا  1

 𝑚 >  : المعادلة تقبل حلا وحيدا سالبا 1
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𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒆𝒙 − 𝟏  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 𝐥𝐢𝐦  و  
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 1 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 𝑒 −

1

𝑥
) = +∞  

 إشارتها دراسةو 𝒇′(𝒙) حساب .ب

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑒𝑥 − 𝑒 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 𝑒 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة  .ج

 
:(∆) أنّ المستقيم  بيانأ.  .2 𝒚 = −𝒆𝒙 −  (∞−)بجوار  )fC( لـمقارب مائل  𝟏

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (−𝑒𝑥 − 1) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 = 0 

:(∆) المستقيم منه،  𝑦 = −𝑒𝑥 −  (∞−)بجوار  )fC( لـمقارب مائل  1

 1في النقطة ذات الفاصلة  )fC(مماس المنحنى  (𝑻)للمستقيم معادلة  ةباكت .ب
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𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = (1 − 𝑒)𝑥  

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ج = ,𝟏[تقبل في المجال  𝟎 𝟕𝟓 ; 𝟏,   𝜶حلا وحيدا  ]𝟕𝟔

𝑓(1,75) ≈ −2.10−3   ،𝑓(1,76) ≈  مستمرة ورتيبة  𝑓الدالة . 0,03

; 1,75[على المجال  𝑓(1,76)و  ]1,76 × 𝑓(1,75) < المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) = ; 1,75[على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0 حسب مبرهنة القيم    ]1,76

 .المتوسطة

;∞−[على المجال  )fC(و (𝑻) ، (∆) رسم .د 𝟐] 

 
 𝜶بدلالة  𝑨(𝜶)المساحة  باأ. حس .3

𝐴(𝛼) = ∫ −𝑓(𝑥)
𝛼

0

𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)
𝛼

0

𝑑𝑥 = −∫ (𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 1)
𝛼

0

𝑑𝑥 

= −[𝑒𝑥 −
𝑒

2
𝑥2 − 𝑥]

0

𝛼

= (−𝑒𝛼 +
𝑒

2
𝛼2 + 𝛼 + 1) 𝑢𝑎  
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𝑨(𝜶)ت أنّ : اثباب.  = (
𝟏

𝟐
𝒆𝜶𝟐 − 𝒆𝜶 + 𝜶)𝒖𝒂  

𝑓(𝛼) = 0 ⇒ 𝑒𝛼 − 𝑒𝛼 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 = 𝑒𝛼 + 1 

𝐴(𝛼) = −𝑒𝛼 +
𝑒

2
𝛼2 + 𝛼 + 1 = −𝑒𝛼 − 1 +

𝑒

2
𝛼2 + 𝛼 + 1 

= (
1

2
𝑒𝛼2 − 𝑒𝛼 + 𝛼)𝑢𝑎  
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-I 𝒈(𝒙) = 𝟐 − 𝒙𝒆𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 − 𝑥𝑒𝑥 = 2  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 − 𝑥𝑒𝑥 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 = (−𝑥 − 1)𝑒𝑥  

𝑥 < −1 ⇒ −𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ≥ −1 ⇒ −𝑥 − 1 ≤ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 

 

 𝒈تغيرات الدالة جدول 

 

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .2 =   ℝعلى  𝜶تقبل حلا وحيد  𝟎

𝑔(−1)،  ]∞+;1−]مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  = 2 + 𝑒−1  ،

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه ∞− = المجال  على 𝛼تقبل حلا وحيد  0

 𝑔الدالة  لأنّ  ℝعلى  الوحيد هو الحل وهذا،  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]∞+;1−]

2إلى القيمة  2من القيمة  ]1−;∞−[المجال على تتزايد  + 𝑒−1  لا تنعدم .، فهي 

,𝟎تحقق أنّ ال 𝟖 < 𝜶 < 𝟎, 𝟗 
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𝑔(0,8) ≈ 0,2 ;  𝑔(0,9) ≈ −0,2 ⇒ 0,8 < 𝛼 < 0,9  

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم  تعيين .3

𝑥 < 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑥 ≥ 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙+𝟐

𝒆𝒙+𝟐
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيان .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝟎  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 2

𝑒𝑥 + 2
= lim
𝑥→+∞

𝑥 (2 +
2
𝑥)

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥 +
2
𝑥)
= lim
𝑥→+∞

2 +
2
𝑥

𝑒𝑥

𝑥 +
2
𝑥

= 0  

 ر النتيجة هندسيا يفست

𝑦مستقيما مقاربا معادلته  )fC(يقبل المنحنى  =  ∞+)محور الفواصل( بجوار  0

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.        .2
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 2

𝑒𝑥 + 2
= −∞  

𝒚ذا المعادلة  (′∆)أنّ المستقيم  بيان .ب = 𝒙 +  )fC( لـمقارب مستقيم  𝟏

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 2

𝑒𝑥 + 2
− 𝑥 − 1 = lim

𝑥→−∞

−𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
= 0 

𝑦ذا المعادلة  (′∆)المستقيم منه،  = 𝑥 +  ∞−بجوار  )fC( لـمائل مقارب مستقيم  1

 

  (∆)و  (′∆)بالنسبة إلى كل من  )fC(وضعية  دراسة .3

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) =
(−𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
 

𝑥من أجل  < −1  ،𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) >  (′∆)فوق  )fC(منه  0

𝑥من أجل  > −1  ،𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) <  (′∆)تحت  )fC(منه  0

;1−)عند النقطة  (′∆)والمستقيم  )fC(يتقاطع المنحنى  0) 

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
2𝑥 + 2

𝑒𝑥 + 2
− 𝑥 =

2 − 𝑥𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 2
=
𝑔(𝑥)

𝑒𝑥 + 2
 

𝑥من أجل  < 𝛼  ،𝑓(𝑥) − 𝑥 >  (∆)فوق  )fC(منه  0

𝑥من أجل  > 𝛼  ،𝑓(𝑥) − 𝑥 <  (∆)تحت  )fC(منه  0

;𝛼)عند النقطة  (∆)والمستقيم  )fC(يتقاطع المنحنى  𝛼) 

x  ،𝒇′(𝒙)أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيانأ.  .4 =
𝟐𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙+𝟐)𝟐
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𝑓′(𝑥) =
2(𝑒𝑥 + 2) − (2𝑥 + 2)𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 2)2
=
2(2 − 𝑥𝑒𝑥)

(𝑒𝑥 + 2)2
=

2𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 + 2)2
 

 fاتجاه تغير الدالة  استنتاج

𝑥 < 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ≥ 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑓(𝛼)أنّ  بيان .ب = 𝛼  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 2 − 𝛼𝑒𝛼 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
2

𝛼
 

𝑓(𝛼) =
2𝛼 + 2

𝑒𝛼 + 2
=
2𝛼 + 2

2
𝛼 + 2

=
𝛼(2𝛼 + 2)

2𝛼 + 2
= 𝛼 

 fجدول تغيرات الدالة 

 
 

 

 )fC(و  (′∆)،  (∆)  رسم .0

 
𝒇(𝒙):  عدد حلول المعادلةل ةبيانيال مناقشةال .0 = 𝒇(𝒎) 
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𝑦المعادلة مع المستقيم ذي  )fC(ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑓(𝑚)  الموازي لمحور

 على النحو التالي : 𝑓الفواصل والذي يتحرك وفق تغيرات الدالة 

 𝑓(𝑚) ∈ ]−∞; 0] ⇒ 𝑚 ∈ ]−∞;−1]:  المعادلة تقبل حلا وحيدا

 𝑓(𝑚) ∈ ]0; 𝑓(𝛼)[ ⇒ 𝑚 ∈ ]−1; 𝛼[ ∪ ]𝛼;+∞]:  المعادلة تقبل حلين متمايزين

 𝑓(𝑚) = 𝑓(𝛼)  ⇒ 𝑚 = 𝛼:  المعادلة تقبل حلا مضاعفا

(III 𝒖𝟎 = 𝟎  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

𝒏  :𝟎ن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي ابره .0 ≤ 𝒖𝒏 < 𝜶 

0تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0 < 𝛼  ّمحققة لأن(𝑢0 = 0) 

0فرض التراجع : نفرض أنّ   ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

0برهان التراجع : نبرهن أنّ   ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

0 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼
[0;𝛼[ متزايدة على 𝑓  ّلأن
⇒            𝑓(0)⏟

0

≤ 𝑓(𝑢𝑛)⏟  
𝑢𝑛+1

< 𝑓(𝛼)⏟
𝛼

⇒ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

𝑛  :0أنّه من أجل كل عدد طبيعي منه، نستنتج  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

 على محور الفواصل  𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 و 𝒖𝟐ل الحدود : يمثت .2

 
 (𝒖𝒏)ن اتجاه تغيرّ يخمت

 متزايدة تماما (𝑢𝑛)من البيان يمكننا التخمين أنّ المتتالية 

 اب نهايتهاحسومتقاربة  (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ابره .3

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑒𝑥 + 2
⇒ 𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 =

𝑔(𝑢𝑛)

𝑒𝑢𝑛 + 2
⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =

𝑔(𝑢𝑛)

𝑒𝑢𝑛 + 2
 

𝑢𝑛 < 𝛼
3.I حسب
⇒    𝑔(𝑢𝑛) > 0 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 > 0 ⇒  المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة

 ، فهي إذن متقاربة αمتزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

 . لدينا :(𝑢𝑛)إلى نهاية المتتالية  𝑙نرمز بـ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ lim
𝑛→+∞

(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛) = 0 ⇒ lim
𝑛→+∞

𝑔(𝑢𝑛)

𝑒𝑢𝑛 + 2
= 0 
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⇒
𝑔(𝑙)

𝑒𝑙 + 2
= 0 ⇒ 𝑔(𝑙) = 0 ⇒ 𝑙 = 𝛼  

 

 
 

 ت ر 2102: بكالوريا  67 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = −𝟒 + (𝟒 − 𝟐𝒙)𝒆𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−4 + (4 − 2𝑥)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

−4 + 4𝑒𝑥⏟
→0

− 2𝑥𝑒𝑥⏟  
→0

= −4  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−4 + (4 − 2𝑥)𝑒𝑥 = −∞ 

𝑔′(𝑥) = −2𝑒𝑥 + (4 − 2𝑥)𝑒𝑥 = (2 − 2𝑥)𝑒𝑥 

𝑥 < 1: 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ ; الدالة 𝑔 متزايدة  𝑥 ≥ 1: 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 

𝒈(𝒙)بيان أنّ المعادلة  .2 =  تقبل حلين  𝟎

𝑔(0) = −4 + 4 = 0 ; 𝑔(1,59) ≈ 0,02 ; 𝑔(1,60) ≈ −0,04 

;1,59[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  𝑔(1,59)و  ]1,60 × 𝑔(1,60) < 0  ،

𝑔(𝑥)المعادلة منه  = 1,59حيث  𝛼 تقبل حلا وحيدا 0 < 𝛼 < حسب مبرهنة  1,60

 المعدوم. الآخرإلى الحل القيم المتوسطة ، بالإضافة 

 𝒈(𝒙)استنتاج إشارة  .3

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [0; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0   

-II f  هي الدالة المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝒇(𝒙) =
𝟐𝒙−𝟐

𝒆𝒙−𝟐𝒙
 

𝒚مقاربين معادلتهما على الترتيب مستقيمين يقبل  )fC(بيان أنّ  .0 = 𝒚و  𝟏− = 𝟎  
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lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 2𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥 (2 −
2
𝑥)

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 2)

= lim
𝑥→−∞

(2 −
2
𝑥)

(
𝑒𝑥

𝑥
− 2)

→ 2
→ −2

= −1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 2𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 (2 −
2
𝑥)

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 2)

= lim
𝑥→+∞

(2 −
2
𝑥)

(
𝑒𝑥

𝑥
− 2)

→ 2
→ +∞

= 0  

x  ،𝒇′(𝒙)أ. برهان أنّه من أجل كل عدد حقيقي        .2 =
𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙−𝟐𝒙)𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
2(𝑒𝑥 − 2𝑥) − (2𝑥 − 2)(𝑒𝑥 − 2)

(𝑒𝑥 − 2𝑥)2
=
4𝑒𝑥 − 2𝑥𝑒𝑥 − 4

(𝑒𝑥 − 2𝑥)2

=
(4 − 2𝑥)𝑒𝑥 − 4

(𝑒𝑥 − 2𝑥)2
=

𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 − 2𝑥)2
 

  𝒇′(𝒙)استنتاج إشارة  .ب

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0  

𝑥 ∈ [0; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0   

 

 fجدول تغير الدالة 

 
 𝒇(𝒙)إشارة  xحسب قيم ، ثمّ استنتاج  𝒇(𝟏) حساب .ج

𝑓(1) = 0 ;  𝑥 < 1 ⇒ 𝑓(𝑥) < 0 ; 𝑥 > 1 ⇒ 𝑓(𝑥) > 0 

𝒇(𝜶)أ. بيان أنّ         .3 = −𝟏 +
𝟏

𝜶−𝟏
 

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ −4 + (4 − 2𝛼)𝑒𝛼 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
4

4 − 2𝛼
 

𝑓(𝛼) =
2𝛼 − 2

𝑒𝛼 − 2𝛼
=

2𝛼 − 2

4
4 − 2𝛼

− 2𝛼
=
(2𝛼 − 2)(4 − 2𝛼)

4𝛼2 − 8𝛼 + 4
=
4(𝛼 − 1)(2 − 𝛼)

4(𝛼 − 1)2
 

𝑓(𝛼) =
2 − 𝛼

𝛼 − 1
=
−(𝛼 − 1) + 1

𝛼 − 1
= −1 +

1

𝛼 − 1
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0 

 𝒇(𝜶)استنتاج حصر للعدد  .ب

1,59 < 𝛼 < 1,60 ⇒ 0,59 < 𝛼 − 1 < 0,60 ⇒
1

0,60
<

1

𝛼 − 1
<

1

0,59
 

⇒ −1 +
1

0,60
< −1 +

1

𝛼 − 1
< −1 +

1

0,59
⇒ 0,67 < 𝑓(𝛼) < 0,69  

 )fC(رسم   .ج

 
 

𝟐𝒙المناقشة البيانية لعدد وإشارة حلول المعادلة:  .4 − 𝟐 = (𝒆𝒙 − 𝟐𝒙)(𝒎+ 𝟏) 

2𝑥 − 2 = (𝑒𝑥 − 2𝑥)(𝑚 + 1) ⇒ 𝑚 + 1 =
2𝑥 − 2

𝑒𝑥 − 2𝑥
⇒ 𝑚 + 1 = 𝑓(𝑥) 

 𝑚 + 1 < −2 ⇒ 𝑚 < −3 ∶  المعادلة لا تقبل حلا

 𝑚 + 1 = −2 ⇒ 𝑚 = −3 ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا معدوما

 −2 < 𝑚 + 1 < −1 ⇒ −3 < 𝑚 < −2 ∶  المعادلة تقبل حلين مختلفين في الإشارة

 −1 ≤ 𝑚 + 1 ≤ 0 ⇒ −2 ≤ 𝑚 ≤ −1 ∶  المعادلة تقبل حلا وحيدا موجبا

 0 < 𝑚 + 1 < 𝑓(𝛼) ⇒ −1 < 𝑚 < 𝑓(𝛼) − 1 ∶  المعادلة تقبل حلين موجبين

 𝑚 + 1 = 𝑓(𝛼) ⇒ 𝑚 = 𝑓(𝛼) − 1 ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا موجبا

 𝑚 + 1 > 𝑓(𝛼) ⇒ 𝑚 > 𝑓(𝛼) − 1 ∶  المعادلة لا تقبل حلا

0. 𝒉(𝒙) = [𝒇(𝒙)]𝟐 

  𝒇(𝒙)و  𝒇′(𝒙)بدلالة كل من  𝒉′(𝒙)حساب  .أ

ℎ′(𝑥) = 2𝑓(𝑥) × 𝑓′(𝑥) 

  𝒉′(𝒙)إشارة استنتاج 



 
223 

 

 
 hجدول تغيرات الدالة 

 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −1 ⇒ lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = 1 

 𝑓(0) = −2 ⇒ ℎ(0) = 4 

 𝑓(1) = 0 ⇒ ℎ(1) = 0 

 0,67 < 𝑓(𝛼) < 0,69 ⇒ 0,45 < ℎ(𝛼) < 0,48 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = 0 

 

 
 ع ت 2102: بكالوريا  68 حل التمرين

-I لتكن g  الدالة المعرّفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝒙𝒆𝒙  

𝐥𝐢𝐦حساب  .0
𝒙→−∞

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 − 𝑥𝑒𝑥 = 1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥𝑒𝑥 = −∞  

  𝒈دراسة اتجاه تغير الدالة  .2

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 = (−𝑥 − 1)𝑒𝑥  

𝑥 < −1 ⇒ −𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ≥ −1 ⇒ −𝑥 − 1 ≤ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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𝒈(𝒙)ن أنّ المعادلة ابيأ.  .3 =  ]∞+;𝟏−]على المجال  𝜶تقبل حلا وحيدا  𝟎

𝑔(−1)،  ]∞+;1−]مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  = 1 + 𝑒−1  ،

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه ∞− = المجال  على 𝛼تقبل حلا وحيد  0

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]∞+;1−]

,𝟎تحقق أنّ ال .ب 𝟓 < 𝜶 < 𝟎, 𝟔  

𝑓(0,5) ≈ 0,2; 𝑓(0,6) ≈ −0,1; 𝑓(0,5) × 𝑓(0,6) < 0 ⇒ 0,5 < 𝛼 < 0,6 

 ℝعلى  𝒈(𝒙)استنتج إشارة 

𝑥 < 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 > 𝛼 ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑔(𝛼) = 0 

-II 𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙 − 𝒙 − 𝟏  ،𝑫𝒇 = ]−∞;𝟐]   

𝐥𝐢𝐦ب احس .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 = +∞ 

;∞−[من  xن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ابي .2 𝒇′(𝒙)فإنّ :  [𝟐 = −𝒈(𝒙)  

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 1 = 𝑥𝑒𝑥 − 1 = −(1 − 𝑥𝑒𝑥) = −𝑔(𝑥) 

 

;∞−[المجالعلى  𝒇′(𝒙)ج إشارة ااستنت 𝟐]   

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼]: 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼; 2]: 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝒇جدول تغيرات الدالة 
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𝒇(𝜶)ن أنّ ابي .3 = −(
𝜶
𝟐
+𝟏

𝜶
  𝒇(𝜶)للعدد  اج حصراستنتو (

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 1 − 𝛼𝑒𝛼 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
1

𝛼
 

𝑓(𝛼) = (𝛼 − 1)𝑒𝛼 − 𝛼 − 1 =
𝛼 − 1

𝛼
− 𝛼 − 1 =

𝛼 − 1 − 𝛼(𝛼 + 1)

𝛼
 

𝑓(𝛼) = −
𝛼
2
+ 1

𝛼
 

0,5 < 𝛼 < 0,6 ⇒ {
1,25 < 𝛼

2
+ 1 < 1,36

1,67 <
1

𝛼
< 2

⇒ 2,09 <
𝛼
2
+ 1

𝛼
< 2,72

⇒ −2,72 < 𝑓(𝛼) < −2,09  

:(∆)ن أنّ  اأ.  بي .4 𝒚 = −𝒙 −   ∞−بجوار  )fC(ـ مقارب مائل لمستقيم  هو 𝟏

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (−𝑥 − 1) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 0 

:(∆) منه، المستقيم 𝑦 = −𝑥 −  ∞−بجوار  )fC(ـ مقارب مائل لمستقيم  هو 1

 (∆)بالنسبة إلى  )fC( وضعية المنحنى ةسادر .ب

𝑓(𝑥) − (−𝑥 − 1) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 

𝑥من أجل  < 1  ،𝑓(𝑥) − (−𝑥 − 1) <  (∆)تحت  )fC(منه  0

𝑥من أجل  > 1  ،𝑓(𝑥) − (−𝑥 − 1) >  (∆)فوق  )fC(منه  0

 (2−;1)عند النقطة  (∆)والمستقيم  )fC(يتقاطع المنحنى  

𝒇(𝒙)ن أنّ المعادلة اأ.  بي .0 = :                       حيث  𝒙𝟐و   𝒙𝟏تقبل حلين  𝟎

−𝟏, 𝟔 < 𝒙𝟏 < ,𝟏و   𝟏,𝟓− 𝟓 < 𝒙𝟐 < 𝟏, 𝟔 

𝑓(−1,6) ≈ 0,08 ; 𝑓(−1,5) ≈ −0,06 ; 𝑓(1,6) ≈ 0,37 ; 𝑓(1,5) ≈ −0,26 

; 1,6−[مستمرة ورتيبة على كل من المجالين  𝑓الدالة  ; 1,5[و   ]1,5− 1,6[ ،    

𝑓(−1,5) × 𝑓(−1,6) < 𝑓(1,5)، كما أنّ  0 × 𝑓(1,6) < المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) = 1,6−حيث  𝑥2و   𝑥1حلين تقبل  0 < 𝑥1 < 1,5و   1,5− < 𝑥2 < 1,6 

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة 

 )fC(و  (∆)انشاء  .ب
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0. 𝒉(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆𝒙 

𝒙دالة أصلية للدالة  𝒉بحيث تكون  𝒂 و𝒃ن يعيت .أ → 𝒙𝒆𝒙  علىℝ 

ℎ′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 

ℎ(𝑥) = ∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 ⇒ ℎ′(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑥 ⇒ {
𝑎 = 1

𝑎 + 𝑏 = 0

⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −1

⇒ ℎ(𝑥) = (𝑥 − 1)𝑒𝑥  

 ℝعلى  𝒈دالة أصلية للدالة ج ااستنت .ب

𝐺(𝑥) = ∫𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(1 − 𝑥𝑒𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥 − (𝑥 − 1)𝑒𝑥  

 
 ر 2103: بكالوريا  69 حل التمرين

-I  الدالةg  معرّفة علىℝ  : بـ𝒈(𝒙) = 𝟏 + (𝒙𝟐 − 𝟏)𝒆−𝒙  

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.        .0
𝒙→−∞

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 + (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

1 + 𝑥2𝑒−𝑥⏟  
→0

− 𝑒−𝑥 = 1  

   𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .ب
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𝑔′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥 − (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = (−𝑥2 + 2𝑥 + 1)𝑒−𝑥  

𝑒−𝑥بما أنّ  > 𝑥2−من إشارة  𝑔′(𝑥)، فإنّ إشارة  0 + 2𝑥 + 1 

−𝑥2 + 2𝑥 + 1 = 0 ;  ∆′= 2  ;  𝑥′ = 1 − √2  ;  𝑥′′ = 1 + √2 

𝑥 ∈ ]−∞ ; 1 − √2[ ∪ ]1 + √2 ; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [1 − √2 ; 1 + √2] ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيانأ.        .2 =   ℝتقبل حلين في  𝟎

; ∞−[ ينمستمرة ورتيبة على المجال 𝑔الدالة نلاحظ من جدول التغيّرات أنّ  1 − √2[ 

]1 − √2 ; 1 + أنّ المعادلة ، منه نستنتج المجال  ينعلى هذمرتين وتغيّر إشارتها  ]2√

𝑔(𝑥) =  ℝتقبل حلين في  0

,𝟎−حيث :  𝜶معدوم والآخر  التحقق أنّ أحد الحلين 𝟖 < 𝜶 < −𝟎, 𝟕 

𝑔(0) = 0  ،𝑔(−0,8) ≈ 0,2  ،𝑔(−0,7) ≈ −0,03 

𝑔(−0,8) × 𝑔(−0,7) < 0 ⇒ −0,8 < 𝛼 < −0,7 

 xحسب قيم العدد الحقيقي  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .ب

𝑥 ∈ ]−∞ ; 𝛼[ ∪ ]0 ; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 

𝑥 ∈ [𝛼 ; 0] ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 − (𝒙 + 𝟏)𝟐𝒆−𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.        .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥⏟        
→+∞

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 𝑥2𝑒−𝑥 − 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = +∞ 

𝒚ذا المعادلة  (∆)أنّ المستقيم  بيان .ب = 𝒙  لمنحنى لمقارب)fC(  عند+∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−(𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

−𝑥2𝑒−𝑥 − 2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = 0 

𝑦ذا المعادلة  (∆)المستقيم منه،  = 𝑥  لمنحنى لمقارب)fC(  عند+∞ 
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 (∆)بالنسبة إلى المستقيم  )fC(وضعية  دراسة .ج

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −(𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 

𝑓(𝑥)بما أنّ  − 𝑥 ≤  (1−;1−)، ويتماسّان عند النقطة  (∆)تحت  )fC( ، فإنّ المنحنى 0

x  ،𝒇′(𝒙)أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيانأ.        .2 = 𝒈(𝒙)  

𝑓′(𝑥) = 1 − 2(𝑥 + 1)𝑒−𝑥 + (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 = 1 + (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = 𝑔(𝑥) 

  ℝعلى  fالدالة  اتجدول تغير .ب

 
  0يقبل مماسين ، معامل توجيه كل منهما يساوي  )fC(أنّ المنحنى  بيانأ.  .3

𝑓′(𝑥) = 1 ⇒ 1 + (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = 1 ⇒ (𝑥2 − 1)𝑒−𝑥 = 0 ⇒ 𝑥2 − 1 = 0 

⇒ 𝑥1 = −1 ;  𝑥2 = 1 

 وهما : 1مماسين معامل توجيه كل منهما يساوي  )fC(يقبل المنحنى منه، 

(𝑇1): 𝑦 = 𝑥 + 1 + 𝑓(−1) = 𝑥 

(𝑇2): 𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑓(1) = 𝑥 −
4

𝑒
 

 )fC(، المماسين والمنحنى   (∆) تمثيل .ب
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𝒙)عدد حلول المعادلة: ل ةبيانيال مناقشةال .ج + 𝟏)𝟐 +𝒎𝒆𝒙 = 𝟎 

(𝑥 + 1)2 +𝑚𝑒𝑥 = 0 ⇒ 𝑚𝑒𝑥 = −(𝑥 + 1)2 ⇒ 𝑚 = −(𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 

⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑥 − (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 ⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑓(𝑥) 

:(𝐷𝑚)مع المستقيمات  )fC(المنحنى ندرس تقاطع  𝑦 = 𝑥 +𝑚  لمستقيم لالموازية(∆) 

 𝑚 ∈ ]−∞;−
4

𝑒
 : المعادلة تقبل حلا وحيدا ]

 𝑚 = −
4

𝑒
 مضاعف : المعادلة تقبل حلين أحدهما 

 𝑚 ∈ ]−
4

𝑒
;   ولحلثلاثة : المعادلة تقبل  ]0

 𝑚 =  مضاعفا: المعادلة تقبل حلا  0

 𝑚 ∈   .تقبل حلالا : المعادلة  ]∞+;0[

4. 𝑯(𝒙) = (−𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 − 𝟓)𝒆−𝒙 

𝒙دالة أصلية للدالة :  𝑯ن أنّ بيا .أ → (𝒙 + 𝟏)𝟐𝒆−𝒙  علىℝ 

𝐻′(𝑥) = (−2𝑥 − 4)𝑒−𝑥 − (−𝑥2 − 4𝑥 − 5)𝑒−𝑥 = (𝑥2 + 2𝑥 + 1)𝑒−𝑥 

𝐻′(𝑥) = (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 ⇒ 𝐻(𝑥) = ∫(𝑥 + 1)2𝑒−𝑥 𝑑𝑥  

 مساحة ال باحس .ب

𝒜 = ∫ [𝑥 − 𝑓(𝑥)]
0

−1

𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 + 1)2𝑒−𝑥
0

−1

𝑑𝑥 = 𝐻(0) − 𝐻(−1) 

= (−5 + 2𝑒)𝑢𝑎 = 4(−5 + 2𝑒) 𝑐𝑚2 = (8𝑒 − 20) 𝑐𝑚2  

(III 𝒖𝟎 = 𝜶  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏)  

𝒏  :−𝟏ن بالتراجع أنّه من أجل كل عدد طبيعي ابره .0 ≤ 𝒖𝒏 ≤ 𝜶 

1−تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0 ≤ 𝛼  ّمحققة لأن(𝑢0 = 𝛼) 

1−فرض التراجع : نفرض أنّ   ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼 

1−برهان التراجع : نبرهن أنّ   ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝛼 

−1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼
[−1;𝛼] متزايدة على 𝑓  ّلأن
⇒             𝑓(−1)⏟  

−1

≤ 𝑓(𝑢𝑛)⏟  
𝑢𝑛+1

≤ 𝑓(𝛼)⏟
𝛼

⇒ −1 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 𝛼 

𝑛  :−1منه، نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼 

 متناقصة  (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية بيا .2

−1 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝛼
حسب II.1ج
⇒     𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ⇒ (𝑢𝑛) متناقصة   

 اب نهايتهاحسومتقاربة  (𝒖𝒏)استنتج أنّ المتتالية  .3

 ، فهي إذن متقاربة -1ل بالعدد سفة ومحدودة من الأقصانمت (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 
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 . لدينا :(𝑢𝑛)إلى نهاية المتتالية  𝑙نرمز بـ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) = 𝑙
حسب II.1ج
⇒     𝑙 = −1  

 

 
 ر ت 2103: بكالوريا  70 حل التمرين

-I  الدالة𝒈  معرّفة علىℝ  : كما يلي𝒈(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙 

   𝒈تغيرات  دراسة .1

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = +∞  

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 

𝑥 < 0: 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ≥ 0: 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

  𝒈جدول تغيرات الدالة 

 

x  :𝟏أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .2 + (𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙 ≥ 𝟎 

x : 𝑔(𝑥)أنّه من أجل كل عدد حقيقي نلاحظ من جدول التغيرات  ≥ ، أي :  1−

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 ≥ 1 ، منه 1− + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 ≥ 0 

-II {
𝒇(𝒙) =

𝒆𝒙−𝟏

𝒙

𝒇(𝟎) = 𝟏
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

 ]∞+;𝟎[مستمرة على  fأنّ  بيانأ.         .1

;0[على هي حاصل قسمة دالتين مستمرتين  𝑓الدالة  ;0[مستمرة على ، فهي إذن  ]∞+ +∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .ب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

𝑥
−
1

𝑥
= +∞  

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟎[ من xتحققّ أنّه من أجل كل عدد حقيقي الأ.       .2 =
𝟏+(𝒙−𝟏)𝒆𝒙

𝒙𝟐
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𝑓′(𝑥) =
𝑥𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 − 1)

𝑥2
=
1 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥2
 

  fاتجاه تغيّر الدالة  استنتاج .ب

1بما أنّ  + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 ≥ 𝑓′(𝑥)، فإنّ  0 ≥  متزايدة 𝑓، منه الدالة  0

 fجدول تغيرات الدالة 

 

-III 𝒇𝒏(𝒙) =
𝒆𝒙−𝟏

𝒙
+ 𝒏 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[  ،𝒏 ≥ 𝟏   

   ]∞+;𝟎[على   𝒇𝒏الدالة  اتجاه تغير دراسة .0

𝑓′𝑛(𝑥) =
1 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥2
+
𝑛

𝑥
=
𝑛𝑥 + 1 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥

𝑥2
 

1بما أنّ  + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 ≥ 𝑛𝑥و  0 > 𝑓′𝑛(𝑥)، فإنّ  0 ≥  متزايدة 𝑓𝑛، منه الدالة  0

𝐥𝐢𝐦 حساب .2
𝒙→+∞

𝒇𝒏(𝒙) 𝐥𝐢𝐦   و  
𝒙
>
→𝟎

𝒇𝒏(𝒙)  

 lim
𝑥
>
→0

𝑓𝑛(𝑥) =  lim
𝑥
>
→0

𝑒𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

+ 𝑛 ln 𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1

𝑥⏟  
→+∞

+ 𝑛 ln 𝑥 = +∞  

 )1nC+(و  )nC(الوضع النسبي للمنحنيين  دراسة .3

𝑓𝑛+1(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑒𝑥 − 1

𝑥
+ (𝑛 + 1) ln 𝑥 −

𝑒𝑥 − 1

𝑥
− 𝑛 ln 𝑥 = ln 𝑥 

𝑥من أجل  ∈ ]0; 1[  :𝑓𝑛+1(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥) <  )1nC+( فوق )nC(، منه  0
𝑥من أجل  ∈ ]1; +∞[  :𝑓𝑛+1(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑥) >  )1nC+( تحت )nC(، منه  0

;1)في النقطة  )1nC+(و  )nC(يتقاطع المنحنيان  𝑒 − 1) 

 يطُلب تعيين إحداثيتيها 𝑩أنّ جميع المنحنيات تمرّ من نقطة ثابتة  بيان .4

;1)يتقاطعان في النقطة  )1nC+(و  )nC(المنحنيين بما أنّ  𝑒 − ، نستنتج أنّ  (1

;𝐵(1جميع المنحنيات تمرّ من نقطة ثابتة  𝑒 − 1) 
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,𝟎[من  𝜶𝟏أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد  بيانأ.        .0 𝟑; 𝟎, 𝒇𝟏(𝜶𝟏)بحيث  ]𝟒 = 𝟎 

𝑓1(0,3) ≈ −0,04  ،𝑓1(0,4) ≈ مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓1الدالة . 0,3

]0,3; 𝑓1(0,3)و  ]0,4 × 𝑓1(0,4) < 𝑓1(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل حلا  0

;0,3[على المجال  𝛼1وحيدا   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]0,4

𝒏حيث  𝒏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيان .ب ≥ 𝒇𝒏(𝜶𝟏)فإنّ :  𝟏 < 𝟎  

𝛼1لدينا  ∈ ]0,3; 𝑓𝑛(𝛼1)، منه  ]0,4 < 𝑓1(𝛼1)  ( ، نستنتج 3)حسب السؤال

𝑛حيث  𝑛أنّه من أجل كل عدد طبيعي إذا  ≥ 𝑓𝑛(𝛼1)فإنّ :  1 < 0 

;𝛼1[من  𝛼𝑛أنّه يوجد عدد حقيقي وحيد ن ابره 𝑓𝑛(𝛼𝑛)بحيث  ]1 = 0 

𝑓𝑛(1) = 𝑒 − ;𝛼1[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓𝑛الدالة . 1 1[ ، 

𝑓𝑛(𝛼1) × 𝑓𝑛(1) < 𝑓𝑛(𝑥)المعادلة ، منه  0 =  𝛼𝑛تقبل حلا وحيدا  0

;𝛼1[على المجال   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1

;𝟎[من  𝒙ن أنّه من أجل كل ابيأ.  .0 𝟏] :
𝒆𝒙−𝟏

𝒙
≤ 𝒆 − 𝟏 

;0[متزايدة تماما على المجال  𝑓بما أنّ الدالة   ، فإنّ : [1

𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(1) ⇒
𝑒𝑥 − 1

𝑥
≤ 𝑒 − 1  

𝒏حيث  𝒏ج أنّه من أجل كل عدد طبيعي اب. استنت ≥ 𝟏  :𝐥𝐧(𝜶𝒏) ≥
𝟏−𝒆

𝒏
  

𝑓𝑛(𝛼𝑛) = 0 ⇒
𝑒𝛼𝑛 − 1

𝛼𝑛
+ 𝑛 ln𝛼𝑛 = 0 ⇒ 𝑛 ln 𝛼𝑛 = −

𝑒𝛼𝑛 − 1

𝛼𝑛
 

⇒ 𝑛 ln𝛼𝑛 −(𝑒 − 1) ⇒ ln(𝛼𝑛) ≥
1 − 𝑒

𝑛
 

𝜶𝒏ج أنّ : ااستنت     ≥ 𝒆
𝟏−𝒆

𝒏 

ln(𝛼𝑛) ≥
1 − 𝑒

𝑛
⇒ 𝛼𝑛 ≥ 𝑒

1−𝑒
𝑛  

 (𝜶𝒏)نهاية المتتالية  حسابجـ. 

𝑒لدينا :       
1−𝑒

𝑛 ≤ 𝛼𝑛 ≤ limو  1
𝑛→+∞

𝑒
1−𝑒

𝑛 = lim، ومنه 1
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 1 

 

 
 

 ع ت 2103: بكالوريا  71 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝒙−𝟏
+ 𝒆

𝟏

𝒙−𝟏  ،𝑫𝒇 = ]−∞;𝟏[  

≥
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𝐥𝐢𝐦حساب  .1
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
<
→𝟏

𝒇(𝒙)  لمنحنى ل، واستنتاج المستقيمين المقاربين)C( 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥

𝑥 − 1⏟  
→1

+ 𝑒
1
𝑥−1⏟
→1

= 2  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

𝑥

𝑥 − 1⏟  
→−∞

+ 𝑒
1
𝑥−1⏟
→0

= −∞  

:(∆)مستقيمين مقاربين هما :  (C)لمنحنى ل، نستنتج أنّ  همن 𝑥 = :(′∆)و  1 𝑦 = 2 

;∞−[ متناقصة تماما على المجال fوبيان أنّ الدالة  𝒇′(𝒙)حساب  .2 𝟏[  

𝑓′(𝑥) =
−1

(𝑥 − 1)2
−

1

(𝑥 − 1)2
𝑒
1
𝑥−1 = −

1

(𝑥 − 1)2
(1 + 𝑒

1
𝑥−1) 

𝑥من أجل كل  ∈ 𝐷𝑓  ،𝑓′(𝑥) < ;∞−[ على المجال متناقصة تماما fالدالة ، منه  0 1[ 

 : fجدول تغيرات الدالة  

𝑥 −∞                                     1 

𝑓′(𝑥) − 

 

𝑓(𝑥) 

 

2 

 

−∞ 

 

𝒇(𝒙)بيان أنّ المعادلة  .3 = ;∞−[تقبل في  𝟎   αحلا وحيدا  ]𝟏

;∞−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة  1[  ،lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) × lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) < 0 ،

𝑓(𝑥)المعادلة منه  = ;∞−[المجال تقبل في  0  . αحلا وحيدا  ]1

0,21: جِد نباستعمال جدول القيم  < 𝛼 < 0,22. 

 |𝒇|الممثل للدالة  (  ’C)و  (C)رسم المستقيمين المقاربين والمنحنيين  .4

𝑥من أجل  ∈ ]−∞; 𝛼]  : لدينا ،𝑓(𝑥) ≥ |𝑓(𝑥)|، أي  0 = 𝑓(𝑥)  منه يكون ،

 متطابقان (  ’C)و  (C)المنحنيان 

𝑥من أجل  ∈ ]𝛼; 𝑓(𝑥)، لدينا :  ]1 < |𝑓(𝑥)|، أي  0 = −𝑓(𝑥)  منه يكون ،

 متناظران بالنسبة إلى محور الفواصل (  ’C)و  (C)المنحنيان 
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       التي من أجلها يكون للمعادلة: mتعيين بيانيا مجموعة قيم الأعداد الحقيقية  .0

|𝒇(𝒙)| = 𝒎 حلان مختلفان في الإشارة 

|𝑓(𝑥)|التي من أجلها يكون للمعادلة  mمجموعة قيم الأعداد الحقيقية  = 𝑚  حلان

;𝑓(0)[مختلفان في الإشارة هي  ;𝑒−1[، أي المجال  ]2 ;0[. )على المجال ]2 𝑒−1[ 

|𝑓(𝑥)|لمعادلة ا = 𝑚 تقبل حلين موجبين.) 

-II 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝟐𝒙 − 𝟏)   ،𝑫𝒈 = ]−∞; 𝟏[ 

;∞−[على   𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0 𝟏[  

ℎ(𝑥) والدالة 𝑓 هي مركبة الدالة  𝑔الدالة بما أنّ  = 2𝑥 − على  القابلتين للاشتقاق 1

]−∞; ;∞−[على  للاشتقاق، فهي إذن قابلة  ]1    ، ودالتها المشتقة هي : ]1

𝑔′(𝑥) = 𝑓′𝑜ℎ(𝑥) × ℎ′(𝑥) = 2𝑓′(2𝑥 − 1) 

𝑥 < 1 ⇒ 2𝑥 − 1 < 1 ⇒ 𝑓′(2𝑥 − 1) < 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 : 𝒈جدول تغيرات الدالة 

𝑥 −∞                                     1 

𝑔′(𝑥) − 

 

𝑔(𝑥) 

 

2 

 

−∞ 

 

)𝒈تحقق من أنّ : الأ.  .2
𝜶+𝟏

𝟐
) = 𝟎  

𝑔 (
𝛼 + 1

2
) = 𝑓 (2 (

𝛼 + 1

2
) − 1) = 𝑓(𝛼) = 0 

(C) 

(C’ ) 
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′𝑔أنّ :  بيان (
𝛼+1

2
) = 2𝑓′(𝛼) 

𝑔′ (
𝛼 + 1

2
) = 2𝑓′ (2 (

𝛼 + 1

2
) − 1) = 2𝑓′(𝛼) 

في النقطة ذات الفاصلة  gلمنحنى الدالة المماس  (T)استنتاج معادلة  .ب
𝜶+𝟏

𝟐
 

(𝑇): 𝑦 = 𝑔′ (
𝛼 + 1

2
) (𝑥 −

𝛼 + 1

2
) + 𝑔 (

𝛼 + 1

2
)

⇒ 𝑦 = 2𝑓′(𝛼) (𝑥 −
𝛼 + 1

2
)  

𝒚التحقق أنّ :  .ج =
𝟐

(𝜶−𝟏)𝟑
𝒙 −

𝜶+𝟏

(𝜶−𝟏)𝟑
 (T)، معادلة للمستقيم  

𝑓(𝛼) = 0 ⇒
𝛼

𝛼 − 1
+ 𝑒

1
𝛼−1 = 0 ⇒ 𝑒

1
𝛼−1 = −

𝛼

𝛼 − 1
 

𝑓′(𝛼) = −
1

(𝛼 − 1)2
(1 + 𝑒

1
𝛼−1) = −

1

(𝛼 − 1)2
(1 −

𝛼

𝛼 − 1
) =

1

(𝛼 − 1)3
 

𝑦 = 2𝑓′(𝛼) (𝑥 −
𝛼 + 1

2
) =

2

(𝛼 − 1)3
(𝑥 −

𝛼 + 1

2
)

⇒ 𝑦 =
2

(𝛼 − 1)3
𝑥 −

𝛼 + 1

(𝛼 − 1)3
 

 
 

 ر 2104: بكالوريا 02حل التمرين 

-I 𝒈(𝒙) = (𝟐 − 𝒙)𝒆𝒙 − 𝟏  ،𝑫𝒈 = ℝ 

 𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑥 − 1 = −1  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −𝑒𝑥 + (2 − 𝑥)𝑒𝑥 = (1 − 𝑥)𝑒𝑥 

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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𝒈(𝒙)إثبات أن المعادلة  .2 =   βو αتقبل حلين  𝟎

𝑔(−1,2) ≈ −0,04  ،𝑔(−1,1) ≈ 0,03 ، 𝑔(1,8) ≈ 0,2 ، 𝑔(1,9) ≈ −0,3  

; 1,2−[ ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑔الدالة  ; 1,8[و ]1,1− 1,9[ 

𝑔(−1,2) × 𝑔(−1,1) < 𝑔(1,8)و  0 × 𝑔(1,9) <    المعادلة، منه  0

𝑔(𝑥) = β :−1,2و αحلين تقبل  0 < 𝛼 < 1,8و   1,1− < 𝛽 < 1,9  

 𝒈(𝒙)إشارة  xاستنتاج حسب قيم العدد الحقيقي  .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]𝛽;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [𝛼; 𝛽] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒆𝒙−𝟏

𝒆𝒙−𝒙
  

 ∞+وعند  ∞−عند  fحساب نهاية الدالة   .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥(1 − 𝑒−𝑥)

𝑒𝑥(1 − 𝑥𝑒−𝑥)
= lim
𝑥→+∞

1 − 𝑒−𝑥

1 − 𝑥𝑒−𝑥
 

= lim
𝑋→−∞

1 − 𝑒𝑋

1 + 𝑋𝑒𝑋
= 1  ; (𝑋 = −𝑥) 

:(∆)، الأول مستقيمين مقاربين أفقيين (C)المنحنى يقبل  :تفسير النتيجتين هندسيا 𝑦 = 0 

:(′∆)والثاني  ∞−بجوار  𝑦 =  ∞+بجوار  1

ℝ  :𝒇′(𝒙)من  xبيان أنّ من أجل كل  .2 =
𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙−𝒙)𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 𝑥) − (𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
=
(2 − 𝑥)𝑒𝑥 − 1

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
=

𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
 

 fالدالة  استنتاج اتجاه تغير 

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]𝛽;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼; 𝛽] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑓 متزايدة

 fالدالة   جدول تغيرات
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𝒇(𝜶)بيان أنّ :  .3 =
𝟏

𝜶−𝟏
 𝒇(𝜷)و  𝒇(𝜶) ينواستنتاج حصر للعدد 

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (2 − 𝛼)𝑒𝛼 − 1 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
1

2 − 𝛼
 

𝑓(𝛼) =
𝑒𝛼 − 1

𝑒𝛼 − 𝛼
=

1
2 − 𝛼 − 1

1
2 − 𝛼 − 𝛼

=
𝛼 − 1

𝛼2 − 2𝛼 + 1
=

𝛼 − 1

(𝛼 − 1)2
=

1

𝛼 − 1
 

−1,2 < 𝛼 < −1,1 ⇒ −2,2 < 𝛼 − 1 < −2,1 

⇒ −0,48 <
1

𝛼 − 1
< −0,46 ⇒ −0,48 < 𝑓(𝛼) < −0,46  

1,8 < 𝛽 < 1,9 ⇒ 0,8 < 𝛽 − 1 < 0,9 

⇒ 1,1 <
1

𝛽 − 1
< 1,3 ⇒ 1,1 < 𝑓(𝛽) < 1,3  

 (C)المنحنى  انشاءو 𝒇(𝟏)حساب  .4

𝑓(1) = 1 

 

0.   0عدد حقيقي أكبر أو يساوي 

  بدلالة  𝒂()ب العدد احس .أ

𝑎() = ∫ [𝑓(𝑥) − 1]


1

𝑑𝑥 = ∫ [
𝑒𝑥 − 1

𝑒𝑥 − 𝑥
− 1]



1

𝑑𝑥 = [ln |𝑒𝑥 − 𝑥⏟  
>0

| − 𝑥]

1



 

= [ln(𝑒𝑥 − 𝑥) − 𝑥]1
 = ln(𝑒 − ) − − ln(𝑒 − 1) + 1  
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 ∞+إلى  عندما يؤول  𝒂()ب نهاية احس .ب

lim
→+∞

𝑎() = lim
→+∞

ln(𝑒 − ) − − ln(𝑒 − 1) + 1

= lim
→+∞

ln[𝑒(1 − 𝑒−)] − − ln(𝑒 − 1) + 1

= lim
→+∞

+ ln(1 − 𝑒−) −  − ln(𝑒 − 1) + 1

= lim
→+∞

ln(1 − 𝑒−⏟
→0

) − ln(𝑒 − 1) + 1 = 1 − ln(𝑒 − 1)  

 
 رت  2104: بكالوريا  73تمرين حل ال

𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

  ∞+و ∞−عند كل من  fنهاية تعيين  .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = +∞  

  ℝ على fالدالة  اتجاه تغير دراسة  .2

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥  

𝑥 < 0 ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ≥ 0 ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 fالدالة  جدول تغيرات 

 
𝒇(𝒙)ن أن المعادلة ابيأ.  .3 =   ℝعلى  α  وحيداتقبل حلا 𝟏

𝑥 من أجل ∈ ]−∞; 0[ ، −1 < 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 = تقبل لا  1

;∞−[على المجال  لالوح 𝑥 ، ومن أجل ]0 ∈ [0; +∞[  ،𝑓(𝑥) ∈ [−1;+∞[ 

;0]مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة  1و  ]∞+ ∈ المعادلة تقبل منه ،  ]∞+;1−]

𝑓(𝑥) =  ℝعلى  α  وحيداحلا 0

,𝟏تحقق أنّ ال 𝟐𝟕 < 𝜶 < 𝟏, 𝟐𝟖  
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{

𝑓(1,27) ≈ 0,96

𝑓(1,28) ≈ 1,01

𝑓(1,27) < 1 < 𝑓(1,28)
⇒ 1,27 < 𝛼 < 1,28  

  0عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(مماس المنحنى  (𝑻)معادلة لـ  ةباب. كت

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = 𝑒(𝑥 − 1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑒𝑥 − 𝑒  

 (𝑻)بالنسبة إلى  ) fC(د وضعية يحدت

𝑓(𝑥) − 𝑒(𝑥 − 1) = (𝑥 − 1)(𝑒𝑥 − 𝑒) 

𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 ;  𝑒𝑥 − 𝑒 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 𝑒 ⇒ 𝑥 = 1 

 
𝑓(𝑥)بما أنّ  − 𝑒(𝑥 − 1) ≥  (𝑇)يكون فوق المماس  )f C(، فإنّ المنحنى  0

;1)ويتماسّان عند النقطة  0) 

 ) fC(و  (𝑻)رسم جـ. 

 
                                التي من أجلها تقبل المعادلة : 𝒎ن قيم العدد الحقيقي يعيت .4

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − (𝑚 − 1)𝑒𝑚 =  ℝحلا واحدا في  1−

(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − (𝑚 − 1)𝑒𝑚 = −1 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑚) = −1 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑚) − 1 
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𝑓(𝑥)أنّ المعادلة  ) fC(نلاحظ من المنحنى  = 𝑓(𝑚) − إذا كان :  تقبل حلا واحدا 1

𝑓(𝑚) − 1 = 𝑓(𝑚)أو  1− − 1 ≥ 𝑓(𝑚)، منه  0 = 𝑓(𝑚)أو  0 ≥ ، أي  1

𝑚 = 𝑚أو  1 ≥ 𝛼 

0. 𝒉(𝒙) = (|𝒙| + 𝟏)𝒆−|𝒙|  ،𝑫𝒉 = ℝ 

 زوجية 𝒉ن أنّ الدالة ابي .أ

𝐷ℎ  ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥 ∈ ℝ : لدينا 

ℎ(−𝑥) = (|−𝑥| + 1)𝑒−|−𝑥| = (|𝑥| + 1)𝑒−|𝑥| = ℎ(𝑥)  

 زوجية ℎالدالة منه، 

 ) fC(المنحنى مستعينا ب ) hC(رسم  .ب

𝑥من أجل  ≤ ℎ(𝑥)، لدينا  0 = (−𝑥 + 1)𝑒𝑥 = −𝑓(𝑥)  منه ،)h C(  نظير

)f C(  بالنسبة إلى محور الفواصل على المجال]−∞; على ونكمل الرسم ،  [0

;0[المجال   زوجية ℎبالنسبة إلى محور التراتيب لأنّ الدالة بالتناظر  ]∞+

 

 

0. 𝒈(𝒙) = (𝒂𝒙 + 𝒃)𝒆𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

ℝ  :𝑔′(𝑥)من  𝑥حتى يكون من أجل كل  𝑎  ،𝑏ن ييعت = 𝑓(𝑥) 

𝑔′(𝑥) = 𝑎𝑒𝑥 + (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒𝑥 = (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 

𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒ (𝑎𝑥 + 𝑎 + 𝑏)𝑒𝑥 = (𝑥 − 1)𝑒𝑥 ⇒ {
𝑎 = 1

𝑎 + 𝑏 = −1


⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = −2

⇒ 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 2)𝑒𝑥   

 

 
 

 ر 2100: بكالوريا  04تمرين 

𝒇(𝒙) = (𝟑𝒙 + 𝟒)𝒆𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

  ′′𝒇′  ،𝒇 باأ. حس .0

𝑓′(𝑥) = 3𝑒𝑥 + (3𝑥 + 4)𝑒𝑥 = (3𝑥 + 7)𝑒𝑥  

𝑓′′(𝑥) = 3𝑒𝑥 + (3𝑥 + 7)𝑒𝑥 = (3𝑥 + 10)𝑒𝑥  
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𝒇(𝒏)(𝒙): ان بالتراجع أنّ بره       = (𝟑𝒙 + 𝟑𝒏 + 𝟒)𝒆𝒙  

𝑓(1)(𝑥)تحقيق التراجع:  = (3𝑥 + 7)𝑒𝑥 )محققة( 

𝑓(𝑛)(𝑥)نفرض أنّ  التراجع:فرض  = (3𝑥 + 3𝑛 + 4)𝑒𝑥  

𝑓(𝑛+1)(𝑥)نبرهن أنّ  التراجع:برهان  = (3𝑥 + 3𝑛 + 7)𝑒𝑥  

𝑓(𝑛+1)(𝑥) = [𝑓(𝑛)(𝑥)]
′
= 3𝑒𝑥 + (3𝑥 + 3𝑛 + 4)𝑒𝑥 = (3𝑥 + 3𝑛 + 7)𝑒𝑥 

𝑛منه، نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي           ≠ 0  :𝑓(𝑛)(𝑥) = (3𝑥 + 3𝑛 + 4)𝑒𝑥 

′′𝒚ج حل المعادلة التفاضلية اب. استنت = (𝟑𝒙 + 𝟏𝟔)𝒆𝒙  

𝑦′′ = (3𝑥 + 16)𝑒𝑥 ⇒ 𝑦′′ = 𝑓(4)(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑓(2)(𝑥) + 𝑎𝑥 + 𝑏 

 ⇒ 𝑦 = (3𝑥 + 10)𝑒𝑥 + 𝑎𝑥 + 𝑏  ; (𝑎; 𝑏) ∈ ℝ2 

𝐥𝐢𝐦ن أنّ أ. بيا .2
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) =  ر النتيجة هندسيايفستو 𝟎

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(3𝑥 + 4)𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

3𝑥𝑒𝑥 + 4𝑒𝑥 = 0  

𝑦معادلته  (∞−)يقبل مستقيما مقاربا بجوار  (𝐶𝑓)المنحنى   =  )محور الفواصل( 0

  𝒇الدالة اتجاه تغير  ةساب. در

𝑓′(𝑥) = (3𝑥 + 7)𝑒𝑥 

 𝑥 < −
7

3
: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ≥ −
7

3
: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(3𝑥 + 4)𝑒𝑥 = +∞  ; 𝑓 (−
7

3
) = −3𝑒−

7
3 ≈ −0,3 

 𝒇الدالة جدول تغيرات     

 

−التي فاصلتها  𝝎في النقطة  ) fC(للمنحنى  (∆)معادلة للمماس  ةباأ. كت .3
𝟏𝟎

𝟑
 

(∆): 𝑦 = 𝑓′ (−
10

3
)

⏟      

−3𝑒
−
10
3

(𝑥 +
10

3
) + 𝑓 (−

10

3
)

⏟      

−6𝑒
−
10
3

⇒ 𝑦 = −3𝑒−
10
3 − 16𝑒−

10
3  

 ) fC(للمنحنى هي نقطة انعطاف  𝝎ن أنّ ب. بيا
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𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ (3𝑥 + 10)𝑒𝑥 = 0 ⇒ 3𝑥 + 10 = 0 ⇒ 𝑥 = −
10

3
 

−تنعدم وتغيّر إشارتها عند النقطة ذات الفاصلة  𝑓′′(𝑥)بما أنّ 
10

3
 𝜔، نستنتج أنّ  

 (𝐶𝑓)نقطة انعطاف للمنحنى 

;∞−[على المجال  ) fC(و  (∆)جـ. رسم  𝟎] 

 

∫حساب أ.  .4 𝒕𝒆𝒕
𝒙

−𝟏
𝒅𝒕   

{
𝑢(𝑡) = 𝑡 ⇒ 𝑢′(𝑡) = 1

𝑣′(𝑡) = 𝑒𝑡 ⇒ 𝑣(𝑡) = 𝑒𝑡
 

∫ 𝑡𝑒𝑡
𝑥

−1

𝑑𝑡 = [𝑡𝑒𝑡]−1
𝑥 −∫ 𝑒𝑡

𝑥

−1

𝑑𝑡 = [𝑡𝑒𝑡]−1
𝑥 − [𝑒𝑡]−1

𝑥 = [(𝑡 − 1)𝑒𝑡]−1
𝑥  

= (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 2𝑒−1  

;∞−[المجال على  𝒇ج دالة أصلية للدالة ااستنت    𝟎] 

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫(3𝑥 + 4)𝑒𝑥 𝑑𝑥 = ∫3𝑥𝑒𝑥 + 4𝑒𝑥 𝑑𝑥 

= 3(𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 4𝑒𝑥 ⇒ 𝐹(𝑥) = (3𝑥 + 1)𝑒𝑥  

 𝑨()ب المساحة احسب. 

𝐴() = −∫ 𝑓(𝑥)
−
4
3



𝑑𝑥 = 𝐹() − 𝐹 (−
4

3
) = [(3+ 1)𝑒 + 3𝑒−

4
3] 𝑢𝑎  

𝐥𝐢𝐦 حساب    
→−∞

𝑨() 

lim
→−∞

𝐴() = lim
→−∞

[(3+ 1)𝑒 + 3𝑒−
4
3] = 3𝑒−

4
3  
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 رت  2100: بكالوريا  00تمرين 

 (I 𝒇(𝒙) = 𝟑 −
𝟒

𝒆𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

  𝒇الدالة تغيرات  ةسادر .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= −1  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= 3  

𝑓′(𝑥) =
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
 ; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑓 الدالة  

 𝒇الدالة تغيرات جدول  

 
  ) fC(للمنحنى مستقيمات المقاربة الن يعيت .2

𝑦مستقيمين مقاربين أفقيين ، أحدهما معادلته  ) fC(يقبل المنحنى  =  ∞−بجوار  1−

𝑦معادلته والآخر  =  ∞+بجوار  3

  𝝎نقطة انعطاف  ) fC(للمنحنى ن أنّ ابي .3

𝑓′′(𝑥) =
4𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1)2 − 8𝑒2𝑥(𝑒𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)4
=
4𝑒𝑥(−𝑒𝑥 + 1)

(𝑒𝑥 + 1)4
 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑒𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

;𝜔(0، نستنتج أنّ  0تنعدم وتغيّر إشارتها عند النقطة ذات الفاصلة  𝑓′′(𝑥)بما أنّ  1) 

 ) fC(لمنحنى انقطة انعطاف 

 𝝎عند  ) fC(معادلة لمماس  ةباكت

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = 𝑥 + 1  

4. 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈الدالة تغيرات  ةسادر .أ

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = +∞  
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −∞ 

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 =
4𝑒𝑥

(𝑒𝑥 + 1)2
− 1 =

4𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 + 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2
= −

(𝑒𝑥 − 1)2

(𝑒𝑥 + 1)2
 

𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒ ℝ متناقصة على 𝑓 الدالة 

 𝒈الدالة تغيرات جدول   

 

𝒈(𝒙)ن أنّ ياب .ب = ,𝟐حيث :  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟕 < 𝜶 < 𝟐, 𝟖 

;2,7[مستمرو ورتيبة على المجال  𝑔الدالة    ⏟𝑔(2,7)و  ]2,8
≈0,05

× 𝑔(2,8)⏟  
≈−0,03

< 0  ،

𝑔(𝑥)المعادلة أنّ منه نستنتج  = 2,7حيث :  αتقبل حلا وحيدا  0 < 𝛼 < 2,8 

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة

𝒇(𝒙):  المعادلة ℝأ. حل في  .0 = 𝟎 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 3 −
4

𝑒𝑥 + 1
= 0 ⇒ 3 =

4

𝑒𝑥 + 1
⇒ 𝑒𝑥 + 1 =

4

3
⇒ 𝑒𝑥 =

1

3
 

⇒ 𝑥 = − ln 3  

𝒚الذي معادلته :  (∆)المماس والمستقيم ب. رسم  = 𝒙 المنحنى و)fC ( 
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(II  𝒖𝟎 = 𝟏 ، 𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

 على حامل محور الفواصل 𝒖𝟏 ، 𝒖𝟎 و 𝒖𝟐ل يمثت .0

𝒏  ،𝟏ن أنّه من أجل كل عدد طبيعي ياب .2 ≤ 𝒖𝒏 < 𝜶  

1تحقيق التراجع :  ≤ 𝑢0 < 𝛼  ّمحققة لأن(𝑢0 = 1) 

1فرض التراجع : نفرض أنّ   ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

1برهان التراجع : نبرهن أنّ   ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼
ℝ متزايدة على 𝑓  ّلأن
⇒          𝑓(1)⏟

≈1,9

≤ 𝑓(𝑢𝑛)⏟  
𝑢𝑛+1

< 𝑓(𝛼)⏟
𝛼

⇒ 1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

𝑛  :1منه، نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

(𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) − 𝛼 = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) = 𝛼) 

 متزايدة تماما (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ياب .3

𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 = 𝑓(𝑢𝑛) − 𝑢𝑛 = 𝑔(𝑢𝑛) 

𝑢𝑛 < 𝛼
لأنّ  𝑔 متناقصة
⇒      𝑔(𝑢𝑛) > 𝑔(𝛼) ⇒ 𝑔(𝑢𝑛) > 0 ⇒ (𝑢𝑛) متزايدة تماما   

𝐥𝐢𝐦ن أنّ : متقاربة وبيا (𝒖𝒏)ج أنّ ااستنت .4
𝒏→+∞

𝒖𝒏 = 𝜶 

 ، فهي إذن متقاربة 𝛼بالعدد  ىلعة ومحدودة من الأيدازمت (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

 : . لدينا(𝑢𝑛)إلى نهاية المتتالية  𝑙نرمز بـ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) − 𝑙 = 0 ⇒ 𝑔(𝑙) = 0

⇒ 𝑙 = 𝛼  

 

 
 

 تع  2100: بكالوريا  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝟐𝒙 − 𝒆𝟐𝒙−𝟐  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  ℝ على 𝒈الدالة اتجاه تغير  ةسادر .0

𝑔′(𝑥) = −2 − 2𝑒2𝑥−2 ; 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒ ℝ متناقصة تماما على 𝑔 الدالة  

𝒈(𝒙)المعادلة  ن أنّ ياب .2 =   ℝفي  α  وحيداتقبل حلا 𝟎

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 − 2𝑥 − 𝑒2𝑥−2 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 2𝑥 − 𝑒2𝑥−2 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
1

𝑥
− 2 −

𝑒2𝑥−2

𝑥
) = −∞  

ℝ  ،limمستمرة ورتيبة على  𝑔بما أنّ الدالة 
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = limو ∞+
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞ ،

𝑔(𝑥)المعادلة  أنّ نستنتج  =  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ℝفي  α  وحيداتقبل حلا 0



 
232 

 

,𝟎 :تحقق أنّ ال 𝟑𝟔 < 𝜶 < 𝟎, 𝟑𝟕  

𝑔(0,36) ≈ 0,002 ; 𝑔(0,37) ≈ −0,024 ⇒ 0,36 < 𝛼 < 0,37  

 ℝ على 𝒈(𝒙)ج إشارة ااستنت .3

𝑥 < 𝛼 ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑥 > 𝛼 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

(II 𝒇(𝒙) = 𝒙𝒆𝟐𝒙+𝟐 − 𝒙 + 𝟏  ،𝑫𝒇 = ℝ 

ℝ  :𝒇′(𝒙)من  𝒙ن أنّ من أجل كل اأ. بي .0 = 𝒆𝟐𝒙+𝟐 𝒈(−𝒙) 

𝑓′(𝑥) = 𝑒2𝑥+2 + 2𝑥𝑒2𝑥+2 − 1 = 𝑒2𝑥+2(1 + 2𝑥 − 𝑒−2𝑥−2) 

= 𝑒2𝑥+2(1 − 2(−𝑥) − 𝑒2(−𝑥)−2) = 𝑒2𝑥+2𝑔(−𝑥)  

 ]∞+;𝜶−]على تماما ومتزايدة  [𝜶−;∞−[على متناقصة تماما  𝒇ج أنّ اب. استنت

𝑥 ∈ ]−∞;−𝛼] ⇒ −𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ⇒ 𝑔(−𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓 متناقصة  

𝑥 ∈ [−𝛼;+∞[ ⇒ −𝑥 ∈ ]−∞;𝛼] ⇒ 𝑔(−𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓 متزايدة  

  ∞−وعند  ∞+عند  𝒇ب نهاية احس .2

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒2𝑥+2⏟    
→0

− 𝑥 + 1 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥𝑒2𝑥+2 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (𝑒2𝑥+2 − 1 +
1

𝑥
) = +∞  

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
𝐥𝐢𝐦ب احس .3

𝒙→−∞
[𝒇(𝒙) + 𝒙 −  ر النتيجة هندسيايفسوت[𝟏

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) + 𝑥 − 1] = lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒2𝑥+2 = 0  

𝑦معادلته :  ∞−بجوار  يقبل مستقيما مقاربا مائلا ) fC(نستنتج أنّ المنحنى  = −𝑥 + 1 

𝒚الذي معادلته  (∆)بالنسبة إلى المستقيم  ) fC(وضعية  ةسادر .4 = −𝒙 + 𝟏 

𝑓(𝑥) − 𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑥 − 1 = 𝑥𝑒2𝑥+2 ;  {

𝑥 < 0 ∶  (𝒞𝑓) تحت (∆) 

𝑥 > 0 ∶ (𝒞𝑓) فوق (∆) 

 (𝒞𝑓) ∩ (∆) = {(0; 1)}

 

;∞−[على المجال  ) fC(و  (∆)انشاء  .0
𝟏

𝟐
]  



 
232 

 

 

𝟐𝒇(𝒙) : تحقق أنّ الأ.  .0 + 𝒇′(𝒙) − 𝒇′′(𝒙) = 𝟏 − 𝟐𝒙 − 𝟑𝒆𝟐𝒙+𝟐 

2𝑓(𝑥) = 2𝑥𝑒2𝑥+2 − 2𝑥 + 2 ; 𝑓′(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒2𝑥+2 − 1 ;  

𝑓′′(𝑥) = 2𝑒2𝑥+2 + 2(2𝑥 + 1)𝑒2𝑥+2 = (4𝑥 + 4)𝑒2𝑥+2 

2𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) − 𝑓′′(𝑥) 

= 2𝑥𝑒2𝑥+2 − 2𝑥 + 2 + (2𝑥 + 1)𝑒2𝑥+2 − 1 − (4𝑥 + 4)𝑒2𝑥+2 

= 1 − 2𝑥 − 3𝑒2𝑥+2  

 ℝعلى  𝒇دالة للج دالة أصلية اب. استنت

2𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) − 𝑓′′(𝑥) = 1 − 2𝑥 − 3𝑒2𝑥+2 

⇒ 2𝑓(𝑥) = −𝑓′(𝑥) + 𝑓′′(𝑥) + 1 − 2𝑥 − 3𝑒2𝑥+2 

⇒ 2𝐹(𝑥) = −𝑓(𝑥) + 𝑓′(𝑥) + 𝑥 − 𝑥2 −
3

2
𝑒2𝑥+2 

⇒ 2𝐹(𝑥) = −𝑥𝑒2𝑥+2 + 𝑥 − 1 + (2𝑥 + 1)𝑒2𝑥+2 − 1 + 𝑥 − 𝑥2 −
3

2
𝑒2𝑥+2 

⇒ 2𝐹(𝑥) = 𝑥𝑒2𝑥+2 −
1

2
𝑒2𝑥+2 − 𝑥2 + 2𝑥 − 2 

⇒ 𝐹(𝑥) =
1

2
𝑥𝑒2𝑥+2 −

1

4
𝑒2𝑥+2 −

1

2
𝑥2 + 𝑥 − 1  
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 ر 2100: بكالوريا  00تمرين 

𝒇(𝟎) = ;∞−[المجال من  𝒙ومن أجل كل عدد حقيقي  𝟎 𝟎[     :𝒇(𝒙) = (𝒙 − 𝟏)𝒆
𝟏

𝒙 

 من اليسار 1عند  𝒇الدالة استمرارية  ةسادر .0

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

(𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥 = 0 = 𝑓(0) ⇒ الدالة 𝑓 مستمرة على يسار 0  

𝐥𝐢𝐦ب احس .2
𝒙
<
→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
 هندسيا ر النتيجةيفسوت 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

(𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥

𝑥
= lim
𝑋→−∞

(
1

𝑋
− 1)𝑋𝑒𝑋 = 0  ; (𝑋 =

1

𝑥
) 

 𝑂مواز لحامل محور الفواصل عند النقطة نصف مماس  ) fC(يقبل المنحنى     

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .3
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 − 1)⏟    
→−∞

𝑒
1
𝑥⏟
→1

= −∞  

  𝒇الدالة اتجاه تغير  ةسادرب. 

𝑓′(𝑥) = 𝑒
1
𝑥 −

1

𝑥2
(𝑥 − 1)𝑒

1
𝑥 = (

𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑥2
) 𝑒

1
𝑥  

𝑥2 − 𝑥 + 1 > 0(∆< 0) ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ]−∞; الدالة 𝑓 متزايدة تماما على [0  

 𝒇الدالة تغيرات جدول 

 
𝐥𝐢𝐦ن أنّ بياأ.  .4

𝒙→−∞
[𝒇(𝒙) − 𝒙] = 𝟎  

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] = lim
𝑥→−∞

[(𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥 − 𝑥] = lim

𝑋
<
→0

[(
1

𝑋
− 1) 𝑒𝑋 −

1

𝑋
]

= lim
𝑋
<
→0

[
𝑒𝑋

𝑋
− 𝑒𝑋 −

1

𝑋
] = lim

𝑋
<
→0

[
𝑒𝑋 − 1

𝑋⏟  
→1

− 𝑒𝑋⏟
→1

] = 0  

 تعيين معادلة لهو ∞−بجوار  (∆)يقبل مستقيما مقاربا مائلا  ) fC(ج أنّ ااستنتب. 



 
238 

 

limبما أنّ      
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥] =  يقبل مستقيما مقاربا  ) fC(، نستنتج أنّ المنحنى 0

𝑦ته معادل ∞−بجوار  (∆)مائلا       = 𝑥  

0. 𝒈(𝒙) =
𝒇(𝒙)

𝒙
  ،𝑫𝒈 = ]−∞; 𝟎[ 

𝐥𝐢𝐦ب احس .أ
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

𝑥 − 1

𝑥⏟  
→1

𝑒
1
𝑥⏟
→1

= 1  

  𝒈الدالة اتجاه تغير  ةسادر .ب

𝑔′(𝑥) =
𝑥𝑓′(𝑥) − 𝑓(𝑥)

𝑥2
=
(
𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑥 ) 𝑒
1
𝑥 − (𝑥 − 1)𝑒

1
𝑥

𝑥2
=
𝑒
1
𝑥

𝑥3
 

𝑥 < 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒ ]−∞; الدالة 𝑔 متناقصة تماما على ]0  

 𝒈الدالة تغيرات جدول 

 

limلاحظ أنّ )
𝑥
<
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥)

𝑥
=  (2حسب السؤال  0

;∞−[المجال من  𝒙ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي بيا. أ .0 𝟎[  :𝒇(𝒙) > 𝒙 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 0 < 𝑔(𝑥) < 1 ⇒ 0 <
𝑓(𝑥)

𝑥
< 1

𝑥 بالضرب في
⇒      𝑥 < 𝑓(𝑥) < 0  

 (∆)بالنسبة إلى المستقيم  ) fC(ج وضعية المنحنى اب. استنت

𝑓(𝑥)بما أنّ      > 𝑥  و𝑓(0) = 𝑥، نستنتج أنّه من أجل   0 <   ) fC(، يكون  0

 𝑂ويتقاطعان في النقطة  (∆)فوق     

  ) fC(المنحنى  انشاءج. 
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0. 𝒖𝟎 = −𝟑  ،𝒖𝒏+𝟏 = 𝒇(𝒖𝒏) 

𝒏  ،𝒖𝒏ن أنّه من أجل كل عدد طبيعي بيا .أ < 𝟎  

𝑢0تحقيق التراجع :  < 𝑢0)محققة لأنّ  0 = −3) 

𝑢𝑛فرض التراجع : نفرض أنّ   < 0 

𝑢𝑛+1برهان التراجع : نبرهن أنّ   < 0 

𝑢𝑛 < 0
لأنّ  𝑓 متزايدة على ]0;∞−[
⇒              𝑓(𝑢𝑛)⏟  

𝑢𝑛+1

< 𝑓(0)⏟
0

⇒ 𝑢𝑛+1 < 0 

𝑛  :𝑢𝑛منه، نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي  < 0 

 (𝒖𝒏)د اتجاه تغيّر المتتالية يحدت .ب

𝑢𝑛 < 0
حسب 6.أ
⇒   𝑓(𝑢𝑛) > 𝑢𝑛 ⇒ 𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 ⇒ المتتالية (𝑢𝑛) متزايدة   

𝐥𝐢𝐦ن يعيوتمتقاربة  (𝒖𝒏)ن أنّ المتتالية ياب .ج
𝒏→+∞

𝒖𝒏 

 ، فهي متقاربة 0متزايدة ومحدودة من الأعلى بالعدد  (𝑢𝑛)بما أنّ المتتالية 

 . لدينا :(𝑢𝑛)إلى نهاية المتتالية  𝑙نرمز بـ 

lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 𝑙 ⇒ 𝑓(𝑙) = 𝑙
حسب 6.ب
⇒    𝑙 = 0  

0. 𝒉𝒎(𝒙) = 𝒙𝒆
𝟏

𝒙 −𝒎𝒙  ،𝑫𝒉𝒎 = ]−∞; 𝟎[ 

𝒉𝒎ب احس .أ
′ (𝒙)  

ℎ𝑚
′ (𝑥) = 𝑒

1
𝑥 −

1

𝑥
𝑒
1
𝑥 −𝑚 =

(𝑥 − 1)𝑒
1
𝑥

𝑥
− 𝑚 =

𝑓(𝑥)

𝑥
− 𝑚  
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𝒉𝒎عدد حلول المعادلة ل البيانية ةناقشالم .ب
′ (𝒙) = 𝟎 

ℎ𝑚
′ (𝑥) = 0 ⇒

𝑓(𝑥)

𝑥
− 𝑚 = 0 ⇒

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑚 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑚𝑥 

𝑦ذي المعادلة  (𝑚∆)مع المستقيم  ) fC(ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑚𝑥 

𝑥)مناقشة دورانية مع الأخذ بعين الاعتبار أنّ  ≠ 0) 

𝑚من أجل  ∈ ]−∞; 0] ∪ ℎ𝑚المعادلة  ]∞+;1]
′ (𝑥) =  لا تقبل حلا 0

𝑚من أجل  ∈ ]0; ℎ𝑚المعادلة : تقبل  ]1
′ (𝑥) =  حلا وحيدا. 0

 

 
 

 ت ر 2100: بكالوريا  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝒆𝒙 − 𝟐  ،𝑫𝒈 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب احس .0
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2)𝑒𝑥 − 2 = +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 + 2)𝑒𝑥⏟      
→0

− 2 = −2  

  𝒈الدالة اتجاه تغير  ةسادر .2

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 + (𝑥 + 2)𝑒𝑥 = (𝑥 + 3)𝑒𝑥  

 𝑥 < −3 ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة تماما على المجال ]3−;∞−[

 𝑥 ≥ −3 ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة تماما على المجال ]∞+;3−]

 𝒈الدالة جدول تغيرات 

 

𝑔(−3) = −𝑒−3 − 2 ≈ −2,05 

 𝒈(𝒙)ج إشارة ااستنتو 𝒈(𝟎)ب احس .3

𝑔(0) = 0 ⇒  {
𝑥 < 0 ∶ 𝑔(𝑥) < 0

𝑥 > 0 ∶ 𝑔(𝑥) > 0
 

(II 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝟑 − (𝒙 + 𝟏)𝒆𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ن أنّ ابي .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = −∞  
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + 3 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) [
2𝑥 + 3

𝑥 + 1
− 𝑒𝑥]

= −∞  

𝐥𝐢𝐦ب احس
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑥 + 3 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥⏟      
→0

= −∞  

𝒙  ،𝒇′(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي اأ. بي .2 = −𝒈(𝒙) 

𝑓′(𝑥) = 2 − 𝑒𝑥 − (𝑥 + 1)𝑒𝑥 = 2 − (𝑥 + 2)𝑒𝑥 = −[(𝑥 + 2)𝑒𝑥 − 2]

= −𝑔(𝑥)  

  𝒇′(𝒙)ج إشارة ااستنتب. 

𝑥 < 0 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ]−∞;  الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]0

𝑥 ≥ 0 ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة تماما على المجال ]∞+;0]

 𝒇جدول تغيرات الدالة 

 
  ∞−عند  ) fC(لمنحنى مقارب مائل ل (∆)مستقيم ن أنّ الاج. بي

lim
𝑥→−∞

[𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 3)] = lim
𝑥→−∞

−(𝑥 + 1)𝑒𝑥 = 0  

 ∞−عند  ) fC(لمنحنى مقارب مائل لمستقيم  (∆)أنّ منه، نستنتج     

 (∆)مستقيم البالنسبة إلى  ) fC(وضعية  ةسادر    

𝑓(𝑥) − (2𝑥 + 3) = −(𝑥 + 1)𝑒𝑥 

 𝑥 < −1:−(𝑥 + 1)𝑒𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 𝑥 > −1:−(𝑥 + 1)𝑒𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 = −1:−(𝑥 + 1)𝑒𝑥 = 0 ⇒ (∆) ∩ (𝐶𝑓) = {(−1; 1)} 

𝒇(𝒙)ن أن المعادلة ابيأ.  .3 = ,𝟎حيث :  𝛂 و 𝜷 تقبل حلين 𝟎 𝟗𝟐 < 𝜶 < 𝟎, 𝟗𝟑       

,𝟏−و  𝟓𝟔 < 𝜷 < −𝟏, 𝟓𝟓 

;0,92[ و ]1,55−;1,56−[مستمرة ورتيبة على كل من المجالين  𝑓الدالة  0,93[  

𝑓(0,92)⏟    
0,022

× 𝑓(0,93)⏟    
−0,032

<       ⏟𝑓(−1,56)و  0
−0,002

× 𝑓(−1,55)⏟      
0,017

<  ، منه نستنتج  0
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𝑓(𝑥)المعادلة  أنّ  =  حيث : α و 𝛽 تقبل حلين 0

0,92 < 𝛼 < 1,56−و   0,93 < 𝛽 < −1,55 

;∞−[على المجال  ) fC(لمنحنى وا (∆)مستقيم الب. رسم 
𝟑

𝟐
] 

 

𝒙ن أن الدالة أ. بيا .4 → 𝒙𝒆𝒙  للدالة هي دالة أصلية𝒙 → (𝒙 + 𝟏)𝒆𝒙  علىℝ 

(𝑥𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 = (𝑥 + 1)𝑒𝑥 ⇒ ∫(𝑥 + 1)𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥  

  𝑨ب اب. حس

𝐴 = ∫ [2𝑥 + 3 − 𝑓(𝑥)]
𝛼

0

𝑑𝑥 = ∫ (𝑥 + 1)𝑒𝑥
𝛼

0

𝑑𝑥 = [𝑥𝑒𝑥]0
𝛼 = 𝛼𝑒𝛼 𝑢𝑎  

 𝑨للعدد  تعيين حصرج. 

0,92 < 𝛼 < 0,93 ⇒ 0,92𝑒0,92 < 𝛼𝑒𝛼 < 0,93𝑒0,93 ⇒ 2,31 < 𝐴 < 2,36  

 

 
 

 تع  2100: بكالوريا  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝟏 + (𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟏)𝒆−𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب احسأ.  .0
𝒙→−∞

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 + (𝑥2 + 𝑥 − 1)⏟        
→+∞

𝑒−𝑥⏟
→+∞

= +∞  
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + (𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥⏟          
→0

= 1  

  𝒈الدالة اتجاه تغير  ةساب. در

𝑔′(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒−𝑥 − (𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥 = (−𝑥2 + 𝑥 + 2)𝑒−𝑥  

𝑔′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1 ; 𝑥2 = 2 

 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]2;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝑥 ∈ [−1; 2] ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈الدالة جدول تغيرات 

 

𝑔(−1) = 1 − 𝑒 ≈ −1,7 ; 𝑔(2) = 1 + 5𝑒−2 ≈ 1,7 

𝒈(𝒙)ن أن للمعادلة بياأ.  .2 = حيث :   𝛂أحدهما معدوم والآخر  ℝفي  حلين 𝟎

−𝟏, 𝟓𝟐 < 𝜶 < −𝟏, 𝟓𝟏        

𝑔(0)لدينا :  =   ]1,51−;1,52−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔 الدالةو؛  0

      ⏟𝑔(−1,52)و 
0,04

× 𝑔(−1,51)⏟      
−0,04

< 𝑔(𝑥)للمعادلة  أنّ ، منه نستنتج  0 =   حلين 0

1,52−حيث  αأحدهما معدوم والآخر  ℝفي  < 𝛼 <  حسب م ق م. 1,51−

 ℝعلى  𝒈(𝒙)ج إشارة اب. استنت

 𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼[ ∪ ]0;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 

 𝑥 ∈ ]𝛼; 0[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 

 𝑔(𝛼) = 𝑔(0) = 0 

(II 𝒇(𝒙) = −𝒙 + (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐)𝒆−𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب احسأ.  .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 + (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥 + (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥⏟          
→0

= −∞  

𝒙  ،𝒇′(𝒙)أنّه من أجل كل عدد حقيقي  ب. بيان = −𝒈(𝒙) 

𝑓′(𝑥) = −1 + (2𝑥 + 3)𝑒−𝑥 − (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 

 = −1 − (𝑥2 + 𝑥 − 1)𝑒−𝑥 = −𝑔(𝑥)  
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  𝒇جدول تغيرات الدالة ج. 

𝑓′(𝑥)بما أنّ       = −𝑔(𝑥) فإنّ إشارة ،𝑓′(𝑥)  عكس إشارة𝑔(𝑥) 

 

𝐥𝐢𝐦دون حساب :  تعييند. 
𝒉→𝟎

𝒇(𝜶+𝒉)−𝒇(𝜶)

𝒉
 ر النتيجة هندسيايفسوت 

lim
ℎ→0

𝑓(𝛼 + ℎ) − 𝑓(𝛼)

ℎ
= 𝑓′(𝛼) = −𝑔(𝛼) = 0 

𝑦مماسا أفقيا معادلته  𝛼يقبل عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(نستنتج أنّ المنحنى         = 𝑓(𝛼) 

𝒚ذا المعادلة  (∆)مستقيم ن أنّ الاأ. بي .2 = −𝒙 لمنحنى مقارب مائل ل)fC (  عند+∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 = 0  

 ∞+عند  ) fC(لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل (∆)نستنتج أنّ            

 (∆)مستقيم لبالنسبة ل ) fC( لمنحنىاوضعية  ةساب. در

𝑓(𝑥) + 𝑥 = (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 ;  𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = −1; 𝑥2 = −2 

 𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]−1;+∞[: 𝑓(𝑥) + 𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 𝑥 ∈ ]−2;−1[: 𝑓(𝑥) + 𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 (∆)  ∩ (𝐶𝑓) = {(−2; 2) ; (−1; 1)} 

 نقطتي انعطاف يطُلب تعيين إحداثييهما ) fC(لمنحنى لن أنّ ابيج. 

𝑓′(𝑥) = −𝑔(𝑥) ⇒ 𝑓′′(𝑥) = −𝑔′(𝑥) 

−و 2تنعدم عند  𝑔′(𝑥)أنّ  I.ب من الجزء 1بينّا في السؤال       وتغيّر إشارتها ،  1

 نقطتي انعطاف هما : ) fC(لمنحنى لمنه نستنتج أنّ    

  𝜔
1
(−1; 𝜔و   (1

2
(2;−2 + 12𝑒−2) 

 ]∞+;𝟐−]على المجال  ) fC( و (∆)د. رسم  
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                                        عدد وإشارة حلول المعادلة :ل ةبيانيال ةناقشالمهـ. 

(𝒎 − 𝒙)𝒆𝒙 + (𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 + 𝟐) =  ]∞+;𝟐−]على المجال  𝟎

(𝑚 − 𝑥)𝑒𝑥 + (𝑥2 + 3𝑥 + 2) = 0 ⇒ (𝑥 − 𝑚)𝑒𝑥 = (𝑥2 + 3𝑥 + 2)

⇒ 𝑥 −𝑚 = (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 ⇒ −𝑚 = 𝑓(𝑥) 

𝑦والمستقيم الأفقي ذي المعادلة  ) fC(لمنحنى اندري تقاطع   = −𝑚 

𝑚−من أجل   < 𝑓(𝛼)  أي𝑚 > −𝑓(𝛼) تقبل المعادلة حلا وحيدا موجبا : 

𝑚−من أجل   = 𝑓(𝛼)  أي𝑚 = −𝑓(𝛼)  تقبل المعادلة حلا موجبا وآخر : 

 مضاعف سالب

𝑓(𝛼)من أجل   < −𝑚 < 2−أي  2 < 𝑚 < −𝑓(𝛼)  حلين : تقبل المعادلة 

 حلا موجباسالبين و

𝑚−من أجل   = 𝑚أي  2 =  سالبا وآخر مضاعف معدوم: تقبل المعادلة حلا  2−

𝑚−من أجل   > 𝑚أي  2 <  : لا تقبل المعادلة حلا  2−

(III 𝑯و 𝒉 معرّفتان على دالتان الالℝ : بـ 

 𝒉(𝒙) = 𝒙 + 𝒇(𝒙)   و𝑯(𝒙) = (𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝒄)𝒆−𝒙 

 ℝعلى  𝒉دالة أصلية للدالة  𝑯حتى تكون الدالة  𝒃 ، 𝒂 و𝒄الأعداد الحقيقية  تعيين .0

𝐻′(𝑥) = (2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒−𝑥 − (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)𝑒−𝑥 

 = [−𝑎𝑥2 + (2𝑎 − 𝑏)𝑥 + 𝑏 − 𝑐]𝑒−𝑥 

ℎ(𝑥) = (𝑥2 + 3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 
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𝐻(𝑥) = ∫ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 ⇒ 𝐻′(𝑥) = ℎ(𝑥) ⇒ {
−𝑎 = 1
2𝑎 − 𝑏 = 3
𝑏 − 𝑐 = 2

⇒ {
𝑎 = −1
𝑏 = −5
𝑐 = −7

⇒ 𝐻(𝑥) = (−𝑥2 − 5𝑥 − 7)𝑒−𝑥  

  𝑨()ب اأ. حس .2

𝐴() = ∫ ℎ(𝑥)


0

𝑑𝑥 = [𝐻(𝑥)]0
 = 𝐻() − 𝐻(0) = (−2 − 5− 7)𝑒− + 7 

 ر النتيجة هندسيايفست   

𝐴() = ∫ ℎ(𝑥)


0

𝑑𝑥 = ∫ [𝑓(𝑥) − (−𝑥)]


0

𝑑𝑥 

،  ) fC(لمنحنى اهي مساحة الحيزّ المستوي المحدد ب 𝐴()منه، نستنتج أنّ 

𝑥والمستقيمين اللذين معادلتيهما :  (∆)المستقيم  = 𝑥و  0 =  

𝐥𝐢𝐦ب اب. حس
→+∞

𝑨() 

lim
→+∞

𝐴() = lim
→+∞

(−2 − 5− 7)𝑒−⏟            
→0

+ 7 = 7  

 
 تع  2100: بكالوريا  01تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒆𝒙 − 𝒙𝟐 − 𝒙  ،𝑫𝒈 = ℝ 

  𝒈′(𝒙)ب احسأ.  .0

𝑔′(𝑥) = 2𝑒𝑥 − 2𝑥 − 1 

  ′𝒈الدالة اتجاه تغير  ةسادر    

𝑔′′(𝑥) = 2𝑒𝑥 − 2 ; 𝑔′′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑒𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑥 < 0 ∶ 𝑔′′(𝑥) < 0 ⇒ ]−∞;  الدالة ′𝑔 متناقصة تماما على المجال ]0

𝑥 ≥ 0 ∶ 𝑔′′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة ′𝑔 متزايدة تماما على المجال ]∞+;0]

ℝ  ،𝒈′(𝒙)من  𝒙ن أنّه من أجل كل اب. بي > 𝟎  

;∞−[أنّ  بما ;0]و الدالة ′𝑔 متناقصة على ]0  ، فهي تقبل قيمة   متزايدة على ]∞+

𝑔′(0)تساوي  0حديّة صغرى عند  = 𝑔′(𝑥)، ومنه نستنتج أنّ  1 > 0 

  ∞−و ∞+عند كل من  𝒈ب نهايتي الدالة اجـ. حس

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2𝑒𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 = lim
𝑥→−∞

𝑥2 (2
𝑒𝑥

𝑥2
− 1 −

1

𝑥
) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒𝑥 − 𝑥2 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2 (2
𝑒𝑥

𝑥2
− 1 −

1

𝑥
) = +∞  
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 𝒈الدالة جدول تغيرات 

 
𝒈(𝒙)ن أن بيا .2 = ,𝟏−حيث :  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟑𝟖 < 𝜶 < −𝟏, 𝟑𝟕   

  ]1,37−;1,38−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة 

      ⏟𝑔(−1,38)و 
−0,021

× 𝑔(−1,37)⏟      
0,001

< 𝑔(𝑥)لمعادلة اأنّ ، منه نستنتج  0 = تقبل حلا  0

1,38−حيث  α وحيدا < 𝛼 <  .توسطةمال يمقبرهنة الحسب م  1,37−

  𝒈(𝒙)ج إشارة ااستنت .3

𝑥 < 𝛼 ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ; 𝑥 > 𝛼 ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

(II 𝒇(𝒙) =
𝒙𝟐𝒆𝒙

𝒆𝒙−𝒙
  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥2

1 − 𝑥𝑒−𝑥⏟
→0

= +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
→ 0
→ +∞

= 0  

ℝ  ،𝒇′(𝒙)من  𝒙ن أنّه من أجل كل ب. بيا =
𝒙𝒆𝒙𝒈(𝒙)

(𝒆𝒙−𝒙)𝟐
 

𝑓′(𝑥) =
(2𝑥𝑒𝑥 + 𝑥2𝑒𝑥)(𝑒𝑥 − 𝑥) − (𝑥2𝑒𝑥)(𝑒𝑥 − 1)

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
 

=
𝑥𝑒𝑥[(2 + 𝑥)(𝑒𝑥 − 𝑥) − 𝑥(𝑒𝑥 − 1)]

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
=
𝑥𝑒𝑥(2𝑒𝑥 − 𝑥2 − 𝑥)

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
 

=
𝑥𝑒𝑥. 𝑔(𝑥)

(𝑒𝑥 − 𝑥)2
 

  𝒇الدالة اتجاه تغير  ةسادرجـ. 

 𝑥𝑔(𝑥)من إشارة الجداء  𝑓′(𝑥)إشارة       
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;∞−[، نستنتج أنّ  ′𝑓من جدول إشارة  𝛼[ ∪  الدالة 𝑓 متزايدة على المجال ]∞+;0[

;𝛼]و  متناقصة على المجال [0

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 

𝒇(𝜶)ن أنّ بياأ.  .2 = 𝜶𝟐 + 𝟐𝜶 + 𝟐 +
𝟐

𝜶−𝟏
  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 2𝑒𝛼 − 𝛼2 − 𝛼 = 0 ⇒ 𝑒𝛼 =
𝛼2 + 𝛼

2
 

𝑓(𝛼) =
𝛼2𝑒𝛼

𝑒𝛼 − 𝛼
=
𝛼2 (

𝛼2 + 𝛼
2 )

𝛼2 + 𝛼
2 − 𝛼

=
𝛼4 + 𝛼3

𝛼2 − 𝛼
=
𝛼3 + 𝛼2

𝛼 − 1
 

=
(𝛼 − 1)(𝛼2 + 2𝛼 + 2) + 2

𝛼 − 1
= 𝛼2 + 2𝛼 + 2 +

2

𝛼 − 1
 

 𝒇(𝜶)للعدد  اج حصراستنت   

−1,38 < 𝛼 < −1,37 ⇒ {
(−1,37)2 < 𝛼2 < (−1,38)2

−2,38 < 𝛼 − 1 < −2,37

⇒ {

(−1,37)2 − 2(1,38) + 2 < 𝛼2 + 2𝛼 + 2 < (−1,38)2 − 2(1,37) + 2

−
2

2,37
<

2

𝛼 − 1
< −

2

2,38

 

⇒ 0,27 < 𝑓(𝛼) < 0,32  
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𝐥𝐢𝐦ب اب. حس
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − 𝒙𝟐] 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − 𝑥2] = lim
𝑥→+∞

(
𝑥2𝑒𝑥

𝑒𝑥 − 𝑥
− 𝑥2) = lim

𝑥→+∞
(
𝑥3

𝑒𝑥 − 𝑥
)

= lim
𝑥→+∞

𝑥3

𝑒𝑥⏟
→0

(
1

1 − 𝑥𝑒−𝑥
)

⏟      
→1

= 0 

 ر النتيجة هندسيا يفست     

 ∞+عند  ) fC(منحنى الدالة مربّع مقارب للمنحنى      

  ) fC(المنحنى انشاء جـ. 

 

 
 

 ر 2100: بكالوريا  00تمرين 

(I 𝝋(𝒙) = (𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝟏)𝒆−𝒙+𝟏 − 𝟏  ،𝑫𝝋 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .0
𝒙→−∞

𝝋(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝝋(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 𝑥 + 1)𝑒−𝑥+1 − 1 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 𝑥 + 1)𝑒−𝑥+1⏟            
→0

− 1 = −1  

  𝝋الدالة اتجاه تغير  ةساب. در

𝜑′(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1 − (𝑥2 − 𝑥 + 1)𝑒−𝑥+1 = (−𝑥2 + 3𝑥 − 2)𝑒−𝑥+1  

𝜑′(𝑥) = 0 ⇒ −𝑥2 + 3𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 1 ; 𝑥2 = 2 
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𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∪ ]2;+∞[ ∶  𝜑′(𝑥) < 0 ⇒ الدالة 𝜑 متناقصة

𝑥 ∈ [1; 2] ∶  𝜑′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝜑 متزايدة

 𝝋الدالة جدول تغيرات      

 

𝜑(2) = 3𝑒−1 − 1 ≈ 0,1 

𝝋(𝒙)ن أن المعادلة بيا .2 =   0يختلف عن  𝛂 حلا ℝتقبل في  𝟎

;2[مستمرة ورتيبة على المجال  𝜑الدالة  +∞[  ،𝜑(2) ≈ limو  0,1
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = −1  ،

𝜑(𝑥)لمعادلة اأنّ منه نستنتج  = 𝛼حيث  α تقبل حلا وحيدا 0 > 2  

,𝟐تحقق أنّ : ال 𝟕𝟗 < 𝜶 < 𝟐, 𝟖𝟎       

{
𝜑(2,79) ≈ 0,0008

𝜑(2,80) ≈ −0,0016
⇒ 2,79 < 𝛼 < 2,80  

 ℝعلى  𝝋(𝒙)ج إشارة ااستنت .3

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛼] ∶ 𝜑(𝑥) ≥ 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝜑(𝑥) < 0 

(II 𝒇(𝒙) = (𝟐𝒙 − 𝟏)𝒆−𝒙+𝟏 ، 𝒈(𝒙) =
𝟐𝒙−𝟏

𝒙𝟐−𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = 𝑫𝒈 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(2𝑥 − 1)⏟      
→−∞

𝑒−𝑥+1⏟  
→+∞

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1 = 0  

  𝒇اتجاه تغيرّ الدالة  ةسادرب. 

𝑓′(𝑥) = 2𝑒−𝑥+1 − (2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1 = (−2𝑥 + 3)𝑒−𝑥+1  

𝑥 ∈ ]−∞;
3

2
] ∶  𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة 

𝑥 ∈ ]
3

2
;+∞[ ∶  𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝒇الدالة جدول تغيرات     
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  0في النقطة ذات الفاصلة  (𝑻)مماسا مشتركا  ) gC(و  ) fC(ن أنّ للمنحنيين بيا .2

𝑓′(1) = 1 ; 𝑓(1) = 1 

𝑔′(𝑥) =
2(𝑥2 − 𝑥 + 1) − (2𝑥 − 1)2

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2
=
−2𝑥2 + 2𝑥 + 1

(𝑥2 − 𝑥 + 1)2
  

𝑔′(1) = 1 ; 𝑔(1) = 1 

𝑓′(1)بما أنّ  = 𝑔′(1)  و𝑓(1) = 𝑔(1)  نستنتج أنّ للمنحنيين ،(𝐶𝑔) و (𝐶𝑓) 

  1عند النقطة ذات الفاصلة  (𝑇)مماسا مشتركا 

 (𝑻)المماس معادلة كتابة 

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥  

  ) fC(لمنحنى وا (𝑻)مماس الرسم  .3

 

𝒙  ،𝒇(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي بياأ.  .4 − 𝒈(𝒙) =
(𝟐𝒙−𝟏)𝝋(𝒙)

𝒙𝟐−𝒙+𝟏
 

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = (2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1 −
2𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1

=
(2𝑥 − 1)[(𝑥2 − 𝑥 + 1)𝑒−𝑥+1 − 1]

𝑥2 − 𝑥 + 1
=
(2𝑥 − 1)𝜑(𝑥)

𝑥2 − 𝑥 + 1
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𝒇(𝒙)إشارة الفرق  ةسادرب.  − 𝒈(𝒙)  

𝑥2بما أنّ  − 𝑥 + 1 >  ، فإنّ إشارة الفرق من إشارة البسط 0

 
 ) gC(و  ) fC(للمنحنيين ج الوضع النسبي ااستنت    

𝑥 ∈ ]−∞;
1

2
[ ∪ ]𝛼;+∞[ ∶  𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ (𝐶𝑔) تحت (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]
1

2
; 1[ ∪ ]1; 𝛼[ ∶  𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ (𝐶𝑔) فوق (𝐶𝑓) 

، 1 و 𝛼عند النقاط ذات الفواصل  (𝐶𝑓) و (𝐶𝑔)يتقاطع المنحنيان 
1

2
 

∫ب اجـ. حس 𝒇(𝒕)
𝒙

𝟏
𝒅𝒕 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 = ∫ (2𝑡 − 1)𝑒−𝑡+1
𝑥

1

𝑑𝑡 ;  {
𝑢 = 2𝑡 − 1 ⇒ 𝑢′ = 2

𝑣′ = 𝑒−𝑡+1 ⇒ 𝑣 = −𝑒−𝑡+1
 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 = [−(2𝑥 − 1)𝑒−𝑡+1]1
𝑥 −∫ −2𝑒−𝑡+1

𝑥

1

𝑑𝑡

= [−(2𝑡 − 1)𝑒−𝑡+1]1
𝑥 − [2𝑒−𝑡+1]1

𝑥 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 = [(−2𝑡 − 1)𝑒−𝑡+1]1
𝑥 = (−2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1 + 3 … 

 مساحة الب اد. حس

𝒜 = ∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]
2

1

𝑑𝑥 = ∫ (2𝑥 − 1)𝑒−𝑥+1
2

1

𝑑𝑥
⏟            

𝐼

−∫
2𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1

2

1

𝑑𝑥
⏟          

𝐽

 

𝐼 = −5𝑒−1 + 3  ( بـ 2 في 𝑥 نعوّض) 

𝐽 = ∫
2𝑥 − 1

𝑥2 − 𝑥 + 1

2

1

𝑑𝑥 = [ln (𝑥2 − 𝑥 + 1)]1
2 = ln 3  

𝒜 = (−5𝑒−1 + 3 − ln 3) 𝑢𝑎  
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(III 

  𝒇(𝟒)(𝒙)و  𝒇′′(𝒙)  ،𝒇(𝟑)(𝒙)ب احس .0

𝑓′(𝑥) = (−2𝑥 + 3)𝑒−𝑥+1 ⇒ {

𝑓′′(𝑥) = (2𝑥 − 5)𝑒−𝑥+1

𝑓(3)(𝑥) = (−2𝑥 + 7)𝑒−𝑥+1

𝑓(4)(𝑥) = (2𝑥 − 9)𝑒−𝑥+1
 

  𝒇(𝒏)(𝒙)لعبارة  اء تخمينعطا

𝑓(𝑛)(𝑥) = [(−1)𝑛(2𝑥 − (2𝑛 + 1))]𝑒−𝑥+1 

𝒇(𝒏)(𝒙) :ان بالتراجع أنّ بره .2 = (−𝟏)𝒏[𝟐𝒙 − (𝟐𝒏 + 𝟏)]𝒆𝟏−𝒙 

𝑓(1)(𝑥)تحقيق التراجع:  = −[(2𝑥 − 3)]𝑒1−𝑥 = (−2𝑥 + 3)𝑒1−𝑥 )محققة( 

𝑓(𝑛)(𝑥)فرض التراجع: نفرض أنّ  = (−1)𝑛[2𝑥 − (2𝑛 + 1)]𝑒1−𝑥 

𝑓(𝑛+1)(𝑥)برهان التراجع: نبرهن أنّ  = (−1)𝑛+1[2𝑥 − (2𝑛 + 3)]𝑒1−𝑥 

𝑓(𝑛+1)(𝑥) = [𝑓(𝑛)(𝑥)]
′
= ((−1)𝑛[2𝑥 − (2𝑛 + 1)]𝑒1−𝑥)′

= (−1)𝑛[2𝑒1−𝑥 − (2𝑥 − (2𝑛 + 1))𝑒1−𝑥]

= (−1)𝑛(−1)[2𝑥 − (2𝑛 + 3))𝑒1−𝑥]

= (−1)𝑛+1[2𝑥 − (2𝑛 + 3)]𝑒1−𝑥 

 : 𝑛منه، نستنتج أنّه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

 𝑓(𝑛)(𝑥) = (−1)𝑛[2𝑥 − (2𝑛 + 1)]𝑒1−𝑥 

3. 𝒖𝒏 = 𝒇
(𝒏)(𝟏) 

𝒖𝒌المجموع : ب احس .أ + 𝒖𝒌+𝟏 

𝑢𝑛 = 𝑓
(𝑛)(1) = (−1)𝑛(1 − 2𝑛) 

 𝑢𝑘 + 𝑢𝑘+1 = (−1)
𝑘(1 − 2𝑘) + (−1)𝑘+1(−1 − 2𝑘) 

= (−1)𝑘(1 − 2𝑘) + (−1)𝑘(1 + 2𝑘) 

= (−1)𝑘(1 − 2𝑘 + 1 + 2𝑘) = 2(−1)𝑘  

𝒖𝟏المجموع : ج ااستنت .ب + 𝒖𝟐 +⋯+ 𝒖𝟐𝒏 

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢2𝑛 = 2(−1)
1⏟    

𝑢1+𝑢2

+ 2(−1)3⏟    
𝑢3+𝑢4

+⋯+ 2(−1)2𝑛−1⏟      
𝑢2𝑛−1+𝑢2𝑛

 

= −2 − 2…− 2⏟        
𝑛 حد

⇒ 𝑆𝑛 = −2𝑛  

 

 
 

 



 
222 

 

 ع ت 2100: بكالوريا  02تمرين 

(I 𝒇(𝒙) = 𝟐 − 𝒙𝟐𝒆𝟏−𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ن أنّ بيا .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) =  لهذه النتيجة  اء تفسير هندسيواعط 𝟐

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2 − 𝑥2𝑒1−𝑥⏟    
→0

= 2  

𝑦مستقيما مقاربا أفقيا معادلته  ) fC(لمنحنى يقبل ا =  ∞+بجوار  2

𝐥𝐢𝐦ب احس
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2 − 𝑥2𝑒1−𝑥⏟    
→+∞

= −∞  

𝒙  ،𝒇′(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي . بياأ .2 = 𝒙(𝒙 − 𝟐)𝒆𝟏−𝒙 

𝑓′(𝑥) = −2𝑥𝑒1−𝑥 + 𝑥2𝑒1−𝑥 = 𝑥(𝑥 − 2)𝑒1−𝑥  

  𝒇اتجاه تغير الدالة  ةسادرب. 

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 − 2) = 0 ⇒ 𝑥1 = 0 ; 𝑥2 = 2 

 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]2;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ [0; 2] ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
 0عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(لمنحنى لالمماس  (𝑻)معادلة لـ  ةباكت .3

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −(𝑥 − 1) + 1 ⇒ (𝑇): 𝑦 = −𝑥 + 2  

(II 𝒉(𝒙) = 𝟏 − 𝒙𝒆𝟏−𝒙  ،𝑫𝒉 = ℝ 

𝒉(𝒙)فإنّ :  ℝمن  𝒙ن أنّه من أجل كل بيا .0 ≥ 𝟎  

lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 − 𝑥𝑒1−𝑥⏟  
→−∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 − 𝑥𝑒1−𝑥⏟  
→0

= 1  

ℎ′(𝑥) = −𝑒1−𝑥 + 𝑥𝑒1−𝑥 = (𝑥 − 1)𝑒1−𝑥 

;∞−[متناقصة على المجال  ℎالدالة  وتقبل قيمة حديّة صغرى  ]∞;1[ومتزايدة على المجال  ]1

ℎ(1)قيمتها  1عند الفاصلة  = ℎ(𝑥)فإنّ :  ℝمن  𝑥أنّه من أجل كل ، منه نستنتج  0 ≥ 0 
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  (𝑻)المماس و ) fC(لمنحنى لالوضع النسبي  ةسادر

𝑓(𝑥) − 𝑦 = 2 − 𝑥2𝑒1−𝑥 + 𝑥 − 2 = 𝑥(1 − 𝑥𝑒1−𝑥) = 𝑥. ℎ(𝑥) 

 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑦 < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶𝑓) 

 𝑥 ∈ ]0; 1[ ∪ ]1;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑦 > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶𝑓) 

 (𝐶𝑓) ∩ (𝑇) = {(0; 2); (1; 1)} 

𝒇(𝒙)ن أن المعادلة ياب .2 = ,𝟎−حيث :  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟕 < 𝜶 < −𝟎, 𝟔        

    ⏟𝑓(−0,7)و  ]0,6−;0,7−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة 
−0,66

× 𝑓(−0,6)⏟    
0,22

< 0  

𝑓(𝑥)أنّ المعادلة منه نستنتج  = 0,7−حيث  α تقبل حلا وحيدا 0 < 𝛼 < −0,6  

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة.

 ]∞+;𝟏−]على المجال  ) fC(لمنحنى وا (𝑻)المماس انشاء  .3

 

4. 𝑭(𝒙) = 𝟐𝒙 + (𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟐)𝒆𝟏−𝒙  ،𝑫𝑭 = ℝ 

  ℝعلى  𝒇دالة أصلية للدالة  𝑭تحقق أنّ ال

𝐹′(𝑥) = 2 + (2𝑥 + 2)𝑒1−𝑥 − (𝑥2 + 2𝑥 + 2)𝑒1−𝑥 = 2 − 𝑥2𝑒1−𝑥 = 𝑓(𝑥) 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 مساحة الب احس

𝒜 = ∫ 𝑓(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 = 𝐹(1) − 𝐹(0) = (7 − 2𝑒) 𝑢𝑎  
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 ر 2100: بكالوريا  03تمرين 

(I 𝒇(𝒙) = (−𝒙𝟑 + 𝟐𝒙𝟐)𝒆−𝒙+𝟏  ،𝑫𝒇 = ℝ 

𝐥𝐢𝐦ب اأ. حس .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(−𝑥3 + 2𝑥2)⏟        
→+∞

𝑒−𝑥+1⏟  
→+∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥3𝑒−𝑥+1⏟      
→0

+ 2𝑥2𝑒−𝑥+1⏟      
→0

= 0  

 تعيين معادلة لهو ) fC(لمنحنى لج وجود مستقيم مقارب ااستنت

limبما أنّ 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =   ∞+يقبل مستقيما مقاربا أفقيا بجوار  ) fC( ، فإنّ المنحنى0

𝑦معادلته :  = 0 

𝒙  ،𝒇′(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ب. بيا = 𝒙(𝒙𝟐 − 𝟓𝒙 + 𝟒)𝒆−𝒙+𝟏 

𝑓′(𝑥) = (−3𝑥2 + 4𝑥)𝑒−𝑥+1 − (−𝑥3 + 2𝑥2)𝑒−𝑥+1 

 = (𝑥3 − 5𝑥2 + 4𝑥)𝑒−𝑥+1 = 𝑥(𝑥2 − 5𝑥 + 4)𝑒−𝑥+1  

  𝒇اتجاه تغير الدالة ج ااستنت     

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥(𝑥2 − 5𝑥 + 4) = 0 ⇒ 𝑥1 = 0 ; 𝑥2 = 1 ; 𝑥3 = 4 

 

 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]1; 4[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ∈ [0; 1] ∪ [4;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 

 2في النقطة ذات الفاصلة  ) fC(لمنحنى امماس  (𝑻)معادلة  ةباكت .2

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(2)(𝑥 − 2) + 𝑓(2) = −4𝑒−1(𝑥 − 2) = −4𝑒−1𝑥 + 8𝑒−1  
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3. 𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐𝒆−𝒙+𝟐 − 𝟒  ،𝑫𝒉 = [𝟎;+∞[ 

  𝒉اتجاه تغير الدالة  ةسادر

ℎ′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥+2 − 𝑥2𝑒−𝑥+2 = 𝑥(2 − 𝑥)𝑒−𝑥+2 

ℎ′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥(2 − 𝑥) = 0 ⇒ 𝑥1 = 0 ; 𝑥2 = 2 

 𝑥 ∈ [0; 2] ∶ ℎ′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة  متزايدة

 𝑥 ∈ ]2; +∞[ ∶  ℎ′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة  متناقصة

  𝒉(𝒙)ج إشارة ااستنت

;0]متزايدة على المجال  ℎالدالة  وتقبل قيمة حديّة كبرى    ]∞;2[ومتناقصة على المجال  [2

ℎ(2)قيمتها  2عند الفاصلة  = ℎ(𝑥)فإنّ :  ℝمن  𝑥أنّه من أجل كل ، منه نستنتج  0 ≤ 0 

 ]∞+;𝟎]المجال على  (𝑻)بالنسبة إلى  ) fC(لمنحنى د وضعية ايحدت

𝑓(𝑥) − 𝑦 = (−𝑥3 + 2𝑥2)𝑒−𝑥+1 + 4𝑒−1𝑥 − 8𝑒−1 

= −𝑥𝑒−1(𝑥2𝑒−𝑥+2 − 4) + 2𝑒−1(𝑥2𝑒−𝑥+2 − 4) 

= (2 − 𝑥)𝑒−1. ℎ(𝑥)  

𝑓(𝑥)منه، نستنتج أنّ إشارة الفرق   − 𝑦  2عكس إشارة − 𝑥. 

 𝑥 ∈ ]0; 2[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑦 < 0 ⇒ (𝑇) تحت (𝐶𝑓) 

 𝑥 ∈ ]2; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − 𝑦 > 0 ⇒ (𝑇) فوق (𝐶𝑓) 

 (𝐶𝑓) ∩ (𝑇) = {(2; 0)} 

 ]∞+;𝟎]على المجال  ) fC(لمنحنى وا (𝑻)رسم المماس  .4

 
 

 

ℎ

ℎ
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𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة ل ةبيانيال ةناقشالم .0 = 𝒎(𝒙 − 𝟐)… (𝑬) 

𝑦ذي المعادلة :  (𝑚∆) والمستقيم ) fC(ندرس تقاطع المنحنى  = 𝑚(𝑥 − 2)  

)ذات الإحداثيتين  (𝑇)و ) fC(الذي يدور حول نقطة تقاطع  0; ). 

𝑚من أجل   ∈ ]−∞;−4𝑒−1[  تقبل المعادلة :(𝐸)  (2حلا وحيدا )يساوي 

𝑚من أجل   = −4𝑒−1  تقبل المعادلة :(𝐸)  (2حلا مضاعفا )يساوي 

𝑚من أجل   ∈ ]−4𝑒−1;  ثلاثة حلول  (𝐸): تقبل المعادلة  ]0

𝑚من أجل   =  حلين متمايزين (𝐸): تقبل المعادلة  0

𝑚من أجل   ∈  (2حلا وحيدا )يساوي  (𝐸): تقبل المعادلة  ]∞+;0[

0. 𝒈(𝒙) = 𝒇 (
𝟏

𝒙
)  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥2
𝑓′ (
1

𝑥
) ⇒ 𝑓′ (

1

𝑥
)  إشارة 𝑔′(𝑥) عكس إشارة 

 
1

𝑥
∈ ]1; 4[ ⇒ 𝑥 ∈ ]

1

4
; 1[ ∶ 𝑓′ (

1

𝑥
) < 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 
1

𝑥
∈ 0; 1] ∪ [4;+∞[ ⇒ 𝑥 ∈ 0;

1

4
] ∪ [1;+∞[ ∶ 𝑓′ (

1

𝑥
) ≥ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 

 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓 (
1

𝑥
) = lim

𝑋→+∞
𝑓(𝑋) = 0  ; (𝑋 =

1

𝑥
) 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓 (
1

𝑥
) = lim

𝑋
>
→0

𝑓(𝑋) = 0  ; .أ)  (حسب السؤال 1

 
 

𝑔 (
1

4
) = 𝑓(4) = −32𝑒−3 ; 𝑔(1) = 𝑓(1) = 1 

 

 

2

] ]
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 :  10 حل التمرين

 بسّط ما يلي :

1) ln (
√3 + 1

2
) − ln (

2

√3 − 1
) = ln

(
√3 + 1
2 )

(
2

√3 − 1
)
= ln (

√3 + 1

2
)(
√3 − 1

2
) 

= ln (
2

4
) = ln (

1

2
) = − ln 2  

2) ln√𝑒 − ln (
1

𝑒
) =

1

2
ln 𝑒 + ln 𝑒 =

1

2
+ 1 =

3

2
  

3) exp(ln 3 − ln 5 + ln 15) = exp (ln
3

5
+ ln 15) = exp [ln (

3

5
× 15)] 

𝑒ln 9 = 9  

4) ln 2 + ln(8𝑒) − ln(4𝑒2) = ln 2 + ln 8 + ln 𝑒 − ln 4 − ln 𝑒2 

= ln
16

4
+ ln 𝑒 − 2 ln 𝑒 = ln 4 − ln 𝑒   

5) ln (
1

𝑒
)
2

− ln2 (
1

𝑒
) = 2 ln(𝑒−1) − ln2 𝑒−1 = −2 − (−1)2 = −3  

 

 
 :  10 حل التمرين

 في كل حالة من الحالات التالية : fمجموعة تعريف الدالة  تعيين

1) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 2𝑥 − 3)  

𝑥2 + 2𝑥 − 3 > 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥 + 3) > 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−3[ ∪ ]1;+∞[   

2) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2)2 

(𝑥 + 2)2 > 0 ⇒ 𝑥 ≠ −2 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−2[ ∪ ]−2;+∞[    

3) 𝑓(𝑥) = ln|𝑥 + 1| 

|𝑥 + 1| > 0 ⇒ 𝑥 ≠ −1 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1;+∞[  

4) 𝑓(𝑥) = ln (
𝑥+2

𝑥−1
)  

𝑥 + 2

𝑥 − 1
> 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−2[ ∪ ]1;+∞[  

5) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 + 2) − ln(𝑥 − 1)  
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{
𝑥 + 2 > 0
𝑥 − 1 > 0

⇒ {
𝑥 > −2
𝑥 > 1

⇒ 𝑥 ∈ ]−2;+∞[ ∩ ]1;+∞[ ⇒ 𝐷𝑓 = ]1;+∞[  

6) 𝑓(𝑥) = ln |
𝑥 + 2

𝑥 − 1
| 

|
𝑥 + 2

𝑥 − 1
| > 0 ⇒ 𝑥 ∉ {−2; 1} ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−2[ ∪ ]−2; 1[ ∪ ]1;+∞[  

7) 𝑓(𝑥) = ln|𝑥 + 1| − ln|𝑥|  

{
|𝑥 + 1| > 0
|𝑥| > 0

⇒ {
𝑥 ≠ −1
𝑥 ≠ 0

⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−1[ ∪ ]−1; 0[ ∪ ]0; +∞[  

8) 𝑓(𝑥) = ln(−2𝑥 + 3)   

−2𝑥 + 3 > 0 ⇒ 𝑥 <
3

2
⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;

3

2
[  

9) 𝑓(𝑥) =
𝑥

ln 𝑥 − 1
 

{
𝑥 > 0

ln 𝑥 − 1 ≠ 0
⇒ {

𝑥 > 0
ln 𝑥 ≠ 1

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 ≠ 𝑒

⇒ 𝐷𝑓 = ]0; 𝑒[ ∪ ]𝑒;+∞[  

10) 𝑓(𝑥) = ln[𝑙𝑛(𝑥)]  

{
𝑥 > 0
ln 𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 > 1

⇒ 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∩ ]1;+∞[ ⇒ 𝐷𝑓 = ]1;+∞[  

11) 𝑓(𝑥) =
ln(𝑥+2)

ln(𝑥−2)
   

{
𝑥 + 2 > 0
𝑥 − 2 > 0

ln(𝑥 − 2) ≠ 0
⇒ {

𝑥 > −2
𝑥 > 2

𝑥 − 2 ≠ 1
⇒ {
𝑥 > −2
𝑥 > 2
𝑥 ≠ 3

⇒ 𝐷𝑓 = ]2; 3[ ∪ ]3;+∞[  

12) 𝑓(𝑥) = √ln 𝑥 

{
𝑥 > 0
ln 𝑥 ≥ 0

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 ≥ 1

⇒ 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∩ [1;+∞[ ⇒ 𝐷𝑓 = [1;+∞[  

13) 𝑓(𝑥) = √1 − (ln 𝑥)2  

{
𝑥 > 0

1 − (ln 𝑥)2 ≥ 0
⇒ {

𝑥 > 0
(1 − ln 𝑥)(1 + ln 𝑥) ≥ 0

⇒ {
𝑥 > 0

−1 ≥ ln 𝑥 ≥ 1
 

⇒ {
𝑥 > 0

𝑒−1 ≥ 𝑥 ≥ 𝑒
⇒ 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∩ [𝑒−1; 𝑒] ⇒ 𝐷𝑓 = [𝑒−1; 𝑒]  

14) 𝑓(𝑥) = √1 + ln 𝑥   

{
𝑥 > 0

1 + ln 𝑥 ≥ 0
⇒ {

𝑥 > 0
ln 𝑥 ≥ −1

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 ≥ 𝑒−1

⇒ 𝐷𝑓 = [𝑒−1; +∞[  
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15) 𝑓(𝑥) =
1 + ln 𝑥

1 −|ln 𝑥| 
 

{
𝑥 > 0

1 −|ln 𝑥| ≠ 0
⇒ {

𝑥 > 0
|ln 𝑥| ≠ 1

⇒ {
𝑥 > 0
ln 𝑥 ≠ 1
ln 𝑥 ≠ −1

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 ≠ 𝑒
𝑥 ≠ 𝑒−1

 

⇒ 𝐷𝑓 = ]0; 𝑒−1[ ∪ ]𝑒−1; 𝑒[ ∪ ]𝑒;+∞[  

16) 𝑓(𝑥) = ln(−𝑥2 − 𝑥 + 2)    

−𝑥2 − 𝑥 + 2 > 0 ⇒ −(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) > 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−2; 1[  

17) 𝑓(𝑥) = √1 − ln 𝑥 − ln(𝑥2 + 1)  

{

𝑥 > 0

𝑥2 + 1 > (محققة) 0

1 − ln 𝑥 ≥ 0

⇒ {
𝑥 > 0
ln 𝑥 ≤ 1

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 ≤ 𝑒

⇒ 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∩ ]−∞; 𝑒] 

⇒ 𝐷𝑓 = ]0; 𝑒]  

 
 :  10 حل التمرين

 المعادلات التالية : ℝحل في 

1) ln(2𝑥 − 3) = ln(𝑥 − 3) + ln 5   

{
2𝑥 − 3 > 0
𝑥 − 3 > 0

⇒ {𝑥 >
3

2
𝑥 > 3

⇒ 𝐷 = ]3;+∞[ 

ln(2𝑥 − 3) = ln(𝑥 − 3) + ln 5 ⇒ ln(2𝑥 − 3) = ln 5(𝑥 − 3) 

⇒ 2𝑥 − 3 = 5𝑥 − 15 ⇒ 3𝑥 = 12 ⇒ 𝑥 = 4 

4 ∈ 𝐷 ⇒ 𝑆 = {4}  

2) ln(𝑥2 − 5) − ln(4 − 𝑥) = 2 ln 2 

{𝑥
2 − 5 > 0
4 − 𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 ∈ ]−∞;−√5[ ∪ ]√5;+∞[

𝑥 ∈ ]−∞;4[
 

⇒ 𝐷 = ]−∞;−√5[ ∪ ]√5; 4[ 

ln(𝑥2 − 5) − ln(4 − 𝑥) = 2 ln 2 ⇒ ln
𝑥2 − 5

4 − 𝑥
= ln 4 ⇒

𝑥2 − 5

4 − 𝑥
= 4 

⇒ 𝑥2 − 5 = 16 − 4𝑥 ⇒ 𝑥2 + 4𝑥 − 21 = 0 ⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 7) = 0 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 3 = −7; {
−7 ∈ 𝐷 
3 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {−7; 3}  

3)2 ln 𝑥 = ln(𝑥 + 4) + ln 2𝑥    
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{
𝑥 > 0

𝑥 + 4 > 0
⇒ {

𝑥 > 0
𝑥 > −4

⇒ 𝐷 = ]0;+∞[ 

2 ln 𝑥 = ln(𝑥 + 4) + ln 2𝑥 ⇒ ln 𝑥2 = ln 2𝑥(𝑥 + 4) ⇒ 𝑥2 = 2𝑥2 + 8𝑥 

⇒ 𝑥2 + 8𝑥 = 0 ⇒ 𝑥(𝑥 + 8) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = −8 

{
0 ∉ 𝐷 
−8 ∉ 𝐷

⇒ 𝑆 = ∅  

4) ln(4 − 𝑥) = ln(𝑥 − 12) − ln (𝑥 + 2) 

{
4 − 𝑥 > 0
𝑥 − 12 > 0
𝑥 + 2 > 0

⇒ {
𝑥 < 4
𝑥 > 12
𝑥 > −2

⇒ 𝐷 = ∅ 

5) ln(3 − 𝑥) − ln√𝑥 + 1 =
1

2
ln 2𝑥   

{
3 − 𝑥 > 0
𝑥 + 1 > 0
𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 < 3
𝑥 > −1
𝑥 > 0

⇒ 𝐷 = ]0; 3[ 

ln(3 − 𝑥) − ln√𝑥 + 1 =
1

2
ln 2𝑥 ⇒ ln

(3 − 𝑥)

√𝑥 + 1
= ln√2𝑥 

⇒ 3 − 𝑥 = √2𝑥(𝑥 + 1) ⇒ (3 − 𝑥)2 = 2𝑥(𝑥 + 1) ⇒ 𝑥2 + 8𝑥 − 9 = 0 

⇒ (𝑥 + 9)(𝑥 − 1) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 9− = 1 

{
−9 ∉ 𝐷 
1 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {1}  

6) ln|𝑥 − 4| + ln(7 − 3𝑥) = ln 2 

{
𝑥 − 4 ≠ 0
7 − 3𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 ≠ 4

𝑥 <
7

3

⇒ 𝐷 = ]−∞;
7

3
[ 

𝑥 ∈ ]−∞;
7

3
[ ⇒ 𝑥 − 4 < 0 ⇒ |𝑥 − 4| = 4 − 𝑥 

ln|𝑥 − 4| + ln(7 − 3𝑥) = ln 2 ⇒ ln(4 − 𝑥)(7 − 3𝑥) = ln 2 

⇒ 3𝑥2 − 19𝑥 + 26 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 2 =
13

3
 

{
13

3
∉ 𝐷 

2 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {2}  

7) ln(4𝑥 − 10) + ln(2𝑥 − 2)2 − 2 ln(4𝑥 − 4) = 0 
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{
4𝑥 − 10 > 0
2𝑥 − 2 ≠ 0
4𝑥 − 4 > 0

⇒ {
𝑥 >

5

2
𝑥 ≠ 1
𝑥 > 1

⇒ 𝐷 = ]
5

2
;+∞[ 

ln(4𝑥 − 10) + ln(2𝑥 − 2)2 − 2 ln(4𝑥 − 4) = 0 

⇒ ln(4𝑥 − 10) + ln(2𝑥 − 2)2 = ln(4𝑥 − 4)2 

⇒ (4𝑥 − 10)(2𝑥 − 2)2 = [2(2𝑥 − 2)]2 ⇒ (2𝑥 − 2)2(4𝑥 − 14) = 0 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 =
7

2
 ; {
1 ∉ 𝐷 
7

2
∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {
7

2
}  

8) (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0    

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 = ]0;+∞[ ; ln 𝑥 = 𝑋 

(ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 6 = 0 ⇒ 𝑋2 − 𝑋 − 6 = 0 ⇒ (𝑋 − 3)(𝑋 + 2) = 0 

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 3 = −2 ⇒ 𝑥 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒−2 

{𝑒
−2 ∈ 𝐷 
𝑒3 ∈ 𝐷

⇒ 𝑆 = {𝑒−2; 𝑒3}  

9) ln 𝑥2 − ln√𝑥 − 6 = 0  

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 = ]0;+∞[  

ln 𝑥2 − ln√𝑥 − 6 = 0 ⇒ 2 ln 𝑥 −
1

2
ln 𝑥 = 6 ⇒

3

2
ln 𝑥 = 6 ⇒ ln 𝑥 = 4 

⇒ 𝑥 = 𝑒4 ; 𝑒4 ∈ 𝐷 ⇒ 𝑆 = {𝑒4}  

10) 2(ln 𝑥)3 − 7(ln 𝑥)2 + 3 ln 𝑥 = 0   

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 = ]0;+∞[ ; ln 𝑥 = 𝑋 

2(ln 𝑥)3 − 7(ln 𝑥)2 + 3 ln 𝑥 = 0 ⇒ 2𝑋3 − 7𝑋2 + 3𝑋 = 0 

⇒ 𝑋(2𝑋2 − 7𝑋 + 3) = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 0 = 𝑋 أو 3 =
1

2
 

⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒
1
2 = √𝑒 ⇒ 𝑆 = {1; 𝑒3; √𝑒}  

11) (ln 𝑥)4 − 10(ln 𝑥)2 + 9 = 0 

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 = ]0;+∞[ ; (ln 𝑥)2 = 𝑋 

(ln 𝑥)4 − 10(ln 𝑥)2 + 9 = 0 ⇒ 𝑋2 − 10𝑋 + 9 = 0 

⇒ (𝑋 − 1)(𝑋 − 9) = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 = 9 ⇒ (ln 𝑥)2 = ln) أو 1 𝑥)2 = 9 

⇒ ln 𝑥 = ln أو 1 𝑥 = ln أو 1− 𝑥 = ln أو 3 𝑥 = −3  

⇒ 𝑥 = 𝑒 أو 𝑥 = 𝑒−1 أو 𝑥 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒−3  ⇒ 𝑆 = {𝑒; 𝑒−1; 𝑒3; 𝑒−3}  
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12) (ln 𝑥)3 + 3(ln 𝑥)2 − 4 = 0   

𝑥 > 0 ⇒ 𝐷 = ]0;+∞[ ; ln 𝑥 = 𝑋 

(ln 𝑥)3 + 3(ln 𝑥)2 − 4 = 0 ⇒ 𝑋3 + 3𝑋2 − 4 = 0 

⇒ (𝑋 − 1)(𝑋2 + 4𝑋 + 4) = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1 = −2 

⇒ 𝑥 = 𝑒 أو 𝑥 = 𝑒−2  ⇒ 𝑆 = {𝑒; 𝑒−2}  

13) ln(sin 𝑥) + ln(cos 𝑥) = ln
√3

4
  

{
sin 𝑥 > 0
cos 𝑥 > 0

⇒ 𝐷 = ]0;
𝜋

2
[ 

ln(sin 𝑥) + ln(cos 𝑥) = ln
√3

4
⇒ ln(sin 𝑥)(cos 𝑥) = ln

√3

4
 

⇒ sin 𝑥 cos 𝑥 =
√3

4
⇒
1

2
sin 2𝑥 =

√3

4
⇒ sin 2𝑥 =

√3

2
⇒ sin 2𝑥 = sin

𝜋

3
 

⇒ {
2𝑥 =

𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

2𝑥 =
2𝜋

3
+ 2𝑘𝜋

⇒ {
𝑥 =

𝜋

6
+ 𝑘𝜋

𝑥 =
𝜋

3
+ 𝑘𝜋

⇒ 𝑆 = {
𝜋

6
;
𝜋

3
}  

 
 :  10 حل التمرين

 جمل المعادلات التالية : ℝحل في 

1) {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = ln 10

𝑥 + 𝑦 = 7
⇒ {
ln 𝑥𝑦 = ln 10
𝑥 + 𝑦 = 7

⇒ {
𝑥𝑦 = 10
𝑥 + 𝑦 = 7

  

X2 − 7X + 10 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 2 = 5 ⇒ 𝑆 = {(2; 5), (5; 2)}  

2) {

ln 𝑥 + ln 𝑦 = 1
3

ln 𝑥
−
2

ln 𝑦
= 2
 ; ln 𝑥 = 𝑋 ;  ln 𝑦 = 𝑌 ⇒ {

𝑋 + 𝑌 = 1
3

𝑋
−
2

𝑌
= 2
  

⇒ {
𝑌 = 1 − 𝑋
3𝑌 − 2𝑋

𝑋𝑌
= 2
 ⇒ {

𝑌 = 1 − 𝑋
3(1 − 𝑋) − 2𝑋 = 2𝑋(1 − 𝑋)

  

⇒ {
𝑌 = 1 − 𝑋

2𝑋2 − 7𝑋 + 3 = 0
 ⇒ {

𝑋 = 3
𝑌 = −2

} أو 
𝑋 =

1

2

𝑌 =
1

2

 ⇒ {
𝑥 = 𝑒3

𝑦 = 𝑒−2
} أو 

𝑥 = 𝑒
1
2

𝑦 = 𝑒
1
2

 

⇒ 𝑆 = {(𝑒3; 𝑒−2), (√𝑒; √𝑒)}  
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3) {
ln(𝑥 + 1) + 2 ln(𝑦 − 2) = 4
3 ln(𝑥 + 1) − ln(𝑦 − 2) = 5

 ; 𝑋 = ln(𝑥 + 1) ; 𝑌 = ln(𝑦 − 2) 

{
𝑋 + 2𝑌 = 4
3𝑋 − 𝑌 = 5

⇒ {
𝑋 = 2
𝑌 = 1

⇒ {
ln(𝑥 + 1) = 2
ln(𝑦 − 2) = 1

⇒ {
𝑥 + 1 = 𝑒2

𝑦 − 2 = 𝑒
 

⇒ {
𝑥 = 𝑒2 − 1
𝑦 = 𝑒 + 2

⇒ 𝑆 = {(𝑒2 − 1; 𝑒 + 2)}  

4) {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = ln√3 − 2 ln 2

2(𝑥 + 𝑦) = √3 + 1
 ⇒ {

ln 𝑥𝑦 = ln
√3

4

2(𝑥 + 𝑦) = √3 + 1

 

⇒ {
𝑥𝑦 =

√3

4

2(𝑥 + 𝑦) = √3 + 1

⇒

{
 
 

 
 

𝑥𝑦 =
√3

4

𝑥 + 𝑦 =
√3 + 1

2

 

𝑋2 −
√3 + 1

2
𝑋 +

√3

4
= 0 ⇒ 4𝑋2 − 2(√3 + 1)𝑋 + √3 = 0 

⇒ 𝑋 =
1

2
𝑋 أو  =

√3

2
⇒ 𝑆 = {(

1

2
;
√3

2
) , (

√3

2
;
1

2
)}  

5) {
ln 𝑥 + ln 𝑦 = 2 ln 2 + ln 15

𝑥 + 𝑦 = 19
 ⇒ {

ln 𝑥𝑦 = ln 60
𝑥 + 𝑦 = 19

 ⇒ {
𝑥𝑦 = 60
𝑥 + 𝑦 = 19

  

𝑋2 − 19𝑋 + 60 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 4 = 15 ⇒ 𝑆 = {(4; 15), (15; 4)}  

6) {
ln (
𝑥

𝑦
) = − ln 3

𝑥2 + 2𝑦 = 16

  ⇒ {
ln (
𝑥

𝑦
) = ln (

1

3
)

𝑥2 + 2𝑦 = 16

⇒ {

𝑥

𝑦
=
1

3

𝑥2 + 2𝑦 = 16

 

⇒ {
3𝑥 = 𝑦

𝑥2 + 2𝑦 = 16
⇒ {

3𝑥 = 𝑦

𝑥2 + 6𝑥 − 16 = 0
⇒ {

𝑥 = −8
𝑦 = −24

} أو 
𝑥 = 2
𝑦 = 6

 

⇒ 𝑆 = {(−8;−24), (2; 6)}  

 

 
 :  10 حل التمرين

𝒙𝟐المعادلة :  ℝحل في  .0 − 𝟒𝒙 − 𝟓 = 𝟎 

𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 ⇒ (𝑥 + 1)(𝑥 − 5) = 0 ⇒ 𝑆 = {−1; 5}  

 المعادلات التالية :حلول  استنتاج .0
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𝑎) (ln 𝑥)2 − 4 ln 𝑥 − 5 = 0 ; ln 𝑥 = 𝑋 ⇒ 𝑋2 − 4𝑋 − 5 = 0 

⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 1− = 5 ⇒ ln 𝑥 = أو 1− ln 𝑥 = 5 ⇒ 𝑆 = {𝑒−1; 𝑒5}   

𝑏) ln(𝑥 − 3) + ln(𝑥 − 1) = 3 ln 2 ⇒ ln(𝑥 − 3)(𝑥 − 1) = ln 8  

⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 − 1) = 8 ⇒ 𝑥2 − 4𝑥 − 5 = 0 ⇒ {
𝑥 ∈ {−1; 5}
𝑥 > 3

⇒ 𝑆 = {5}  

𝑐) 𝑒𝑥 − 4 = 5𝑒−𝑥 ⇒ 𝑒−𝑥(𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 − 5) = 0 ⇒ 𝑒2𝑥 − 4𝑒𝑥 − 5 = 0 

𝑒𝑥 = 𝑋 ⇒ 𝑋2 − 4𝑋 − 5 = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو (مرفوضة)1− = 5 ⇒ 𝑒𝑥 = 5 

⇒ 𝑆 = {ln 5}  

 
 :  10 حل التمرين

 المتراجحات التالية : ℝحل في 

1) ln 𝑥2 − 1 ≤ 0 ; 𝐷 = ℝ∗    

ln 𝑥2 − 1 ≤ 0 ⇒ ln 𝑥2 − ln 𝑒 ≤ 0 ⇒ ln 𝑥2 ≤ ln 𝑒 ⇒ 𝑥2 ≤ 𝑒 

⇒ 𝑆 = [−√𝑒; 0[ ∪ ]0; √𝑒]  

2)(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ; 𝐷 = ]0;+∞[     

(ln 𝑥)2 − 1 ≤ 0 ⇒ (ln 𝑥 − 1)(ln 𝑥 + 1) ≤ 0 ⇒ −1 ≤ ln 𝑥 ≤ 1 

⇒ 𝑒−1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒 ⇒ 𝑆 = [𝑒−1; 𝑒]  

3) ln(2𝑥 + 3) < 4 ; 𝐷 = ]−
3

2
; +∞[  

ln(2𝑥 + 3) < 4 ⇒ 2𝑥 + 3 < 𝑒4 ⇒ 𝑥 <
𝑒4 − 3

2
⇒ 𝑆 = ]−

3

2
;
𝑒4 − 3

2
[  

4) ln(𝑥2 − 2𝑥) > ln(4𝑥 − 5)   

{𝑥
2 − 2𝑥 > 0
4𝑥 − 5 > 0

⇒ {
𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]2;+∞[

𝑥 >
5

4

⇒ 𝐷 = ]
5

4
;+∞[ 

ln(𝑥2 − 2𝑥) > ln(4𝑥 − 5) ⇒ 𝑥2 − 2𝑥 > 4𝑥 − 5 ⇒ 𝑥2 − 6𝑥 + 5 > 0 

⇒ 𝑥 ∈ (]−∞; 1[ ∪ ]5;+∞[) ∩ ]
5

4
;+∞[ ⇒ 𝑆 = ]5;+∞[  

5) ln(𝑥 − 2)2 ≥ 1 ; 𝐷 = ℝ− {2}     

ln(𝑥 − 2)2 ≥ 1 ⇒ (𝑥 − 2)2 ≥ 𝑒 ⇒ (𝑥 − 2 − √𝑒)(𝑥 − 2 + √𝑒) ≥ 0 

⇒ 𝑆 = ]−∞ ; 2 − √𝑒] ∪ [2 + √𝑒 ;+∞[  
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6) 2 ln(𝑥) + ln(2𝑥 + 5) ≤ ln(2 − 𝑥)… (∗)   

{
𝑥 > 0

2𝑥 + 5 > 0
2 − 𝑥 > 0

⇒ {

𝑥 > 0

𝑥 > −
5

2
𝑥 < 2

⇒ 𝐷 = ]0; 2[ 

(∗) ⇒ ln[𝑥2(2𝑥 + 5)] ≤ ln(2 − 𝑥) ⇒ 𝑥2(2𝑥 + 5) ≤ 2 − 𝑥 

2𝑥3 + 5𝑥2 + 𝑥 − 2 ≤ 0 ⇒ (𝑥 + 1)(2𝑥2 + 3𝑥 − 2) ≤ 0 

⇒ 𝑥 ∈ (]−∞;−2] ∪ [−1;
1

2
]) ∩ ]0; 2[ ⇒ 𝑆 = ]0;

1

2
]  

7) ln(2𝑥 − 3) + 2 ln(𝑥 + 1) < ln(𝑥 − 3)… (∗)  

{
2𝑥 − 3 > 0
𝑥 + 1 > 0
𝑥 − 3 > 0

⇒ {
𝑥 >

3

2
𝑥 > −1
𝑥 > 3

⇒ 𝐷 = ]3;+∞[ 

(∗) ⇒ ln(2𝑥 − 3) + ln(𝑥 + 1)2 < ln (𝑥 − 3) 

⇒ ln(2𝑥 − 3)(𝑥 + 1)2 < ln(𝑥 − 3) ⇒ (2𝑥 − 3)(𝑥 + 1)2 < 𝑥 − 3 

⇒ 2𝑥3 + 𝑥2 − 5𝑥 < 0 ⇒ 𝑥(2𝑥2 + 𝑥 − 5) < 0 

⇒ 𝑥 ∈ (]−∞;
−√41 − 1

4
[ ∪ ]0;

√41 − 1

4
[) ∩ ]3;+∞[ ⇒ 𝑆 = ∅  

8) ln (
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
) ≤ 0 ;  

2𝑥 − 1

𝑥 + 3
> 0 ⇒ 𝐷 = ]−∞ ;−3[ ∪ ]

1

2
 ; +∞[ 

ln (
2𝑥 − 1

𝑥 + 3
) ≤ 0 ⇒

2𝑥 − 1

𝑥 + 3
≤ 1 ⇒

2𝑥 − 1

𝑥 + 3
− 1 ≤ 0 ⇒

𝑥 − 4

𝑥 + 3
≤ 0 

⇒ 𝑆 = (]−3; 4]) ∩ (]−∞ ;−3[ ∪ ]
1

2
 ; +∞[) ⇒ 𝑆 = ]

1

2
; 4]  

 

 
 :  10 حل التمرين

 إشارة العبارات التالية : دراسة

1) (ln 𝑥 − 1) ln 𝑥 ; 𝐷 = ]0 ; +∞[ 

ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 1 ;  ln 𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑥 ≥ 𝑒 
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2) 2𝑥 ln(1 − 𝑥) ; 𝐷 = ]−∞ ; 1[  

ln(1 − 𝑥) ≥ 0 ⇒ 1 − 𝑥 ≥ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 0 

 

3)
2 − ln 𝑥

1 + ln 𝑥
 ;  𝐷 = ]0 ; 𝑒−1[ ∪ ]𝑒−1 ; +∞[ 

2 − ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≤ 2 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑒2; 1 + ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≥ −1 ⇒ 𝑥 ≥ 𝑒−1 

 
4) ln2 𝑥 − ln 𝑥 − 6 ; 𝐷 = ]0 ; +∞[ 

𝑋 = ln 𝑥 ; 𝑋2 − 𝑋 − 6 = 0 ⇒ (𝑋 − 3)(𝑋 + 2) = 0 ⇒ 𝑋 = 𝑋 أو 3 = −2 

⇒ 𝑥 = 𝑒3 أو 𝑥 = 𝑒−2 
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 :  10 حل التمرين

 :ة التي تكون فيها قابلة للاشتقاقفي المجموع fالدالة المشتقة للدالة  تعيين

1) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 4𝑥 − 5) ; 𝐷𝑓 = ]−∞;−5[ ∪ ]1;+∞[    

𝑓′(𝑥) =
2𝑥+4

𝑥2+4𝑥−5
  

2) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 1 + ln|2𝑥 − 1| ;  𝐷𝑓 = ]−∞;
1

2
[ ∪ ]

1

2
;+∞[  

𝑓′(𝑥) = {
2 +

−2

−2𝑥 + 1
 ; 𝑥 <

1

2

2 +
2

2𝑥 − 1
 ; 𝑥 >

1

2

⇒ 𝑓′(𝑥) =
4𝑥

2𝑥 − 1
 

3) 𝑓(𝑥) = ln(−𝑥) + ln√2𝑥 + 3 

{
−𝑥 > 0
2𝑥 + 3 > 0

⇒ {
𝑥 < 0

𝑥 > −
3

2

⇒ 𝐷𝑓 = ]−
3

2
; 0[  

𝑓′(𝑥) =
−1

−𝑥
+

2

2√2𝑥+3

√2𝑥+3
=
1

𝑥
+

1

2𝑥+3
⇒ 𝑓′(𝑥) =

3𝑥+3

2𝑥2+3𝑥
   

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − ln(ln 𝑥) 

{
𝑥 > 0
ln 𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 > 1

⇒ 𝐷𝑓 = ]1;+∞[  

𝑓′(𝑥) = ln 𝑥 + 1 −

1
𝑥
ln 𝑥

⇒ 𝑓′(𝑥) = ln 𝑥 + 1 −
1

𝑥 ln 𝑥
 

5) 𝑓(𝑥) =
1+2 ln𝑥

𝑥+1
 ;  𝐷𝑓 = ]0;+∞[  

𝑓′(𝑥) =
2

𝑥
(𝑥+1)−(1+2 ln𝑥)

(𝑥+1)2
⇒ 𝑓′(𝑥) =

𝑥+2−2𝑥 ln𝑥

𝑥(𝑥+1)2
     

6) 𝑓(𝑥) =
1 + ln 𝑥2

𝑥 + 1
 

{ 𝑥
2 > 0

𝑥 + 1 ≠ 0
⇒ {

𝑥 ≠ 0
𝑥 ≠ −1

⇒ 𝐷𝑓 = ℝ− {−1; 0} 

𝑓′(𝑥) =
2𝑥

𝑥2
(𝑥+1)−(1+ln𝑥2)

(𝑥+1)2
⇒ 𝑓′(𝑥) =

𝑥+2−2𝑥 ln𝑥

𝑥(𝑥+1)2
  

7) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + ln (
2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
) 

2𝑥−1

2𝑥+1
> 0 ⇒ 𝐷𝑓 = ]−∞;−

1

2
[ ∪ ]

1

2
; +∞[  
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𝑓′(𝑥) = 1 +

4

(2𝑥+1)2

2𝑥−1

2𝑥+1

= 1 +
4

(2𝑥+1)(2𝑥−1)
⇒ 𝑓′(𝑥) =

4𝑥2+3

4𝑥2−1
    

8) 𝑓(𝑥) = √ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 

{
𝑥 > 0
ln 𝑥 > 0

⇒ {
𝑥 > 0
𝑥 > 1

⇒ 𝐷𝑓 = ]1;+∞[  

𝑓′(𝑥) =

1
𝑥

2√ln 𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
⇒ 𝑓′(𝑥) =

√ln 𝑥

2𝑥 ln 𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
 

 

 

 
 :  10 حل التمرين

 النهايات التالية : حساب

1) lim
𝑥→+∞

𝑥 + ln(2𝑥 + 3) = +∞    

2) lim
𝑥→−∞

ln(𝑥2 + 𝑥 − 2⏟      
→+∞

) = +∞    

3) lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥(ln 𝑥 − 1) = +∞  

4) lim
𝑥
>
→0

1+ln𝑥

𝑥2

→ −∞
→ 0+

= −∞     

5) lim
𝑥→−∞

2𝑥 − 1 + ln(−𝑥) = lim
𝑥→−∞

−𝑥 (−2 +
1

𝑥
+
ln(−𝑥)

−𝑥
) 

= lim
𝑋→+∞

𝑋(−2 −
1

𝑋
+
ln𝑋

𝑋⏟
→0

) = −∞  (𝑋 = −𝑥) 

6) lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥

𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥

𝑥 (1 +
1
𝑥)
= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

1 +
1
𝑥

= +∞  

7) lim
𝑥
>
→0

𝑥+1

𝑥
+ ln 𝑥 = lim

𝑥
>
→0

1

𝑥
(𝑥 + 1 + 𝑥 ln 𝑥⏟  

→0

) = +∞     

8) lim
𝑥→+∞

ln (1 +
1

𝑥
) = 0    

9) lim
𝑥→−∞

𝑥 + ln (
𝑥

𝑥 − 2
)

⏟    
→1

= −∞  



 
444 

 

10) lim
𝑥
>
→2

𝑥 + ln (
𝑥−2

𝑥+2
)⏟  

→0+

= −∞    

11) lim
𝑥
<
→2

𝑥 + ln (
2+𝑥

2−𝑥
)⏟  

→+∞

= +∞    

12) lim
𝑥→−∞

ln |
𝑥 + 1

𝑥2 − 4
|

⏟    
→0+

= −∞  

13) lim
𝑥→+∞

ln (𝑥+2)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥+2

𝑥⏟
→1

×
ln (𝑥+2)

𝑥+2⏟  
→0

= 0     

14) lim
𝑥→+∞

ln (𝑥2+3)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln[𝑥(𝑥+
3

𝑥
)]

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥⏟
→0

+
ln(𝑥+

3

𝑥
)

𝑥⏟  
→0

= 0    

15) lim
𝑥→+∞

ln (𝑥2 + 1)

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 1

𝑥2⏟  
→1

×
ln (𝑥2 + 1)

𝑥2 + 1⏟      
→0

= 0  

16) lim
𝑥→+∞

ln𝑥

(𝑥+1)2
= lim
𝑥→+∞

𝑥

(𝑥+1)2⏟  
→0

×
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

= 0     

17) lim
𝑥
>
→0

√𝑥 ln 𝑥 − √𝑥 = lim
𝑥→0+

√𝑥 ln(√𝑥)
2
− √𝑥 = lim

𝑥→0+
2√𝑥 ln√𝑥 − √𝑥 

= lim
𝑋→0+

2𝑋 ln 𝑋⏟  
→0

− 𝑋 = 0  ; (𝑋 = √𝑥)   

18) lim
𝑥
>
→0

𝑥 ln 𝑥2 − 𝑥 = lim
𝑥→0+

2 𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

− 𝑥 = 0  

19) lim
𝑥
<
→1

(1 − 𝑥) ln(1 − 𝑥) = lim
𝑋→0+

𝑋 ln𝑋⏟  
→0

= 0  ; (𝑋 = 1 − 𝑥)   

20) lim
𝑥→+∞

ln(𝑥2 − 1) − ln (𝑥 + 2) = lim
𝑥→+∞

ln (
𝑥2−1

𝑥+2
)⏟  

→+∞

= +∞   

21) lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 2 − ln(𝑥 − 1) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1) [
𝑥2−2

𝑥−1⏟
→+∞

−
ln(𝑥−1)

𝑥−1⏟  
→+∞

] = +∞   

22) lim
𝑥→+∞

2𝑥−ln𝑥

𝑥+ln𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥(2−
ln𝑥

𝑥
)

𝑥(1+
ln𝑥

𝑥
)
= lim
𝑥→+∞

2−
ln𝑥

𝑥

1+
ln𝑥

𝑥

= 2    

23) lim
𝑥
>
→0

ln (𝑥+1)

𝑥2
= lim
𝑥
>
→0

1

𝑥
×
ln (𝑥+1)

𝑥⏟  
→1

= +∞   
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24) lim
𝑥
>
→0

ln (2𝑥+1)

𝑥
= 2  ; 𝑓(𝑥) = ln(2𝑥 + 1) ; lim

𝑥
>
→0

ln (2𝑥+1)

𝑥
= 𝑓′(0) = 2  

25) lim
𝑥
<
→2

ln (𝑥−1)

𝑥−2
= 1  ; 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 − 1) ; lim

𝑥
<
→2

ln (𝑥−1)

𝑥−2
= 𝑓′(2) = 1  

26) lim
𝑥→+∞

𝑥 ln (1 +
1

𝑥
) = lim

𝑋→0+

1

𝑋
ln(1 + 𝑋) = lim

𝑋→0+

ln(1 + 𝑋)

𝑋
= 1  ; (𝑋 =

1

𝑥
) 

27) lim
𝑥
>
→0
𝑥 ln (1 +

1

𝑥
) = lim

𝑋→+∞

ln(1 + 𝑋)

𝑋
= lim
𝑋→+∞

1 + 𝑋

𝑋⏟  
→1

×
ln(1 + 𝑋)

1 + 𝑋⏟      
→0

= 0  ; (𝑋 =
1

𝑥
) 

28) lim
𝑥
>
→0

ln(1 + 3𝑥 − 𝑥2)

𝑥
= 3  ; 𝑓(𝑥) = ln(1 + 3𝑥 − 𝑥2) ; 

𝑓′(𝑥) =
3−2𝑥

1+3𝑥−𝑥2
; lim
𝑥
>
→0

ln(1+3𝑥−𝑥2)

𝑥
= 𝑓′(0) = 3  

29) lim
𝑥
>
→0

ln(1 + 3𝑥)

√𝑥
= lim
𝑋
>
→0

ln(1 + 3𝑋2)

𝑋
= 0  ; (𝑋 = √𝑥) 

𝑓(𝑋) = ln(1 + 3𝑋2) ; 𝑓′(𝑋) =
6𝑋

1 + 3𝑋2
 ;  lim
𝑋
>
→0

ln(1 + 3𝑋2)

𝑋
= 𝑓′(0)  

30) lim
𝑥
<
→0

𝑥2 + 2𝑥 − 2 ln(1 − 2𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

𝑥 + 2 − 2
ln(1 − 2𝑥)

𝑥
= 6  

𝑓(𝑥) = ln(1 − 2𝑥) ; 𝑓′(𝑥) =
−2

1 − 2𝑥
 ;  lim
𝑥
<
→0

ln(1 − 2𝑥)

𝑥
= 𝑓′(0) = −2 

 

 
 :  01 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧 𝒙 + (𝐥𝐧𝒙)𝟐  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

 f  تغيرات الدالة دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥 (1 + ln 𝑥) = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 = +∞    

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
=
1 + 2 ln 𝑥

𝑥
 

1 + 2 ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≥ −
1

2
⇒ 𝑥 ≥ 𝑒−

1
2 
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𝑥 ∈ ]0; 𝑒−
1
2[ : 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝑒−
1
2; +∞[ : 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 f  جدول تغيرات الدالة

 
 

𝑓 (𝑒−
1
2) = ln 𝑒−

1
2 + (ln 𝑒−

1
2)
2

= −
1

2
+
1

4
= −

1

4
 

 مع حامل محور الفواصل )fC(إحداثيات نقط تقاطع  تعيين .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ ln 𝑥 + (ln 𝑥)2 = 0 ⇒ ln 𝑥 (1 + ln 𝑥) = 0 

⇒ ln 𝑥 = ln أو 0 𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1 = 𝑒−1 

(𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {𝐴(1; 0); 𝐵(𝑒−1; 0)}  

 0عند النقطة التي فاصلتها  )fC(معادلة المماس للمنحنى  تعيين .0

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) ⇒ 𝑦 = 𝑥 − 1  

 )fC(المنحنى  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝒙+𝐥𝐧𝒙

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 + ln 𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + ln 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

1 +
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

= 1    

𝑓′(𝑥) =
𝑥 (1 +

1
𝑥) −

(𝑥 + ln 𝑥)

𝑥2
=
1 − ln 𝑥

𝑥2
 

1 − ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑒 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒[: 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝑒;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 f  جدول تغيرات الدالة

 
 

𝑓(𝑒) =
𝑒 + 1

𝑒
≈ 1,37 

 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  ةباكت .0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 =   مستقيم مقارب عمودي 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1 ⇒ 𝑦 =     مستقيم مقارب أفقي 1

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = [في المجال  αتقبل حلا وحيدا  𝟎
𝟏

𝟐
; 𝟏[ 
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𝑓 (
1

2
) ≈ −0,39  ،𝑓(1) = [مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓. الدالة 1

1

2
; 1[        

𝑓 (
1

2
) × 𝑓(1) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 = في المجال  αتقبل حلا وحيدا  0

]
1

2
;  حسب مبرهنة القيم المتوسطة. ]1

 )fC(المنحنى  رسم .0

 
 

 
 

 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) = (𝐥𝐧 𝒙)𝟐 − 𝐥𝐧𝒙 − 𝟐  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 2 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 2 = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 (ln 𝑥 − 1 −
2

ln 𝑥
)

= +∞    

𝑓′(𝑥) =
2 ln 𝑥

𝑥
−
1

𝑥
=
2 ln 𝑥 − 1

𝑥
 

2 ln 𝑥 − 1 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≥
1

2
⇒ 𝑥 ≥ 𝑒

1
2 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒
1
2[ : 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝑒
1
2; +∞[ : 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 f  جدول تغيرات الدالة

 

 
 

𝑓 (𝑒
1
2) = (ln 𝑒

1
2)
2

− ln 𝑒
1
2 − 2 =

1

4
−
1

2
− 2 = −

9

4
 

 مع محوري الإحداثيات )fC(لمنحنى نقط تقاطع ا تعيين .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (ln 𝑥)2 − ln 𝑥 − 2 = 0 ⇒ (ln 𝑥 + 1)(ln 𝑥 − 2) = 0 

⇒ ln 𝑥 = ln أو 1− 𝑥 = 2 ⇒ 𝑥 = 𝑒−1 أو 𝑥 = 𝑒2 

(𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {𝐴(𝑒−1; 0); 𝐵(𝑒2; 0)}  

  )fC(الفروع اللانهائية للمنحنى  دراسة .0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

(ln 𝑥)2

𝑥
−
ln 𝑥

𝑥
−
2

𝑥
= 0 

 باتجاه محور الفواصلقطع مكافئ  فرع )fC(لمنحنى منه، يقبل ا

 

 )fC(المنحنى  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟏+𝐥𝐧 (𝒙𝟐)

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ℝ∗  

 fشفعية الدالة  دراسة .0

𝑓(−𝑥) =
1 + ln[(−𝑥)2]

−𝑥
= −

1 + ln(𝑥2)

𝑥
= −𝑓(𝑥) 

𝐷𝑓  ومن أجل كل 0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥 ∈ 𝐷𝑓  :𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)  منه ،

 فردية fالدالة 

 ]∞+;𝟎[على المجال  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 + ln (𝑥2)

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + ln (𝑥2)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥⏟  
→0

= 0    

𝑓′(𝑥) =
𝑥 (
2𝑥
𝑥2
) − (1 + ln (𝑥2))

𝑥2
=
1 − ln 𝑥2

𝑥2
 

1 − ln 𝑥2 ≥ 0 ⇒ 2 ln 𝑥 ≤ 1 ⇒ ln 𝑥 ≤
1

2
⇒ 𝑥 ≤ 𝑒

1
2 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒
1
2[ : 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝑒
1
2; +∞[ : 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 f  جدول تغيرات الدالة

 

 
 

𝑓 (𝑒
1
2) =

1 + ln (𝑒
1
2)
2

𝑒
1
2

=
1 + 1

𝑒
1
2

= 2𝑒−
1
2 ≈ 1,2 
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 )fC(لمنحنى لمعادلات المستقيمات المقاربة  ةباكت .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 =   مستقيم مقارب عمودي 0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑦 =     مستقيم مقارب أفقي 0

 مع محوري الإحداثيات )fC(لمنحنى نقط تقاطع ا تعيين .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒
1 + ln (𝑥2)

𝑥
= 0 ⇒ 1 + ln (𝑥2) = 0 

⇒ ln 𝑥2 = −1 ⇒ 𝑥2 = 𝑒−1 ⇒ 𝑥 = √𝑒−1 أو 𝑥 = −√𝑒−1 

(𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {𝐴 (√𝑒−1; 0) ; 𝐵(−√𝑒−1; 0)}  

 )fC(المنحنى  رسم .0

 

 
 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟐 + 𝐥𝐧 |
𝒙

𝒙+𝟐
|  ،𝑫𝒇 = ℝ∗ − {−𝟐}  

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 2 + ln (

𝑥

𝑥 + 2
) ; 𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]0;+∞[

𝑥 + 2 + ln (−
𝑥

𝑥 + 2
) ; 𝑥 ∈ ]−2; 0[

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 2 + ln (
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟    
→1

= −∞    

lim
𝑥
<
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−2

𝑥 + 2 + ln (
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟    
→+∞

= +∞   



 
444 

 

lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

𝑥 + 2 + ln (−
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟      
→+∞

= +∞   

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑥 + 2 + ln (−
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟      
→0+

= −∞   

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 2 + ln (
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟    
→0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 2 + ln (
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟    
→1

= +∞    

𝑓′(𝑥) =

{
  
 

  
 
1 +

2
(𝑥 + 2)2

𝑥
𝑥 + 2

=
𝑥2 + 2𝑥 + 2

𝑥(𝑥 + 2)
 ; 𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]0;+∞[

1 +
−

2
(𝑥 + 2)2

−
𝑥

𝑥 + 2

=
𝑥2 + 2𝑥 + 2

𝑥(𝑥 + 2)
 ; 𝑥 ∈ ]−2; 0[

 

𝑥2بما أنّ  + 2𝑥 + 2 > 𝑥(𝑥هي نفس إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  0 + 2) 

𝑥 ∈ ]−∞;−2[ ∪ ]0;+∞[: 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]−2; 0[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
 يطُلب إعطاء معادلته )∆(يقبل مستقيما مقاربا مائلا  )fC(أنّ المنحنى  بيان .0

lim
|𝑥|→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 2)] = lim
|𝑥|→+∞

ln (
𝑥

𝑥 + 2
)

⏟    
→1

= 0    

𝑦:  معادلته )∆(مستقيما مقاربا مائلا  )fC(المنحنى منه ، يقبل  = 𝑥 + 2 

  )∆(مع المستقيم  )fC(لمنحنى تقاطع ا 𝝎النقطة  تعيين .0

𝜔(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐶𝑓) ∩ (∆) ⇒ 𝑥 + 2 + ln |
𝑥

𝑥 + 2
| = 𝑥 + 2 ⇒ ln |

𝑥

𝑥 + 2
| = 0 
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⇒ |
𝑥

𝑥 + 2
| = 1 ⇒

𝑥

𝑥 + 2
=  أو (مستحيل)1

𝑥

𝑥 + 2
= −1 ⇒ 𝑥 = −𝑥 − 2 

⇒ 𝑥 = −1 ; 𝑦 = 1 ⇒ 𝜔(−1; 1) 

 )fC(مركز تناظر لـ  𝝎النقطة  أنّ  إثبات

 ، يكفي أن نثبت : )fC(مركز تناظر لـ  𝜔النقطة  ثببا  أنّ لإ

  من أجل كل𝑥 ∈ 𝐷𝑓  ،(−2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

 𝑓(−2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ 𝑥 ∉ {−2; 0} ⇒ −𝑥 ∉ {2; 0} ⇒ −2 − 𝑥 ∉ {−2; 0} ⇒ (−2 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓 

𝑓(−2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = −2 − 𝑥 + 2 + ln |
−2 − 𝑥

−2 − 𝑥 + 2
| + 𝑥 + 2 + ln |

𝑥

𝑥 + 2
| 

𝑓(−2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 + ln |
−2 − 𝑥

−𝑥
| + ln |

𝑥

𝑥 + 2
| = 2 + ln |

𝑥 + 2

𝑥
| + ln |

𝑥

𝑥 + 2
| 

𝑓(−2 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 2 + ln |(
𝑥 + 2

𝑥
) (

𝑥

𝑥 + 2
)|

⏟          
1

= 2 

 )fC(مركز تناظر لـ  𝜔النقطة منه ، 

; 𝒇(−𝟒) حساب .0 𝒇(−𝟑) ; 𝒇(−
𝟓

𝟐
)  

𝑓(−4) = −2 + ln 2 ≈ −1,3 ; 𝑓(−3) = −1 + ln 3 ≈ 0,1 ; 𝑓 (−
5

2
) = −

1

2
+ ln 5 ≈ 1,1 

 )fC(المنحنى  رسم
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 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝟐
𝒙𝟐 − 𝒙 + 𝐥𝐧|𝒙 + 𝟏|  ،𝑫𝒇 = ℝ− {−𝟏}  

 )fC(لمنحنى والفروع اللانهائية ل fتغيرات الدالة  دراسة .0

𝑓(𝑥) = {

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln(−𝑥 − 1) ; 𝑥 ∈ ]−∞;−1[

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln(𝑥 + 1) ; 𝑥 ∈ ]−1;+∞[

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln(−𝑥 − 1) = +∞    

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln (−𝑥 − 1)⏟      

→0+

= −∞   

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln (𝑥 + 1)⏟    

→0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

2
𝑥2 − 𝑥 + ln(𝑥 + 1) = +∞    

𝑓′(𝑥) =

{
 

 𝑥 − 1 +
−1

−𝑥 − 1
= 𝑥 − 1 +

1

𝑥 + 1
=

𝑥2

𝑥 + 1
 ; 𝑥 ∈ ]−∞;−1[

𝑥 − 1 +
1

𝑥 + 1
=

𝑥2

𝑥 + 1
 ; 𝑥 ∈ ]−1;+∞[

 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]−1;+∞[: 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة 

 
 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→−∞

1

2
𝑥 − 1 +

ln(−𝑥 − 1)

𝑥⏟      
→0

= −∞    
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

1

2
𝑥 − 1 +

ln(𝑥 + 1)

𝑥⏟      
→0

= +∞    

 فرع قطع مكافئ باتجاه محور التراتيب )fC(لمنحنى امنه، يقبل 

 يطُلب تعيين إحداثييها )fC(لمنحنى ن أنّه توجد نقطتا انعطاف لابره .0

𝑓"(𝑥) =
2𝑥(𝑥 + 1) − 𝑥2

(𝑥 + 1)2
=
𝑥(𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)2
 

𝑓"(𝑥) = 0 ⇒
𝑥(𝑥 + 2)

(𝑥 + 1)2
= 0 ⇒ 𝑥(𝑥 + 2) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 0 = −2 

;𝑂(0: هما نقطتي انعطاف )fC(لمنحنى ا، يقبل منه ;𝐴(−2و  (0 4) 

 نقطتي الانعطافعند  )fC(د معادلة كل من المماسين للمنحنى اجإي .0

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (∆): 𝑦 = 0  

𝑦 = 𝑓′(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓(−2) = −4(𝑥 + 2) + 4 ⇒ (∆′): 𝑦 = −4𝑥 − 4  

 )fC(المماسين والمنحنى  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥3 − 1 + 2 ln 𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 1 + 2 ln 𝑥 = +∞    

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 +
2

𝑥
=
3𝑥3 + 2

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
 

 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاجو 𝒈(𝟏) حساب .0

𝑔(1) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; 1[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [1;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

-II 𝑓(𝑥) = 𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2
  ،𝐷𝑓 = ]0;+∞[ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2
→ −∞
→ 0+

= +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2⏟
→0

= +∞    

𝑓′(𝑥) = 1 −

1
𝑥
(𝑥2) − 2𝑥 ln 𝑥

𝑥4
=
𝑥3 − 1 + 2 ln 𝑥

𝑥3
=
𝑔(𝑥)

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[: 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[: 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 f  جدول تغيرات الدالة
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𝒚ذي المعادلة :  )∆(أنّ المستقيم  بيان .0 = 𝒙 لمنحنى مقارب مائل ل)fC(  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−
ln 𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ (∆): 𝑦 = 𝑥 مستقيم مقارب مائل   

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(الوضع النسبي للمنحنى  دراسة .0

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −
ln 𝑥

𝑥2
  

𝑥 ∈ ]0; 1[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

𝑥 ∈ [1; +∞[: ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 ≤ 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑 + 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[  

  gتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

2𝑥2 − 3 + ln 𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥2 − 3 + ln 𝑥 = +∞    

𝑔′(𝑥) = 4𝑥 +
1

𝑥
=
4𝑥2 + 1

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
 

𝑔(𝑥)أنّ المعادلة  بيان .2 = ;1[في المجال  αتقبل حلا وحيدا  0
3

2
[ 

𝑔(1) = −1   ،𝑔 (
3

2
) ≈ ;1[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة . 1,9

3

2
[                 

𝑔(1)و  × 𝑔 (
3

2
) < 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0

]1;
3

2
 حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]

 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑔(α) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; α[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]α;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 

-II 𝑓(𝑥) =
2

𝑥
−
ln 𝑥

𝑥
+ 2𝑥 − 5  ،𝐷𝑓 = ]0;+∞[  

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

2

𝑥⏟
→+∞

−
ln 𝑥

𝑥⏟
→−∞

+ 2𝑥 − 5 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2

𝑥⏟
→0

−
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

+ 2𝑥 − 5 = +∞    
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𝑓′(𝑥) = −
2

𝑥2
−

1
𝑥
(𝑥) − ln 𝑥

𝑥2
+ 2 =

2𝑥2 − 3 + ln 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

𝑥 ∈ ]0; α[: 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [α;+∞[: 𝑔(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 f  جدول تغيرات الدالة

 
 

𝒚ذي المعادلة :  )∆(أنّ المستقيم  بيان .0 = 𝟐𝒙 −   )fC(لمنحنى مقارب مائل ل 𝟓

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (2𝑥 − 5) = lim
𝑥→+∞

2

𝑥⏟
→0

−
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

= 0 

𝑦:  ذي المعادلة )∆(المستقيم منه،  = 2𝑥 −  )fC(لمنحنى مقارب مائل ل 5
 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝒙𝟐 − 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[  

  gتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 − 𝑥2 − ln 𝑥 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥2 − ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
1

𝑥
− 𝑥 −

ln 𝑥

𝑥
) = −∞    

𝑔′(𝑥) = −2𝑥 −
1

𝑥
=
−2𝑥2 − 1

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 

 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاجو 𝒈(𝟏) حساب .0

𝑔(1) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; 1[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ;  

𝑥 ∈ [1; +∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-II 𝑓(𝑥) = 3 − 𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
  ،𝐷𝑓 = ]0;+∞[ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

3 − 𝑥 +
ln 𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

3 − 𝑥 +
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

= −∞    

𝑓′(𝑥) = −1 +

1
𝑥
(𝑥) − ln 𝑥

𝑥2
=
−𝑥2 + 1 − ln 𝑥

𝑥3
=
𝑔(𝑥)

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[: 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[: 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 f  جدول تغيرات الدالة
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 مقاربا مائلا يطُلب تعيين معادلتهيقبل مستقيما  )fC(أنّ المنحنى  بيان .0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (3 − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 ⇒ 𝑦 = 3 − 𝑥 مستقيم مقارب مائل   

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  دراسة .0

𝑓(𝑥) − (3 − 𝑥) =
ln 𝑥

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (3 − 𝑥) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

𝑥 ∈ [1; +∞[: ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (3 − 𝑥) ≥ 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

حيث :  𝒙𝟏و  𝒙𝟎يقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما  )fC(أنّ المنحنى  بيان .0

𝟏

𝟒
< 𝒙𝟎 < 𝟑و       𝟏 < 𝒙𝟏 < 𝟒 

𝑓(1) = 2   ،𝑓 (
1

4
) ≈ −2,8  ،𝑓(3) ≈ 0,37   ،𝑓(4) ≈ −0,65. 

[ ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة 
1

4
; ;3[و  ]1 4[ ، 𝑓 (

1

4
) × 𝑓(1) < 0 

𝑓(3)و  × 𝑓(4) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه 0 =             حيث : 𝑥1و  𝑥0  ينتقبل حل 0
1

4
< 𝑥0 < 3و   1 < 𝑥1 <  حسب مبرهنة القيم المتوسطة 4

 )fC(المنحنى و )∆(المستقيم  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) = 𝒂 𝐥𝐧(𝟑 + 𝒙) + 𝒃 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) − 𝟐  ،𝑫𝒇 = ]−𝟑; 𝟏[ 

b  :𝒇′(𝒙)و   aعددين الحقيقيين ال تعيين =
𝒂

𝟑+𝒙
−

𝒃

𝟏−𝒙
 

{
𝑓(0) = −2 + 3 ln 3

𝑓′(0) = 0
⇒ {
𝑎 ln 3 − 2 = −2 + 3 ln 3

𝑎

3
− 𝑏 = 0

⇒ {
𝑎 = 3
𝑏 = 1

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝟑 𝐥𝐧(𝟑 + 𝒙) + 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒙) − 𝟐  ،𝑫𝒇 = ]−𝟑; 𝟏[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.       .0
𝒙
>
→−𝟑

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
<
→𝟏

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→−3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−3

3 ln (3 + 𝑥)⏟    
→0+

+ ln(1 − 𝑥) − 2 = −∞  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

3 ln(3 + 𝑥) + ln (1 − 𝑥)⏟    
→0+

− 2 = −∞  

 يطُلب كتابة معادلتيهمامقاربين يقبل مستقيمين  )fC(أنّ المنحنى  استنتاج

lim
𝑥
>
→−3

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ (∆): 𝑥 =  مستقيم مقارب عمودي 3−

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ (∆′): 𝑥 =  مستقيم مقارب عمودي 1

  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .ب

𝑓′(𝑥) =
3

3 + 𝑥
−

1

1 − 𝑥
=
3(1 − 𝑥) − (3 + 𝑥)

(1 − 𝑥)(3 + 𝑥)
=

−4𝑥

(1 − 𝑥)(3 + 𝑥)
 

;3−[بما أنّ المقام موجب دوما على المجال   𝑥عكس إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  ]1

𝑥 ∈ ]−3; 0[: 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [0; 1[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 f  جدول تغيرات الدالة

 
 

 نقطة انعطاف ل )fC(المنحنى  دراسة قابلية .ج
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𝑓′′(𝑥) =
−3

(3 + 𝑥)2
−

1

(1 − 𝑥)2
=
−3(1 − 𝑥)2 − (3 + 𝑥)2

(3 + 𝑥)2(1 − 𝑥)2
=

−4𝑥2 − 12

(3 + 𝑥)2(1 − 𝑥)2
 

𝑓′′(𝑥)بما أنّ  <  نقطة انعطافلا يقبل  )fC(المنحنى ، فإنّ  0

 𝒙𝟎عند النقطة التي فاصلتها  )fC(للمنحنى  )T( كتابة معادلة المماس .0

𝑓′(𝑥0) = 1 ⇒
−4𝑥0

(1 − 𝑥0)(3 + 𝑥0)
= 1 ⇒ −4𝑥0 = (1 − 𝑥0)(3 + 𝑥0) 

⇒ 𝑥0
2 − 2𝑥0 − 3 = 0 ⇒ 𝑥0 = −1 𝑥0 أو  =  (مرفوضة)3

𝑦 = 𝑓′(−1)(𝑥 + 1) + 𝑓(−1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1 + 4 ln 2  

 

  𝜷و  𝜶يقطع محور الفواصل في نقطتين فاصلتيهما  )fC(أنّ المنحنى  بيانأ.         .0

𝑓(−2) ≈ −0,9   ،𝑓(−1) ≈ 0,8  ،𝑓(0,5) ≈ 1   ،𝑓(0,9) ≈ −0,2. 

;0,5[و  ]1−;2−[مستمرة ورتيبة على كل من المجالين  𝑓الدالة  0,9[ ،            

𝑓(−2) × 𝑓(−1) < 𝑓(0,9)و  0 × 𝑓(0,5) < 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه 0 = تقبل  0

2− حيث  𝛽و  𝛼حلين  < 𝛼 < 0,5و   1− < 𝛽 <  حسب مبرهنة القيم المتوسطة 1

 )fC(المنحنى و )T(المماس  رسم .ب
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𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة : ل ةجبريال مناقشةال .0 = 𝟐 𝐥𝐧(𝟑 + 𝒙) − 𝟐 + 𝐥𝐧𝒎  

𝑓(𝑥) = 2 ln(3 + 𝑥) − 2 + ln𝑚 ⇒ ln𝑚 = ln(3 + 𝑥) + ln (1 − 𝑥) 

⇒ 𝑚 = (3 + 𝑥)(1 − 𝑥) ⇒ 𝑥2 + 2𝑥 +𝑚 − 3 = 0 

∆′= 1 − (𝑚 − 3) = 4 −𝑚 

 4 −𝑚 < 0 ⇒ 𝑚 > 4 ∶  المعادلة لا تقبل حلولا

 4 −𝑚 = 0 ⇒ 𝑚 = 4 ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا

 4 −𝑚 > 0 ⇒ 0 < 𝑚 < 4 ∶  المعادلة تقبل حلين

 
 :  01 التمرين حل

 : تعيينبقراءة بيانية ،  .0

𝐥𝐢𝐦 .أ
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  ; lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞  

 ]∞+;𝟎]على المجال  gو   fاتجاه تغيّر كل من  .ب

;0]على المجال متناقصة  𝑔الدالة  متزايدة و 𝑓الدالة  +∞[ 

 ]∞+;𝟎]على المجال  𝒈(𝒙)و  𝒇(𝒙)إشارة كل من  .ج

𝑓(𝑥)فإنّ  ،فوق محور الفواصل  )fC(لمنحنى أنّ ابما  ≥ ، وبما أنّ  0

𝑔(𝑥)تحت محور الفواصل ، فإنّ  )gC(لمنحنى ا ≤ 0 

0. 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − 𝒙 +
𝒙𝟐

𝟐
  ،𝒈(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − 𝒙 𝑫 = [𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .أ
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 + 1) − 𝑥 (1 −
𝑥

2
) = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) [
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1⏟      
→0

−
𝑥

𝑥 + 1⏟  
→1

] = −∞  

 ]∞+;𝟎]على المجال  gو   fاتجاه تغيرّ كل من  دراسة .ب

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥 + 1
− 1 + 𝑥 =

1 + (𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
=

𝑥2

𝑥 + 1
 

𝑔′(𝑥) =
1

𝑥 + 1
− 1 =

1 − (𝑥 + 1)

𝑥 + 1
=
−𝑥

𝑥 + 1
 

𝑓′(𝑥)لدينا  ≥ ;0]متزايدة على المجال   𝑓، منه الدالة   0 +∞[   ،

𝑔′(𝑥) و ≤ ;0]متناقصة على المجال  𝑔، منه الدالة  0 +∞[ 
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;𝟎]على المجال  gو   fكل من إشارة  استنتاج .ج +∞[ 

𝑓(0)متزايدة ،  𝑓لدينا : الدالة  = lim و  0
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)منه ، ∞+ ≥ 0 

𝑔(0)متناقصة ،  𝑔الدالة        = lim و  0
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)منه ، ∞− ≤ 0 

𝒙موجب فإنّ :  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  استنتاج .0 −
𝒙𝟐

𝟐
≤ 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) ≤ 𝒙 

{
𝑓(𝑥) ≥ 0

𝑔(𝑥) ≤ 0
⇒ {ln(𝑥 + 1) − 𝑥 +

𝑥2

2
≥ 0

ln(𝑥 + 1) − 𝑥 ≤ 0

⇒ {ln(𝑥 + 1) ≥ 𝑥 −
𝑥2

2
ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥

 

⇒ 𝑥 −
𝑥2

2
≤ ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥  

,𝐥𝐧(𝟏بالزيادة للعدد  𝟑−𝟏𝟎القيمة التقريبية إلى  استنتاج .0 𝟏) 

ln(1,1) = ln(0,1 + 1) ⇒ 0,1 −
0,12

2
≤ ln(1,1) ≤ 0,1 ⇒ ln(1,1) ≈ 0,095 

 

 
 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) =
𝟐𝒆−𝒙

𝒙
− 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

2𝑒 − 𝑥

𝑥⏟  
→+∞

− ln 𝑥⏟
→−∞

= +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑒 − 𝑥

𝑥⏟  
→−1

− ln 𝑥⏟
→+∞

= −∞    

𝑔′(𝑥) =
−𝑥 − (2𝑒 − 𝑥)

𝑥2
−
1

𝑥
=
−2𝑒 − 𝑥

𝑥2
 ; 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة
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 𝒈(𝒙)واستنتاج إشارة  𝒈(𝒆)حساب  .0

𝑔(𝑒) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; 𝑒[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ [𝑒;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-II 𝒇(𝒙) = (𝟐𝒆 − |𝒙|)(𝐥𝐧|𝒙|)  ،𝑫𝒇 = ℝ∗ 

 زوجية fن أنّ الدالة ابره .0

𝑥، ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑓لدينا  ∈ 𝐷𝑓  : 

𝑓(−𝑥) = (2𝑒 − |−𝑥|)(ln|−𝑥|) = (2𝑒 − |𝑥|)(ln|𝑥|) = 𝑓(𝑥) 

 .زوجية fالدالة منه ، 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

;0[، نقتصر دراستها على المجال  زوجية fالدالة بما أنّ  لمنحنى ا، ثبمّ نستنتج رسم  ]∞+

)fC(  على المجال]−∞;  بالتناظر المحوري ]0

𝑥 ∈ ]0; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) = (2𝑒 − 𝑥) ln(𝑥)  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(2𝑒 − 𝑥)⏟    
→2𝑒

ln(𝑥)⏟  
→−∞

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(2𝑒 − 𝑥)⏟    
→−∞

ln(𝑥)⏟  
→+∞

= −∞    

𝑓′(𝑥) = − ln(𝑥) +
2𝑒 − 𝑥

𝑥
= 𝑔(𝑥)  

𝑥 ∈ ]0; 𝑒[: 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [𝑒;+∞[: 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 f  جدول تغيرات الدالة

 
 

 مع حامل محور الفواصل )fC(لمنحنى إحداثيات نقط تقاطع ا تعيين .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (2𝑒 − 𝑥) ln(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 2𝑒 أو 𝑥 = 1 

(𝐶𝑓) ∩ (𝑥𝑥′) = {𝐴(2𝑒; 0); 𝐵(1; 0); 𝐴′(−2𝑒; 0); 𝐵′(−1; 0)}  
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 )fC(المنحنى  رسم .0

 

 
 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) = −
𝟏

𝟐
𝒙 + 𝐥𝐧 |

𝒙−𝟏

𝒙
|  ،𝑫𝒇 = ℝ− {𝟎 ; 𝟏} 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

𝑓(𝑥) = {
−
1

2
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥
) ; 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]1;+∞[

−
1

2
𝑥 + ln (

1 − 𝑥

𝑥
) ; 𝑥 ∈ ]0; 1[

 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−
1

2
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥
)

⏟    
→1⏟      
→0

= +∞    

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

−
1

2
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥
)

⏟    
→+∞⏟      
→+∞

= +∞   

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

−
1

2
𝑥 + ln (

1 − 𝑥

𝑥
)

⏟    
→+∞⏟      
→+∞

= +∞   
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lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

−
1

2
𝑥 + ln (

1 − 𝑥

𝑥
)

⏟    
→0+⏟      

→−∞

= −∞   

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

−
1

2
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥
)

⏟    
→0+⏟      

→−∞

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−
1

2
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥
)

⏟    
→1⏟      
→0

= −∞    

𝑥من أجل  ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]1;+∞[ 

𝑓′(𝑥) = −
1

2
+

1
𝑥2

𝑥 − 1
𝑥

= −
1

2
+

1

𝑥(𝑥 − 1)
=
−𝑥2 + 𝑥 + 2

2𝑥(𝑥 − 1)
 

𝑥من أجل  ∈ ]0; 1[ 

𝑓′(𝑥) = −
1

2
+
−
1
𝑥2

1 − 𝑥
𝑥

= −
1

2
+

1

𝑥(𝑥 − 1)
=
−𝑥2 + 𝑥 + 2

2𝑥(𝑥 − 1)
 

−𝑥2 + 𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو 1− = 2 

 

𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]0; 1[ ∪ ]2;+∞[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [−1; 0[ ∪ ]1; 2]: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة 
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:(𝒅)أنّ  بيان .0 𝒚 = −
𝟏

𝟐
𝒙 لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل)fC(  

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) +
1

2
𝑥 = lim

|𝑥|→+∞
ln (
𝑥 − 1

𝑥
)

⏟    
→1⏟      
→0

= 0    

:(𝑑)منه،  𝑦 = −
1

2
𝑥 لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل)fC( 

 (𝒅)بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  دراسة .0

𝑓(𝑥) +
1

2
𝑥 = ln |

𝑥 − 1

𝑥
| 

ln |
𝑥 − 1

𝑥
| = 0 ⇒ |

𝑥 − 1

𝑥
| = 1 ⇒

𝑥 − 1

𝑥
=  أو (مستحيل)1

𝑥 − 1

𝑥
= −1 

⇒ 𝑥 − 1 = −𝑥 ⇒ 2𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 =
1

2
 

𝑥 ∈ ]
1

2
; 1[ ∪ ]1;+∞[ ⇒ |

𝑥 − 1

𝑥
| < 1 ⇒ ln |

𝑥 − 1

𝑥
| < 0 ⇒ (𝑑) تحت (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]0;
1

2
[ ⇒ |

𝑥 − 1

𝑥
| > 1 ⇒ ln |

𝑥 − 1

𝑥
| > 0 ⇒ (𝑑) فوق (𝐶𝑓) 

)عند النقطة  (𝑑)والمستقيم  )fC(المنحنى يتقاطع 
1

2
; −

1

4
) 

𝑰ن أنّ النقطة ابره .0 (
𝟏

𝟐
; −

𝟏

𝟒
  )fC(هي مركز تناظر للمنحنى  (

𝐼 (
1

2
; −

1

4
}يعني :  )fC( لـمركز تناظر  (

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ (1 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓

𝑓(1 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = −
1

2

 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ {
𝑥 ≠ 0
𝑥 ≠ 1

⇒ {
−𝑥 ≠ 0
−𝑥 ≠ −1

⇒ {
1 − 𝑥 ≠ 1
1 − 𝑥 ≠ 0

⇒ (1 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓  

𝑓(1 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = −
1

2
(1 − 𝑥) + ln |

1 − 𝑥 − 1

1 − 𝑥
| −
1

2
𝑥 + ln |

𝑥 − 1

𝑥
| 

= −
1

2
+ ln |

−𝑥

1 − 𝑥
| + ln |

𝑥 − 1

𝑥
| = −

1

2
+ ln |

𝑥

𝑥 − 1
| + ln |

𝑥 − 1

𝑥
| 

= −
1

2
+ ln |(

𝑥

𝑥 − 1
) (
𝑥 − 1

𝑥
)| = −

1

2
+ ln 1 = −

1

2
 

𝐼النقطة منه،  (
1

2
; −

1

4
 )fC(هي مركز تناظر للمنحنى  (
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 معادلة المماس عند هذه النقطة ةباكت

𝑦 = 𝑓′ (
1

2
) (𝑥 −

1

2
) + 𝑓 (

1

2
) = −

9

2
(𝑥 −

1

2
) −

1

4
⇒ 𝑦 = −

9

2
𝑥 + 2  

  )fC(المنحنى  رسم .5

 

𝒇(𝒙)عدد وإشارة حلول المعادلة : ل ةبيانيال مناقشةال .0 = −
𝟏

𝟐
𝒙 +𝒎 

 (𝑑)مع المستقيما  الموازية للمستقيم  )fC(ندرس تقاطع المنحنى 

 𝑚 ∈ ]−∞;  : تقبل المعادلة حلين موجبين ]0

 𝑚 =  : تقبل المعادلة حلا وحيدا موجبا 0

 𝑚 ∈  سالباحلا موجبا وآخر : تقبل المعادلة  ]∞+;0[

 

 
 :  00 حل التمرين

-I  ليكن كثير الحدود𝑃(𝑥)  : المعرّف كما يلي𝑃(𝑥) = 3𝑥3 − 𝑥 − 2 

 𝑷(𝒙)ل يحلوت 𝑷(𝟏) حساب .0

𝑃(1) = 0 ⇒ 𝑃(𝑥) = (𝑥 − 1)(3𝑥2 + 3𝑥 + 2) 

 𝑷(𝒙)كثير الحدود إشارة  استنتاج .0

3𝑥2بما أنّ  + 3𝑥 + 2 > 𝑥)من إشارة  𝑃(𝑥)، فإنّ إشارة  0 −  ، منه: (1

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑃(𝑥) < 0; 𝑥 ∈ [1;+∞[ ∶ 𝑃(𝑥) ≥ 0    

-II 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟑 − 𝒙 + 𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[  

  𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥3 − 𝑥 + 1 − 2 ln 𝑥 = +∞   
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 − 𝑥 + 1 − 2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (𝑥2 − 1 +
1

𝑥
− 2

ln 𝑥

𝑥⏟
→0

)

= +∞    

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 1 −
2

𝑥
=
3𝑥3 − 𝑥 − 2

𝑥
=
𝑃(𝑥)

𝑥
  

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑃(𝑥) < 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑃(𝑥) ≥ 0 ⇒ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒     الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑔(𝑥)، نستنتج أنّ  𝑔 جدول تغيرا  الدالةمن  > 0 

-III 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 +
𝒙+𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
  ، 𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 1 +
𝑥 + ln 𝑥

𝑥2
→ −∞
→ 0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1 +
𝑥 + ln 𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1 +
1

𝑥
+
ln 𝑥

𝑥2⏟
→0

= +∞    

𝑓′(𝑥) = 1 +
𝑥2 (1 +

1
𝑥) − 2𝑥

(𝑥 + ln 𝑥)

𝑥4
= 1 +

𝑥 + 1 − 2𝑥 − 2 ln 𝑥

𝑥3
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥3 − 𝑥 + 1 − 2 ln 𝑥

𝑥3
=
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

𝑔(𝑥)بما أنّ  > 𝑓′(𝑥)، فإنّ  0 > ;0[متزايدة تماما على  𝑓، منه الدالة  0 +∞[ 
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 𝒇 الدالةجدول تغيرات 

 
:(𝒅): أنّ  بيان .0 𝒚 = 𝒙 +   )fC(لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل 𝟏

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + ln 𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
+
ln 𝑥

𝑥2⏟
→0

= 0    

:(𝑑)منه،  𝑦 = 𝑥 +  )fC(لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل 1
حيث :  𝜶في نقطة وحيدة فاصلتها  )fC(يقطع المنحنى  (𝒅)أنّ المستقيم  بيان .0

𝟎, 𝟓𝟔 < 𝜶 < 𝟎, 𝟓𝟕   

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1) ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = 0 ⇒
𝑥 + ln 𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ 𝑥 + ln 𝑥 = 0 

;0[الدالة المعرّفة على  ℎلتكن  ℎ(𝑥)بـ :  ]∞+ = 𝑥 + ln 𝑥  : منه ،ℎ′(𝑥) = 1 +
1

𝑥
 

;0[مستمرة ومتزايدة تماما على  ℎالدالة      ⏟ℎ(0,56) و ]∞+
−0,02

× ℎ(0,57)⏟    
0,008

< ، منه تقبل  0

ℎ(𝑥)المعادلة  = 0,56حيث :  𝛼حلا وحيدا  0 < 𝛼 < حسب مبرهنة القيم المتوسطة  0,57

 𝛼في نقطة وحيدة فاصلتها  )fC(يقطع المنحنى  (𝑑)أنّ المستقيم ومنه نستنتج 

    (𝑑)بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  استنتاج

𝑥 ∈ ]0; 𝛼[: ℎ(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) < 0 ⇒ (𝑑) تحت (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[: ℎ(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) > 0 ⇒ (𝑑) فوق (𝐶𝑓) 

;𝛼)عند النقطة  (𝑑)والمستقيم  )fC(المنحنى يتقاطع  𝛼 + 1) 

 )fC(المنحنى  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝒙 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟐)  ،𝑫𝒇 = ]−𝟐;+∞[  

 𝒇"(𝒙)و  𝒇′(𝒙) حساب .0

𝑓′(𝑥) = ln(𝑥 + 2) +
𝑥

𝑥 + 2
 ; 𝑓′′(𝑥) =

1

𝑥 + 2
+

2

(𝑥 + 2)2
=

𝑥 + 4

(𝑥 + 2)2
 

 ′𝒇اتجاه تغير الدالة  دراسة، ثمّ  𝒇"(𝒙)إشارة  تعيين .0

𝑥بما أنّ  > 𝑓′′(𝑥)فإنّ  2− >  ]∞+;2−[متزايدة تماما على  ′𝑓الدالة ، منه  0

𝒇′(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = ,𝟎−[في المجال  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟔;−𝟎, 𝟓[  

      ⏟𝑓′(−0,6)و  ]0,5−;0,6−[مستمرة ورتيبة على  ′𝑓الدالة 
−0,09

× 𝑓′(−0,5)⏟      
0,07

< 0  ،

𝑓′(𝑥)منه تقبل المعادلة  = حسب  ]0,5−;0,6−[في المجال  𝛼حلا وحيدا  0

 مبرهنة القيم المتوسطة.

 𝒇′(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥 ∈ ]−2; 𝛼[: 𝑓′(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ [𝛼;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 

   fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

1 + 𝑥 ln(𝑥 + 2) = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + 𝑥 ln(𝑥 + 2) = +∞    

𝑥 ∈ ]−2; 𝛼[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼;+∞[: 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 f  جدول تغيرات الدالة

 

𝒇(𝛂)أنّ  بيان .0 =
−𝜶𝟐+𝜶+𝟐

𝛂+𝟐
 

𝑓′(α) = 0 ⇒ ln(α+ 2) +
α

α+ 2
= 0 ⇒ ln(α + 2) = −

α

α+ 2
 

𝑓(α) = 1 + αln(α+ 2) = 1 + α(−
α

α+ 2
) = 1 −

𝛼2

𝛼 + 2
=
−𝛼2 + 𝛼 + 2

𝛼 + 2
 

 𝒇(𝛂)حصر للعدد  استنتاج

−0,6 < 𝛼 < −0,5 ⇒ {
−0,36 < −𝛼2 < −0,25
1,4 < 𝛼 + 2 < 1,5

 

⇒ {
1,04 < −𝛼2 + 𝛼 + 2 < 1,25

0,67 <
1

𝛼 + 2
< 0,71

⇒ 0,7 < 𝑓(α) < 0,9  

 )fC(المنحنى  رسم .0
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 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙 − (𝒙 − 𝟏) 𝐥𝐧(𝒙 − 𝟏)  ،𝑫𝒈 = ]𝟏;+∞[  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
>
𝑥→1

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→1

 2𝑥 − (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) = lim
>
𝑋→0

 2(𝑋 + 1) − 𝑋 ln𝑋⏟  
→0

= 2  ; (𝑋 = 𝑥 − 1) 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 − (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) = −∞  

𝑔′(𝑥) = 2 − ln(𝑥 − 1) −
𝑥 − 1

𝑥 − 1
= 1 − ln(𝑥 − 1)  

𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒ 1 − ln(𝑥 − 1) ≥ 0 ⇒ ln(𝑥 − 1) ≤ 1 ⇒ 𝑥 − 1 ≤ 𝑒 

 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑒 + 1 

𝑥 ∈ ]1; 𝑒 + 1]: 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ ]𝑒 + 1;+∞[: 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = 𝒆[في المجال  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 + 𝟏; 𝒆𝟑 + 𝟏[  

𝑒[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  + 1; 𝑒3 + 1[                               

𝑔(𝑒و  + 1)⏟      
≈4,7

× 𝑔(𝑒3 + 1)⏟      
≈−18

< 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 =  αتقبل حلا وحيدا  0

𝑒[على المجال  + 1; 𝑒3 +  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1

 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥 ∈ ]1; α[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ ]α;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ; 𝑔(α) = 0 

-II 𝒇(𝒙) =
𝐥𝐧(𝒙𝟐−𝟏)

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟏;+∞[ 

 𝒈(𝒙𝟐)هي من إشارة  𝒇′(𝒙)أنّ إشارة  بيانو،  𝒇′(𝒙) حساب .0

𝑓′(𝑥) =
𝑥 (

2𝑥
𝑥2 − 1

) − ln(𝑥2 − 1)

𝑥2
=
2𝑥2 − (𝑥2 − 1) ln(𝑥2 − 1)

𝑥2(𝑥2 − 1)
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𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥2)

𝑥2(𝑥2 − 1)
 

𝑥بما أنّ  > 𝑥2، فإنّ  1 − 1 >  𝑔(𝑥2)هي من إشارة  𝑓′(𝑥)إشارة ، منه  0

 𝒇(𝒙)إشارة  استنتاجثمّ  ، fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
>
𝑥→1

𝑓(𝑥) = lim
>
𝑥→1

 
ln(𝑥2 − 1)

𝑥
= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑥2 − 1)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln[(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)]

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥 + 1)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 − 1)

𝑥⏟      
→0

+
ln(𝑥 + 1)

𝑥⏟      
→0

= 0  

𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥2)

𝑥2(𝑥2 − 1)
 

𝑥2 ∈ ]1; α[ ⇒ 𝑥 ∈ ]1; √α[ ∶ 𝑔(𝑥2) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥2 ∈ ]α;+∞[ ⇒ 𝑥 ∈ ]√α;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥2) < 0 ⇒   الدالة 𝑓 متناقصة

𝑓′(√α) =
𝑔(α)

α(α − 1)
= 0 

 𝒇جدول تغيرات الدالة 

 
-III 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒆𝒙)  ،𝑫𝒉 = ]𝟎;+∞[    

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒉(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
>
→𝟎

𝒉(𝒙)  

{
lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0
⇒ lim

𝑥→+∞
ℎ(𝑥) = 0  

{
lim
𝑥
>
→0

𝑒𝑥 = 1

lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) = −∞

⇒ lim
𝑥
>
→0

ℎ(𝑥) = −∞  

  hاتجاه تغير الدالة  دراسة .0
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ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑓′(𝑒𝑥) 

𝑒𝑥 ∈ ]1; √α[ ⇒ 𝑥 ∈ ]0; ln √α[ ∶ 𝑓′(𝑒𝑥) > 0 ⇒  الدالة ℎ متزايدة

𝑒𝑥 ∈ ]√α;+∞[ ⇒ 𝑥 ∈ ]ln √α ;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑒𝑥) < 0 ⇒  الدالة ℎ متناقصة

 𝒉جدول تغيرات الدالة 

 

𝒉(𝒙)موجب لدينا : أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 ≤
𝟐√𝜶

𝜶−𝟏
 

ℎ(𝑥)موجب: أنّه من أجل كل عدد حقيقي نلاحظ  ℎجدول تغيرا  الدالة من     ≤ ℎ(ln√𝛼) 

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 2𝛼 − (𝛼 − 1) ln(𝛼 − 1) = 0 ⇒ ln(𝛼 − 1) =
2𝛼

𝛼 − 1
 

ℎ(ln √𝛼) = 𝑓(𝑒ln√𝛼) = 𝑓(√𝛼) =
ln(𝛼 − 1)

√𝛼
=

2𝛼
𝛼 − 1

√𝛼
=
2√𝛼

𝛼 − 1
 

ℎ(𝑥)موجب لدينا : أنّه من أجل كل عدد حقيقي منه، نستنتج  ≤
2√𝛼

𝛼−1
 

𝜶. )نأخذ )fC(المنحنى  رسم .0 = 𝟏𝟎) 

 

 
 :  00 حل التمرين

-I  لتكن الدالة𝑔  كما يلي :   ]∞+;1−]المعرّفة على

{
𝑔(𝑥) = 𝑥 − (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1) ; 𝑥 > −1

𝑔(−1) = −1
 . 
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𝒙𝟎 عند 𝒈قابلية الاشتقاق للدالة  دراسة .0 = −𝟏 

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) − 𝑔(−1)

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

𝑥 + 1 − (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

= lim
𝑥
>
→−1

1 − ln(𝑥 + 1) = +∞  

𝑥0 لاشتقاق عندلقابلة  غير 𝑔لدالة امنه،  = −1 

 ر النتيجة هندسيايفست

 1− ذا  الفاصلة النقطة عندمتجها إلى الأعلى نصف مماس عمودي  )gC(يقبل 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1) 

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) [
𝑥

𝑥 + 1
− ln(𝑥 + 1)] = −∞  

𝑔′(𝑥) = 1 − ln(𝑥 + 1) −
𝑥 + 1

𝑥 + 1
= − ln(𝑥 + 1)  

𝑔′(𝑥) = 0 ⇒ − ln(𝑥 + 1) = 0 ⇒ 𝑥 + 1 = 1 ⇒ 𝑥 = 0 

𝑥 ∈ ]−1; 0[: 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [0; +∞[: 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥أنّه من أجل كل عدد حقيقي نستنتج  𝑔 جدول تغيرا  الدالةمن  ≥ −1 : 𝑔(𝑥) ≤ 0 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒆−𝒙 𝐥𝐧(𝒆𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒇 = ℝ  

x  :𝒇′(𝒙)ن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ابره .0 =
𝒈(𝒆𝒙)

𝒆𝒙(𝒆𝒙+𝟏)
 

𝑓′(𝑥) = −𝑒−𝑥 ln(𝑒𝑥 + 1) + 𝑒−𝑥 (
𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
) = −

ln(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥
+

1

𝑒𝑥 + 1
 

=
𝑒𝑥 − (𝑒𝑥 + 1) ln(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1)
=

𝑔(𝑒𝑥)

𝑒𝑥(𝑒𝑥 + 1)
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 𝒇′(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑒𝑥بما أنّ  > 𝑔(𝑒𝑥)فإنّ  0 < 𝑓′(𝑥)أي  0 <  متناقصة تماما 𝑓، منه الدالة  0

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒−𝑥 ln(𝑒𝑥 + 1) = lim
𝑥→−∞

ln(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥
 

= lim
𝑋
>
→0

ln(𝑋 + 1)

𝑋
= 1  ; (𝑋 = 𝑒𝑥) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑥 ln(𝑒𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑒𝑥 + 1)

𝑒𝑥
 

= lim
𝑋→+∞

ln(𝑋 + 1)

𝑋
= 0  ; (𝑋 = 𝑒𝑥) 

  fتغيرات الدالة جدول 

 
 )fC(المنحنى  رسم .0

 

 
 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐 − 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[    

  𝒈دراسة تغيرات الدالة  .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (𝑥 +
2

𝑥
−
2 ln 𝑥

𝑥
) = +∞    
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𝑔′(𝑥) = 2𝑥 −
2

𝑥
=
2(𝑥2 − 1)

𝑥
  

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
𝒙أنّه من أجل كل  بيان .0 > 𝒈(𝒙) فإنّ  𝟎 > 𝟎 

𝑥أنّه من أجل كل ، نستنتج  𝑔 تغيرا  الدالةجدول من  > 𝑔(𝑥) فإنّ  0 ≥ 3 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙

𝟐
+
𝐥𝐧𝒙

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[  

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

2
+
ln 𝑥

𝑥⏟
→0

= +∞  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥

2
+
ln 𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞  

𝑦( معادلته ∆أحدهما ) مقاربين يقبل مستقيمين  )fC(أنّ المنحنى  استنتاج  =
𝑥

2
  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ 𝑥 مستقيم مقارب عمودي = 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) −
𝑥

2
= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0 ⇒ 𝑦 مستقيم مقارب مائل بجوار (∞+) =

𝑥

2
 

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  دراسة

𝑓(𝑥) −
𝑥

2
=
ln 𝑥

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) −
𝑥

2
< 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

𝑥 ∈ [1; +∞[: ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓(𝑥) −
𝑥

2
≥ 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)
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  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑓′(𝑥) =
1

2
+

1
𝑥
(𝑥) − ln 𝑥

𝑥2
=
1

2
+
1 − ln 𝑥

𝑥2
=
𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥

2𝑥2
=
𝑔(𝑥)

2𝑥2
 

𝑔(𝑥)بما أنّ         > 𝑓′(𝑥)فإنّ  0 > ;0[متزايدة تماما على المجال  𝑓، منه الدالة  0 +∞[ 

 f  جدول تغيرات الدالة

 
,𝟎حيث :  𝜶يقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )fC(أنّ  بيان .0 𝟕 < 𝜶 < 𝟎, 𝟖       

;0,7[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة    ⏟𝑓(0,7)و  ]0,8
≈−0,16

× 𝑓(0,8)⏟  
≈0,12

< ، منه  0

𝑓(𝑥)المعادلة  = 0,7حيث :  𝛼وحيدا  تقبل حلا 0 < 𝛼 < حسب مبرهنة القيم  0,8

  𝛼فاصلتها التي نقطة المحور الفواصل في  )fC(يقطع ، منه  المتوسطة

 يطُلب تعيينها  𝝎يقبل نقطة انعطاف  )fC(أنّ المنحنى  إثبات .0

𝑓′′(𝑥) =
2𝑥2 (2𝑥 −

2
𝑥) − 4𝑥

(𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥)

4𝑥4
=
2 ln 𝑥 − 3

𝑥3
 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ 2 ln 𝑥 − 3 = 0 ⇒ ln 𝑥 =
3

2
⇒ 𝑥 = 𝑒

3
2  

𝜔(𝑒 يقبل نقطة انعطاف )fC(المنحنى منه ، يقبل 
3

2; 𝑓 (𝑒
3

2)) 

 (∆والذي يوازي ) )fC(( للمنحنى Tمعادلة المماس ) ةباكت .0

𝑓′(𝑥) =
1

2
⇒
𝑥2 + 2 − 2 ln 𝑥

2𝑥2
=
1

2
⇒ 2𝑥2 + 4 − 4 ln 𝑥 = 2𝑥2

⇒ 4 − 4 ln 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑒 

𝑦 = 𝑓′(𝑒)(𝑥 − 𝑒) + 𝑓(𝑒) =
1

2
(𝑥 − 𝑒) +

𝑒

2
+
1

𝑒
⇒ (𝑇): 𝑦 =

1

2
𝑥 +

1

𝑒
 

 يشمل المبدأ  لمماس )fC(المنحنى  دراسة قابلية .0

 يشمل المبدأوالذي  𝑎عند النقطة ذا  الفاصلة  )fC(لمنحنى ل لمماسا (𝑇𝑎)ليكن 
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(𝑇𝑎): 𝑦 = 𝑓
′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) ; 𝑂 ∈ (𝑇𝑎) ⇒ 𝑓

′(𝑎)(−𝑎) + 𝑓(𝑎) = 0 

⇒
𝑎2 + 2 − 2 ln 𝑎

2𝑎2
(−𝑎) +

𝑎

2
+
ln 𝑎

𝑎
= 0 ⇒

4 ln 𝑎 − 2

2𝑎
= 0 

⇒ 4 ln 𝑎 − 2 = 0 ⇒ ln 𝑎 =
1

2
⇒ 𝑎 = √𝑒  

 )fC(المنحنى و( T)،  )∆( رسم .0

 
𝒎𝒙عدد حلول المعادلة : ل ةبيانيال مناقشةال .0 − 𝐥𝐧𝒙 = 𝟎 

𝑚𝑥 − ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑚 =
ln 𝑥

𝑥
⇒
𝑥

2
+𝑚 =

𝑥

2
+
ln 𝑥

𝑥
⇒
𝑥

2
+𝑚 = 𝑓(𝑥)  

:(𝑑)مع المستقيم  )fC(المنحنى ندرس تقاطع 
𝑥

2
+𝑚  و )∆(الموازي لـ (T) 

 𝑚 ≤ 0 ∶  المعادلة تقبل حلا وحيدا

 0 < 𝑚 <
1

𝑒
∶  المعادلة تقبل حلين

 𝑚 =
1

𝑒
 ∶  المعادلة تقبل حلا مضاعفا

 𝑚 >
1

𝑒
∶  المعادلة لا تقبل حلولا

-III 𝒉(𝒙) =
𝒙

𝟐
+
𝐥𝐧|𝒙|

𝒙
  ،𝑫𝒉 = ℝ∗   

 أنّ الدالة  إثباتh  فردية 

     𝐷ℎ  ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥  من𝐷ℎ : لدينا 
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ℎ(−𝑥) =
−𝑥

2
+
ln|−𝑥|

−𝑥
= −

𝑥

2
−
ln|𝑥|

𝑥
= −(

𝑥

2
+
ln|𝑥|

𝑥
) = −ℎ(𝑥) 

 فردية hالدالة منه، 

  )hC( رسم

;0[ل اجعلى الم ℎ(𝑥) لدينا ]∞+ = 𝑓(𝑥)  منه ،)hC(  متطابق مع)fC(  ونكمل ،

;∞−[على المجال  )hC(رسم    فردية hالدالة بالتناظر المركزي بالنسبة للمبدأ لأنّ  ]0

 

 
 :  00 حل التمرين

{
𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 − 2 ln(1 − 2𝑥) ; −4 ≤ 𝑥 ≤ 0

𝑓(𝑥) = ln (
1+𝑒𝑥

2
)  ; 𝑥 > 0

  ،𝐷𝑓 = [−4;+∞[   

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
<
→𝟎

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟎)

𝒙
𝑿ضع ن.  = −𝟐𝒙  منه ،𝒙 = −

𝟏

𝟐
𝑿 

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥
<
→0

𝑥2 + 2𝑥 − 2 ln(1 − 2𝑥)

𝑥
 

= lim
𝑥
<
→0

𝑥 + 2 − 2
ln(1 − 2𝑥)

𝑥
= lim
𝑋
>
→0

−
1

2
𝑋 + 2 + 4

ln(1 + 𝑋)

𝑋⏟      
→1

= 6  

 أنّ  إثبات𝐥𝐢𝐦
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)−𝒇(𝟎)

𝒙
=
𝟏

𝟐
𝑿. نضع  = 𝒆𝒙  منه𝒙 = 𝐥𝐧𝑿 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

ln (
1 + 𝑒𝑥

2 )

𝑥
= lim
𝑋→1

ln (
1 + 𝑋
2 )

ln 𝑋
= lim
𝑋→1

ln (
1 + 𝑋
2 )

𝑋 − 1
ln𝑋
𝑋 − 1
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 lim
𝑋→1

ln 𝑋

𝑋 − 1
= 1 ; lim

𝑋→1

ln (
1 + 𝑋
2 )

𝑋 − 1
= lim
𝑋→1

ℎ(𝑋) − ℎ(1)

𝑋 − 1
= ℎ′(1) =

1

2
 

ℎ(𝑋): حيث  = ln (
1+𝑋

2
ℎ′(𝑋)و   ( =

𝑋

1+𝑋
. 

limمنه، نستنتج أنّ 
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥
=
1

2
 

 الدالة أنّ  القول نايمكن𝑓 ويقبل المنحنى عند الصفر شتقاق للاة غير قابل)fC(  عند

 المبدأ نصفي مماسين.

𝒇(𝒙)أنّ  بيان .0 = 𝒙 − 𝐥𝐧 𝟐 + 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝒆−𝒙)  لمّا𝒙 > 𝟎 

𝑓(𝑥) = ln (
1 + 𝑒𝑥

2
) = ln(1 + 𝑒𝑥) − ln 2 = ln[𝑒𝑥(𝑒−𝑥 + 1)] − ln 2 

= ln(𝑒𝑥) + ln(𝑒−𝑥 + 1) − ln 2 = 𝑥 − ln 2 + ln (1 + 𝑒−𝑥)  

 أنّ المستقيم  استنتاج(∆): 𝒚 = 𝒙 − 𝐥𝐧𝟐   لـمستقيم مقارب )fC(  عند +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − ln 2) = lim
𝑥→+∞

ln (1 + 𝑒−𝑥) = 0 

:(∆)ستنتج أنّ المستقيم منه، ن       𝑦 = 𝑥 − ln  ∞+عند  )fC( لـمستقيم مقارب   2

   ]∞+;𝟒−]على المجال  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln (
1 + 𝑒𝑥

2
) = +∞ 

;𝟒−]على المجال  fالدالة  اتجاه تغيرأ. دراسة  𝟎] 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 2 − 2 (−
2

1 − 2𝑥
) = 2𝑥 + 2 +

4

1 − 2𝑥
 

=
(2𝑥 + 2)(1 − 2𝑥) + 4

1 − 2𝑥
=
4𝑥2 + 2𝑥 − 6

2𝑥 − 1
=
2(𝑥 − 1)(2𝑥 + 3)

2𝑥 − 1
 

 
 ]∞+;𝟎[على المجال  fب. دراسة اتجاه تغير الدالة 
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𝑓′(𝑥) =

𝑒𝑥

2
1 + 𝑒𝑥

2

=
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
  

𝑓′(𝑥)بما أنّ  > ;0[على المجال  متزايدة تماما fالدالة ، فإنّ  0 +∞[ 

 fجدول تغيرات الدالة 

 

 أنّ المعادلة  بيان𝒇(𝒙) =  تقبل حلين  𝟎

𝑓(0) = 0 ; 𝑓(−4) ≈ 3,6 ;  𝑓 (−
3

2
) ≈ −3,5 

−;4−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة 
3

2
𝑓(−4)و  ] × 𝑓 (−

3

2
) < المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) = −;4−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا  0
3

2
 حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]

𝑓(−3) ≈ −0,9 ;  𝑓 (−
7

2
) ≈ 1,1 ⇒ −

7

2
< α < −3  

 (المنحنى و )∆(المستقيم  رسمfC(  وحدة الرسم(cm2) 

 



 
545 

 

0. 𝒈𝒎(𝒙) = 𝟏 +𝒎𝒇(𝒙)  ،𝑫𝒈𝒎 = [−𝟒;𝟎]  ،(𝒎 ∈ ℝ∗) 

 أنّ جميع المنحنيات  بيان)mC(  الممثلة للدالة𝒈𝒎  تشمل نقطتين ثابتتين

(𝟎 ; ; 𝛂)و  (𝟏 𝟏) 

𝑔𝑚(0) = 1 +𝑚𝑓(0)⏟
0

= 1 ; 𝑔𝑚(α) = 1 +𝑚𝑓(α)⏟
0

= 1 

; 0)تشمل نقطتين ثبابتتين  𝑔𝑚الممثلة للدالة  )mC(جميع المنحنيا  منه،          ; α)و  (1 1) 

 
 :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) =
𝒆𝒙

𝟏+𝟐𝒆𝒙
− 𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒆𝒙)  ،𝑫𝒈 = ℝ  

x  :𝒈′(𝒙)أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيانو 𝒈′(𝒙) حساب .0 < 𝟎 

𝑔′(𝑥) =
𝑒𝑥(1 + 2𝑒𝑥) − 2𝑒2𝑥

(1 + 2𝑒𝑥)2
−

2𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
=
𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥(1 + 2𝑒𝑥)

(1 + 2𝑒𝑥)2
 

𝑔′(𝑥) =
𝑒𝑥[1 − 2(1 + 2𝑒𝑥)]

(1 + 2𝑒𝑥)2
=
𝑒𝑥(−4𝑒𝑥 − 1)

(1 + 2𝑒𝑥)2
= −

𝑒𝑥(4𝑒𝑥 + 1)

(1 + 2𝑒𝑥)2
 

𝑒𝑥  ،4𝑒𝑥بما أنّ العبارا   + 1)و 1 + 2𝑒𝑥)2  أنّه من أجل موجبة تماما ، نستنتج

x  :𝑔′(𝑥)كل عدد حقيقي  < 0 

 ∞+و  ∞−عند  𝒈الدالة نهاية  تعيين .0

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
− ln(1 + 2𝑒𝑥) = 0    

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
− ln(1 + 2𝑒𝑥) 

= lim
𝑥→+∞

1

𝑒−𝑥 + 2
− ln(1 + 2𝑒𝑥) = −∞    

  𝒈جدول تغيرات الدالة  .0

 
 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

x  :𝑔(𝑥)أنّه من أجل كل عدد حقيقي ، نستنتج  𝑔جدول تغيرا  الدالة من  < 0 
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-II 𝒇(𝒙) = 𝒆−𝟐𝒙 𝐥𝐧(𝟏 + 𝟐𝒆𝒙)  ،𝑫𝒇 = ℝ  

x  :𝒇′(𝒙)أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 = 𝟐𝒆−𝟐𝒙𝒈(𝒙) 

𝑓′(𝑥) = −2𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) + 𝑒−2𝑥 (
2𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
) 

 = 2𝑒−2𝑥 [
𝑒𝑥

1+2𝑒𝑥
− ln(1 + 2𝑒𝑥)] = 2𝑒−2𝑥𝑔(𝑥)  

𝑋 : ضعن.  ∞+و  ∞−عند  fالدالة نهاية  تعيين .2 = 1 + 2𝑒𝑥 ⇒ 𝑒𝑥 =
𝑋−1

2
  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) = lim
𝑥→−∞

ln(1 + 2𝑒𝑥)

𝑒2𝑥
 

= lim
𝑋
>
→1

ln 𝑋

(
𝑋 − 1
2 )

2   = lim
𝑋
>
→1

4
ln 𝑋

(𝑋 − 1)2
= lim
𝑋
>
→1

4

𝑋 − 1⏟  
→+∞

×
ln𝑋

𝑋 − 1⏟  
→1

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(1 + 2𝑒𝑥)

𝑒2𝑥
 

= lim
𝑋→+∞

ln 𝑋

(
𝑋 − 1
2 )

2   = lim
𝑋→+∞

4
ln 𝑋

(𝑋 − 1)2
= lim
𝑋→+∞

4

𝑋 − 1⏟  
→0

×
ln𝑋

𝑋 − 1⏟  
→0

= 0  

 fجدول تغيرات الدالة  .0

𝑓′(𝑥)بما أنّ       = 2𝑒−2𝑥 𝑔(𝑥)  ّفإن ،𝑓′(𝑥) <  ℝمتناقصة تماما على  𝑓، منه الدالة  0

 
 )fC(المنحنى  رسم .0
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-III (𝑬): 𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟐
𝒆−𝒙

𝟏+𝟐𝒆𝒙
 

 (𝑬)حل للمعادلة المدروسة في الجزء الثاني  fتحقق أنّ الدالة ال .0

𝑓′ + 2𝑓 = 2𝑒−2𝑥 [
𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
− ln(1 + 2𝑒𝑥)] + 2𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) 

= 2𝑒−2𝑥 (
𝑒𝑥

1 + 2𝑒𝑥
) = 2

𝑒−𝑥

1 + 2𝑒𝑥
 

 (𝐸)حل للمعادلة  fالدالة منه، 

𝒉إذا وفقط إذا  (𝑬)حل للمعادلة هي  𝒉أنّ  بيان .0 − 𝒇  :حل المعادلة التفاضلية

(𝑬′): 𝒚′ + 𝟐𝒚 = 𝟎 

  نبرهن أنهّ إذا كانتℎ للمعادلة  حلا(𝐸)  ّفإنℎ − 𝑓  حل للمعادلة(𝐸′) 

ℎ ∈ 𝑆(𝐸) ⇒ ℎ
′ + 2ℎ = 2

𝑒−𝑥

1 + 2𝑒𝑥
⇒ ℎ′ + 2ℎ = (𝑓′ + 2𝑓)⏟      

2
𝑒−𝑥

1+2𝑒𝑥

 

⇒ (ℎ − 𝑓)′ + 2(ℎ − 𝑓) = 0 ⇒ ℎ − 𝑓 ∈ 𝑆(𝐸′)  

  نبرهن أنهّ إذا كانتℎ − 𝑓 للمعادلة  حلا(𝐸′)  ّفإن ℎ  حل للمعادلة(𝐸) 

ℎ − 𝑓 ∈ 𝑆(𝐸′) ⇒ (ℎ − 𝑓)
′ + 2(ℎ − 𝑓) = 0 

⇒ (ℎ′ + 2ℎ) − (𝑓′ + 2𝑓)⏟      

2
𝑒−𝑥

1+2𝑒𝑥

= 0 ⇒ ℎ′ + 2ℎ = 2
𝑒−𝑥

1 + 2𝑒𝑥
⇒ ℎ ∈ 𝑆(𝐸)  

  (′𝑬)حل المعادلة التفاضلية  .0

𝑦′ + 2𝑦 = 0 ⇒ 𝑦′ = −2𝑦 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒−2𝑥 

 (𝑬)لمعادلة حلول ا استنتاج

ℎ − 𝑓 ∈ 𝑆(𝐸′) ⇒ ℎ − 𝑓 = 𝑐𝑒
−2𝑥 ⇒ ℎ = 𝑓 + 𝑐𝑒−2𝑥 

⇒ ℎ = 𝑒−2𝑥 ln(1 + 2𝑒𝑥) + 𝑐𝑒−2𝑥 ⇒ ℎ = 𝑒−2𝑥[ln(1 + 2𝑒𝑥) + 𝑐]  

 
 :30 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) = (𝒙 −
𝟏

𝟐
) 𝒆𝟐𝒙 − 𝟒(𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙 − 𝟐  ،𝑫𝒇 = ℝ  

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 −
1

2
) 𝑒2𝑥

⏟      
→0

− 4 (𝑥 − 1)𝑒𝑥⏟      
→0

− 2 = −2  
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 ر النتيجة هندسيايفست

𝑦أفقيا معادلته  مستقيما مقاربا )fC(المنحنى يقبل  =  ∞−بجوار  2−

𝒇(𝒙): أنّ  بيان .ب = (𝒙 − 𝟏)𝒆𝒙(𝒆𝒙 − 𝟒) +
𝟏

𝟐
(𝒆𝟐𝒙 − 𝟒)       

(𝑥 − 1)𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 4) +
1

2
(𝑒2𝑥 − 4) = (𝑥 − 1)𝑒2𝑥 − 4(𝑥 − 1)𝑒𝑥 +

1

2
𝑒2𝑥 − 2 

= 𝑒2𝑥 (𝑥 − 1 +
1

2
) − 4(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 2 = (𝑥 −

1

2
) 𝑒2𝑥 − 4(𝑥 − 1)𝑒𝑥 − 2 = 𝑓(𝑥) 

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1)𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 4) +
1

2
(𝑒2𝑥 − 4) = +∞  

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

𝑓′(𝑥) = 𝑒2𝑥 + 2𝑒2𝑥 (𝑥 −
1

2
) − 4𝑒𝑥 − 4(𝑥 − 1)𝑒𝑥 = 2𝑥𝑒2𝑥 − 4𝑥𝑒𝑥 

𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒𝑥(𝑒𝑥 − 2)  

𝑒𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 2 ⇒ 𝑥 = ln 2 

 

𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]ln 2 ;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [0; ln 2] ∶ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول  

 

𝑓(0) =
3

2
 ; 𝑓(ln 2) = −4 ln 2 + 4 ≈ 1,23 
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2−حيث :  αيقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )fC(أنّ  بيان .3 < 𝛼 < −1  

  ⏟𝑓(−2)و   ]1−;2−[مستمرة ورتيبة على المجال   𝑓الدالة 
≈−0,42

× 𝑓(−1)⏟  
≈0,74

< ، منه   0

𝑓(𝑥)المعادلة  = حسب مبرهنة القيم   ]1−;2−[على المجال  αتقبل حلا وحيدا   0

2−حيث :  αمحور الفواصل في نقطة فاصلتها  )fC(يقطع ، منه  المتوسطة < 𝛼 < −1 

  )fC( المنحنى رسم

 
-II  لتكن𝑔   0[المعرّفة على المجال الدالة;  كما يلي :  ]∞+

{
𝑔(𝑥) = (𝑥2 − 4𝑥) ln 𝑥 −

1

2
𝑥2 + 4𝑥 − 2 ; 𝑥 > 0

𝑔(0) = −2
 

𝒙من أجل كل أنّه  بيان .0 ∈ ℝ  : ّفإن𝒈(𝒙) = 𝒇(𝐥𝐧𝒙) 

 𝑓(ln 𝑥) = (ln 𝑥 −
1

2
) 𝑒2 ln𝑥 − 4(ln 𝑥 − 1)𝑒ln 𝑥 − 2 

= (ln 𝑥 −
1

2
) 𝑥2 − 4(ln 𝑥 − 1)𝑥 − 2 

= (𝑥2 − 4𝑥) ln 𝑥 −
1

2
𝑥2 + 4𝑥 − 2 = 𝑔(𝑥) 
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 بقيم كبرى  1عند  𝒈استمرارية وقابلية اشتقاق الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(𝑥2 − 4𝑥) ln 𝑥 −
1

2
𝑥2 + 4𝑥 − 2 

= lim
𝑥
>
→0

𝑥2 ln 𝑥⏟  
→0

− 4𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

−
1

2
𝑥2 + 4𝑥 − 2 = −2  

limبما أنّ 
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = 𝑔(0) فإنّ الدالة ،𝑔  0مستمرة على يمين 

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) − 𝑔(0)

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

(𝑥2 − 4𝑥) ln 𝑥 −
1
2
𝑥2 + 4𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥
>
→0

(𝑥 − 4) ln 𝑥 −
1

2
𝑥 + 4 = lim

𝑥
>
→0

𝑥 ln 𝑥 − 4 ln𝑥 −
1

2
𝑥 + 4 = +∞  

 بقيم كبرى 0عند شتقاق للاة قابلغير  𝑔الدالة منه، 

 ر النتيجة هندسيايفست

 0يقبل نصف مماس عمودي عند النقطة ذا  الفاصلة  )gC(المنحنى  

   𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

{
lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(ln 𝑥) = +∞ ⇒ lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = +∞  

𝑔′(𝑥) =
1

𝑥
𝑓′(ln 𝑥) =

𝑓′(ln 𝑥)

𝑥
 

 نستنتج أنّ : 𝑓من اتجاه تغير الدالة 

𝑓′(ln 𝑥) > lnلمّا  0 𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∪ ]ln 2 متزايدة على  𝑔، منه الدالة  ]∞+;

;0[المجال  1[ ∪ ]2;+∞[. 

𝑓′(ln 𝑥) ≤ lnلمّا  0 𝑥 ∈ [0; ln ;1]متناقصة على المجال  𝑔، منه الدالة  [2 2]. 

   𝒈تغيرات الدالة جدول 

 

𝑔(1) = 𝑓(0) =
3

2
 ; 𝑔(2) = 𝑓(ln 2) = −4 ln 2 + 4 ≈ 1,23 
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  𝜶يطُلب تعيينها بدلالة  βيقطع محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )gC(أنّ  بيان .0

;0[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  ⏟𝑔(0)و  ]1
=−2

× 𝑔(1)⏟
=1,5

< المعادلة ، منه  0

𝑔(𝑥) = ;0[على المجال  𝛽وحيدا  تقبل حلا 0 ،  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1

 حيث: 𝛽محور الفواصل في نقطة فاصلتها  )gC(يقطع منه 

𝑔(𝛽) = 0 ⇒ 𝑓(ln𝛽) = 0 ⇒ ln 𝛽 = 𝛼 (𝑓(𝛼) = (لأنّ  0 ⇒ 𝛽 = 𝑒𝛼  

  βللعدد  حصر استنتاج .0

−2 < 𝛼 < −1 ⇒ 𝑒−2 < 𝑒𝛼 < 𝑒−1 ⇒ 𝑒−2 < 𝛽 < 𝑒−1  

   )gC( المنحنى رسم
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  : 00 حل التمرين

 -I 𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝒙𝒆−𝒙  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1 + 𝑥𝑒−𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + 𝑥𝑒−𝑥 = lim
𝑥→+∞

1 − (−𝑥𝑒−𝑥) = lim
𝑋→−∞

1 − (𝑋𝑒𝑋) 

= 1  ; (𝑋 = −𝑥) 

𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥 − 𝑥𝑒−𝑥 = (1 − 𝑥)𝑒−𝑥  

𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 1 − 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 1 − 𝑥 ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول  

 
𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 =   𝜷 < - 0,5 > 0,6 -حيث  𝜷تقبل حلا وحيدا  𝟎

  ]0,5−;0,6−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة 

    ⏟𝑓(−0,6)و 
≈−0,1

× 𝑓(−0,5)⏟    
≈0,17

< 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه  0 =  𝛽تقبل حلا وحيدا  0

0,6 − : حيث < 𝛽 <   حسب مبرهنة القيم المتوسطة 0,5 −

 𝒇(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥 ∈ ]−∞; 𝛽[: 𝑓(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛽;+∞[: 𝑓(𝑥) > 0 ; 𝑓(𝛽) = 0 

-II 𝒈(𝒙) = 𝐥𝐧 (𝒆𝒙 + 𝒙) 

𝒈(𝒙)تكتب على الشكل :  𝒈(𝒙)أنّ  إثبات .0 = 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒙𝒆−𝒙) + 𝒙 

𝑔(𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 𝑥) = ln[𝑒𝑥(1 + 𝑥𝑒−𝑥)] = ln 𝑒𝑥 + ln(1 + 𝑥𝑒−𝑥) 

𝑔(𝑥) = ln(1 + 𝑥𝑒−𝑥) + 𝑥 

𝑫𝒈هي :  𝒈أنّ مجموعة تعريف الدالة  بيان .0 = ]𝜷;+∞[ 

𝐷𝑔 = {𝑥 ∈ ℝ ; 1 + 𝑥𝑒−𝑥 > 0} 

1 + 𝑥𝑒−𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]𝛽;+∞[ ⇒ 𝐷𝑔 = ]𝛽;+∞[  
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 النهايات حول أطراف مجموعة التعريف حساب .0

𝑔(𝑥) = ln[𝑓(𝑥)] + 𝑥 

{

lim
𝑥
>
→𝛽

𝑓(𝑥) = 0+

lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥 = −∞
⇒ lim

𝑥
>
→𝛽

ln[𝑓(𝑥)]⏟    
→−∞

+ 𝑥 = −∞ ⇒ lim
𝑥
>
→𝛽

𝑔(𝑥) = −∞  

{
lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 1

lim
𝑥→1
ln 𝑥 = 0

⇒ lim
𝑥→+∞

ln[𝑓(𝑥)]⏟    
→0

+ 𝑥 = +∞ ⇒ lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞  

limملاحظة : يمكننا حساب 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) مباشرة باستعمال عبارة𝑔(𝑥) 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑒𝑥 + 𝑥) = +∞  

  𝒈’(𝒙) حساب .0

𝑔(𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 𝑥) ⇒ 𝑔′(𝑥) =
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 𝑥
 

𝑒𝑥بما أنّ  + 𝑥 > 𝑔′(𝑥) ، فإنّ  0 >  ]∞+;𝛽[متزايدة تماما على المجال  𝑔، منه الدالة 0

 𝒈الدالة  جدول تغيرات

 
:(∆)أنّ المستقيم  بيان .0 𝒚 = 𝒙  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)gC(  عند+ ∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

ln[𝑓(𝑥)]⏟    
→0

= 0  

:(∆)المستقيم منه،  𝑦 = 𝑥  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)gC(  عند+ ∞ 

 يطلب تعيين عبارته (∆)يوازي  )gC(للمنحنى  (T)أنّه يوجد مماس  بيان .0

(𝑇) ∥ (∆) ⇒ 𝑔′(𝑥) = 1 ⇒
𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 𝑥
= 1 ⇒ 𝑒𝑥 + 1 = 𝑒𝑥 + 𝑥 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑦 = 𝑔′(1)(𝑥 − 1) + 𝑔(1) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 1 + ln(𝑒 + 1)  

   )gC(و المنحنى  (T)المماس  انشاء .0
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𝒚مع المستقيم  )gC(تقاطع المنحنى  mحسب قيم الوسيط الحقيقي  مناقشة .0 = 𝒙 +𝒎 

 𝑚 ≤ 𝑦المستقيم  )gC(المنحنى : يقطع  0 = 𝑥 +𝑚 في نقطة وحيدة 

 0 < 𝑚 ≤ −1 + ln(𝑒 + 𝑦المستقيم  )gC(المنحنى : يقطع  (1 = 𝑥 +𝑚 

  تينفي نقط

 𝑚 = −1 + ln(𝑒 + 𝑦المستقيم  )gC(المنحنى : يمسّ  (1 = 𝑥 +𝑚          

;1)نقطة الفي  ln(𝑒 + 1)) 

 𝑚 > −1 + ln(𝑒 + 𝑦المستقيم لا يقطع  )gC(المنحنى :  (1 = 𝑥 +𝑚           
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  : 00 حل التمرين

-I  لتكن الدالة العددية𝒈  𝟎[المعرفة على, 𝒈(𝒙)كما يلي :  ]∞+ = 𝒙 −
𝟏

𝒙
− 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

 0و  ∞ +عند  𝒈نهايات الدالة  حساب .0

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 −
1

𝑥
− 2 ln 𝑥 = lim

𝑥→+∞
𝑥 (1 −

1

𝑥2
− 2

ln 𝑥

𝑥
) = +∞  

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 −
1

𝑥
− 2 ln 𝑥 = lim

𝑥
>
→0

1

𝑥
(𝑥2 − 1 − 2𝑥 ln 𝑥⏟  

→0

) = −∞  

,𝟎[من المجال  xأنهّ من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 +∞[  :𝒈′(𝒙) = (
𝒙−𝟏

𝒙
)
𝟐

  

𝑔′(𝑥) = 1 +
1

𝑥2
−
2

𝑥
=
𝑥2 − 2𝑥 + 1

𝑥2
= (

𝑥 − 1

𝑥
)
2

 

𝑔′(𝑥)بما أنّ  > ,0[على  متزايدة تماما 𝑔، فإنّ الدالة  0 +∞[ 

 𝒈جدول تغيرّات الدالة 

 
 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم  استنتاجو 𝒈(𝟏) حساب .0

𝑔(1) = 0 ;  𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0; 𝑥 ∈ ]1;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 

-II 𝑓(𝑥) = 𝑥 +
1

𝑥
− (ln 𝑥)2 − 2  ،𝐷𝑓 = ]0,+∞[ 

𝐥𝐢𝐦أنّ :  بيان .0
𝒙→ +∞

(𝐥𝐧𝒙)𝟐

𝒙
= 𝒙√ضع ن 𝟎 = 𝒕  منه ،𝒙 = 𝒕𝟐  

lim
𝑥→ +∞

(ln 𝑥)2

𝑥
= lim
𝑡→ +∞

(ln 𝑡2)2

𝑡2
= lim
𝑡→ +∞

(2 ln 𝑡)2

𝑡2
= lim
𝑡→ +∞

(2
ln 𝑡

𝑡
)
2

= 0  

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 +
1

𝑥
− (ln 𝑥)2 − 2 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
1

𝑥2
−
(ln 𝑥)2

𝑥
−
2

𝑥⏟          
→0

) = +∞  
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,𝟎[من المجال  xعدد حقيقي تحقق أنه من أجل كل ال .0 +∞[  :𝒇 (
𝟏

𝒙
) = 𝒇(𝒙)  

𝑓 (
1

𝑥
) =

1

𝑥
+ 𝑥 − (ln

1

𝑥
)
2

− 2 =
1

𝑥
+ 𝑥 − (− ln 𝑥)2 − 2 

= 𝑥 +
1

𝑥
− (ln 𝑥)2 − 2 = 𝑓(𝑥) 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙) .ضع ن :
𝟏

𝒙
= 𝒕  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑓 (
1

𝑥
) = lim

𝑡→+∞
𝑓(𝑡) = +∞  

𝒇′(𝒙) أنّ : بيان .0 =
𝒈(𝒙)

𝒙
  

𝑓′(𝑥) = 1 −
1

𝑥2
−
2 ln 𝑥

𝑥
=
1

𝑥
(𝑥 −

1

𝑥
− 2 ln 𝑥) =

𝑔(𝑥)

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرّات الدالة 

 
 0معادلة المماس عند النقطة ذات الفاصلة  ةباكت .0

𝑦 = 𝑓′(5)(𝑥 − 5) + 𝑓(5) = (
24 − 10 ln 5

25
) (𝑥 − 5) +

16 − 5(ln 5)2

5
 

𝑦 = (
24 − 10 ln 5

25
) 𝑥 −

8 + 5(ln 5)2 − 10 ln 5

5
 

  )f C(المماس و المنحنى  انشاء .0
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0. 𝒉(𝒙) = 𝒇(|𝒙|)  ،𝑫𝒉 = ℝ∗  

  )f C(انطلاقا من  )h C(كيف يمكن إنشاء  بيان

𝐷ℎ  ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥 ∈ 𝐷ℎ : لدينا 

ℎ(−𝑥) = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = ℎ(𝑥) ⇒   الدالة ℎ زوجية

;0[على المجال  ℎ(𝑥)لدينا  ]∞+ = 𝑓(𝑥)  منه ،)hC(  متطابق مع)fC(  ونكمل ،

;∞−[على المجال  )hC(رسم   زوجية hالدالة بالتناظر المحوري لأنّ  ]0

  )h C(انشاء 

 

 
 :  00 التمرين حل

 

 -I   : لتكن المعادلة التفاضلية من الشكل𝑦′ − 3𝑦 + 3 = 0… (I) 

 (Iالحل العام للمعادلة التفاضلية ) تعيين .0

𝑦′ − 3𝑦 + 3 = 0 ⇒ 𝑦′ = 3𝑦 − 3 ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑒3𝑥 + 1  

𝒚′(𝟎)( بحيث : Iالحل الخاص للمعادلة التفاضلية ) تعيين .0 = 𝟑 
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𝑦′(0) = 3 ⇒ 3𝑦(0) − 3 = 3 ⇒ 𝑦(0) = 2 ⇒ 𝑐 + 1 = 2 ⇒ 𝑐 = 1

⇒ 𝑦 = 𝑒3𝑥 + 1  

 :ثانيةطريقة 

𝑦′ = 3𝑐𝑒3𝑥; 𝑦′(0) = 3 ⇒ 3𝑐 = 3 ⇒ 𝑐 = 1 ⇒ 𝑦 = 𝑒3𝑥 + 1  

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟒 + 𝒍𝒏 (𝟏 + 𝒆𝟑𝒙)  ،𝑫𝒇 = ℝ 

 ∞+و  ∞−عند  fنهايات الدالة  حساب .0

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 − 4 + ln(1 + 𝑒3𝑥) = −∞  ; {
𝑒3𝑥 → 0

ln(1 + 𝑒3𝑥) → 0
 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 4 + ln(1 + 𝑒3𝑥) = +∞  ; {
𝑒3𝑥 → +∞

ln(1 + 𝑒3𝑥) → +∞
 

𝒇(𝒙)الفرق نهاية  حساب .0 − (𝒙 −  ∞−يؤول إلى  xلمّا  (𝟒

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 4) = lim
𝑥→−∞

ln(1 + 𝑒3𝑥) = 0   

:(∆)نستنتج أنّ  𝑦 = 𝑥 −  ∞−بجوار  )f C(مستقيم مقارب مائل لـ  4

𝒇(𝒙)على الشكل:  𝒇(𝒙)أنهّ يمكن كتابة  بيان .0 = 𝟒𝒙 − 𝟒 + 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒆−𝟑𝒙)  

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 4 + ln(1 + 𝑒3𝑥) = 𝑥 − 4 + ln[𝑒3𝑥(𝑒−3𝑥 + 1)] 

= 𝑥 − 4 + ln 𝑒3𝑥 + ln(1 + 𝑒−3𝑥) = 𝑥 − 4 + 3𝑥 + ln(1 + 𝑒−3𝑥) 

= 4𝑥 − 4 + ln(1 + 𝑒−3𝑥) 

 ∞+معادلة المستقيم المقارب المائل بجوار  استنتاج

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (4𝑥 − 4) = lim
𝑥→+∞

ln(1 + 𝑒−3𝑥) = 0  

:(∆)نستنتج أنّ  𝑦 = 4𝑥 −  ∞+بجوار  )f C(مستقيم مقارب مائل لـ  4

  𝒇′(𝒙) حساب .0

𝑓′(𝑥) = 1 +
3𝑒3𝑥

1 + 𝑒3𝑥
=
1 + 4𝑒3𝑥

1 + 𝑒3𝑥
; 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ ℝ متزايدة تماما على 𝑓 

 fالدالة جدول تغيرات 

 
 1عند النقطة ذات الفاصلة  (T)معادلة المماس  ةباكت .0
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𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ; 𝑓′(0) =
5

2
; 𝑓(0) = −4 + ln 2 

(𝑇): 𝑦 =
5

2
𝑥 − 4 + ln 2  

𝐥𝐧(𝟏أنّ المعادلة :  بيان .0 + 𝒆−𝟑𝒙) = 𝟒 − 𝟒𝒙  𝟎تقبل حلا وحيدا, 𝟗 <  < 𝟏  

; 0,9[المجال مستمرة و رتيبة على  fالدالة    ⏟𝑓(0,9)و  ]1 
≈−0,34

× 𝑓(1)⏟
≈0,05

< المعادلة ، منه  0

𝑓(𝑥) = ; 0,9[في المجال  تقبل حلا وحيدا  0  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1 

  (𝑻)المماسو  )f C(المنحنى  انشاء .0

 
 

 
 :00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫 = ]𝟎 ;  +∞[ 

 عند طرفي مجموعة تعريفها 𝒈نهايتي الدالة  حساب .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥 = +∞    
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  𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
2

𝑥
=
2𝑥2 + 2

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
𝒈(𝒙)أن المعادلة  إثبات .0 =   𝑫كحل وحيد لها في المجال  0تقبل العدد  𝟎

𝑔(1)و 𝐷على المجال  ومتزايدة تمامامستمرة  𝑔الدالة  = 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = 0 

  𝐷كحل وحيد لها في المجال  1تقبل العدد 

 𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑔(1) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; 1[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]1;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝐥𝐧 𝒙 −
𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
  ،𝑫 = ]𝟎 ;  +∞[ 

 عند طرفي مجموعة تعريفها fنهايتي الدالة  حساب .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2
= lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥⏟
→−∞

(1 −
1

𝑥2
)

⏟      
→−∞

= +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥 −
ln 𝑥

𝑥2⏟
→0

= +∞    

𝒇′(𝒙)فإنّ :  𝑫من المجال  𝒙أنّه من أجل كل  بيان .0 =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟑
 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
−

1
𝑥
(𝑥2) − 2𝑥 ln 𝑥

𝑥4
=
1

𝑥
−
1 − 2 ln 𝑥

𝑥3
=
𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥

𝑥3
=
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

 

  fاتجاه تغير الدالة  استنتاج .0

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 fجدول تغيرّات الدالة 

 
4.  

 (C)(  و  Pللمنحنيين ) الأوضاع النسبية دراسة .أ

𝑓(𝑥) − ln 𝑥 = −
ln 𝑥

𝑥2
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − ln 𝑥 > 0 ⇒ (𝑃) فوق (𝐶) 

𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ ln 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − ln 𝑥 < 0 ⇒ (𝑃) تحت (𝐶) 

 (C) ( و Pفي نفس المعلم ) انشاء .ب

 

 
 :00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙 𝐥𝐧 𝒙 − 𝒙 + 𝟏  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

− 𝑥 + 1 = 1   
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (ln 𝑥 − 1 +
1

𝑥
) = +∞  

𝑔′(𝑥) = ln 𝑥 + 1 − 1 = ln 𝑥   

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 xحسب قيم  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑥نستنتج أنهّ من أجل كل  𝑔جدول تغيرات الدالة من  ∈ 𝐷𝑔  :𝑔(𝑥) ≥ 0 

-II  نعتبر الدالةf  0[ المعرّفة على; } كما يلي : ]∞+
𝑓(𝑥) =

ln 𝑥

𝑥−1
 ; 𝑥 ≠ 1

𝑓(1) = 1
 

 0مستمرة عند  fأنّ الدالة  بيان .0

lim
𝑥→1
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→1

ln 𝑥

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

ln 𝑥 − ln 1

𝑥 − 1
= 𝑙𝑛′(1) = 1 = 𝑓(1) 

 1مستمرة عند  fالدالة منه 

𝐥𝐢𝐦التفسير البياني للنتيجة :  .0
𝒙→𝟏

𝒇(𝒙)−𝟏

𝒙−𝟏
= −

𝟏

𝟐
 

lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) − 1

𝑥 − 1
= −

1

2
⇒ lim

𝑥→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= −

1

2
⇒ 𝑓′(1) = −

1

2
 

−مماسا ميله  1عند النقطة ذات الفاصلة  )f C(ويقبل المنحنى  1قابلة للاشتقاق عند  𝑓الدالة 
1

2
 

𝒙أنهّ من أجل كل  بيان .0 ∈ ]𝟎; 𝟏[ ∪ ]𝟏;+∞[  :𝒇′(𝒙) =
−𝒈(𝒙)

𝒙(𝒙−𝟏)𝟐
  

𝑓′(𝑥) =

𝑥 − 1
𝑥 − ln 𝑥

(𝑥 − 1)2
=
𝑥 − 1 − 𝑥 ln 𝑥

𝑥(𝑥 − 1)2
=
−(𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 1)

𝑥(𝑥 − 1)2
 

=
−𝑔(𝑥)

𝑥(𝑥 − 1)2
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  fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥

𝑥 − 1
= +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥 − 1
= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥 (1 −
1
𝑥)
= lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
×

1

1 −
1
𝑥

= 0  

𝑔(𝑥)بما أنّ  ≥ 𝑓′(𝑥)، فإنّ  0 ≤ ;0[متناقصة تماما على  𝑓، منه الدالة  0 +∞[ 

 : fجدول تغيرات الدالة 

 
  0عند النقطة ذات الفاصلة  )f C(للمنحنى  (T)معادلة المماس  ةباكت .0

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = −
1

2
(𝑥 − 1) + 1 ⇒ 𝑦 = −

1

2
𝑥 +

3

2
 

 )f C(و (T) رسم

 
-III  𝒉(𝒙) = 𝒇(|𝒙|) ،𝑫𝒉 =  ℝ∗ 

 زوجية hأنّ الدالة  بيان .0

𝐷ℎ  ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى ،𝑥 ∈ 𝐷ℎ : لدينا 

ℎ(−𝑥) = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = ℎ(𝑥) ⇒  الدالة ℎ زوجية

  )f C(اعتمادا على  hالتمثيل البياني للدالة  )h C(شرح كيف يمكن رسم  .0
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;0[على المجال  ℎ(𝑥)لدينا  ]∞+ = 𝑓(𝑥)  منه ،)hC(  متطابق مع)fC(  ونكمل ،

;∞−[على المجال  )hC(رسم   زوجية hالدالة بالتناظر بالنسبة لمحور التراتيب لأنّ  ]0

 : )h C(رسم 

 

𝒉(𝒙)بيان أنّ المعادلة :  .0 = 𝟑𝒙𝟐  تقبل حلين متناظرين فيℝ∗ 

𝑘(𝑥)لتكن الدالة  = ℎ(𝑥) − 3𝑥2  والمعرّفة علىℝ∗ من أجل .𝑥 >  لدينا : 0

𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 3𝑥2  ⇒ 𝑘′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 6𝑥 = −
𝑔(𝑥)

𝑥(𝑥 − 1)2
− 6𝑥 

𝑔(𝑥)بما أنّ  ≥ 𝑘′(𝑥)، فإنّ  0 ≤ ;0[متناقصة تماما على  𝑘، منه الدالة  0 +∞[ 

;0[رتيبة على المجال مستمرة و 𝑘الدالة  limو، ]1
𝑥
>
→0

𝑘(𝑥) = +∞ ;  𝑘(1) = منه ،   2−

𝑘(𝑥)المعادلة  = 𝛼حيث  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 ∈ ]0; زوجية فللمعادلة  𝑘، و بما أن الدالة  ]1

𝑘(𝑥) = 𝛽حيث  𝛽حل آخر  0 = −𝛼   أنّ المعادلة : ، منه نستنتجℎ(𝑥) = 3𝑥2  تقبل

 .∗ℝحلين متناظرين في 

 
 :00 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝟏+𝟐 𝒍𝒏 𝒙

𝒙𝟐
𝒉(𝒙)؛     =

𝟏

𝒙
𝑫؛   = ]𝟎 ;  +∞[  

  ∞+ثمّ إلى  1إلى  xعندما يؤول  fنهايات الدالة  تعيين .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 + 2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
→ −∞
→ 0+

= −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + 2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→+∞

1

𝑥2
+ 2

𝑙𝑛 𝑥

𝑥2⏟
→0

= 0    

  مقاربين يقبل مستقيمين  )fC(أنّ  استنتاج

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = −∞ ⇒ :(∆) مستقيم مقارب عمودي 𝑥 = 0  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ :(′∆) مستقيم مقارب أفقي 𝑦 = 0   



 
545 

 

  𝒇اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑓′(𝑥) =
𝑥2 (

2
𝑥) − 2𝑥(1 + 2 𝑙𝑛 𝑥)

𝑥4
=
2𝑥 − 2𝑥 − 4 ln 𝑥

𝑥3
=
−4 ln 𝑥

𝑥3
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
 مع محور الفواصل )fC(نقطة تقاطع  Aإحداثيي  تعيين .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒
1+2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
= 0 ⇒ 1 + 2 𝑙𝑛 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −

1

2
⇒ 𝑥 = 𝑒−

1

2    

−𝐴(𝑒في النقطة  محور الفواصل )fC(طع يقمنه 
1

2; 0) 

0. 𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎 ;  +∞[ 

 𝒈تغيرات الدالة  دراسة .أ

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 − 𝑥 + 2 ln 𝑥 = −∞   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥 + 2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
1

𝑥
− 1 + 2

ln 𝑥

𝑥
) = −∞    

𝑔′(𝑥) = −1 +
2

𝑥
=
−𝑥 + 2

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 2[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [2; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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𝒈(𝟏)  : 𝒈(𝟏)حساب  .ب = 𝟎 

𝑔(𝑥)ن أنّ المعادلة ابره = ;2[المجال على  αتقبل حلا وحيدا  0 4[ 

; 3[المجال مستمرة و رتيبة على  𝑔الدالة  ⏟𝑔(3)و  ]4
≈0,2

× 𝑔(4)⏟
≈−0,2

< المعادلة ، منه  0

𝑔(𝑥) = ; 3[في المجال  تقبل حلا وحيدا  0  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]4

بتقريب  αلعدد ا حصر
2-10 

3,51باستعمال الحاسبة نجد  < 𝛼 < 3,52 

; 𝟎[المجال من  xمن أجل كل ن أنّه اأ. بره        .0  +∞[  :𝒇(𝒙) −
𝟏

𝒙
=
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝑓(𝑥) −
1

𝑥
=
1 + 2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
−
1

𝑥
=
1 − 𝑥 + 2 𝑙𝑛 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 طتين يطلب تحديدهماقيتقاطعان في ن )hC(و  )fC(أنّ  استنتاج .ب

𝑓(𝑥)المعادلة  −
1

𝑥
= 𝑔(𝑥)تكافئ المعادلة  0 =         )fC(أنّ ، منه نستنتج  0

;1)هما طتين قيتقاطعان في ن )hC(و ;𝛼)و (1
1

𝛼
ℎ(1)لأنّ  ( = ℎ(𝛼)و  1 =

1

𝛼
 

𝒙حيث  xمن أجل كل أنّه ن ابره .ج ≥ 𝟎فإنّ :  𝟒 < 𝒇(𝒙) <
𝟏

𝒙
 

𝑥من أجل كل ، فإنّه  𝑔و  𝑓حسب جدولي تغيرا  الدالتين  ≥  لدينا : 4

{
𝑓(𝑥) > 0

𝑔(𝑥) < 0
⇒ {

𝑓(𝑥) > 0

𝑓(𝑥) −
1

𝑥
< 0

⇒ {
𝑓(𝑥) > 0

𝑓(𝑥) <
1

𝑥

⇒ 0 < 𝑓(𝑥) <
1

𝑥
 

  )hC(و  )fC( انشاء .0
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 :00 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟑 − 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒇 = ]𝟎 ; +∞[ 

 fتغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥2 + 3 − 2 ln 𝑥 = +∞   

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 3 − 2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (𝑥 +
3

𝑥
− 2

𝑙𝑛 𝑥

𝑥⏟
→0

) = +∞    

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 −
2

𝑥
=
2(𝑥2 − 1)

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
 𝒇(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑥، نستنتج أنّه من أجل كل  𝑓الدالة من جدول تغيرا   ∈ ]0 ; 𝑓(𝑥)فإنّ  ]∞+ ≥ 4 

-II 𝒈(𝒙) =
𝒙𝟐−𝟏+𝟐 𝐥𝐧𝒙

𝟐𝒙
  ،𝑫𝒈 = ]𝟎 ;  +∞[ 

𝒈′(𝒙)أنّ :  بيان .0 =
𝒇(𝒙)

𝟐𝒙𝟐
  

𝑔′(𝑥) =
2𝑥 (2𝑥 +

2
𝑥) − 2

(𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥)

4𝑥2
=
2𝑥2 + 6 − 4 ln 𝑥

4𝑥2
 

=
2(𝑥2 + 6 − 4 ln 𝑥)

4𝑥2
=
𝑓(𝑥)

2𝑥2
 

𝒈(𝒙)تحققّ أنّ : ال .0 =
𝒙

𝟐
−

𝟏

𝟐𝒙
+
𝐥𝐧𝒙

𝒙
𝐥𝐢𝐦 حسابو 

𝒙→+∞
𝒈(𝒙)  

𝑔(𝑥) =
𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥

2𝑥
=
𝑥2

2𝑥
−
1

2𝑥
+
2 ln 𝑥

2𝑥
=
𝑥

2
−
1

2𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

2
−
1

2𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
= +∞  

𝒚( معادلته : Δيقبل مستقيما مقاربا مائلا ) (C)أنّ المنحنى  استنتاج =
𝟏

𝟐
𝒙 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) −
1

2
𝑥 = lim

𝑥→+∞
−
1

2𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
= 0  

𝑦( معادلته : Δمستقيما مقاربا مائلا ) (C)المنحنى منه، يقبل   =
1

2
𝑥 

 (Δبالنسبة إلى المستقيم ) (C)المنحنى وضعية  دراسة .0

𝑔(𝑥) −
1

2
𝑥 = −

1

2𝑥
+
ln 𝑥

𝑥
=
2 ln 𝑥 − 1

𝑥
 

2 ln 𝑥 − 1 = 0 ⇒ ln 𝑥 =
1

2
⇒ 𝑥 = 𝑒

1
2 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒
1
2[ : 𝑔(𝑥) −

1

2
𝑥 < 0 ⇒ (Δ) تحت (𝐶) 

𝑥 ∈ ]𝑒
1
2; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) −

1

2
𝑥 > 0 ⇒ (Δ) فوق (𝐶) 

𝑒)في النقطة  (Δالمستقيم ) (C)المنحنى يقطع 
1

2;
𝑒
1
2

2
) 

  𝒈تغيرات  دراسة .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥

2𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞  

𝑔′(𝑥)لدينا  =
𝑓(𝑥)

2𝑥2
𝑓(𝑥)، وبما أنّ   ≥ 𝑔′(𝑥)فإنّ  4 >  متزايدة تماما 𝑔منه الدالة  0

 𝒈 جدول تغيرات الدالة

 
 (C)( و∆) رسم
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𝒙𝟐عدد و إشارة حلول المعادلة :  مناقشة .0 − 𝟐𝒎𝒙 − 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 = 𝟎 

𝑥2 − 2𝑚𝑥 − 1 + 2 ln 𝑥 = 0 ⇒ 2𝑚𝑥 = 𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥 

⇒ 𝑚 =
𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥

2𝑥
⇒ 𝑚 = 𝑔(𝑥)  

:(𝐷𝑚)ذي المعادلة المستقيم و (C)المنحنى ندرس تقاطع  𝑦 = 𝑚 ه من أجل كل بما أنّ ، و

يتقاطعان في نقطة وحيدة فاصلتها موجبة ، فإنّ  (𝐷𝑚)و 𝑚  ،(C)قيم الوسيط الحقيقي 

𝑥2المعادلة  − 2𝑚𝑥 − 1 + 2 ln 𝑥 =  .𝑚تقبل حلا وحيدا موجبا مهما تكن قيمة  0

 
 :00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) =
𝒙

𝒙+𝟏
− 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒈 = [𝟎 ; +∞[  

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥 + 1⏟  
→1

− ln(𝑥 + 1)⏟      
→+∞

= −∞  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة

𝑔′(𝑥) =
1

(𝑥 + 1)2
−

1

𝑥 + 1
=

−𝑥

(𝑥 + 1)2
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𝑥من أجل  ≥ 0  ،𝑔′(𝑥) ≤  متناقصة 𝑔، منه الدالة  0

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
 𝒈(𝒙)ج إشارة استنتا

𝑥، نستنتج أنهّ من أجل كل  𝑔جدول تغيرات الدالة من          ∈ [0; 𝑔(𝑥) فإنّ  ]∞+ ≤ 0 

-II  نعتبر الدالةf  0]المجال المعرفة على ;  كما يلي :  ]∞+ 

{
𝑓(𝑥) =

ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥
; 𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→𝟎+

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

ln(𝑥 + 1)

𝑥⏟      
→1

− 1 = 0  

limبما أنّ 
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) نستنتج أنّ الدالة ،𝑓  0مستمرة على يمين 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

ln(𝑥 + 1)

𝑥⏟      
→0

− 1 = −1  

; 𝟎[المجال من  xأنّ من أجل كل  بيان .0  +∞[  :𝒇′(𝒙) =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝑓′(𝑥) =

𝑥
𝑥 + 1 − ln(𝑥 + 1)

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

4. 𝑥 −
𝑥2

2
≤ ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥 −

𝑥2

2
+
𝑥3

3
  

حصر لـ  تعيين .أ
𝒇(𝒙)−𝒇(𝟎)

𝒙
  

𝑥 −
𝑥2

2
≤ ln(𝑥 + 1) ≤ 𝑥 −

𝑥2

2
+
𝑥3

3
⇒ 1 −

𝑥

2
≤
ln(𝑥 + 1)

𝑥
≤ 1 −

𝑥

2
+
𝑥2

3
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⇒ −
𝑥

2
≤
ln(𝑥 + 1)

𝑥
− 1 ≤ −

𝑥

2
+
𝑥2

3
⇒ −

1

2
≤

ln(𝑥 + 1)
𝑥 − 1

𝑥
≤ −

1

2
+
𝑥

3
 

⇒ −
1

2
≤
𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
≤ −

1

2
+
𝑥

3
 

𝒇′(𝟎)وأنّ على اليمين  1قابلة للاشتقاق عند  fأنّ  استنتاج  = −
𝟏

𝟐
 

{
 

 −
1

2
≤
𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
≤ −

1

2
+
𝑥

3

lim
𝑥
>
→0

−
1

2
+
𝑥

3
= −

1

2

⇒ lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥
= −

1

2
 

𝑓′(0)وأنّ على اليمين  0قابلة للاشتقاق عند  fستنتج أنّ منه ن   = −
1

2
 

  1عند النقطة التي فاصلتها  )fC(معادلة نصف المماس لـ  ةباكت .ب

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ 𝑦 = −
1

2
𝑥  

 )fC(المنحنى انشاء 

 
 

 
 

 : الدوال اللوغاريتمية في البكالوريا 

 

 ت ر 0110بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 𝒈  كما يلي :   ]∞+;𝟏]دالة معرّفة على𝒈(𝒙) = 𝟐𝒙 + 𝐥𝐧 𝒙 

 ∞+إلى  xعندما يؤول  𝒈الدالة نهاية  حساب .0

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2𝑥 + ln 𝑥 = +∞  

  𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2 +
1

𝑥
; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة
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 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)فإنّ  ]∞+;𝟏]من المجال  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 ≠ 𝟎 

𝑥أنّه من أجل كل نلاحظ  𝑔الدالة  ا تغيرمن جدول  ∈ [1; 𝑔(𝑥)فإنّ  ]∞+ > 2 

-II 𝒇(𝒙) =
𝟔 𝐥𝐧𝒙

𝟐𝒙+𝐥𝐧𝒙
  ،𝑫𝒇 = [𝟏;+∞[   

𝒇(𝒙)على الشكل  𝒇(𝒙)أنّه يمكن كتابة  بيان .0 =
𝟔
𝐥𝐧 𝒙

𝒙

𝟐+
𝐥𝐧 𝒙

𝒙

𝒙من أجل    ∈ [𝟏;+∞[ 

𝑓(𝑥) =
6 ln 𝑥

2𝑥 + ln 𝑥
=
𝑥 (
6 ln 𝑥
𝑥 )

𝑥 (2 +
ln 𝑥
𝑥 )

=
6
ln 𝑥
𝑥

2 +
ln 𝑥
𝑥

 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

6
ln 𝑥
𝑥

2 +
ln 𝑥
𝑥

= 0  

𝑦يقبل مستقيما مقاربا أفقيا معادلته  )fC(لمنحنى أنّ استنتج ن =  ∞+بجوار  0

  fاتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑓′(𝑥) =

6
𝑥
(2𝑥 + ln 𝑥) − 6 ln 𝑥 (2 +

1
𝑥)

(2𝑥 + ln 𝑥)2
=
12(1 − ln 𝑥)

(2𝑥 + ln 𝑥)2
 

1 − ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑒 

𝑥 ∈ [1; 𝑒] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]𝑒;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

  fالدالة جدول تغيرات  .0

 

𝑓(𝑒) =
6

2𝑒 + 1
 

 

 



 
544 

 

𝑓(𝑥) بحيث تقبل المعادلة kقيم العدد الحقيقي تعيين  = 𝑘 حلين متمايزين 

𝑓(𝑥) ، نلاحظ أنّ المعادلة fالدالة جدول تغيرا  من  = 𝑘  تقبل حلين متمايزين لمّا

0 < 𝑘 <
6

2𝑒+1
 

  0عند النقطة التي فاصلتها  )fC(للمنحنى  (𝟏∆)د معادلة للمماس اجاي .0

𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = 3(𝑥 − 1) ⇒ (∆1): 𝑦 = 3𝑥 − 3  

-III 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒆𝒙)  ،𝑫𝒉 = [𝟏;+∞[ 

  hالدالة جدول تغيرات  .0

ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥𝑓′(𝑒𝑥) 

𝑥 ∈ [1; +∞[ ⇒ 𝑒𝑥 ∈ [𝑒;+∞[ ⇒ 𝑓′(𝑒𝑥) ≤ 0 ⇒ ℎ′(𝑥) ≤ 0 

;1]على المجال متناقصة  hالدالة منه،  +∞[ 

ℎ(1) = 𝑓(𝑒) =
6

2𝑒 + 1
 

{
lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 = +∞

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0
⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑒𝑥) = 0 ⇒ lim

𝑥→+∞
ℎ(𝑥) = 0  

 
  0عند النقطة التي فاصلتها  )hC(للمنحنى  (𝟐∆)د معادلة للمماس اجاي .0

(∆2): 𝑦 = ℎ
′(1)(𝑥 − 1) + ℎ(1); ℎ′(1) = 𝑒 𝑓′(𝑒)⏟  

0

= 0   

(∆2): 𝑦 =
6

2𝑒 + 1
 

  )hC(و  )fC(،  (𝟐∆)،  (𝟏∆)كلا من  رسم .0
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 ع ت 0110بكالوريا :  01 حل التمرين

-I 𝒉(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒉 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
>

𝒙→−𝟏

𝒉(𝒙)    و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒉(𝒙) 

lim
>

𝑥→−1

ℎ(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1) = −∞  

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1) = +∞  

; 1−[المجال من  x عدد حقيقي أنّ من أجل كل بيان .2  +∞[  :ℎ′(𝑥) =
1+2(𝑥+1)2

𝑥+1
 

ℎ′(𝑥) = 2𝑥 + 2 +
1

𝑥 + 1
=
1 + 2(𝑥 + 1)2

𝑥 + 1
 

  hاتجاه تغير الدالة  استنتاج     

ℎ′(𝑥)بما أنّ   >  ]∞+;1−[متزايدة تماما على  ℎ، فإنّ الدالة  0

 hجدول تغيرات الدالة  

 
 xحسب قيم  𝒉(𝒙)إشارة  استنتاجو 𝒉(𝟎) حساب .0

ℎ(0) = 0 ;  𝑥 ∈ ]−∞; 0[ ∶ ℎ(𝑥) < 0 ; 𝑥 ∈ ]0;+∞[ ∶ ℎ(𝑥) > 0 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟏 −
𝐥𝐧(𝒙+𝟏)

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.      .0
>

𝒙→−𝟏

𝒇(𝒙) 

lim
>

𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1

→ −∞
→ 0+

= +∞  

 ر النتيجة بيانيايفست

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته  )fC(المنحنى يقبل  = −1 

𝐥𝐢𝐦ن أنّ ابره .ب
𝒖→+∞

𝐥𝐧𝒖

𝒖
= 𝐥𝐧. نضع : 𝟎 𝒖 = 𝒕 ⇒ 𝒖 = 𝒆𝒕 

lim
𝑢→+∞

ln 𝑢

𝑢
= lim
𝑡→+∞

𝑡

𝑒𝑡
= lim
𝑡→+∞

1

𝑒𝑡

𝑡

= 0 
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𝐥𝐢𝐦 استنتاج .ج
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) : نضع .𝑿 = 𝒙 + 𝟏 ⇒ 𝒙 = 𝑿 − 𝟏 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1 −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
= lim
𝑋→+∞

𝑋 − 2 −
ln𝑋

𝑋
= +∞  

𝐥𝐢𝐦 حساب .د
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) − (𝒙 − 𝟏)] 

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = lim
𝑥→+∞

−
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
= 0 

:(∆)أنّ  ستنتجن 𝑦 = 𝑥 −  ∞+بجوار  )fC(للمنحنى  مقارب مائلمستقيم  1

 (∆)بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  دراسة .ه

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) = −
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

𝑥 ∈ ]−1; 0[ ∶ ln(𝑥 + 1) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

𝑥 ∈ ]0; +∞[ ∶ ln(𝑥 + 1) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 (1−;0)عند النقطة  (∆)و )fC(يتقاطع 

𝒇′(𝒙):  ]∞+ ; 𝟏−[المجال من  x عدد حقيقي أنّ من أجل كل بيان .0 =
𝒉(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
  

𝑓′(𝑥) = 1 −
1 − ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=
𝑥2 + 2𝑥 + ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=

ℎ(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 

 fجدول تغيرات الدالة  

 
:(𝒅)يقطع  )fC(أنّ  بيان .0 𝒚 =  3,4و  3,3 بينعند نقطة فاصلتها محصورة  𝟐

; 3,3[المجال رتيبة على مستمرة و fالدالة    ⏟𝑓(3,3)و ]3,4 
≈1,96

< 2 < 𝑓(3,4)⏟  
≈2,06

، منه 

𝑓(𝑥)المعادلة  = ;3,3[تقبل حلا وحيدا في المجال  2  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]3,4

 )fC( رسم .0
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 مساحة الب احس .0

𝒜 = ∫ [(𝑥 − 1) − 𝑓(𝑥)]
1

0

𝑑𝑥 = ∫
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1

1

0

𝑑𝑥 

= ∫
1

𝑥 + 1

1

0

ln(𝑥 + 1) 𝑑𝑥 =
1

2
[ln2(𝑥 + 1)]0

1 =
1

2
ln2 2  𝑢𝑎  

 

 
 ر 0101بكالوريا :  00 حل التمرين

𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝟏 − 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
>
𝒙→𝟎

𝒈(𝒙)  

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑥 − 1 − 2 ln 𝑥 = +∞  

 تفسير النتيجة هندسيا

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته  )gC(المنحنى يقبل  = 0 

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيانأ.   .0
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) = +∞ 
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1 − 2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 −
1

𝑥
−
2 ln 𝑥

𝑥⏟  
→0

) = +∞  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .ب

𝑔′(𝑥) = 1 −
2

𝑥
=
𝑥 − 2

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 2[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [2; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝑔(2) = 1 − 2 ln 2 ≈ −0,4 

  𝒈(𝟏) حساب .ج

𝑔(1) = 0 

𝒈(𝒙)برهن أنّ المعادلة  .د = ,𝟑تقبل حلين مختلفين أحدهما  𝟎 𝟓 < 𝜶 < 𝟑, 𝟔 

; 3,5[المجال مستمرة و رتيبة على  𝑔الدالة    ⏟𝑔(3,5)و  ]3,6
≈−0,006

× 𝑔(3,6)⏟  
≈0,038

< 0  ،

𝑔(𝑥)المعادلة منه  = ; 3,5[في المجال  تقبل حلا  0 حسب مبرهنة القيم  ]3,6

 .1المتوسطة ، بالإضافة إلى الحل الثاني الذي هو 

  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .ه

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∪ ]α;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ [1; 𝛼] ⇒ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

)𝒈استنتاج إشارة    
𝟏

𝒙
) 

𝑔تكون  (
1

𝑥
) > لمّا  0

1

𝑥
∈ ]0; 1[ ∪ ]α;+∞[  و𝑔 (

1

𝑥
) ≤ لمّا  0

1

𝑥
∈ [1; α] 

1

𝑥
∈ ]0; 1[ ⇒ 0 <

1

𝑥
< 1 ⇒ 1 < 𝑥 < +∞ ⇒ 𝑥 ∈ ]1;+∞[ 

1

𝑥
∈ ]α;+∞[ ⇒

1

𝑥
> α ⇒ 0 < 𝑥 <

1

α
⇒ 𝑥 ∈ ]0;

1

α
[ 
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1

𝑥
∈ [1; α] ⇒ 1 ≤

1

𝑥
≤ α ⇒

1

α
≤ 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ∈ [

1

α
; 1] 

𝑔منه نستنتج أنّ  (
1

𝑥
) > 𝑥لمّا  0 ∈ ]0;

1

α
[ ∪ 𝑔و  ]∞+;1[ (

1

𝑥
) ≤ 𝑥لمّا  0 ∈ [

1

α
; 1] 

3. {
𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥  ; 𝑥 > 0

𝑓(0) = 0
  ،𝐷𝑓 = [0;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .أ
>
𝒙→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
  

lim
>
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

>
𝑥→0

−𝑥2 + 𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥

𝑥
= lim

>
𝑥→0

−𝑥 + 1 + 𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

= 1 

 ر النتيجة هندسيايفست

 1عند المبدأ نصف مماس ميله  )fC(ويقبل  0قابلة للاشتقاق على يمين  𝑓الدالة 

 ∞+عند  fالدالة نهاية  حساب .ب

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥2 + 𝑥 + 𝑥2 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥2 (−1 +
1

𝑥
+ ln 𝑥) = +∞  

; 𝟎[من  x أنّ من أجل كل بيان .ج 𝒇′(𝒙): فإنّ  ]∞+  = 𝒙 𝒈 (
𝟏

𝒙
)  

𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 1 + 2𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 = −𝑥 + 1 + 2𝑥 ln 𝑥 

= 𝑥 (−1 +
1

𝑥
+ 2 ln 𝑥) = 𝑥 (

1

𝑥
− 1 − 2 ln

1

𝑥
) = 𝑥 𝑔 (

1

𝑥
)  

 fاتجاه تغير الدالة  استنتاج 

𝑥 ∈ ]0;
1

α
[ ∪ ]1;+∞[ ∶ 𝑔 (

1

𝑥
) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ [
1

α
; 1] ∶ 𝑔 (

1

𝑥
) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

  fجدول تغيرات الدالة  .د

 

𝒇:  أنّ  بيان (
𝟏

𝜶
) =

𝜶−𝟏

𝟐𝜶𝟐
𝒇حصر للعدد  استنتاجو  (

𝟏

𝜶
) 
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𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝛼 − 1 − 2 ln 𝛼 = 0 ⇒ − ln 𝛼 =
1 − 𝛼

2
⇒ ln (

1

𝛼
) =

1 − 𝛼

2
 

𝑓 (
1

𝛼
) = −(

1

𝛼
)
2

+ (
1

𝛼
) + (

1

𝛼
)
2

ln (
1

𝛼
) = −

1

𝛼2
+
1

𝛼
+
1

𝛼2
(
1 − 𝛼

2
) 

=
−2 + 2𝛼 + 1 − 𝛼

2𝛼2
=
𝛼 − 1

2𝛼2
 

3,5 < 𝛼 < 3,6 ⇒ {
2,5 < 𝛼 − 1 < 2,6

24,5 < 2𝛼2 < 25,9
⇒ {

2,5 < 𝛼 − 1 < 2,6

0,039 <
1

2𝛼2
< 0,04

 

⇒ 0,0975 < 𝑓 (
1

𝛼
) < 0,104  

;𝟎]على المجال  )fC(المنحنى  رسم .0 𝟑] 
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 ع ت 0101بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 𝒇(𝒙) = 𝟏 + 𝐥𝐧(𝟐𝒙 − 𝟏)  ،𝑰 = ]
𝟏

𝟐
; +∞[   

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) و𝐥𝐢𝐦
>

𝒙→
𝟏

𝟐

𝒇(𝒙)    

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + ln(2𝑥 − 1) = +∞  

lim
>

𝑥→
1
2

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→
1
2

1 + ln (2𝑥 − 1)⏟      
→0+

= −∞   

  Iمتزايدة تماما على المجال  fأنّ الدالة  بيان .0

𝑓′(𝑥) =
2

2𝑥 − 1
 ; 𝑥 >

1

2
⇒ 2𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة 

 
:(𝒅) لـالتي يكون فيها المماس موازيا  )fC(فاصلة النقطة من  تعيين .0 𝒚 = 𝒙  

𝑓′(𝑥) = 1 ⇒
2

2𝑥 − 1
= 1 ⇒ 2𝑥 − 1 = 2 ⇒ 𝑥 =

3

2
 

𝒇(𝒙):  يمكن كتابة Iمن  xأنّه من أجل كل  إثباتأ.  .0 = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝒂) + 𝒃          

𝑓(𝑥) = 1 + ln(2𝑥 − 1) = 1 + ln [2 (𝑥 −
1

2
)] = 1 + ln2+ ln (𝑥 −

1

2
)

⇒ 𝑎 = −
1

2
 ; 𝑏 = 1 + ln 2  

  lnمنحنى الدالة  )C(انطلاقا من  )fC(أنّه يمكن رسم  استنتاج .ب

𝑓(𝑥)بما أنّ  = ln(𝑥 + 𝑎) + 𝑏  ّفإن ،)fC(  هو صورة)C(  بالانسحاب الذي شعاعه

𝑢⃗ (
−𝑎
𝑏
) 𝑢⃗، أي  (

1

2

1 + ln 2
) 

 )fC(و  )C(  رسم
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-II 𝒈(𝒙) = 𝒇(𝒙) − 𝒙  

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
>

𝒙→
𝟏

𝟐

𝒈(𝒙)    

lim
>

𝑥→
1
2

𝑔(𝑥) = lim
>

𝑥→
1
2

𝑓(𝑥)⏟
→−∞

− 𝑥 = −∞   

limبيان أنّ 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

[1 − 𝑥 + ln (2𝑥 − 1)]

= lim
𝑥→+∞

(2𝑥 − 1)⏟      
→+∞

[
 
 
 
 
1 − 𝑥

2𝑥 − 1⏟  

→−
1
2

+
ln (2𝑥 − 1)

2𝑥 − 1⏟      
→0 ]

 
 
 
 

= −∞  

 𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 =
2

2𝑥 − 1
− 1 ⇒ 𝑔′(𝑥) =

−2𝑥 + 3

2𝑥 − 1
 

2𝑥بما أنّ  − 1 > 2𝑥−من إشارة  𝑔′(𝑥)، فإنّ إشارة  0 + 3 

−2𝑥 + 3 ≥ 0 ⇒ 2𝑥 ≤ 3 ⇒ 𝑥 ≤
3

2
 

𝑥 ∈ ]
1

2
;
3

2
] : 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒   الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ ]
3

2
;+∞[ : 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة
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 : 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
  𝒈(𝟏) حسابأ.  .0

𝑔(1) = 𝑓(1) − 1 = 1 − 1 = 0 

𝑔(𝑥)بيان أنّ المعادلة  = [تقبل في المجال  0
3

2
;  αحلا وحيدا  ]∞+

𝑔 (
3

2
) ≈ 0,19 ; lim

𝑥→+∞
𝑔(𝑥) = −∞ 

[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة 
3

2
; +∞[  ،𝑔 (

3

2
) ≈ 0,19 

limو
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه ∞− = [تقبل في المجال  0
3

2
; +∞[       

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة. αحلا وحيدا 

𝟐التحقق أنّ  < 𝜶 < 𝟑 

𝑔(2) ≈ 0,1 ; 𝑔(3) ≈ −0,39 ⇒ 2 < 𝛼 < 3 

[على المجال  )gC( رسم .ب
𝟏

𝟐
; 𝟓]  

د يحدوت Iعلى المجال  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

 (𝒅)بالنسبة إلى  )fC(وضعية 

𝑥 ∈ ]
1

2
; 1[ ∪ ]𝛼;+∞[: 𝑔(𝑥) < 0 

⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒ (𝑑) تحت (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]1; 𝛼[: 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 

⇒ (𝑑) فوق (𝐶𝑓) 

;1)عند النقطتين  (𝑑)و )fC(يتقاطع  ;𝛼)و  (1 𝛼) 

من  xن أنّه من أجل كل عدد حقيقي ابره .5

]1; 𝛼[  : ّفإن𝑓(𝑥)  تنتمي إلى]1; 𝛼[ 

;1[المجال مستمرة ومتزايدة تماما على  𝑓الدالة  𝛼[  ،

𝑥 منه : ∈ ]1; 𝛼[ ⇒ 𝑓(𝑥) ∈ ]𝑓(1); 𝑓(𝛼)[ 

𝑔(1) = 0 ⇒ 𝑓(1) − 1 = 0 ⇒ 𝑓(1) = 1 
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𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) − 𝛼 = 0 ⇒ 𝑓(𝛼) = 𝛼 

𝑥نستنتج أنّه من أجل  ∈ ]1; 𝛼[  ّفإن ،𝑓(𝑥) ∈ ]1; 𝛼[. 

(III 𝒖𝒏 = 𝒇(𝟏 +
𝟏

𝟐𝒏
) 

𝒖𝒏التي من أجلها يكون :  𝒏قيمة العدد الطبيعي  تعيين .0 = 𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧𝟑 − 𝟑 𝐥𝐧 𝟐 

𝑢𝑛 = 𝑓 (1 +
1

2𝑛
) = 1 + ln [2 (1 +

1

2𝑛
) − 1] = 1 + ln (1 +

1

𝑛
)  

= 1 + ln (
𝑛 + 1

𝑛
) 

𝑢𝑛 = 1 + 2 ln 3 − 3 ln 2 ⇒ 1 + ln (
𝑛 + 1

𝑛
) = 1 + 2 ln 3 − 3 ln 2⏟        

ln 9−ln8

⇒ ln (
𝑛 + 1

𝑛
) = ln (

9

8
) ⇒

𝑛 + 1

𝑛
=
9

8
⇒ 𝑛 = 8  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏ب المجموع احس .0

𝑆𝑛 = 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 = 1 + ln (
2

1
) + 1 + ln (

3

2
) +⋯+ 1 + ln (

𝑛 + 1

𝑛
) 

= (1 + 1 +⋯+ 1)⏟          
𝑛 حد

+ ln2 + ln 3 − ln 2 +⋯+ ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛⏟                          
ln 2−ln2+ln3−ln3+⋯+ln𝑛−ln𝑛+ln(𝑛+1)

 

= 𝑛 + ln (𝑛 + 1)  

 

 
 

 ر 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝐥𝐧𝒙𝟐 − 𝟏  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

  𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

lim
>
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
>
𝑥→0

𝑥2 + ln 𝑥2 − 1 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + ln 𝑥2 − 1 = +∞  

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
2𝑥

𝑥2
= 2𝑥 +

2

𝑥
=
2𝑥2 + 2

𝑥
 

𝑔′(𝑥)بما أنّ  > ;0[متزايدة تماما على المجال  𝑔، فإنّ الدالة  0 +∞[ 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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   ]∞+;𝟎[المجال في  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاجو 𝒈(𝟏) حساب .0

𝑔(1) = 0 ; 𝑥 ∈ ]0; 1[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]1;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 

-II 𝒇(𝒙) = (𝟏 −
𝟏

𝒙𝟐
) 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[    

𝒇′(𝒙)وأنّ :   ]∞+;𝟎[على المجال قابلة للاشتقاق   fأنّ  بيانأ.        .0 =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟑
 

;0[المجال هي جداء دالتين معرّفتين وقابلتين للاشتقاق على  𝑓الدالة  +∞[   ،

;0[على المجال قابلة للاشتقاق   fمنه الدالة   +∞[   

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
−

1
𝑥
(𝑥2) − 2𝑥 ln 𝑥

𝑥4
=
1

𝑥
−
1 − 2 ln 𝑥

𝑥3
=
𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥

𝑥3
 

=
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

  fاتجاه تغير الدالة  استنتاج .ب

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرّات الدالة 

 
2. (𝛿)  المنحنى الممثل للدالة𝑥 → ln 𝑥  0[على المجال; +∞[   

  (𝜹)بالنسبة إلى  )fC(وضعية المنحنى  دراسة .أ

𝑓(𝑥) − ln 𝑥 = −
ln 𝑥

𝑥2
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − ln 𝑥 > 0 ⇒ (𝛿) فوق (𝐶𝑓) 
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𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ ln 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − ln 𝑥 < 0 ⇒ (𝛿) تحت (𝐶𝑓) 

;1)عند النقطة  (𝛿)و )fC( المنحنيانيتقاطع  0) 

𝐥𝐢𝐦حساب 
𝒙→+∞

𝟏

𝒙𝟐
𝐥𝐧 𝒙  

lim
𝑥→+∞

1

𝑥2
ln 𝑥 = lim

𝑥→+∞

1

𝑥
×
ln 𝑥

𝑥
= 0  

lim
𝑥→+∞

1

𝑥2
ln 𝑥 = 0 ⇒ lim

𝑥→+∞
[𝑓(𝑥) − ln 𝑥] = 0 ⇒ lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞
ln 𝑥 

 ∞+في جوار ان برقامت (𝛿)و )fC( أنّ المنحنيينستنتج ن

  )fC(و  (𝜹) رسم .ب

 
 

∫ حسابأ.  .0
𝟏

𝒕𝟐
𝐥𝐧 𝒕

𝒙

𝟏
𝒅𝒕 

𝑢(𝑡) = ln 𝑡 ⇒ 𝑢′(𝑡) =
1

𝑡
 ; 𝑣′(𝑡) =

1

𝑡2
⇒ 𝑣(𝑡) = −

1

𝑡
 

∫
1

𝑡2
ln 𝑡

𝑥

1

𝑑𝑡 = [−
ln 𝑡

𝑡
]
1

𝑥

−∫ −
1

𝑡2

𝑥

1

𝑑𝑡 = [−
ln 𝑡

𝑡
−
1

𝑡
]
1

𝑥

= −
ln 𝑥

𝑥
−
1

𝑥
+ 1 

𝒙تحقق أنّ : ال - 𝐥𝐧 𝒙 − 𝒙  هي دالة أصلية للدالة𝐥𝐧 𝒙  𝟏]على المجال;+∞[ 

(𝑥 ln 𝑥 − 𝑥)′ = ln 𝑥 + 𝑥 (
1

𝑥
) − 1 = ln 𝑥 ⇒ ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 

 ]∞+;𝟏]على المجال  𝒇دالة أصلية للدالة ج ااستنت -
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𝑓(𝑥) = ln 𝑥 −
1

𝑥2
ln 𝑥 ⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥
+
1

𝑥
− 1  

   𝜶بدلالة  𝑨(𝜶)  ب المساحةاحسب. 

𝐴(𝛼) = ∫ [ln 𝑥 − (ln 𝑥 −
1

𝑥2
ln 𝑥)]

𝛼

1

𝑑𝑥 = ∫
1

𝑥2
ln 𝑥

𝛼

1

𝑑𝑥 

= [−
ln 𝑥

𝑥
−
1

𝑥
+ 1]

1

𝛼

= (−
ln𝛼

𝛼
−
1

𝛼
+ 1)  𝑢𝑎  

𝐥𝐢𝐦ب احس
𝜶→+∞

𝑨(𝜶) 

lim
𝛼→+∞

𝐴(𝛼) = lim
𝛼→+∞

(−
ln𝛼

𝛼
−
1

𝛼⏟      
→0

+ 1) = 1  

 
 ت ر 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) =
𝒂+𝒃 𝐥𝐧𝟐𝒙

𝟒𝒙𝟐
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

 : bو  a العددين تعيين .0

 𝑓′(𝑥) =
4𝑥2(

𝑏

𝑥
)−8𝑥(𝑎+𝑏 ln2𝑥)

16𝑥4
=
𝑏−2𝑎−2𝑏 ln2𝑥

4𝑥3
 

{
𝑓 (
1

2
) = 1

𝑓′ (
1

2
) = 0

⇒ {
𝑎 = 1

𝑏 − 2𝑎 = 0
⇒ {
𝑎 = 1
𝑏 = 2

⇒ 𝑓(𝑥) =
1 + 2 ln 2𝑥

4𝑥2
 

0. 𝒈(𝒙) =
𝟏+𝟐 𝐥𝐧𝟐𝒙

𝟒𝒙𝟐
  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .أ
𝒙→+∞

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
>
→𝟎

𝒈(𝒙)   

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + 2 ln 2𝑥

4𝑥2
= lim
𝑥→+∞

[
1

4𝑥2
+
1

𝑥
(
ln 2𝑥

2𝑥
)

⏟    
→0

]  = 0  

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 + 2 ln 2𝑥

4𝑥2
→ −∞
→ 0+

= −∞  

 ر النتيجتين هندسيايفست

𝑥مستقيمين مقاربين ، الأول عمودي معادلته  )gC(المنحنى يقبل  = والثاني  0

𝑦أفقي معادلته  = 0 
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  𝑔اتجاه تغير الدالة  دراسة .ب

𝑔′(𝑥) =
−4 ln 2𝑥

4𝑥3
= −

ln2𝑥

𝑥3
 

𝑥 ∈ ]0;
1

2
[ ∶ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑥 ∈ [
1

2
;+∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)المعادلة   ]∞+;𝟎[حل في  .ج = 𝟎 

𝑔(𝑥) = 0 ⇒ 1 + 2 ln 2𝑥 = 0 ⇒ ln2𝑥 = −
1

2
⇒ 2𝑥 = 𝑒−

1
2 ⇒ 𝑥 =

𝑒−
1
2

2
 

 )gC( انشاء .د

 
 

 
 ع ت 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) =
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒈 = ℝ − {−𝟏} 
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  𝒈جدول تغيرات الدالة  .أ

 
𝒈(𝒙)حل بيانيا المعادلة  .ب > 𝟎 

𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∪ ]1;+∞[ 

𝟎 التي يكون من أجلها  xبيانيا قيم  تعيين .ج < 𝒈(𝒙) < 𝟏 

0 < 𝑔(𝑥) < 1 ⇒ 𝑥 ∈ ]1;+∞[ 

-II 𝒇(𝒙) =
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
+ 𝐥𝐧 (

𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
)  ،𝑫𝒇 = ]𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟏

𝒇(𝒙)   و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

𝑥 − 1

𝑥 + 1
+ ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
→1

+ ln (
𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→1

= 1  

 تفسير النتيجتين هندسيا

𝑥مستقيمين مقاربين ، الأول عمودي معادلته  )fC(يقبل  = 𝑦والثاني أفقي معادلته  1 = 1 

;𝟏[من المجال  xأنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيانأ.      .0 +∞[  :𝒈′(𝒙) =
𝟐

(𝒙+𝟏)𝟐
  

𝑔′(𝑥) =
(𝑥 + 1) − (𝑥 − 1)

(𝑥 + 1)2
=

2

(𝑥 + 1)2
 

 إشارتها  دراسةو 𝒇′(𝒙) حساب .ب

𝑓′(𝑥) =
2

(𝑥 + 1)2
+

2
(𝑥 + 1)2

𝑥 − 1
𝑥 + 1

=
2

(𝑥 + 1)2
+

2

(𝑥 + 1)2
(
𝑥 + 1

𝑥 − 1
) 

=
2

(𝑥 + 1)2
(1 +

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) =

2

(𝑥 + 1)2
(
2𝑥

𝑥 − 1
) =

4𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)2
 

𝑥من أجل  ∈ ]1; +∞[  ،𝑓′(𝑥) > ;1[المجال على متزايدة  𝑓، منه الدالة  0 +∞[ 
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  fجدول تغيرات الدالة 

 
 

𝐥𝐧إشارة العبارة  تعيينأ.  .0 (
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
  ]∞+;𝟏[المجال على  (

lnلدينا :  (
𝑥−1

𝑥+1
) = ln 𝑔(𝑥)  ومن أجل𝑥 > 0تكون  1 < 𝑔(𝑥) < 1 

lnمنه نستنتج أنّ العبارة  (
𝑥−1

𝑥+1
;1[المجال على سالبة  ( +∞[ 

𝒙ن أنّ الدالة : ب. بيا → (𝒙 − 𝜶) 𝐥𝐧(𝒙 − 𝜶) − 𝒙 هي دالة أصلية للدالة 

 𝒙 → 𝐥𝐧(𝒙 − 𝜶)  على المجال]𝜶;+∞[ 

[(𝑥 − 𝛼) ln(𝑥 − 𝛼) − 𝑥]′ = ln(𝑥 − 𝛼) + (𝑥 − 𝛼) (
1

𝑥 − 𝛼
) − 1 = ln(𝑥 − 𝛼) 

⇒ ∫ ln(𝑥 − 𝛼) 𝑑𝑥 = (𝑥 − 𝛼) ln(𝑥 − 𝛼) − 𝑥 

 ، ]∞+;𝟏]المجال من  𝒙تحقق أنّه من أجل كل عدد حقيقي الجـ. 

 𝒈(𝒙) = 𝟏 −
𝟐

𝒙+𝟏
  

𝑔(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 + 1
=
𝑥 + 1 − 2

𝑥 + 1
=
𝑥 + 1

𝑥 + 1
−

2

𝑥 + 1
= 1 −

2

𝑥 + 1
 

 ]∞+;𝟏]على المجال  𝒇دالة أصلية للدالة تعيين 

𝑓(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥 + 1
+ ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) = 1 −

2

𝑥 + 1
+ ln(𝑥 − 1) − ln(𝑥 + 1) 

𝐹(𝑥) = 𝑥 − 2 ln(𝑥 + 1) + (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) − 𝑥 − (𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1) + 𝑥 

𝐹(𝑥) = 𝑥 + (𝑥 − 1) ln(𝑥 − 1) − (𝑥 + 3) ln(𝑥 + 1)  
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 ر 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

 

-I 𝒈(𝒙) = 𝟐 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) −
𝒙

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒈 = ]−𝟏; 𝟑]  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) =
2

𝑥 + 1
−

1

(𝑥 + 1)2
=

2𝑥 + 1

(𝑥 + 1)2
 

𝑥 ∈ ]−1;−
1

2
[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

𝑥 ∈ [−
1

2
; 3] ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

2 ln(𝑥 + 1) −
𝑥

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

2(𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1) − 𝑥

𝑥 + 1
 

= lim
𝑋
>
→0

2𝑋 ln𝑋 − 𝑋 + 1

𝑋
→ 1
→ 0+

= +∞  ; (𝑋 = 𝑥 + 1) 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 

𝑔 (−
1

2
) = 1 − ln 4 ; 𝑔(3) = ln 16 −

3

4
 

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = ,𝟎−تقبل حلين أحدهما معدوم والآخر  𝟎 𝟖 < 𝜶 < −𝟎, 𝟕  

𝑔(0) = 𝑔(𝑥)حل للمعادلة  0، منه  0 = المجال مستمرة و رتيبة على  𝑔الدالة . 0

] − 0,8 ;     ⏟𝑔(−0,8)و  ]0,7−
≈0,78

× 𝑔(−0,7)⏟    
≈−0,07

< 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه  0 = 0 

[في المجال   ثانيا تقبل حلا −  حسب مبرهنة القيم المتوسطة.  ]0,7−; 0,8

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم  تعيين .0

𝑥 ∈ ]−1; 𝛼[ ∪ ]0; 3[: 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑥 ∈ [𝛼; 0]: 𝑔(𝑥) ≤ 0 

0. h  𝟏−[هي الدالة المعرّفة على المجال; 𝒉(𝒙)بـ :   [𝟑 = [𝒈(𝒙)]𝟐 

 𝒈′(𝒙)و  𝒈(𝒙)بدلالة  𝒉′(𝒙) حساب .أ

ℎ′(𝑥) = 2𝑔(𝑥). 𝑔′(𝑥) 
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  𝒉′(𝒙)إشارة  تعيين .ب

 
 hجدول تغيرات الدالة 

 

ℎ (−
1

2
) = [𝑔 (−

1

2
)]
2

= (1 − ln 4)2 = ln2 4 − 2 ln 4 + 1 ≈ 0,15 

ℎ(3) = [𝑔(3)]2 = (ln 16 −
3

4
)
2

= ln2 16 −
3

2
ln 16 +

9

16
≈ 4,1 

-II {
𝒇(𝒙) =

𝒙𝟐

𝐥𝐧(𝒙+𝟏)
 ; 𝒙 ≠ 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎
  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏; 𝟑]    

 تقبل الاشتقاق عند الصفر  fأنّ الدالة  بيان .0

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0

𝑥

ln(𝑥 + 1)
= lim
𝑥→0

1

ln(𝑥 + 1)
𝑥⏟      
→1

= 1  

𝑓′(0)ولدينا :  الاشتقاق عند الصفر fالدالة تقبل منه  = 1 

 0في النقطة ذا  الفاصلة  )fC(( مماس Tمعادلة لـ ) ةباكت

𝑦 = 𝑓′(0)𝑥 + 𝑓(0) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥  

𝒙أنّه من أجل كل  بيانأ.        .0 ∈ ]−𝟏; 𝟎[ ∪ ]𝟎; 𝟑]  :𝒇′(𝒙) =
𝒙𝒈(𝒙)

[𝐥𝐧(𝒙+𝟏)]𝟐
        

𝑓′(𝑥) =
2𝑥 ln(𝑥+1)−𝑥2(

1

𝑥+1
)

[ln(𝑥+1)]2
=
𝑥[2 ln(𝑥+1)−

𝑥

𝑥+1
]

[ln(𝑥+1)]2
=

𝑥𝑔(𝑥)

[ln(𝑥+1)]2
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 fاتجاه تغيرات الدالة  استنتاج

 

𝑥 ∈ ]−1; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝛼; 3] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝒇(𝜶):  أنّ  بيان .ب = 𝟐𝜶(𝜶 +  𝒇(𝜶)حصر لـ  تعيينو (𝟏

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 2 ln(𝛼 + 1) −
𝛼

𝛼 + 1
= 0 ⇒ ln(𝛼 + 1) =

𝛼

2(𝛼 + 1)
 

𝑓(𝛼) =
𝛼2

ln(𝛼 + 1)
=

𝛼2

𝛼
2(𝛼 + 1)

= 𝛼2 [
2(𝛼 + 1)

𝛼
] = 2𝛼(𝛼 + 1)  

−0,8 < 𝛼 < −0,7 ⇒ {
−1,6 < 2𝛼 < −1,4 
0,2 < 𝛼 + 1 < 0,3 

⇒ {
1,4 < −2𝛼 < 1,6 
0,2 < 𝛼 + 1 < 0,3 

 

⇒ 0,28 < −2𝛼(𝛼 + 1) < 0,48 ⇒ −0,48 < 𝑓(𝛼) < −0,28  

𝐥𝐢𝐦و  𝒇(𝟑) حساب .ج
>

𝒙→−𝟏

𝒇(𝒙)     

𝑓(3) =
9

ln 4
 ;  lim

>
𝑥→−1

𝑓(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥2

ln(𝑥 + 1)
→ 1
→ −∞

= 0  

  fجدول تغيرات الدالة 

 
𝒙أنّه من أجل كل  بيانأ.        .0 ∈ ]−𝟏; 𝒙فإنّ :  [𝟑 − 𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏) ≥ 𝟎         

;1−[المعرّفة على المجال  𝑘نعتبر الدالة  𝑘(𝑥)بـ :  [3 = 𝑥 − ln (𝑥 + 1) 

lim
>

𝑥→−1

𝑘(𝑥) = lim
>

𝑥→−1

𝑥 − ln(𝑥 + 1) = +∞ ; 𝑘(3) = 3 − ln 4 ≈ 1,6 

𝑘′(𝑥) = 1 −
1

𝑥 + 1
=

𝑥

𝑥 + 1
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  kجدول تغيرات الدالة 

 
𝑥أنّه من أجل كل نستنتج  𝑘من جدول تغيرا  الدالة  ∈ ]−1; 𝑘(𝑥) فإنّ : [3 ≥ 0  ،

𝑥 منه : − ln (𝑥 + 1) ≥ 0 

 )T(بالنسبة إلى المماس  )fC(وضعية  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − 𝑥 =
𝑥2

ln(𝑥 + 1)
− 𝑥 =

𝑥[𝑥 − ln (𝑥 + 1)]

ln(𝑥 + 1)
 

𝑥بما أنّ  − ln (𝑥 + 1) ≥ 0  ،𝑥 وln(𝑥 + من نفس الإشارة ،  (1

𝑓(𝑥)فإنّ  − 𝑥 ≥  )T(المماس فوق  )fC(، منه المنحنى 0

  (’T)معادلة للمستقيم  تعيين .0

:(′𝑇)، منه :  1، فإنّ ميله يساوي  (𝑇)يوازي  (′𝑇)بما أنّ  𝑦 = 𝑥 + 𝑏  حيث𝑏 ∈ ℝ 

;3)، فإنّ النقطة  3في النقطة ذا  الفاصلة  )fC(يقطع  (′𝑇)وبما أنّ 
9

ln4
 (′𝑇)تنتمي إلى  (

(3;
9

ln 4
) ∈ (𝑇′) ⇒

9

ln 4
= 3 + 𝑏 ⇒ 𝑏 =

9

ln 4
− 3 

⇒ (𝑇′): 𝑦 = 𝑥 +
9

ln 4
− 3  

 )fC( و )’T(  ،)T( رسم .0
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𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة: ل ةبيانيال مناقشةال .0 = 𝒙 +𝒎 

:(𝑑)مع المستقيم  )fC(المنحنى ندرس تقاطع  𝑥 + 𝑚  الموازي لـ)T( و (’T) 

 𝑚 <  : المعادلة لا تقبل حلا 0

 𝑚 =  : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 0

 0 < 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل حلين متمايزين 1

 1 < 𝑚 ≤
9

ln4
−  : المعادلة تقبل حلا وحيدا 3

 𝑚 >
9

ln4
−  : المعادلة لا تقبل حلا  3

 
 ت ر 0100بكالوريا :  00 التمرينحل 

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝒂 + 𝒃 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[   

b  :𝒈′(𝒙)و  a العددين تعيين .0 = 𝟐𝒙 +
𝒃

𝒙
 

{
𝑔(1) = −1

𝑔′(1) = 4
⇒ {
1 + 𝑎 = −1
2 + 𝑏 = 4

⇒ {
𝑎 = −2
𝑏 = 2

⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 2 + 2 ln 𝑥  

𝑎نضع  .2 = 𝑏و  2− = 2 

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .أ

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥2 − 2 + 2 ln 𝑥 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 − 2 + 2 ln 𝑥 = +∞  

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
2

𝑥
 

𝑔′(𝑥)بما أنّ  > ;0[متزايدة تماما على المجال  𝑔، فإنّ الدالة  0 +∞[ 

 𝒈جدول تغيرات الدالة 

 
𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ب =   ]∞+;𝟎[على  αتقبل حلا وحيدا  𝟎

;0[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة  +∞[  ،lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = −∞ 

limو
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥)المعادلة ، منه ∞+ =      αتقبل حلا وحيدا  0

;0[في المجال   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]∞+
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 ]∞+;𝟎[على  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج

𝑥 ∈ ]0; α[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]α;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(α) = 0 

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 − 𝟐 −
𝟐 𝐥𝐧 𝒙

𝒙
 ، 𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.    .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)    و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 − 2 −
2 ln𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= +∞     

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 2 −
2 ln 𝑥

𝑥⏟  
→0

= +∞  

𝒇′(𝒙)تحقق أنّ : وال 𝒇′(𝒙) حساب .ب =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝑓′(𝑥) = 1 −
2 − 2 ln 𝑥

𝑥2
=
𝑥2 − 2 + 2 ln 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

  𝒇′(𝒙)إشارة  استنتاج .ج

𝑥 ∈ ]0; α[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [α;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

  fجدول تغيرات الدالة 

 
𝒚ذا المعادلة )∆( أنّ المستقيم  بيانأ.  .0 = 𝒙 −   )fC(مقارب لـ   𝟐

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = lim
𝑥→+∞

−
2 ln 𝑥

𝑥
= 0  

 )∆(بالنسبة إلى  )fC(وضعية  دراسة

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) = −
2 ln 𝑥

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

𝑥 ∈ [1; +∞[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 2) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)
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 (1−;1)عند النقطة  )∆(و )fC(يتقاطع   

  )∆(يوازي  )T(يقبل مماسا  )fC(أنّ  بيان .ب

 ، منه : 1، فإنّ ميله يساوي  (∆)يوازي  (T)بما أنّ المماس 

𝑓′(𝑥) = 1 ⇒
𝑥2 − 2 + 2 ln 𝑥

𝑥2
= 1 ⇒ −2 + 2 ln 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑒 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(𝑒)(𝑥 − 𝑒) + 𝑓(𝑒) ⇒ (𝑇): 𝑦 = 𝑥 − 2 −
2

𝑒
 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ج =   𝒙𝟐و  𝒙𝟏حلين تقبل  𝟎

;0,6[ ينالمجالكل من مستمرة ورتيبة على  𝑓الدالة  ;2,7[و  ]0,7 2,8[ ، 

𝑓(0,6)⏟  
≈0,30

× 𝑓(0,7)⏟  
≈−0,28

<   ⏟𝑓(2,7)و  0
−0,04

× 𝑓(2,8)⏟  
0,06

< المعادلة ، منه 0

𝑓(𝑥) = 0,6:  حلينتقبل  0 < 𝑥1 < 2,7و   0,7 < 𝑥2 < 2,8        

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة

   )fC(و )T(،  )∆(كلا  رسم
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+𝒎)عدد حلول المعادلة: ل ةبيانيال مناقشةال .0 𝟐)𝒙 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 = 𝟎 

(𝑚 + 2)𝑥 + 2 ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑚𝑥 = −2𝑥 − 2 ln 𝑥 ⇒ 𝑚 = −2 −
2 ln 𝑥

𝑥
 

⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑥 − 2 −
2 ln 𝑥

𝑥
⇒ 𝑥 +𝑚 = 𝑓(𝑥) 

:(𝑑)مع المستقيم  )fC(المنحنى ندرس تقاطع  𝑥 + 𝑚  و (∆)الموازي لـ (𝑇) 

 𝑚 < −2 −
2

𝑒
 : المعادلة لا تقبل حلا 

 𝑚 = −2 −
2

𝑒
 : المعادلة تقبل حلا مضاعفا 

 −2 −
2

𝑒
< 𝑚 <  : المعادلة تقبل حلين متمايزين 2−

 𝑚 ≥  : المعادلة تقبل حلا وحيدا 2−

 

 
 

 ع ت 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟓 + 𝟔 𝐥𝐧 (
𝒙

𝒙−𝟏
)  ،𝑫𝒇 = ]−∞;𝟎[    

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.        .0
𝒙
<
→𝟎

𝒇(𝒙)    

lim
𝑥
<
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→0

𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
)

⏟    
→0+

= −∞   

 تفسير النتيجة هندسيا

𝑥المستقيم ذو المعادلة  =  )fC(لمنحنى مستقيم مقارب عمودي ل 0

𝐥𝐢𝐦 حساب .ب
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
)

⏟    
→1

= −∞   

;∞−[من  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .0 𝒇′(𝒙)فإنّ :  ]𝟎 =
𝒙𝟐−𝒙−𝟔

𝒙(𝒙−𝟏)
 

𝑓′(𝑥) = 1 + 6

−1
(𝑥 − 1)2

𝑥
𝑥 − 1

= 1 −
6

𝑥(𝑥 − 1)
⇒ 𝑓′(𝑥) =

𝑥2 − 𝑥 − 6

𝑥(𝑥 − 1)
 

 : fاستنتاج اتجاه تغير الدالة 
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𝑥(𝑥بما أنّ  − 1) > 𝑥2هي نفس إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  0 − 𝑥 − 6 

𝑥2 − 𝑥 − 6 = 0 ⇒ (𝑥 − 3)(𝑥 + 2) = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑥 أو  2− =  (مرفوض) 3

𝑥 ∈ ]−∞;−2] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]−2; 0[: 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 

 fالدالة  جدول تغيرات

 
:(∆)أنّ   بيانأ.  .0 𝒚 = 𝒙 +   ∞−بجوار   )fC( لـهو مستقيم مقارب مائل  𝟓

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 5) = lim
𝑥→−∞

6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
) = 0 

:(∆) منه، المستقيم       𝑦 = 𝑥 +  ∞−بجوار   )fC(هو مستقيم مقارب مائل لـ  5

 )∆( بالنسبة للمستقيم  )fC(وضع المنحنى  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 5) = 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
) 

𝑥 < 0 ⇒ 0 <
𝑥

𝑥 − 1
< 1 ⇒ ln (

𝑥

𝑥 − 1
) < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 5) < 0 

 )∆(لمستقيم يكون تحت ا )fC(المنحنى منه 

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 =   𝜷و  𝜶تقبل حلين  𝟎

𝑓(−3,5) ≈ −0,01; 𝑓(−3,4) ≈ 0,05; 𝑓(−1,1) ≈ 0,02; 𝑓(−1) ≈ −0,16 

، ولدينا :  ]1−;1,1−[و  ]3,4−;3,5−[مستمرة ورتيبة على كل من المجالين  𝑓الدالة 

𝑓(−3,5) × 𝑓(−3,4) < 𝑓(−1,1)، كذلك  0 × 𝑓(−1) <   المعادلة، منه  0

𝑓(𝑥) = 3,5−حيث  𝛽و  𝛼تقبل حلين  0 < 𝛼 < 1,1−و  3,4− < 𝛽 < −1  ،

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة

 )انظر نهاية التمرين(:  )∆(والمستقيم  )fC(المنحنى  انشاء .0

𝑨(−𝟏;𝟑أ.       .0 + 𝟔 𝐥𝐧 (
𝟑

𝟒
;𝑩(−𝟐و  ((

𝟓

𝟐
+ 𝟔 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟒
))  

𝒚أنّ :  بيان    =
𝟏

𝟐
𝒙 +

𝟕

𝟐
+ 𝟔 𝐥𝐧 (

𝟑

𝟒
 (𝑨𝑩)معادلة ديكارتية للمستقيم  (

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ (−1;−
1

2
)  ،𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗ (𝑥 + 1; 𝑦 − 3 − 6 ln (

3

4
)) 
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𝑀(𝑥; 𝑦) ∈ (𝐴𝐵) ⇒ 𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ∥ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ −
1

2
(𝑥 + 1) + 𝑦 − 3 − 6 ln (

3

4
) = 0 

⇒ 𝑦 =
1

2
𝑥 +

7

2
+ 6 ln (

3

4
)  

 يهايطُلب تعيين إحداثي 𝑴𝟎في نقطة  )fC(يمسّ  (𝑨𝑩)أنّ المستقيم  بيان .ب

,𝑀0(𝑥0في نقطة  )fC(المنحنى يمسّ  (𝐴𝐵)المستقيم  𝑦0)  يعني𝑓′(𝑥0) =
1

2
 

𝑓′(𝑥0) =
1

2
⇒
𝑥0
2 − 𝑥0 − 6

𝑥0(𝑥0 − 1)
=
1

2
⇒ 2𝑥0

2 − 2𝑥0 − 12 = 𝑥0
2 − 𝑥0

⇒ 𝑥0
2 − 𝑥0 − 12 = 0 ⇒ (𝑥0 − 4)(𝑥0 + 3) = 0

⇒ 𝑥0 = −3  ; (𝑥0 =  (مرفوض 4

𝑓(−3) = 2 + 6 ln (
3

4
) ⇒ 𝑀0 (−3; 2 + 6 ln (

3

4
))  

0. 𝒈(𝒙) =
𝒙𝟐

𝟐
+ 𝟓𝒙 + 𝟔𝒙 𝐥𝐧 (

𝒙

𝒙−𝟏
) + 𝟔𝐥𝐧 (𝟏 − 𝒙)  ،𝑫𝒈 = ]−∞;𝟎[ 

;∞−[على المجال  𝒇للدالة أصلية دالة  𝒈ن أنّ بيا 𝟎[  

𝑔′(𝑥) = 𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
) + 6𝑥 (

−
1

(𝑥 − 1)2

𝑥
𝑥 − 1

) + 6(−
1

1 − 𝑥
) 

= 𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
) − 6 (

1

𝑥 − 1
) + 6 (

1

𝑥 − 1
) 

= 𝑥 + 5 + 6 ln (
𝑥

𝑥 − 1
) ⇒ 𝑔′(𝑥) = 𝑓(𝑥)  
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 ر 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 0 .𝒖(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝟑𝒙 + 𝟒 − 𝒆  ،𝑫𝒖 = ]𝟎;+∞[ 

  uاتجاه تغير الدالة  دراسة .أ

𝑢′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 3  ;  𝑒𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑒𝑥 = 3 ⇒ 𝑥 = ln 3 

𝑥 ∈ ]0; ln 3[ ∶ 𝑢′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑢 متناقصة

𝑥 ∈ [ln 3 ;+∞[ ∶ 𝑢′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑢 متزايدة

𝒆𝒙:  ]∞+;𝟎[من المجال  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيان .ب − 𝒆 > 𝟑𝒙 − 𝟒 

lim
𝑥
>
→0

𝑢(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑒𝑥 − 3𝑥 + 4 − 𝑒 = 5 − 𝑒 ≈ 2,28    

lim
𝑥→+∞

𝑢(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 3𝑥 + 4 − 𝑒 = lim
𝑥→+∞

𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 3 +

4

𝑥
−
𝑒

𝑥
) = +∞ 

𝑢(ln 3) = 7 − 𝑒 − 3 ln 3 ≈ 1 

𝑢(ln)تقبل قيمة حديّة صغرى  𝑢الدالة  3) ≈ أنّه من أجل كل عدد حقيقي ، منه نستنتج  (1

 𝑥 ∈ ]0;+∞[ :𝑢(𝑥) > 𝑒𝑥أي  0 − 3𝑥 + 4 − 𝑒 > 𝑒𝑥، منه  0 − 𝑒 > 3𝑥 − 4 

0 .𝒗(𝒙) = −𝟑𝒙𝟑 + 𝟒𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒗 = ]𝟎;+∞[ 

𝒗′(𝟏)أنّ  بيان .أ = 𝟎 

𝑣′(𝑥) = −9𝑥2 + 8𝑥 +
1

𝑥
⇒ 𝑣′(1) = 0  

𝒗(𝒙):  ]∞+;𝟎[من المجال  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  إثبات .ب ≤ 𝟎 

𝑣′(𝑥) = −9𝑥2 + 8𝑥 +
1

𝑥
=
−9𝑥3 + 8𝑥2 + 1

𝑥
=
−(𝑥 − 1)(9𝑥2 + 𝑥 + 1)

𝑥
 

بما أنّ 
9𝑥2+𝑥+1

𝑥
> 𝑥)−من إشارة  𝑣′(𝑥)، فإنّ إشارة  0 − 1) 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑣′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑣 متزايدة

𝑥 ∈ [1; +∞[ ∶ 𝑣′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑣 متناقصة

lim
𝑥
>
→0

𝑣(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

−3𝑥3 + 4𝑥2 − 1 + ln 𝑥 = −∞    

lim
𝑥→+∞

𝑣(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−3𝑥3 + 4𝑥2 − 1 + ln 𝑥

= lim
𝑥→+∞

𝑥3 (−3 +
4

𝑥
−
1

𝑥3
+
ln 𝑥

𝑥3
) = −∞ 

𝑣(1) = 0 

𝑥 أنّه من أجل كل عدد حقيقي ، منه نستنتج  (0)رى كبتقبل قيمة حديّة  𝑣الدالة  ∈ ]0;+∞[ :

𝑣(𝑥) ≤ 0  
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𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  استنتاج .ج ∈ ]𝟎;+∞[  :
−𝟏+𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
≤ 𝟑𝒙 − 𝟒 

𝑣(𝑥) ≤ 0 ⇒ −3𝑥3 + 4𝑥2 − 1 + ln 𝑥 ≤ 0 ⇒ −1 + ln 𝑥 ≤ 3𝑥3 + 4𝑥2 

⇒ −1 + ln 𝑥 ≤ 𝑥2(3𝑥 + 4) ⇒
−1 + ln 𝑥

𝑥2
≤ 3𝑥 − 4  ; (𝑥2 > 0) 

𝒆𝒙:  ]∞+;𝟎[من المجال  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  إثبات. 0 − 𝒆 +
𝟏−𝐥𝐧𝒙

𝒙𝟐
> 𝟎 

{
𝑒𝑥 − 𝑒 > 3𝑥 − 4
−1 + ln 𝑥

𝑥2
≤ 3𝑥 − 4

⇒ 𝑒𝑥 − 𝑒 >
−1 + ln 𝑥

𝑥2
⇒ 𝑒𝑥 − 𝑒 +

1 − ln 𝑥

𝑥2
> 0 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙 − 𝒆𝒙 +
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[    

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)     و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

[𝑥 (
𝑒𝑥

𝑥
− 𝑒) +

ln 𝑥

𝑥
] = +∞  

  ]∞+;𝟎[على المجال متزايدة تماما  fأنّ الدالة  بيان .0

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 +
1 − ln 𝑥

𝑥2
 

.3)حسب الإجابة السابقة  I)  : ّفإن𝑓′(𝑥) > على متزايدة تماما  fالدالة ، منه  0

;0[المجال  +∞[ 

  fالدالة جدول تغيرات 

 

;𝟎[على المجال  )fC(المنحنى  ورسم 𝒇(𝟏) حساب .0
𝟓

𝟐
[  : 

 𝑓(1) = 0 
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 مساحة ال باحس .0

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 +
ln 𝑥

𝑥
⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑒𝑥 −

𝑒

2
𝑥2 +

1

2
(ln 𝑥)2 

𝒜 = ∫ −𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

1
2

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1

= −[𝐹(𝑥)]1
2

1 + [𝐹(𝑥)]1
2 

= 𝐹 (
1

2
) − 𝐹(1) + 𝐹(2) − 𝐹(1) = 𝐹 (

1

2
) + 𝐹(2) − 2𝐹(1) 

= (𝑒
1
2 −

𝑒

8
+
1

2
(ln
1

2
)
2

) + (𝑒2 − 2𝑒 +
1

2
(ln 2)2) − 2 (𝑒 −

𝑒

2
) 

= (𝑒2 + 𝑒
1
2 −

25

8
𝑒 + (ln 2)2) 𝑢𝑎  ; ((ln

1

2
)
2

= (− ln 2)2 = (ln 2)2) 

 

 
 

 ت ر 0100بكالوريا :  01 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = (𝒙 + 𝟏)𝟐 − 𝟐 + 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒈 = ]−𝟏;+∞[  
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   ]∞+;𝟏−[على المجال  𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2(𝑥 + 1) +
1

𝑥 + 1
=
2(𝑥 + 1)2 + 1

𝑥 + 1
 

𝑥من أجل  ∈ 𝑔′(𝑥)، لدينا  ]∞+;1−[ >  متزايدة تماما 𝑔، منه الدالة  0

𝒈(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = ,𝟎حيث :  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟑𝟏 < 𝜶 < 𝟎, 𝟑𝟐 

𝐥𝐧(𝜶وأنّ :  + 𝟏) = 𝟐 − (𝜶 + 𝟏)𝟐 

; 0,31[المجال مستمرة و رتيبة على  𝑔الدالة      ⏟𝑔(0,31)و  ]0,32
≈−0,01

× 𝑔(0,32)⏟    
≈0,02

< 0  

𝑔(𝑥)المعادلة منه  = 0,31حيث :   وحيداتقبل حلا  0 < 𝛼 < حسب مبرهنة  0,32

 القيم المتوسطة

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ (𝛼 + 1)2 − 2 + ln(𝛼 + 1) = 0 ⇒ ln(𝛼 + 1) = 2 − (𝛼 + 1)2 

 𝒈(𝒙)إشارة  xحسب قيم  استنتاج .0

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

(𝑥 + 1)2 − 2 + ln(𝑥 + 1) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1)2 − 2 + ln(𝑥 + 1) = +∞ 

𝑥 ∈ ]−1; α[ ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]α;+∞[ ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(α) = 0 

 

-II 𝒇(𝒙) = (𝒙 + 𝟏)𝟐 + (𝟐 − 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏))𝟐  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[    

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→−𝟏

𝒇(𝒙)     و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)2 + (2 − ln(𝑥 + 1))2 = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1)2 + (2 − ln(𝑥 + 1))2 = +∞  

 

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟏−[من  𝒙أنّه من أجل كل  إثبات .0 =
𝟐𝒈(𝒙)

𝒙+𝟏
 

𝑓′(𝑥) = 2(𝑥 + 1) + 2(2 − ln(𝑥 + 1)) (−
1

𝑥 + 1
) 

= 2
(𝑥 + 1)2 − 2 + ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
=
2𝑔(𝑥)

𝑥 + 1
 

  fاتجاه تغيرات الدالة  دراسة .0

𝑥بما أنّ  + 1 >  ، منه : 𝑔(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  0

𝑥 ∈ ]−1; α[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [α;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة
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 fتغيرات الدالة جدول 

 

𝒇(𝜶)أنّ:  بيان .0 = (𝜶 + 𝟏)𝟐(𝟏 + (𝜶 + 𝟏)𝟐)  

𝑓(𝛼) = (𝛼 + 1)2 + (2 − ln(𝛼 + 1))2 

= (𝛼 + 1)2 + (2 − [2 − (𝛼 + 1)2])2 = (𝛼 + 1)2 + (𝛼 + 1)4 

= (𝛼 + 1)2(1 + (𝛼 + 1)2) 

 𝒇(𝜶)للعدد  حصر استنتاج

0,31 < 𝛼 < 0,32 ⇒ 1,31 < 𝛼 + 1 < 1,32 

⇒ {
1,72 < (𝛼 + 1)2 < 1,74

2,72 < 1 + (𝛼 + 1)2 < 2,74
⇒ 4,68 < 𝑓(𝛼) < 4,77  

;𝟏−[على المجال  )fC(المنحنى  تمثيل .0  )انظر نهاية التمرين(:  ]𝟐

-III  𝒉(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒉 = ]−𝟏;+∞[  ،𝑨(−𝟏;𝟐)  ،𝑴 ∈ (𝚪)        

𝑨𝑴تعُطى بالعبارة  𝑨𝑴أنّ المسافة  إثبات .0 = √𝒇(𝒙) 

𝑀 ∈ (Γ) ⇒ 𝑀(𝑥; ℎ(𝑥)) ⇒ 𝐴𝑀 = √(𝑥 + 1)2 + [ln(𝑥 + 1) − 2]2 

⇒ 𝐴𝑀 = √(𝑥 + 1)2 + [2 − ln(𝑥 + 1)]2 = √𝑓(𝑥)  

0. 𝒌(𝒙) = √𝒇(𝒙)  ،𝑫𝒌 = ]−𝟏;+∞[ 

 ]∞+;𝟏−[على المجال نفس اتجاه التغيرّ  kو  fأنّ للدالتين  بيان .أ

𝑘′(𝑥)لدينا :  =
𝑓′(𝑥)

2√𝑓(𝑥)
𝑓(𝑥)√. وبما أنّ  > لهما نفس  ′𝑓و  ′𝑘، فإنّ المشتقتين  0

 ]∞+;1−[على المجال نفس اتجاه التغيّر  kو  fأنّ للدالتين الإشارة منه نستنتج 

 أصغر ما يمكن 𝑨𝑴بحيث تكون المسافة  (Γ)من  Bإحداثيتي النقطة  تعيين .ب

𝐴𝑀بما أنّ  = 𝑘(𝑥)  ّالمسافة ، فإن𝐴𝑀  لمّا تبلغ الدالة  أصغر ما يمكنتكون𝑘 

𝑥من أجل ، أي  𝑘(𝛼)قيمتها الحديّة الصغرى وهي  = 𝛼  ّمنه نستنتج أن ،

;𝛼) :هي  Bإحداثبيتي النقطة  ℎ(𝛼))  أي ،𝐵(𝛼; ln(𝛼 + 1)) 

𝑨𝑩أنّ :  بيان .ج = (𝜶 + 𝟏)√(𝜶 + 𝟏)𝟐 + 𝟏 

𝐴𝐵 = 𝑘(𝛼) ⇒ 𝐴𝐵 = √𝑓(𝛼) = √(𝛼 + 1)2(1 + (𝛼 + 1)2) 

⇒ 𝐴𝐵 = (𝛼 + 1)√(𝛼 + 1)2 + 1  
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 ع ت 0100بكالوريا :  00 حل التمرين

-I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒 − 𝟐 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒈 = ]−𝟏;+∞[  

  𝒈تغيرات الدالة  دراسة .0

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 2 ln(𝑥 + 1) = +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 2 ln(𝑥 + 1) 

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 1) [
𝑥2 + 2𝑥 + 4

𝑥 + 1⏟        
→+∞

− 2
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1⏟      
→0

] = +∞  

𝒈(𝒙):  ]∞+;𝟏−[من المجال  𝒙أنّه من أجل كل  استنتاج .0 > 𝟎 

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 + 2 −
2

𝑥 + 1
=
2[(𝑥 + 1)2 − 1]

𝑥 + 1
=
2𝑥2 + 4𝑥

𝑥 + 1
=
2𝑥(𝑥 + 2)

𝑥 + 1
 

𝑥من أجل  ∈ 𝑥، العبارتان  ]∞+;1−[ + 𝑥و  1 + موجبتان ، منه إشارة  2

𝑔′(𝑥)  من إشارة𝑥. 
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 𝒈تغيرات الدالة جدول 

 
:  ]∞+;1−[من المجال  𝑥أنّه من أجل كل نستنتج  𝑔تغيرا  الدالة جدول من 

𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥)، منه  4 > 0 

 

-II 𝒇(𝒙) = 𝒙 −
𝟏−𝟐𝐥𝐧 (𝒙+𝟏)

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.    .0
𝒙
>
→−𝟏

𝒇(𝒙)    

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥 −
1 − 2ln (𝑥 + 1)

𝑥 + 1
→ +∞
→ 0+

= −∞  

 ر النتيجة بيانيايفست

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته  )fC(المنحنى يقبل        = −1 

𝐥𝐢𝐦  حساب .ب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 −
1 − 2 ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 −
1

𝑥 + 1
+ 2

ln (𝑥 + 1)

𝑥 + 1
= +∞  

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟏−[من  𝒙أنّه من أجل كل  بيانأ.  .0 =
𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟐
 

𝑓′(𝑥) = 1 −
−

2
𝑥 + 1

(𝑥 + 1) − 1 + 2 ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 

=
(𝑥 + 1)2 + 3 − 2 ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=
𝑥2 + 2𝑥 + 4 − 2 ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
=

𝑔(𝑥)

(𝑥 + 1)2
 

  ]∞+;𝟏−[على المجال  fاتجاه تغيرات الدالة  دراسة .ب

𝑔(𝑥)بما أنّ  > 𝑓′(𝑥)، فإنّ  0 >  متزايدة تماما 𝑓، منه الدالة  0

 fتغيرات الدالة جدول 
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𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .ج =   ]∞+;𝟏−[في المجال  αتقبل حلا وحيدا  𝟎

lim،  ]∞+;1−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓الدالة 
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = −∞ 

limو
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)المعادلة ، منه ∞+ =            αتقبل حلا وحيدا  0

 حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]∞+;1−[في المجال 

𝟎تحقق أنّ : ال < 𝜶 < 𝟎, 𝟓 

𝑓(0)⏟
=−1

× 𝑓(0,5)⏟  
≈0,37

< 0 ⇒ 0 < 𝛼 < 0,5  

:(𝚫) أنّ  بيانأ.   .0 𝒚 = 𝒙  مقارب مائل للمنحنى مستقيم)fC(  عند+∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

−
1 − 2 ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
 

= lim
𝑥→+∞

−
1

𝑥 + 1
+ 2

ln (𝑥 + 1)

𝑥 + 1
= 0  

:(Δ)منه ، المستقيم  𝑦 = 𝑥  مقارب مائل للمنحنى مستقيم)fC(  عند+∞ 

 )Δ(إلى بالنسبة  )fC(وضعية المنحنى  دراسة .ب

𝑓(𝑥) − 𝑥 = −
1 − 2 ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1
=
2 ln(𝑥 + 1) − 1

𝑥 + 1
 

2 ln(𝑥 + 1) − 1 = 0 ⇒ ln(𝑥 + 1) =
1

2
⇒ 𝑥 + 1 = 𝑒

1
2 ⇒ 𝑥 = √𝑒 − 1  

𝑥 ∈ ]−1; √𝑒 − 1[: 𝑓(𝑥) − 𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

𝑥 ∈ [√𝑒 − 1;+∞[: 𝑓(𝑥) − 𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

𝑒√)عند النقطة  )∆(و )fC(يتقاطع    − 1; √𝑒 − 1) 

0. (𝐓): 𝒚 = 𝒙 +
𝟐

√𝒆𝟑
 𝒙𝟎في نقطة فاصلتها  )fC(مماس للمنحنى  

 𝒙𝟎 حساب .أ

𝑓′(𝑥0) = 1 ⇒
𝑥0
2 + 2𝑥0 + 4 − 2 ln(𝑥0 + 1)

(𝑥0 + 1)2
= 1 
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⇒ 𝑥0
2 + 2𝑥0 + 4 − 2 ln(𝑥0 + 1) = (𝑥0 + 1)

2 ⇒ 2 ln(𝑥0 + 1) = 3 

⇒ ln(𝑥0 + 1) =
3

2
⇒ 𝑥0 + 1 = 𝑒

3
2 ⇒ 𝑥0 = 𝑒

3
2 − 1  

  )fC(المنحنى و (T)المماس ، مقاربين المستقيمين ال رسم .ب

 )انظر الشكل في نهاية التمرين(

𝒇(𝒙)بحيث تقبل المعادلة:  mتعيين بيانيا قيم  .ج = 𝒙 +𝒎 حلين متمايزين 

:(𝐷𝑚)يقطع المستقيم  𝑦 = 𝑥 +𝑚  المنحنى)fC(  في نقطتين لمّا يكون

(𝐷𝑚)  و (∆)بين(𝑇) تقبل المعادلة ، منه𝑓(𝑥) = 𝑥 +𝑚  حلين

𝑚من أجل  متمايزين ∈ ]0;
2

√𝑒3
[ 

 

 
 

 
 

 ر 0100بكالوريا :  52تمرين حل ال

0. 𝒇(𝒙) = (𝟏 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙)(−𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙)  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

 fدراسة تغيرات الدالة  .أ

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(1 + 2 ln 𝑥)⏟      
→−∞

(−1 + ln 𝑥)⏟      
→−∞

= +∞     

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(1 + 2 ln 𝑥)⏟      
→+∞

(−1 + ln 𝑥)⏟      
→+∞

= +∞  

𝑓′(𝑥) =
2

𝑥
(−1 + ln 𝑥) +

1

𝑥
(1 + 2 ln 𝑥) =

1

𝑥
(4 ln 𝑥 − 1) 
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4 ln 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 4 ln 𝑥 = 1 ⇒ ln 𝑥 =
1

4
⇒ 𝑥 = 𝑒

1
4 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒
1
4[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

𝑥 ∈ [𝑒
1
4; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 fجدول تغيرات الدالة 

 
 𝒆في النقطة ذات الفاصلة  )f C(للمنحنى  (∆)كتابة معادلة المماس  .ب

(∆): 𝑦 = 𝑓′(𝑒)(𝑥 − 𝑒) + 𝑓(𝑒) =
3

𝑒
(𝑥 − 𝑒) ⇒ (∆): 𝑦 =

3

𝑒
𝑥 − 3  

 مع حامل محور الفواصل  )f C(تعيين فواصل تقاطع  .ج

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (1 + 2 ln 𝑥)(−1 + ln 𝑥) = 0 ⇒ ln 𝑥 = −
1

2
ln أو  𝑥 = 1 

⇒ 𝑥 = 𝑒−
1
𝑥 أو 2 = 𝑒  

;𝟎[على المجال  )f C(رسم  𝒆𝟐[  :)انظر نهاية التمرين( 

 

0. 𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 𝒈تغيرات الدالة  ةسادر .أ

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 − ln 𝑥 = +∞     

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − ln 𝑥 = −∞  

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥
 ;  𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝒈جدول تغيرات الدالة 
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  )gC(و  )f C(ن الوضع النسبي للمنحنيين يعيت .ب

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = (1 + 2 ln 𝑥)(−1 + ln 𝑥) − (1 − ln 𝑥)

= (1 + 2 ln 𝑥)(−1 + ln 𝑥) + (−1 + ln 𝑥)

= (−1 + ln 𝑥)(2 + 2 ln 𝑥) = 2(ln 𝑥 − 1)(ln 𝑥 + 1)  

ln 𝑥 − 1 = 0 ⇒ ln 𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑒; ln 𝑥 + 1 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑒−1 

𝑥 ∈ ]0; 𝑒−1[ ∪ ]𝑒;+∞[: 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ (𝐶𝑔) فوق (𝐶𝑓) 

𝑥 ∈ ]𝑒−1; 𝑒[: ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) < 0 ⇒ (𝐶𝑔) تحت (𝐶𝑓) 

;𝐴(𝑒−1عند النقطتين :  )gC( و )f C(المنحنيان يتقاطع  2); 𝐵(𝑒; 0) 

0. 𝒉(𝒙) = 𝒙(𝐥𝐧𝒙)𝟐 − 𝟐𝒙 𝐥𝐧 𝒙 + 𝟐𝒙 ، 𝑫𝒉 = ]𝟎;+∞[                              

  𝒉′(𝒙)ب احس .أ

ℎ′(𝑥) = (ln 𝑥)2 + 𝑥 (
2 ln 𝑥

𝑥
) − 2 ln 𝑥 − 2𝑥 (

1

𝑥
) + 2 = (ln 𝑥)2 

𝒙ج دالة أصلية للدالة ااستنت → (𝐥𝐧𝒙)𝟐  𝟎[على المجال;+∞[ 

ℎ′(𝑥) = (ln 𝑥)2 ⇒ ∫(ln 𝑥)2 𝑑𝑥 = ℎ(𝑥)  

∫ب العدد : احس .ب [𝒇(𝒙) − 𝒈(𝒙)]
𝒆
𝟏

𝒆

𝒅𝒙 

∫ [𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]
𝑒

1
𝑒

𝑑𝑥 = ∫ [(1 + 2 ln 𝑥)(−1 + ln 𝑥) − (1 − ln 𝑥)]
𝑒

1
𝑒

𝑑𝑥 

= 2∫ (ln 𝑥)2 − 1
𝑒

1
𝑒

𝑑𝑥 = 2[ℎ(𝑥) − 𝑥]1
𝑒

𝑒 = 2 [ℎ(𝑒) − 𝑒 − ℎ (
1

𝑒
) +

1

𝑒
] 

= 2 [𝑒(ln 𝑒)2 − 2𝑒 ln 𝑒 + 2𝑒 − 𝑒 −
1

𝑒
(ln
1

𝑒
)
2

+
2

𝑒
ln
1

𝑒
−
2

𝑒
+
1

𝑒
] 

= 2 [𝑒 − 2𝑒 + 2𝑒 − 𝑒 −
1

𝑒
−
2

𝑒
−
2

𝑒
+
1

𝑒
] = −

8

𝑒
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;𝟎[على المجال  )g C(رسم  𝒆𝟐[ 

 
 ت ر 0100بكالوريا :  00تمرين حل ال

(I 𝒈(𝒙) = 𝒙 𝐥𝐧 𝒙 + 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎; 𝟑] 

 𝒈تغيرّات الدالة  ةسادر .0

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 = 0  

𝑔′(𝑥) = ln 𝑥 + 𝑥 (
1

𝑥
) + 1 = ln 𝑥 + 2  

𝑔′(𝑥) = 0 ⇒ ln 𝑥 + 2 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −2 ⇒ 𝑥 = 𝑒−2 

 𝑥 ∈ ]0; 𝑒−2[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝑥 ∈ [𝑒−2; 3] ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

𝑔(𝑒−2) = 𝑒−2 ln 𝑒−2 + 𝑒−2 = −𝑒−2 ; 𝑔(3) = 3 + 3 ln 3 

 𝒈تغيرّات الدالة جدول 
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𝒈(𝒙)ن أنّ المعادلة بيا. أ .0 = ;𝟎[في  αتقبل حلا وحيدا  𝟐 𝟑]  

;𝑒−2[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة     𝑔(𝑒−2)و  ]3 < 2 < 𝑔(3)  ، 

2وبما أنّ     ∉ ]0;−𝑒−2[  أنّ المعادلة ، نستنتج𝑔(𝑥) =     αتقبل حلا وحيدا  2

;𝑒−2[المجال في      حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]3

,𝟏تحقق أنّ : ال 𝟒𝟓 < 𝜶 < 𝟏, 𝟒𝟔 

𝑔(1,45) ≈ 1,99 ; 𝑔(1,46) ≈ 2,01 ⇒ 1,45 < 𝛼 < 1,46  

𝒈(𝒙)ج إشارة اب. استنت − 𝟐 

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 2 ⇒ 𝑔(𝑥) − 2 < 0 

 𝑥 ∈ [𝛼; 3] ∶ 𝑔(𝑥) ≥ 2 ⇒ 𝑔(𝑥) − 2 ≥ 0 

(II     𝒇(𝒙) = |𝒙 − 𝟐| 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒇 = ]𝟎; 𝟑] 

 0عند  𝒇حول قابلية اشتقاق الدالة  التخمين .0

نصفي مماس ، يمكننا التخمين  2يقبل عند النقطة ذا  الفاصلة  )fC(لمنحنى بما أنّ ا

 2غير قابلة للاشتقاق عند  𝑓أنّ الدالة 

 التخمينت صحة اثبا .0

lim
𝑥
<
→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥
<
→2

−(𝑥 − 2) ln 𝑥

𝑥 − 2
= lim
𝑥
<
→2

− ln 𝑥 = − ln 2  

lim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim
𝑥
>
→2

(𝑥 − 2) ln 𝑥

𝑥 − 2
= lim
𝑥
>
→2

ln 𝑥 = ln 2  

 2غير قابلة للاشتقاق عند  𝑓أنّ الدالة بما أنّ النهايتين مختلفتين ، نستنتج    

 𝒇تغيرّات الدالة  ةسادر .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

|𝑥 − 2| ln 𝑥 = −∞  

𝑥 ∈ ]0; 2[ ∶ 𝑓(𝑥) = (2 − 𝑥) ln 𝑥 

𝑓′(𝑥) = − ln 𝑥 +
2 − 𝑥

𝑥
= −

𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 − 2

𝑥
= −

𝑔(𝑥) − 2

𝑥
 

𝑥 ∈ [2; 3] ∶ 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2) ln 𝑥 

𝑓′(𝑥) = ln 𝑥 +
𝑥 − 2

𝑥
=
𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 − 2

𝑥
=
𝑔(𝑥) − 2

𝑥
 

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) − 2 < 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ ]𝛼; 2[ ∶ 𝑔(𝑥) − 2 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝑥 ∈ ]2; 3] ∶ 𝑔(𝑥) − 2 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝒇تغيرّات الدالة جدول 
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𝑓(𝛼) = (2 − 𝛼) ln 𝛼 

(III 𝒉(𝒙) = (𝟐 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙) 𝐥𝐧(𝐜𝐨𝐬 𝒙)  ،𝑫𝒉 = [𝟎;
𝝅

𝟐
[ 

𝒙ذا المعادلة  (∆)ن أنّ المستقيم بيا .0 =
𝝅

𝟐
  )hC(مقارب للمنحنى  

lim
𝑥
<
→
𝜋
2

ℎ(𝑥) = lim
𝑥
<
→
𝜋
2

(2 − cos 𝑥)⏟      
→2

ln (cos 𝑥)⏟    
→0+

= −∞ 

𝑥ذا المعادلة  (∆)المستقيم  منه نستنتج أنّ  =
𝜋

2
 )hC(مقارب للمنحنى  

  𝒉اتجاه تغيرّ الدالة  ةسادر .0

ℎ(𝑥) = 𝑓(cos 𝑥) ⇒ ℎ′(𝑥) = −sin 𝑥 . 𝑓′(cos 𝑥) 

𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
[ ⇒ sin 𝑥 ≥ 0 ⇒ 𝑓′(cos 𝑥) عكس إشارة ℎ′(𝑥) إشارة 

𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
[ ⇒ 0 < cos 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑓′(cos 𝑥) > 0 ⇒ ℎ′(𝑥) < 0 ⇒  ℎ متناقصة

ℎ(0) = 𝑓(1) = 0 

 𝒉الدالة جدول تغيرّات 

 
 )hC(و  (∆)رسم   
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 ع ت 0100بكالوريا :  00تمرين حل ال

𝒇(𝒙) = 𝟏 +
𝟐 𝐥𝐧 𝒙

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦ب احسأ.  .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)     و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 +
2 ln 𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 +
2 ln 𝑥

𝑥⏟  
→0

= 1  

 ير النتيجتين هندسيافست

𝑥مستقيمين مقاربين ، الأول عمودي معادلته  )fC(يقبل       = 𝑦والثاني أفقي معادلته  0 = 1 

  ]∞+;𝟎[على المجال  fاتجاه تغيرات الدالة  ةسادر .ب

𝑓′(𝑥) =
2 − 2 ln 𝑥

𝑥
=
2(1 − ln 𝑥)

𝑥
 

1 − ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ ln 𝑥 ≤ 1 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑒 
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𝑥 ∈ ]0; 𝑒] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

𝑥 ∈ ]𝑒;+∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 fتغيرات الدالة جدول 

 
:(𝚫)إلى المستقيم بالنسبة  )fC(وضعية المنحنى  ةسادرأ.  .0 𝒚 = 𝟏  

𝑓(𝑥) − 1 =
2 ln 𝑥

𝑥
 

𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ ln 𝑥 < 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 1 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ ln 𝑥 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 1 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

;1)عند النقطة  (∆)و )fC(يتقاطع  1) 

 0في النقطة ذات الفاصلة  )f C(للمنحنى  (𝑻)معادلة المماس  ةباكت .ب

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = 2(𝑥 − 1) + 1 ⇒ (𝑇): 𝑦 = 2𝑥 − 1  

𝒇(𝒙)ن أنّ المعادلة ياب .ج = ;𝟎[المجال في تقبل  𝟎 حيث :  𝜶حلا وحيدا  ]𝟏

𝒆−𝟎,𝟒 < 𝛂 < 𝒆−𝟎,𝟑 

;𝑒−0,4[المجال مستمرة ورتيبة على  fالدالة  𝑒−0,3[ و𝑓(𝑒−0,4)⏟    
≈−0,19

× 𝑓(𝑒−0,3)⏟    
≈0,19

< 0 

𝑓(𝑥)المعادلة منه  = ;𝑒−0,4[تقبل حلا وحيدا في المجال  0 𝑒−0,3[  حسب مبرهنة

 القيم المتوسطة

  )fC(و  (𝑻) انشاء .0
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0. 𝒉(𝒙) = 𝟏 +
𝟐 𝐥𝐧|𝒙|

|𝒙|
  ،𝑫𝒉 = ℝ − {𝟎}      

𝒉(𝒙)غير معدوم ،  𝒙من أجل كل عدد حقيقي ن أنهّ ابي .أ − 𝒉(−𝒙) = 𝟎   

ℎ(𝑥) = 1 +
2 ln|𝑥|

|𝑥|
− 1 −

2 ln|−𝑥|

|−𝑥|
=
2 ln|𝑥|

|𝑥|
−
2 ln|𝑥|

|𝑥|
= 0  

ℎ(𝑥) − ℎ(−𝑥) = 0 ⇒ ℎ(−𝑥) = ℎ(𝑥) 

ℎ(−𝑥) و 0متناظر بالنسبة إلى  𝐷ℎبما أنّ  = ℎ(𝑥) نستنتج أنّ الدالة ،ℎ زوجية 

 )fC(المنحنى اعتمادا على  )hC(المنحنى انشاء  .ب

;0[على المجال  ℎ(𝑥)لدينا  ]∞+ = 𝑓(𝑥)  منه ،)hC(  متطابق مع)fC(  ،
;∞−[على المجال  )hC(ونكمل رسم   زوجية hالدالة بالتناظر المحوري لأنّ  ]0

 

𝐥𝐧عدد حلول المعادلة : ل ةبيانيال ةناقشالم .ج 𝒙𝟐 = (𝒎 − 𝟏)|𝒙| 

ln 𝑥2 = (𝑚 − 1)|𝑥| ⇒ 𝑚 − 1 =
ln 𝑥2

|𝑥|
⇒ 𝑚 = 1 +

2 ln|𝑥|

|𝑥|
⇒ 𝑚 = ℎ(𝑥) 

𝑦مع المستقيم  )hC(المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑚  

 𝑚 ≤  : المعادلة تقبل حلين متمايزين 1

 1 < 𝑚 < 1 +
2

𝑒
 : المعادلة تقبل أربعة حلول متمايزة 

 𝑚 = 1 +
2

𝑒
 : المعادلة تقبل حلين مضاعفين 

 𝑚 > 1 +
2

𝑒
 : المعادلة لا تقبل حلا   

 
 ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

𝒇(𝟎) = 𝒙، ومن أجل  𝟏 ∈ ]𝟎;+∞[  :𝒇(𝒙) = 𝟏 − 𝒙𝟐 𝐥𝐧 𝒙 

 من اليمين 1عند  𝒇استمرارية الدالة  ةسادرأ.  .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

1 − 𝑥2 ln 𝑥⏟  
→0

= 1  
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limبما أنّ  
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0)  نستنتج أنّ الدالة ،𝑓  0مستمرّة عند 

𝐥𝐢𝐦 حسابب. 
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)−𝟏

𝒙
  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) − 1

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

−𝑥2 ln 𝑥

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

−𝑥 ln 𝑥 = 0  

 ر النتيجة هندسيايفست

 0مماسا أفقيا عند النقطة ذا  الفاصلة  )fC(المنحنى يقبل       

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥2 ln 𝑥 = −∞  

  𝒇الدالة اتجاه تغير  دراسةب. 

𝑓′(𝑥) = −2𝑥 ln 𝑥 − 𝑥2 (
1

𝑥
) = 𝑥(−2 ln 𝑥 − 1)  

𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ −2 ln 𝑥 − 1 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −
1

2
⇒ 𝑥 = 𝑒−

1
2 

 𝑥 ∈ [0; 𝑒−
1

2] ∶ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ ]𝑒−
1

2; +∞[ ∶ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 𝒇الدالة ل تغيرات جدو

 
𝒇(𝒙)المعادلة  أنّ  بيانأ.  .0 =  ]∞+;𝟎]المجال في  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎

;0]المجال لا تنعدم على  fالدالة  𝑒−
1

−𝑒[المجال مستمرة ورتيبة على ، وهي  ]2
1

2; +∞[  ،

𝑓 (𝑒−
1

2) ≈ limو  1,18
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)المعادلة منه ، ∞− = تقبل حلا وحيدا  0

;0]في المجال   حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]∞+

,𝟏تحقق أنّ الب.  𝟓𝟑𝟏 < 𝜶 < 𝟏, 𝟓𝟑𝟐     

𝑓(1,531) ≈ 1,7 × 10−3; 𝑓(1,532) ≈ −1,2 × 10−3 ⇒ 1,531 < 𝛼 < 1,532 
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0. 𝒈(𝒙) = 𝒇(|𝒙|)  ،𝑫𝒈 = ℝ 

 𝒈شفعية الدالة  دراسة .أ

 : ℝمن  𝑥ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑔لدينا 

𝑔(−𝑥) = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = 𝑔(𝑥) ⇒ الدالة 𝑔 زوجية  

;𝟐−]على المجال   ) gC(المنحنى  إنشاء .ب 𝟐] 

𝑥من أجل  ∈ [0; 2]  ،𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)  ومنه ،)gC (  و)fC (  ، منطبقان

𝑥من أجل و ∈ [−2;  بالتناظر المحوري ) gC(، نرسم  [0

 

𝒙الدالة الأصلية للدالة  تعيين .0 → 𝒙𝟐 𝐥𝐧 𝒙  0التي تنعدم من أجل القيمة 

𝑢(𝑥) = ln 𝑥 ⇒ 𝑢′(𝑥) =
1

𝑥
 ; 𝑣′(𝑥) = 𝑥2 ⇒ 𝑣(𝑥) =

1

3
𝑥3 

∫𝑥2 ln 𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
𝑥3 ln 𝑥 −

1

3
∫𝑥2𝑑𝑥 =

1

3
𝑥3 ln 𝑥 −

1

9
𝑥3 + 𝑐 = 𝐻(𝑥) 

𝐻(1) = 0 ⇒ −
1

9
+ 𝑐 = 0 ⇒ 𝑐 =

1

9
⇒ 𝐻(𝑥) =

1

3
𝑥3 ln 𝑥 −

1

9
𝑥3 +

1

9
 

0. 𝑭(𝒕) = ∫ 𝒇(𝒙)
𝜶

𝒕
𝒅𝒙  ،𝒕 ∈ ]𝟎; 𝜶] 

 𝜶و 𝒕بدلالة  𝑭(𝒕)العبارة  كتابة .ج

𝐹(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)
𝛼

𝑡

𝑑𝑥 = ∫ (1 − 𝑥2 ln 𝑥)
𝛼

𝑡

𝑑𝑥 = [𝑥 − 𝐻(𝑥)]𝑡
𝛼 

= 𝛼 − 𝐻(𝛼) − 𝑡 + 𝐻(𝑡) 

=
1

3
𝑡3 ln 𝑡 −

1

9
𝑡3 +

1

9
−
1

3
𝛼3 ln 𝛼 +

1

9
𝛼3 −

1

9
+ 𝛼 − 𝑡 
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=
3𝑡3 ln 𝑡 − 𝑡3 − 9𝑡 − 3𝛼3 ln 𝛼 + 𝛼3 + 9𝛼

9
 

𝑭(𝒕):  أنّ  بيان .د =
−𝟑𝒕𝒇(𝒕)−𝒕𝟑−𝟔𝒕+𝜶𝟑+𝟔𝜶

𝟗
  

𝐹(𝑡) =
−3𝑡 + 3𝑡3 ln 𝑡 − 𝑡3 − 6𝑡 + 3𝛼 − 3𝛼3 ln 𝛼 + 𝛼3 + 6𝛼

9
 

=
−3𝑡(1 − 𝑡2 ln 𝑡) − 𝑡3 − 6𝑡 + 3𝛼(1 − 𝛼2 ln 𝛼) + 𝛼3 + 6𝛼

9
 

=
−3𝑡. 𝑓(𝑡) − 𝑡3 − 6𝑡 + 3𝛼. 𝑓(𝛼) + 𝛼3 + 6𝛼

9
 

=
−3𝑡. 𝑓(𝑡) − 𝑡3 − 6𝑡 + 𝛼3 + 6𝛼

9
 ; (𝑓(𝛼) =  (لأنّ  0

𝐥𝐢𝐦 حساب .ه
𝒕
>
→𝟎

𝑭(𝒕) 

lim
𝑡
>
→0

𝐹(𝑡) = lim
𝑡
>
→0

−3𝑡. 𝑓(𝑡) − 𝑡3 − 6𝑡 + 𝛼3 + 6𝛼

9
=
𝛼3 + 6𝛼

9
 

0. 𝒎  𝟎[عدد حقيقي ينتمي إلى المجال; 𝜶]  ،𝓐 =
𝟐

𝟗
(𝜶𝟑 + 𝟔𝜶) 𝒖𝒂 

𝕊(𝒎)حتى يكون :  𝒎القيمة المضبوطة للعدد  تعيين .أ = 𝟐𝓐 

𝕊(𝑚) = 2𝒜 ⇒ 𝜋𝑚2 =
4

9
(𝛼3 + 6𝛼) ⇒ 𝑚2 =

4

9𝜋
(𝛼3 + 6𝛼) 

⇒ 𝑚 =
2

3
√
𝛼3 + 6𝛼

𝜋
 

 𝒎لعدد احصر  .ب

{
1,531 < 𝛼 < 1,532
3,140 < 𝜋 < 3,142

⇒ {
12,775 < 𝛼3 + 6𝛼 < 12,788

1

3,142
<
1

𝜋
<

1

3,140

 

⇒ 4,066 <
𝛼3 + 6𝛼

𝜋
< 4,073 ⇒ 2,016 < √

𝛼3 + 6𝛼

𝜋
< 2,018 

⇒
4,032

3
<
2

3
√
𝛼3 + 6𝛼

𝜋
<
4,036

3
⇒ 1,344 < 𝑚 < 1,345  
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 ت ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒉(𝒙) = (𝒙 + 𝟐)𝟐 + 𝟐 − 𝟐𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟐)  ،𝑫𝒉 = ]−𝟐;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→−𝟐

𝒉(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒉(𝒙) 

lim
𝑥
>
→−2

ℎ(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

(𝑥 + 2)2 + 2 − 2 ln (𝑥 + 2)⏟      
→−∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2)2 + 2 − 2 ln(𝑥 + 2) 

= lim
𝑥→+∞

(𝑥 + 2) [(𝑥 + 2) + 2 − 2
ln (𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)⏟      
→0

] = +∞  

  𝒉الدالة اتجاه تغير  دراسة .0

ℎ′(𝑥) = 2(𝑥 + 2) −
2

𝑥 + 2
=
2(𝑥 + 2)2 − 2

𝑥 + 2
=
2𝑥2 + 8𝑥 + 6

𝑥 + 2
 

ℎ′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥2 + 8𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 (−3 ∉ 𝐷) 

 𝑥 ∈ ]−2;−1[ ∶ ℎ′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة ℎ متناقصة

 𝑥 ∈ [−1;+∞[ ∶ ℎ′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة ℎ متزايدة

 𝒉الدالة جدول تغيرات 

 

𝒉(𝒙) : ]∞+;𝟐−[من  𝒙أنّه من أجل كل  استنتاج .0 > 𝟎 

𝐷 : ℎ(𝑥)من  𝑥نستنتج أنّه من أجل كل ،  ℎالدالة جدول تغيرا  من  ≥ 3 > 0 

(II 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝟏 +
𝟐

𝒙+𝟐
𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟐)  ،𝑫𝒇 = ]−𝟐;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→−𝟐

𝒇(𝒙)  النتيجة هندسياوتفسير 

lim
𝑥
>
→−2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−2

𝑥 + 1 +
2

𝑥 + 2⏟  
→+∞

ln (𝑥 + 2)⏟      
→−∞

= −∞  

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته :  ) fC(لمنحنى يقبل ا = −2 
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𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1 + 2
ln (𝑥 + 2)

𝑥 + 2⏟      
→0

= +∞  

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟐−[المجال من  𝒙أنّه من أجل كل  بيانأ.  .0 =
𝒉(𝒙)

(𝒙+𝟐)𝟐
 

𝑓′(𝑥) = 1 + 2
(𝑥 + 2) (

1
𝑥 + 2) − ln

(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)2
 

=
(𝑥 + 2)2 + 2 − 2ln (𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)2
=

ℎ(𝑥)

(𝑥 + 2)2
 

–[المجال على  𝒇الدالة اتجاه تغير  دراسةب.  𝟐;+∞[ 

ℎ(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]∞+;2−[  

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 

  ∞+بجوار  ) fC(لمنحنى مائل لمقارب مستقيم  (∆)أنّ  بيانأ.  .0

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1)] = lim
𝑥→+∞

2
ln (𝑥 + 2)

𝑥 + 2
= 0  

 ∞+بجوار  ) fC(لمنحنى مستقيم مقارب مائل ل (∆)أنّ منه، نستنتج        

 (∆)مستقيم البالنسبة إلى  ) fC(لمنحنى اوضعية  دراسةب. 

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) =
2 ln(𝑥 + 2)

𝑥 + 2
 

𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) = 0 ⇒ ln(𝑥 + 2) = 0 ⇒ 𝑥 + 2 = 1 ⇒ 𝑥 = −1 

 𝑥 ∈ ]−2;−1[ ∶ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]−1;+∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − (𝑥 + 1) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(−1; 0)} 

 يطُلب تعيين إحداثييها 𝑨يقبل نقطة انعطاف  ) fC(أنّ المنحنى  اثباتأ.  .0
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𝑓′′(𝑥) =
(𝑥 + 2)2ℎ′(𝑥) − 2(𝑥 + 2)ℎ(𝑥)

(𝑥 + 2)4
=
(𝑥 + 2)ℎ′(𝑥) − 2ℎ(𝑥)

(𝑥 + 2)3
 

 =
(𝑥 + 2) (

2𝑥2 + 8𝑥 + 6
𝑥 + 2 ) − 2(𝑥 + 2)2 − 4 + 4 ln(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)3
 

 =
−6 + 4 ln(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)3
 

𝑓′′(𝑥) = 0 ⇒ −6 + 4 ln(𝑥 + 2) = 0 ⇒ ln(𝑥 + 2) =
3

2
⇒ 𝑥 = 𝑒

3
2 − 2 

𝑓 (𝑒
3
2 − 2) = 𝑒

3
2 − 1 +

2

𝑒
3
2

ln (𝑒
3
2) = 𝑒

3
2 + 3𝑒−

3
2 − 1 

𝐴يقبل نقطة انعطاف  ) fC(أنّ المنحنى منه، نستنتج  (𝑒
3

2 − 2; 𝑒
3

2 + 3𝑒−
3

2 − 1) 

 ) fC(لمنحنى مستقيمين المقاربين واال رسمب. 

 (II)انظر نهاية الجزء     

 مساحة ال حسابجـ. 

𝒜 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ [𝑥 + 1 + 2
ln(𝑥 + 2)

𝑥 + 2
]𝑑𝑥

1

−1

 

= [
1

2
𝑥2 + 𝑥 + ln2(𝑥 + 2)]

−1

1

=
3

2
+ ln2 3 +

1

2
= (2 + ln2 3) 𝑐𝑚2  
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(III 𝒈(𝒙) = |𝒙 + 𝟏| +
𝟐

𝒙+𝟐
|𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟐)|  ،𝑫𝒈 = ]−𝟐;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
<
→−𝟏

𝒈(𝒙)−𝒈(−𝟏)

𝒙+𝟏
𝐥𝐢𝐦و  

𝒙
>
→−𝟏

𝒈(𝒙)−𝒈(−𝟏)

𝒙+𝟏
  

lim
𝑥
<
→−1

𝑔(𝑥) − 𝑔(−1)

𝑥 + 1
= lim
𝑥
<
→−1

−
𝑥 + 1

𝑥 + 1
−

2

𝑥 + 2⏟  
→2

ln (𝑥 + 2)

𝑥 + 1⏟      
→1

= −3  

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) − 𝑔(−1)

𝑥 + 1
= lim
𝑥
>
→−1

𝑥 + 1

𝑥 + 1
+

2

𝑥 + 2⏟  
→2

ln (𝑥 + 2)

𝑥 + 1⏟      
→1

= 3  

 1−غير قابلة للاشتقاق عند  𝑔أنّ الدالة ستنتج ن

 هندسيا النتيجة تفسير .0

 1−نصفي مماسين عند النقطة ذا  الفاصلة  ) gC(لمنحنى ايقبل 

  ) gC(لمنحنى ا رسم .0

𝑥 ∈ ]−2;−1[: {
𝑥 + 1 < 0
𝑥 + 2 < 1

⇒ {

𝑥 + 1 < 0⏟      
|𝑥+1|=−(𝑥+1)

ln(𝑥 + 2) < 0⏟        
|ln(𝑥+2)|=− ln(𝑥+2)

⇒ 𝑔(𝑥) = −𝑓(𝑥) 

𝑥 ∈ [−1;+∞[: {
𝑥 + 1 ≥ 0
𝑥 + 2 ≥ 1

⇒ {

𝑥 + 1 ≥ 0⏟      
|𝑥+1|=𝑥+1

ln(𝑥 + 2) ≥ 0⏟        
|ln(𝑥+2)|=ln(𝑥+2)

⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 ]∞+;1−]منطبقان على المجال  ) gC( و ) fC( يينلمنحنامنه، نستنتج أنّ 

 ]1−;2−[ومتناظران بالنسبة إلى محور الفواصل على المجال 
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 ع ت 0100بكالوريا :  00تمرين 

 (I 

 ]∞+;𝟎[على  (∆)بالنسبة إلى  (𝜸)د وضعية يحدت .0

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(𝛼;−𝛼 + 3)} 

0. 𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝟑 + 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 𝒈(𝒙)إشارة  𝒙حسب قيم  استنتاج

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ ln 𝑥 < −𝑥 + 3 ⇒ ln 𝑥 + 𝑥 − 3 < 0 ⇒ 𝑔(𝑥) < 0 

 𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ ln 𝑥 > −𝑥 + 3 ⇒ ln 𝑥 + 𝑥 − 3 > 0 ⇒ 𝑔(𝑥) > 0 

 𝑥 = 𝛼 ∶ ln 𝑥 = −𝑥 + 3 ⇒ ln 𝑥 + 𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑔(𝑥) = 0 

,𝟐تحقق أنّ : ال .0 𝟐 < 𝜶 < 𝟐, 𝟑 

;2,2[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة    ⏟𝑔(2,2)و ]2,3
≈−0,01

× 𝑔(2,3)⏟  
≈0,13

< 0  

𝑔(𝑥)منه المعادلة  = ;2,2[في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا  0  حسب مبرهنة  ]2,3

 القيم المتوسطة

(II 𝒇(𝒙) = (𝟏 −
𝟏

𝒙
) (𝐥𝐧 𝒙 − 𝟐)  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

(1 −
1

𝑥
)

⏟    
→−∞

(ln 𝑥 − 2)⏟      
→−∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(1 −
1

𝑥
)

⏟    
→1

(ln 𝑥 − 2)⏟      
→+∞

= +∞  

𝒇′(𝒙): ]∞+;𝟎[من  𝒙أنّه من أجل كل  اثبات .0 =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥2
(ln 𝑥 − 2) +

1

𝑥
(1 −

1

𝑥
) =

ln 𝑥 + 𝑥 − 3

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 𝒇الدالة  جدول تغيرات

𝑓′(𝑥)بما أنّ   =
𝑔(𝑥)

𝑥2
 𝑔(𝑥)من إشارة  𝑓′(𝑥)، فإنّ إشارة  
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𝒇(𝜶)أنّ :  بيان .0 =
−(𝜶−𝟏)𝟐

𝜶
  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ ln𝛼 + 𝛼 − 3 = 0 ⇒ ln𝛼 = −𝛼 + 3 

𝑓(𝛼) = (1 −
1

𝛼
) (ln 𝛼 − 2) = (

𝛼 − 1

𝛼
) (−𝛼 + 1) =

−(𝛼 − 1)2

𝛼
 

 𝒇(𝜶)للعدد  حصر استنتاج

2,2 < 𝛼 < 2,3 ⇒ {

1,2 < 𝛼 − 1 < 1,3
1

2,3
<
1

𝛼
<
1

2,2

⇒ {
1,22 < (𝛼 − 1)2 < 1,32

1

2,3
<
1

𝛼
<
1

2,2

 

⇒
1,22

2,3⏟
0,63

<
(𝛼 − 1)2

𝛼
<
1,32

2,2⏟
0,77

⇒ −0,77 < 𝑓(𝛼) < −0,63  

 حامل محور الفواصل بالنسبة إلى  ) fC(وضعية  دراسة .0

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ (1 −
1

𝑥
) (ln 𝑥 − 2) = 0 ⇒ (

𝑥 − 1

𝑥
) (ln 𝑥 − 2) = 0 

⇒ 𝑥 − 1 = ln أو 0 𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥1 = 1 ; 𝑥2 = 𝑒
2 

 𝑥 ∈ ]0; 1[ ∪ ]𝑒2; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق حامل محور الفواصل

 𝑥 ∈ ]1; 𝑒2[ ∶ 𝑓(𝑥) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت  حامل محور الفواصل

 حامل محور الفواصل ∩  (𝐶𝑓) = {(1; 0); (𝑒
2; 0)} 

;𝟎[على المجال  ) fC( إنشاء 𝒆𝟐] )انظر نهاية التمرين( 

(III 𝑭 دالة الأصلية للدالة ال𝒇  والتي تحقق :  ]∞+;𝟎[على المجال𝑭(𝟏) = −𝟑 

 حامل محور الفواصل في نقطتين يقبل مماسين موازيين ل 𝑭أنّ منحنى الدالة  بيان .0

𝐹′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥1 = 1 ; 𝑥2 = 𝑒
2 

 يننقطتالحامل محور الفواصل في يقبل مماسين موازيين ل 𝐹أنّ منحنى الدالة منه نستنتج 

 1 و 𝑒2ذا  الفاصلتين 

𝒙أنّ  بيان .0 → 𝒙 𝐥𝐧 𝒙 − 𝒙  هي دالة أصلية للدالة𝒙 → 𝐥𝐧 𝒙  𝟎[على;+∞[             
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(𝑥 ln 𝑥 − 𝑥)′ = ln 𝑥 + 𝑥 (
1

𝑥
) − 1 = ln 𝑥 ⇒ ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥  

 𝑭الدالة عبارة  استنتاج

𝐹(𝑥) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(1 −
1

𝑥
) (ln 𝑥 − 2)𝑑𝑥 = ∫[ln 𝑥 −

ln 𝑥

𝑥
− 2 +

2

𝑥
] 𝑑𝑥 

= 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 −
1

2
(ln 𝑥)2 − 2𝑥 + 2 ln 𝑥 + 𝑐 

= (𝑥 + 2) ln 𝑥 − 3𝑥 −
1

2
(ln 𝑥)2 + 𝑐 

𝐹(1) = −3 ⇒ −3 + 𝑐 = −3 ⇒ 𝑐 = 0 

𝐹(𝑥) = (𝑥 + 2) ln 𝑥 − 3𝑥 −
1

2
(ln 𝑥)2  

 
 

 
 ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝟏 + 𝒙𝟐 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

  𝒈الدالة اتجاه تغير  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 +
2

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑔 متزايدة تماما على المجال ]∞+;0[  

𝒈(𝒙)أن المعادلة  بيان .0 = ,𝟎[المجال تقبل في  𝟎 𝟓𝟐 ; 𝟎,   𝛂 حلا وحيدا ]𝟓𝟑
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;0,52[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة      ⏟𝑔(0,52)و ]0,53
≈−0,04

× 𝑔(0,53)⏟    
≈0,01

< 0 

𝑔(𝑥)منه المعادلة  = ;0,52[في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا  0  حسب مبرهنة  ]0,53

 القيم المتوسطة

 ]∞+;𝟎[المجال على  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼 ; +∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

(II 𝒇(𝒙) = −𝒙 +
𝟑+𝟐 𝐥𝐧𝒙

𝒙
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

−𝑥 +
3 + 2 ln 𝑥

𝑥

→ −∞
→ 0+

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−𝑥 +
3 + 2 ln 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

−𝑥 +
3

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥⏟      
→0

= −∞  

𝒇′(𝒙): ]∞+;𝟎[المجال من  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  بيانأ.  .0 = −
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
 

𝑓′(𝑥) = −1 +
2 − (3 + 2 ln 𝑥)

𝑥2
= −

1 + 𝑥2 + 2 ln 𝑥

𝑥2
= −

𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 𝒇جدول تغيرات الدالة ب. 

   𝑔(𝑥) عكس إشارة 𝑓′(𝑥)إشارة     

 

𝒇(𝜶)تحقق أنّ : الجـ.  = 𝟐(
𝟏

𝜶
− 𝜶)  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒ 1 + 𝛼2 + 2 ln 𝛼 = 0 ⇒ 2 ln𝛼 = −1 − 𝛼2 

𝑓(𝛼) = −𝛼 +
3 + 2 ln𝛼

𝛼
=
−𝛼2 + 3 − 1 − 𝛼2

𝛼
=
2(1 − 𝛼2)

𝛼
= 2 (

1

𝛼
− 𝛼)  

 𝒇(𝜶)حصر لـ  تعيين        

0,52 < 𝛼 < 0,53 ⇒ {

−0,53 < −𝛼 < −0,52
1

0,53
<
1

𝛼
<

1

0,52

⇒ 1,36 <
1

𝛼
− 𝛼 < 1,40 
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⇒ 2,72 < 𝑓(𝛼) < 2,80  

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙→+∞

[𝒇(𝒙) + 𝒙]ر النتيجة هندسيا يفسوت 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) + 𝑥 = lim
𝑥→+∞

3 + 2 ln 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→+∞

3

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
= 0  

𝑦معادلته :  ∞+بجوار  (∆)مستقيما مقاربا مائلا  ) fC(يقبل المنحنى         = −𝑥 

 (∆)بالنسبة إلى مستقيمه المقارب المائل  ) fC(وضعية  دراسةب. 

𝑓(𝑥) − 𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑥 =
3 + 2 ln 𝑥

𝑥
 ;  3 + 2 ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑒−

3
2 

 𝑥 ∈ ]0; 𝑒−
3

2[ ∶ 𝑓(𝑥) + 𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]𝑒−
3

2; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) + 𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(𝑒
−
3

2; −𝑒−
3

2)} 

 يطُلب كتابة معادلة ديكارتية له (∆)يوازي  (𝑻)يقبل مماسا  ) fC(أنّ  بيانجـ. 

(𝑇): 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 ; (𝑇) ∥ (∆) ⇒ 𝑎 = −1 ⇒ 𝑓′(𝑥) = −1 

𝑓′(𝑥) = −1 ⇒ −1 −
1 + 2 ln 𝑥

𝑥2
= −1 ⇒ 1 + 2 ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑒−

1
2 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′ (𝑒−
1
2) (𝑥 − 𝑒−

1
2) + 𝑓 (𝑒−

1
2) = −(𝑥 − 𝑒−

1
2) + (−𝑒−

1
2 + 2𝑒

1
2) 

(𝑇): 𝑦 = −𝑥 + 2𝑒
1
2  

 (II)انظر نهاية الجزء :  ) fC(و  (∆)،  (𝑻) إنشاء .0

𝟑: عدد حلول المعادلة ل المناقشة البيانية .0 + 𝟐 𝐥𝐧 𝒙 −𝒎𝒙 = 𝟎  

3 + 2 ln 𝑥 − 𝑚𝑥 = 0 ⇒ 𝑚 =
3 + 2 ln 𝑥

𝑥
⇒ −𝑥 +𝑚 = 𝑓(𝑥)  

 (∆)الموازي لـ  (𝑚∆) مع المستقيم ) fC(المنحنى ندرس تقاطع 

  من أجل𝑚 ∈ ]−∞;  : تقبل المعادلة حلا وحيدا [0

  من أجل𝑚 ∈ ]0; 2𝑒
1

 متمايزين : تقبل المعادلة حلين ]2

  من أجل𝑚 = 2𝑒
1

 مضاعفا: تقبل المعادلة حلا  2

  من أجل𝑚 ∈ ]2𝑒
1

2;  تقبل المعادلة حلا لا :  ]∞+
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(III 𝒖𝒏 = ∫ [𝒇(𝒙) + 𝒙]
𝒆𝒏+𝟏

𝒆𝒏
𝒅𝒙 

𝒏  :𝒖𝒏أنّه من أجل كل عدد طبيعي  بيان .0 > 𝟎 

𝑛  :𝑒𝑛من أجل كل عدد طبيعي  ≥ 𝑓(𝑥)، وبما أنّ  1 + 𝑥 > على المجال  0

[1; 𝑓(𝑥).ب( ، فإنّ II3.)حسب  ]∞+ + 𝑥 > ;𝑒𝑛]على المجال  0 𝑒𝑛+1]    ،

∫أي  [𝑓(𝑥) + 𝑥]𝑑𝑥
𝑒𝑛+1

𝑒𝑛
> 𝑢𝑛، ومنه  0 > 0 

 𝒖𝟎للعدد  اء تفسير هندسيعطا .0

𝑢0 = ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑥]𝑑𝑥
𝑒

1

 

𝑢0  هي مساحة الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى(𝐶𝑓)  والمستقيما (∆)  ،𝑥 = 1  

𝑥 و  = 𝑒 

 𝒏بدلالة  𝒖𝒏 حساب .0

𝑢𝑛 = ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑥]𝑑𝑥
𝑒𝑛+1

𝑒𝑛
= ∫ [

3

𝑥
+
2 ln 𝑥

𝑥
] 𝑑𝑥

𝑒𝑛+1

𝑒𝑛
= [3 ln 𝑥 + ln2 𝑥]𝑒𝑛

𝑒𝑛+1  

 = 3(𝑛 + 1) + (𝑛 + 1)2 − 3𝑛 − 𝑛2 = 2𝑛 + 4  

 𝒏بدلالة  𝑺𝒏 حساب .0

𝑆𝑛 = 𝑢0 +⋯+ 𝑢𝑛 =
𝑛 + 1

2
(4 + 2𝑛 + 4) = (𝑛 + 1)(𝑛 + 4) 

𝑆𝑛 = 𝑛
2 + 5𝑛 + 4  
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 ت ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) =
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
+ 𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒈 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙
>
→−𝟏

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
→−∞

+ ln (𝑥 + 1)⏟      
→−∞

= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 1

𝑥 + 1⏟  
→1

+ ln (𝑥 + 1)⏟      
→+∞

= +∞  

  ]∞+;𝟏−[على المجال  𝒈الدالة اتجاه تغير  دراسةب. 

𝑔′(𝑥) =
2

(𝑥 + 1)2
+

1

𝑥 + 1
 ; 𝑥 > −1 ⇒ 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑔 متزايدة  

 𝒈الدالة جدول تغيرات     

 
𝒈(𝒙)أن المعادلة  بيانأ.  .0 = ,𝟎حيث :  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟒 < 𝜶 < 𝟎, 𝟓       

;0,4[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة    ⏟𝑔(0,4)و ]0,5
≈−0,09

× 𝑔(0,5)⏟  
≈0,07

< منه  0

𝑔(𝑥)المعادلة  = ;0,4[في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا  0 حسب مبرهنة القيم  ]0,5

 المتوسطة

 ]∞+;𝟏−[على المجال  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاجب. 

𝑥 ∈ ]−1; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

(II 𝒇(𝒙) = 𝟏 + (𝒙 − 𝟏)𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→−𝟏

𝒇(𝒙) ر النتيجة هندسيا يفستو 

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

1 + (𝑥 − 1)ln (𝑥 + 1) = +∞  

𝑥ا مقاربا عموديا معادلته مستقيم ) fC(لمنحنى ايقبل  = −1 

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1 + (𝑥 − 1)ln (𝑥 + 1) = +∞  
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  ]∞+;𝟏−[على المجال  𝒇الدالة اتجاه تغير  دراسةأ.  .0

𝑓′(𝑥) = ln(𝑥 + 1) +
𝑥 − 1

𝑥 + 1
⇒ 𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥)  

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 

𝒇(𝜶)أنّ  بيانب.  = −𝜶 + 𝟒 −
𝟒

𝜶+𝟏
  

𝑔(𝛼) = 0 ⇒
𝛼 − 1

𝛼 + 1
+ ln(𝛼 + 1) = 0 ⇒ ln(𝛼 + 1) = −

𝛼 − 1

𝛼 + 1
 

𝑓(𝛼) = 1 + (𝛼 − 1) ln(𝛼 + 1) = 1 − (𝛼 − 1) (
𝛼 − 1

𝛼 + 1
) = 1 −

(𝛼 − 1)2

𝛼 + 1
 

=
𝛼 + 1 − (𝛼 − 1)2

𝛼 + 1
=
−𝛼2 + 3𝛼

𝛼 + 1
=
(𝛼 + 1)(−𝛼 + 4) − 4

𝛼 + 1
 

= −𝛼 + 4 −
4

𝛼 + 1
 

 𝒇(𝜶) عددلحصر ا

0,4 < 𝛼 < 0,5 ⇒ {

−0,5 < −𝛼 < −0,4
1

1,5
<

1

𝛼 + 1
<
1

1,4

⇒ {

3,5 < −𝛼 + 4 < 3,6
−4

1,4
<
−4

𝛼 + 1
<
−4

1,5

 

⇒ 3,5 −
4

1,4
< 𝑓(𝛼) < 3,6 −

4

1,5
⇒ 0,64 < 𝑓(𝛼) < 0,93  

0. 𝒉(𝒙) = 𝒇(𝒙) − [𝒇′(𝒂)(𝒙 − 𝒂) + 𝒇(𝒂)]  ،𝑫𝒉 = ]−𝟏;+∞[ 

𝒉′(𝒙) : ]∞+;𝟏−[من  𝒙تحقق أنّه من أجل كل  .أ = 𝒇′(𝒙) − 𝒇′(𝒂) 

ℎ′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑎) − (𝑥 − 𝑎) [𝑓′(𝑎)]′⏟    
0

− [𝑓(𝑎)]′⏟    
0

= 𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑎)  

 ]∞+;𝟏−[على  𝒉استنتاج اتجاه تغيرّ و 𝒙حسب قيم  𝒉′(𝒙)إشارة  تعيين .ب

𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) ⇒ ℎ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎) ⇒ ℎ′(𝑎) = 0 

𝑥 < 𝑎
𝑔 متزايدة
⇒    𝑔(𝑥) < 𝑔(𝑎) ⇒ ℎ′(𝑥) < 0 ⇒ ]−1; 𝑎[ متناقصة على المجال ℎ 

𝑥 > 𝑎
𝑔 متزايدة
⇒    𝑔(𝑥) > 𝑔(𝑎) ⇒ ℎ′(𝑥) > 0 ⇒ ]𝑎;+∞[ متزايدة على المجال ℎ 
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 (𝑻𝒂)مستقيم الو ) fC(وضع النسبي للمنحنى د اليحدت .ج

(𝑇𝑎): 𝑦 = 𝑓
′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) ⇒ ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑦 

ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎) − [𝑓′(𝑎)(𝑎 − 𝑎) + 𝑓(𝑎)] = 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑎) = 0 

;1−[بما أنّ الدالة       𝑎[ متناقصة على المجال ℎ  و]𝑎;  ،   متزايدة على المجال ]∞+

ℎ(𝑥)، ومنه ℎقيمة حديّة صغرى للدالة  ℎ(𝑎)فإنّ      ≥  على المجال ]∞+;1−[ 0

𝑥 = 𝑎 ∶ ℎ(𝑥) = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑦 = 0 ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇒  (𝐶𝑓) و (𝑇𝑎) متماسان

𝑥 ≠ 𝑎 ∶ ℎ(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) − 𝑦 > 0 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑦 ⇒ (𝑇𝑎) فوق (𝐶𝑓) 

;𝑨(𝟏يشملان النقطة  (𝑻𝒂)أنّه يوجد مماسان  بيانأ.  .0  يطُلب تعيين معادلتيهما (𝟎

𝐴(1; 0) ∈ (𝑇𝑎) ⇒ 𝑓
′(𝑎)(1 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) = 0 ⇒ 𝑔(𝑎)(1 − 𝑎) + 𝑓(𝑎) = 0 

⇒ [
𝑎 − 1

𝑎 + 1
+ ln(𝑎 + 1)] (1 − 𝑎) + 1 + (𝑎 − 1) ln(𝑎 + 1) = 0 

⇒ 1−
(𝑎 − 1)2

𝑎 + 1
− (𝑎 − 1) ln(𝑎 + 1) + (𝑎 − 1) ln(𝑎 + 1) = 0 

⇒
−𝑎2 + 3𝑎

𝑎 + 1
= 0 ⇒ 𝑎(3 − 𝑎) = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑎 أو 0 = 3  

;𝐴(1يشملان النقطة  اللذينن يمماسمنه نستنتج أنّ ال       (𝑇3)و  (𝑇0) هما (0

(𝑇0): 𝑦 = 𝑓
′(0)(𝑥) + 𝑓(0) ⇒ (𝑇0): 𝑦 = −𝑥 + 1  

(𝑇3): 𝑦 = 𝑓
′(3)(𝑥 − 3) + 𝑓(3) = (

1

2
+ ln 4) (𝑥 − 3) + 1 + 2 ln 4

⇒ (𝑇3): 𝑦 = (
1

2
+ ln 4) 𝑥 −

1

2
− ln 4  

 )انظر نهاية التمرين(:  ) fC(المماسين والمنحنى  رسمب. 

0. 𝑯(𝒙) =
𝟏

𝟐
(𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑) 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) −

𝟏

𝟒
𝒙𝟐 +

𝟑

𝟐
𝒙  ،𝑫𝑯 = ]−𝟏;+∞[ 

𝒙دالة أصلية للدالة  𝑯أنّ  بيان .أ → (𝒙 − 𝟏) 𝐥𝐧(𝒙 +   ]∞+;𝟏−[على  (𝟏

𝐻′(𝑥) =
1

2
(2𝑥 − 2) ln(𝑥 + 1) +

1

2

(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)

𝑥 + 1
−
1

2
𝑥 +

3

2
 

= (𝑥 − 1) ln(𝑥 + 1) +
1

2
(𝑥 − 3) −

1

2
𝑥 +

3

2
= (𝑥 − 1) ln(𝑥 + 1)  

 مساحة ال حساب .ب

𝒜 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1

= [𝑥 + 𝐻(𝑥)]1
2 = 2 + 𝐻(2) − 1 − 𝐻(1) 
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= 𝐻(2) − 𝐻(1) + 1 = [−
3

2
ln 3 + 2] − [−2 ln 2 +

5

4
] + 1 

= (2 ln 2 −
3

2
ln 3 +

7

4
)  𝑢𝑎  

 

 
 ت ر 0100بكالوريا :  01تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝒙 − 𝒙 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حسابأ.  .0
𝒙
>
→𝟎

𝒈(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒈(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 − 𝑥 ln 𝑥⏟  
→0

= 0  

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑥(1 − ln 𝑥) = −∞  

  ]∞+;𝟎[على المجال  𝒈الدالة اتجاه تغير  دراسةب. 

𝑔′(𝑥) = 1 − ln 𝑥 − 𝑥 (
1

𝑥
) = − ln 𝑥  

 𝑥 ∈ ]0; 1] ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒ ]0;  الدالة 𝑔 متزايدة على المجال [1

 𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة على المجال ]∞+;1[
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 𝒈الدالة جدول تغيرات 

 

 
 

𝒈(𝒙)أن المعادلة  بيان .0 = ,𝟑حيث :  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟏− 𝟓 < 𝜶 < 𝟑, 𝟔       

;3,5[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة    ⏟𝑔(3,6)و ]3,6
≈−1,01

< −1 < 𝑔(3,5)⏟  
≈−0,88

  

𝑔(𝑥)منه المعادلة  = ;3,5[في المجال  𝛼تقبل حلا وحيدا  1−   م ق محسب  ]3,6

𝒈(𝒙) العبارة إشارة استنتاج .0 +  ]∞+;𝟎[على المجال  𝟏

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > −1 ⇒ 𝑔(𝑥) + 1 > 0 

 𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) ≤ −1 ⇒ 𝑔(𝑥) + 1 ≤ 0 

 

(II 𝒇(𝒙) =
𝐥𝐧𝒙

𝒙+𝟏
  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[  ،‖𝒋 ‖ = 𝟒𝒄𝒎 و ‖𝒊 ‖ = 𝟐𝒄𝒎 

𝒚يقبل مستقيمين مقاربين معادلتيهما  ) fC(أنّ  بيان .0 = 𝒙 و 𝟎 = 𝟎 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥

𝑥 + 1
= −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥 + 1
= lim
𝑥→+∞

𝑥

𝑥 + 1⏟  
→1

(
ln 𝑥

𝑥
)

⏟  
→0

= 0  

𝑦يقبل مستقيمين مقاربين معادلتيهما  ) fC(منه، نستنتج أنّ  = 𝑥 و 0 = 0 

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟎[من المجال  𝒙أنّه من أجل كل عدد حقيقي  برهانأ.  .0 =
𝒈(𝒙)+𝟏

𝒙(𝒙+𝟏)𝟐
 

𝑓′(𝑥) =

𝑥 + 1
𝑥 − ln 𝑥

(𝑥 + 1)2
=
𝑥 − 𝑥 ln 𝑥 + 1

𝑥(𝑥 + 1)2
=
𝑔(𝑥) + 1

𝑥(𝑥 + 1)2
 

;𝟎[متزايدة تماما على  𝒇أنّ  بيانب.  𝜶]  ومتناقصة تماما على[𝜶;+∞[  

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) + 1 ≥ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) + 1 ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة
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 𝒇الدالة جدول تغيرات      

 

 0عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(للمنحنى  (𝑻)معادلة المماس  كتابةجـ. 

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) =
1

2
(𝑥 − 1) ⇒ (𝑇): 𝑦 =

1

2
𝑥 −

1

2
 

𝐥𝐢𝐦 حسابد. 
𝒙→𝜶

𝒇(𝒙)−𝒇(𝜶)

𝒙−𝜶
  

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝛼)

𝑥 − 𝛼
= 𝑓′(𝛼) =

𝑔(𝛼) + 1

𝛼(𝛼 + 1)2
= 0 ; (𝑔(𝛼) =  (لأنّ  1−

 النتيجة هندسيا تفسير    

𝑦مماسا أفقيا معادلته :  𝛼عند النقطة ذا  الفاصلة  ) fC(المنحنى يقبل     = 𝑓(𝛼) 

𝒇(𝜶)أنّ  بيانأ.  .0 =
𝟏

𝜶
 

𝑔(𝛼) = −1 ⇒ 𝛼 − 𝛼 ln 𝛼 = −1 ⇒ ln 𝛼 =
𝛼 + 1

𝛼
 

𝑓(𝛼) =
ln𝛼

𝛼 + 1
= (
𝛼 + 1

𝛼
)
1

𝛼 + 1
=
1

𝛼
 

 𝒇(𝜶)حصر للعدد  استنتاجب. 

3,5 < 𝛼 < 3,6 ⇒
1

3,6
<
1

𝛼
<
1

3,5
 ⇒ 0,28 < 𝑓(𝛼) < 0,29  

 ) fC( رسمجـ. 
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0. 𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐𝒎(𝒙 + 𝟏) = 𝐥𝐧(𝒙𝟐)… (𝑬) 

𝒇(𝒙)يؤول حلهّا إلى حل المعادلة :  (𝑬)تحقق أنّ المعادلة ال .أ =
𝟏

𝟐
𝒙 −𝒎 

𝑥2 + 𝑥 − 2𝑚(𝑥 + 1) = ln(𝑥2) ⇒ −𝑚 =
ln(𝑥2) − 𝑥2 − 𝑥

2(𝑥 + 1)
 

⇒ −𝑚 =
2 ln 𝑥

2(𝑥 + 1)
−
𝑥(𝑥 + 1)

2(𝑥 + 1)
=
ln 𝑥

𝑥 + 1
−
1

2
𝑥 ⇒

1

2
𝑥 −𝑚 = 𝑓(𝑥)  

 حلين متمايزين (𝑬)المعادلة التي من أجلها تقبل  𝒎بيانيا قيم  تعيين .ب

𝑦ذو المعادلة :  (𝑚∆)المستقيم  =
1

2
𝑥 − 𝑚  يوازي المماس(𝑇) تقبل ، و

، أي من أجل  (𝑇)تحت  (𝑚∆)عندما يكون  حلين متمايزين (𝐸)المعادلة 

−𝑚 < −
1

2
𝑚ومنه   >

1

2
 

0. 𝒉(𝒙) =
𝐥𝐧|𝒙|

−|𝒙|−𝟏
  ،𝑫𝒉 = ℝ

∗ 

 زوجية 𝒉أنّ الدالة  بيان .أ

𝑥، ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى  𝐷ℎلدينا  ∈ 𝐷ℎ : 

ℎ(−𝑥) =
ln|−𝑥|

−|−𝑥| − 1
=

ln|𝑥|

−|𝑥| − 1
= ℎ(𝑥) ⇒ الدالة ℎ زوجية  

  ) hC(المنحنى  رسم .ب

𝑥 > 0 ⇒ |𝑥| = 𝑥 ⇒ ℎ(𝑥) = −
ln 𝑥

𝑥 + 1
= −𝑓(𝑥) 

متناظران بالنسبة لمحور الفواصل على المجال  ) hC(و  ) fC(ن االمنحني

]0;  دالة زوجية ℎمتناظر بالنسبة إلى محور التراتيب لأنّ  ) hC(ويكون  ]∞+

 

 
 ع ت 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 + 𝟏 − 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 
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 𝒈الدالة اتجاه تغير  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 −
1

𝑥
=
2𝑥2 − 1

𝑥
 

𝑔′(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥2 − 1 = 0 ⇒ 𝑥2 =
1

2
⇒ 𝑥 =

√2

2
 

 𝑥 ∈ ]0;
√2

2
[ ∶ 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑔 متناقصة

 𝑥 ∈ [
√2

2
; +∞[ ∶ 𝑔′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑔 متزايدة

)𝒈 حساب .0
√𝟐

𝟐
𝒈(𝒙):  ]∞+;𝟎[من  𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّه  بيانو ( > 𝟎 

𝑔 (
√2

2
) =

1

2
+ 1 − ln

√2

2
=
3

2
− ln (

1

2
)

1
2
=
3

2
+
1

2
ln 2 =

3 + ln 2

2
≈ 1,8  

;0[بما أنّ  
√2

2
[ ]و  الدالة 𝑔 متناقصة على المجال 

√2

2
; +∞[  ،  متزايدة على المجال 

فإنّ العدد 
3+ln2

2
𝑔(𝑥)، ومنه نستنتج أنّ  𝑔قيمة حديّّة صغرى للدالة   > 0 

(II 𝒇(𝒙) =
𝐥𝐧 𝒙

𝒙
+ 𝒙 − 𝟏  ،𝑫𝒇 = ]𝟎;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)  و 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

ln 𝑥

𝑥⏟
→−∞

+ 𝑥 − 1 = −∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥⏟
→0

+ 𝑥 − 1 = +∞  

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟎[المجال من  𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّه  بيانأ.  .0 =
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐
  

𝑓′(𝑥) =
1 − ln 𝑥

𝑥2
+ 1 =

𝑥2 + 1 − ln 𝑥

𝑥2
=
𝑔(𝑥)

𝑥2
 

 𝒇الدالة جدول تغيرات ب. 

𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة تماما على المجال ]∞+;0[



 
544 

 

 
 0عند النقطة ذات الفاصلة  ) fC(للمنحنى  (𝑻)معادلة المماس  كتابة .0

(𝑇): 𝑦 = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) + 𝑓(1) = 2(𝑥 − 1) ⇒ 𝑦 = 2𝑥 − 2  

𝒚حيث :  (∆)مستقيما مقاربا مائلا يقبل  ) fC(أنّ  بيانأ.  .0 = 𝒙 −  معادلة له 𝟏

lim
𝑥→+∞

[𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)] = lim
𝑥→+∞

ln 𝑥

𝑥
= 0  

:(∆)مستقيما مقاربا مائلا يقبل  ) fC(أنّ منه نستنتج      𝑦 = 𝑥 −   ∞+بجوار  1

 (∆)و ) fC(الوضع النسبي لـ  دراسةب. 

𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) = 0 ⇒ ln 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

 𝑥 ∈ ]0; 1[ ∶ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(1; 0)} 

 ) fC(و  (∆) ، (𝑻) رسم .0
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0. (∆𝒎): 𝒚 = 𝒎𝒙 −𝒎  

;𝑨(𝟏، النقطة  𝒎عدد حقيقي من أجل كل أنّه تحقق ال .أ   (𝒎∆)تنتمي إلى  (𝟎

𝑚(1) − 𝑚 = 0 ⇒ 𝐴 ∈ (∆𝑚) 

𝒇(𝒙)عدد حلول المعادلة : ل المناقشة البيانية .ب = 𝒎𝒙 −𝒎 

 𝐴الذي يدور حول النقطة  (𝑚∆) مستقيممع ال ) fC( ندرس تقاطع المنحنى

  من أجل𝑚 ∈ ]−∞; 𝑥𝐴): تقبل المعادلة حلا وحيدا  [1 = 1) 

 

 
 

  من أجل𝑚 ∈ ]1;  متمايزين  ين: تقبل المعادلة حل ]2
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  من أجل𝑚 = (2∆) مضاعفا: تقبل المعادلة حلا  2 = (𝑇) 

  من أجل𝑚 ∈ 𝑥𝐴): تقبل المعادلة حلا وحيدا  ]∞+;2[ = 1) 

 

𝒙دالة أصلية للدالة  تعيينأ.  .0 →
𝐥𝐧𝒙

𝒙
  ]∞+;𝟎[على المجال  

∫
ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥
ln 𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
ln2 𝑥  

  𝑰𝒏 حسابب. 

𝐼𝑛 = ∫ [𝑓(𝑥) − (𝑥 − 1)]𝑑𝑥
𝑛

1

= ∫
ln 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

𝑛

1

= [
1

2
ln2 𝑥]

1

𝑛

= (
1

2
ln2 𝑛)𝑢𝑎  

𝒏بحيث إذا كان  𝒏𝟎أصغر عدد طبيعي  تعيينجـ.  > 𝒏𝟎  ّفإن𝑰𝒏 > 𝟐 

𝐼𝑛 > 2 ⇒
1

2
ln2 𝑛 > 2 ⇒ ln2 𝑛 > 4 ⇒ ln 𝑛 > 2 ⇒ 𝑛 > 𝑒2 ⇒ 𝑛 = 8  

 

 
 

 ع ت 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) = −𝟏 + (𝒙 + 𝟏)𝒆 + 𝟐𝐥𝐧 (𝒙 + 𝟏)  ،𝑫𝒈 = ]−𝟏;+∞[ 

  𝒈الدالة اتجاه تغير  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = 𝑒 +
2

𝑥 + 1
 ; 𝑔′(𝑥) > 0 ⇒ الدالة 𝑔 متزايدة على المجال ]∞+;1−[  

 𝒈الدالة تغيرات جدول 

lim
𝑥
>
→−1

𝑔(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

−1 + (𝑥 + 1)𝑒 + 2ln (𝑥 + 1) = −∞  
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lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−1 + (𝑥 + 1)𝑒 + 2ln (𝑥 + 1) = +∞  

 
𝒈(𝒙)أن المعادلة  بيان .0 = ,𝛂 :−𝟎 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟑𝟒 < 𝜶 < −𝟎, 𝟑𝟑       

      ⏟𝑔(−0,34)و ]0,33−;0,34−[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔الدالة 
≈−0,04

× 𝑔(−0,33)⏟      
≈0,02

< 0 

𝑔(𝑥)منه المعادلة  = حسب مبرهنة القيم  ]0,33−;0,34−[تقبل حلا وحيدا في المجال  0

 المتوسطة

  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج .0

𝑥 ∈ ]−1; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ; 𝑔(𝛼) = 0 

 (II 𝒇(𝒙) =
𝒆

𝒙+𝟏
+
𝐥𝐧(𝒙+𝟏)

(𝒙+𝟏)𝟐
  ،𝑫𝒇 = ]−𝟏;+∞[ 

𝐥𝐢𝐦أنّ  بيانأ.  .0
𝒙
>
→−𝟏

𝒇(𝒙) = −∞  

lim
𝑥
>
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→−1

𝑒

𝑥 + 1
+
ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
= lim
𝑥
>
→−1

1

𝑥 + 1⏟  
→+∞

(𝑒 +
ln(𝑥 + 1)

𝑥 + 1⏟      
→−∞

) 

= −∞  

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑒

𝑥 + 1
+
ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
= 0 

 ر النتيجتين هندسيا يفست

𝑥مستقيما مقاربا عموديا معادلته  ) fC(يقبل المنحنى  =   ∞+وآخر أفقيا بجوار  1−

𝑦معادلته  = 0 

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟏−[من  𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّه  بيانب.  =
−𝒈(𝒙)

(𝒙+𝟏)𝟑
 

𝑓′(𝑥) =
−𝑒

(𝑥 + 1)2
+
(𝑥 + 1) − 2(𝑥 + 1) ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)4
 

=
−𝑒(𝑥 + 1) + 1 − 2ln (𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)3
=

−𝑔(𝑥)

(𝑥 + 1)3
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  ]∞+;𝟏−[على المجال  𝒇الدالة اتجاه تغير  دراسةجـ. 

 𝑥 ∈ ]−1; 𝛼] ∶ 𝑔(𝑥) ≤ 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

  𝒇الدالة جدول تغيرات      

 
 ) fC(المنحنى  رسمد. 

 

𝒙لدالة أنّ ا بيانأ.  .0 → −
𝟏

𝒙+𝟏
[𝟏 + 𝐥𝐧 (𝒙 + هي دالة أصلية للدالة           [(𝟏

𝒙 →
𝐥𝐧(𝒙+𝟏)

(𝒙+𝟏)𝟐
 ]∞+;𝟏−[على المجال  

ℎ(𝑥) =
ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
 ; 𝐻(𝑥) = −

1

𝑥 + 1
[1 + ln (𝑥 + 1)] 

𝐻′(𝑥) =
1 + ln (𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
−

1

𝑥 + 1
(
1

𝑥 + 1
) =

ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
= ℎ(𝑥) 

 ℎهي دالة أصلية للدالة  𝐻منه نستنتج أنّ الدالة 

 مساحة ال حسابب. 

𝑓(𝑥) =
𝑒

𝑥 + 1
+
ln(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)2
⇒ 𝐹(𝑥) = 𝑒 ln(𝑥 + 1) −

1

𝑥 + 1
[1 + ln (𝑥 + 1)] 

𝒜 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= [𝐹(𝑥)]0
1 = 𝐹(1) − 𝐹(0) = (𝑒 ln 2 −

1

2
ln 2 +

1

2
)𝑢𝑎  
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0. 𝒌(𝒙) = 𝒇(−|𝒙|)  ،𝑫𝒌 = ]−𝟏;𝟏[          

 زوجية 𝒌أنّ الدالة  بيان .أ

𝑥، ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى  𝐷𝑘لدينا  ∈ 𝐷𝑘 : 

𝑘(−𝑥) = 𝑓(−|−𝑥|) = 𝑓(−|𝑥|) = 𝑘(𝑥) ⇒ الدالة 𝑘 زوجية  

  )fC(انطلاقا من المنحنى  )kC(المنحنى كيف يمكن استنتاج  بيان .ب

𝑥 ∈ ]−1; 0] ∶  |𝑥| = −𝑥 ⇒ 𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⇒ (𝐶𝑘) و (𝐶𝑓) متطابقان  

;0[أمّا على المجال   باستعمال التناظر بالنسبة لمحور التراتيب )kC(نرسم  ]1

 (انظر نهاية التمرين):  )kC(المنحنى  رسم

𝒌(𝒙)عدد وإشارة حلول المعادلة : ل المناقشة البيانية .ج = 𝒎 

𝑦مع المستقيم الأفقي ذي المعادلة  )kC(المنحنى ندرس تقاطع  = 𝑚  

𝑘(0) = 𝑓(0) = 𝑒 

  من أجل𝑚 < 𝑒 تقبل المعادلة حليّن متعاكسين : 

  من أجل𝑚 = 𝑒 وحلا معدوما : تقبل المعادلة حليّن متعاكسين 

  من أجل𝑒 < 𝑚 < 𝑓(𝛼)  موجبين وحليّن سالبين: تقبل المعادلة حليّن 

  من أجل𝑚 = 𝑓(𝛼)  متعاكسينمضاعفين : تقبل المعادلة حليّن 

  من أجل𝑚 > 𝑓(𝛼)  : حلاتقبل المعادلة لا 
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 ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

(I 𝒈(𝒙) =
𝟏

𝒙
− 𝐥𝐧𝒙  ،𝑫𝒈 = ]𝟎;+∞[ 

 𝒈اتجاه تغير الدالة  دراسة .0

𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥2
−
1

𝑥
 ; 𝑔′(𝑥) < 0 ⇒ الدالة 𝑔 متناقصة تماما على المجال ]∞+;0[  

𝒈(𝒙)أن المعادلة  بيان .0 = ,𝟏[المجال من  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟕𝟔; 𝟏, 𝟕𝟕[  ، 

;1,76[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑔 الدالة     ⏟𝑔(1,76)و ]1,77
≈0,003

× 𝑔(1,77)⏟    
≈−0,006

< 0  

𝑔(𝑥) منه المعادلة = ;1,76[تقبل حلا وحيدا في المجال  0 حسب مبرهنة القيم  ]1,77

 المتوسطة

 ]∞+;𝟎[على  𝒈(𝒙)إشارة  استنتاج      

𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑔(𝑥) > 0 ;  𝑥 ∈ ]𝛼;+∞[ ∶ 𝑔(𝑥) < 0 ; 𝑔(𝛼) = 0  

(II {
𝒇(𝒙) =

𝒙+𝟏

𝒙−𝐥𝐧𝒙
 ; 𝒙 > 𝟎

𝒇(𝟎) = 𝟎
  ،𝑫𝒇 = [𝟎;+∞[  

 على اليمين  1مستمرة عند العدد  𝒇أنّ الدالة  اثبات .0

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 1

𝑥 − ln 𝑥
→ 1
→ +∞

= 0 = 𝑓(0) 

 على اليمين 0مستمرة عند العدد  𝑓أنّ الدالة منه نستنتج  

𝐥𝐢𝐦 حساب
𝒙
>
→𝟎

𝒇(𝒙)

𝒙
  

lim
𝑥
>
→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 1
𝑥 − ln 𝑥
𝑥

= lim
𝑥
>
→0

𝑥 + 1

𝑥2 − 𝑥 ln 𝑥⏟  
→0−

→ 1
→ 0+

= +∞  

 النتيجة بيانياتفسير 

 في المبدأ نصف مماس موازي لمحور التراتيب ) fC(يقبل المنحنى 

𝒇′(𝒙):  ]∞+;𝟎[من المجال  𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّ  بيان .0 =
𝒈(𝒙)

(𝒙−𝐥𝐧𝒙)𝟐
 

𝑓′(𝑥) =
𝑥 − ln 𝑥 − (𝑥 + 1) (1 −

1
𝑥)

(𝑥 − ln 𝑥)2
=

1
𝑥 − ln 𝑥

(𝑥 − ln 𝑥)2
=

𝑔(𝑥)

(𝑥 − ln 𝑥)2
 

𝐥𝐢𝐦 حساب .0
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) ر ذلك بيانيا وتفسي 
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lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥 + 1

𝑥 − ln 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥 (1 +
1
𝑥)

𝑥 (1 −
ln 𝑥
𝑥 )

= lim
𝑥→+∞

1 +
1
𝑥

1 −
ln 𝑥
𝑥

= 1  

𝑦معادلته :  (∞+)بجوار مستقيما مقاربا أفقيا  ) fC(يقبل المنحنى  = 1 

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 𝑥 ∈ ]0; 𝛼[ ∶ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒  الدالة 𝑓 متزايدة

 𝑥 ∈ [𝛼;+∞[ ∶ ℎ′(𝑥) ≤ 0 ⇒  الدالة 𝑓 متناقصة

 
0. 𝒉(𝒙) = 𝒙 − 𝐥𝐧 𝒙  ،𝑫𝒉 = ]𝟎;+∞[  

𝒉(𝒙) موجب تماما : 𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّ  بيان .أ > 𝟎  

ℎ′(𝑥) = 1 −
1

𝑥
=
𝑥 − 1

𝑥
 ; ℎ′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

;0[متناقصة على المجال  ℎالدالة    ;1]ومتزايدة على المجال  ]1 +∞[  

ℎ(1)تساوي وتقبل قيمة حديّة صغرى    = ℎ(𝑥)، منه نستنتج أنّ  1 > 0 

𝒚ذي المعادلة   (∆)مستقيم البالنسبة إلى  ) fC(وضعية  استنتاج = 𝟏 

𝑓(𝑥) − 1 =
𝑥 + 1

𝑥 − ln 𝑥
− 1 =

1 + ln 𝑥

𝑥 − ln 𝑥
=
1 + ln 𝑥

ℎ(𝑥)
 

ℎ(𝑥)بما أنّ  > 1، فإنّ إشارة الفرق من إشارة  0 + ln 𝑥 

1 + ln 𝑥 = 0 ⇒ ln 𝑥 = −1 ⇒ 𝑥 = 𝑒−1 

 𝑥 ∈ ]0; 𝑒−1[ ∶ 𝑓(𝑥) − 1 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]𝑒−1; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − 1 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 (𝐶𝑓) ∩ (∆) = {(𝑒
−1; 1)} 

 ) fC( رسم .ب
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0. 𝑭(𝒙) = ∫ 𝒇(𝒕)
𝒙

𝟏
𝒅𝒕  ،𝑫𝑭 = ]𝟎;+∞[ 

𝒙حيث  𝒙عدد حقيقي من أجل كل أنّ  بيان .أ ≥ 𝟏  :
𝟏

𝒙
+ 𝟏 ≤ 𝒇(𝒙) ≤ 𝒇(𝜶) 

𝑓(𝑥)نستنتج أنّ  𝑓قيمة حديّة كبرى للدالة  𝑓(𝛼)بما أنّ  ≤ 𝑓(𝛼)... 

𝑥 ≥ 1 ⇒ ln 𝑥 ≥ 0 ⇒ − ln 𝑥 ≤ 0 ⇒ 𝑥 − ln 𝑥 ≤ 𝑥 ⇒
1

𝑥
≤

1

𝑥 − ln 𝑥
 

  ⇒
𝑥 + 1

𝑥
≤
𝑥 + 1

𝑥 − ln 𝑥
⇒ 1 +

1

𝑥
≤ 𝑓(𝑥)… 

𝑥من أجل كل  هأنّ نستنتج  و  من  ≥ 1  :
1

𝑥
+ 1 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝛼) 

  𝑭(𝒆)للعدد  الهندسي التفسير .ب

𝐹(𝑒) = ∫ 𝑓(𝑡)
𝑒

1
𝑑𝑡 الحيّز المستوي المحدد بالمنحنى هي مساحة و)fC ( 

𝑦والمستقيما  التي معادلاتها :  = 0  ،𝑥 = 𝑥و  1 = 𝑒 

 𝑭(𝒆)ـ ل حصر استنتاج

1

𝑡
+ 1 ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝛼) ⇒ ∫ (

1

𝑡
+ 1) 𝑑𝑡

𝑒

1

≤ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑒

1

≤ 𝑓(𝛼)∫ 𝑑𝑡
𝑒

1

 

⇒ [ln 𝑡 + 𝑡]1
𝑒 ≤ 𝐹(𝑒) ≤ 𝑓(𝛼)[𝑡]1

𝑒 ⇒ 𝑒 ≤ 𝐹(𝑒) ≤ (𝑒 − 1)𝑓(𝛼)  

 
 ت ر 0100بكالوريا :  00تمرين 

𝒇(𝒙) = −𝟐𝒙 + 𝟑 + 𝟐 𝐥𝐧 (
𝒙−𝟏

𝒙−𝟐
) ، 𝑫𝒇 = ]−∞; 𝟏[ ∪ ]𝟐;+∞[  

𝐥𝐢𝐦النهايتين  حسابأ.  .0
𝒙
<
→𝟏

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙
>
→𝟐

𝒇(𝒙)  

lim
𝑥
<
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→1

−2𝑥 + 3 + 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)

⏟    
→0+

= −∞  

lim
𝑥
>
→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→2

−2𝑥 + 3 + 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)

⏟    
→+∞

= +∞  

 ر النتيجتين بيانيا يفست  

𝑥مستقيمين مقاربين عموديين معادلتيهما :  ) fC(يقبل المنحنى   = 𝑥 و 2 = 1  

𝑫𝒇  :𝒇′(𝒙)من  𝒙أنّ من أجل كل  بيان .0 = −𝟐 −
𝟐

(𝒙−𝟏)(𝒙−𝟐)
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𝑓′(𝑥) = −2 + 2
−

1
(𝑥 − 2)2

𝑥 − 1
𝑥 − 2

= −2 −
2

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)
 

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) < 0 ⇒ 𝐷𝑓 متناقصة تماما على 𝑓 الدالة  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

−2𝑥 + 3 + 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)

⏟    
→1

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

−2𝑥 + 3 + 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
) = −∞  

 
𝑫𝒇 :  (𝟑من  𝒙أنّ من أجل كل تحقق الأ.  .0 − 𝒙) ∈ 𝑫𝒇  و𝒇(𝟑 − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟎 

𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ⇒ {
𝑥 < 1

أو

𝑥 > 2

⇒ {
−𝑥 > −1

أو

−𝑥 < −2

⇒ {
3 − 𝑥 > 2

أو

3 − 𝑥 < 1

⇒ (3 − 𝑥) ∈ 𝐷𝑓  

𝑓(3 − 𝑥) = −2(3 − 𝑥) + 3 + 2 ln (
2 − 𝑥

1 − 𝑥
) = −2𝑥 − 3 + 2 ln (

𝑥 − 2

𝑥 − 1
) 

= −2𝑥 − 3 − 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
) = −𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓(3 − 𝑥) + 𝑓(𝑥) = 0  

 يقبل مركز تناظر يطُلب تعيين إحداثييه ) fC(أنّ  استنتاجب. 

)𝜔ساواة السابقة نستنتج أنّ من الم    
3

2
;   ) fC(للمنحنى  مركز تناظر (0

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  اثبات .0 = ,𝟎[المجال على  αتقبل حلا وحيدا  𝟎 𝟒𝟓; 𝟎, 𝟒𝟔[             

;0,45[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓 الدالة     ⏟𝑓(0,45)و ]0,46
≈0,03

× 𝑓(0,46)⏟    
≈−0,02

< 0 

𝑓(𝑥) منه المعادلة = ;0,45[تقبل حلا وحيدا في المجال  0 حسب مبرهنة  ]0,46

 القيم المتوسطة

𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  استنتاج =  يطُلب تعيين حصر له 𝜷تقبل حلا آخر  𝟎
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)𝜔بما أنّ 
3

2
; بالنسبة للفاصلة  𝛼نظير 𝛽، نستنتج أنّ  ) fC(لـ  مركز تناظر (0

3

2
  

𝛼 + 𝛽

2
=
3

2
⇒ 𝛽 = 3 − 𝛼 

0,45 < 𝛼 < 0,46 ⇒ −0,46 < −𝛼 < −0,45 ⇒ 2,54 < 𝛽 < 2,55  

𝒚ذا المعادلة :  (∆)أنّ المستقيم  بيان .0 = −𝟐𝒙 +   ) fC(مقارب مائل لـ  𝟑

lim
|𝑥|→+∞

[𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 3)] = lim
|𝑥|→+∞

2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)

⏟    
→1

= 0  

𝑦ذا المعادلة :  (∆)أنّ المستقيم منه نستنتج  = −2𝑥 +  ) fC(مقارب مائل لـ  3

 

 (∆)بالنسبة إلى  ) fC(وضعية  دراسة

𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 3) = 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
) 

𝑥 − 1

𝑥 − 2
> 1 ⇒

𝑥 − 1

𝑥 − 2
− 1 > 0 ⇒

1

𝑥 − 2
> 0 ⇒ 𝑥 > 2 

 𝑥 ∈ ]−∞; 1[ ∶ 𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 3) < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 𝑥 ∈ ]2; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 3) > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

  ) fC(و  (∆) رسم .0
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𝒙أصلية للدالة  𝒉دالة أنّ ال بيان .0 → 𝐥𝐧 (
𝒙−𝟏

𝒙−𝟐
  ]∞+;𝟐[على  (

ℎ′(𝑥) = ln(𝑥 − 1) +
𝑥 − 1

𝑥 − 1
− ln(𝑥 − 2) −

𝑥 − 2

𝑥 − 2
 

 = ln(𝑥 − 1) − ln(𝑥 − 2) = ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)  

𝑥أصلية للدالة دالة  ℎمنه نستنتج أنّ  → ln (
𝑥−1

𝑥−2
;2[على  ( +∞[ 

  𝜷بدلالة مساحة ال حساب

𝒜 = ∫ [𝑓(𝑥) − (−2𝑥 + 3)]𝑑𝑥
3

𝛽

= ∫ 2 ln (
𝑥 − 1

𝑥 − 2
)

3

𝛽

𝑑𝑥 = 2[ℎ(𝑥)]𝛽
3  

= 2[ℎ(3) − ℎ(𝛽)] 

= 2[2 ln 2 − (𝛽 − 1) ln(𝛽 − 1) + (𝛽 − 2) ln(𝛽 − 2)] 

= 2[2 ln 2 − (𝛽 − 1) ln(𝛽 − 1) + (𝛽 − 1) ln(𝛽 − 2) − ln(𝛽 − 2)] 

= 2 [2 ln 2 − (𝛽 − 1) ln (
𝛽 − 1

𝛽 − 2
) − ln(𝛽 − 2)] 

𝑓(𝛽) = 0 ⇒ −2𝛽 + 3 + 2 ln (
𝛽 − 1

𝛽 − 2
) = 0 ⇒ ln (

𝛽 − 1

𝛽 − 2
) = 𝛽 −

3

2
 

𝒜 = 2 [2 ln 2 − (𝛽 − 1) ln (
𝛽 − 1

𝛽 − 2
) − ln(𝛽 − 2)] 

= 4 ln 2 − (𝛽 − 1)(2𝛽 − 3) − 2 ln(𝛽 − 2) 

= [4 ln 2 − 2 ln(𝛽 − 2) − 2𝛽2 + 5𝛽 + 3]𝑢𝑎  

 
 ع ت 0100بكالوريا :  00تمرين 

𝒇(𝒙) =
𝟐

𝟑
𝒙 + 𝐥𝐧 (

𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
)  ،𝑫 = ]−∞;−𝟏[ ∪ ]𝟏;+∞[  

 فردية  𝒇أنّ الدالة  بيان .0

𝑥ومن أجل كل  0متناظر بالنسبة إلى  𝐷لدينا  ∈ 𝐷 : 

𝑓(−𝑥) = −
2

3
𝑥 + ln (

−𝑥 − 1

−𝑥 + 1
) = −

2

3
𝑥 + ln (

𝑥 + 1

𝑥 − 1
) = −

2

3
𝑥 − ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) 

= −𝑓(𝑥) ⇒ الدالة 𝑓 فردية  

 التفسير البياني

 𝑂متناظر بالنسبة إلى  ) fC( المنحنى 
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𝐥𝐢𝐦النهايات التالية :  حساب .0
𝒙
>
→𝟏

𝒇(𝒙)  ،𝐥𝐢𝐦
𝒙
<
→−𝟏

𝒇(𝒙)  ،𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙)  و𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) 

lim
𝑥
>
→1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
>
→1

2

3
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→0+

= −∞  

lim
𝑥
<
→−1

𝑓(𝑥) = lim
𝑥
<
→−1

2

3
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→+∞

= +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

2

3
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→1

= +∞  

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

2

3
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→1

= −∞  

𝑫  :𝒇′(𝒙)من  𝒙أنّه من أجل كل  بيانأ.  .0 =
𝟐

𝟑
(
𝒙𝟐+𝟐

𝒙𝟐−𝟏
) 

𝑓′(𝑥) =
2

3
+

2
(𝑥 + 1)2

𝑥 − 1
𝑥 + 1

=
2

3
+

2

(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)
=
2

3
+

2

𝑥2 − 1
=
2𝑥2 + 4

3(𝑥2 − 1)
 

 =
2

3
(
𝑥2 + 2

𝑥2 − 1
)  

  𝒇اتجاه تغير الدالة  استنتاجب. 

𝑥 ∈ 𝐷 ⇒ 𝑥2 − 1 > 0 ⇒ 𝑓′(𝑥) > 0 ⇒ 𝐷 متزايدة تماما على 𝑓 الدالة  

 𝒇الدالة جدول تغيرات 

 
𝒇(𝒙)أنّ المعادلة  بيان .0 = ,𝟏حيث :  𝛂 تقبل حلا وحيدا 𝟎 𝟖 < 𝜶 < 𝟏, 𝟗      

;1,8[مستمرة ورتيبة على المجال  𝑓 الدالة     ⏟𝑓(1,8)و ]1,9
≈−0,05

× 𝑓(1,9)⏟  
≈0,1

< 0  

𝑓(𝑥) منه المعادلة = ;1,8[تقبل حلا وحيدا في المجال  0  حسب مبرهنة القيم المتوسطة ]1,9
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𝒚ذا المعادلة :  (∆)أنّ المستقيم  بيان .0 =
𝟐

𝟑
𝒙  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)fC (         

lim
|𝑥|→+∞

𝑓(𝑥) −
2

3
𝑥 = lim

|𝑥|→+∞
ln (
𝑥 − 1

𝑥 + 1
)

⏟    
→1

= 0  

𝑦ذا المعادلة :  (∆)منه نستنتج أنّ المستقيم      =
2

3
𝑥  مستقيم مقارب مائل للمنحنى)fC ( 

 (∆) المستقيمبالنسبة إلى  ) fC( المنحنىوضعية  دراسة

𝑓(𝑥) −
2

3
𝑥 = ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) 

𝑥 − 1

𝑥 + 1
> 1 ⇒

𝑥 − 1

𝑥 + 1
− 1 > 0 ⇒

−2

𝑥 + 1
> 0 ⇒ 𝑥 + 1 < 0 ⇒ 𝑥 < −1 

 𝑥 ∈ ]−∞;−1[ ∶ 𝑓(𝑥) −
2

3
𝑥 > 0 ⇒  (𝐶𝑓) فوق (∆)

 𝑥 ∈ ]1; +∞[ ∶ 𝑓(𝑥) −
2

3
𝑥 < 0 ⇒  (𝐶𝑓) تحت (∆)

 ) fC(والمنحنى  (∆)المستقيم  إنشاء .0

 

𝟐)عدد حلول المعادلة : ل المناقشة البيانية .0 − 𝟑|𝒎|)𝒙 + 𝟑 𝐥𝐧 (
𝒙−𝟏

𝒙+𝟏
) = 𝟎 

(2 − 3|𝑚|)𝑥 + 3 ln (
𝑥 − 1

𝑥 + 1
) = 0 ⇒ 3|𝑚|𝑥 = 2𝑥 + 3 ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) 

⇒ |𝑚|𝑥 =
2

3
𝑥 + ln (

𝑥 − 1

𝑥 + 1
) ⇒ |𝑚|𝑥 = 𝑓(𝑥)  

𝑦المعادلة :  يذ (𝑚∆)المستقيم و ) fC(لمنحنى ندرس تقاطع ا = |𝑚|𝑥  الذي يدور حول𝑂 

  من أجل|𝑚| ∈ [0;
2

3
𝑚أي  ] ∈ ]−

2

3
;
2

3
 : تقبل المعادلة حلين متمايزين ]

  من أجل|𝑚| ∈ [
2

3
; 𝑚أي  ]∞+ ∈ ]−∞;−

2

3
] ∪ [

2

3
;   تقبل المعادلة حلالا :  ]∞+
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 حل معادلة من الدرجة الثانية .1

𝑥2 .أ + 3𝑥 − 4 = 0 

w5(EQN)3(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0) 1=(𝑎)3=(𝑏) 
p4=(𝑐)= (1)= (−4) 

𝑥2 .ب + 2𝑥 + 17 = 0 

C1=(𝑎)2=(𝑏)17=(𝑐)= (−1 + 4𝑖)= (−1 − 4𝑖) 

𝒙𝟑 حل معادلة من الدرجة الثالثة .2 + 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 = 𝟎 

w5(EQN)4(𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 = 0) 1=(𝑎) 1=(𝑏) 
1=(𝑐) 1=(𝑑) =(−1)= (𝑖)= (−𝑖) 

} حل جملة معادلتين .3
𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝟖
𝟕𝒙 − 𝟒𝒚 = −𝟏

 

w5(EQN)1(𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑦 = 𝑐𝑛) 
2=3=8=7=p4=p1= =(1)= (2) 

} مستويات في الفضاء( 3معادلات )تقاطع  3حل جملة  .4

𝒙 − 𝟐𝒚 + 𝒛 − 𝟑 = 𝟎
−𝟐𝒙 + 𝒚 + 𝒛 = 𝟎
𝒙 + 𝒚 + 𝒛 − 𝟔 = 𝟎

 

w5(EQN)2(𝑎𝑛𝑥 + 𝑏𝑛𝑦 + 𝑐𝑛𝑧 = 𝑑𝑛) 
1=p2=1=3=p2= 
1=1=0=1=1=1=6==(2)= (1)= (3) 

(𝑃) ∩ (𝑄) ∩ (𝐴𝐵𝐶) = 𝐼(2; 1;  (لاحظ أنّ  قيم 𝑑 تنقل إلى الطرف الثاني) (3

𝒇(𝒙) تعيين نقاط مساعدة لرسم منحنى بياني .5 = 𝒙 − 𝟒 + 𝐥𝐧 (𝟏 + 𝒆𝟑𝒙)     على

;𝟓−]المجال  𝟓] 

w7(TABLE)Q) (X)p4+h1+qh (𝑒𝑥)3 
Q)$)= p5=( Start ?بدايةّالمجال)5=( End ?ّنهاية
 (الخطوة ? Step )=1(المجال

𝒈(𝒙)الذي يعدم الدالة  αحصر العدد  .6 = 𝟏 + 𝒙 − 𝒙𝒍𝒏𝒙 

w71+Q)pQ)hQ)=1=5=1= 
ّ 3نلاحظّأن  < 𝛼 < ّنقومّبالعمليةّالتاليةّ:1ّ−10سعتهαّّ.ّلإيجادّحصرّللعدد4ّ

C=3=(Start ?)4=(End ?)0.1=(Step ?) 

ّ 3,5نستنتجّأن  < 𝛼 <  2−10سعتهαّّإيجادّحصرّللعددّ.ّبنفسّالطريقةّيمكننا3,6ّ

 0,01والخطوة3,6ّّيتهّعندّونها3,5ّحيثّنحد دّبدايةّالمجالّعندّ
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 كتابة عدد مركب على شكله الجبري .7

1) 𝑧1 = (1 + 2𝑖)
2 : 

w2(CMPLX)(1+2b(i))d= (−3 + 4𝑖) 

2) 𝑧2 =
5+11√3𝑖

7−4√3𝑖
 : 

Ca5+11s3$bR7p4s3$b= 

 تعيين طويلة وعمدة عدد مركب .8

1) 𝑧1 = 1 + 𝑖 : 1+bq2(CMPLX)3(𝑟∠𝜃)= (√2∠45) 
 qw4(Rad)بالراديانّنقومّبالعمليةّالتاليةّ:θّّلإيجادّقيمةّ

2) 𝑧2 = (3 + √3) + (−3 + √3)𝑖 : 

3+s3$+(p3+s3$)bq23=

(2√6∠ −
1

12
𝜋) 

3) 𝑧3 =
1+𝑖

√3+𝑖
 : 

a1+bRs3$+b$q23=(
√2

2
∠
1

12
𝜋) 

 للانتقال من الشكل المثلثي أو الأسّي إلى الشكل الجبري .9

1) 𝑧1 = 4(cos
𝜋

4
+ 𝑖 sin

𝜋

4
) = 4𝑒𝑖 

𝜋

4  : 

4qz(∠)aqK(𝜋)R4$q2(CMPLX)4   
(𝑎 + 𝑏𝑖)=(2√2 + 2√2𝑖) 

2) 𝑧2 = √5(cos
𝜋

6
+ 𝑖 sin

𝜋

6
) = √5𝑒

𝑖 
𝜋

6  : 

s5$qzaqKR6$q24=(
√15

2
+
√5

2
𝑖) 

 حساب العدد المشتق .11

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 1 + 2 ln 𝑥 ; 𝑥0 = 2 : 

qy(
𝑑

𝑑𝑥
)Q)dp1+2hQ))$2(𝑥0)=

(5) 

 حساب التكامل .11

𝐼 = ∫ (𝑥 + 2 − 3𝑒2𝑥) 𝑑𝑥
2

1
 : 

yE2R1!!(Q)+2p3qh2Q)
$)= 
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