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 امورياــــــــــات و امبكــــــــــامرياضي

 مس نة امثامثة من امتعويم امثاهويا

 اهية و الأولىــة امثــــــــض دروس امسنـــــــعبب تذكير  -

 بامتفصيل دمة وفق طريلة الملاربة باهكفــاءةدروس مل -

 ــــــــــــــــــرةـــــــــــات مباشــــــــــــــــــتطبيلـــــــــــــ -

 ـــــــــــــــــلـــــــــــمسائـــــــ ن وـــــــــــــــــــــــــــتماري -

 ــــارين امبكامورياـــــــــــض تمــــــــبعــــــــم حوــــــــول  -
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 اضيــــــــ* تلني ري         

 ــ* عووم تجريب            يةــــ

 امتعويم عن بعد، و
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 :و شكر إهداء

 
 .ـرهـو وش ابــهذا اهكتإعداد زاني على ـــــــن انلذين حفـــــدي اهكريميــإلى وام... *

لما كان مزاما علي أن أس تعين ببعض المراجع امليمة لأساتذتنا الأفاضل الذين لم  ... و*

 يدخروا أي جهــــــد في إفادتنا بكثير من المعارف امعوميــــــة و المفاهيم امرياضياتية 

 أذكر منهم على سبيل المثال لا الحصر امسادة:

 د اللهـــــ** أبو بكر خالد سع               

 رانــــــــــــــعبد الحفيظ مل               **

 لابـــــــــــــــــادة عـــــــ** ك          

 ودــــــــــــــــــــود سعــــــ** محم             

 ... ورـــــــــــــــف كركــــــــ** يوس             

 زيل.ــــــــــــالجر ــــــبامشك جميعا أتلدم إهيهم فإني                                  
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 :ملدمة
 رسوين أما بؼد:بسم الله امرحمان امرحيم، و امطلاة و امسلام ػلى أشرف الم

أمل في أن  يو كلداد المخواضع ـوي اهنهائي ىذا الاغـزاء من المسذـــــأيادي طامبينا الأغ بين رني أن أضعـــيس 

ػلى الأكل في ىذه المرحلة  -اتــامرياضي –اط امؼومي الميم ــذا امنشـــــايا ىــيحــلق رغباتهم في مؼرفة بؼظ خب

اولة ػلى طريلة الملاربة ــــدادي نلدروس المخنـــدت في إغـــــلم أهني اغتمــــة، مع امؼــــالدراسي ة في حياتهــــمالحاسمــ

امخوازيع  وفق جسوسل ضففتوات، و كد ـــا منذ سنــــة ػلى ثطبيليــــا امتربويـــاءات امتي غكفت منظومذنــباهكف

   من كبل وزارة امتربية اموطنية.امس نوية المؼتمدة 

 مـــ: اهكذاب يلع في جزأين، جزء أول خطص ىذا محخوى  

في  امطامبا ـــــرض ميـــــ* امخذنير ببؼظ المفاىيم امتي س بق أن ثؼ

 ،اب الأولــــــــــــــوان امبـــــت غنـــــتح تس نوات سابلة و وضؼ

فـخطص مس خة فطول ثناومنا في ىذا الجزء فطوين أما امباب امثاني 

 :  ىما

 ذا الجزء،ـــــد في ىــــــــــامتي أخذت حطة الأس* الدوال امؼددية 

 رياضي"امو"امخلني "امرياضي" شؼبتيبامنس بة م * املسمة و الموافلات في

 و امبلية في:
 الجزء امثاني الذي خطص مـــ: 

 * امينـــدسة امفضائية،

 * الأغــداد المرهبــــــة،

  * المخخاميات امؼددية،

 *الدوال الأضوية و امخكاملات،

 اهخلاداحكم و اكتراحاحكم ػلى امبريد الاهكتروني: في اهخظارو نحن 

Gouasmia.Abdelhamid@Gmail.com 
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 ثلديم اهكذاب:

 

 ظ المفاىيمــبؼلمراجؼة تمارين * 

 

 اىيمـــــ* ثذنير هظري مخلك المف

 

  ارينــــــــــــــم اهتمــــ* حوول مخو

  

 

 

إحساسو  دــــــكط، من كبلأوشطة لاسدنفاذ المؼوومات امتي اندس بها امطامب  في بؼظ الدروس أدرجنا *

 ،ياثيةامرياض  الاشكامياتبؼظ  دغما لحلمؼوومات أخرى تمنحو  إضافةثلك المؼوومات أو  ثوس يعبضرورة 

 ،  و كد غنون بــ:رسالمؼوومات املازمة نوطامب في الد أو ثلك وس يعيتم ثلديم ىذا امخ*

 "بناء المؼارف"،

 

 

 

 

 

بامواكع،  لاــــجؼل امطامب مذطامخاريخية، و امتي حكمن أهميتها في  ببؼظ المؼارفس ور و كد أرفلت بؼظ الد *

 ثـلك امنظرة امخجريدية امتي وضفت بها امرياضيات  إبؼاده غن و

 

  اهنموذجيــــة رينامخطبيليات، و امتما كل درس أو فطل بمجموػة من دُعمملد * 

 و المسائل و الحوول مبؼظ امبكاموريــــــات. 
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  امحاة الأول:

 ،ػػـة ؿامةمراحػػػػػػػ* 

 ان.ػػػػػػػظرق امبُر*        
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:ؿامة حول مػػػػػراحػػػػػـــــة  
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 امفعول،تـغ في  ُذٍ امس ية خلال المفاُيم امتي نحخاح إهيهالمراحـة تـغ ٍ امتمارٍن خاءث إن ُذ

 حول الدائرت في المس خوي: تمارٍن
 اهتمرٍن الأول : 

)المس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس، أؾط المـادلة الدٍكارثَة نلدائرت  )C  امخامَةفي كل حالة من الحالاث : 

1) ( )C ا دائرت مرنزُ 2; 1   اهعف ظول و 2كعرُ 2، 

2) ( )C ا دائرت مرنزُ 1;3  ةــــاميلعو تمر من( 1;2)A  ، 

3) ( )C ادائرت أحد أكعارُ AB :حِر ( 4; 3)A    2)و; 1)B ، 

4) ( )C ا دائرت مرنزُ 1;3 و المس خليم  :3 ذو المـادلة 5 0x y  ،مماس مِا 

5) ( )C ط امخامَة:اميلدائرت تمر من    4; 2 , 5;3B A و 0;4C. 

***************** 
 اهتمرٍن امثاني:

مخكن   mE لٍوؿة اميلط ;M x y :من المس خوي امتي تحلق 
2 2 2 4 1 0 ,x y mx my m      

لٍوؿة اميلط mناكش حسة كيم -1 mE، 

1mهأخذ -2 : 

a) :ؿين امـياصر المميزت مػػ  1E، 

b) ط ثلاظؽؿين هلػػ 1E مؽ المس خليم  :َ1 الذي مـادمخy x ،
 

 

c) ؿين مـادلة المس خليم  الملٌس مػػ 1E عةػػػػػػػػػػفي اميل 1;4d . 

***************** 
 المس خوي: تمارٍن حول المرحػح ثم الجداء امسومي في

 
  اهتمرٍن امثامر:

ABC  في مثور كائمA  ،اميلط, ,F E D :تحلق 
4

5
AD AB،E هؼيرتA بامًس حة مػػC  وF هؼيرتC  بامًس حة مػػB، 

 أنجز امرسم، (1

 ت أن: ػػػػػأزد (2

ةــــمرحػح الدو D ( أ    ;1 , ;4A B، 

ةـــمرحػح الدوE ( ة    ;1 , ; 2A C ، 

ةـــمرحػح الدوF ( ح    ;2 , ; 1B C ، 

أزخت أن المس خليماث (3   ,BE CD و AF  مذلاظـة وفق هلعة واحدت 

)يمكػػػػػػػن اس خـمػال مرحػح الدػػػػػػػػػلة      ; , ; , ;A B C   :حِر , ,    .أؿداد حلِلِة مخخارت تعفة حس ية( هي 

***************** 
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 اهتمرٍن امراتؽ:

ABC :8 مثور بحَر , 5 , 7AC cm BC cm AB cm  ، 

H نويلعة المسلط امـموديB ؿلى AC ،G مرنز زلل المثورABC ، 

ية اهكاشي،  (1 110ائج إلىـــ)ثدور اميذ ABCرػػػػػػػػَاس زوايا المثوػػػػػػػػػ حسة أك اباس خـلٌل مبُر
، ) 

AB.حسة الجداء امسومي: ا (2 ACحسة امعولاامسومي  ،  باس خـلٌل ؾحارت أخرى نوجداءAH ،  

2)ثذهر: ACو  ABتدلالة AGنخةب • (3

3
AG AA  :حِر ،A  مٌخعف BC، ) 

 ،AGس خًذج ظول ا •

B      A                           لاحغ امضكل:         

                                              G C 

          H 

                            A 

***************** 
 اهتمرٍن الخامس:

ؿلى Fالمسلط امـمودي نويلعة Hمثور، FEGمَكن EG ، :4 بحَرEF cm 2وEH cm  ،5HG cm، 

EF. حسة الجداءاث امسومَة امخامَة:ا EH   و.EF EG ، .GE GH   ،.HF HE و أخيرا   .HF HE FG . 

 4cm                                                          لاحغ امضكل:

                                                                                                         F 
 

                                                              G E          H  
                                                                                             2cm 

                                                                                  5cm 

***************** 
 

 حول امـلاكاث المثوثَة:
 اهتمرٍن امسادس:

x :ؿدد حلِلي، ثسط امـحاراث امخامَة 

   2 22cos 3sinA x x     و         
2 2

cos sin cos sinB x x x x     و   4 4cos sinC x x  

و      cos 5 sin 7 cos 19D x x x        و   2 2 5
sin cos 7 sin 9 sin

2 2
E x x x x

 
 

   
          

   
 

**************** 
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 اهتمرٍن امساتؽ:

 المـادلاث امخامَة:  حل في

     1) sin 2 sin 3
4 3

x x
    

     
   

         ،   2) cos 3 cos 0
6 3

x x
    

      
   

، 

     3)  2sin 3 3x                  ،               4)  2cos 1 0x  ، 

      5)  2sin 2 3 0x                      ،    6)
 

2sin 2 1 0
4

x
 

   
 

، 

     7) sin 4 cos 2
4 3

x x
    

     
     

            ،8)  2 2sin 4 sin 2
2

x x



 

   
 

. 

***************** 

 امـددًة:حول المخخامَاث 
 اهتمرٍن امثامن:

مخكن المخخامَة امـددًة n n
u  :المـرفة بامـلاكة  امتراحـَة 

 

 

2 حسة :ا (1 1,u u، 

هـخبر المخخامَة (2 n n
v   :ً1المـرفة بما ًل

,
2

n

n

n v
u

 


، 

تين أن  ( أ n n
v مذخامَة حساتَة أساسِا 

1

3
 ، 

 .nتدلالة  nuاس خًذج  ( ة

**************** 
 اهتمرٍن امخاسؽ:

مخكن n n
u :ًالمخخامَة امـددًة المـرفة نلٌ ًل

 

0

1

1

,
1 2

n
n

n

u

u
n u

u






  

   ، 

هـخبر (1 n n
v :ًالمخخامَة المـرفة بما ًل 

1
n

n

v
u

 و ُذا من أخل كل ؿدد ظحَـيn، 

تين أن المخخامَة ( أ n n
v ،أساسِا و حدُا الأول، ؿينو  حساتَة 

 ،nتدلالة  nuثم  nvاس خًذج ( ة

هـخبر المخخامَة (2 n n
w :المـرفة كامخالي , 2 nv

nn w ، 

تين أن المخخامَة ( أ n n
w ُيدس َة محددا أساسِاq 0 و حدُا الأولw، 

0 وع :ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػالمجم nدلالةػة تــحسا ( ة 1 ...n nS w w w   . 

0

1

3

5 4
,

1

n
n

n

u

u
u n

u






  
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**************** 
    اهتمرٍن امـاشر:

مخكن n n
u  :ً6مذخامَة حساتَة مـرفة نلٌ ًل 8

10

40

29

u u

u

 



، 

 دُا الأول،ـــالمخخامَة و ح ؾػػػػػػين أسػػػػػػػػػػػػػػػاس (1

 ،nتدلالة  nuامػػػػػد امـػػػػػػػػػػارت الحػػػػػػأنخة ؾد (2

44nu إذا ؿومت: nؿين كيمة امـدد امعحَـي (3 ، 

وع :ػػػػػػػػحسة المجما (4
 1 2 15S u u u   . 

***************** 
 اهتمرٍن الحادي ؾشر:

مخكن n n
u  ،مذخامَة ُيدس َة متزاًدت و كل حدودُا موحدة 

4 ؿين (1 3 2 1 0, , , ,u u u u u :1 إذا ؿومت أن 2 3 42u u u   0 و 4 144u u ، 

 ،nu امػػػػػػػػػػػد امـػػػػػػػػالح n ةػػػػػػػؿين تدلام – (2

0حسة المجموع:  ا - 1 99...S u u u   ، 

0حسة الجداء:    ا - 1 99...P u u u   . 

***************** 
 المـادلاث من الدرخة امثاهَة:

 اهتمرٍن امثاني ؾشر:

 المـادلاث امخامَة:  حل في

• 2 2 0x x                  ،       •22 4 0x  ، 

•2 3 2 0x x                      ،• 2 2 3 0x x    ، 

• 2 6 0x x                           ،• 2 1 0x x   . 

***************** 
 اهتمرٍن امثامر ؾشر:

مػػ خذر تين أن P xثم ؿين  ،, ,c b a  :بحَر ٍكون
 

    2P x x ax bx c   ثم ؿين حوول المـادلة ،  0P x  ، 

و إصارت نثير الحدود P x :في كل حالة من الحالاث امخامَة   

1)   3 2 4 4P x x x x      1و ، 

2)   3 24 4 15 18P x x x x     2و  ، 

3)   3 2 3P x x x x     1و . 

***************** 
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 اهتمرٍن امراتؽ ؾشر:

ABCD  َوحدت،  1مرتؽ ظول ضوـI هلعة من املعر BD ، هـين مرتـينEBFI و HIGD، 

 مػػػ: بحَر ٍكون لٍوع مساحتي المرتـين مساويا Iهَف يمكن اخذَار اميلعة
2

3
. 

       B     A  

  E 

 F I H 
 

 

 

 C G D 

 *****************   
 اهتمرٍن الخامس ؾشر:

8ABهـخبر الدائرت ذاث املعر  ،M  ،هلعة من الدائرتH المسلط امـمودي نويلعةM ؿلى AB، :هضؽ CH x، 

ا،       C حِر:      M                     مرنزُ

 

                                           B    H   C    A  

 ،xتدلالة 2MHحسةا (1

 ،   xتدلالة 2MAحسةا (2

 بحَر: Mؿين (3
2 23 77MA MH .   

***************** 
 اهتمرٍن امسادس ؾشر:

حػػػػػػػل في (1 ;  :المـادلة  cos 4 0 ، 

 :أزدػػػػػت أهػػػػػػػػػػػػػػػػَ من أخل كل ؿدد حلِلي (2

     4 2cos 4 8cos 8cos 1    ، 

28  المـادلة: حل في أ(  (3 8 1 0x x  ، 

 هضؽ: ة(     2cosx :اس خًذج كيمة مضحوظة مػػػػ ، cos
8

 
 
 

3و  
cos

8

 
 
 

5و  
cos

8

 
 
 

7و 
cos

8

 
 
 

. 

***************** 
 حػػول الدوال امـددًــــة: 
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 اهتمرٍن امساتؽ ؾشر:

ف الدوال امخامَة:   (1ؿين لٍوؿة ثـرً 1 2

1

1
f x

x



                               2)   2

2

1
1

3
f x x       

                                   3)    3 cosf x x                             4)    4f x tg x        

                                   5 )  2

5 4f x x                            6)  6

1
f x

x
. 

***************** 
 اهتمرٍن امثامن ؾشر:

حِػػػػػػػػػػػػر:  fالةهـخبر الد 
 
 

 
 

cos 3 sin 3

cos sin

x x
f x

x x
  

ف fD( ؿين1  ،fلٍوؿة ثـرً

تدلالة f( أنخة2 cos 2x:ثم احسة ، 
2

3
f

 
 
 

5و 

6
f

 
 
 

 ،
4

f
 
 
 

 ، 

( حل في المجال3 0; :المـادلة   2f x  ،و مثل ظور حوومِا ؿلى الدائرت المثوثَة ، 

 راجحة:ػػػػػػػػػول المذػػػػػػػػػػػج حوػػػػػػػػػ( اس خًذ4  2f x  الػػػػػػػػػػػػػػػػػفي المج 0;. 

***************** 
   اهتمرٍن امخاسؽ ؾشر:

f تػػػ:  دالة ؿددًة مـرفة ؿلى  2 4 3f x x x    

b,ؿين امـددٍن الحلِلِين (1 a  :بحَر ٍكون   
2

f x x a b  ، 

 ؿلى المجامين: fؿين اتجاٍ ثغير الدالة (2 ;2 و 2;، 

 ر ما يمكن،ػػػػػأظغ fونػػػػػػػػػػػر حكػػػػػػػػػبحِ xثم ؿين كيمة fأوضئ خدول ثغيراث (3

اؾتمادا ؿلى مٌحنى الدالة مرتؽ أوضئ (4 fC مٌحنى الدالةf  ،في مـلم مذـامد ومذجاوس 

ين: ػػػػػػػػػػػػػػػػػػا المتراجحذػػػػػػػػػػػػػػػػػل تَاهِػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػح (5  0f x  و  0f x، 

اؾتمادا ؿلى (6 fC  أوضئ hC نى الدالةػػػػػػػػػػػمٌح hِر:ػػػػػػح    h x f x. 

***************** 
 اهتمرٍن امـشرون:

fؿين g  وg f :في كل حالة من الحالاث امخامَة ، 

    1)    2 1f x x    و   
1

g x
x

، 

    2 )  24 3f x x x     و  22 1g x x ، 

     3)   
2 1

1

x
f x

x





و      1g x x  ، 

     4)   1f x x   و 
1

g x
x

. 

 ***************** 
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 حوول اهتمػػػػػػارٍن، مؽ ثػػػػػػػػػػػػػػػذنير هػػػػػػػػػػؼري:  
  

 حول الدائرت في المس خوي:
       

ف     : ثــــرً
مـلم مذـامد و مذجاوسمَكن المس خوي المًسوة إلى  ; ;o i j، ;   0و هلعة مثحخة في ُذا المس خويr لطػػػػ، لٍوؿة امٌػ

 ;M x y  :من المس خوي امتي تحلقM r    ...(1 ) ا) لاحغ امضكل( هي الدائرت ا امتي مرنزُ  .r، و هعػػػػػػػػػػف كعرُ

                                                       M 

                                                                       

( حكافئ: 1و لما كان المس خوي مزود بمـلم ثعحح امـلاكة )   
2 2

x y r     ارثَة نلدائرت:ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػأي المـادلة الدٍك 

   
2 2 2x y r    ...(2) ، 

  ملاحؼة: 

2 جد مساوات من امضكل:، فٌ(2) يمكن وشر امـلاكة 2 0x y ax by c     ...(3) :حِر, ,c b a ة ؿوَيا أن ــــ، يجمن

 ا،و مُست حكافئه (3)جس خوزم امـلاكة  (2)وضير أن امـلاكة 

 ؟ (3)حكافئ امـلاكة  (2) متى ثعحح امـلاكة سؤال:

 

   حواة:

روط ؿلى الأؿداد ػػػػػ(، إذن ما هي امض (3( جس خوزم امـلاكة )2ؿلى اس خوزام واضح )امـلاكة ) من الملاحؼة امساتلة يمكٌيا  الحعول

,الحلِلِة ,c b a ( دائرت، مِذا نحاول نذ3حتى حكون امـلاكة )ل:ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاجتها ؿلى امضكػػػػػػػػ    
2 2 2x y r    ، 

2:لأخل ُذا لدًيا 22 2 0
2 2

a b
x x y y c

   
         

   
 أي:   

2 2 2 2

2 22 2 0
2 2 2 2 2 2

a a a b b b
x x y y c

           
                     

           
  

      :في الأخير نجد
 

2 2 2 2 4

2 2 4

a b a b c
x y

    
      

   
 

 و تذلك نميز الحالاث امثلاج امخامَة:

•2 2 4 0a b c  ا3امتي تحلق امـلاكة ) لٍوؿة اميلط من المس خوي ;( هي الدائرت امتي مرنزُ
2 2

a b

 
  
 

اػػػػو هعػ  ػف كعرُ

2 2 4

2

a b c
r

 
( ( مذكافئخين3( و )2، ) لاحغ أهيا وخدنا امشرط الذي يجـل امـلاكذين،) 

• 2 2 4 0a b c    ثوخد هلعة وحِدت ;
2 2

a b
M

  
 
 

2)ثذهر أن (3) لاكةػػػػػػػػػػػػتحلق امـ  2 0a b  ٍ0مـياa b ،) 

• 2 2 4 0a b c  (3) أي هلعة من المس خوي تحلق امـلاكة لا ثوخد، 
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 المس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس:        حل اهتمرٍن الأول:

نلدائرت أمكن نخاتة المـادلة الدٍكارثَة  من امخذنير اميؼري، C :في كل حالة 

1)    ;M x y C اػػػػػػػػػػػ)مرن زُ 2; 1   اػػػػػػػػػف كــــهعظػػػػول و 2عرُ ياٍ: ػػػػػػػ ( م ـ2   
2 2

2 1 8x y   ، 

a,  :َ من أخلثذهر أه b و  *من,n m  من:  

  , ,

, , 0 , 0

n n
n n n n m n m

n

n
n m

m

a a
a b a b a a a

b b

a
a a b a b a b

a





 
      

 

     

 

2)  C ا دائرت مرنزُ 1;3 و تمر من اميلعة 1;2A  :  ِهعف املعر،   ظول اظة حساةػن  تخسػػػػاث يمكػػػػػمن ُذٍ المـع 

أي:       
2 2 2 2

1 1 2 3 5A Ar A x x y y            . 

       A    
 

                    
 

 أي:   ;M x y Cٍمـيا   
2 2

1 3 5x y   ، 

3)  Cا أحد أكعارُ AB :حِر ،     2; 1 , 4; 3B A  : 

 A  

 

 

 هعف املعر أي: ظول مرنز الدائرت و بامخالي من امواضح أهَ يمكن ثـَين

 
2 4 1 3

; ; 1; 2
2 2 2 2

A B A Bx x y y
x y 

       
         
   

مٌخعف املعـة المس خليمة  AB 

و    
2 2

4 1 3 2 9 1 10r A B              

 أي:   ;M x y Cٍمـيا   
2 2

1 2 10x y   ، 

4)  C ا دائرت مرنزُ 1;3و يمسِا المس خليم ،  : 3 5 0x y    ، 

                                                

 

 هعف املعر أي:  ظول أمكن حساة من ُاثَ المـعَاث

  
2 2

3 5 1 9 5 3
;

10 101 3

x y
r d     
     


 أي:،   ;M x y C ٍمـيا   

2 2 9
1 3

10
x y    ، 

مَكن المس خليم: :يرثذن  : 0ax by c    و 0 0;x yؾيداذ:من المس خوي هلعة ،   0 0

2 2
;

ax by c
d

a b


 
 


، 

B
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5) C :دائرت تمر من اميلط امخامَة      0;4 , 4; 2 , 5;3C B A، 

                                                        A               B  
 

 C 
 : أولىظرًلة 

 A C ٍ2مـيا 25 3 5 3 0a b c       ، 

 B C  ٍمـيا   
224 2 4 2 0a b c        ، 

 C C ٍ2مـيا 20 4 0 4 0a b c        :و مٌَ نحعل ؿلى جملة زلاج مـادلاث خعَة      ، 

5 3 34

4 2 20

4 16

a b c

a b c

b c

   


   
   

، 

16من المـادلة امثامثة لدًيا:  4c b  ٌخين نجد: ــ غ في المـادمخين المخحلِ ػػػػػػد امخـوًــــ، و ؾ
5 3 16 4 34

4 2 16 4 20

a b b

a b b

    


    
 أي: 

5 18

2 3 2

a b

a b

  


  
 ؾيد ضرة المـادلة الأولى في امـدد:  3 :نجد 

15 3 54

2 3 2

a b

a b

  


  
4a: بالدػػػػػؽ هػػػػػجد،    ِػػػػػػػو ؿو :َ 

 5 4 18 2b       :ٌَو م  16 4 2 8c      ، 

2نحعل ؿلىو مٌَ     2 4 2 8 0x y x y    ، :و ؾيد امرحوع إلى امخذنير نجد 

   ;M x y C ٍمـيا    
2 2

2 1 13x y   ، 

 ظرًلة ثاهَة: 

Aػػػػػاواتػا، لدًيا المسػػػػػػػػػػػػػػػػػػيهػمرنز الدائرت امتي هأمل أن نجد إحدازِ مخكن B C   ػػػػػػػػػػػػػكن نخاتة:  ػأي أمػػػػػػػػ  

   D   :حِر   ُو مػػػػػػحور املعـة المس خليمة ABو ، D ػـة المس خليمةػػػػػػػػػُو مػػػػػػػحور املعػػػ AC 

        

  A       B 
  D  

 C  

ميـين ؾيداذ مـادمتي كل من  و D :الدٍكارثَدين 

 مًس حة مػبا يمكن ملاحؼة أن : 1; 5AB   صـاع عمودي ؿلى المس خليم  ِ15ة: ــــأي المـادلة الدٍكارث 0x y c   ، 

و هون المس خليم   ٌضمل مٌخعف املعـة AB   ـػػػػػػػػػػأم   :أي، 1cةػػػػػػػػػمػكِ َينػػػػػػػػػػػػػػ كن ث  : 5 7 0x y    ، 

 بامًس حة مػػ Dهفس الخعواث امتي كادثيا إلى المـادلة الدٍكارثَة مػػ :  ٌا إلى: ػػػػػػػػػػػػػػثوظو  : 5 9 0D x y    :إذن ،

   D   :ٍمـيا 
5 7 0

5 9 0

x y

x y

 

 

   

   

 ؾيد حل ُذٍ الدلة نجد:  2;1 ََيرا ػػػػػػرنز الدائرت ، وأخػػػػػػوخدنا مو ؿو

9 4 13r A     :أي ،   ;M x y C ٍمـيا    
2 2

2 1 13x y   . 
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***************** 
 المس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس،     :حل اهتمرٍن امثاني

 mE لٍوؿة اميلط ;M x y  :امتي تحلق 2 2 2 4 1 0... 1x y mx my     ِر:ــح m ِط حلِلي،ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػوس 

ظحَـة المجموؿة mالمياكضة حسة كيم اموس َط (1 1:  

المساوات  1  :حكافئ   
2 2 22 5 1x m y m m     1أ/امَة: ػػػػػ، و ؿوََ نميز الحالاث امذ 1

; ;
5 5

m
   

      
   

 

لٍوؿة اميلط ;M x y  اػػػػػػػػػرت امتي مرنزُئمن المس خوي هي الدا ;2m m m   اػػػػػػف كعـــهعظول و 2 رُ

1 5 1r m   

1ة/ 1
;

5 5
m

 
 
 

اواتػػػػػػػػػػػػػػػػػُياك هلعة وحِدت تحلق المس  1 ِاُاػػػػػػػػػػإحداز  ;2M m m، 

1ح/ 1
;

5 5
m

 
 
 

لا ثوخد أي هلعة من المس خوي تحلق المساوات  1 إذن المجموؿة ، mE ِة.ػػػػػػػػخام 

2) 1m  رت ،ػػط هي دااػػػػػػػػػػػػػػػوؿة اميلػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػالمدروسة ساتلا أي لٍ أ/ إذن نحن في الحالة 

 a)  :ز ػػػػػػالمرن ؾياصرُػػػػػػػػػػا 1 1;2   2رػػف املعـــهعظػػػػول و ، 

 b)  ثلاظؽ المس خليمهلط ثـَين لٍوؿة  : 1y x    مؽ الدائرت 1E، 

مخكن     1;A a b E      :أي
2 2

1

2 4 1 0

b a

a b a b

 


    
غ امواضح نجد: ػػػػػػػػػػػػػؾيد امخـ   وً

   
22 1 2 4 1 1 0a a a a        2أي 1 0a   ٌػػػػػػو م:َ  1;1a د ػػػػػػػػػػغ نجػػػػػػػػوًػػػػػ،ؾيد امخـ 0;2b ، 

 أي:        1 1;0 , 1;2E    . 

 c)  نوملٌس الدٍكارثَةالمـادلة  نلدائرت  1E في اميلعة 1;4d : من امواضح تداًة أن اميلعةd من 1E ن ُــــذا"ػ"تحلق م 

 ظرًلة أولى:

امضـاع
1

0

2
d
 

  
 

عمودي ؿلى المس خليم   ل:ػػػػػإذن المـادلة الدٍكارثَة ثـعى ؿلى امضك   : 2 0y c  ون ػو ن d   

إذن:    : 4y ، 

 ة:ػظرًلة ثاهِ

1اميلعخان , d ليمــــج أن المسذػػػػالي وس خًذػة، و بامذــــور امتراثِػػػػلمح م موازــــان ؿلى مس خلِــلـإذن ثفس امفاظلة، لهلٌ ه  مػواز 

 ون مـادمخَ ؿلى اميحو:ػػػػػػػػػػفذك  dل اميلعةػػػػػػػػػػػػػوهَ ٌضمػػػػػو ن ا،امدػػػػػػػػػػػػػػلم مذـــلمحور امفواظل لما كان المـ  : 4y . 

***************** 

 

 هكي ثيجح، يجة ؿلى رغحخم في اميجاخ أن ثفوق خوفم من امفضل
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 حول المرحػح و الجداء امسومي في المس خوي:

  

  أولا:  
ف المرحػػح مثلاج هلط مثلا:                ثـرً

,اميلطىرفق   ,C B A  المخخوفة من المس خوي  بالأؿداد الحلِلِة, ,  د امساتلة تأزػلال أو أوزان ؿلى امخوالي، وسمي ثلك الأؿدا

ط امثلاج، و هلول أن الدلةاميل      ; , ; , ;A B C   ،مثللة 

 من المس خوي تحلق: Gُل ثوخد هلط امسؤال:سوف هعرخ  * 0GA GB GC     ؟ 

  حواة:

اهعلاكا من امـلاكة  Gلا يمكٌيا تمثَل اميلعة  *ل ػػػػػامساتلة، لأح ة، و سخة ُذا امـجز ثواخدُا في كل صـاع من الأصـة امثلاز

وس خـمل ؿلاكة صال و ُذا تخحوَل امـلاكة ُػػػػػذا
 

0GA جد:ػػػػ، فٌػAبامًس حة نويلعة  GA AB GA AC        

مـػػػػػػػياٍ AG AB AC       هَة ثػمثَل اميلعة ،G لاكةػــــثػميحيا امضـور تأن امـلاكة الأخيرت امتي حكافئ ام * 

 المحعل ؿوـــِػػػِا ثػحػػػػػػػػل الإصكال، لأخل ُذا نميز الحامخين:

• 0     أي ثوخد هلعةG وحِدت تحلق امـلاكة * ثدؾى ُذٍ اميلعة مرحػح الدلة المثــللة      ; , ; , ;A B C  ، 

ة وسمي المرحػح بمرنز الأتـاد المخياس حة و إذا كاهت اميلط امثلاج مُست ؿلى اس وضير أهَ إذا  خلامِة جسمى ػػػػػػػ كاهت الأزــــلال مدساوً

 .أو الدلة  امساتلة ABCمرنز زلل المثور

••0    : 

0AB كان: إذا أ(   AC   ط المس خوي تحلقؾيداذ جمَؽ هل *، 

0ABة(  AC   وهػحعل ؿلى ثياكغ سخدَ المساوات تين صـاع لا ًيـدم و صـاع مـدوم، و ثفسير ُذا أهَ لا ثوحػد أي 

هلعة من المس خوي تحلق                       *، 

  إمَم الخواص:      

مرحػح الدلة Gمذػػػػػػػكن            ; , ; , ;A B C     

  الخاظَة الأولى:

 لدًٌػػػػػا: من المس خوي Mمن أخل كل هلعة   MG MA MB MC          ُذٍ امـلاكة()ٍكثر اس خـلٌل 

Mتػمـلم ٍكون من ُذٍ الخاظَة و من أخل او إذا كان المس خوي مزود O :,A B C A B C
G G

x x x y y y
x y

     

     

   
 

   
، 

 الخاظَة امثاهَة:

مرحػح الدلةG إذا كاهت      ; , ; , ;A B C  
 

الدلة المثللةمرجح  1Gو    ; , ;A B  :فػإنG مرجح الدلة    1; , ;G C  ، 

 الخاظَة امثامثة:

        1) M AB ٍمـياM  مرحػػح الدلة    ; , ;A B  :حِر ,  ؿددان حلِلِان،   

        2)  M ABC ٍمـياM  مرحػػح الدلة      ; , ; , ;A B C   :حِر , ,   ،أؿداد حلِلِة  

 أي أنها جضكل مس خوي، ط امثلاج يجة أن حكون مُست ؿلى اس خلامِةوضير أن اميل  

 الخاظَة امراتـة:

G مرحػح الدلة      ; , ; , ;A B C    ٍمـياG مرحػح الدلة      ; , ; , ;A k B k C k   :حِر*k     ، 
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 ُام خدا:  

,هلول ؾن صـاؿين •  0u v   دد حلِليػػأي وخد ؾػػػ اس خعـيا نخاتة كل منهلٌ تدلالة الآخر، من المس خوي أنهلٌ مرثحعان خعَا إذا 

*k   :بحَرu kv0:إذا نــانا هلول أن امضـاؿين مس خللان خعَا مـياٍ  ، في خلاف ُذu v   0فــإن  ، 

• , ,u v w   ٍ0:إذا كانأصـة من المس خوي غير مـدومة مس خللة خعَا مـياu v w     0فإن     ، 

2nصـاع ،  nيمكن ثـميم ُذا ؿلى  • مرثحعة خعَا. افإنه خحلِػػػػػػػػةة الم ػػػػػػػػد الأصـة تدلالة الأصـ،  أي إذا اسذػػعـيا نخاتة أح 

ف الجداء امسومي:     ثاهَا:    ثـرً

u,مَكن v من ُذا المس خوي، لاحغ امضكل الملاتل:صـاؿين  u 

مَكن
1u المسلط امـمودي نوضـاعu ؿلى  امضػػػػػػػػػػػػـاعv  ،                                              

u,الجداء امسومي نوضـاؿين v  و الذي سنرمز له تػػu v  فا ة ثـرً   v   ُو: خداء امليمة الجبًر
1u 

نوضـػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػاع
1u   و ظػػػػػػػػػػػػػػػول امضـػػػػػػػػػػػػػاعv   :أي

1u v u v   ، 

 من ُذا امخـرًف يمكن اس خخراح امـلاكة: cosu v u v   ،  حِر  ة المحعورت تين امضـاؿين u,امزاوً v 

ة :   و هلعد باملِػػػػػمة الجــبًر

و vامضـاؿانإذا كان 
1u  :لهلٌ هفس الاتجاٍ ٍكون 

1 1u uون:ػػػػػػػػػػػاٍ ٍكــــ في الاتج، أما إذا كانا مخخوفين
1 1u u  . 

 حالة خاظة:

 
2

cos 0u u u u u   . 

 

 امسومي في امفيزياء ثضكل واضػػػح نلٌ ًلً:ًؼِر مفِوم الجداء 

د صػخط هلل حسم ما من اميلعة ق الجػػػػػػػػػػػػػػػر،   Bإلى اميلعة Aٍرً  دون رفؽ الجسم أي ؾن ظرً

 F                                                                       مِا هفس اتجػػػػػػػػػػاٍ الحػػػػػػػػػػػػػػػػرنة،   Fتلوت

 هود حساة امـمل الذي ًحذله ُذا امضخط،

                           B              ضروة في املوت املازمة مِذا الاهخلال،  لم أن امـمل مساو معول الاهخلال مهـ
1F    A 

في الحلِلة المرهحة امثاهَة
1F 1لــهي امتي ثلوم بامـمل كلَ هوهَ حر، إذن امـمW AB F   ،  

Wو حسة ثـرًف الجداء امسومي: F AB    ،                                                          AB 

Fإذن الجداء امسومي AB ُو امـمل المحذول ميلل حسم من اميلعةA  إلىB تلوتF  . 

 خواص الجداء امسومي في المس خوي:

,مَكن ,u v w  من المس خوي، و أصـة ؿدد حلِلي ،  

1) u v v u     ،ًهلول الجداء امسومي ثحدًل 

2)    u v u v     ، 

3)  u v w u v u w     ، 

4)  
2 2 2

2u v u v u v      أو 
2 2 2

2u v u v u v    ، 

5)    
2 2

u v u v u v    ، 

. (4ٍكون من الخاظَة  المس خوي مزود بمـلم مذـامد و مذجاوس، (6 .u v x x y y     لم:مؽ امــــ  ;u x y و ;u x y    . 



 (امثاهَة مراحـة ؿامة )نوس ية الأولى و                                                                                                 ؾحد الذَد كواسمَة

 11                                                                                                                      )الجزء الأول( امرياضَاث و امحكاموريا

 

 تـغ اس خـلٌلاث الجداء امسومي في المس خوي:

•u v ٍ0 مـػػػػػػػػػػػػػػياu v ، 

• ,A B  ،لٍوؿة اميلط هلعخان من المس خويM 0امتي تحلق من ُذا المس خويMA MB  ُاــــهي الدائرت امتي كعر AB.  

 

***************** 
   مثور كائم ABC     حل اهتمرٍن امثامر:

                                                                            E       
                       

 

 C 
 

 

                                                      D                        
      B                                 A            ىرسم امضكل:          (1

                                           

 

   G  

         F  
 

 لدًيا من المـعَاث: أ(( 2
4

5
DA BA ىكذػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػة:ل إمََ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػل أن هعػػػػػػو اؾتمادا ؿلى امِدف الذي هأم 

4 1
4 4 0

5 5
DA DB BA AB

 
     

 
لةػػػػػرجح الدػػػػم Dو هون لٍوع المـاملاث لا ًيـدم، هلول أن     ;1 , ;4A B، 

ECو بامخالي حكون المساوات واضحة  Cمػػبامًس حة  Aهؼيرت اميلعة Eلدًيا  ة( CA :2 أيEA EC ُ ذا ٍكػػػػػػافئػػػػػػو

2 0EA EC  1)لاحغ أن 2 1 أي ، )E مرجح الدلة    ;1 , ; 2A C  ، 

2FB و بامخالي: Bبامًس حة مػػ Cهؼيرت اميلعة  Fهـلم نذلك من المـعَاث أن ح(  FC:2 ، أي 0FB FC  د ػو تـد ثأن

2ثس َط من 1 1  ول أنػػػػأمكن املF ةػػػػػػػػح الدوػػػػػػػػػػػمرح    ;2 , ; 1B C ، 

 لةػػػػػمرحػح الدG ةــــغ أن اميلعػػػػػهلاح (3      ;1 , ;4 , ; 2A B C ثػفي بامغرض ، 

 اظة، ػػػػػػووة تخسػػػػػػل ؿلى المعػو ُذا زلاج مػراث نحع( 1ؾيد ثعحَق الخاظَة امثاهَة ثم الخاظَة امثامثة  المرجح()لاحغ خواص  

 لا تأس ثشيء من امخوضَح:

G مرحػح الدلة       ;1 , ;4 , ; 2A B C وD مرحػح الجػملة    ;1 , ;4A B
 

 Gة الخـــاظَة امثاهَة ػػػػػ( أ( و حس2من 

 مرحػػح الدلة    ;5 , ; 2D C  و حسة الخاظَة امثامثة G DCلة هحين أن ، و تيفس امعرً G EB و G FA، 

ةػػػػػػػأي المس خليمان امثلاز FA  و EB  و DCق اميلعةػػػػػوفة، ػػػػػػػػمذلاظـG رػػػػػػػون المثوػػػػػػػط نػػػػػفلABC ،كائم 

 خلاظة:       FA EB DC G  . 
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 حل اهتمرٍن امراتؽ:

ية اهكاشي:     ثذنير تــمبُر

ABC :مثور هَفي، لاحغ امضكل                                         B 

                                             A 
      :"اهكاشي"لدًيا حسة 

2 2 2 2 cosAB AC CB AC CB                                                  C 

 لأن:   
2 2

2 2 2 2AB AB AC CB AC CB CA CB        و حسة الجداء امسومي نجد امـلاكة المحعل ؿويها في

ية،   هط المبُر

ية و ُذا من أخل ية فِثاغورج حالة خاظة من ُذٍ المبُر لاحغ أن مبُر
2


 . 

 

 حساة أكِاس زوايا المثور: (1

ية اهكاشي في كل مرت ؿلى ضوؽ من أضلاع المثور نجد المعووة:  هعحق مبُر

• 2 2 2 ˆ2 cosAB AC CB AC CB ACB     :أي
2 2 2

ˆcos
2

AC CB AB
ACB

AC CB

 



وًغ ػػػػػػػػػػػػػػػد امخـؾٌػػػػػػػػػ 

cosˆ1نجد: 
2

ACB  :ٌَو م 
0ˆ 60ACB ، 

                                           B      A  

                                              G               C 

                                                    H 

                      A 

• 2 2 2 ˆ2 cosAC AB BC AB BC ABC    :أي 
2 2 2

cos
2

AB BC AC
CBA

AB BC

 



ػغ يد امخـوًػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ؾ 

1 نجــــد: 
cos

7
CBA  ٌَو م : 

081.8CBA، 

ة امــمخحلِة 180و يمكن اس خًذاح امزاوً 81.8 60 38.2BAC      ، 

ية اهكاشي:  ميخأند من ُذا باس خـلٌل مبُر

• 2 2 2 ˆ2 cosBC AB AC AB AC BAC    :أي 
2 2 2

cos
2

AB AC BC
CAB

AB AC

 



ػػػػغ يد امخـوًػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػ ؾ 

88نجد:  11
cos

112 14
BAC   :0 و بامخاليˆ 38, 2BAC ، 

ABحساة الجداء امسومي (2 AC: 

 لدًيا:  11ˆcos 7 8 44
14

AB AC AB AC BAC
 

        
 

، 

ABو من جهة أخرى هـلم أن AC AH AC   :44أي 11

8 2

AB AC
AH

AC


  ، 
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 : ACو ABتدلالة AGنخاتة( 3

2حسة امخذنير لدًيا 

3
AG AA  و هونA  مٌخعف املعـة BC :ىكذة  

1

2
AA AB AC   ،خواص مذوازي أضلاع 

 و مٌَ:  
1

3
AG AB AC  نخاتة و من جهة أخرى وس خًذج من امـلاكة المحعل ؿويها أخيرا: 

    
2

2 2 21 1
2

9 9
AG AG AG AB AC AB AC AB AC       ، 

1 ؾيد امخـوًغ امـددي: 67
49 64 88

3 3
AG    . 

***************** 
 4cm                                                    حل اهتمرٍن الخامس:

 F                                                                                ىرسم امضكل المساؿد: 

 

                                                             G E       H  
                                                                                            2cm 

                                                                                  5cm 
 حساة الجداءاث امسومَة:

2 4EF EH EH   2و 3 6EF EG EH EG         3و 5 15GE GH GE GH      ، 

cos 0
2

HF HE HF HE
 

    
 

        ،  12 10 2HF HE FG HF FG HE FG          . 

 حسة فِثاغورس                                                                    

 

 

 إذا أردث تووغ ُدفم، فـوَم تخَل هفسم و كد توغخَ، كدل أن ثحوغَ في امواكؽ.
 

 

 كااوِا:
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 حول امـلاكاث المثوثَة:
  

   :الدائرت المثوثَةّ    

وسمي كل دائرت  C مزودت تػػػػػػػػػػػػػػػػػػمـلم( ; ; )O I J ا  ظول  بالدائرت المثوثَةّ،وحدت ، و موحػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػِة  1هعف كعرُ

 و كد  اظعوح أن الاتجاٍ المـبهس مـػػػػػػػػػػػػػػػػػػػلارة امساؿة ُو الاتجاٍ الموحة، لاحغ امضكل:

   

): محور                   )tg   J محور cot g  

                                                         

 I   O 
)cos:محور                 )         محور :sin( )  

 

)cos: من الدائرت المثوثَة ) ،وس حة المجاور إلى اموثػػػػػػػر 

                    sin( )  ،وس حة الملاتل إلى اموثػػػػػػر 

                     ( )tg   أو وس حةوس حة الملاتل إلى المجػػػػػاور (sin( ) إلىcos( ))، 

                     cot g  أو وس حة اتلػػػػػالملإلى  اوروس حة المج (cos( ) إلىsin( ))، 

1أمكن نخاتة: نذلك  cos 1 , 1 sin 1         من أخل ؿدد حلِلي. 

  
 :حِة و حِة تمام أهم امزوايا امضِيرت

 0 6

 
4


 

3

 
2


 

cos( ) 1 
3

2
 2

2
 1

2
 

0 

sin( ) 0 
1

2
 2

2
 3

2
 

1 
  

 و امـكس: sin إلى cos تـغ امخحولاث من
 تخساظة:ؾيد ملاحؼة المثور املائم في امضكل الملاتل يمكن أن هحين 

 

cos( ) sin( )
2

sin( ) cos( )
2


 


 

 

 

                              

        و نذمػػػػػم:  

     

     

cos cos sin sin
2 2

sin sin cos cos
2 2

 
   

 
   

   
          

   

   
         

   

و مٌَ     
 

 

cos sin
2

sin cos
2


 


 

 
   

 

 
  

 
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                                     أرباع الدائرت المثوثَّة:  
  

  امرتؽ امثاني    امرتؽ الأول                                    

                                                          

  امرتؽ امثامر    امرتؽ امراتؽ                                                       

                                                                           
 :ُاثَ الدائرت أمكن نخاتةمن و 

cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

  

  

  

  

  

 

  

  

                    ،    cos cos '     ًـني 
' 2

' 2

k

k

  

  

 


  
 

                sin sin '      ًـني 
' 2

' 2

k

k

  

   

 


  
                  

             
   

   

cos 2 cos

sin 2 sin

x k x

x k x





 

 
                            tg tg       ًـني        k    

                                                                          cotg cotg       ًـني      k    ، :حِر  k  

                             

 

  

cos و sin : لٍوع زاوًخين      

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

     

     

     

     

  

  

  

  

 . * 

في حالة:  :حكون امـلاكاث المِػػػػػمّة 

     

     

2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

  

  

 


، 

2و هون: 2cos ( ) sin ( ) 1  2، و جكذاتةcos ( )  2تدلالةsin ( ) 2ثم نخاتة امساتلة في ُذٍ امـلاكةsin ( ) 2ةػػػػػتدلامcos ( ) 

نجد امـلاكذين:
2

2

cos(2 ) 2cos ( ) 1

cos(2 ) 1 2sin ( )

 

 

 

 
 ، 

 

  تحوًل الجداء إلى لٍوع:

من  * و توضؽa   وb      (لاحغ أن,
2 2

a b a b
 

 
 ) 

         
1 1

cos cos cos cos , sin sin cos cos
2 2 2 2 2 2

a b a b a b a b
a b b a

          
            

       
 

         
1 1

sin cos sin sin , cos sin sin sin
2 2 2 2 2 2

a b a b a b a b
a b a b

          
            

       
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 حل اهتمرٍن امسادس:

x اميؼري: ،   ثخسِػػػػػػػط امـحاراث باس خـلٌل امـلاكاث المذهورت في امخذنير 

     2 2 22cos 3sin 2 sinA x x x    •

                 
2 2

cos sin cos sin 1 2cos sin 1 2cos sin 2B x x x x x x x x           •  

                     
2 2

4 4 2 2 2 2 2 2cos sin cos sin cos sin cos sin cos 2C x x x x x x x x x        

• 

     

     

         

cos 5 sin 7 cos 19

cos sin cos

cos sin cos sin 2cos

D x x x

x x x

x x x x x

  

  

      

     

    

• 

   .  
   

       

2 2

2 2

5
sin cos 7 sin 9 sin

2 2

cos cos sin cos 1

E x x x x

x x x x

 
 

   
           

   

   

 • 

***************** 

   حل اهتمرٍن امساتؽ:
 اميؼري،المـادلاث: لاحغ امخذنير  حل في 

1/sin 2 sin 3
4 3

x x
    

     
   

   اٍ: ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػمـٌ   

3 2 2
3 4

3 2 2
3 4

x x k

x x k

 


 
 


   


     


 أي:

7      : إذن
2

12
x k


           و أ     

  

13 2

60 5

k
x

 
       :حِرk من 

 

2/cos 3 cos 0
6 3

x x
    

      
   

cos  مـياٍ:  3 cos
6 3

x x
    

     
   

         و بامخالي: 

3 2 ,
6 3

3 2 ,
6 3

x x k k

x x k k

 


 



    


       


    أي:      
2 2 ,

6

4 2 ,
2

x k k

x k k








  


    



 

إذن:                                         
12

x k


      أو
8 2

k
x

 
       :حِرk من 

 

3)  2sin 3 3x  :ٍمـيا  
3

sin 3
2

x  لأهيا هـلم أن ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في   sin 1;1    أخل كلمن  من  

 )لاحغ امخذنير(،

 

4 ) 2cos 1 0x     :أي 
1

cos cos
2 3

x
 

   
 

2   مـياٍ:   
3

x k


  2أو
3

x k


    :حِرk من، 
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5)  2sin 2 3 0x   ٌاٍ:ػػػػػػػػػػػمـ  
3

sin 2 sin
2 3

x
  

   
 

أي:  
2 2 ,

3

2 2 ,
3

x k k

x k k





 


   


     


   

إذن: 
6

x k


      2أو

3
x k


      :حِرk من 

 

6) 2sin 2 1 0
4

x
 

   
 

  مـياٍ: 
1

sin 2 sin
4 2 6

x
    

     
   

 أي:

2 2 ,
4 6

2 2 ,
4 6

x k k

x k k

 


 
 


   


      


 أي: 

5إذن: 

24
x k


     13أو

24
x k


       :حِرk من 

 

7) sin 4 cos 2
4 3

x x
    

     
   

cosاٍ: ػػػػػػػمـٌ   4 cos 2
2 4 3

x x
     
      

   
 ذنير(،ػػػػػػػػػػػػػػػػ)لاحغ امذ  

cos 4 cos 2
4 3

x x
    

      
   

 أي:        

4 2 2 ,
4 3

4 2 2 ,
4 3

x x k k

x x k k

 


 



     

        


 أي:  

إذن: 
72 3

x k
 

      7أو

24
x k


       :حِرk من 

 

 

8)  2 2sin 4 sin 2
2

x x



 

   
 

مـياٍ:     2 2 2cos 4 sin 2 cos 2
2

x x x
 

   
 

 اٍ:ػػػػػػػػػػ)لاحغ امخذنير(، مـٌ 

 cos 4 cos 2
2

x x
 

  
 

أي:     * cos 4 cos 2
2

x x
 

  
 

   أو:     ** cos 4 cos 2
2

x x
 

   
 

، 

حل * :
12 3

x k
 

     أو
4

x k


    :حِرk ، 

حل **وًل،ػػػػ: تـد ُذا امخح cos 4 cos 2
2

x x



 

   
 

أي  
3

cos 4 cos 2
2

x x
 

   
 

 الي:ػػػػػػػػػػػػػػػػو بامذ 

4 3
x k

 
    3أو

4
x k


     هي اتحاد حوول المـادلة أي الحوول المعووتة *  و **. 

***************** 

 

 حول المخخامَاث امـددًة:
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) بامـدد الحلِلي أو المرهة )سوف هخـرف إلى لٍوؿة خدًدت جسمى المرهحة( nامتي حرفق و تين uامعلة       )u nمّى ػػػػػػػجس

)وىرمػز نوـدد مذخامَة ؿددًةّ )u n  تػػػnu و وسمََ الحد امـام نومخخامَة و ًلرأu دمَلn و لٍوؿة حدودُا مجتمـة ىرمز مِا تػػ  n n
u 

 

المخخامَة •و هلول أن:  n n
u كلمن أخل إذاا:   متزاًدتn :1 0n nu u   1)و ُذا ٍكافئ 1n nu u  )إذا كاهت الحدود موحدة تماما 

المخخامَة •              n n
u من أخل كلإذاا:  مذياكعةn: 1 0n nu u   1ُذا ٍكافئ)و 1n nu u  )إذا كاهت الحدود موحدة تماما 

 ،رثُدةو هلول أن المخخامَة 

المخخامَة •              n n
u إذاا: من أخل كل ثاتخةn:1 0n nu u  ، 

 

 المخخامَة المخلارتة :       n n
u نحو مذلارتةl، أي وس خعَؽ حـلnu د اكرًح شرط أن ٍكون  lمن امـدد الحلِلي باملدر الذي ىرً

n  و ىكذة باملدر اهكافي،  اهحيرlim n
n

u l


و إذا كان خلاف ذلك هلول أن ، n n
u  مذحاؿدت،مذخامَة 

 :      لدًيا ُذٍ الحالاث الخاظة           

                                            1 1q    ٌَو م : lim 0
n

n
q


، 

                                            1q      ٌػػػػػػَوم: lim
n

n
q


   ، 

                                            1q    ٌَوم: lim
n

n
q


 و بامخالي المخخامَة مذحاؿدت، -أي مذذتذتة  - غير موحودت  

1qلاحغ الحالة امخافِة                                                      ، 

       

 :ثواع من المخخامَاػػأه ةو س يـالج زلاز

  

 n n
u :مذخامَة حساتِػّػػػػة إذا كان           • n n

u :مذخامَة ُيدسِػّػػػػػػة إذا كان              • n n
u   مذخامَة مُست ُيدس َة  

n:1nػلػػػمن أخل نػػ nu u r  ،          ػل كلػػػػػػمن أحػػػػػػػػػػػn:1n

n

u
q

u

 ،              في أغوـــة  و لا حساتَةّ، ثــًضأ  

 عة مػن ػػػػأساس المخخامَة امِيدســــَةّ ،              امتمارٍن مذخامَاث مس خًد qو وسميامَة الحسػػػػػػاتَةّ،       أساس المخخ rو وسمي

ػةػػػلمخخامِػد الأول              او الحػػػػػػػػػػػ qػػػيػػػػػػػػوسمػػػػػ       و الحػػػػػػػػػػػػػد الأول            rوسمي n n
u  ُيدسِػػػػػػػػػػػػّة 

 لك يمػػػػػػػػكن أو حساتَةّ  و تــــذمِيدسِػّػػػػػػػػػة،           تـياصر المخذػػػػػػػػػػػػػػػػػػامَة ا ػاتَةّ،       الحسػػػػػػػػػة ػػػػػػػػػػػتـياصر المخذػامِ

0nu ؾحارت الحد امػػػػػػػػـام:• n r u      ،• :ؾحارت الحد امـػػػػػػػػام  0

n

nu u q            ،ثـَينnu تدلالةn خعَؽ ػػ ، و وسػػػػ 

أو n pu n p r u    من أحـــل          أو 
n p

n pu u q


             اًة ــنه حساة أي حد، و نذلكمن أخل نــل ؿدد 

 ُذٍ المخخامِػػػػػػػة. حد مـػػػػػػػػػػػعى،pu حِر : nظحَـي    حد مـعى، puحِر:nكل ؿدد ظحَـي

 لٍوع حدود مذـاكدة لمخخامَة ُيدس َةّ:          •           لٍوع حدود مذـاكدة لمخخامَة حســـاتَةّ: •

      
الأساس

ؿدد الحدود
  

      الأساس
                                                                                                                                                                                   الحد الأول  •  

, لدًيا الخاظَة: ,a b c لدًيا الخاظَة         ة زػػػػػػػػػػػػػلاز: , ,a b c زػػػػػػػػػػػلازة        
 حدود مذـاكدة لمخخامَة ُيدس َة، ؾيداذ:ؾيداذ:             حدود مذـاكدة لمخخامَة حساتَة،

2b a c  .)2                    ) اموسط الحسابيb ac  ،)اموسط امِيدسي (                                                          

 ) ؿدد الحدود ( ) الحد الأول + الحد الأخير (

2 
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ف:  ثـرً

هلول أن المخخامَة n n
u: 

nuر:ػػػػػػػػػػػػحِمن  kمحدودت من الأؿلى إذا وخد ؿدد • k من أخل كلn مػػن، 

nkحِر: من  k'أو محدودت من الأسفل إذا وخد ؿدد • u  لػمن أخل نn مػػػن، 

*من  k''دػػػػػػػػدودت إذا وحػػػػػػػػػػأو مح •

 :حِر 
nu k  من أخل كل ؿددn من . 

 

ية مهمة:  مبُر

مخكن n n
u :مذخامَة ؿددًة إذا تحللت إحدى الدؿاوي 

• n n
u لى،ػدودت من الأؾــــمتزاًدت تماما و مح 

• n n
u ،مذياكعة تماما و محدودت من الأسفل 

فإن                                        n n
u ارتة.ػػػػػػػػػػػمذل 

 

 ملاحؼة:
ية ثثخت أن مذخامَة ما  مذلارتة دون إؾعاء كيمة هنهاٍتها. ُاثَ المبُر

 

 

  إدٌسون ثوماس: من ملولاث

 

 

حين من تووغ اميجاخ.  نثير من إخفاكاث الحَات هي لأناس لم ًدرهوا كم كاهوا من كرً
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 حل اهتمرٍن امثامن:

 n n
u :مذخامَة ؿددًة، مـرفة بامـلاكة امتراحـَة 

 

2نحساة الحدٍ (1 1,u u ،ؾيد امخـوًغ نجد الحدود المعووتة : 

0n من أخل:  1ٍكون

5 3 4 11

3 1 4
u

 
 


1n ، و من أخل:    2ٍكون

11
5 4

55 16 394
11 11 4 15

1
4

u
 


  




، 

1ؾرفت المخخامَة:  nمن أخل كل ظحَـي (2

2
n

n

v
u




، 

: لدًيا من nمَكن  أ( 
   

1

1

1 1 31 1 1 1

2 2 3 2 2 3 2 3

n n
n n

n n n n n

u u
v v

u u u u u




  
      

    
  

 :حِر 0nلاحغ أهَ لا ًوخد أي ؿدد ظحَـي
0

2nu    و ُذا غير ممكن، 2و إلا فإن المخخامَة ثاتخة ؾيد امليمة 

إذن المخخامَة n n
v 1حساتَة، أساسِا

3
0و حدُا الأول  1v ، 

1 ٍكون: nمن امخذنير ٍكون: من أخل كل ؿدد ظحَـي ة(
3

n

n
v  ، 

1 و من جهة أخرى: 2n n nv u v    :أي   
  

 

 

 

1 2 1 3 1 2 2 31 2 9 2
,

1 3 1 3 3

n
n

n

n nv n
u n

v n n n

    
    

  
   . 

***************** 
  حل اهتمرٍن امخاسؽ:

 n n
u :مذخامَة مـرفة بامـلاكة امتراحـَة 

0

1

1

,
1 2

n
n

n

u

u
n u

u






  

، 

1)  n n
v  حِر:ؿددًة مذخامَة 

1
, n

n

n v
u

 ، 

1: ؿدد ظحَـي nميحين أن المخخامَة حساتَة: مَكن أ(  

1

1 1 1 2 1 2
2n n

n n

n n n n n

u u
v v

u u u u u





        

 :حِر 0nلاحغ أهَ لا ًوخد أي ؿدد ظحَـي
0

0nu  0و ُذا غير ممكن لأن  0و إلا فإن المخخامَة ثاتخة ؾيد امليمة 1u ، 

حلا  المخخامَة n n
v 0و حدُا الأول 2حساتَة، أساسِا 1v    ، 

1وس خًذج أن  ة( 2nv n   من أخل كل ؿدد ظحَـيn1، ثم إن
,n

n

u n
v

    :أي 
1

,
1 2

nu n
n

 


، 

2)  n n
w  :ًمذخامَة  ؾرفت نلٌ ًل, 2 nv

nn w  ، 

 ؿدد ظحَـي: nمَكن أ(
1 2

1 2 2
4

2 2

n n

n n

v v

n

v v

n

w

w

 

    إذن المخخامَة ، n n
w 0 و حدُا الأول: 4ُيدس َة أساسِا 2w ، 

 حساة المجموع: ) لاحغ امخذنــــير(  ة(

 
1

1

0 1 0

4 1 2
... 4 1

4 1 3

n
n

n nS w w w w


 
        

 
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
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  
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***************** 
 اهتمرٍن امـاشر:حل 

 n n
u حساتَة تحلق: مذخامَة

 

6 8

10

40

29

u u

u

 



6 ، من اموسط الحسابي يمكن نخاتة:  8

7 20
2

u u
u


  :و لدًيا 

 10 7 10 7u u r  :حِر ، r 29 ددي نجد:ػػػػػػغ امـػػػػػػ، ؾيد امخـوًلمخخامػػػػػَةُاثَ ا  ُو أساس 20 3 r  :3 أيr  

7ُذا من جهة و من جهة أخرى:  020 7 3u u      :0 أي 1u  ، 

 (،1فٌحعل ؿلى المعووة في

نخاتة (2
nu  تدلالةn: 

هون المخخامَة  n n
u  :1مذخامَة حساتَة ٍكون 3nu n   من أخل كل ؿدد ظحَـيn، 

44nuحتى ٍكون:  nثـَين (3  هلوم بحل المـادلة امخس َعة ذاث المجِول ،n : 1 3 44n   :15 أيn ، 

     :  Sحساة امػمجموع (4

 1 2 15 1 15

15
345

2
S u u u u u      . 

 *****************   
 اهتمرٍن الحادي ؾشر: حل

 n n
u :مذخامَة ُيدس َة ذاث حدود موحدة، و متزاًدت 

1 لدًيا: (1 2 3

0 4

42

144

u u u

u u

  


 
، من المـعَاث يمكن نخاتة       

1 2 3 4

1 0 2 0 3 0 4 0, , ,u u q u u q u u q u u q      من

المـادلة امثاهَة لدًيا:  
2

4 2 4 2 2

0 4 0 0 0 0 2 144u u u u q u q u q u          2و هون الحدود موحدة أمكن نخاتة 12u  ، 

 و ؾيد امخـوًغ في المـادلة الأولى نجد:  1 3* 30u u   :و من اموسط امِيدسي أمكن نخاتة  2

1 3 2** 144u u u   ، 

يمكن جضكِل مـادلة من الدرخة امثاهَة أو من   ** , 1يمكن املول أن  * 3,u u ة امثاهَة:ػػػػػػػػػػػادلة من الدرحػػػػػن نومـحلا
2 30 144 0x x   :لاحغ امخذنير في امعفحة الموامَة( ؾيد حساة المميز(  

2230 4 144 18    :أي الحوِػػن
 

1 2

30 18 30 18
24 , 6

2 2
x x

 
   ٌ1، هكػػػػػن أيهلu 3وu ، :ل ُذا انوخس هون المخخامَة متزاًدت، أي شروط اهتمرٍن حزً

 

  3 124 , 6u u  :2، و لدًيا

4 2 3u u u  :4 أي

576
48

12
u    :2أمكن اس خًذاحq  :حِرq  ُ ذٍ ــــُو أساس

0أي: المخخامَة،  3u  ، 

 ؾحارت الحد امـام: nثـَين تدلالة (2 0 3 2 ,
n n

nu u q n    ، 

حساة المجموع:  (3 
100

100

0 1 99 0

2 1
3 2 1

2 1
S u u u u


      


، 

 حساة الجداء: 

 
99

1 99
1 2 99 100 1 2 99 100 100 49502

0 1 99 0 0 0 0 0 3 2 3 2P u u u u u q u q u q u q


                   . 

 

 حول مـادلاث من الدرخة امثاهَة :
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 وسمي مـادلة من الدرخة امثاهَة كل مـادلة حكذة من امضكل:                                

                                           21 0 , 0 , ,a x b x c a b c     

 ؟ ُل يمكن إيجاد حوول ُذٍ المـادلة في سؤال:                                           

  حواة:                                                                

2 نحسة اهكمَة: 4b a c  و امتي جسمى مميز المـادلة 1 :و نميز 
 

0 المـادلة 1 1ثلدل حوين 2,x x          0مخخوفين  المـادلة 1 0ثلدل حلا مضاؾفاx    0 

1 حِر: 2,
2 2

b b
x x

a a

     
 ،           :0 حِر

2

b
x

a


                           ،المـادلة لا ثلدل حوولا في ، 

 ؟ 0في حالة يمكن امخفكير في حل ُذٍ المـادلة و ُذا تإيجاد لٍوؿة أوسؽ من ُل

  خػػػػػػػػػػػػػواص:

مخكن المـادلة                                   21 0 , 0 , ,a x b x c a b c     ، 

0 هفرض أن: (1  1و بامخالي امػمـادلة ثلدل حػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػوين 2,x x 1 ػذ:  ػػؾيداػػػ 2 1 2,
b c

x x x x
a a

    :أي ، 

 1  :2حكافئ 0
b c

x x
a a

 
   
 

 مـياٍ:    2

1 2 1 22 0x x x x x x    ، 

 يمكن أن وس خًذػػػػػػػػػػػػج: من ُذٍ امخكافؤاث

1ٍكون • 2,x x نومـادلةحوين  1  نومـادلةكانا حوين إذا وفلط  2 ، 

 ، حِر هلعد تػػ: م  بامػمجموع و ح بالجداء،                      ُلٌ فِػلٌ حلان نومـادلة:ؤ  مػجػموع ؿددٍن حلِلِين و خداإذا ؾػلم •

1و 0إذا كان • (2 2,x x ًالمـادلة حل 1 (:1 مثلا 2x x:فيمكن نخاتة ،)   2

1 2 ,a x b x c a x x x x      

2aو إصارت نثير الحدود x b x c :ثـعى ؿلى اميحو ، 

                         2x                  1x                 x 
 إصارت نثير الحدود:      aموافق لإصارت        aمخامف لإصارت     aموافق لإصارت             

2a x b x c  

 

0و إذا كان •       0وx المضاؾف نومـادلةل الح 1 :فيمكن نخاتة ، 
22

0a x b x c a x x   ، 

2aو إصارت نثير الحدود x b x c :ثـعى ؿلى اميحو ، 

                           
 0x

 
                                     x 

 إصارت نثير الحدود:     aموافق لإصارت       aموافق لإصارت                          
2a x b x c  

 

 

فإن المـادلة 0و إذا كان:  •     1 2و نثير الحدود لا ثلدل حوولا فيa x b x c  لا ًلدل ثػحوَلا في ، 

2aو إصارت نثير الحدود x b x c  ،:ثـعى ؿلى اميحو 

    x 
 إصارت نثير الحدود:    aموافػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػق لإصارت    

2a x b x c  
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  حالاث خاظة )مدسَِل الحساة(:

cفإن الحل الآخر ُو 1ة امثاهَة ُو ػػػػػإذا كان أحد الحوول في مـادلة من الدرح (1

a
 ، 

cفإن الحل الآخر ُو -1إذا كان أحد الحوول في مـادلة من الدرخة امثاهَة ُو  (2

a
، 

  ذٍ المـادلة.ػػػػػػػػػػػػػل مِػػػػػح 1فإن   0اويا مػ ػػػػػػػػػػػػػػإذا كان لٍوع المـاملاث مس (3

                                                       

 ملاحؼة:

2نومـادلة حل هلول 0a x b x c  هكثير الحدود ، و خذر P x :مؽ   2P x a x b x c  . 

 

 حل اهتمرٍن امثاني ؾشر:
 المـادلاث امخامَة: حل في

2 2 0x x    :ٍمـيا 2 0x x    :0أيx  2أوx     :ٌَو م 0; 2S  ، 
22 4 0x     :ٍ2مـيا 2 0x    :أي 2; 2S  ، 

2 3 2 0x x    ة نوعفر أي  نومـادلة و بامخالي: حل 1، هلاحغ أن لٍوع المـاملاث مساوً
2

2
1
ر، ػالحل الآخ 

 أي: 1;2S ، 

2 2 3 0x x    1، يمكن ملاحؼة أن 3حل نومـادلة و بامخالي
3

1
 


 ل الآخر، أي:ػػػػػػالح  1;3S  ،     

2 6 0x x   ، :ؾيد حساة المميز     2 21 4 1 6 25 5       :أي الحوول هي 3;2S   :لأن ،   

1 2

1 5 1 5
2 , 3

2 2
x x

   
      ، 

2 1 0x x   ؾيد حساة المميز ،   21 4 1 1 3      ل حوولا فيػػػػػػػػػػػػة لا ثلدػػػػػػػػػػ، أي المـادم. 

***************** 
حل اهتمرٍن امثامر ؾشر:

 
 

1)   3 2 4 4P x x x x      1و ، 

 هكثير الحدود، خذر 1، و ُذا كاف نولول أن  0ػػ من الملاحغ أن لٍوع المـاملاث مساويا م

و مٌَ P x  1ؿلىًلدل املسمةx  :أي   

 
   1x    3 2 4 4P x x x x    

         2 4x   3 2x x  

   4 1x   

   4 1x  

 00 
و مٌَ     21 4P x x x    :1 أي, 0 , 4a b c     ، 

أو يمكن اس خـلٌل امًشر و المعاتلة )ثترك نولارئ(، و ؿوََ حوول المـادلة:   0P x   :هي 2;1;2S  . 
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إصارت - P x: 2        1 2   x 

               : 2 إصارت 4x  

                       : 1 إصارتx   

             : إصارت 

   3 2 4 4P x x x x     

2)   3 24 4 15 18P x x x x     2و   ، 

2xمن أخل   هػجد     
3 2

4 2 4 2 15 2 18 0           ،2أي دود، ػػػػػػػر الحػػػػػػػهكثِ خذر 

و ؿوََ P x 2ؿلى ًلدل املسمةx   :أي 

 2x    3 24 4 15 18P x x x x    

 24 12 9x x   3 24 8x x  

    212 15 18x x   
  212 24x x   

        9 18x  
   9 18x   

     00 

 و بامخالي:  0P x  : ٍمـيا    22 4 12 9 0x x x     :أي 
2

2

4 12 9 0

x

x x

 


  
نحسة المميز مخـَين حوول المـادلة  

144 امثاهَة: 144 0    12وؿوََ المـادلة ثلدل حلا مضاؾفا 3

8 2
x     :أي 

3
2;

2
S

 
  
 

    ، 

إصارت - P x: 3 2 2  x 

     : 2 إصارتx  

            : إصارت 
24 12 9x x   

          : إصارت 

   3 24 4 15 18P x x x x     

3)   3 2 3P x x x x     1و ، 

في المـادلة نجد ؾيد ثـوًغ كيمة 1 0P   :1 أي هكثير الحدود،   حػػػػػػذر 

و ؿوََ P x 1ًلدل املسمة ؿلىx   :أي     

    1x       3 2 3P x x x x    

                                                         2 2 3x x   3 2x x  

    22 3x x   
  22 2x x   

 3 3x  
  3 3x  

    00 
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و مٌَ  0P x  ٍمـيا   21 2 3 0x x x      :أي
2

1

2 3 0

x

x x

 


  
4و   12 8 0     اهَة ــــأي المـادلة امث

  ،لا ثلدل حوولا في

إصارت - P x:          1    x 

                  : إصارت 
2 2 3x x  

                        : 1 إصارتx   

                                                          : إصارت
 

 

                                           

***************** 
 حل اهتمرٍن امراتؽ ؾشر:

           ،وحدت،  1مرتؽ ظول ضوـَ  

                               
  

                                                                        
 

 

 

                                                  1x I   

1DI، هضؽ:  ؿلى  المسلط امـمودي نويلعة مخكن x مساحة المرتـين هي: لاحغ أن ،  

 أي:   أي:  المعووة أن ٍكون:    و

  أي المـادلة ثلدل حوين ُلٌ:   وؾيد حساة المميز:  

 

 يحللان المعووة. ن نويلعةضـا، و مٌَ ًوخد مو ن لأنهلٌ من المجالُاتان امليمخان ملدومخا

***************** 
 ن:ومن ملولاث جشرصل وًًس خ

 

 .ل ٍرى فرظة في كل ظـوتةٍرى ظـوتة في كل فرظة، والمخفااالمدضائم 
 

  3 2 3P x x x x   

ABCD I BDE

BA

FIH

CD

1II DC 0;1x 
1

2

H I I DS x

 
2 21 2 1E B F IS x x x    

1

2

3
H I I D E B F IS S 2 2

2 2 1
3

x x  

26 6 1 0x x  36 24 12   
1

2

6 2 3 3 3

12 6

6 2 3 3 3

12 6

x

x

  
 




 
 



 0;1I
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                      اهتمرٍن الخامس ؾشر:حل 

        

 

C      ، يمكن ملاحؼة أن:      x H                    

    CHنوضـاع ُو املُس الجبري  xحِر

 لمػػػػػػػػػػػػفي المـ ;C i  1مؽ

4
i CB،    

 : تدلالة حساة (1

 ،أي:   حسة فِثاغورج لدًيا:

 : تدلالة حساة (2

 ، أي: نذلك حسة فِثاغورج

 (َين اهكمَةػػػػػػػ مرثحط تخ ـ )لاحغ أن ثـَين موضؽ اميلعة  حتى ٍكون:  هـَين موضؽ اميلعة (3

يزــــة الممـــنحس أي نحعل ؿلى المـادلة من الدرخة امثاهَة:  وس خًذج (2( و 1من 

 وة.ػػالمعوتحلق Mأرتؽ مواضؽ مػ، و بامخالي ُياك  و مٌَ: 

 ***************** 
  حل اهتمرٍن امسادس ؾشر:

في حل (1 ;  أي: ،ةػػػػػػػػػػػػػالمـادم  cos 4 cos
2




 
  

 
       َػػػػػػػػػمٌ و

أي:

 

2
,

8 4

2
,

8 4

k
k

k
k

 


 



  


    



و هون       ن:حكون الحامخا 

2 الأولى:

8 4

k 
    ٌ8 اٍ:ػػػػػمـ 1 4 8k  ٌاٍ:ػػػػػمـ

 
   

9 7
2,25 1,75

4 4
k    أي 2; 1;0;1k   ،  

1 و ؿوََ الحوول الملدولة في المساوات الأولى هي:

7 3 5
; ; ;

8 8 8 8
S

     
  
 

، 

 امثاهَة:
2

8 4

k 
 


   ٌ8 اٍ:ـــمـ 1 4 8k    ٌاٍ:ػػػػػػمـ    

7 9
1,75 2,25

4 4
k   :أي  1;0;1;2k    

2إذن الحوول الملدولة  في المساوات امثاهَة هي: 

5 3 7
; ; ;

8 8 8 8
S

     
  
 

1 ووتة هي:ػػػػػػػػػرا الحوول المعػػػػػو أخِ  ، 2S S S  

 : من مخكن (2

               
2

2 2 4 2cos 4 cos 2 2 2cos 2 1 2 2cos 1 1 2 4cos 4cos 1 1               

  أي:

M

 4;4x  BA

2HMx

2 2 2 16CH HM CM  2 216HM x 

2MAx

2 2 2MA MH HA  
22 216 4 32 8MA x x x     

M
2 23 77MA MH Mx

232 8 48 3 77x x   23 8 3 0x x  

264 36 10   1 2

8 10 8 10 2 1
3 ,

6 6 6 3
x x

   
    

 cos 4 0 

4 2 ,
2

4 2 ,
2

k k

k k


 


 


  


     


     4 2cos 4 8cos 8cos 1    
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28المـادلة:حل  (    أ( 3 8 1 0x x    

ز:ػػػػػنحسة الممِ 
2

64 32 32 4 2      :1أي

8 4 2 2 2

16 4
x

 
  2و

8 4 2 2 2

16 4
x

 
 ، 

 هضؽ:  ة(       2cosx :  

 ؿلى اميحو ثعحح المـادلة في أ(   4 28cos 8cos 1 0    ،و من جهة أخرى      4 2cos 4 8cos 8cos 1       

حوول المـادلةوخدنا ( 1من   cos 4 0  ذاث المجِول:1 ، أي 2S S  ، 

        :ىكذة أ( ( 3و اؾتمادا ؿلى  2

1

2 2
cos

4
x


   أو 2

2

2 2
cos

4
x


   

أي:
 

 
2 2

cos
4




    أو    
2 2

cos
4




   :دوماS ، 

1 من ثػموضؽ امزوايا في المجموؿة 2

5 3 7 7 3 5
; ; ; ; ; ; ;

8 8 8 8 8 8 8 8
S S S

           
   

 
 ، 

     

                                3

8

               5

8

 

                                            
8

                                   7

8

 

   

                                          
8

                                   7

8

 

                                                3

8


                      5

8


  

 :وس خًذج
2 2

cos
8 2

  
 

 
7و  2 2

cos
8 2

  
  

 
3و  2 2

cos
8 2

  
 

 
5و  2 2

cos
8 2

  
  

 
. 

 
 من ملولاث ناتوَون َُل:

 

 تعرق ؾؼيمة. ل أص َاء ؾؼيمة، افـل أص َاء ظغيرتإذا لم جس خعؽ أن ثفـ
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 حول الدوال امـددًة: 
ف دالة  أ(         جسػػػػػػػػػػػػػػمى دامــــة،  من تـٌػػػػػػػػػػػػػػصر ؿلى الأنػػػػػػػػػػػػػثر  من حرتط ؾيصرا كل ظلة   :ثـرً

 ،ظورت امساتلة  و  ساتلة أو لاحلة هدؾو :                              

ف الدالة:       ف الدالة  امسواتق ة( لٍوؿة ثـرً  ،و ىرمػػػػػػػػػػػػز مِا تػػ:  امتي مِا ظور جسمى لٍوؿة ثػػػػػػػػػػػػػػػػػػـرً

طُو الميحنى المضكل من اميل اهتمثَل امحَاني نلدالة ح(        ;M x y و ىرمز له ؿادت تػػػ:    ر:حِــــ، 

 بها تـغ الدوال:  ثخعف إمَم ميزاث يمكن أن د (      

 في مـلم مذـامد و مذجاوس:  ، و تمثَوِا امحَاني دالة مـرّفة ؿلى               

 (1)لاحغ امضكل  :محور امخياػر ¤

 (1   مـياٍمحور ثياػر     هلول أن ' 2 , ' fx x a x x D                                ، 

                                         2 ) () 

                                                                       امخفسير امِيدسي: 

 مذياػر بامًس حة نومس خليم هلول أن الميحنى

 1امضكل                                                                                                                   

 ( 2)لاحغ امضكل :  مرنز امخياػر ¤ 

 ، (1 مـياٍمرنز ثياػر    هلول أن 

              2)  ()،                           

                                                                     امخفسير امِيدسي:  

 مذياػر بامًس حة نويلعة هلول أن الميحنى 
                                                                                             

                                                                                                                                                                                                                                  2امضكل                                                                                                 

  :)صفـَة دالة( نحامخان خاظخا

 الدالة امزوحِةّ:  -

 ،من  ٍكون من   من أخل كل (1    مـياٍدالة زوحِةّ       

                       2)  ، 
 بامًس حة لمحور امتراثُة )ُذا إزحاث ثان نلدالة امزوحِةّ(، اٍكون تَان الدالة امزوحِةّ مذياػر  - امخفسير امِيدسي :       

 ، من ٍكون من من أخل كل (1   مـياٍدالة فردًةّ    الدالة امفردًةّ:  -

                                          2 ) ، 

 )ُذا إزحاث ثان نلدالة امفردًةّ(،  امفردًةّ مذياػرا بامًس حة نومحدإ ٍكون تَان الدالة - امخفسير امِيدسي :

       ملاحؼة : 

  .صفـَة هلول الدالةو ، فلط امثانيامخأند من امضػرط  مُسو  مـا شرظينام  منزوحِةّ أو فردًةّ يجة امخأند ما أن دالة لإزحاث لاحغ أهَ  

 

fxy

xyx

xffD

f( )f x y fC

ffD fC

x a  ( ')f x f x

  ( ')f x f x(2 ) ( )f a x f x 

'o x a x

 fCx a

 ;   ' 2 , ' fx x x x D  

( ) ( ')

2

f x f x



(2 ) ( ) 2f x f x   

( )

( ')

f x

f x



'o x a x

 fC ;  

fx
fDx

fD

( ) ( )f x f x 

fx
fDx

fD

( ) ( )f x f x  
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 الدوال الدورًة:

q*، وIالمـرفة ؿلى المجال fمخكن الدالة   ، 

xٍكون Iمن xمن أخل كل ؿدد حلِلي q I :و تحلق ، 

   f x q f x  هلول أن الدالة ،f دورًة و وسميq دورت نلدالةf، 

 موحة تماما يحلق امـلاكة امساتلة.ؿدد حلِلي  أظغر  'دورُا 'إن وخدو ؿادت ٌسمى 

 

 :ثوضَحي لدوال دورًة لا ثلدل دورا مثال

تػػ:   المـرفة ؿلى إمَم الدالة امـددًة 
0 ;

1 ;

x
x

x



 

 
، 

xمَكن   :1*من أخل
,q n

n
   ن:لدًيا الحامخا 

*x  1ح أنػػػػػػن امواضػػػػػػػػم
x

n
   :أي 

1
0x x

n
 
 

   
 

، 

*x   1من امواضح أن
x

n
    :أي 

1
1x x

n
 
 

   
 

، 

لاظةػػػػػػػػػالي الخػػػػػػػػػو بامذ 
1

x x
n

 
 

  
 

 ،xليػمن أخل كل ؿدد حلِ 

1و بامخالي

n
 ، و بامخالي لا وحود نلدور. من امضكل امساتق ٍكون ُو الأظغر ، و هلاحغ أهَ لا ًوخد ؿدددورت نلدالة  

 

  :امتي نثر اس خـلٌمِا تـغ الدوال

 ،  مؽ  تػػػػ:  : هي ثلك الدالة المـرّفة ؿلىدالة نثير الحدود -

1و  2 1 0, , , , ,n n na a a a a  من، 

 "كعـا مكافئ"و مٌحنى كل منها ًدؾى:  ،درخة نثير الحدود nو وسمي

 نثير حدود،  دامخا  حِر: هي كل دالة حكذة ؿلى امضكل: الدالة امياظلة: -

 مـدومة، ل الدالةما ؿدا امليم امتي تجـ و هي مـرّفة ؿلى

 تام،  اـػػػػػػػػػػػػػدالة مُست مرت  حِر:  هي ثلك الدالة امتي حكذة ؿلى امضكل:الدالة امعلٌء:  -

 ذاث إصارت سامحة تماما،  الدالة ما ؿدا امليم امتي تجـل وهي مـرّفة ؿلى

cosx، تػػ نحو المجال هي الدالة المـرفة ؿلى :امػػػػػػدالة - x و هي دورًة ودورُا، 

sinx، تػػنحو المجال هي الدالة المـرفة ؿلى: امػػػػػػدالة - x ُاػو هي دورًة ودور. 

 

 

  ملاحؼة:

 ذٍ امس ية.ـــأو دوال أخرى سٌـــخـرض مِا ُ؟( يمكن أن هعادف تـغ الدوال امتي ثدضكل من مػزح نلدوال امساتلة )حرهَة دوال

 

 

2

0 1 2( ) ... n

nf x a a x a x a x    0na 

f

g
,g f

g

 f xf

f

cos 1;12

sin 1;12
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    َحة:ــ الدوال امرث 

 ،من Iدالة مـرفة ؿلى مجال مخكن       

مـياٍ من أخل كل Iمن 1Iدالة متزاًدت تماما ؿلى حزء  -
1 2,x x 1منI :ٍكون  *مثلا، 

1من أخل كل  *أو 2,x x 1منI مخخوفين ، 

مـياٍ من أخل كل  Iمن 2Iدالة مذياكعة تماما ؿلى حزء  - 
1 2,x x 2منI :ٍكون  *مثلا، 

1من أخل كل  *أو 2,x x 2منI مخخوفين، 

  "متزاًدت تماما" أو "مذياكعة تماما"، إذا كاهت "الة رثُدة تماما"الد و هلول:

 ،ٍكون  مثلا: مـياٍ من أخل كل  Iمن 3Iدالة ثاتخة ؿلى حزء  -

 رثُدة(. امساتلة مِػػػػػػست تامة هػػػػػػػػلول أن الدالة )إذا كاهت المخحاًياث

 

 حرهَة دامخين:

 ،دائرت  و هلرأ: و امتي سنرمز مِا تػػ   حرهَة ، في fDمن Jمـرفة من ، ونحو دالة مـرفة من 

 ،تػػ: في هي ثلك الدالة المـرفة من 

 لاحغ ُذا المخعط:

 
 

      
 

 

 

 ؾيدما يهدًم املدر هيموهة، اظيؽ ؾعير هيمون.
         

 

 كااوِا:

 

 

 

 

 

 

      

 

f

f1 2x x   1 2f x f x

   1 2

1 2

0
f x f x

x x





f1 2x x   1 2f x f x

   1 2

1 2

0
f x f x

x x





f1 2 2,x x I1 2x x   1 2f x f x

f

gIJfKfgf gfg

IK     f g x f g x

g fI J K 

     f g x f g x g xx
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 اهتمثَل امحَاني محـغ الدوال و امخحوًلاث اميلعَة:    

 ، إلى مـلم مذـامد و مذجاوسفي مس خوي مًسوة  ثػمثَوِا امحَاني ، I دالة ؿددًة مـرفة ؿلى     

b,و  a هـرف اهعلاكا من ُذٍ الدالة الدوال: ،من 

 

    1f x f x b   و مؽ   2f x f x a  :حِر ،    3f x f x a b   مؽ   

و       4f x f x    و    5f x f x   و   6f x f x   و   7f x f x   و   8f x f x ، 

8ُل يمكن تمثَل الميحنى الممثل هكل من سؤال:              7 6 5 4 3 2 1, , , , , , ,f f f f f f f f  ؟ اهعلاكا من 

 

 هـم،حواة: 

-  
1fC اع ػػػػػػػػػػػػػػثضـ اوسحاة نوميحنىb j، 

-  
2fC اعػػػػػػػػػػػػثضـ اوسحاة نوميحنىa i  ، 

-  
3fC ثضـاع اوسحاة نوميحنىa i b j   ، 

-  
4fC ل،ػػػػػػػػػػػػػػػػػػبامًس حة لمحور امفواظ هؼير 

-  
5fC ة،ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػبامًس حة لمحور امتراثِ هؼير 

- 
6fC ،حرهَة ثياػرٍن الأول بامًس حة لمحور امفواظل و آخر محور امتراثُة أو امـكس 

دالة زوحِة و بامخالي هلذصر في الدراسة ؿلى المجال 7fيمكن ملاحؼة أن الدالة - 0; : 

فمن أخل 0;x   ٍكون   7f x f x  أي 
7fC ًيعحق ؿلى fC في المجال 0; و ىكمل امحلِة أي ؿلى المجال

 ;0 ٌػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػا الذهر،بامخياػر بامًس حة لمحور امتراثُة لأن الدالة زوحِة نلٌ أسوف 

دالة زوحِة و بامخالي هلذصر في الدراسة ؿلى المجال 8fيمكن ملاحؼة أن الدالة -  ;0 : 

فمن أخل ;0x   ٍكون   8f x f x  أي 
8fC ًيعحق ؿلى fC في المجال ;0  امحلِة أي ؿلى المجالو ىكمل

 0; ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػر،بامخياػر بامًس حة لمحور امتراثُة لأن الدالة زوحِة نلٌ أسوفٌا الذن 

 

 لا تأس ثشيء من امخوضَح:

الميحنى 
1fC: 

مخكن اميلعة  
11 fM C ٍاميلعة اهعلاكا من هلعة مـومة من الميحنى، هَف يمكن ثـويم ُذ  

   هضؽ: :  ًوخد

أي كل هلعة من الميحنى صـاع ثاتت، يمكن ملاحؼة أن  ،و 
1fC ثضـاع اوسحاة ميلعة من ،  

الميحنى 
2fC : 

مخكن اميلعة 
22 fM Cُذٍ اميلعة اهعلاكا من هلعة مـومة من الميحنى ، هَف يمكن ثـويم  

 ، : ًوخد

أي كل هلعة من الميحنى       
2fC يمكن نولارئ ثخِان ما ثحلى تخساظة. ، ثضـاع اوسحاة ميلعة من 

 

f fC ; ;O i j

x Ix a I x a I 

 fC

 fC

 fC

 fC

 fC

 fC

 !!!!!! fC

1x I          1 1 1 1 1 1 1; ; ; 0;M x g x x f x b x f x b        1 1 1; fM x f x C 

0
u

b

 
 
 

u fCu

 !!!!!! fC

2 hx I          2 2 2 2 2 2 2; ; ; ;0M x h x x f x a x a f x a a       

 fC ;0a
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 حل اهتمرٍن امساتؽ ؾشر:

ف نلدوال امخامَة:  ثـين لٍوؿة امخـرً

 1)   

 مِا مـنى من أخل 
2 1 0x    :أي  

 2)     

 ،دون أي مضكل أي:   مِا ظورت وفق الدالة من هلاحغ أن أي كيمة مػػػ

3)      

 

 4)         

، 

5)   

5f  مِا مـنى إذاا  

2هدرس إصارت اهكمَة 4x   :              2                      

                                                                            

أي:  
5

2;2fD  ، 

6)  

6f   أي:  مـرفة إذاا  
6

0:fD   .      

***************** 
 حل اهتمرٍن امثامن ؾشر: 

 
 
 

 
 

cos 3 sin 3

cos sin

x x
f x

x x
  

 :ثـَين لٍوؿة ثـرًف الدالة (1

f  مِا مـنى إذاا cos 0x  و sin 0x  :أي ; ,
2

fD k k k


 
 

    
 

 

تدلالة fنخاتة (2 cos 2x  لدًيا: من أخل كلx  منfD    :               

       
 

       
 

cos cos 2 sin sin 2 sin cos 2 cos sin 2

cos sin

x x x x x x x x

x x

     
  

 
 

 
 

cos 3 sin 3

cos sin

x x
f x

x x
  

 

 
     

 
 

     
 

sin 2 cos sin cos 2 cos sin
cos 2 cos 2

cos sin

x x x x x x
x x

x x

     
    

        2 22cos 2 2sin 2cos 4cos 2x x x x    

 1 2

1

1
f x

x




1f 
1

1;1fD   

  2

2

1
1

3
f x x 

x
2f

2fD 

   3 cosf x x

3fD 

   4f x tg x

4
,

2
fD k k




 
    

 

  2

5 4f x x  

2 4 0x  

2x

2 4x 

 6

1
f x

x


0

0

x

x





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2حساة تـغ امعور:  - 4
4cos 2

3 3
f

    
     

   
5و  5

4cos 2
6 3

f
    

    
   

4cos، و  0
4 2

f
    

    
   

  

حل في المجال (3 0;  :المـادلة   2f x   :أي  4cos 2 2x  :ََو ؿو  
1 2

cos 2 cos
2 3

x
  

   
 

 

و مٌَ: 

2
2 2 ,

3

2
2 2 ,

3

x k k

x k k








  


     


 أي: 

,
3

,
3

x k k

x k k








  


     


، 

k,ميححر ؾن كِود مػػ k  :تجـل  0;x ،    :مِذا نميز الحامخين 

0 الأولى:
3

k


  :ٍ0مـيا 1 3 3k ٌاٍ:ػػػػػمـ 
1 2

3 3
k

  :0أيk ، 

0 ة:ػامثاهِ
3

k


 


 :ٍ0 مـيا 1 3 3k  :ٍمـيا 
1 4

3 3
k :1 أيk ، 

حوول المـادلة في المجال 0; :هي 
2

;
3 3

S
  

  
 

، 

 تمثَل ظور الحوول ؿلى الدائرت المثوثَة: -

                                                            
3

 2

3

 

 

 0  
          

 

                                                             

اس خًذاح حوول المتراحػػحة  (4  2f x  الػػػػػػػػػفي المج 0;: 

  2f x  :ٍمـيا  
1

cos 2
2

x
 ٌاٍ: ػػػػػمـ 

1
cos

2
x ، 

2من الدائرت المثوثَة امساتلة يمكن اس خًذاح:
;

3 3 2
S

     
    
   

 . 

***************** 

  

 

0 امـحلرًة              
0  و  01

 ؾرق. 099

 
 

 



 (امثاهَة مراحـة ؿامة )نوس ية الأولى و                                                                                                 ؾحد الذَد كواسمَة

 34                                                                                                                      )الجزء الأول( امرياضَاث و امحكاموريا

 

2 3 4-1-2-3-4

2

3

4

5

6

-1

-2

0 1

1

x

y

ل اهتمرٍن امخاسؽ ؾشر:ح
 

 

f تػػ:  مـرفة ؿلى  2 4 3f x x x   ، 

، لدًيا: احلِلِ اؿدد xمَكن  (1     
22 4 4 1 2 1f x x x x         :2أي , 1a b   ، 

2 مَكن (2   1,x x  من 2;  1 ؽ:ــم 22 x x :1 أي 20 2 2x x  ٌػػػػػػػػو م:َ    
2 2

1 22 1 2 1x x    

 أي:   1 2f x f x  إذنf   متزاًدت تماما ؿلى المجال 2;، 

2و مَكن 1,x x  من ;2   1 ؽ:ــم 2 2x x  :1 أي 22 2 0x x   ٌػػػػػو م :َ   
2 2

1 22 1 2 1x x    :أي 

   1 2f x f x إذنf  مذياكعة تماما ؿلى المجال ;2  ، 

      2  x     إوضاء خدول امخغيراث: (3  

   f x 

  2f 

0من خدول امخغيراث وس خًذج أن امليمة: 2x  تجـلf  ،أظغر ما يمكن  

لدًيا (4  2x g x x
 

 ملاحؼة:ن ػػ، أمكالدالة مرتؽ    2 1f x g x  أي: مٌحنى الدالةf نى ـــؾحارت ؿلى اوسحاة لميح

الدالة مرتؽ ثضـاع
2

1

 
 
 

 لاحغ امضكل:     

 

                                                           fC                       gC 

 

                                                     

 حل المتراحػحخين تَاهَا: (5

  0f x  :من امحَان نجد    1 ;1 3;S    ،  و  0f x  :نذلك من امحَان نجد  2 1;3S ، 

 اؾتمادا ؿلى (6 fC هًضئ  hC:حِر    h x f x،  يمكن نخاتة:5اؾتمادا ؿلى  ) 

 
       

     

, ;1 3;

, 1;3

h x f x x

h x f x x

     


  

أي:     h fC C الػػػػػػػػػػػػػػػؿلى المج   ;1 3;   ، 

 ًيعحق

و hC هؼير مػػ  fCؿلى المجال بامًس حة لمحور امفواظل 1;3:نلٌ ًؼِر في امضكل ، 

 

2 3 4 5-1

2

3

4

5

6
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0 1

1
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 اهتمرٍن امـشرون:حل 

fثـَين g    وg f: 

1)       2

1 1
1f g x f g x f

x x

 
    

 
*ؽ ــم   

f gD ، 

 و        2

2

1
1

1
g f x g f x g x

x
   


gمؽ     fD ، 

 

2)            
2

2 2 22 1 4 2 1 3 2 1f g x f g x f x x x       ؽ ــمf gD ، 

 و         
2

2 24 3 2 4 3 1g f x g f x g x x x x      ؽػػػػػػػػػػػػػم  g fD ، 
 

3)        
 2 1 1 2 1

1
1 1 2

x x
f g x f g x f x

x x

  
    

  
 مؽ   2f gD   ، 

 و  
2 1 2 1 2 1 1 3

1
1 1 1 1

x x x x x
g f x g

x x x x

     
     

    
مؽ   1g fD   ، 

 

4)      
1 1 1

1
x

f g x f g x f
x x x

 
     

 
 مؽ  0;1f gD ،  

     1
1

1
g f x g x

x
  


ؽ ػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػػم   1;g fD  . 

 

 

 الجِد المخواظل، و مُس الذكاء أو املوت، ُو مفذاخ إظلاق كدراثيا اهكامٌة.
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 مـووماث مذفركة:
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 مهمة نوليمة المعولة:خواص 

,a b خان  :0r، وؿددان حلِلِان أو ؾحارتان خبًر

 *a b      ٍاتحاد"   ًـني    "أو"           مـيا." 

 

*a b a b    أو   a b a b  ، 

 *a b a b    أوa b a b  ، 

*x r ٍمـيا ;x r r ، 

*x r ٍمـيا   ; ;x r r    . 

 

 

 

 المخغير و اموس َط:

 : َاثَةيجة أن ٍكون امفرق واضحا تين اهكااياث امرياض  

 تمرٍن تحدد ظحَـة كل كائن، المخغير و اموس َط و المجِول، نلٌ هـلم نذلك أن مـعَاث كل

 مثلا: 

* مخكن الدالة امـددًة  x f x   مذغير، ُيا 

2 من الدرخة امثاهَة: * مخكن المـادلة  2 2 0x m x   مؽmهلول ،x مجِول وm .وس َط 

 

 

 

 

 

 م تـغ الأصكال:احجأو  اثو محَع مساحاث
 

 

 

 

 

x
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 مساحاث تـغ الأصكال:

x مساحة المس خعَل:  y  :حِرx  وy :ؾرض و ظول المس خعَل ؿلى امترثُة، امضكل 

 

 x 

 

y 
  

 ظول ضوؽ المرتؽ، امضكل: xحِر:  2x  مساحة المرتؽ:

 

 

 x 
 

 

 

1    لمثور:مساحة ا

2
 امضكل: ظول الارثفاع المخـوق تَ، ظول امضوؽ   

 
 رثفاع المخـوق بامضوؽ الا                                       

 

 

 امضوؽ                 

 

1مثور كائم: مساحة  حالة خاظة: 

2
 خداء ظول امضوـين املائمين، 

 

 امضوـان املائمان،   

 

 

    

2r   املرص:مساحة   :حِر r  هعف كعر الدائرت،  ظول 

 

   هعف كعرظول  r                          امضكل: 
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1  ص حَ الميحرف:مساحة 

2
   )املاؿدت امعغرى + املاؿدت اهكبرى( امضكل:الارثفاع  ،                                         

 ساقي ص حَ الميحرف، امعغرىاملاؿدت                             

                                                                                      

 الارثفاع   
                                                                

 املاؿدت اهكبرى                                                               

24   هرت:مساحة سعح  r :حِر ،r  هعف كعر اهكرت،ظول 

 

                      r  هعف كعرظول 

 

 

 

 ظول أحد الأضلاع في الارثفاع المخـوق تَ، مساحة مذوازي أضلاع:

 الارثفاع المخـوق بامضوؽ 

 

   

 امضوؽظول 

  تـغ الأصكال: اثمحَع

محَط المس خعَل:  2 x y :حِر ,y x تـدا المس خعَل ، 

 ظول امضوؽ،                                           x ،  حِر:4x ط المرتؽ:ػػػػػػػػػمحِ

2  ط الدائرت:ػػػػػػػػمحِ r :حِر ،r   هعف كعر الدائرت.ظول 

 

  حجم تـغ الأصكال:

V حجم مذوازي أضلاع: x y z  :امضكل ، 

 z 
  y   

            x 

1  حجم رباؾي وحوٍ مٌخؼم:

3
V S h   :حِر ،S  املاؿدتمساحة  

 الارثفاع             الارثفاع المخـوق باملاؿدت امضكل: h و                                    

                                  

 املاؿدت             

 م هرت:ػػػػػػػػػػػػػػحج
34

3
V r :حِر ،r .هعف كعر اهكرت 
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 :امعغيرت و اهكديرت أبجدًة انوغة امَوناهَة

 

 

 

امعغيرت   اهكديرت   

  

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

: : :

A alfa I iota rho

B beta K kappa sigma

gamma lamda tau

delta M mu upsilon

E epsilon N nu phi

Z dzeta ksi khi

H eta O omicron psi

theta pi omega

  

  

  

  

  

  

  

  

   

   

     

    

   

    

   

     

 

 

 

 

 

 

 

 



 (امثاهَة مراحـة ؿامة )نوس ية الأولى و                                                                                                 ؾحد الذَد كواسمَة

 41                                                                                                                      )الجزء الأول( امرياضَاث و امحكاموريا

 

 رة:ػػػػػػػػػػلٌء امـػػػػػػػػن ؿوػػم
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ان:  ظرق امبُر
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 (امثاهَة مراحـة ؿامة )نوس ية الأولى و                                                                                                 ؾحد الذَد كواسمَة

 43                                                                                                                      )الجزء الأول( امرياضَاث و امحكاموريا

 

 تمِِػػػػػػػػػػػد:

انهااثَمن المـووم أن امرياضَاث ؿلم دكِق رغم امفرضَاث و امحديهَاث و المسولٌث الموضوؿة من ظرف هحار امرياضَ     ين امتي نجِل جرُ

 ول إلىػػأحِــانا، نلٌ هـلم أن الدكة امتي وظفت بها امرياضَاث ساتلا سخبها وحوة إؾعاء أي سخة، أو ثبٍرر لأي خعوت مذحـة نووظ 

ان س  ػِرث ظرق ا ةو من ثمكة ثـد ُدفا  يجة أن هفي  إمََ، ؿلا   في و سوف هخعرق لما تلي منهػػػػػػػا، الآن تـضِا ـرف ؿلىيمبُر

    بالأؿداد امعػحَـَة. رثحاظَلاالمخخامَاث درس    

     تـغ امبراُين:   

ان بامخياكغ أو الجدل(:  ان بالخوف )أو امبُر  امبُر

 ُياك هوؿان:       

 هددؽ الخعواث امخامَة:، ؾحارت رياضَة Aلإزحاث صحة الأول: حالة المعووة لا يحوي اس خوزاما:  

 خاظئة، Aهفرض أن •

 .Aو مٌَ صحة     ،*مذلاحلة هعل إلى ثياكغو تـلاكاث رياضَة  •

ن أن  مثال:   ؿدد أصم،2جرُ

ان:  ان بالخوف:  امبُر  مًس خـمل امبُر

b*و aَ وحػػػػػػػػػودػػػػػػػػػػق و مٌػػػػػػػػػػػػػدد ناظػػػػػػأي ؾ أظلٌ امُس ؿدد2 ميفرض خدلا أن   حِر * 2
a

b
   

و  ; 1PGCD a b  أي اهكسر غير كاتل ملاختزال، ؾيد حرتَؽ * نجد  2 2** 2b a 2أيa ٌَؿدد زوجي و مa دد ػػػػػػؾ 

2aأي: زوجي،   ؾيد امخـوًغ في **2نجد 22b  2أيb ٌَؿدد زوجي و مb ُ نػػػون اكغ مؽــذا ثٌػػػػػػػؿدد زوجي، و 

 ; 1PGCD a b .       ؿدد أصم2و بامخالي. 

        

 هددؽ الخعواث امخامَة:  Qٌس خوزم Pلإزحاث صحة: امثاني: حالة اس خوزام،    

 خاظئ،  Qو هفرض أن امياثػج Pهلدل المـعَاث •

 ،*و تـلاكاث رياضَة  مذلاحلة هعل إلى ثياكغ ••

 ،ارياضَ امؽ امفرضَاث أو ثياكض اثياكض بامخياكغ:و هلعد  *                                                            

 و مٌَ صحة الاس خوزام.                              

 مثال: 

2ؿدد أصم فإن 2تين الاس خوزام: ؿوميا أن  3   ،نذلك أصم 

ان:   جرُ

2ؿدد أصم، ميفرض أن 2لدًيا  3 :2* مُس ؿدد أصم أي 3 r  ٌَ3و م 2r   :و ؾيد امترتَؽ 

            23 2 2 2r r   :أي 

2 1
2

2

r

r


  ،2 و بامخالي:  و ُذا ثياكغ مؽ المـعَاث 3 .ؿدد أصم 
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 ملاحؼة:

انها، لأخل ُذا وحة مفت الاهدداٍ نويفِين: ان بالخوف، رأًيا أهيا هيفي ؾحاراث رياضَة هود جرُ  في امبُر

 اميفي: امـحارت:

 خاظئة، Aحِر 1xًوخد ؿلى الأكل صحَحة، Aامـحارت xمهلٌ ٍكن   

 خاظئة، Aامـحارت xمهلٌ ٍكن            صحَحة، Aحِر امـحارت 1xًوخد            

 

ان بمثال   مضاد:امبُر

ان لإزحاث خعأ ؿلاكة رياضَة فلط، أي لإزحاث ؿدم صحة  ،Aهلوم تإيجاد مثال ًيفي ما خاء تَ Aٌس خـمل ُذا امبُر

  مثال:

 كل ؿدد ظحَـي فردي ُو أولى،

 كاسم(، ٌسمى ُذا مثالا مضادا.          3) اؿدد فردي و مُس أومَ 9لأن ُذٍ املضَة خاظئة،

  

ان باس خـلٌل امخكافؤ:  امبُر

 تخساظة،تها اأو يمكن ازح Bصحَحة حارت، هلوم بمكافأتها ت ـAحارت رياضَة مـلدتالمعووة إزحاث صحة ؾ  

 مثال:

ن أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي غير مـدوم :   xجرُ
2

2 1
1

x x
  ، 

 حػػػػػل:

x*مَكن  انها حكافئ : المخحاًية امتي هود جرُ 
2

1 0

0

x

x

  




 و ُذٍ الأخيرت محللة من أخل كل ؿدد حلِلي غير مـدوم، و بامخالي  

صحة المخحاًية   
2

2 1
1

x x
  . 

  

ان المحاشر:  امبُر

 مٌعلِة نووظول إمََ.  اهيعوق من مـعَاث اهتمرٍن و تخحدًد امِدف، وسلك ظرك

 مثال:

1x حِر:xتين من أخل كل ؿدد حلِلي  :، 

1xمن أخل كل ؿدد حلِلي  لدًيا: :أمكن   و هون  ،  أي

 .  دون ثغَير اتجاٍ المخحاًية أي:  ضرة المخحاًية امساتلػػػػػػػة في

 م..ه . و  

 

 

 2 sin2 1 2 1

1 1 1

x xx x

x x x

 
 

  

 1 sin 1x   2 1 2 sin 2 1x x x x    1 0x 

1

1x 

 2 sin2 1 2 1

1 1 1

x xx x

x x x

 
 

  
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 من ؿولٌء امـرة:
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 امثاني: امباة

 امـــــــــــدروس 
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 الأول: امفطل

 .امــــــــــددًة الدوال 
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 :الأولأُداف الدرس       

 ،ــــوم اهنهاًـــــــــــــــــةمفِـــــــــــــــ •     

 ،و امـموِـــــــــــــــاث ؿويهااهنهاياث  •     

 حالاث ؿدم امخـَين و ظرق إزاهتها. •     
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 : امـــــدرس الأول

وشاط اس خكشافي:        
    

 :المـرفذان بـــ gو fخانامـددً  امخانمخكن الد     21
1

2
f x x  و 

2 1

1

x
g x

x





،  

ف كل من( 1 g,ؿين لٍوؿة ثـرً f، 

 حسب امطور امخامَة:ا(     أ(  2     10 , 50 , 200f f f تخمَيا حول نهاًة الدالة، ضؽf ـىا ٌســـــــــــــــؾيدمx إلى  

ىرمز مِا بــ lim
x

f x


   ، 

 بحَر ًخحلق الاس خوزام:  (A)لاحغ أهَ بــدلالة0تماما، أوخد اموحب احلِلِ اؿدد Aمَكن ة(       

x إذا كان  فإن f x Aابق؟ـــ، ألا ًـخبر ُذا إزباتا نوخخمين امس 

ماذا ؾن ج(       lim
x

f x


، 

 أحسب امطور امخامَة:(    أ( 3       0.99 , 0.999 , 1.1 , 1.01g g g g   ، ضؽ تخمَيا حول نهاًة الدالة gؾيدما ًلترةx  

 ، 1من           

1x بحَر ًخحلق الاس خوزام: إذا كان 0تماما، أوخد اموحب احلِلِ اؿدد مَكن ة(       :فـإن   2g x   ، 

ماذا ؾن   ج(       lim
x

g x


و  lim
x

g x


، 

 احسب:(    أ( 4   lim lim
x x

f x g x
 

 ــويها بــ ؾـمحطل امــــ، كارن اميخِـــجة    lim
x

f x g x


، 

 احسب: ة(        lim lim
x x

f x g x
 

هَف يمكٌم حساة ،    lim
x

f x g x


 في ُذٍ الحامـــة. 

 

 حـــــل امًشـــــــــــــاط:    

 ثـوَق:                                                                    

g,ثـَين لٍوؿة ثـرًف الدامخين (1 f: 

• f مـرفة من أخل كل ؿدد حلِلي أي: fD ، 

1مـــــــــرفة مـياٍ gو 0x     :أي  1gD    ، 

 حساة امطور:  (  أ(2

 

       

   

1 1
10 100 1 49.5 , 50 2500 1 1249.5 ,

2 2

1
200 40000 1 19999.5

2

f f

f

     

  

 كللٌ كاهت امسوابق هبيرت كاهت امطور أنبر،               

 امخخمين:                  lim
x

f x


                                                     ، 

A* ة(     0، ميبحر ؾن  ،حِر ًخحلق الاسذــــــــوزام المعــووة 

حلقـموحبة و ثx ا هبدأ بـامبحر ؾن كيم مــعموَ f x A   :2أي 2 1x A  

2 أي: ()وهون دراسدٌا في حوار 1x A 2و بامخالي هأخذ 1A         حوارــ "هلطد ب"  :من أخلx ،هبير 

امـمل بٌُا أهيا وس خعَؽ حـلذا به  - f x  د ش اهبير  أن ٍكــــون طر ـباملدر الذي ىرً

x  له، أي: في مح امخخمين الموضوعفباملدر اهكافي، حلا  اهبير lim
x

f x


          ،ف  هلول أن بٌُا اهنهاًة باس خـلٌل امخـرً
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2 ، هكــــخبٌا: في حوار ج( مو كاهت دراسدٌا في ة(        2 1x A  ــم ـ   ثـوَق:  ياٍ:                   ـــــ

 2 1x A  :2أي 1x A 2ــذ: ـــــ، هــــأخـــ 1 0A    :أي  

يمكن حـل  f x  د اهبير  كافي، دربـــلـ اضغير  xٍكونو ُذا ؾيدما  باملدر الذي ىرً

 :و مٌَ  lim
x

f x


 ،                                                               ِــب   ،ـرًفــــــــباس خـلٌل امذيا اهنهاًة ـــــــــــ

 (  أ( حساة امطور: 3

        0.99 1.99 , 0.999 1.999 , 1.1 2.1, 1.01 2.01g g g g           ، 

 امخخمين: 
1

lim 2
x

f x


 ، 

 وزام، لدًيا:الاسذـ الذي ًخحـــــلق من أخل 0مـعى، ميبحر ؾن0ة(    

  2 1 2 1g x x x       أي هأخذ ِـل    لاحغ أن المسافة بينؽ حــــــــ، و بهذا وسذـع g x 2و 

 ثـعى  

امطورت f x 2كرًبة من د شرًعة أن ٍكون ب xباملدر الذي ىرً بامـلاكة افي  ـباملدر اهك اكرً   2g x   ، 

 ، أي امخخمين صحَح،1من

 سوف هـتمد ُيا فطاؿدا ؿلى الملاحــــــؼة                              ج(  حساة اهنهاًة :                                           

ف الذي اؾتمدنا                                                                                                دون المرور صراحة بامخـرً

 ؿوََ سابلا،                                                                                                   

 

 

2 1
lim lim

1

lim 1

x x

x

x
f x

x

x

 








 

 

 1 امليمة ن ؾنالمساوات سويمة لأهيا بـَدو                

 

 لإزباث: فـــــامخـرًد ؿلى ـــــــيمكن أن هـتم                                            نذلز لدًيا:                                  

                          
   

2 1
lim lim lim 1

1x x x

x
f x x

x  


    


،  lim 1

x
x


   

 (  أ(4     lim lim
x x

f x g x
 

      :و من جهة أخرى 

      

   

2

2

1
lim lim 1 1

2

1 3
lim lim lim

2 2

x x

x x x

f x g x x x

x x f x g x

 

  

 
     

 

 
       

 

21يمكن حـل الملدار  3

2 2
x x   اهبــــــير  

أي:         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
  

                             ، د إذا كان  بكفاًة، اهبير  xباملدر الذي ىرً

 ماذا ؾـن الجداء و املسمة؟ دوما يمكن ثوزًؽ رمز اهنهاًة ؿلى الدؽُل  :1ســــــــؤال

 ة( لدًيا:     lim lim
x x

f x g x
 

                          :ُذٍ اهكوَة غير محددت، جسمى ُذٍ الحالة 

لا يمكٌيا نخابة: 
 

    lim
x

f x g x



 

بدلالة lim
x

f x


و lim
x

g x


 ،                 حـــــــــــالة ؿدم امخـَين،

 ُل ثوخد حــــــــــــالاث أخـــــــــرى ؾــــــدا ُذٍ الحالة، وهَف ًـــــمكن :2ســــــــؤال

إيجاد اهنهاًة                   lim
x

f x g x


 ؟       ؾيداذ 
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   بياء المـارف:

أو   حِر: دامخين مـرفذين في حوار gو fمخكن  : 1حواة   أي (   أو  ) 

 اهنهاياث و الدؽ:

إذا كان:  •   lim , lim
x x

f x a g x b
  

      :فإن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x a b
    

     

إذا كان:  •   lim , lim
x x

f x g x b
  

      :فإن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x b
    

     

 إذا كان: •   lim , lim
x x

f x g x
  

    :فإن         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

     

 إذا كان: •   lim , lim
x x

f x g x
  

    :فإن         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

     

إذا كان: •   lim , lim
x x

f x g x
  

     :فإن     1 lim lim
x x

f x g x
  

           

لا يمكٌيا ثـَين)                        lim
x

f x g x


 )دون تحر أنثر في ُذٍ الحالة 

 

 اهنهاياث و امضرة:

إذا كان:  •   lim , lim
x x

f x a g x b
  

      :فإن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x a b
    

     

إذا كان:  •    *lim , lim
x x

f x g x b
  

     :فإن 

 ،إن: ـــــف  إذا كان:  •

 دون تحر أنثر في ُذٍ الحالة( ) لا يمكٌيا ثـَين                    

 الإشاراث( راؿاث،)مؽ م فإن:  إذا كان: •

 اهنهاياث و املسمة:

 فإن:   إذا كان:  •

 فإن:   إذا كان:  •

                              أو  1يز حامخين:نم

أو    2 

 

 

 

lim
lim , 0

lim 0

x

x

x

f xf x a
a

g x g x













 
     

 

 

 إذا كان: •   lim , lim
x x

f x a g x
  

   :فإن  

 فإن:   إذا كان:  •

    إن:ـــــــف إذا كان: •

 (دون تحر أنثر في الحامخين اهنهاًة لا يمكٌيا ثـَين)                  

        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x b
    

    

   lim , lim 0
x x

f x g x
  

       2 lim lim 0
x x

f x g x
  

  

    lim
x

f x g x




   lim , lim
x x

f x g x
  

         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

   

    *lim , lim
x x

f x a g x b
  

   
 
 

 

 

lim
lim

lim

x

x

x

f xf x a

g x g x b













 
   

 

   *lim , lim 0
x x

f x a g x
  

  
 
 

 

 

lim
lim

lim 0

x

x

x

f xf x a

g x g x













 
   

 

*
 
 

 

 

lim
lim , 0

lim 0

x

x

x

f xf x a
a

g x g x













 
     

 

 

 

 

 

lim
lim , 0

lim 0

x

x

x

f xf x a
a

g x g x













 
     

 

*
 
 

 

 

lim
lim , 0

lim 0

x

x

x

f xf x a
a

g x g x













 
     

 

 

 

 

 

lim
lim 0

lim

x

x

x

f xf x a

g x g x













 
      

   lim 0 , lim 0
x x

f x g x
  

  
 
 

 

 

lim 0
3 lim

lim 0

x

x

x

f xf x

g x g x













 
   

 

   lim , lim
x x

f x g x
  

  
 
 

 

 

lim
4 lim

lim

x

x

x

f xf x

g x g x













  
     

    lim
x

f x g x

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  :2حواة

أو كهَاث غير محددت و هوخطِا بــن ــــــــــــدم امخـَِـــــــــبحالاث ؾ وسمي 
 

 ، 

 ،"َينــــ ة ؿدم امخ ــــــــــــحام"ارا نوـبارت ـــــاخذط "ع ث ح "امسابلة ىكذب ًة ؿلى أحد اهكوَاث الأربؽا أزياء حساة اهنهاــفإذا تحطوٌ

 يجب ؿوَيا سلس س بل أخرى مخـَين اهنهاًة، هذهر ؿلى سبِل المثال لا الحصر: و 

وف ــــــــرس، أو هغير المخغير و سلاحغ امخعبَق في آخر الد .المرافق )مثلا: ملاحؼة ؿامل مشترك أو اس خـلٌلثغَير شكل الدالة  -

لة في اهتمرٍن   ،(و سوف وس خـموِا في مساال كادمة 88ضفحة  22وشاُد مثلا ُذٍ امعرً

ـــــنلاحـــــــــــــغ اهتم ل لاحقــــــــــالمفِوم في فطسًذـرف ؿلى ُذا ) اقـــــــالاش خلمفِــــــــــــــــوم  –   ،(128 ــــةـضفحـــ 22 رً

 أو: –

 وا::الخ      

 ؾيداــذ:  مؽ أي: دالة نثير حدود  (1   lim lim n

n
x x

f x a x
 


 

 ،n*حِر 

 ،لأن: 

(،*من mو n)حِر ذ:ــؾيدا مؽ  ة ناظلة أي:ــــدام ( 2
 

 lim lim lim
m

m nm m

nx x x
n n

a x a
f x x

b x b



  
  

 

 فلط، أو  ن في حواران محللذالاحغ أن الخاضَخ 

 أو امـكس. ُو: مرافق ثذهر أن : 

 

 ثعبَلي:تمرٍن 

 حسب اهنهاياث امخامَة:ا

  

  حل:

   

  

     لأن:

     

       4 , 3 , 2 , 1 
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 ، مـــَ أي الجذر الآخر ُو: خذر    ، هـــــــــــلوم بدراسة إشارت الملام 

            

     
               

  

أي:
 

 

 ، هـلم أن:

  ح ، ع ، ث 

 

  ث ح ، ع ، المرافق  

 ح ، ع ، ث                           المرافق                       ، ؿامل مشترك من امبسط و الملام 

   هنزع رمز امليمة المعولة، و هونمؽ امـلم أن

 

 ، ع ، ث ح                          المرافق                                ، ؿامل مشترك من امبسط و الملام 

   ،ىكذب و هونمؽ امـلم أن
2 2
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 ح ، ع ، ث                                                                       

  و هي حالة ؿدم امخـَين، مًس خـمل المرافق لإزاهتها:  
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 ح ، ع ، ث                                                            

 و هي حالة ؿدم امخـَين، مًس خـمل المرافق لإزاهتها:

  

        

 من ملولاث أمبيرث أًًش خاٍن:

 

 امـلامة الحلِلِة نلركاء مُست كم المـرفة بل هي املدرت ؿلى امخخَل.
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 :امثانيأُـــداف امـــدرس          

 ،اهنهاياث باس خـلٌل الحصر •        

 ،المس خليماث الملـــــــــــاربة •        

 نهاًة مرهب دامذـــــــــــين. •        
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 الدرس امثاني:
   وشاط اس خكشافي:        

  بــ : الـــــــلى المجـــــالدالة امـددًة المـرفة ؾ مخكن  

ن أهَ من أخل كل ؿدد 1   ون:ــــــٍك من المجال حلِلي(  أ( برُ

ل امِيدسي نونهـــــــ، ما امذو جــــــــذــ م اس خٌ ـــــة(  ُل يمكٌ     ـــاًة امثاهَةأوً

 من ل كل ؿدد حلِليــــمن أح ين أن:ــــــــ(  أ(  ب2

: أنج ذة( اس خً        lim 2 1 0
x

f x x


    لا ُيدسِــــــــ، و أؾط ث  اًة.ـــــــــــمِذٍ اهنها ــــــــأوً

 

 :ثـوَق                                                                                                ل امًشاط:ـــــــــــح     

                          أي: : لدًيا(  أ( مَكن1

  من من أخل كل                          أي أمكن نخابة:             مـياٍ:    من جهة أخرى لدًيا: 

   حلا،  

 ذنفاًة يمكن أخــــــ اهبير  أي ؾيدما ٍكون لدًيا: -ة(     

د،  المتراحـ   ، و مٌَ ذلز نبر ـــــن نــــثضم حةهبير باملدر الذي ىرً

 ،ج أنــوس خًذ

ب ؾيد أخذ أي و من جهة أخرى -  بكفاًة من يمين اكرً

د، و المتراحـحة اهبير  يمكن أخذ  َ ، و مٌـــثضمن نبر باملدر الذي ىرً

 نأهيا أزبدٌا اهنهاًخين بامخـرًف                                                                      وس خًذج أن

                                                                                                                   وديعم هلول أهَ مس خليم ملارة             الذي مـادمخَ المس خليم ًلارة و امخفسير امِيدسي مِذٍ اهنهاًة أن مٌحنى الدالة

            أي: لدًيا أ( نذلز من أخل   (2

 ،                                      أي:

                              و المسذــليم امفرق بين مٌحنى                                    ة( لدًيا

 فر ـــًلترة من امط                                   لأن:                                                                  

  هبير.  كللٌ كان     
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بذان من  ، اهكوَخان د و ُذا من أخل 2كرً  ثـوَق: هبير و من المتراحـحة     باملدر الذي ىرً

 بامضرورت،   2كرًبة من  حكون:  المضاؾفة

 

 : 1سؤال 

 ة( ؟/ 2  و  ة(  /1ُل يمكن ثـميم اس خًذاج اهنهاًخين في 

ل امِيدسي:                                                                                          امخأوً

 لاـــــملاربا ماا ًدؾى مس خليما                           هبير  من أخل الذي مـادمخَ ًلارة المس خليم مٌحنى الدالة

 ،  في حوار                                                           

 : 2سؤال 

 ُل يمكن وضؽ خلاضة حول المس خليماث الملاربة نوميحيَاث؟                             

 

 : 3سؤال 

 اة اهنهاياث المذهورت، ــا حســــــــــــاس خعـٌ الدالة وا:ــــــــــــــــــــــــال خـــــــــــباس خـمــاط أهيا  يمكن أن هلاحغ في ُذا امًش

 كِف يمكٌيا حساة اهنهاًة ؾيداذ؟ف  ،ماذا مو كاهت ؾبارت الدالة أؾلد

                                                                                                     

    بياء المـــــــــــــــــــارف:

                                                                                          

                                                                                                        :1حواة 

ياث خاضة بالحصر:   مبُر

 :في حوار دوالا مـرفة و ،أو أو احلِلِ اددـــــؾنــــمَك

ية الأولى:      المبُر

ب من من أخل كل إذا كان:  •  و:  كرً

          إن:ـــف  

 . فإن  أو        

 

ية امثاهَة:     المبُر

ب من من أخل كل إذا كان   فإن: و كرً

 حلِلي.ؿدد  حِر:

 

 حامخان خاضخان:  

فإن: و •
 

، 

فإن:و •
 

 .،  ظبـا المخباًًذان محللذان في حوار 
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  :2حواة 

 

 المس خليماث الملاربة:      

فِا، نجد عموما الحالاث امخامَة:      دالة مـعات، ؾيد حساة اهنهاياث مِذٍ الدالة ؿلى حدود لٍوؿة ثـرً

 . في حوار مس خليم ملارة أفلي لميحنى الدالةمـادلة  ول أنــــــــــــهل  •

 .نى الدالةــــــــــودي لميحــــــــمس خليم ملارة عممـادلة  ول أنـــــــــــهل     •

 و:  •

 ، مؽ : ؿلى امشكل:  أمكن نخابة **

    ،أو **  

 .أو :  و هلطد بــ  .حوارمس خليم ملارة ماال في مـادلة  هلول أن   

و  :مؽ  lim
x

f x a x b


  

  امفرق: إشارت ، هلوم بدراسةمس خليمو  لدراسة اموضؽ امًس بي لميحنى الدالة * 

 الجدول: هًشئ مِذا

   اميلاط امتي ثخغير ؾيدُا اموضـَة                                      

  إشارت: 

 واموضؽ امًس بي مـ فوق أو تحت أو ًلعؽ   

  

  :الميحيَاث الملــــــــــــاربة مًس خغل فرضة امخـرف ؿلى المس خليماث الملاربة و هـرف

 ،الميحنى الممــثـــــــــــل نلدالة حِر دالة مـعات، و اس خعـيا نخابتها ؿلى امشكل: إذا كاهت

 ،الميحنى الممثل مـــ ، مؽفي حوار ملارة مــ ؾيداذ الميحنىو

 

 :3حواة 

ان:       ية امتي هلبوِا دون برُ  من هضعر إلى حصر دالة أو ؾبارت لحساة نهاٍتها دائما بمجرد ذهر ُاثَ المبُر

يةـــــم  :بُر

   ددًة مؽ:ــــدوال ؾ  ،  ، أو ا حلِلِةتمثل أؿداد 

 .فإن  و إذا كان:

 

 ملاحؼة:

 أوردناٍ في الدرس الموالي. ،مفِوم "الاس تمرار" بـد ثـرفٌا ؿلى، لحساة اهنهاياث ةيُذٍ المبرُ  من هـتمد دائما ؿلى
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 :21 تمرٍن ثعبَلي

 : بــ  دالة ؿددًة مـرفة ؿلى المجال 

 

 :حِر xمن أخل كل ؿدد حلِلي أهَ بين( 1   

   

 .ؾيد نهاًة اس خًذج( 2   

 حل :

 :مَكن ( 1

  أمكن ضرة المخباًية امسابلـــــــة في و هون  أي:  لدًيا:

أي:  دون ثغَير اتجاٍ المخباًية أي: 
2 1 2 1

1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

ة الحصر( وسذــ أ) ــاًية امسـابلةو من المخبـــ  ( لدًيا:2  .جــــــيذو بخعبَق هؼرً

 

 :22 تمرٍن ثعبَلي

في مسذــو مًسوة   تمثَوِا امبَاني و مَكن  نلٌ ًلً: الدالة امـددًة المـرفة ؿلى هـخبر

 ،إلى مـلم مذـامد و مذجاوس

 ،و ؾيد حسب نهاًةا( 1

 ، ثم أؾط ثفسيرا بَاهَا نويدِجة، -2ؾيد   ( احسب نهاًة2

 ،حكون حِر: xبحَر من أخل كل ؿدد حلِلي ( ؿين الأؿداد الحلِلِة3

 ،ًعوب ثـٌََُ، وسمََ ماالا ملاربا ًلبل مس خليما ( بين أن الميحنى4

 ،بامًس بة نومس خليم ( حدد وضـَة الميحنى5

 .مرنز ثياػر نوميحني ثم بين أن اميلعة ،هلعة ثلاظؽ المس خليمين الملاربين ( ؿين إحدازيي اميلعة6

 

 حل:

 ،   و  

 اث:ـــــاهنهاًاة ــــــ( حس1

                         

 وللاحغ الخوا: المذهورت في الدرس الأ 

                           
2 23 3

lim lim lim lim
2x x x x

x x x
f x x

x x   

   
     


 

f 1;

 
 2 sin

1

x x
f x

x






1x

 
2 1 2 1

1 1

x x
f x

x x

 
 

 

f

1x

 1 sin 1x   2 1 2 sin 2 1x x x x    1 0x 
1

1x 

 2 sin2 1 2 1

1 1 1

x xx x

x x x

 
 

  

2 1 2 1
lim 2 lim

1 1x x

x x

x x 

 
 

 
 lim 2

x
f x




f 2  
2 3 3

2

x x
f x

x

  



 fC

f

f

, ,a b c2x   
2

c
f x ax b

x
  



 fC d

 fC d

 fC

 2fD    
2 3 3

2

x x
f x

x

  




   
2 23 3

lim lim lim lim
2x x x x

x x x
f x x

x x   

   
     





 و تمارٍن اهنهاياث و الاس تمرار                                                                                                          ؾبد الذَد كواسمَة

 56                                                                                         )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

2                  ) 

 لاحغ الدرس الأول،                                

 امخفسير امِيدسي مِاثَ اهنهاًة:

  ، مـادمخَ: عموديا ملاربا ًلبل مس خليما  مٌحنى الدالة ،من الدرس

,ثـَين( 3 ,c b a  من: 

 :مَكن ظرًلة أولى:

 

 ، أي:

 ظرًلة ثاهَة:

 وس خـمل ظرًلة املسمة:

                                                         

                                                          

  

 

  

لة الملارهةأ، من أخل كل ؿدد حلِلي مخخوف ؾن أي:  ،"ثترك نولارئ" و يمكن اس خـلٌل ظرً

( لدًيا من امـبارت المحطل ؿويها سابلا4
1

lim 0
2x x





اـــــــملارب ًلبل مس خليما نلدالةو حسب ما ورد في الدرس الميحنى الممثل  

 d 1ادمخَ:ــمـ االاـــــــمy x     في حوار  أو، 

 : و ( تحدًد اموضؽ امًس بي مــ5

 مِذا وشكل الجدول: حسب ما ورد في الدرس هلوم بدراسة إشارت امفرق: 

     
  إشارت                                                                                    

  إشارت               

 اموضؽ امًس بي:     فوق    تحت 

 هلعة ثلاظؽ المس خليمين الملاربين: ثـَين إحدازيي( 6

 نى أي:ــــــل نوميحـــــــو من المس خليم الملارة الماا،  أي نوميحنى الملارة امـمودي من المس خليم مخكن

 ، و مٌَ،  ومٌَ 

  ٍكون مَكن •

 ،و ُذا مرفوض فرضا( موخدنا لأهَ مو فرضيا ؾكس ذلز أي)
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  ،مرنز ثياػر لميحنى الدالة أي

 هخأند من كل ما س بق:  الدالةرسم مٌحنى ب

 

                                                                                                                   
 

      
                                                          

 

 

  
 

 

 

 ال:ــــــــــك

 

 

 "رضي لش ؾيَ":عمر بن الخعاة 
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 :امثامرأُداف الدرس 

ة دام •  ،د كيمةـــــــة ؾٌـــــــاس تمرارً

 ،ةيمين و ٌسار كيم ؿلىالاس تمرار  •

 ال.ـــــى مجــــــــــــــــالاس تمرار ؿو •

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 و تمارٍن اهنهاياث و الاس تمرار                                                                                                          ؾبد الذَد كواسمَة

 56                                                                                         )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

 الدرس امثامر:

  وشاط اس خكشافي:     

 : إمَم اهتمثَل امبَاني نلدوال           

  -             -              

 ،اهتمثَل امبَاني مــ                ،           اهتمثَل امبَاني مــ:  ،                     اهتمثَل امبَاني مــ:         

 (  أٍن من اهتمثَلاث امبَاهَة امسابلة يمكن رسمَ دون رفؽ امللم،1  

 من حِر المساوات، ثم  و ثم  و ( كارن بين:2  

 ؟ ( ُل ثوخد ؿلاكة بين رسم امبَاناث امسابلة دون رفؽ امللم و اهنهاياث3  

                                                                                         ثـوَق:                                                                                                                  حل امًشاط:   

 يمكن رسمَ دون رفق املـــــــــــلم   نلدالةمن الأشكال المـعات هلاحغ أن اهتمثَل امبَاني  (1

 يمكن رسمِلٌ                           و ن مـامبَانان الممثلا       ، 1ؾيد اميلعة ذاث امفاضوــــــة  وبَان  في حــين هضعر إلى املفز في كل من بَان

فِا ؿدارفؽ امللم دون      أيو  •لدًيا بملاحؼة بَاهِـــــــــة: (2   ؿلى لٍوؿة ثـرً

 .1اميلعة ذاث امفاضلة     أي:  و  و •و 

 ، أي:  و  •و 

 فزاثــــمذــــــــــــــــــــــــلس امل أهَ أؾعي ثفسير رياضي( يمكن الإحساس 2من الجواة  (3

ة( في رسم الميحيَين امســـابلين مــ)  و ُــــــــــــــــــــذا مــ: هلول ؿدم الاس تمرارً
 

                                                                                                      

 هلاحغ ثعابق امٌــِاًة من امُسار ؾيد                        . الةلدبامًس بة ن 1 ةـليمؿدم ثعابق اهنهاًة من اهيمين و امُسار ؾيد ام  •

 ، دالةــو ضورثَ بامًسبــة نو 1 ليمةام                               ،   الةة نلدــــو ضورثَ بامًسب 1 ليمةؾيد ام  ؿدم ثعابق اهنهاًة •

 .1مســتمرت ؿلى ٌسارهلول أن الدالة                                  ،1غير مس تمرثين ؾيد  هلول ؾيداذ أن الدامخين         

 و ُــــــــذا: في حين اس خعـيا رسم الميحنى دون رفؽ امللم بامًس بة لميحنى الدالة 
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 ،    1مس تمرت ؾيد  هلول  أن ، و ضورثَ بامًس بة نلدالة 1ؾيد اميلعة مخعابق اهنهاًة  •

ة دالة: ُل يمكن ثـميم امخفسير امرياضي المحطل ؿوََ  في حل 1سؤال  ؾيد هلعة هَفِة؟  ما ُذا امًشاط لاس تمرارً

 

 : ماذا ؾن الاس تمرار من اهيمين و امُسار؟2سؤال

 

ف الاس تمرار ؿلى مجال مـعى؟3سؤال  : ُل يمكن ثـرً

 

  بٌـــــــــــــــــــــــــــــــاء المـارف:                       

 :1حواة 

 

ف اس تمرار دالة ؾيد هلعة:   ثـرً

  ليمةثًتمي إمََ ام   من مجال مفذوح ، ومن دالة مـرفة ؿلى حزء  مخكن

 (،)أو أي:  مـياٍ مس تمر ؾيد 

  :1 ملاحؼة

ف ًوحي مٌ  .ؿدد حلِلي(أي ) موحــــــــــــــــودت في و ؾيد امليمة مـرفة ا بأنـــــُـــذا امخـرً

 

                :2حواة 

  

 من امخاريخ:                                                                          :اهيمينثـرًف اس تمرار دالة ؿلى  

 ًـخبر مفِوم اهنهاًة و الاسذـــــمرار من                                     ٌشمل منمفذوح   دالة مـرفة ؿلى حزء  مخكن

 أضـب المفاُيم من حِــــــر الإدراك،                               ،           مـياٍ  مس تمر ؿلى يمين 

ف اس تمرار دالة ؿلى   المراحل امتي ؿاش تها امرياضِـــــــــاث  و                               :                                امُسارثـرً

 شفارحز ثؤند ذلز إذ  -كبل ؾِد هوشي                                       ٌشمـــل  من زء ــــــــدالة مـرفة ؿلى ح مخكن

 دت كرون  اثَون ًًذؼرون ؾـــػل امرياضَ                           ،          مـياٍ  مس تمر ؿلى ٌسار 

ف شـــــاف و كاف حتى تم                                                                                     :2ملاحؼة    جشكِل ثـرً

 .18مِذا المفِوم كبل املرن       ، يمين و ٌسار ؿلىإذا وفلط إذا كاهت مس تمرت  أنها مس تمرت ؾيد هلول ؿلى دالة 

  

  :3حواة

  من دالة مـرفة ؿلى مجال مفذوح 

  مٌَ. كيمة كلإذا وفلط إذا كاهت مس تمرت ؾيد  مس تمرت ؿلى المجال المفذوح هلول أن

 :ملاحؼاث مهمة

اما موحبة تم حِر ثبلى ٌشمل( فإهَ ًوخد مجال مفذوح )ؿلى امخوالي ، ومس تمرت ؾيد إذا كاهت 

 تحافغ فَِ ؿلى إشارتها. الدالة داخله ) سامبة تماما داخله(  هلول
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 :1تمرٍن ثعبَلي

ة الدوال ا فِا:درس اس تمرارً  امخامَة ؿلى لٍوؿة ثـرً

 ،دالة ثابخة ؿلى •

 ،دالة نثير حدود مؽ  •

 ،مؽ   •

 مؽ   •

 :حل

ة:  دراسة الاس تمرارً

 هون الدالة امثابخة حالة خاضة من دالة نثير الحدود ىكذفي بالدراسة:

 و مٌَ:  من aو مَكن  أي: دالة نثير حدود •

     1 1

1 0 1 0lim lim n n n n

n n n n
x a x a

f x a x a x a a a a a a f a 

 
 

      ، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و الدؽ،                                                  

 ،مؽ امـلم أن

 ،مس تمرت ؿلى إذن

 ،مؽ   •

 ،مس تمرت ؿلى  أي:   :اس خًذاجت يمكن ، من الدائر  مَكن

    

          
  

  

 

لة يمكن أن هبين اس تمرار دالة  ، ؿلى و بيفس امعرً

 : 2 رٍن ثعبَليتم

 ،  ؾيددامخين مـرفذين و مس تمرثين مخكن

 بين أن:

 ، مس تمرت ؾيد  •

 ، مس تمرت ؾيد •

 .، ماذا مو كان:  حِر: مس تمرت ؾيد   •

 :حل

 ،و  ، أي:دامخان  مس تمرتان ؾيد 

•، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و الدؽ،                                                              

 ،مس تمرت ؾيد إذن

f
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•، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و امضرة                                                            

 ،مس تمرت ؾيد إذن

• ، 

 اهنهاًة و املسمة،حسب مفِوم                    

 . ؾيد تغير مس تمر  اُذا كاف نوحكن أنهو   غير مـرفة ؾيد حكون الدالة إذا كان:

 :3تمرٍن ثعبَلي 

 ؿلى امخوالي، و  ؾيددامخين مـرفذين و مس تمرثين مخكن •

 ،  مس تمرت ؾيد بين أن       

فِا؟ أي كيمة دوخد دالة مُست مس تمرت ؾيُل ث   من لٍوؿة ثـرً

 حل:

 مـياٍ:  مس تمرت ؾيد و مـياٍ مس تمر ؾيد  لدًيا:•

ياث المذهورت في الدرس  ح نهاًة الدالةــــو ؿوََ ثطب  ،  :2حسب أحد المبُر

 .مس تمرت ؾيد أي

فِا، كيمةظرح ُذا امسؤال من كبل أسلافٌا و كد اُخدوا إلى أمثلة ثبين وحود دوال غير مس تمرت ؾيد كل  •  من مـجموؿة ثــــــــــــرً

 هأخذ ؿلى سبِل المثال:

 ، أو  هـجد:   ، هلاحغ أهيا ؾيدما هأخذ: ُذٍ الدالة مـرفة ؿلى   

 ، ، أي لا جس خلر ؾيد كيمة(1و 0)مذذبذبة بين امليمخين غير موحودت  هكن اهنهاًة

 ،من كيمةغير مس تمرت من أخل كل  كاف نولول أن:و ُذا 

ان ان امخعبَلاث امسابلة سوف هـتمدُا خواضإ"  "جس خـمل في المس خلبل و دون برُ

 

 

 أبو امعَب المخًبي
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 :امرابؽداف الدرس ــــــــأُ

ية في الاس تمرار  • ية امليم المخوسع"أهم مبُر  ،"ةـمبُر

 .ــولا فيـــمـادلاث حوــ إزباث كبولثعبَلاتها في  •
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  الدرس امرابؽ:

   وشاط اس خكشافي:   

مذياكطة تماما ؿلى المجالو و مس تمرت، دالة مـرفة  مخكن
 

 ، ، لدًيا المخباًية

 ، حِر: الجزاَة من و مخكن المجموؿة

 بين أن ُذٍ المجموؿة غير خامَة، (1

ًٌ  المجال ذهر ؾيصر منا (2  ــلا   ، تمي إلىــــــــ

 ،أضغر ؿدد لا ًًتمي نومجموؿة مَكن (3

 ،أضغر ؿدد لا ًًتمي نومجموؿة لا ٍكون بين أهَ إذا كان  أ(    

 ل ؿويها،ــذهر امخفسير امِيدسي نويدِجة المحطا و  اس خًذج أن ة(    

 (،الدالةص ـــــــوحِد في ُذٍ الحالة )إرشاد: اس خـمل ثياك بين أن امـدد (4

 أنخب خلاضة. (5

 

 حل امًشاط:        

ولدًيا المجموؿة:  ، و مـرفة و مس تمرت و مذياكطة تماما ؿلى المجال 

  

 غير خامَة، و مٌَ المجموؿة  أي:  لدًيا من (1

 ، أي:  لدًيا نذلز من (2

ياكطة تماما الدالة مذـــ  هون لا ًًتمي إلى  ، هلاحغ أن كل ؾيصر أنبر منأضغر ؿدد لا ًًتمي نومجموؿة من ( 3

 ،   ،  أي:مؽ ، إمَم ُذا امخوضَحؿلى المجال

 ـدالةـــــالأولى امهونها لٍوع دامخين  دالة مس تمرت ؿلى المجال ، يمكن ملاحؼة أن الدالة هضؽ: أ(    

ا، ومن امفرض ج ــمن الاس تمرار وس خًذ  وس خًذج أن المس تمرت فرضا و امثاهَة الدالة امثابخة و امتي أزبدٌا اس تمرارُ

 بإشارتها امسامبة داخله، فغتحا َ ًوخد مجال مفذوح ًًتمي إمََأه

 ،ؾيصر لا ًًتمي إلىضغر أ و ُذا ثٌــــاكظ هون أي:  حِر  يحلق  1cؿدد أي وخد 

  ،من أ( يمكن أن وس خًذج ة(   

 ، في اميلعـــــــــة ذاث امفاضلة نى الدالةـــــــــــــــًلعؽ مٌح م ذو المـادلةــــــــــــالمس خلِ :دسيــــــــــــامخفسير امٌِ

4)  

و من ثياكص  ،أضغر ؾيصر  هون  هلاحغ أن  حِر: يخخوف ؿلى  مًس خـمل الخوف و ميفرض وحود  

   ، َ وحداهَة امـددـــــــــــــو مٌ ذا ثياكظ مٌعلي،ــــــــوُ أي: ن نخابةـــــــــــأمك fالدالة

5 ) 

 :خلاضة

 ، ر:حِ ًوخد و وحِد ؿدد حلِلي و دالة مس تمرت و مذياكطة تماما ؿلى المجال 

                   

 ؟صحَحة دوما سؤال: ُل خلاضة امًشاط
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 بـــــــــــــــــــــــياء المـارف:

ية: مإمَ حواة:  ُاثَ المبُر

 :ية امليم المخوسعةمبرُ 

 ، ؿدد حلِلي محطور بين: و ، و مس تمرت ؿلى المجالدالة مـرفة ؿلى المجال 

من  cؾيداذ ًوخد ؿلى الأكل ؿدد حلِلي ;a b :حِر . 

ان:  مساؿدت نوبُر

ية، هثبتفي امًشاط  المذهورت هفس الخعواث مذبـارثُبة ؿلى كل منها،  إلى مجالاث حزاَة حكون يمكن ثلس يم المجال   ُذٍ المبُر

 

 من امخاريخ:                                                                                              حالة خاضة و مهمة: 

ية امليم المخوسعة من أُ   و مرت ؿلى المجالــــــ، و مسذة ؿلى المجالــــــــــدالة مـرف  مـثـد مبُر

من  cؿلى الأكل ًوخد ;a b  :ياث في باة الدوال المس تم                                                حِر  .رتـالمبُر

ية امليم الم اثُ )ًفضل امبـظ جسمَة ٌـــــــفي ح خوسعةَ الحالة بمبُر ن ؿويها في امربؽ الأول م     ابلة ــــــة امســــــــين المبُر   نــوكد برُ

 املرن امخاسؽ ؾشر من ظـــــــرف                                                                                 . باميلعة المخوسعة( 

 ي  ــو امفروسي هوش امدش َكي بومزاهو                                                                                                      

ية                                                                                          :1ملاحؼة   و يمكن شرح ُذٍ المــــــــــــبُر

 :كامذــــــــالي  -ط ـــــبشكل بسِ –    يا في امًشاط.فإن الحل ٍكون وحِدا نلٌ لاحؼ  رثُبة تماما ؿلى المجال إذا كاهت الدالة 

 إهَ لا يمكـــــــــــــــن المـــــــــــــرور                                                                                                       

 مــــــــن ضفــــــــــــة نهـــــــــــــــــر                                                                                       : 2 ملاحؼة 

ية امليم الم                ، كافِة و مُست لازمة، بمـنى:                             خوسعةشروط مبُر

 ل أكدامٌا، وبث        ون ـــــــدون أن ٍك، الـــــــلا في المجـــــــــــــح، ادلةــــيمكن أن ثلبل المـ

 ذا مــــــــــــــا هــــــــــــــــــبر و ُــــ       ال(،ـمس تمرت ؿلى ُذا المج )ظبـا الدالة:    نلٌ وشاُد في امشكل، 

 ــــَ رياضِــــــــــــــــــا بــ:   ـــــــؾٌ                                                                              
 إشارثين دالةـــــــــــإذا أخـذث امـ                                                                               

 امليمذــــــــــــــينمخخوفذين ؾــــــــــيد                                                                        
 ــــإنــ، فـــــــــــــــــــــــــــــــ                                                                      

 ُـــــــــــــــــذٍ الدامــــــــــة ثٌـــدم،    لاحغ أن:                                            
 ؾـــــــــــلى الأكــــــــــــــــل مــــرت                   ورغم ذلز:                                                 

   .واحدت في المجال                                                                           
 ثيـدم داخل المجال                                                          

 
:مهمة 3ملاحؼة 

 
 

بـــ   يمكن اسدبدال امشرط   lim lim 0
x a x b

f x f x
 

أو أو 

                                                                                                          و ُذا حسب الحاخة في كل تمرٍن. 

f ;a b ;a bk   ,f b f a

 f c k

 ;a bf

f ;a b ;a b    0f a f b

  0f c 

f ;a b

  0f x  ,a b

    0f a f b f

 f b

 f a,a b

    0f a f b 

ba ,a b

f ,a b

    0f a f b    lim 0
x a

f x f b


   lim 0
x b

f a f x



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 :4ملاحؼة 

ية امليم الم   ثبين وحود حل دون الحطول ؿلى كيمخَ صراحة و ُذا عموما، لذلز هوجأ إلى ظرق ؿدًدت من بُنها: خوسعةمبُر

 ظرق ؿددًة و ثـتمد ؿلى المخخامَاث امـددًة،  أو وس خـمل الآلة الحاس بة امبَاهَة نلٌ ًلً: -( ،2 ظرًلة امخيطَف )لاحغ امخعبَق -

 
 

 

            A : رسم بَان الدالة ) 

 : ًؼِر،      بامضغط ؿلى الأًلوهة: 

 
 ،مثلا نخخار هلوم بكذابة ؾبارت الدالة 

 

 
 

   :نلٌ بامشكل ، فٌحطل ؿلى الميحنى  ثم هضغط ؿلى الأًلوهة:

 
 

 

 

83Ti

f  3 1f x x x  
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                  B) ثـَين كيمة ملربة نوحل: 

  فٌحطل ؿلى:  ، ثم الأًلوهة:   ط ؿلى الأًلوهة:ــــهضغ

 
  لاحغ امخغير،                                          ميحطل ؿلى:         ط ؿلى الأًلوهة:ــــــو هضغ

 

  :ميحطل ؿلى    ثم هضغط ؿلى الأًلوهة:

 

  :فٌحطل ؿلى  : ، ثم هيلر ؿلىهـين فاضلة أضغر من : أو   و باس خـلٌل:

 

   : ثم هضغط ؿلى، و في هفس امشكل  الأخير هـين فاضلة أنبر من

 ميحطل ؿلى:  : هضغط مرت أخرى ؿلى اأخير     

 

 

                              







0.6823278 
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 :12تمرٍن ثعبَلي

:دالة ؿددًة حِر 
 

   

 ،م مذـامد ومذجاوســتمثَوِا امبَاني في مس خو مًسوة إلى مـو 

ف،ـــــلٍوؿة امخـ دودــــــيد ححسب اهنهاياث ؾ ا( 1  رً

 ماذا جس خًذج؟،  حسبا( 2

 .حِر :  هلعة فاضوتها  ؿلى الأكل فيًلعؽ حامل محور امفواضل  ( بين أن3

 

 حل:

 ،لدًيا:                                               

 حساة اهنهاياث:( 1

• 
 

، 

•، 

•، 

أو هدرس إشارت          
2

2x : 

     

    

 لدًيا:  ، أو إما  :( هـني باهكذابة2

   
 

2

4
lim 1 lim 0

2x x
f x x

x 

 
          

 

 ، أو ملارة ماال في حـــــــــــوار الذي مـادمخَ وس خًذج أن المس خليم 

 : هلعة فاضوتها  ؿلى الأكل فيًلعؽ حامل محور امفواضل  ( ميبين أن3

 ؟حِر: ل ًوخدــــأي ُ

 ، إذن:  و  لدًيا: 

 ضرة دوال مس تمرت ؿلى المجال امسابق،هونها لٍوع و  مس تمرت ؿلى المجال هلاحغ أن الدالة

ية امليم المخوسعة ًوحإذن حسب   . حِر: ؿلى الأكل دـــــــــــــــــمبُر

 وحِد؟  اُل الحل المذهور سابل سؤال:

f
2

4
( ) 1

( 2)
f x x

x
  



( )fC( ; , )O i j
 

    lim 1
x

f x x


 

( )fC0x04 3x   

   ; 2 2;fD      

 
 

2

4
lim lim 1

2x x
f x x

x 

 
     

  

 
 

2

4
lim lim 1

2x x
f x x

x 

 
     

  

 
 

2 22 2

4 4
lim lim 1 1

02x x
f x x

x 

 
        

  

2x

 
2

2x 

x x x 

1y x 

( )fC0x

 0 4; 3x    0 0f x 

 
4

4 4 1 2
4

f        
4

3 3 1 2
1

f         3 4 0f f  

f 4; 3 

 0 4; 3x    0 0f x 
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 :22تمرٍن ثعبَلي 

 ،احلِلِ ثلبل حلا وحِدا  بين أن المـادلة:*   1

 ،سـخَفي مجال  ؿين حصرا له *  أ(  2

بِة نوحل بدكة      . ة( ؿين كيمة ثلرً

 حل:

 و و مـرفة و مس تمرت ؿلى ،   هضؽ:* 1

 ة أخرى  ـــــــــــة و من جهُذا من جهــــ ومٌَ:  

 دالة متزاًدت تماما، الدالة،  و مٌَ)الدالة مكـب متزاًدت تماما(  أي:    مَكن:

ة امليم المخوسعة   وحِــــــــــــــــدا،ـا و ـــــــأي المـادلة ثلبل حلا حلِلِـــ حِر: ًوخد و وحِد إذن حسب هؼرً

 الحصر:* ة(  2

ية امليم المخوسعة(، أي يمكن أن هلاحغ:  )ُذا حسب مبُر

ية امليم المخوســعة(،  أي:  و نذلز:  )و ُذا حسب مبُر

 ، ول ُذا المجالـــظ أي:  و

 ثذهر:                     

 ، ُو: ظول المجال:                  

  ،  ُو:  مرنز المجال:                 

 ،  ُو: هطف كعر المجال:ظول                  

 أي:  ، و  ُو مرنز المجال:
3

; 1
2

 
  
 

 المجال: ُذا و ظول 

 ، و مٌَ المجال المعووة: 

بِة نوحل بدكة  :ة( كيمة ثلرً

 ٌشتركان في رقم  بـد امفاضلة ظبـا في نخابتهلٌ امـشرًة،ِان حلِل  ؿددان ظرفاٍصر امسابق حتى هطل إلى مجال، هواضل الح

 ،أي:   ، و  ُو  مرنز المجال:

 ،أي:  ، وُو: مرنز المجال

3 2 0x  

0.5

110

  3 2f x x f   3 3lim lim 2 lim
x x x

f x x x
  

    

   3 3lim lim 2 lim
x x x

f x x x
  

       lim lim 0
x x

f x f x
 



1 2 1 2, ;x x x x 
3 3

1 2x x3 3

1 22 2x x f

  0f  

 0 2 0f  ;0 

 1 1 0f   ; 1  

 2 8 2 6 0f       2; 1   1 2 1   

 ;a bb a

 ;a b
2

a b

 ;a b
2

b a

 2; 1 
3

2

3 27 16 11
0

2 8 8 8
f
 
      
 

3
1 0.5

2
  

3
; 1

2


 
  
 

110

3
; 1

2

 
  
 

5

4


5 125 128 3
0

4 64 64 64
f
 
     
 

1.5 1.25

3 5
;

2 4


 

 
 

   
 
 

3 5
;

2 4

 
  
 

11

8


11 1331 1024 307
0

8 512 512 512
f
 
      
 

1.251.375

11 5
;

8 4




 
 

   
 
 
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 ،أي:  ، و ُو:  مرنز المجال

 ،أي:  ، و  ُو:  مرنز المجال

بِة المعووبة هي:  .أي امليمة امخلرً

 .و باس خـلٌل الحاس بة امبَاهَة نجد: 

بِة نوحل بالدكة امتي ثعوب مٌا، و ُذ يمكن أن هـين كيما لة امخيطَف"جسمى ا باس خـلٌل امعرًلة امسابلة و ثلرً  . "ظرً

لة بشكلِا امـام:  إمَم امعرً

ية امليم المخوسعة أن الحل يحلق:  مرنز المجال امسابق،  ،  هـلم أنميفرض أهيا بٌُا باس خـلٌل مبُر

 ،جالـذا المــــــــــــلم أن ظول ُــــــــــؽ امــــم ، يمكن أن هضؽو بملاحؼة إشارت

 ،جالـلم أن ظول ُذا المــــــــــــــمؽ امـ رت نجد: ــــــــــــــم ابلةـــــــــــو بخكرار امـموَة امس

  حلِلِا اثلل أو جساوي ؿدد ؿلى دكة ؿدد المراث املازمة نوخلس يم حتى نحطل ،يمكن أن وس خًذج من كل ُذا

 ، ا أنـــــــــابق بٌَـــــــــــــ،   مثلا في اهتمرٍن امخعبَلي امسمـياٍ:   أي: 

 .و بامخالي:  و مٌَ: أ( أي:  – 2امتي يجب املِام بها ملإخابة ؿلى امسؤال  يمكن مـرفة ؿدد المراث

 

 :32تمرٍن ثعبَلي 

،منبحـــــــــــــــــــَر من أحـــــــــــل نـــــــــــل:حِر Iدالة مس تمرت و مـرفة ؿلى المجال

.بحَر:منبين أهَ ًوخد ؿلى الأكل ؿدد حلِلي

 حل :

 ــI ال:ـــــؿلى المجرت و مـرفـــــــــــــــــــــــة ـــــــــدالة مس تم  ــبحــــ ، منــلـَر من أحـــــــــــل نـــــــــ

 هونها لٍوع دامخين مس تمرثين ؿلى هفس المجــــــــــــال ، و  رت ؿلى المجـــــــــــــالـــــدامــــة مس تم ،   ؽ:ـــــهض

 أي اٍـــــــمـٌ  كان:ا ـــــــــــــــو لم و  أي: 

ية امليم المخوسعة ًوخد ؿلى الأكلـــــــــــفحس  ومٌَ أمكن نخابة: و ؿوََ    ب مبُر

 .و . ه . م                     ،                                  :بامخالي و     حِر: 

 

 

11 5
;

8 4

 
  
 

21

16


21 9261 8192 1069
0

16 4096 4096 4096
f
 
      
 

1.31

21 5
;

16 4




 
 

   
 
 

21 5
;

16 4

 
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 

41

32


41 68921 65536 3385
0

32 32768 32768 32768
f
 
      
 

1.251.281

41 5
;

32 4




 
   
 
 

1.2 

 0 0;a b0 0

2

a b

0 0

2

a b
f

 
 
 

 1 1;a b0 0

2

b a

n ;n na b0 0

2n

b a

0

0 0

2n

b a



0 02n b a




 2; 1  

1 2
0.5

2n

 
2 2n 1n 

f 0;1I xI   0;1f x 

I f  

fxI   0;1f x 

   g x f x x gI

     0 0 0;1g f  0 0g   1 1 1g f    1 0;1f  0 1f x
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ـــــن  :حـــــــــــول تمـــــــــارً

 ــــاث، ـــــاًــــــــــــــــــِ ـ* امٌ 

 * المس خلِـــــلٌث الملـــــــاربة، 

ـــــــــــــة،   *الاسذـــــــــــمرارً

ية امليم المخوسعــــــــة.   *مبُر
 ،ثم مهمةمحاولا
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 اهنهاياث و المس خليماث الملاربة:
 :21اهتمرٍن 

 حسب اهنهاياث امخامَة:ا

1) 4
lim

1x

x x

x




 

2) 

3) . 

  :حل

4
lim

1x

x x

x

 
 

 
  

  حالة ؾـــــــــــــدم امخـَين، 

 باس خـلٌل امـامل المشترك نجد: إزاهتها:       

1
4

4
lim lim 4

11
1

x x

x x x

x

x

 




 




 

 

                          امخـَين،حالة ؾـــــــــــــدم  ثذهر أن:                                  لأن:

   

 ، و مـــيَ:                                            

 هضـــــــــــؽ:                       

 

 

3)                                             

 . مـياٍ:   لأن

 :22اهتمرٍن 

 امذـــــــــــامَة:حسب اهنهـــــــــــاياث ا

    •      •   •    • . 
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 حـــل:

       حساة اهنهاياث:

  )بامراديان( من امربؽ الأول من أخل كل  من الدائرت المثوثَة يمكن ملاحؼة: •

                  ،        :oabو لدًيا نذلز من المثور اهكبير أي:

               ، أي: و     

 نجد و باس خـلٌل هؼرياث الحصر بجـل ؾيد المرور إلى اهنهاًة وس خًذج  و من

لة ممازلة   ، ، أي: نجد"ثترك نولارئ" و بعرً

 ، 128 ضفحة 22اهتمرٍن الاش خلاق" لاحغ ملاحؼة: يمكن حساة اهنهاًة امسابلة باس خـلٌل مفِوم "

 

• ، 

  امباة الأول، حسب دساثير امخحوًل   ،و ُذا بخغَير المخغير بوضؽ:ولى اهنهاًة الأحسب               

 

• ، 

 ،و ُذا بخغَير المخغير بوضؽ:ولى اهنهاًة الأ              

 

•  

 ــاًة:اهنهــــــــــــــــ ؾٌـــــــــــــــــداذحكون  من nر:ــــــــــحِ هضؽ   lim cos lim cos 2 1
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 ، 

  إلى  ساراًة ثخـوق بم ـــــإذن اهنه نجد اهنهاًة و من أخل:

  ، غير موحودت ؾيدلا جس خلر ؾيد كيمة و بامخالي اهنهاًة  أي 

 

 

2مثلا زوايا مٌاس بةبيفس امعرًلة باخذَار  نذلز يمكن أن هبين ؿدم وحود •
2

x n


  2مرت و
2

x n


    

 نولارئ". الحساباث "ثتركمرت أخرى 

 

 

a

sinx x0x 

 
sin

1 1
x

x


1
cosx

oa
bo

1
sin cos

ab
x x x x

oa oa
   

sin
2 cos

x
x

x
sinxx

 1 2
sin

cos 1
x

x
x

 0x 
0

sin
lim 1

x

x

x


0

sin
lim 1

x

x

x


0

sin
lim 1
x

x

x


2

0 0 0

2sin sin
1 cos 2 2

lim lim lim sin 0
2

2

x x x

x x

x x

xx x  

     
                

    
   
   

2

x
t 

2

2

2 20 0 0

2sin sin
1 cos 1 12 2

lim lim lim
2 2

2

x x x

x x

x

xx x  

    
            

  
  
  

2

x
t 

 cos
x
lim x


2x n

 2 1x n   lim cos lim cos 2 1
x n

x n 
 

   x

 cos
x
lim x




 sin
x
lim x




 و تمارٍن اهنهاياث و الاس تمرار                                                                                                          ؾبد الذَد كواسمَة

 56                                                                                         )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

 :23اهتمرٍن 

 حسب نهاياث الدوال امخامَة ؿلى حدود لٍوؿة امخـرًف:ا

                                                       • 

                                                       •
 

  

                                                       •  

                   •  

                                                       •  

                                                       • 

                  •  

                                                       • 

                                                       •  

 حل:

 حساة اهنهاياث ؾيد حدود لٍوؿة امخـرًف:

•  

 مـرفة مـٌــــــــــــــــاٍ:    
2

1 0x   :أي:   :بامخاليو  أي  

 اهنهاياث:

 

  نثير حدود ؿلى نثير حدود و اهنهاًة ؾيد

 

         أو هدرس إشارت الملام: 

                          ثلترة من أهَ ؾيدما ًلترة هلطد بَ     

 من كيم كرًبة من امطفــــر و  اهكوَة           

 بة،اكترابها من امطفر بإشارت موح ـد حربؽ فيزدا           

•
 

  

  َ:ــــو مٌ و أي: مـرفة مـياٍ:  
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 اهنهاياث:

 

 ، أو في حوار ملارة أفلي لميحنى الدالة الذي مـادمخَ : المس خليمإؾعاء ثفسير ُيدسي مِاثَ اهنهاًةيمكن 

 إشــــــــــــــــــــــــــارت الملــــــــــــــــــــــــــام:ـــوم بدراســــــــــــــــــــــــــــة ــــــهلــــ 

      
     

 ؾيد ملاحؼة الجدول:

 و    

1xالمس خليمين الذٍن مـادهتهلٌ وس خًذج أن  2 وx  مس خليمان ملاربان عموديان مبَان الدالةf . 

•  

 ، مٌـــــــــــــــــــــــــــــَ: و  أي:  مـرفــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة مـٌــــــــــــــــــــــــاٍ:  

 اهنهاياث:

 

 

 

•  

 ، أي:  و  أي:      مـرفة مـياٍ:  

 اهنهاياث:

 

 

 

  إذن:                                :بدراسة إشارت

                                                  ، 
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  إذن:                             :بدراسة إشارت

                               ، 

            ، 

•  

 ،و مٌــــــــــــــَ أي:  أي: مـرفة مـٌــــــــــــــــــاٍ:  

 اهنهاياث:

 

 

• 

ذا محــــــــــــــلق من أحـــــــــــــــــل كل ؾــــــــــــدد حلِلي مـرفة مـياٍ:    ، أي: xوُ

 اهنهاياث:

 

 

  •، 

 ،  مـرفة من أخل كل ؿدد حلِلي أي:  

 

 

•، 

   و مٌَ:   أي: مـرفة مـياٍ  

 هلـــــــــــــــــوم بدراســـــة إشــــــــــــــارت الملـــــــــــــــــــــــــــــــام: ،  و أي:

   دول:الجــــأي أمـكن إوشــاء  ، أي: مـياٍ  و،    أي: مـياٍ  لدًيا:

ة                                     متزاًدتهون الدالة الجذرً
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 أو يمكن اس خـلٌل المرافق أي:
1

1
1

x
x

x


 


1xأي اشارت     1من اشارتx    0مؽ مراؿاث أنx ، 

 

 

  :حالة ؿدم امخـَين

 وس خـمل المرافق:

 

• ، 

 ،   أي: مـرفة مـياٍ  

 اهنهاياث:

 

  حالة ؿدم امخـَين:

 ، إزاهتها باس خـلٌل المرافق:

  حالة ؿدم امخـَين:

 ، ا:ـإزاهته

 :24اهتمرٍن 

 :حِر xق من أخل كل ؿدد حلِليــــدالة ؿددًة تحل 

 

  .ؾيد ما هي نهاًة        
 حل:

تحلق: الدالة لما كاهت
 

 ، 1من تماما أنبر  من أخل كل 

 نجـــــد:  ؾيد المرور إلى اهنهاًة وُـــذا بجــــــل
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 :ثوضَح                                                                                            

 ،(   من أخل كل  )ُذا لأن:                                                    

 

 :25 اهتمرٍن

ف، مؽ دراسة حسب نهاًة الدالةا  المس خليماث الملاربة في كل حالة من الحــــــــــــــــــــــالاث امخامَة: ؾيد حدود لٍوؿة امخـرً

 ، •  و           ،   •

 ، •  و                ،  •

• . 

 حل:

•  ، 

 اهنهاياث:

 

 ،أو ــــارة له في حواركهلـــــ الذي مـادمخَ ًلبـــــــل المس خليم أي مٌحنى الدالة و لدًيا:

 

 ،  لمٌـــــــــــــــــحنى امـــــــــــــــــــــــدالةــــارة عمـــــــــــــــــــــــودي ملــــــــــــــ الذي مـادمخَ وس خًذج أن المســـــــــــخليم

• ،، 

 اهنهاياث:

 

 ، مـادمخَ من امشكل: أو في حوار ماالا ملاربا ًلبل مس خليما أي مٌحنى الدالة و لدًيا:
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 ،يحـــــــــــــــــــــــــنى امــــــــــــــــــــــــــــــدالةلم ملـارة عمــــــــــــــودي  المـادلة ج من ُاثَ اهنهاًة أن المس خليم ذاوس خًذ

• ،، 

 اهنهاياث:

 

 

 ، مـادمذــــَ من امشكـل: أو في حوار ماالا ملاربا ًلبل مس خليما أي مٌحنى الدالة و لدًيا:

، 

 ،اميلعة من لرةبامًيعوق  مٌحنى الدالة

• ، 

 اهنهاياث:

 

   من أحــــل كل: و هلاحغ أن: 

1 و
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 ،في حـــــــوار نى الدالةـــــــارة مااـــــــــل لميحـــــمس خليم مل  أي أمكن اس خًذاج أن: 

 

     بدراسة إشارت الملام: 

        

 ،أي:  

 ، مس خليم ملارة عمودي لميحنى الدالةمـادلة  

 

• ،، 
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   لدًيا:و 

    

          
         

                    

 ،و من أخل كل أي: 

 ،في حــــــــــــــــــــــوار نى امـــــــــــــــــــــــــــدالةــــــملـــــــــــــــــــارة لميح و مٌَ المس خليم ذو المــــــــــادلة

 . ملارة عمودي لميحنى الدالة الذي مـادمخَ و بامخالي المس خليم و 

 :26اهتمرٍن 

   مـرفة نلٌ ًلً: دالة ؿددًة لمخغير حلِلي 

ف الدالة1 فِا،اثم  ( ؿين لٍوؿة ثـرً  حسب اهنهاياث ؾيد أظراف لٍوؿة ثـرً

  حِر: ، ، ( أوخد الأؿداد الحلِلِة2

 

 .ينملارب ًلبل مس خليمين بين أن مٌحنى الدالة         

 
 حل:

 

 ( لٍوؿة امخـرًف:1

  و مٌَ  أي: مـرفة مـياٍ: 
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 ( ؾيد اس خـلٌل املسمة مثلا:2

                                                        
                                                          

  
         

                                                                                                       

  

1 من  xمن أخل كل  أي:

2

 
  
 

، 

 ،و مٌَ: 

 ، في حــــــــــــــــــــــــــــوار مـادلة مس خليم ملارة ماال لمٌــــــــــــــــــــــحنى الدالة  ، إذن: لدًيا:

 . ملارة عمودي لميحنى الدالةهي مـادلة مس خليم  من اهنهاياث المحسوبة سابلا وس خًذج أن

 

 من ؿولٌء امـرة:
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ة:  الاس تمرارً
 :27اهتمرٍن 

 دالة ؿددًة مـرفة نلٌ ًلً:   مخكن

 

 .مس تمرت ؾيد امـدد حتى حكون الدالة  ؿين كيمة   

 حل: 

مـياٍ: فٌحطل ؿلى المـادلة مـياٍ  مس تمرت ؾيد الدالة

 ، 

 أي ؾبارت الدالة هي:

 

 :28اهتمرٍن 

 

  :     المـرفة بامـلاكة  امـددًة هـخبر الدالة

 ،حِر: xل كلـمن أح ( بين أن 1

 . دــــــرت ؾٌـــــــــــــــمس تم  ج أنــــــــــــــــــ( اس خًذ2

 حل:

 ؽـــــــم و بامخالي  : لدًيا  ( مَكن1

، ميحسب اهنهاًة:  ( لدًيا2 
0

lim
x

f x


 

أي:)حسب هؼرياث الحصر(  وس خًذج ةمن المخباًية امسابل
 

مٌَ: و
 

 

 .2مس تمــــرت ؾيد fأي: الدالة

 

 :29اهتمرٍن 

 . حسبا، ثم من أخل كل  ( بين أن2

 

f

2

( ) 2 ; 1,

( ) ; 1.

f x x b x

f x x x x
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f ،2مس تمرت ؾيد  ( ُل الدالة1
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 حل:

1) 

 

 ،مس تمرت ؾيد  إذن

 :( مَكن2

 
 

22

2 2 2 2

sin sin2 sin sin
1 cos sin 2 22

2

xx
xx

x x
f x

x x x x

  
     

    أو يمكن الاؾتماد ؿلى المخبــــاًيةa b a b   

 ب هؼرياث الحصر(. ـــــــــــ)حس ،لأن:   :نجد ؾيد امـــــمرور إلى اهنهـــاًة و بجــــل

 :12اهتمرٍن 

 بــ: دالة مـرفـــــــــــــــــة ؿلى 

 

 .مسذـــــــمرت ؾــــــــــــــــــــــــــــلى بين أن الدالة

 حل:

 نميز الحامخين:

 ،، فِيي مســـــــــــــــــــــــــتمرت ؿلى ن مس تمرثين ؿلىــدامخِ ؾن خداءؾبارت   ، : حكون •

• : 

ف الاس تمرار     :ؾيد ثعبَق ثـرً

 

 ح، ع، ث    ، مس تمرت ؾيد أي

 ، مس تمرت ؿلى خلاضة:

 :11اهتمرٍن 

 بــ: دالة مـرفة ؿلى 

، 

  .مس تمرت ؾيد حتى حكون الدالة ؿين كيمة

 
 

 

2

2

2 20 0 0 0
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 حل:

ف الاس تمرار:  ؾيد اس خـلٌل ثـرً

اٍـــــــــــــــــمـٌ افئ:ـــــــــــو ُذا ٍك مـياٍ: مس تمرت ؾيد 

    ،و مٌَ 

 ثطبح ؾبارت الدالة:

. 

 :12تمرٍن اه 

ف:                  ثـــــــرً

 ،أو   و ىرمز له بــ:  الذي يحلق: امـدد امطحَح وسمي الجزء امطحَح نوـدد الحلِلي •    

  مثال:

 : حساة:      

  ؿوََ: و             لدًيا:  
  : ؿوََ  و                          

  :اس خًذاج يمكن أي  لدًيا: من لاحغ من أخل كل ؿدد

      و   ؿوََ:                            

   و   ؿوََ:                       

ف الدالةاواحد ايمكن ملاحؼة أن كل ؿدد حلِلي يملس حزء ضـحَح•    كل ؿدد و امتي حرفق ب المـرفة ؿلى ، أي يمكن ثـرً

 لجزء امطحَح له، باحلِلي 

 ، و اهتمثَل امبَاني مِذٍ الدالة ُو:   ٍكون: من xمن أخل كل :أي
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ة الد  امخامَة: والأدرس اس تمرارً

 ، ؿلى (1

 ،ؿلى (2

 ،ؿلى (3

 ،ؿلى (4

 ؿلى ( 5

 حل:

ة الدوال:  دراسة اس تمرارً

 ؿلى (1

 نـــــــــــــل ؾــــــــــــــــــــــــــدد صحَح،رت ؾيد ــــــــــغير مس تم أي اــــــلدًٌ مَكن •

 لدًيا  •

 ،  مس تمرت ؾيد أي

 ذمــــــــــــــــــــــــم،ـــــــــــــــــــــد و اهتمثِـــــــــــــــــــــــــــــل امبِــــــــــــــــــــاني امســــــــــــــــــــــــــــــــــــــابق ًؤنــــــــــ

 ،ؿلى (2

 دون رمز الجزء امطحَح: ىكذب الدالة

   ، فإن:حِر: مَكن: •

 :الحالاث تمَيز وحب و بامخالي أي: فِكون: 

 و ( فإن:  أي:)  أ( 

 

   و  :فإن(  :أي)  ة(

 

 و :فإن(  :أي)   ج(

  

 ، املعـة مٌخطف أن ثذهر

 ،   و :فإن(  :أي)   د(
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 ، و امخالي أمكن نخابة:

 من امواضح:

 ،لأنها ؾبـــــارت ؿلى دالة زـــــــــــــــــــابخة، حِــــــــــــــــــــر  ؿلى كل مجال من امشكل: اس تمرار الدالة •

 ، خعِـــــة، حِــــــــــــــــــــــــرة ــــلأنهــــــــــــــــا دام ؿلى كل مجال من امشكل: اس تمرار الدالة و •

ة ؾيد و  ميدرس الاس تمرارً
2 1

2

n 
 : 

•: 

 غير مس تمرت ؾيد كل ؾـدد صحَح غير مـــــــــــــــدوم، إذن الدالة و  

ا ؾيد امطفر،  في حين هلاحغ اس تمرارُ

•
2 1

2

n 
: 

   

 من  nحِر  ؾيد كل ؿدد ناظق من امشكل:غير مس تمرت  أي 

 و امشكل امخالي ًوضح ُذا: 

 
 ،ؿلى (3

 ن:لدًيا الحامخا

 : مؽ •

 ، مس تمرت ؾيد  أي

••: 

 ،و  
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 غير مس تمرت ؾيد كل ؿدد صحَح غير مـدوم،  إذن

 ، ؾٌـــــــــــــــــد  ــرارأي اس تمــ أما ؾيد امطفر فِكون:

 امشكل:لاحغ 

 
 ،ؿلى (4

 ن:لدًيا الحامخا

 ،: مؽ •

 ،مس تمرت ؾيد  أي

••: 

، 

 ،  مس تمرت ؿلى إذن الدالة

 

 ،ؿلى ( 5

 نميز الحامخين:

 ،خعَة "نثير حدود"مس تمرت لأنها  : الدالة•

 

f
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•• :   
*

lim 0
x n

f x n f x
 

   غــــــير مس تمرت ؾيد كل ؿدد صحَح غـــير مـــــــــــــــــــــــــــــــدوم،   أي 

•••:   
0

lim 0
x

f x f x


   مس تمرت ؾيد ، أي ، 

 
 :13اهتمرٍن 

  مـلاكة:       با المـرفة ؿلى مخكن الدالة

ة الدالةا( 1  ،درس اس تمرارً

 . حسب:ا( 2

 حل:

ة الدالة( دراسة 1  :اس تمرارً

 :الحالاث هنميز ، من أخل مَكندون رمز الجزء امطحَح:  نخابة الدالة

 ،، أي:  ٍكون: •

 أي:  ٍكون: •
1

1
1x

 
   

 ،   و مٌَ 

 :أي :و مٌَ ٍكون:  و •

       :هوخص بــــــــ

 

 نميز الحالاث امخامَة:

 ـــــــــــــدومة،دامــــــــــــــــة مس تمرت ؾـــــــــــلى ُـــــــــــــــــــــذا المجـــــــــــــــــــال لأنهـــــــــــــــا مـــــــــ : إذا كان •

 المجــــــــــال لأنهــــــــــــــــــــــــــــا دالة ثــــــــــــــــــــــــآمفِة،ذا ــــــــدالة مس تمرت ؾـــــــــــــــــــــــــــــلى ُ  : 0xإذا كان •
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 لى ُذا المجال لأنها دالة ثآمفِة،دالة مس تمرت ؿ : إذا كان: •

 : إذا كان: •

 ، لأخل ُذا نميز الحامخين:1بكفاًة من امـدد  اكرًب مَكن امـدد الحلِلي

  :الحالة الأولى

n)هلاحغ أن حِرًوخد    ٍكافئ ) 

 مذياكطة تماما ؿلى المجال امسابق أمكن نخابة:  و هون   و بامخالي:

  

         أي:                                              

nبجـل    و حسب هؼرياث الحصر ٍكون:  نجد:  ٍكون 

، 

  :الحالة امثاهَة

 ( مـياٍ )هلاحغ أن حِرًوخد 

 متزاًدت تماما ؿلى المجال امسابق نجد:  و هون   و بامخالي:

  

 أي:                                                        

 و حسب هؼرياث الحصر ٍكون:  نجد:  ٍكون بجـل 

، 

 .أي: 

 ،  1 مس تمرت ؾيد الخلاضة:

ة ؾٌــــــــد •  :مــــــــؽ بلي أن هـــــــــــدرس الاس تمـــــرارً

 

 .مؽ غير مس تمرت ؾيد كل كيمة أي

 لاحغ امشكل:
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 امـبــــــــــــــــارت امسابلة.وُـــــــــــــــذا من  و  ( 2

 

 :14اهتمرٍن 

  بــ : مـرفة ؿلى ؿددًة دالة 

 دون رمز امليمة المعولة، نخبب( 1

 ؟مس تمرت ؾيد ( ُل2

ةا( 3  .ؿلى المجامين: درس اس تمرارً

 

 حل:

 لدًيا :مَكن

 

ة الدالة ؾيد2  :( دراسة اس تمرارً

ـــــــا ؾٌــــــــــدُلٌ،  غير مـرفة ؾيد امليمخين:دالة     و ُذا كاف نوحـــــــكن ؿلى ؾــدم اس تمرارُ

 مس تمرت ؾٌــــــــــــــد امطـــفر،  أي امـــــــــــــــدالة :أما ؾيد

 ،   غــــــــير مس تمرت ؿلى المجــــــــــــــــــال ،  أيغير مس تمرت ؾيدٍ امتي  إلى المجال ( هلاحغ اهتماء امـدد3
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 ،5و ٌســــــــــــــــــار  2و ؾــــــــلى يمين  مس تمرت ؿلى المجال المفذــــــوح و بامخالي أي:   •

 :15اهتمرٍن 

 بــ: المـرفة ؿلى مخكن الدالة

 

 ،ن: ــؿلى المجامِ الدالة س تمرارا درسأأ( 

 .دــــــــون الدالة مس تمرت ؾٌــــــحتى حك ة( ؿين كيمتي

 

 حل:

 ــو هي ؾ  حكون مَكن: •أ(     ؿلىينـــــــــين مس تمرثـــــــــــدامذ ؾن ضرةبارت ـــــــ

 ، مس تمرت ؾــــلى إذن

  ؿلى دالة ثآمفِة مس تمرتلأنها  رت ؿلىــــــــو هي دالة مس تم ونـــــــــــحك ن:ــــــــمَك •

 ،و بالأخص ؾــــلى

 :2مس تمرت ؾيد  حتى حكون الدالة ة( ثـَين كيمتي

، لدًيامـياٍ 2مس تمرت ؾيد   لدًيا   
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 .  أي: نجد:  بـد حساة اهنهاًة: و و من
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 :16اهتمرٍن 

من المجال و من أخل كل ؿدد حلِلي حِر: المس تمرت ؿلى المجالمخكن الدالة 0;1: ، 

 .حِر:  من المجال ًوخد ؿدد حـــلِلي بين أهَ من أخل كل ؿدد ظبَـي

 

 حل:

    حِر: مس تمرت ؿلى المجالدالة  

  المجــــــــــــــالمس تمــــرت ؿلى  لدًٌــــــا:  ؽ:ــــ، هض نـــــــمَك

 و  لأنها حرهَب دوال مس تمرت ؿلى هفس المجال، 

 

 حسب المـعَاث، أي لدًيا

 و 

 

ية امليم المخوسعــة ًوحــــــــــــــــــــــد  أي: أي: حِر حسب مبُر
 

 

 

 و . ه . م

 

 :17اهتمرٍن 

وبحِـــردالة مس تمرت ؿلى المجال

بحِـرمنc بين أهَ ًوخد ؿدد حلِلي •                 

 حل:

  هضؽ:

 و ؿلى المجال امسابق لأنها لٍوع دوال مس تمرت  مس تمرت ؿلى المجالدالة  

 
 من المـعَاث،                                                            

ية امليم المخوسعة ًوخد ؿلى الأكل أي:    أي حِر: من حسب مبُر

 . مو. ه
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:18اهتمرٍن 

وبحَردالة مس تمرت ؿلى المجال:

بحَر:منبين أهَ ًوخد ؿدد حلِلي•                

 حل:

 ،هضؽ

  و و ،ابقـــامسال ـــؿلى المج مس تمــرتدوال  لٍوعلأنها  مس تمرت ؿلى المجالدالة  

ية امليم المخوسعة ًوخد ؿلى الأكل  أي:  ، أي: حِر:  حسب مبُر

 و . ه . م                   

 من ؿولٌء امـرة:
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 : الخامسأُداف الدرس 

 ،اكِةـــــــــــوم الاش خلـــــــــمفِ •

 ،الاش خلاق من اٍيمين و اًُسار •

 ،ةـــــــــة المش خلــــــــــــــــــالداً •

 ،رارـــاق و الاس تمــــــــالاش خل •

 ؿلى الاش خلاق و مش خق مرهب داًخين.اًـمََات  •
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 و تمارٍن ؿَََ الاش خلاق                                                                                                               ؾبد الحمَد كواسمَة

 111                                                                                                               )الجزء الأول( اًرياضَات و اًبكاًوريا

 

 الدرس الخامس:

 وشاط اس خىشافي: 

في اًسلوط الحر لجسم ما ٍىون لدًيا:
 

 ، اًزمن اًلازم ًلعؽ المسافة المسافة الملعوؿة، و  حِر:

 زمن اًوضول، الجاذبَة، و 

 ، ؾيد اٌَحؼة لعؽ مسافةً، و ًلعؽ الجسم مسافة ؾيد اًزمن

 ، و بين اٌَحؼخين حسب اًسرؿة المخوسعةا( 1

 ا؟ـــــــــــدٍ مٌاسبـــــي تجــــــ؟ ُي يمىٌم اكتراح ح ( ُي اًسرؿة المخوسعة ثـعَيا ملدار اًسرؿة ؾيد اٌَحؼة2

  ( لأخي ُذا هضؽ:3

 ، بدلالة  حسباأ(       

 ؟الــــــــــثـرف دالة ؿلى المج ، كي لماذا1أمىن ىزع الدًَي  هَفي من اًفترة ب( لما كان     

 ثـجدٍ مٌاس با. أؾط اسلٌ ًــ ؟  دون أن ثـعى ًيا ؾبارة ؾبارة ج( ُي يمىن الحطول ؿلى     

  

 ثـََق:                                                                                              حي اًًشاط:      

  زمن،هلاحغ أن المسافة دالة في اًــــــــ                                                          مؽ لدًيا:

 المـادلة بخعبَقيمىن الحطول ؿلى ُذٍ                           :                                                  ( حساب1

   اهين إسحاق هَوحن المدروسة في اًفيزياء.كو                                                                                                

      

 . في اٌَــــــــحؼةا وضفا ٌَسرؿة ــــــــو هون الحرنة غير مٌخؼمة، فِيي لا ثـعٌَ اًسرؿة المخوسعة في اًفترة ( تمثي2

 يمىن اكتراح:

 ة،ـــــــــــــدك د اٌَحؼةـــــازداد وضف اًســـــــــــــــــــــرؿة ؾٌ  كرًبة من اٌَحـــــــــــــــــــــــــــــؼة كلــــــــــــلٌ كاهت اٌَحؼة

 ،و ىرمز ًِا بــ "اًسرؿة اٌَحؼَة"و اًتي سًسميها  ثـعي اًسرؿة ؾيد اٌَحؼة ( حسب الاكتراح اًسابق فإن3

 : بدلالة أ( حساب    

 ،يا:ـــ لدً 

، و يمىن ملاحؼة أن كل لحؼة من اًفــترة 1الدًَي أمىن اًخخلً ؾـن و لا يخضؽ لأي شروط من اًفترة هَفِا ب( لما كان  

 و ُذا ًـرف دالة، وحِدةاًسابلة ثلابَِا سرؿة لحؼَة 

 ، فِيي ثـذــمد اؾذــــــــــــــلٌدا كلَا ؿَيها نأنها جش خق منها،دون أن ثـعى ًيا ؾبارة ج( ًن ىتمىن من الحطول ؿلى الدالة  

  الدالة المش خلة،و ًِذا وسميها 

 اضي                          ــــسوف هخعرق لمفِوم اًخف *                              *ًؼِور مفِومي الاش خلاق و اًخفاضي امثي ُذٍ المسائي كاهت دافـ

 والي،ـــــــــــــــــالدرس الم في                                                            مسألة إيجاد اًسرؿة مهلٌ كاهت كاهون الحرنة، •أي:   

ب  "مسألة إيجاد الملٌس لميحنى ما  •و نذلك   ، "ة ـــــــــــدالة باس خـلٌل دالة ثآًفِأي أي ثلرً

ر ُذٍ المسألة  ُو الإخابة ؿلى اًسؤال اًخالي:** و كد كادت كلخا المسأًخين إلى مسألة واحدة و حوُ
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 دالة مـعاة،    سؤال:

 ؟باًًس بة ًخغير المخغير ُي يمىن إيجاد دالة أخرى و اًتي وسميها "الدالة المش خلة" و اًتي تمثي سرؿة ثغير الدالة

 

 بٌــــــــــــــــــــــاء المـارف:    

 

 من اًخاريخ:                                                             ًلإخابة ؿلى اًسؤال اًسابق هـرف:    حواب: 

 أول من   د هَوحنــــًـ                                                                                        

 ا ؽ المسألة** اًسابلة، نلٌ ظرحهـــــــــوض                                                                                اًـدد المش خق: 

 ، بطـــــورة  َبًِتزــ ً                                       ، ، و وحــــــال مفذــــــــدالة مـرفة ؿلى مج 

 مشابهة في س بـًَِات و ثماهَات اًلــرن             ،موحودة  في مـياٍ كابلة ًلاش خلاق ؾيد هلول أن 

  و ٍىن فيرما اًسابؽ ؾشر،                             نلٌ ًفضي اًبـظ()أو                

 ا ـــــو غيرهم و باسكال             .ؾيد و ٌسمى اًـدد المش خق ٌلدالة و ىرمز ٌَـدد المحطي ؿَََ بــ  

 طـــكاهوا كد أوخدوا في أواس من اًـَمـاء                  سؤال: هَف يمىٌيا مشاُدة اًـدد المش خق ُيدس َا، )لاحغ الدرس اًخالي(

 ادـــؾشر كواهين مـَية لإيج اًلرن اًسابؽ                                                                                      ملاحؼة:

ف اًسابق محللإذا  •  x ا من أخيــكان اًخـرً a  أوx a نثيرة، دوال  مش خلات   بلةكا هلول أن 

 ورـو كد اخذتم هَوحن و ًَبًِتز ُذا اًخع                                          ؿلى اًترثُب، ليمة اً أو ٌسار ًلاش خلاق من يمين  

 ة  ــــــــــة ٌَمش خلـــــفأدخلا المفاُيم اًـام    ار وـــــــــاق من اٍيمين و اًُســـــــمـياٍ كابلة ًلاش خل  اق ؾيدــــــــكابلة ًلاش خل • 

 ا وضـــــا اًرمــــــوز اًتيــكم و اًخفاضــي.                                              

 الحسابِــــــة اٍىثِــــرة، جسِي اًـمََات                                            اًلابََة ًلاش خلاق ؿلى مجال و الدالة المش خلة ؿَََ:

 و ظورا مفِوم و ظرق حساب اًخفاضي    د كلـــــــإذا كبَت الاش خلاق ؾٌ كابلة ًلاش خلاق ؿلى المجال المفذوح هلول أن الدالة 

 ورٍ،ـــــي ثعــــــأؾؼم مراح بَــــــفحتى    د، ـــــق وحِــــــبـدد مشذ الــــمن المج ؿددالي يمىن إرفاق كل ــــــــــو باًذمٌَ،  هلعة 

   :أي هـرف الدالة المش خلة 
 

:f I

x f x

 


                                            يـــــا حســـــاب اًخفاضــــوكد اس خخدم    .                                       

 في حي اًـدًد من المسائي اًِيدسِـــة،                                                                                                

 اًيلـص زالد ــــــو ًل ،ةــــــو المَكاهَىِ   :ملاحؼة

 في اًسرد الميعلي الدكِــــق في اًلــــــرن المجال المغَق مثلااذا هضعر إلى فذح ــــــــــــعرح نثير مٌا اًسؤال اًخالي: لمـــــــً 

 .اًخاسؽ ؾشر فلط                                                                             أزياء الاش خلاق؟  

 حواب:

ح المجالـــــــؾيدُا، وؿَََ وحب فذ خقاًتي وش  رب من اًيلعة مفِوم ًـتمد ؿلى اًيلاط اًتي حىون باًل الاش خلاقيمىن ملاحؼة أن  

 ، أو  ًُس ًِا مـنى إذا نــــــان لأن اًطورة 
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 ابؽ ٌَملاحؼة:ـــــث

                                                                                    :  الات خاضة يمىن حرك المجال مغَلاو ُذا لا يميؽ من ح

 كابلة ًلاش خلاق،   fفي مجال آخر حىون فَِ الدالة تماما إذا كان محخوى •
 . و ؿلى ٌسار ًلاش خلاق ؿلى يمين ةو كابَـإذا كاهت الدالة كابلة ًلاش خلاق من أخي كل هلعة من المجال المفذوح أو •

 

 الاش خلــاكِة :لاكة بــــــــين الاسذــــمرار و اًـــــ  

 فِيي مس تمرة ؾيدُا، ليمةكابلة ًلاش خلاق ؾيد اً  كاهت الدالة إذ           

  لأن:

   أي: مـياٍ كابلة ًلاش خلاق ؾيد 

 أي: ؾيد المرور إلى اٍنهاًة نجد: :مـياٍ

 .  مس تمرة ؾيد و باًخالي الدالة 

 

 ملَوب و حرهَب دوال كابلة ًلاش خلاق؟سؤال: ُي يمىن حساب مش خلة لٍوع و خداء و كسمة و 

ية:  إًَم المبُر

ية     )الاش خلاق و اًـمََات(:   مبــــــــرُ

 ، ؾيدئذ: دالة كابلة ًلاش خلاق ؾيد ، وداًخين كابَخين ًلاش خلاق ؾيد  و ًخىن

 ، و دــكابلة ًلاش خلاق ؾٌ •

 ، و كابلة ًلاش خلاق ؾيد  •

 خعي هلول أن مؤثر الاش خلاق

 ،و كابلة ًلاش خلاق ؾيد •

 ،حِر: و كابلة ًلاش خلاق ؾيد •

 ،حِر:   و كابلة ًلاش خلاق ؾيد •

 ،و كابلة ًلاش خلاق ؾيد •

 

 :11تمرٍن ثعبَلي 

ية اًسابلة.أزب               ت ما جيء بَ في المبُر

 

 حـي:

 :كابلة ًلاش خلاق ؾيد ، ون ًلاش خلاق ؾيدداًخان كابَخا و 

  : ؾيد ؿلى الدالةالاش خلاق ثـرًف ؾيد ثعبَق  •
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  كابَخان ًلاش خلاق ؾيد و الداًخين أن هون                                                                                     

 ،و كابلة ًلاش خلاق ؾيد أي:

فؾيد ثعبَق •  :ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرً

 

 ،كابلة ًلاش خلاق ؾيد                                                                                       

 ،و  كابلة ًلاش خلاق ؾيد أي:

فؾيد ثعبَق • :           ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرً

 

 

        

                                         

 كابَخان ًلاش خلاق ؾيد و الداًخين أن هون                                                                                      

  ،مس تمر ؾيد  و                                                                                                              

 ، و مٌَ: دالة كابلة ًلاش خلاق ؾيد أي:

فؾيد ثعبَق •   ، حِر:ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرً

 

                                  

                                                       

                                

 ،مس تمرة ؾيد، وكابَخان ًلاش خلاق ؾيد  أن الداًخين هون                                                       
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 و  ة ًلاش خلاق ؾيدـــكابَ أي:

 :، هعبق مش خق حاضي اًلسمة ؿلى اًـــــــدالة لدًيا •

                                             ، 

 :ؾيد هعبؽ اًخـرًف ؿلى الدالة •

 

 ؾـــلى  و  ًلاش خلاق ؾيدكابَخين و ، و لما كانؾيد ةمس تمر  هون فإن  هـلم أهَ إذا كان

  :ونٍىاًخوالي 

 .و  ًلاش خلاق ؾيد كابلة الدالة ىونحوباًخالي 

 ملاحؼة:

 ـون ًِا مـــــنى،ــــب أن ٍىو اًتي يجــ ، إذ ضربيا فيلمعَوببإػِار ؾياصر جساؿدنا ٌَوضول إلى ا قميا في

 ـا، ـــــا ثوػَفِـــــــــــــــثابخة تجـي اًًس بة اًسابلة ًُس ًِا مـنى و باًخالي لا يمىٌٌ بساظة يمىن أن هلاحغ أهَ ؾيدما حىون الدالة  

لاحغ المخعط اًذـــــــــــالي: ،حىون نذلك ثابخة إن اًــدالةفي ُاثَ الحالة 

)لاحغ اًخعبَق اًثاني( دون المرور بحالة اٌَبس  أي: 

 "لاحغ أن ُاثَ الحالة لا تمس بـمومِة اًلاهون المذهور". اًسابلة،

  :12تمرٍن ثعبَلي 

 محددا مجال الاش خلاكِة: ب الدالة المش خلة ٌلدوال اًخاًَةأحس ،باس خـلٌل اًخـرًف

 ،ثابت حلِلي ،................................................ حِر:   •

 ،ؿدد ظبَـي،...........................................   حِر: •

• ............................................................................. ، 

• ....................................................................... ، 

• ........................................................................، 

 

 :حي

 مؽ  تحدًد مجال الاش خلاق:  ، الدوال المش خلةحساب باس خـلٌل اًخـرًف 

  د: ــــــاق نجـــــــــف الاش خلــــــــــــؾيد ثعبَق ثـرً ، ًَىن •
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 ـال الاش خلاقمجأن كل حسم ثابت ًُست له سرؿة، حِر  ،فيزيائَا او ؿَََ مش خق أي كمَة ثابخة جساوي اًطفر، و ًبدو واضح

  و مٌَ : ًَىن •

 

                   

و    ،ُو أي مجال الاش خلاق                                                     1nf x n x     1مؽn  

 مؽ تمارٍن:اًثذهر اًـلاكة المِمة اًتي نحخاج إٍيها في بـظ 

• 

فا:بداًة ًَىن   :  لدًيا ثـرً

 

 :1ؿلى يمينبلي أن هدرس كابََة الاش خلاق 

 

 ، ، وأي مجال الاش خلاق             ،1غير كابلة ًلاش خلاق ؿلى يمين و باًخالي

 :ًَىن •

 

 ،في اًباب الأول راحؽ دساثير اًخحوًي                              

  ، وأي مجال الاش خلاق                                      

 : ًَىن •

 

                            

 ، و  أي مجال الاش خلاق                          

 ملاحؼة:

ف الاش خلاق في كل مرة،  ية و مش خق بـ ٍىنًن وس خـمي ثـرً  رٍن ــــا ورد في اٍتمـــثي م ـوفة، م ـــظ الدوال المأًــــس يـتمد ؿلى المبُر

  لدراسة إشكاًَة رياضَة "من دراسة دوال ... الخ". 2اًخعبَلي 
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 :13اٍتمرٍن اًخعبَلي 

 ،ؿلى درس كابََة اش خلاق الدالةا 

 

 حــــــي:

 ٍنميز الحالات اًخاًَة:  دون رمز اًليمة المعَلة: نخابة الدالة

  حىون: * 

 ،و   الـكابلة ًلاش خلاق ؿلى المج الدالة

  حىون ** 

 ،و  كابلة ًلاش خلاق ؿلى المجال الدالة

ف لاخذب  :1اق ؾيدـــــــــار كابََة الاش خلـــــ*** ًًس خـمي اًخـرً

 

 ،أي:

 ،1ًُست كابلة ًلاش خلاق ؾيد  و مٌَ الدالة

 خلاضة:

 .كابلة ًلاش خلاق ؿلى الدالة 

 

 

 ؿَيها ٌَيجاح. اضيؽ اًيجاح من الإخفاكات، خِبة الأمي و اًفشي ُلٌ من الدرخات اًتي حرثلي
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 :اًسادس أُداف الدرس

 ،خفسير اًٌِــــدسـي ًلاش خلــــاقاً  •

 ،ـــادًـــــــــــــة اًــــملٌسمـــــــــــ •

ـــ • لـــــــــــــــــــة أوً  ،ـــــــــــرظرً

 الة الاش خلاق ؾيد كيمة حلِلِـــةحالات ؿدم كبول د •

 ،و اًخفسير اًِيدسي ًِا                 

 ،ــــــــــيرالاش خلاق و اتجاٍ اًخغ •

 ،اًخفاضي و اًرؤًة اًِيدسِــــــة •

 ،هلعـــــــة الاهـعــــــــــــــــــاف •

 خعـــــــوات رسم مٌحـنى دالة. •
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0 1

1

x

y

 الدرس اًسادس:

  .في الأذُانظرحها دبادر ظرحت فَِ، و أخرى ً  جَب ؿلى أس ئلةُذا الدرس امذداد ٌلدرس اًسابق إذ س ي 

 : ما اًخفسير اًِيدسي ًلاش خلـــــــــاق؟الأولاًسؤال  •

 حواب:

،في مس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس الميحنى الممثي ًِا ، ، والمـرفة ؿلى المجال المفذوح ًخىن الدالة

  بــــــــــــور اًتراثِـــــــــلمح غير مــــواز اس الميحنى ؾيدــــــــــمم 

               غ اًبَان:ـــــلاح  تخخَف ؾن فاضَتها هلعة مذحرنة من 

                    ٌَميحنى ًـعى باًـلاكة: اظؽـــــــــــــــمِي اًل

ذا من جهة اًِــــــــــمين أو اًـــــُس  من كللٌ كربيا اًيلعة -       ارــوُ

 ــهلاحغ أن م   من اكرًب بـــجـي    َي كل كاظؽ ًلترب مـــن مِي                            ـــ

  :رــــــــــــــــــــحِ أي: اســــالمم  

          ،المس خليمِــي لم  رمزنا بــ   

      أخرى لدًيا:ُذا من جهة و من جهة 

ذا حس ف الموضــــــــــــــب اًخـــــــــوُ  وع في الدرس اًسابقـــــــــــــــــرً

 ٌلدالة ؾيد اًيلعة المش خق ؾيدُا. أي اًـدد المش خق ما ُو إلا مِي الملٌس

 

 ؟اًسؤال اًثاني: ُي يمىن ثـَين المـادلة الدٍكارثَة ٌَملٌس    

 حواب: 

 ، و هـلم اهتماء اًيلعةأي أمىن نخابة: مساو ًــ اًخفسير اًِيدسي أن مِي الملٌسرأًيا في 

،أي أمىن ثـَين اًثابت   b f a f a a   ةــــاًتي ثعَب في تمارٍن مخخَف ؾيد ؾيد اًخـوًظ نجد المـادلة اٍنهائَة ٌَملٌس: 

 

 
 

 تمرٍن ثعبَلي:

 :ؾٌـــــــــــــــد اًيلعة الحــــــــالات اًخاًَة مــــــــــــادلة الممـــــــــــاس ٌَــــــــــــــــــــــــــدالةأوخد في كل حالة من 

 ،ؾيد  •

 ،ؾيد  •

 ، ؾيد  •

 .ؾيد  •
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 حــــي:

  إيجاد مـادلة الملٌس في كل حالة من الحالات اًخاًَة: هـلم مما س بق:

 ،   و مٌَ  كابلة ًلاش خلاق ؿلى  •

و باًخـوًظ نجد:
 

 

  و مٌَ  كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

و باًخـوًظ نجد:
 

 

   و مٌَ  كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

و باًخـوًظ نجد:
 

 

   مٌَ و  كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

و باًخـوًظ نجد:
 

 

  :ُامة ملاحؼة   

ب ٌلدالة  ،ب منــــــــكرً ر:ـــــحِ  أي:  وارـــــــــــفي ح ًـد الملٌس أحسن ثلرً

 ٌسمى ثلرًبا ثآًفِا.

بي لميحنى الدالة بِة فىرة رسم بَان ثلرً صراحة في حين أؾعَت ًيا مش خلتها و  دون مـرفة ؾبارة ثوحي ًيا ُذٍ المساواة اًخلرً

 ضورة هلعة بواسعتها، 

لة بـ ير ظرًلة"جسمى ُذٍ اًعرً  "أوً

 

 ، حِر: و داٍتهـــــــــــــــــــــــــا المش خلـــــــــــــــــــــــة المـرفـــــة ؿلى ًخىن الدالة اًخوضَح:إًَم ُذا 

بي لميحياُا ؿلى المجال   ،حِر: المعَوب إوشاء رسم ثلرً

 هدبؽ الخعوات اًخاًَة:

 "خعوة "مثلا ، و وسمي ُذٍ اًليمة  1.5إلى مجالات حزئَة ظول كل منها  هلوم بخلس يم المجال •

 هـلم بداًة اًيلعة •

 

و  لى الملٌس بسِم بداًخَ اًيلعةـــــــــو سوف هـبر ؾ  ىرســــم الملٌس ؾيد اًيلعة المـَمة من اًواضح أن مِله •

  )لاحغ اًشكل(  و الملٌس المرسوم و اًتي ىرمز ًِا بــ الذي مـادًخَ نهـــــاًخَ هلعة ثلاظؽ المس خليم

 

ذا اؾتمادا الميتمَة إلى مٌحنى الدالة  من اًيلعة  يمىن ملاحؼة كرب اًيلعة• بِــــة ؿلى المساواة ، وُ المذهورة اًخلرً

 ،نى الدالةــنأهيا ؾَيا هلعة أخرى لميح و ىىون بهذا (1 في حوار 1.5)لأن  اًسابلة في الملاحؼة

 

 ؽ ــــــثلاظــــة ، و هـين هلع أي مِله س ؾيد اًيلعةلٌثم هـَد هفس اًـمي و ُذا برسم المس خليم الموازي ٌَم •

بي مؽ اًـَ ًخىن اًيلعة الذي مـادًخَ مؽ المس خليمُذا الأخير   م أن:ـــــــــــــــــــو اًتي تمثي هلعة أخرى ًرسم الميحنى اًخلرً
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 ،في حوار حِر: 

حِر  حِر:حتى هطي إلى آخر هلعةُىذا  7.5f ة ســـــــابلا،ــمحسوبــــ 

 )هفضي اًرسم مباشرة دون المرور بالحسابات اًسابلة(: حغ اًشكل اًخاليلا

 

 

 

 2 

 1 
 

 0 

 

 

 

 

بي المعَوب، كللٌ كاهت الخعــو باًربط بين اًيل  ـــــــــــــــــــان اًرسم أدق.ــوة ضغيرة نــــــط بخط سَس نحطي ؿلى الميحنى اًخلرً

 

 اء اًـرب:ـــــــــمن ؿَم
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   حالة؟نـــي اًِيدسي في  خفسيركابلة ًلاش خلاق، وما اً ُي يمىن أن هذهر الحالات اًتي حىون فيها الدوال غير  اًسؤال اًثاًر: •      

 حواب:      

 غير كابلة ًلاش خلــــــــــاق ؾٌـــــــــــــد ُــــــــــــــــــــذٍ اًليمة،  fهلول إن الدالةاٍنهاًة غير مٌتهَة•

  :اًخفسير اًِيدسي

 اًشكل:  نلٌ ًؼِر في، هلعة ثوكفاًتي جسمى  ًلبي مماسا موازيا لمحور اًتراثُب ؾيد اًيلعة ذات الإحدازَات مٌحنى الدالة 

 

 

 

 

 

 

  ،  هضعر إلى تميز الحاًخين: :ؾيد حساب اٍنهاًة•

 غير كابلة ًلاش خلاق ؾيد ُذٍ اًليمة،  fهلول الدالة 

  اًخفسير اًِيدسي: 

                                               اًيحو: ؿلى لٌ الدٍكارثَةمـادٍته، و ثـعى الميحنى ًلبي هطفي مماسين ؾيد اًيلعة
  

 "هلعــــــــــــة زاوًــــــــــــــــة" جسمى اًيلعةو 

 غير موحودة: اٍنهاًة•

 ،ًلاش خلاق ؾيد ُذٍ اًليمة غير كــــابلة fالة هلول أن الدالةــــــــــــأي لا جس خلرّ ؾيد كيمة حلِلِةّ، نذلك في ُذٍ الح 

 ة.ــــــــوار ُذٍ اًيلعـــــــــــــــــــــفي ح اـــــــــــــــــــــم اتجاُــــــــــــلا تمَ مٌحنى الدالة يمىن ثفسير ُذا ُيدس َا: و

 

 ملاحؼة:    

س خًذج من عمَيا اًسابق أن مفِوم الاش خلاق مفِوم ُام خدا، إذ بفضله نحدد الاتجاٍ الذي ٍرثبط بالمٌـــحنى ارثباط وزَلا، و يمىن أن 

 باخذطار لا يمىن رسم أو حتى تخَي مٌحنى دالة غير كابلة ًلاش خلاق ؾيد كل هلعة، لاحغ المثال اًخالي الذي ًلـرب اًفىرة:

 ، 

 نــــلٌ بٌَـــــا ســابلا غير موحودة :اٍنهاًة لأن المس تمرة لا ثلبي الاش خلاق ؾيد اًليمة الدالة

 إلى هلعة أخرى لأهيا لا هـرف الاتجاٍ الذي يجب أن هدبـَ، و لحسن الحغ ؾيد الابخـاد كََلا  1و باًخالي لا يمىٌيا الاهخلال من اًيلعة

 .fيمىن تحدًد الاتجاٍ و باًخالي رسم الميحنى الممثي ٌلدالة 1اًيلعة نؾ
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 ؟ما فِي يمىن الاؾتماد ؿَََ لدراسة ثغيرات دالة ،اًسؤال اًرابؽ: بما أن الاش خلاق مرثبط بالاتجاٍ 

 حواب:

ية اًتي تجَب ؾن ُذا اًسؤال:إًَم ُذٍ الم  بُر

ية:    مـــــــــبُر

 :دالة كابلة ًلاش خلاق ؿلى مجال 

 ،Jمن xمن أخي كل  مـياٍ من Jجالـــمتزاًدة تماما ؿلى م هلول أن •

 ،ي كلـــــمن أح  مـياٍ من Kمذياكطة تماما ؿلى المجال هلول أن •

 .ي كلـــــــمن أح مـياٍ  من Lابخة ؿلى المجالــــــــــــــز هلول أن •

ان: ًـمحة ؾن  اًبُر

 :من Jمتزاًدة تماما ؿلى مجال ًيفرض أن الدالة

1أي من أخي كل 2,x x منJ  :ي ــي نـــمن أح مـياٍلاحغ اًباب الأول،   لدًيا

ب من   المثبت، كرً

 ــ، Jمن 1xو ُذا من أخي كل ؿدد حلِلي أي:   ـلِة ٌَلارئ. ـو ُو المعَوب، ثترك اًبـــ

 ؟*اًسؤال الخامس: ما ُو اًخفاضي

 حواب:

 اًخفــــــــاضي ًغة ُو اًخغير،       

أي: اًلابَــــــــــــــــــــــة ًلاش خلاق ؾــــــــــــــيد سوف وشاُد اًخفاضي رياضَا، ًخىن الدالة

  ، و مٌَ:حِر: يمىن نخابة:   ،
 

 طورة ُوَو يمثي ملدار اًخغير، و ًلابي ُذا اًخغير ثغير آخر ٌ  هضؽ:

 لٌ كان الملداركل اضغير  هلاحغ أهَ كللٌ كان اًخغير ؿلى اًشكل: اًـلاكةثطبـح 

 :اٍكمَة و هلطد باًطغر الاكتراب إلى اًطفر، أي يمىن اًخخلً ؿلى ر مٌَ،أضغ

بِة: و باًخالي  ضغير. و ُذا من أخي يمىن نخابة المساواة اًخلرً

 

ف:  ، و ىرمز ًِا بــ :  ؾيد بخفاضي الدالة وسمي اٍكمَة ثـرً

بِة ٌَخغير  ملاحؼة:               ،إذن اًخفاضي كيمة ثلرً

  أمثلة:

  ،، أي:•

•، 

 ترميز مس خـمي في اًفيزياء بىثرة(.)ُذا اً   أي:  و باًخالي هضؽ الخلاضة:
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 :ةاًِيدس َ رؤًةإًَم اً

 لاحغ اًشكل:   

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                      

                                             
                                                                                  

                                                         

                                                                    
 ،مساوي ًــ ؾيد لاحغ أن مِي الملٌس ٌلدالة                      

 .، اٍكمَة المخبلِة تمثي اًخفاضي، و مٌَ:و هون ُذٍ اٍكمَة  أسرع  في الاكتراب من اًطفر من     

 

 الأولى و اًثاهَة:اًـلاكة بين المش خلة 

  ة ثيـدم مغيرة إشارتها ؾيدـة اًثاهِـــــــــــالمش خل إذاا  أنها هلعة اهـعاف لميحنى الدالة ذات اًفاضلة هلول أن اًيلعة  

  يمىن ملاحؼة ُذا بَاهَا:

  ،ســـــــــــــأو اًـىثدٌاكص ثم  ثتزاًدفي حوار ُذٍ اًيلعة  هلول أن مٌحنى دالة ًيـعف ؾيد هلعة إذا كاهت أمِال الملٌسات أو

 لاحغ اًشكل:

 
ية في اًطفحة اًسابلة-تارة و موحبة تارة أخرى أو اًـىس ساًبة  و ُذا  مـياٍ أن الدالة          .-لاحغ المبُر

 

 :ُامة ملاحؼة

 ، اهـعاف لميحنى الدالة هلعة  فإن اًيلعة ذات اًفاضلة  "في حوار" ؾيد اغير إشارتهثلم   و  إذا وخدنا أ/

 اس خَزام فلط، أ/ لاحغ أن

 .فًـد ُذا إزبات آخر ًوحود هلعة اهـعاالملٌس ؾيد هلعة الاهـعاف ٍىون مختركا ٌَميحنى ب/ 
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 خعوات رسم مٌحنى ممثي لدالة:

 ، ًِذا هدبؽ المراحي اًخاًَة:اؿادة رسم بَانه في نهاًة كل دراسة دالة ًعَب

 ود،ـالمـعى، أو اخذَار اًسلم المياسب في حالة ؿدم وضؽ كِ ( اًخلِدّ باًسلم1

 اًيلاط الخاضة: -رسم –( تحدًد 2

ةّ، هلعة الاهـعاف،  محور اًخياػر،  مرنز اًخياػر، اًليم اًلطوى،              ..هلعة ثوكف.هلعة اًزاوً

 اربة، و الملٌسات،ــــــالمل ت( رسم المس خليما3

 اًوضؽ اًًس بي. ( مراكبة خدول اًخغيرات و4

 

 ملاحؼة:

 ــبها دالة ما في اًباب الأول، و اًتي جس خـمي غاًبا ًخبس َط دراسذ  ثخطفويا كد ذهرنا بـظ الخواص اًتي يمىن أن   ر مثلا:ـــِا، هذنــ

0a ًخىن الدالة  ،f مـرفة ؿلى المجال  ;a aو هلطد باًرمز ، . ;  ،اوحــــــــــأو مفذ الــــــــون المجال مغَـــ: إمكاهَة أن ٍى.

يمىن أن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال زوحِة: fإذا كاهت الدالة أ/ 0;a ي ـــؿلى ُذا المجال، ىكم، و بـد إوشاء الميحنى الممثي ٌلدالة

 اًبلِة باًخياػر باًًس بة لمحور اًتراثُب،

يمىن أن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال فردًة: fب/ إذا كاهت الدالة 0;a  ،و بـد إوشاء الميحنى الممثي ٌلدالة ؿلى ُذا المجال ،

ٌَمبدأ ىكمي اًبلِة باًخياػر باًًس بة 0;0، 

، و بـد إوشاء الميحنى الممثي ٌلدالة ؿلى qيمىن أن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال ظوله :0qدورًة و دورُا fج/ إذا كاهت الدالة

 ،qمشابهة ٌَرسم اًسابق ظول كل منها ُذا المجال،  ىكمي اًبلِة بدورات

 /،جًخبس َط الدراسة وس خـمي )أ/ أو ب/( و و دورًة  (ة أو فردًةِزوح )يمىن أن حىون الدالة  د/

 (.211 - 188 ضفحة 21– 19 – 18  - 17 اًتمارٍن)لاحغ 

 

 
 كائَِا:
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 من ؿَلٌء اًـرب:
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 تمارٍن حــول

 الاشــــــخلـــــــــاكِة: 
 ثم مهمة،محاولا
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 :11 اٍتمرٍن

 حسب الدوال المش خلة ٌلدوال اًخاًَة :ا

•، 

•، 

• ، 

•. 

 حي:

 حساب الدوال المش خلة:

   و دالة كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

 ،مؽ:

 ، و دالة كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

 ،مؽ:  

  و دالة كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

 ،مؽ:  

  و دالة كابلة ًلاش خلاق ؿلى •

 ، مؽ:

 :12اٍتمرٍن 

ف الاش خلاق   حسب اٍنهايات اًخاًَة:اباس خـلٌل ثـرً

 *، 

 *، 

 *، 

*. 
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 حـي:

 ، * لدًيا:

مش خلة الدالة  
2

3x x   1ؾيد 

)أو يمىن اس خـلٌل اًعرًلة:    
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sinxمش خلة الدالة                                 x  1ؾيد 

 ويا كد وخدنا ُاثَ اٍنهاًة في درس اٍنهايات،

*، 

cosxمش خلة الدالة  x  2ؾيد 

 *، 

1xمش خلة الدالة   x   2ؾيد  

 ( وس خـي المرافق:)أو 

 :13اٍتمرٍن 

 ؟ 1ثلبي الاش خلاق ؾيد   ُي الدالة • 

 

 حي:

ة ؾيد اًطفر: •  دراسة الاس تمرارً

  حالة ؿدم اًخـَين:

 المدروسة سابلة:و لدًيا حسب اًـلاكات المثَثَة 

 ،من xيـــــــــن يــــمن أح  و   أي: 

 أي ثطبح اٍنهاًة: 
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 المـرفة بـ :   هـخبر الدالة

 

 ،1ؾيد   درس اس تمرار الدالةا •
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 ،1 مس تمرة ؾيد  و باًخالي الدالة

 بخعبَق اًخـرًف  دراسة اًلابََة ًلاش خلاق ؾيد اًطفر: •

 

 .1كابلة ًلاش خلاق ؾيد أي الدالة

 لاحغ اٍتمثَي اًبَاني:

 
 

 :14اٍتمرٍن 

 ، ًة المـرفة من أخي كل ؿدد حلِلي:داًـد هـخبر الدالة

 .1في اًيلعة ذات اًفاضلة   الدالة ُو مماس لميحنى   ؿَلٌ أن المس خليم الذي مـادًخَ  و  حدد اًـددٍن

 

 حي:

 :  و ثـَين اًـددٍن

 ، أي:  و  من مـادلة الملٌس أمىن اس خًذاج:

 . في الخخام الدالة المعَوبة:  نجد و من
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 :15اٍتمرٍن 

 نلٌ ًلً:  المـرفة ؿلى اًـددًة هـخبر الدالة

 

 ،ســوب إلى مـلم مذـامد و مذجاهـلمًسا المس خوي اٍتمثَي اًبَاني ًِا في 

 وؿة اًخـرًف،ــــــد حدود أظراف لٍــــــــــــــات ؾٌـــــــــــــــحسب اٍنهاًا •

  المس خليمات الملاربة،درس ا •

 ،دالةـــاً ثغيراتدول ـــــــــلا حـــــــــدرس إشارتها مشىاو  حسبا •

 ، و ثلبي حلا وحِدا محطورا بين بين أن المـادلة •

 ،رسم المس خليمات الملاربة وا •

 

 حي:

 ،و    

     اٍنهايات ؾيد الأظراف المفذوحة: •

، 

 

 

 المس خليمات الملاربة: •

 من اٍنهايات اًسابلة أمىن نخابة:

 ،مس خليم ملارب عمودي لميحنى الدالةمـادلة   

 . ، لأن:و في حوار مس خليم ملارب مائي لميحنى الدالة مـادلة 

: ًَىن •

 

دراسة إشارة      f x: 

إشارة f x من إشارة الجداء : 

 من أخي كل ؿدد حلِلي أي:   ؾيد حساب مميز نثير الحدود من الدرخة اًثاهَة:
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 و مٌَ خدول اًخغيرات:

           

     

                                               

  
                                                    

 ،  و

 دالة مس تمرة و متزاًدة تماما ؿلى المجال من خدول اًخغيرات يمىن أن وس خًذج هلاحغ أن •

 و   و

 أي:

ية اًليم المخوسعة المـادلة      ،ثلبي حلا وحِدا في المجال و مٌَ حسب مبُر

 :رسم المس خليمات الملاربة و الميحنى •

 
 

 : 16اٍتمرٍن 

 ،بــ:  ؿلى:مـرفة ؿددًة دالة  

 ،ٌشمي اًيلعة مماس لميحنى الدالة 

  أوخد مـادلة الملٌس.                   
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 حي:

 

 ظرًلة أولى:

  ، ٌشمي اًيلعة ؾيد اًيلعة  مماس لميحنى الدالة 

   المساواة اًخاًَة واضحة:

 ؾيد حساب المش خلة:

1xحِر من أخي كل ؿدد حلِلي :       

                              أي:

  

                                       :ثـَين مـادلة الملٌس ؾيد اًيلعة ذات اًفاضلة

  أي:

 ظرًلة ثاهَة:

 ،أي: و  مـادلة الملٌس لميحنى ًَىن

 حِــــــــــــــر: ، أي ًيبحــــــــــــر ؾنمماسا لميحنى الدالة ثـَين فاضلة اًيلعة اًتي ٍىون فيها

  

 ،أو  أي: من اًواضـح أن أي حكافئ 

 نميز الحاًخين: لدًيا:

 أي:  نجد و من ؾيد اًخـوًظ:  و  •

 ، نجد و من و مٌَ: 

 ،و هلعة اًتماس هي:  أي مـادلة الملٌس في ُذٍ الحالة:

 

   نجد و من  ؾيد اًخـوًظ: و •
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 و ُذٍ المـادلة لا ثلبي حَولا.  

 اًشكل:لاحغ 
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 ؿلً بن أبي ظاًب هرم الله وجهَ:
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 :دوال مخذــــــَفةدراسة 
 

 ثم مهمةمحاولا
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 رب:ــــــمن ؿَمـــاء اًـ
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 :15اٍتمرٍن 

a,ًخىن    b  وc  :0أؿدادا حلِلِة حِرa و ًَىن C  2:الذي مـادًخَاًلعؽ المكافئy a x b x c  ، 

ًَىن (5
0x 0ؿددا حلِلِا، وM هلعة من C0 فاظَتهاx، 

ؿين مـادلة ٌَملٌس T ٌَميحنى C  ؾيد اًيلعة
0M، 

ن أن2 ( برُ C .ًَلؽ فوق جمَؽ كل مماساث 

  حـي:

5  )0x ًيـين مـادلة الملٌس ، T ؾيد اًيلعة 0 0 0,M x y، 

لدًيا:   xمن أخي كل ؿدد حلِلي  2f x ax b    :و هـلم أن      0 0 0:T y f x x x f x  ، 

 باًخـوًغ نجد:      2

0 0 0 0: 2T y a x b x x a x b x c     ، 

لة أولى:( 2 لة إًَم ُذا اًخـرًف: ظرً  كبي اًشروع في ُاثَ اًعرً

 الدالة الملـرة و الدالة المحدبة:

 نلٌ ًبدو في اًضكل: ،Iهي ثلس الدالة اًتي ٍىون تمثََِا اًبَاني تحت جمَؽ مماساتها ؿلى المجال: I* الدالة الملـرة ؿلى مجال

 

 

 

 

 

 ، نلٌ ًبدو في اًضكل:Jهي ثلس الدالة اًتي ٍىون تمثََِا اًبَاني فوق جمَؽ مماساتها ؿلى المجال :J* الدالة المحدبة ؿلى مجال

 

 

 

 

 

 و ُو ما يمىن أن هـبر ؾيَ رياضَا بـــ:

إذا كان**   0f x   من أخي كلx I  مٌحنى الدالة مـياٍ (ياكط)حىون ؾيدُا أمِال الملٌسات في حالة ثf ر ؿلىـملـI، 

** إذا كان  0f x   من أخي كلx J مٌحنى الدالة مـياٍ (زاًد)حىون ؾيدُا أمِال الملٌسات في حالة حf محدب ؿلىJ، 

fحِر:   هي المض خلة اًثاهَة ٌلدالةf . 

xهـود إلى اٍتمرٍن، لدًيا من أخي كل ؿدد حلِلي   :  2 0f x a  0، هونa أي الميحنى ، C محدب و باًخالي كل

مماساثَ ثلؽ تحت الميحنى C. 

   ظرًلة ثاهَة:

                                    :لدًيا اًفرق
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و باًخالي C .ًلؽ فوق كل مماس له  
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 :21اٍتمرٍن 

 نلٌ ًلً: المـرفة ؿلى ًخىن الدالة    

 

 مـلم مذـامد و مذجاوس،تمثََِا اًبَاني في مس خو مًسوب إلى  

ف، (   أ( ؿين اٍنهايات ؾيد5  أظراف لٍوؿة اًخـرً

 ،اــثغيراتهثم صكل خدول  ب( أدرس ثغيرات    

  بحَر ٍىون من أخي كل ؿدد حلِلي و (   أ( ؿين الأؿداد الحلِلِة2

 ؟ برر، و المس خليم ب( ماذا جس خًذج باًًس بة ٌَميحنى     

  ،باًًس بة ًــ ج( حدد وضـَة     

 ،، ثم اس خًذج كيمة ملربة له إلىؿلى المجال حِداثلبي حلا و  ( بين أن المـادلة3

 ،( ؿين مـادلة الملٌس الموازي ٌَملارب4

 (،و الملٌس )وحدة اًرسم و ( أرسم5

 وس َط حلِلي، حِر: ( اس خًذج حَول المـادلة6

د اًخأند من7  ( حسابَا، 6( ىرً

 ،    هي حَول المـادلة: مؽ المس خليم بين أن فواظي هلط ثلاظؽ 

          .خد حَول المـادلة اًسابلة حسب كيم اًوس َط •  

 

 حـــــــــــــــــي:

  و 

ف:5  (  أ( ثـَين اٍنهايات ؾيد أظراف لٍوؿة اًخـرً

 

 

 

 

 

 :ب( دراسة ثغيرات الدالة

من xمن أخي كل 1:  
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 أي:   اًسابلة وس خًذج أن إصارة المض خق من إصارة الجداءـبارة اً من  

               
 إصارة:                    

  :ىىذب من ُذا الجدول

 ،دالة مذياكعة تماما ؿلى المجال  •

 ،دالة متزاًدة تماما ؿلى المجال  •

 أي خدول اًخغيرات:

             
 إصارة:                     f x 

    
          f x 

 

                                                   

 هلعة اهـعاف لميحنى الدالة هلاحغ أن اًيلعة

  لدًيا:و 

 : و (   أ( ثـَين2

 وس خـمي اًلسمة مثلا:

                                                         
          

                                                   
              

                                                                                              
 :أي من أخي كل ؿدد حلِلي 

 

 ، و مٌَ:
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 (،أو ) ملارب مااي في حوار المس خليم ذو المـادلة ب(

 اًخبٍرر:

 ، لدًيا:  من اًـبارة

 :و ج( تحدًد اًوضؽ اًًس بي ًــ

  هلوم بدراسة إصارة اًفرق:

 

الجدول:و مٌَ أمىن نخابة 
 

 

                 
                                                                        إصارة  

 اًوضؽ اًًس بي:   تحت  فوق فوق         

    كاظؽ                                             

                                             

  دالة مـرفة و مس تمرة و متزاًدة تماما ؿلى المجال  من خدول اًخغيرات (3

ية اًليم المخوسعة ًوخد  و   :يحلق وحِد  حيفحسب مبُر

 

 :اس خًذاج كيمة ملربة له إلى

 لدًيا:و ، ، من اًواضح أن مرنز ُذا المجال ُو أي:  ؾيد حساب

 

 لدًيا:و    / مرنز ُذا المجال: أي:

 

 لدًيا:و    / مرنز ُذا المجال: أي:
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أي:

 

 لدًيا:و    / مرنز ُذا المجال:

 

 لدًيا:و    / مرنز ُذا المجال:أي:

 

 و لدًيا: / مرنز ُذا المجال:أي:

 

 ،أي:   أي:

 ،و باس خـلٌل الحاس بة اًبَاهَة نجد:

 :الملٌس الموازي ًـ ( ًَىن4

من 0xأي هبحر ؾن 1 :ــم ـ  ( مـياٍ:5ارب الماايـــ)لأن مِي المل حِر   ياٍ:   ـــــــــ

  :حىــــــافئ 

 ، :و مٌــــــَ 

 :مـادلة الملٌس ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة اذًيـين ؾيد

 و:  أي:   لدًيا:

  أي:    

 ،:و مٌَ

 بمراؿات اًوحدة المعَوبة ٍىون:: و الملٌس و ( رسم5
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ادلةــالمـ ــــــــــــليم ذيو المسذ نىــــبَاهَا هي فواظي هلط ثلاظؽ الميح وس َط حلِلي، حِر: حَول المـادلة (6

 ي الجدول:ـــــــــوضى و اربــــــــــــــٌَملٌس و المل مواز و ملاحؼة أن الميحنى لأخي ُذا ىراكب ، 

  المياكضة اًبَاهَة:  

  
 لا ثوخد حَول                      

  حي مضاؾف                                                     

 حلان                                                                                  

 

          حي وحِد 

 

 حلان                                                                                

     
 لاحغ:
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 ( اًخأند بالحساب:7

 مـياٍ أي: حِر: نــــــــــــًَى

 أي: :ًـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــكافئ

و الميحنى  هلط ثلاظؽ المس خليمأي فواظي  fC ول المـادلةــــر ؾن حَــــًيبح و باًخالي، هي حَول المـادلة: 

 من اًواضح تميز الحالات اًخاًَة:

الأولى و باًخالي ثلبي حلا وحِدا لاحغ أنمن الدرخة  ثعبح المـادلة •  2 2 7 3 0     ، 

 :نحعي ؿلى مـادلة من الدرخة اًثاهَة، لأخي ُذا نحسب المميز  •

 

 نذلز لدًيا:

 ( المـادلة ثلبي حَين مخخَفين، ، )مؽ: ••

 اؾفا،ـــــــــــــي حلا مضـــــــة ثلبــــــــــــــالمـادً ••

 ــادلة لا ثل ـــــــــــــالمـ ••  ولا.ـــــــــــــــبي حَــــــــــ

 ُام خدا:
 طـوسِاًمـعاة بدلالة  ذات مجِولناكش بَاهَا حَول مـادلة: المعَوب الآتيًعرح في نثير من المواضَؽ  ما مٌحنى دالة رسمبـد 

 ،الحلِلي

    إحــــــــــــــابة :

ارة ـــــــؾب الممثلة في الموضوع، ًِذا يجب ؿََم إػِار ـتمد ؿلى الدالةث من ُذا اًيوع يجب فِم أن الإخابة ؾيَ  إصكالؾيدما ًعرح 

 عموما:اًخاًَة  يز  الحالات، و تمmصراحة في ظرف، و ًؼِر في اًعرف الآخر ؿلاكة ثضم اًوس َط الدالة

المـادلة المس خليم ذي مؽ هي فواظي هلط ثلاظؽ الميحنى الممثي ٌلدالة هلول ؾيداذ حَول ُذٍ المـادلة  (5

 و هَخط كل ُذا في الجدول :

 المياكضة                                                                                

                                                                                         
 ظة ) اًتي ًخغير  فيها ؿدد الحَوليمىن تحدًد الإصارة     بـغ اًيلاط الخا ،ؿدد الحَول                                               

 أو الاصارة(  

                                                                                         
ـيماتــــــمؽ المس خل fفي ُذٍ الحالة هي فواظي هلط ثلاظؽ مٌحنى الدالة ثابت، حَول المـادلة  حِر : ،(2

ة، لا أو الازيين مـا نلٌ   ات، يمىن الاس خـاهة أزياء المياكضة بمس خليم ملارب أو مماسحغ أن أمِال المس خليمات مدساوً

 ،ًخحدًد ؿدد الحَول في اٍتمرٍن اًسابق صاُدنا

 هي فواظي هلط ثلاظؽ مٌحنى الدالة مؽ المس خليمات ثابت مـعى، حَول المـادلة ، حِر: (3

ة نلٌ ورد ــــــــثتم المياكض –ثابخة اً يلعة اً أي هي مس خليمات ثدور حول ُذٍ  لاحغ أن ُاثَ  المس خليمات جضمي هلعة ثابخة -

 .(5في الحالة  لٌ(، و هَخط ُذا في خدول ن2في الحالة 
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  :31اٍتمرٍن 

 : ـــبــ مـرفة ؿلى ؿددًة دالة 

 ،ؾيد درس نهايات الدالةا (   أ(5

 ا،ـــــــــــثم فسر اًيدِجة ُيدسِ و حسبا ب(     

 ِا، ــدرس إصارث او  حسبا(   أ( 2

 ،ثغيرات الدالةمثي خدول  ب(     

 ،ملارب مااي بجوار المـادلة ذا بين أن المس خليم(   أ( 3

 جة،ـــــــــــــا اًيخِــــ،  فسر ُيدسِ حسبا ب(     

 ،الــــــــؿلى المج م الملاربـــــــــــو المس خلِ درس اًوضـَة اًًسبِة لميحنى الدالةا ج(     

 ، َـسـذ أؾط حصرا ًــ و، ؿلى المجال ثلبي حلا وحِدا بين أن المـادلة (4

 في مـلم مذـامد و مذجاوس.   مٌحنى الدالةرسم المس خليمات الملاربة و ا (5

 

 حي:

 ، و    

 : و (  أ( اٍنهايات ؾيد5

 

 

       ب(  

     : ؾيد دراسة إصارة الملام                    

     
لة اًسابلة نجد:  و بيفس اًعرً

  

 اًخفسير اًِيدسي:

 ،الدالةنى ـــمس خليم ملارب عمودي لميحمـادلة  

 ،مس خليم ملارب عمودي لميحنى الدالةمـادلة  

 :دون رمز اًليمة المعَلة fة الدالةىىذب بداً :أ( لحساب المض خلة   (2
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 و  ًَىن الحالة الأولى:

                       

         و مٌَ خدول الإصارة:

         'f x  

 

  ،هي هلعة اهـعاف لميحنى الدالة يمىن أن وس خًذج من ُذا الجدول أن اًيلعة

 :ًَىن  الحالة اًثاهَة:

 

 

ا:  هضؽ   ،و مٌَ نحعي ؿلى مـادلة من الدرخة اًثاهَة في اًبسط، نحسب مميُز

 ،من أخي كل ة أي:ــــــًوحِد الحد الأؿلى درح إذن الإصارة من إصارة المـامي المرافق

إصارةإًَم خدول  f x :الذي ًَخط الحالة الأولى و اًثاهَة
 

 

                   
              f x 

 

 ب( خدول اًخغيرات:  

                     
          f x 

                                 
    f x 

                                           

  ، أيوارــــــــاًة في حـــلما ويا كد حسبٌا ُذٍ اٍنه  : لدًيا من ؾبارة الدالة(  أ( 3 

 :ٍىون

 

 

2

2

1 , 1 , 1
1

1 , 1
1

x
f x x x x

x

x
f x x x

x


     


     
 

1x 1x 

 
     

 

 

 

2 2 2 4 2 2

2 2 2
2 2 2

2 24 2

2 2
2 2

1 2 1 2 1 1
1 1

1 1 1

33

1 1

x x x x x x
f x

x x x

x xx x

x x

      
     

  


 

 

3101x



 0;1f

1x 

 
     

 

2 2 2 4 2 2

2 2 2
2 2 2

4 2

2
2

1 2 1 2 1 1
1 1

1 1 1

2

1

x x x x x x
f x

x x x

x x

x

       
        

  

  




2

0

t x

t




1 8 7 0    

  0f x1x 

3101x



3101x





 3f

f
2

1
lim lim 0

1x x

x

x x 

 
  

 
1x 



  دراسة دوال ؿددًة مخخَفة                                                                                                            ؾبد الحمَد كواسمَة

 546                                                                                 )الجزء الأول( اًبكاًوريا واًرياضَات 

 

 ،في حوار ارب مااي لميحنى الدالةــــمل المـادلة و بذلز وس خًذج أن المس خليم ذا 

  ب(        

 

 ، أي: لأهيا حسبٌا اٍنهاًة في حوار

 ،مـادًخَ ًلبي مس خليما ملاربا ماالا في حوار مٌحنى الدالة  و يمىن ثفسير ُذا ُيدس َا:

 :ؿلى المجال و المس خليم  اًوضـَة اًًسبِة لميحنى الدالة ج(

 المجال المعَوب، ؿلى ليم الملاربــًلؽ فوق المسذ و مٌَ مٌحنى الدالة   

 و من اٍنهايات أمىن نخابة: ا ؿلى المجالـــــاكعة تمامــــمس تمرة و مذٌ من خدول اًخغيرات الموضوع سابلا يمىن أن وس خًذج: (4

ية اًليم المخوسعة ًوخد حي وحِد     حِر: من حسب مبُر

 ) يمىن اٌَجوء إلى الحاس بة اًبَاهَة(ــَ، ًًس خـمي ظرًلة اًخيعَف ً إؾعاء حصر •

 ،و مٌخعف ُذا المجال ُو أي:  لدًيا:

 ، و مٌخعف ُذا المجال ُو و مٌَ  و لدًيا:

 ، و مٌخعف ُذا المجال ُو: ومٌَ   و لدًيا:

 و مٌَ:  لدًيا:و 

 ، و مٌخعف ُذا المجال:  

 ، و مٌَ:   و لدًيا:

 ،و مٌخعف ُذا المجال:    و مٌَ:

 ، و لدًيا:
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بِة من اًواضح أن  و مٌَ:    ، ُو اًسابق عول المجالً اًليمة اًخلرً

 المجال الأخير ًفي باًغرض. أي

 ) لاحؼيا سابلا وحود هلعة اهـعاف(: ( رسم المس خليمات الملاربة و مٌحنى الدالة5

 هلعة الاهـعاف.   

 

 :    41اٍتمرٍن 

  لً:ــــــــــــــنلٌ ً مـرفة ؿلى ؿددًة دالة 

 ،درس ثغيرات الدالةا (5

 ، بحَر ٍىون: و ؿين الأؿداد الحلِلِة( 2

 ــَب ثـين مـادً ـــــــمس خليمين ملاربين ًع ًلبيحنى الدالة ـــــــــــــــاس خًذج أن مٌ (3  خيهلٌ،ـــــــــــــ

 ،حنى الدالةميمرنز ثياػر ًــ  المس خليمين الملاربين، ثم بين أنهاهلعة ثلاظؽ  احسب إحدازيي (4

 و مس خليماثَ الملاربة، رسم الميحنىا (5

 وس َط حلِلي،  ، حِر: ناكش بَاهَا ؿدد و إصارة حَول المـادلة (6

 َ الملارب،ـــــــــــــــوازي مس خليمـــــــات ثــــــــــــــــــمماسًلبي  ُي الميحنى (7

 ،و  ا ًلً:ــــداًخان مـرفذان كم (8

    .و رح هَف ًتم إوضاء كل منــــــــــــــــاص ؿلى الميحنى ااؾتماد  
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 حي:

 و     

 ( دراسة اًخغيرات:5

 ،و اٍنهايات:

 ،و 

من xمن أخي كل المض خلة: 2: 

 

 ، من اًواضح أن خذور نثير الحدود في اًبسط هي:

 أي يمىن وضؽ خدول اًخغيرات:

       
      f x 

       

  f x 

    

 ، حِر:

 وس خـمي مثلا اًلسمة الاكََدًة: خـَينً ( 2

               
                                                                       

                           
  

  

من xؾيداذ من أخي كل 2:   :و  أي ، 

 

 ،أو في حوار يحنى الدالةلم مس خليم ملارب مااي    من اًـبارة الأخيرة المحعي ؿَيها (3

 ،مس خليم ملارب عمودي لميحنى الدالة اٍنهايات وس خًذج أن:من و 

 

 ، أي: هلعة ثلاظؽ المس خليمين الملاربين: (4

من xيــــــــمن أخي ن 2 و  ٍىون 
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 ،مرنز ثياػر لميحنى الدالة و مٌَ   

 ؾيد مراكبة خدول اًخغيرات نجد:  :f( رسم المس خليمات الملاربة و مٌحنى الدالة5

 
 ( المياكضة اًوس َعَة:6

  حِر: مـياٍ  حكافئ: المـادلة

 ، نى الدالةــــــي و مٌحـور اًفواظــــالموازي لمح ط ثلاظؽ المس خليمـــــــي هلـــــا هي فواظــــــــــالمـادلة بَاهِول ــــــــإذن حَ

 إًَم الجدول اًخالي الذي ًَخط المعَوب:

  المياكضة: 

  حلان مخخَفان أحدُلٌ موحب و الآخر ساًب                                   

                       حلان مخخَفان أحدُلٌ مـدوم و الآخر ذو إصارة موحبة             

  نحلان مخخَفان و موحبا                                                            

     

      حي مضاؾف موحب الإصارة                                        

 لا ثوخد حَول                                                                 

  

       حي مضاؾف موحب                                                

 

  حلان مخخَفان موحبان                                                             
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اٍـــــمـٌ  حِر: ، أي ثوخد  لارب لميحنى الدالةٌَمس خليم الم مماس موازي  ًيفرض مثلا أن (7

 خاظئ، وضوعذا ثياكغ رياضي، أي اًفرض المــــو ُ َــــــــــو مٌ  أي:  

 ،و  داًخان مـرفذان نلٌ ًلً: (8

 : رسم مٌحنى الدالة

 دون رمز اًليمة المعَلة، من اًضكل يمىن نخابة: gىىذب ؾبارة الدالة بداًة

 

 ،ؿلى المجال ًيعبق ؿلى مٌحنى الدالة مٌحنى الدالة •  

المجال المرسوم ؿلى ًياػر مٌحنى الدالة مٌحنى الدالة •   ;2  ٌباًضكل:باًًس بة لمحور اًفواظي نل               

    
 : الدالةرسم مٌحنى 

 اًضكل:، لاحغ  صـاؿَ  باوسحاب لميحنى الدالة يمىن الحعول ؿلى الميحنى
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 :  51اٍتمرٍن 

     الجزء الأول:         

 :تمثََِا اًبَاني نلٌ في اًرسم و ًَىن  بــ : دالة ؿددًة مـرفة ؿلى 

 
 ،نخب خدول ثغيرات الدالةا (5

 ، حِر: ثلبي حلا وحِدا بين أن المـادلة (2

 ،ؿلى المجال اس خًذج إصارة (3

 الجزء اًثاني:        

 بــ :  المـرفة ؿلى المجال اًـددًة الدالة 

 مس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوستمثََِا اًبَاني في  و ًَىن

 ،و بليم أنبر ؾيد حسب نهاًة الدالةا  (5

 ،:  من بين أهَ من أخي كل (2

 ثم صكل خدول ثغيراتها،  اس خًذج اتجاٍ ثغير الدالة (3

 ،ةـــؾيد اًيلع مماس ؿين مـادلة( 4

 ،:  من تحلق أهَ من أخي كل (5

 ،باًًس بة ًــ اس خًذج وضـَة •    

 ماذا ثلاحغ؟ •    

 .و رسما (6  

 

 حي:

 زء الأول:ــــــــــالج

  بــ : دالة ؿددًة مـرفة ؿلى 

  من جهة أخرى ًخحدًد اًليم الخاظة: و ؾبارة الدالة ،اؾتمادا ؿلى اًرسم من جهة ( نخابة خدول اًخغيرات:5
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     g x  

        g x  
 

              

  
 مس تمرة و متزاًدة تماما ؿلى المجال وس خًذج أن الدالةمن خدول اًخغيرات  (2

 و و

ية اًليم المخوسعة ًوح و مٌَ  .حِر:  د و وحِدــــــــــو باًخالي حسب مبُر

 وس خًذج: 2( من خدول اًخغيرات و الجواب3

     
 إصارة 

                                                                                  

 الجزء اًثاني:

 و   

ف: (5  اٍنهايات ؾيد أظراف لٍوؿة اًخـرً

 ،مس خليم ملارب أفلي لميحنى الدالة  وس خًذج أن   

و  3
1 1

1 2
lim lim

1 0x x

x
f x
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 يدرس إصارة الملام:ً  

لأن نثير الحدود اًؼاُر في المساواة اًسابلة، ذو مميز  من إصارة إذن إصارة هـلم أن

  اٍنهاًة: اذ، ثعبح ؾيدحلِلي دساًب و ُذا كاف ًضلٌن أهَ موحب تماما من أخي كل ؿد

 :  ًَىن (2

 

 وس خًذج الجدول:  الجزء الأولو اؾتمادا ؿلى  من إصارة الموحود مٌذ حين، وس خًذج أن إصارة ( من ؾبارة المض خق3

         
         f x 

 

 ،متزاًدة تماما ؿلى المجال و مذياكعة تماما ؿلى المجال إذن 
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                            و مٌَ خدول اًخغيرات:               

    'f x 

                 f x      

                                                    

 

 ثـَين مـادلة الملٌس: (4

 

 ،أي:   و لدًيا: 

 

 : ًَىن (5

 

 و . ه . م

 

 :و اس خًذاج اًوضؽ اًًس بي ًـ •

 أي الجدول اًخالي:  من اًفرق اًسابق وس خًذج:

                                          

     
     
 إصارة:    

  

 اًوضؽ اًًس بي فوق                فوق                             

   تحت                                               

 كاظؽ ًــ     كاظؽ ًـ                                            

                                               

 

 

 ،هلعة اهـعاف لميحنى الدالة هلاحغ أن الملٌس كاظؽ ٌَميحنى ؾيد هلعة اًتماس، أي اًيلعة •

 

 إوضاء الملٌس و الميحنى:( 6
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 هلعة اهـعاف، 

 :61اٍتمرٍن 

 ، نلٌ ًلً: ـرفة ؿلىـــالم اًـددًةدالة ــاًهـخبر 

 ،مس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوستمثََِا اًبَاني في  

 ،و ؾيد ؾيد حسب نهايات الدالةا(   أ( 5

 ، ثم فسر اًيخائج المحعي ؿَيها بَاهَا، و ؾيد حسب نهايات الدالةا ب(      

 ، إن:ف  من أزبت أهَ من أخي كل (2

 رات،ـــــــمضكلا خدول اًخغِ ، ثم اس خًذج اتجاٍ ثغير الدالةدرس إصارةا (3

 ًعَب ثـَُنها بحَر:  و  أؿداد حلِلِة ةفإهَ ثوخد زلاز من بين أهَ من أخي كل (4

 

 ، بجوار مس خليم ملارب مااي ٌَميحنى المـادلة ذا بين أن المس خليم( 5

 ،يم الملارب الماايــــــة ٌَمس خلــــــــباًًسب نىـــــــــــٌَميح بيـــــــــــؿين اًوضؽ اًًس (6

 ــر اًيدِجة ُيدس ــــــــــــــــــــ، ثم فسبــــــــــــــــــحسا (7  َا،ــــــــــــــــــــــــــ

 ؟يــلمس خليمَ الملارب الماا موازيا اي مماســـــــــــــــــــًلب نىــــــــــــي الميحـــــــــــــُ (8

 ،ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلةنىــــــــٌَميح ادلة الملٌســــــــــــــــــــنخب مـا (9

         (.)اًوحدة اســـــــــــــاثَ الملاربة و الممــــــــــــــــو مس خليم ئــــــــــــــــوضا (51
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1

x x
f x

x


 



f f

x 1;1 ,b ac

  2 1

cx
f x ax b

x
  



 1y x  fC

 fC 

   f x f x 

 fC 

 T fC2x 

 fC T2cm
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 حي:

 ،و      

 :و ؾيد ٌلدالة(   أ( حساب اٍنهاًة 5

 ،و     

 : ب( حساب اٍنهايات ؾيد

                                   ،  ؾيد دراسة إصارة الملام:  

       

    من ُذا الجدول  يمىن أن ىىذب ببساظة:

  و     

 اًخفسير اًِيدسي:

 ،ملاربان عموديان لميحنى الدالة و اٌلرٍن مـادٍتهلٌ المس خليمان

 :  ًَىن (2

 

 ؿَيها يمىن جضىِي خدول الإصارة: المحعي من اًـبارة( 3

         
         f x  

 

 أي:

 اما ؿلى ُذا المجال،ـــــزاًدة تمــــــــمذ الدالة  •

 ؿلى ُذا المجال، مذياكعة تماما  الدالة •

 أي خدول اًخغيرات:

 

 
3 2

2

1

1

x x
f x

x

 



     ; 1 1;1 1;fD       

f

 
3 2

2

1
lim lim lim

1x x x

x x
f x x

x  

 
   


 

3 2

2

1
lim lim lim

1x x x

x x
f x x

x  

 
   



1,1

 
3 2

21 1

1 1
lim lim

1 0x x

x x
f x

x 

 
 


11x

2 1x 

 

3 2

2
1

3 21

2
1

1 1
lim

1 1 0
lim

0 1 1
lim

1 0

x

x

x

x x

x
f x

x x

x









  
   

  
    

 

 

3 2

2
1

3 21

2
1

1 1
lim

1 1 0
lim

0 1 1
lim

1 0

x

x

x

x x

x
f x

x x

x









   
    

  
     

 

1x 1x f

 1;1x   

 
       

 

    

 

 

 

 

 

 

 

3 2 2 2 3 23 2

22 2

2 2 3 2 3 2 3 2

2 2
2 2

3 2 2

2 2
2 2

1 1 1 11

1 1

3 2 1 2 1 3 3 2 2 2 2 2

1 1

3 3

1 1

x x x x x xx x
f x

x x

x x x x x x x x x x x x

x x

x x x x x

x x

           
    

  

          
  

 

 
 

 

31013x



; 3 3;x        
   

f

 3; 1 1;1 1; 3x         
   

f
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         f x 

 

            3f  

   f x  

          

 هي هلعة اهـعاف، 1اًيلعة ذات اًفاظلة 

 ًخـَين اًثوابت هلوم مثلا باًلسمة أو الملارهة: (4

     
                                    

                          
   

   
من xإذن من أخي كل 1;1  : 

، 

 ،أي:

 ،زء ػاُر في اًـلاكة المحعي ؿَيها سابلا، مؽـالمـعاة في هط اٍتمرٍن هي حادلة ـــــــــــغ أن المـــــــــــــهلاح (5

 (أو  ) مس خليم ملارب مااي في حوار و باًخالي

  ( ثـَين اًوضؽ اًًس بي:6

 و بدراسة إصارة ُذٍ اٍكمَة نجد المعَوب: 

        

      

       

      

 اًوضؽ اًًس بي: تحت فوق  تحت  فوق    

      ًلعؽ   

   

 

  و باًخالي: ًَىن (7

 ،نى الدالةــــــمرنز ثياػر لميح و مٌَ ،

31013x





 3f

2 1x 3 2 1x x 

1x  3x x 

2 1x x 

 2 1x 

x

  2
1

1

x
f x x

x
  



1, 1, 1a b c  

2
lim 0

1x

x

x




  : 1y x  

   2 2
1 1

1 1

x x
f x y x x

x x
      

 

101x

x

2 1x 

 f x y

 fC fC fC fC

   fC  

 

 1;1x    1;1x   

   
 

 
23 2 3 2

2 2 2

2 11 1
2 2 1

1 1 1

xx x x x
f x f x

x x x

    
      

  
 0;1f
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من xُي ثوخد هلعة فاظَتها (8 1;1 :اثَ ــو ُ  :أي مـياٍ  حِر

 و مٌَ لا ثوخد أي هلعة ٍىون ؾيدُا الملٌس موازيا ٌَمس خليم الملارب، المـادلة لا ثلبي حَولا في

 :لميحنى الدالة ( نخابة مـادلة الملٌس9

  و  و لدًيا:  

 أي:   و باًخالي:

 ٍىون:و اًوضؽ اًًس بي ؾيد ملاحؼة خدول اًخغيرات و وحدة اًرسم  (51

 
 

 هلعة اهـعاف                                                                                

 :71 تمرٍناٍ 

  إذا كان:،     أي:   د:ــــــــــــــاق اًعرفين نجــــــؾيد اص خل  لدًيا:

 ، ما سبب اًخياكغ.  نجد في الأخير:

  حـــــــــــي:

 ،  ؾيصرا من  اًـدد ًِا مـنى إذا كان اًـبارةبداًة ًبدو واضحا أن 

 ، ًيبحر ؾن مض خق الدالة: ًَىن  2

n مرة
x f x x x x x     

 
ف:د كل ؿدد ظبَـي، بخعبَق اًخـــــؾي   رً

 هعادف المضكل اًخالي: اًـبارة أي اٍنهاًة  f x،x n و باًخالي ٌسلط مفِوم الاص خلاق.ًُس ًِا مـنى ، 

 0 1f x 
4 2 4 23 2 1x x x x   2 1 0x  

 Tf

      : 2 2 2T y f x f    2
2 2 1 2 2 1

1
f      

 

 
2

2 2 3
2 2

2 1
f


   



   : 2 2 2 2 1T y x      : 2 4 2 1T y x   

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

2

x مرة
x x x x   1 1 1 2

x مرة
x   2x x0x 

1 2

2

x مرة
x x x x   x*

*n

   
lim
x n

f x f n

x n




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 : 81اٍتمرٍن 

 أولا:

لً: ـــــنلٌ ً  الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى gًخىن  3 22 4 7 4g x x x x   ، 

 حسباأ/  (5 lim
x

g x


و   lim
x

g x


، 

 دول ثغيراتها،ــــــــــــــــــــــــثم صكل ح ؿلى gدرس اتجاٍ ثغير الدالةاب/ 

أ/ بين أن المـادلة (2  0g x  ثلبي حلا وحِدا  :0,7حِر 0,8، 

ارةـــــــــــــــصا xدد الحلِليـــــــــــــــــــاس خًذج حسب كيم اًـب/  g x، 

 ثاهَا:

نلٌ ًلً:  المـرفة ؿلى  fهـخبر الدالة اًـددًة 
3

2

2 1

2 2 1

x x
f x

x x

 


 
  

و  fC تمثََِا اًبَاني في المس خوي المًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

 حسبا (5 lim
x

f x


و   lim
x

f x


، 

: من xأ/ بين أهَ من أخي كل (2   
 2

1 1 3
1

2 2 2 2 1

x
f x x

x x


  

 
 

ب/ اس خًذج أن الميحنى fC ًلبي مس خليما ملاربا ماالا   ادلة له،ـــــــــــــــــــــــــًعَب ثـَين مـ 

درس اًوضؽ اًًس بي ٌَميحنىاج/  fC و ، 

: من xأ/ بين أهَ من أخي كل (3 
 

 
2

22 2 1

x g x
f x

x x


 

 
fر: ـــــــحِ    مض خلة الدالةf، 

ب/ اس خًذج إصارة f x حسب كيمx ثم صكل خدول ثغيرات الدالةfهأخذ( ،  0,1f   ) 

حسبا (4 1f  المـادلة ثم حي في  0f x  ، 

يمــــــــــــــوضئ المس خلا (5   نىـــــــــالميحو fC، 

 نلٌ ًلً: المـرفة ؿلى اًـددًة الدالة hًخىن (6 
3 2

2

4 2 1

2 2 1

x x x
h x

x x

  


 
 

و  hC ابق،ـــــــــــــــــــلم اًســــــــــــــتمثََِا اًبَاني في المـ 

: من xأ/ تحلق أهَ من أخي كل    2h x f x  ، 

ب/ اس خًذج أن hC  ُو ظورة fC ً َب ثـٌََُ، ثم أوضئ عبخحوًي هلعي بس َط hC . 

   

 حـــــــــــي:

 

 أولا:

لدًيا:   3 22 4 7 4g x x x x      وgD  

 / أ/ حساب اٍنهايات: 5

   3 2 3lim lim 2 4 7 4 lim 2
x x x

g x x x x x
  

       

   3 2 3lim lim 2 4 7 4 lim 2
x x x

g x x x x x
  

       
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 : gب/ دراسة اتجاٍ ثغير الدالة

x :المض خلة: من أخي كل ؿدد حلِلي   3 2 22 4 7 4 6 8 7g x x x x x x
       :64،  المميز 168 104 0      

x  :دد حلِليــــــــإذن الاصارة من إصارة مـامي وحِد الحد الأؿلى درخة، أي من أخي كل ؾ  0g x  الي الدالةـــــو باًذg 

 ، و مٌَ خدول الاصارة: ؿلى متزاًدة تماما

   x 
    g x 

  
   g x 

  
مس تمرة و متزاًدة تماما ؿلى g/  أ/ من خدول اًخغيرات الدالة2 0.7;0.8  و 

       
3 2

0.7 2 0.7 4 0.7 7 0.7 4 0.686 1.96 4.9 4 0.374g           و 

       
3 2

0.8 2 0.8 4 0.8 7 0.8 4 1.024 2.56 5.6 4 0.064g          
و مٌَ:    0.7 0.8 0g g   ية اًليم المخوسعة ًوخد و وحِد و حسب مبُر 0.7;0.8 :حِر  0g  . 

ب/ اس خًذاج إصارة  g x: 

 من خدول اًخغيرات و الجواب اًسابق نجد:

    x 
    g x 

 

 ثاهَا:

لدًيا:  
3

2

2 1

2 2 1

x x
f x

x x

 


 
fDو     

 / حساب اٍنهايات: 5

 
3 3

2 2

2 1 1
lim lim lim lim

2 2 1 2 2x x x x

x x x
f x x

x x x   

  
     

  
 

 
3 3

2 2

2 1 1
lim lim lim lim

2 2 1 2 2x x x x

x x x
f x x

x x x   

  
     

  
 

x/   أ/ ًَىن2 : 

 
3 3

2 2

2 1 1 2 4 2

2 2 1 2 2 2 1

x x x x
f x

x x x x

    
   

    
 

 

 

32الاكََدًة ٍىثير الحدود  ةؾيد احراء اًلسم 4 2x x   22ؿلى 2 1x x  :نجد 
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 22 2 1x x  32 4 2x x  
                                    1x          3 22 2x x x   

 22 5 2x x  
  22 2 1x x   

 3 1x  
 و مٌَ 

   
 

3 3

2 2 2 2

2 1 1 2 4 2 1 1 3 1 1 3
1 1

2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1

x x x x x x
f x x x

x x x x x x x x

       
          

         
 

 م و . ه .

ب/ لدًيا من اًـلاكة المحعي ؿَيها أخيرا:
 2

1 3
lim 0

2 2 2 1x

x

x x

 
  
  
 

و مٌَ وس خًذج أن المس خليم   
1 1

2 2
y x  ارب ـــــمل

 (أو ) مااي في حوار

 ج/ دراسة اًوضؽ اًًس بي:

ًيدرس اصارة اًفرق:      
 2

1 1 3
1

2 2 2 2 1

x
f x y f x x

x x


    

 
ط لأن الملام ــــــًبدو أن الاصارة من اصارة اًبس 

4)مميزٍ موحب تماما 8 4 0     ):و مٌَ خدول اًوضؽ اًًس بي 

 

  1 3  x 
                                                                           اصارة f x y  

                 fC تحت                      fC فوق                             

 اًوضؽ اًًس بي                                                                                                 

    fC ًــ  كاظؽ    

 لدًيا: x/  أ/ من أخي كل ؿدد حلِلي3

 
      

 

 

 

 

 

2 2 33

22 2

4 3 2 2 4 2 3

2
2

4 3 2 2 4 2 3

2
2

3 24 3 2

2
2

3 2 2 2 1 4 2 2 12 1

2 2 1 2 2 1

6 6 3 4 4 2 4 8 4 2 4 2

2 2 1

6 6 3 4 4 2 4 8 4 2 4 2

2 2 1

2 4 72 4 7 4

2 2 1

x x x x x xx x
f x

x x x x

x x x x x x x x x x

x x

x x x x x x x x x x

x x

x x x xx x x x

x x

         
    

    

          
 

 

          
 

 

   
 

 

 

 

 

 
2 2

2 2

4

2 2 1 2 2 1

x g x

x x x x




   

 

ب/ ؾبارة المض خلة ثبين أن إصارتها من اصارة الجداء x g x:من الجزء الأول وس خًذج أن ، 
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   0  x 

    x 
     g x 

     f x  

 و باًخالي خدول اًخغيرات:

   0  x 
     f x 

    1   f x 

      

 0.1   
 

لدًيا / 4 1 0f    ٌَو م  0f x   3ٍكافئ 2 1 0x x   :باًلسمة الاكََدًة يمىن نخابة 

       1x  3 2 1x x  
                2 1x x       3 2x x  

 2 2 1x x  
  2 2 1x x   

 11 

3و مٌَ  2 1 0x x    ٍمـيا
2

1

1 0

x

x x




  
1حي المـادلة اًثاهَة ،  4 5     :1أي

1 5

2
x

 
  2و

1 5

2
x

 
 

1أي:  5 1 5
1; ;

2 2
S

     
  
  

، 

و ُذٍ الحَول تمثي فواظي هلط ثلاظؽ الميحنى fC ،مؽ محور اًفواظي 

/ إوضاء5 ثم ، fC: 

 

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6

2

3

4

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y
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/ لدًيا: 6 
3 2

2

4 2 1

2 2 1

x x x
h x

x x

  


 
fDو     

 :xأ/ من أخي كل ؿدد حلِلي

   
3 2 3 2

2 2

4 2 1 2 1 4 4 2
2

2 2 1 2 2 1

x x x x x x x
h x f x

x x x x

       
   

   
 

ب/  hC ظورة fC  َباوسحاب صـاؿ
0

2
u
 
 
 

 لاحغ اًضكل: 

 
 

 

 اًضخط اًياحـح ٍرنز أنثر ؿلى فـي اًشيء اًعحَح، لا ؿلى فـي اًشيء بضكل صحَح.
 

 كااَِا:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6
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 :91اٍتمرٍن 

 الجزء الأول:

 الدالة اًـددًة المـرفة من أخي كل ؿدد حلِلي بـــ ًخىن

 تمثََِا اًبَاني في مس خو مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس 

 درس ثغِـــراتها،افـــــــردًة، ثم  أزبــــــــــــــت أن اًـــــــدالة (5

 ،1في اًيلعة ذات اًترثُبة  ًــ نخب مـادلة الملٌسا  (2

 ًلبي هلعة اهـعاف، و  اس خًذج أن و اًًس بي بيندرس اًوضؽ ا (3

 ،ؿدد حلِلي * أزبت أهَ من أخي كل    

ة:      * إًَم ُاثَ اًيؼرً

ة اًتزاًدات الميتهَة )لان ية لأنها خارج اًبرنامج" ج(ـــــراهــهؼرً  :" ًست مجبرا ٌَخـمق في ُاثَ المبُر

 حِر: و مٌَ ًوخد ؿلى الأكي ؿدد حلِلي ، و دالة ؿددًة كابلة ًلاص خلاق ؿلى المجال ًخىن

، 

ية اًسابلة  ،: أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي  أزبت باس خـلٌل المبُر

 مــــــــــــرة أخـــــــــرى، و   اس خًذج ؾيداذ اًوضؽ اًًس بي بين 

  ابق،ــــــــلم اًســــفي المـ ئـــــــأوض (4

 الجزء اًثاني:

 بـــ:  المـرفة ؿلى ًخىن الدالة اًـددًة

 ، 1ؾيد   أدرس اس تمرار و اص خلاق الدالة (5

 .دالةــــنى اًــــــأوضئ ؿلى هفس المـلم مٌح (2

 حـي:

 ، و   لدًيا                                 الجزء الأول:

 ، و ٍىون  من أخي كل ( 5

مذياػر باًًس بة لمحور اًتراثُب، لأخي ُذا سوف هلذصر في دراسة اًخغيرات ؿلى المجال فردًة و ٍىون اًبَان و مٌَ الدالة 

 في حوار مس خليم ملارب أفلي لميحنى الدالة وس خًذج أن و  لدًيا:  

 و مٌَ خدول اًخغيرات: : من أخي كل

     
    f x 

                                                                          

  f x 

   

f  2

2

1

x
f x

x




 fC ; ,O i j

f

  fC

 fC  fC

  2f  

hI ;a b I ;a b 

      h b h a h b a  

x  2f x 

  fC

 fC

g  2

2

1

x
g x

x




g

g

  2

2

1

x
f x

x



fD 

x x  
 

 2 2

2 2

11

x x
f x f x

xx


     

 

f fC

 0; 0 0f   2

2
lim lim 0

1x x

x
f x

x 
 


0y f

 0;x   
 

 

 

 

2 2 2

2 22 2 2

2 1 2 2 12

1 1 1

x x xx
f x

x x x

    
    

   

10x



 1 1f 

00



  دراسة دوال ؿددًة مخخَفة                                                                                                            ؾبد الحمَد كواسمَة

 564                                                                                 )الجزء الأول( اًبكاًوريا واًرياضَات 

 

  :ٌَميحنى  1 ترثُبة د اًيلعة ذات اًؾي نخابة مـادلة الملٌس( 2

ًيبحــــــــر ؾن فاظـــــــــــلة ُــــــــــــاثَ اًيلعــــــــــــــة أي: 
2

2
0

1

x

x



0xمـٌـــــــــــــاٍ   :و لدًٌـــــــــــــــــــا ، 

 و باًخـوًغ:     
 

 

2

2
2

2 1 0
0 2

0 1
f


  


 ،و   

، 

3 ) 

 و مٌَ خدول اًوضؽ اًًس بي: لدًيا: * 

         

        
         

 فوق  تحت  

 اًوضؽ اًًس بي:                    

     

 اظؽ ًـــــــــــــــــــــــــــك 

 

  fهلعة اهـعــــــــــاف لميحـــــنى اًـــــــــدالة و باًخالي وس خًذج أن اًيلعة ،يخترق الميحنى هلاحغ من الجدول أن الملٌس

 

 : ًَىن * 

 ،أي:  و مٌَ لأن:

 ، و بالأخط ؿلى كل مجال ظرفاٍ كابلة ًلاص خلاق ؿلى ، الدالة اًـدد الحلِلي ًَىن

ية اًسابلة ًوخد ؿلى الأكي  َ: ـــــــــــو مٌ   حِر:  و محعور بينو باًخالي حسب المبُر

 و ُو المعَوب، أي يمىن نخابة 

 ٍنميز الحاًخين:

 ،الـــت الملٌس ؿلى المجــــؽ  تحـــــًل و باًخالي مٌحنى الدالة و مٌَ:  ُذا ٌس خَزم أن * 

ًلؽ فوق الملٌس ؿلى  و باًخالي مٌحنى الدالة مـياٍ و مٌَ:  ُذا ٌس خَزم أن * 

 ،،                     و . ه ، مالمجال

 ( إوضاء اًضكل:4

 ،باًخياػر باًًس بة ٌَمبدأ من خدول اًخغيرات يمىن رسم الجزء المبين فَِ، و اؾتمادا ؿلى فردًة الدالة يمىن إتمام الجزء المخبلي 

 

  fC

     : 0 0y f x f   0 0f 

  : 2y x 

 
2 2

2 2 2

2 1 1
2 2 2 2

1 1 1

x x x
f x x x x x

x x x

    
        

     

0x

x

  2f x x
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0x   0f x   2f x x    2f x xf

 ;0



  دراسة دوال ؿددًة مخخَفة                                                                                                            ؾبد الحمَد كواسمَة

 565                                                                                 )الجزء الأول( اًبكاًوريا واًرياضَات 

 

 
 الجزء اًثـــــــــــاني:

    لدًيا:
 

 

ة الدالة5  ؾيد اًعفر: ( دراسة اس تمرارً

 ،1مس تمرة ؾيد  أي  

 ر:ــــدراسة اًلابََة ًلاص خلاق ؾيد اًعف

    2

2
0 0 0

2
0 21lim lim lim 2

0 1x x x

x
g x g x

x x x  

   
 

 

    2

2
0 0 0

2
0 21lim lim lim 2

0 1x x x

x
g x g x

x x x  


    
 

 

ة لميحنى الدالة المبدأ هي هلعةو ، 1غير كابلة ًلاص خلاق ؾيد و باًخالي الدالة  ، gهلعة زاوً

 : في هفس المـلمرسمإوضاء اً( 2
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 :51 اٍتمرٍن

 :  ًلً الدالة اًـددً ة المـرفة نلٌ ًخىن  

 ،من  :    من أخي كل                               

 ، من خي كلأ:    من                                

 ، ف الدالةـوؿة ثـرًــــــــلٍ ؿين   ( 5

 ، ؾيد اًعفر موحود ُي نهاًة الدالة  (2

 ، ( من xمن أخي كل غ: ــــــــــــلاح) درس اًسَوك اًخلاربي ٌلدالةا  (3

 ، الــــــو ملاربَ المااي في المج دراسة اًوضؽ اًًس بي ٌَميحنى  (4

 ،أؾط ثفسيرا ُيدس َا ًِذٍ اًيدِجة ، ثمنهاًةاٍحسب ا ( 5

 ،اًخغيراتأؾط خدول  ( 7

 .اوســمس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجفي  رسم ا  (8

 حـــــــــــــي:

ف الدالة5  ،: هي ( لٍوؿة ثـرً

   لدًيا: (2

ة ٌَعفر،   إذن اٍنهاًة ؾيد اًعفر موحودة و مساوً

ف نجد: اب اٍنهايات ؾيدــــــــــسبح ( 3  أظراف لٍوؿة اًخـرً

  ،في حوار نى الدالةـــلميح أفلي م ملاربــمس خلِمـادلة   :ؿَََ أمىن نخابةو  *

     و     * و 

 ،مس خليم ملارب عمودي لميحنى الدالةمـادلة    

 ، * و 

مس خليم ملارب مااي ٌَميحنىمـادلة  :أن يد اس خـلٌل الملاحؼة المرفلة نجدؾ  fC في حوار 

 . لأن:

4 ٌَ ميحنى( دراسة اًوضؽ اًًس بي  fC و المس خليم الملارب المااي : 

 دراسة إصارة اًفرق:

 أي: fةــــــوس خـمي اًـبارة الأولى ٌلداً هون 
   2 2

0
1 1 1 1

x x x
f x x x x

x x x x
     

    
   

 ، المجال المفروضؿلى الملارب له فوق المس خليم  أي الميحنى 

 :( حساب اٍنهاًة5
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ة"ــــــــــــ"هلع في مماسينــــــــًلبي هع مٌحنى الدالة اًخفسير اًِيدسي:و ،       ة زاوً

 ،1 ليمةاق ؾيد اً ــغير كابلة ًلاص خل أي الدالة ،1ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة 

 : دراسة ثغيرات الدالة (7

 نميز الحاًخين:

 الأولى:

   :من أخي 

    :لدًيا

 اًثاهَة:

  :و من أخي :

  لدًيا :

  خدول اًخغيرات:أي 

                         
        f x 

        f x 
 

                          

 اًرسم اًبَاني:  (8
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 :55 اٍتمرٍن

 ،المس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس

 أولا:

 اٍتمثَي اًبَاني ًِاثَ الدالة في المس خوي اًسابق، ،  وبـــ:    الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى ًخىن

 ، درس ثغيرات الدالةا  /5

 ،1اظلة ـــــــــــــؾيد اًيلعة ذات اًف ٌَميحنى نخب مـادلة الملٌسا /2

 ،و رسما، ثم و المس خليم حدد اًوضؽ اًًس بي ٌَميحنى /3

ادلةــــــــول المــــــــــا حَـــــــــبَاهِ نــــــ/ ؾ4ِ f x m x  :1حِــــرm ، 

 ثاهَا:

 اني،ـــــــــــتمثََِا اًبِ و المـرفة من أخي كل ؿدد حلِلي موحب بــــ:  ًخىن الدالة اًـددًة

 ،و أوخد ؿلاكة حربط الداًخين: (5

 رات،ــــــثم صكل خدول اًخغِ تهـــا،ثم حدد اصار  المض خلة ٌلدالة اس خًذج الدالة (2

 ،رسم في هفس المـلما، ثم أزبت أن مبدأ المـلم هلعة ثوكف ٌَميحنى (3
 ثاًثا:

      باًـلاكة اًتراحـَة:  المـرفة ؿلى ًخىن المخخاًَة اًـددًة

 

 ،: دد ظبَـيـــــــتحلق أهَ من أخي كل ؾ /5

 ،:دد ظبَـيــــــــأزبت أهَ من أخي كل ؾ /2

ن باًتراحؽ أهَ من أخي كل ؿدد ظبَـي /3  ،: برُ

 .1مذلاربة نحو اًـدد  اس خًذج أن المخخاًَة /4

 حـــــــي:

 أولا:

 

 :/  دراسة ثغيرات الدالة5

ف الدالة  ،:هي *لٍوؿة ثـرً

 و * اٍنهايات:

 * المض خلة:

 :من أخي كل ؿدد حلِلي
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  إصارة المض خلة يمىن جضىِي خدول اًخغيرات:من دراسة 

      
     f x 

    f x 
 

 

                

 ،و    مؽ:

 :1/ نخابة مـادلة الملٌس ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة 2

 ،  و 

 :و المس خليم الدالة / تحدًد اًوضؽ اًًس بي لميحنى3

ؽ ـــــــو باًخالي الجدول الذي ًَخط اًوض لدًيا: 

 اًًس بي: 

      
  إصارة    

  اًوضؽ اًًس بي: فوق  تحت  تحت  

                

  ًـ كاظؽ        ًــ )مماسي( كاظؽ        

 :و رسم اٍتمثَي اًبَاني
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 ،اتـــــــــاظؽ المس خليمــــــــــــــــط ثلــــــــــــــي هلـــــــــــــهي فواظ ادلةـــــــــــــــول المــــــــــــــــــ/ ح4َ

 و باًخالي الجدول: و الميحنى  (5ثعغر اًـددو أمِاًِا  اًتي جضترك جمَـِا في هلعة المبدإ)

 

  المياكضة 

  
 حـــــي وحِد               

 

  حي وحِد 

  

 حـَول ةزلاز                                                           

 
   

   حلان مخخَفان 

 
 ثاهَا:

 ،و   لدًيا: 

  ( ًَىن5

 ،لدًيا 

 : ( ًَىن 2

، 

 

 f x m xy m x

 fC

m



0

1

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

3

4

5

-1

-2

-3

-4

-5

0 1

1

x

y

 
1

x
g x

x x


 
gD 

x 

 
 

 2

1

x
g x f x

x x

 

 

*x 

        
 

2

1 1

2 1

x
g x f x x f x

x x x

 
     

 



  دراسة دوال ؿددًة مخخَفة                                                                                                            ؾبد الحمَد كواسمَة

 575                                                                                 )الجزء الأول( اًبكاًوريا واًرياضَات 

 

ة غير كابلة ًلاص خلاق ؿلى يمين اًعفر( أو لأن: 1غير كابلة ًلاص خلاق ؿلى يمين  الدالة  )لأن الدالة الجذرً

 

 و مٌَ خدول اًخغيرات:

     
        g x 

  

 

          g x 

   

 ،لأن:

 ُـــــــــــــــام: 

 "هلـــــــعة ثوكـــــــــــــــف"، جسمى بــ ةعُاثَ اًيل فإنور اًتراثُب ؾيد هلعة،  ــــــــــلمحا موازيا ًلبي مماســ ما إذا كان مٌحنى دالة

3/ 

ٌَميحنى هلعة ثوكف ب، إذن اًيلعةـــــــــــلمحور اًتراثِ ًلبي هعف مماس مواز gنى الدالةـــــــــو من اًواضح أن مٌح gC، 

 اًرسم اًبَاني:
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 ثاًثا:

 لدًيا المخخاًَة:

 

 و . ه . م         لدًيا:  / ًَىن 5

 ،، ًَىن  /2

 ،لأن:                                                             

 

ان باًتراحؽ 3  :لاحغ الجزء اًثاني" "المخخاًَات"في فعي  َََالذي سًذـرف ؿ  "/ ًًس خـمي اًبُر

 الخعوة الأولى:

: من أخي 1 1 0;1u    )الخاظَة محللة( 

 الخعوة اًثاهَة:

 ــة الخاظ ـــن صحـــــــــــ)فرض اًتراحؽ( و ًيبُر أي:  ًيفرض صحة الخاظَة في المرثبة  رثبةـة في اًِـــــــ

 ؟ :أي ُي

ر ـغِ دد ظبَـيـــ)لاحغ أهَ من أخي كل ؾ متزاًدة تماما ؿلى المجال وهون الدالة من فرض اًتراحؽ لدًيا و

 (  ٍىون:مـدوم

 

 حسب اًسؤال اًسابق، 

1mأي الخاظَة محللة في اًرثبة  ،و مٌَ ، 

 غير مـدوم، nالخاظَة محللة من أخي كل ؿدد ظبَـي :الخلاظة

 

4/ 

 لدًيا حسب هؼريات الحصر:

 .و مٌَ:   
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 :25اٍتمرٍن 

 نلٌ ًلً:  الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى المجال 

 في المس خوي المًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس،  لدالةٌممثي مٌحنى  

 ،درس ثغيرات الدالةا /5

 ،ادًخَ:ـــــــــمـ دُلٌــــــــــًلبي مس خليمين ملاربين أحبين أن الميحنى /أ   /2

 ،و  حنىــــدرس اًوضؽ اًًس بي ٌَمٌا /ب    

 ،َر: ـح  ًلعؽ محور اًفواظي في هلعة وحِدة فاظَتها بين أن أ/  /3

 ور اًتراثُب،ــــــــــــــاظـَ مؽ محــــــــــــــفي هلعة ثل مماس ٌَميحنى ؿين مـادلة -ب    

 في هفس المـلم، و رسما -ج    

 ،باًـبارة: الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى المجال / 4

 المـلم اًسابق، في  لدالةالميحنى الممثي ٌ 

 ، ثم ارسمَ في مـلم آخر،اهعلاكا من * بين هَف يمىن إوضاء 

 .: ؿدد و إصارة حَول المـادلة ذات المجِول ناكش حسب كيم اًوس َط الحلِلي /5

 

 حـي:

   و    لدًيا:  

 :دراسة ثغيرات الدالة  /5

 ،واٍنهايات: 

 المض خق:

 :  من أخي كل

 

 ،متزاًدة تماما ؿلى و مٌَ الدالة

 خدول اًخغيرات: أي

    
   f x 

   

  
 

  
 ، ملارب عمودي لميحنى الدالة ذو المـادلة من اٍنهايات اًسابلة  المس خليم -أ/ 2
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 ،في حوارهي مـادلة المس خليم الملارب   و من ؾبارة الدالة وس خًذج أن و لدًيا

 :و دراسة اًوضؽ اًًس بي ٌَميحنى -ب

من ليــــي كل ؿدد حلِــــــمن أح  ًيحسب اًفرق: 1; ، 

 ،دوما ؿلى المجال ًلؽ تحت الملارب المااي و مٌَ مٌحنى الدالة

 ، حِــــــر: اٍـــمـٌ  ًلعؽ محور اًفواظي في هلعة وحِدة فاظَتها  -أ /3

  :ثلبي حلا وحِدا في المجال  هثبت أن المـادلةأي 

      و    مس تمرة و متزاًدة تماما ؿلى المجال  من خدول اًخغيرات وس خًذج أن الدالة

 
2 2

1,3 1,3 1,3 1,3 1,32 0,02
1,522,3

f         و 
2 2

1, 4 1, 4 1, 4 1,3 1, 29 0,01
1,552, 4

f      

ية اًليم المخوسعة ًوخد   أي  من 0xدـــــــوحِ حيو حسب مبُر 1,3;1,4ِر:  ــــح ، 

 هي: حنىـــــاًيلعة ٌَمٌؾيد ُاثَ ، و مٌَ مـادلة الملٌسمؽ محور اًتراثُب هي  هلعة ثلاظؽ الميحنى -ب

 .باًخـوًغ نجد:   

 :و  رسم -ج

 

   

 

  fC 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ،لدًيا:  / 4

 دون رمز اًليمة المعَلة: أو اًضكل اًسابق يمىن نخابة الدالة من خدول ثغيرات الدالة
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 :اهعلاكا من مٌحنى يمىن اوضاء و مٌَ
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 ،الـــــــفي المج لىــــــق ؾـــــــــــــــًيعب  * 

باًًس بة لمحور اًفواظي ؿلى المجال هؼير *  1;. 

 اًرسم:

 
و مٌَ الجدول الذي ًَخط  مؽ الميحنى  هي فواظي هلط ثلاظؽ المس خليم حَول المـادلة  /5

 المعَوب:

   المياكضة اًوس َعَة 

    حلان أحدُلٌ ساًب تماما و الآخر موحب تماما                                    

  حلان أحدُلٌ موحب تماما و الآخر مـدوم 

  حلان موحبان تماما 

  حي وحِد ذو اصارة موحبة 

 حلان موحبان تماما 

  موحب تماما و الآخر مـدومحلان أحدُلٌ                     

 حلان أحدُلٌ ساًب تماما و الآخر موحب تماما                                     

  
 

 

 .تمَتها لاىنها ر الحَة اًيائمة تحت اًثرى، و ٍإن اًثَوج المتراكمة يمىنها أن ثثلي كاُي اًبذو 

 

 خبران خََي خبران

 

   

 gC fC ; 
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  :35 اٍتمرٍن

 ،اوســــــــــلم مذـامد و مذجــــمـ المس خوي مًسوب إلى

 بـــ:  المـرفة من أخي كل ؿدد حلِلي ًخىن الدالة اًـددًة

 ، و أؾط ثفسيرا ُيدس َا ًِاثَ اًيدِجة،ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة درس اص خلاقا/ 5

 ،حسباأ(   /2

 ج؟ــــــــــــــماذا جس خًذ  حسباب(     

 ،ائي في حوارــاًلانهج اًفرع ـ، ثم اس خًذ حسبا/ 3

 ععَح "اًفروع اًلانهااَة"،ًخجيب المرور بم fيمىن الاؾتماد ؿلى خدول ًبـغ كيم الدالة 

 ،:  / بين أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي4

 وضؽ خدول ثغيراتها، درس ثغيرات الدالةا/ 5

 .ي ٌلدالةــــــنى الممثــــــــــوضئ الميحأ/ 6

 حـي:

 ،          لدًيا:

 :ؾيد اًليمةالاص خلاق ثـرًف ًيعبق  /5

  :لدًيا

   

  
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 حالة ؿدم اًخـَين         

   

 

3

2
1 1 1 3

1 1 3 1 3
lim lim lim 1

1 1 1
x x x

f x f x x
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 
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    
    
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 ،غير كابلة ًلاص خلاق ؾيد و باًخالي الدالة 

 اًخفسير اًِيدسي:

1xمؽ:  الأول مـادًخَ ، ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة ًلبي هعفي مماسين مٌحنى الدالة  وازــــخــــر مالآ، و 

ة(،  لمحور اًتراثُب )هلعة زاوً

 ،/ أ( 2
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 ب( 

 

 ،وارــــــــارب له في حــــكمل ًلبي المس خليم ةــــــنى الداًـــــوس خًذج أن مٌح

 ،/ لدًيا 3

   :ملاحؼة

 ، هلول أهَ ًوخد فرع لانهائي هود دراسة مٌحاٍ أو اتجاَُ، إذا وخدنا أزياء حساب اٍنهايات:

 الات اًخاًَة:ـــــ)أو نلٌ ًلول اًبـغ يحتمي وحود مس خليم ملارب مااي(، لأخي ُذا نميز الح

 هلول أن اًفرع اًلانهائي باتجاٍ محور اًتراثُب و وسمََ فرع كعؽ مكافئ، •

 باتجاٍ محور اًفواظي، اًلانهائي هلول أن اًفرع •

 و نميز الحاًخين: نحسب نذلز اٍنهاًة: •

 ،مــــــــاًفرع اًلانهائي مٌحاٍ المس خلِ ••       

 .في حوار مـادًخَ مااي ملاربا ًلبي مس خليما مٌحنى الدالة ••       

 

 لأخي ُذا هلوم بحساب اٍنهاًة:
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 ،في حوار ا لانهااَا باتجاٍ المس خليمـــي فرؾــــــًلب  مٌحنى الدالة ةاًسابل الملاحؼةو حسب 

4 / 

 :ًَىن
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 ٍنميز الحاًخين:،  / خدول ثغيرات الدالة5

 الأولى:

 ُاثَ الدالة ؿلى ُذا المجال في اًسؤال اًسابق، ًيدرس إصارثَ: ؾَيا مض خق إذا كان     

إصارة f x  لأن: من إصارة 

 ،،  وأي  مـياٍ 

 ،و لدًيا: 

 ،نجد: و بوضؽ: :مــــؽ

و من كل ُذا يمىن وضؽ خدول ًَخط إصارة f x  ؿلى المجال ; 1 : 

     x 
    

 اًثاهَة:

: 

 من أخي كل   :ًيحسب المض خلة 

 ، ٍىون: من اًواضح أهَ إذا كان

 ،: ىىذب  أما إذا كان 

 :نحاول حصر اٍكمَة

 مـياٍ   أي: مـياٍ   أي: مـياٍ  

 الحالة: و مٌَ خدول الاصارة في ُاثَ

           
   

 

  يمىن نخابة خدول اًخغيرات:
                 

      

      

   f x  
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 ،و   و 

 :/ رسم مٌحنى الدالة 6

 اؾتمادا ؿلى كل ما درس سابلا يمىن رسم الميحنى ببساظة: 

الملٌسهعف 

 رب:ــــــــــلٌء اًــــــــــــن ؿَــــــــم

 

 1 1f     32 2 3 2 1 2 3 1f         

f

 fCy x
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 :45اٍتمرٍن 

 نلٌ ًلً: الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى 

 ،تمثََِا اًبَاني في المس خوي المًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس 

 فردًة، (  أ/ أزبت أن الدالة5

 ،لدًيا:  ب/ أزبت أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي   

 ، درس ثغيرات الدالةاج/     

 ،1في اًيلعة ذات اًفاظلة  ٌَميحنى نخب مـادلة الملٌساأ/ ( 2

 ًلبي هلعة اهـعاف ًعَب ثـَُنها، و اس خًذج أن باًًس بة إلى درس وضـَة اب/   

المس خليم الملارب  ، ثم اس خًذج مـادلةفي حوار ملارب ٌَميحنى المـادلة ذا ج/ بين أن المس خليم   

 الآخر،

 في المـلم اًسابق، و و د/ ارسم    

 ،نلٌ ًلً:  الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى ( 3

 زوحِة، أ/ بين أن الدالة 

  في هفس المـلم اًسابق.     مٌحنى الدالةارسم  ب/ اهعلاكا من

 حــي:

 لدًيا: 

 :ٍىون  أ/ ًَىن ( 5

 فردًة، لة او مٌَ الد

 : ب/ ًَىن

     ، و مٌَ خدول اًخغيرات: متزاًدة تماما ؿلى الدالة وس خًذج أن ج/ 

  f x
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 ،و  مؽ اًـلم أن 

 :1في اًيلعة ذات اًفاظلة  ٌَميحنى ( أ/ مـادلة الملٌس2

ادلة اٍنهااَة هي:ـــــــو مٌَ المـ و   و لدًيا باًخـوًغ:  
 

 

  ة اًوضؽ اًًس بي:ـــــب/ دراس

لدًيا:  
 

2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
2 1

1 1 1 1 1 1

x x x
f x x x x x x

x x x x x

 
      

                       
 

  و مٌَ الجدول: 

            
     

 اًوضؽ اًًس بي  فوق  تحت   

                                                         

 ًلعؽ        

الملٌس  T  و ُذا كاف ٌَحكم أنها هلعة اهـعاف ٌَميحنى0ذات اًفاظلة  اًتماس هلعةيخترق الميحنى ؾيد ، fC، 

                  ج/ لدًيا

 ،في حوار مس خليم ملارب مااي لميحنى الدالةمـادلة  و مٌَ

 * اس خًذاج مـادلة المس خليم الملارب الآخر:

 :15ظرًلة 

:أن و باًخالي وس خًذج  أي مـياٍ   لدًيا

 .في حوار مس خليم ملارب مااي لميحنى الدالة 

   :12ظرًلة 

 ًياػر الملارب في حوار  في حوار ، أي الملارب لميحنى الدالةباًًس بة ٌَمبدإ مذياػر فردًة فإن مٌحياُا لما كاهت الدالة

 .و ؿَََ  فإن ، و هونٍىن ُلٌ مذوازيان و مٌَ باًًس بة ٌَمبدأ، 

 :13ظرًلة 

  و لدًيا 

 ،في حوار مس خليم ملارب مااي لميحنى الدالة إذن 

 :و   و  د/ رسم 
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 لدًيا( 3

 ٍىون:   أ/ من أخي

مذياػر باًًس بة  زوحِة أي مٌحياُا و مٌَ الدالة  لدًيا: 

 لمحور اًتراثُب،

 ، مٌحنى الدالةؿلى   ًيعبق مٌحنى الدالة ب/ إذا كان

ؿلى المجال زوحِة يمىن رسم بلِة الميحنى و هون الدالة  ;0  اًضكل:باًخياػر باًًس بة لمحور اًتراثُب، لاحغ  
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 :55اٍتمرٍن 

 ،المس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس

 ،في المـلم اًسابق تمثََِا اًبَاني ، الدالة اًـددًة المـرفة باًـلاكة:   ًيـخبر 

 أظرافِا، ديــ ايات ؾ ــــــحسب اٍنها، ثم  / ؿين لٍوؿة ثـرًف الدالة5

 من لٍوؿة اًخـرًف، من أخي كل ؿدد حلِلي  حسبا/ 2

ن أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي3  ،من لٍوؿة اًخـرًف:   / برُ

 رات،ــــــــــدول اًخغِــــــــــــــــي حــــــــــــــــــــ/ صى4

ن أن المـ5  ،بحَر:  داــــــــلا وحِـــــــــثلبي ح  ادلةـــــــــــــ/ برُ

 "يمىن الاس خغياء ؿلى ُذا اًسؤال لحذفَ من اًبرنامج" ،ااَين ًـــــــــــــــــــين اٍنهــــــــــــــاًفرؾدرس ا/ 6

 ، يـــــــــــــمن أح و المس خليم درس اًوضؽ اًًس بي ًــ ا/ 7

 ،مرنز ثياػر لميحنى الدالة / بين أن اًيلعة8

 ،تراثُبور اًـــــمؽ مح ط ثلاظؽ الميحنى/ ؿين هل9

 ــأه  /51  ،ئــــــضــــــــ

 .ؿدد حَول المـادلة: / ؿين حسب كيم اًوس َط55

 حـــي:

  ،أي:  مـرفة مـياٍ  / 5

 اٍنهايات:

  

، 

 :من  x/ من أخي كل2

 

 : نـــــــــــــــــ/ ًَى3

 ًــىــــافئ مـياٍ ٍكافئ مـياٍ  

 ; ,O i j

f 
2

1
1

x
f x x

x
  


 fC

f

 f xx

x 2 21 1 1 0x x   

  0f x 1 2

 fC

 fC  : 2y x   0x

 0;1If

 fC

 fC

m  2 21 1x m x x x    

f21 0x ;fD   

 
2

2

1
lim lim 1 lim 1

11
1

x x x

x
f x x x

x

x

  

 
  
         
    
 

 
2

2

1
lim lim 1 lim 1

11
1

x x x

x
f x x x

x

x

  

 
  
         
    
 

 
   

 

 

2
2

2 2
2

22 2 2 2 2

1
1 1 1111 1 1

11 1 1 1 1

x
x

x xx xf x x
xx x x x x

                 
     

x 

 2 21 1 1 0x x    2 21 1 1x x  
2

2

1
1

1
x

x
 



2
2

2

1
1

1

x
x

x


 





  دراسة دوال ؿددًة مخخَفة                                                                                                            ؾبد الحمَد كواسمَة

 584                                                                                 )الجزء الأول( اًبكاًوريا واًرياضَات 

 

 ،أي مـياٍ  ٍكافئ مـياٍ  

 :ليـــــــدد حلِــــن أخي كل ؾـــــو اؾتمادا ؿلى اًخكافؤات وس خًذج أهَ م xمن أخي كل حلِلي اًـلاكة الأخيرة صحَحة لما كاهتو 

، 

 يمىن: و لما كاهت اصارة المض خلة من اصارة 

 اًخغيرات:/ جضىِي خدول 4

    
   f x 

    
   f x 

  
مس تمرة و مذياكعة تماما ؿلى المجال / من خدول اًخغيرات وس خًذج أن الدالة5 1;2  و 

 و  
2 2

2 1 1 0,11
2,245

f        ٌَية اًليم المخوسعة  و م ًوخد  و حسب مبُر

 ،حِر:  وحِد و

 ، و لدًيا نذلز:ُياك فرؿان لانهااَانمن اٍنهايات المحسوبة سابلا، و / 6

  و باًذــــــالي وس خًذــــــــــــج أن   أي: * 

 ، مس خلـــــيم ملارب مااي في حوار

مس خلـــــيم   و باًذــــــــالي وس خًذج أن   أي: *

 ،ملارب مااي في حوار

 ،/ ًيدرس اصارة اًفرق: 7

 لدًيا: 

                                وضكل الجدول اًخالي:

                                    

 اًوضؽ اًًس بي تحت                

 

   

 
2

2 21 1x x   
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2 21 1x x   
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 2 21 1 1 0x x   
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f    1 2 0f f

 1;2  0f  
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2

1
lim lim 1

11
1

x x

x

x

x

 
 




   lim 2 0
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f x x
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lim lim 1
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1

x x
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   
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   lim 0
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  :ٍىون  ًَىن  /8

 ،مرنز ثياػر ٌَميحنى  أي:

 و محور اًتراثُب، تمثي ثلاظؽ الميحنى أي ثوخد هلعة وحِدة نجد  / من أخي 9

 / يمىن ثَخَط كل ما كِي في ُذا اًضكل:51

 
 ــم ـ افئـــــــحى ة ــــــ/ المـاد55ً ياٍـــــــــــــــ

 مؽ المس خليمات و باًخالي حَول المـادلة هي فواظي هلط ثلاظؽ الميحنى 

  .المـادلة ثلبي حلا وحِدا من أخي كلفمن اًضكل و 

 

 ًعفي في اًسابـة، فأهت لا ثفِمِا بما ٍىفي. لم جس خعؽ شرحها ببساظةإذا 

 

 

 

 

 

 

x x 

     
2 2

1 1 2 2 1
1 1

x x
f x f x x x

x x
         

 

 0;1I fC

0x  0 1f I fC

  2 21 1x m x x x     2 21 1 1m x x x x     
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    
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 :65 اٍتمرٍن

  باًـبارة: المـرفة ؿلى المجال اًـددًة هـخبر الدالة   

 (  )اًوحدة ؿلى المحورٍن ،في المس خوي المزود بالمـلم المخـامد و المخجاوس إلى مٌحنى ٍرمز

 ا،ـــــــجة ُيدسِــــــ، فسر اًيخِحسبا  (5

 ،ادرس ثغيرات الدالة *    

 ،، أوضئ الميحنى"الجذر اًتربَـي"باس خـلٌل مٌحنى الدالة  *    

 ، َ:ــــــالذي مـادًذ ارسم في هفس المـلم المس خليم *    

 ( هـرف المخخاًَة2 n n
u كالآتي: ؿلى المجموؿة      

 ؿلى محور اًفواظي،   مثي الحدود  ، و باس خـلٌل -أ

 ــو ثلارب  اًَةــــــــغير المخذــــــــا حول اتجاٍ ثـــــــــــــضؽ تخمٌَ -ب   ِا،ـــ

ن باًتراحؽ أهَ من أخي كل ؿدد ظبَـي3  ، و  لدًيا: (    أ( برُ

 .مذلاربة. احسب ب( اس خًذج أن     

 حي:

5             )   

 ،5ثلبي الاص خلاق ؾيدالدالة لا 

ة"، 5تراثُب ؾيد اًيلعة ذات اًفاظلة لمحور اً ًلبي هعف مماس موازيا اًخفسير اًِيدسي: مٌحنى الدالة  "هلعة زاوً

 دراسة اًخغيرات: -

 

         و      

من xمن أخي كل 1; :     1
3 1 0

2 1
f x x

x


    


  

 خدول اًخغيرات: باًخالي ، متزاًدة تماما ؿلى المجال و مٌَ الدالة

    
   f x 

  
                                                                                     f x 

  
ة: إوضاء الميحنى -  اهعلاكا من الدالة الجذرً

ة ـــــــاوسحاب لميح   (اًباب الأولأي )و ُذا حسب   ، ؾيداذ:ًخىن نى الدالة الجذرً

 ،صـاؿَ

 

f 1;  3 1f x x  

 Cf ; ,O i j2cm
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(cf)

الدالة الجذرية

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 لاحغ اًضكل: ؿلى محور اًفواظي تمثَي الحدود المعَوبة -أ  (2

 

 

  

  
   

 

    

  

                                                                        
 

 

 

 

 اًخخمين: -ب

 اربة،ــــــــــــــــــــــاما، و مذلـــــــــــمـة متزاًدة ثـــمن اٍتمثَي اًبَاني هلاحغ أن المخخاًِ

 :الجزء اًثاني" المخخاًَات"سوف هخـرف ؿلى ُذا اًيوع من اًبراُين في درس  أ(   (3

ن باًتراحؽ أن*    و ُذا من أخي كل ؿدد ظبَـي ًيبُر

 الخاظَة محللة، الخعوة الأولى:

ن صحة الخاظِ أي: رثبة فيالخعوة اًثاهَة: ًيفرض صحة الخاظَة   أي: بةـــ ة في اًرث ــــ)فرض اًتراحؽ(، و ًيبُر

 ؟  ُي

نجد متزاًدة ؿلى fو هون الدالة ،ؽــحسب فرض اًتراح لدًيا      2 5mf f u f   ٌَ14و م 5mu   

  .الخاظَة محللة في اًرثبةف و باًخالي،    أي:

 : الخاظَة محللة من أخي كل ؿدد ظبَـي،الخلاظة

 

ن نذلز*    : ًيبُر

 الخاظَة محللة،  الخعوة الأولى: 

ن صحة الخاظِ أي: رثبة فية الخاظَة ــــــــــــــــالخعوة اًثاهَة: ًيفرض صح   أي: ةـــــــة في اًرثبـــــــ، و ًيبُر

 ؟ ُي

 ٍىون: متزاًدة ؿلى fو هون الدالة لدًيا  من فرض اًتراحؽ   1m mf u f u
2أي:    1m mu u    

  ،من أخي الجذر له مـنى لأهيا بٌُا 

 الخاظَة محللة من أخي كل ؿدد ظبَـي، الخلاظة:

( أ(  المخخاًَة3من  -ب n n
u  ًخىنمذلاربة نحو نهاًة فِيي  متزاًدة تماما و محدودةl :حِر، 

 و من اًـبارة اًتراحـَة ٌَمخخاًَة نجد:  أي:

2u

1u

2u1u0u

2 5nu n

02 2 5u  

m2 5mu 1m 

12 5mu  

2 5mu 

12 5mu  1m 

1n nu u

1 04 2u u 

m1m mu u1m 

2 1m mu u 

1m mu u

2 5nu n

2 5l 

1lim limn n
n n

u u l
 

 
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ة ؿلى المجال                                                                    ،من اس تمرار الدالة الجذرً

وضة ـــــُذٍ اًليمة مرف  أي: باس خـلٌل المميز نجد أي: أي:

 .و مٌَ اًليمة المعَوبة هي: 2المخخاًَة متزاًدة تماما و حدُا الأول لأن 

 :75 تمرٍناٍ 

المس خوي مًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس  ; ,O i j: 

 :رسم مٌحنى كل من الدوال اًخاًَةادرس ثغيرات، ثم ا

*   1 cosf x x 

*   2 sinf x x 

*   3f x tg x 

*   4 cotf x g x. 

 حـي:

 دراسة الدوال الجَبِة:

 *   1 cosf x x  

** لدًيا
1fD  

 

نلٌ هـلم أن**      1 2 cos 2 cosf x x x      أي الدالةcos2دورًة ودورُا َََفي لدراسةبافي ذى ى  و ؿ ;  

زوحِة أي هلذصر في دراسدٌا ؿلى المجال 1fالدالة ، اؾتمادا ؿلى الدائرة المثَثَة و**  0;  

 ؿلى مجالات أخرى"الاكذعار "يمىن ملاحؼة أهيا وس خعَؽ في دراسدٌا   

لدًيا    1 0 cos 0 1f    و   1 cos 1f    ، 

 

من المجال xو من أخي كل ؿدد حلِلي**  0;         :      1 cos sin 0f x x x     

من أخي كل  0;x  : sin 0x ، 

مذياكعة تماما ؿلى المجال  1fأي الدالة 0;:و مٌَ خدول اًخغيرات ، 

 

  0 x 

   1f x 

 1 
   1f x 

 1 

 :اًرسم اًبَاني في ُذا المجال** 

 1lim lim 3 1 3 lim 1 3 1n n n
n n n

u u u l
  

        

 1;

2 6 9 1 0l l l    2 7 10 0l l  9 
7 3 4

2
2 2

l


  

7 3
5

2
l


 
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 و باًخياػر باًًس بة لمحور اًترثُب: **

 
 :و باس خـلٌل الدور نحعي ؿلى اًضكل المعَوب **

 

 
 

 *   2 sinf x x  

** لدًيا: 
2fD  

** و     2 2 sin 2 sinf x x x      أي الدالةsin  2دورًة ودورُا  المجال فيىىذفي بالدراسة أي ;  ، 

فردًة أي هلذصر في دراسدٌا ؿلى المجال 2fالمثَثَة الدالةو اؾتمادا ؿلى الدائرة  ** 0;  

 ؿلى مجالات أخرى"الاكذعار "يمىن ملاحؼة أهيا وس خعَؽ في دراسدٌا 

لدًيا    2 0 sin 0 0f    و   2 sin 0f   ، 

من المجال xو من أخي كل ؿدد حلِلي**  0;         :    2 sin cos( )f x x x   

2 3-1-2-3

-1
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0 1
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;0من أخي
2

x
 

  
 

  :cos( ) 0x  و من أخي;
2

x



 

  
 

  :cos( ) 0x ، 

;0متزاًدة تماما ؿلى المجال  2fأي الدالة
2

 
 
 

;، و مذياكعة تماما ؿلى المجال 
2




 
 
 

، 

 و مٌَ خدول اًخغيرات:

  2 0 x 

     2f x 

                                         2 2 1f                                                            

   2f x 

  0 0 

 :اًرسم اًبَاني في ُذا المجال** 

 
 :ٌَمبدإ* و باًخياػر باًًس بة لمحور 

 
 :باس خـلٌل الدور نحعي ؿلى اًضكل المعَوب* و 

 

2-1-2-3

-1

-2

0 1

1

x

y
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   3

sin

cos

x
f x tg x

x
  

** لدًيا 
3

,
2

fD k k



 

    
 

، 

  دورًة؟ 3f** ُي الدالة

يحلق:  qدد حلِلي موحب تماماـهبحر ؾن أظغر ؾلأخي ُذا    tg x q tg x  ٍمـياx x q k    :أي,q k k    

q,و باًخالي كل من الأؿداد  k k   دورة ٌلدالةهيtg ا و ذا الإ  ، ددالموحبة تماما ُو اًـــصارة ، و من اًواضح أن أظغرُ

;المجال ؿلىالدراسة  فيلأخي ُذا س يلذصر 
2 2

  
 
 

، 

 ** دراسة اًضفـَة:

من أخي كل
3fx D  ٍىون

3fx D    و   
 

 
 3

sin sin

cos cos

x x
f x tg x tg x

x x

 
      


، 

;0المجال فيالدراسة  ؿلىفردًة ًِذا هلذصر   3fأي الدالة
2

 
 
 

: 

 ** 3

2 2

sin 1
lim lim

cos 0x x

x
f x

x  
 

   الذي مـادًخَ ، وس خًذج أن المس خليم
2

x


  3ــودي لميحنى الدالة عم بملــارf، 

 3 0 0f ، 

;0لدًيا من أخي كل
2

x
 

  
 

 : 

    
   

   

 

 
 

2 2 2

2

3 2 2 2

cos sin sinsin 1
1 1 0

cos cos cos cos

x x xx
f x tg x tg x

x x x x

           
 

 

;0متزاًدة تماما ؿلى المجال  3fأي الدالة
2

 
 
 

  اًخغيرات:، و باًخالي خدول 

     
2


    0 x 

   3f x 

   3f x 

 

 0 

 ** اًرسم اًبَاني في ُذا المجال: 
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 :** و باًخياػر باًًس بة ٌَمبدإ
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 ** و باس خـلٌل الدور نحعي ؿلى اًضكل المعَوب:

 

   4

cos
cot

sin

x
f x g x

x
  

** لدًيا:  
4

,fD k k  ، 

  دورًة؟ 4f** ُي الدالة

يحلق:  qدد حلِلي موحب تمـــــاماـهبحر ؾن أظغر ؾلأخي ُذا    cotg x q cotg x  ٍمـٌــــــــــــــاx x q k    :أي

,q k k    كل من الأؿداد فو باًخالي,q k k   هي دورة ٌلدالةcotg ا و ذامن اًواضح أن أظغ، و صارة الإ ـــــــرُ

المجال ؿلىالدراسة  في،  لأخي ُذا س يلذصر وحبة تماما ُو اًـــــددالم 0;، 

من xيـــي نـــــن أحــا مــــلدًٌ 0; : 

    
    

   

2 2

4 2 2

cos sincos 1
0

sin sin sin

x xx
f x cotg x

x x x

         
 

 

تماما ؿلى المجالياكعة مذ   4fأي الدالة 0;:و باًخالي خدول اًخغيرات ،  

             0 x 

   4f x 

    4f x 

  

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7
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لأن: ** 4
0 0

cos 1
lim lim

sin 0x x

x
f x

x 
 

 
    

 
0xالذي مـادًخَ ، وس خًذج أن المس خليم  4الدالةحنى ملارب عمودي لميf ، 

و  4

cos 1
lim lim

sin 0x x

x
f x

x 


 

 
    

 
x الذي مـادًخَ ، وس خًذج أن المس خليم 4ارب عمودي لميحنى الدالةملf ، 

 اًرسم اًبَاني في ُذا المجال:  

 
 ** و باس خـلٌل الدور نحعي ؿلى اًضكل المعَوب:
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 :85اٍتمرٍن 

بــــ:   المـرفة ؿلى fهـخبر الدالة اًـددًة   2sinf x x، 

و ًَىن  fC تمثََِا اًبَاني في مـلم مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

 ،ة ذات الدورــــــدورً fةــــــــن أن الداًــــأ/ برُ

ن أن محور اًتراثُب ُو محور  ٌَميحنىب/ برُ fC، 

;0المجال ؿلى fرات الدالةـــــــــــدرس ثغِاج/ 
2

 
 
 

، 

;0المجال ؿلى fرسم الميحنى الممثي ٌلدالةاد/ 
2

 
 
 

3المجال ؿلىثم   3
;

2 2

  
 
 

  . 

 حـــي:

  لدًيا:      2sinf x x     وfD ، 

أ/     
   2 2

1 cos 2 2 1 cos 2
sin sin

2 2

x x
f x x x


 

  
     ، 

  ،2دورًة و دورُا cosالدالة هون 

xب/ ًَىن    :نجدx  و           
2 2 2sin sin sinf x x x x f x         ٌَو مf ،زوحِة 

2 3 4 5-1-2-3-4-5-6
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;0ؿلى المجال fج/ دراسة ثغيرات الدالة
2

 
 
 

: 

;0من أخي كل
2

x
 

  
 

 :   2cos sin sin 2 0f x x x x    

0لأن                                                                              
2

x


   ٍ0مـيا 2x  ، 

 باًخالي خدول اًخغيرات:و 

 

 
2


 0 x 

   f x 

    1  f x 

            0 

د/ رسم الميحنى fC 0ؿلى المجال;
2

 
 
 

3في المجال و  3
;

2 2

  
 
 

: 

 

  

 دورًة،  fلأن الدالة              دورًة،  fلأن الدالة                

 

  زوحِة، fلأن الدالة                                                                       

 

 

2 3 4-1-2-3-4
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 :59اٍتمرٍن 

  f بـــ:  هي الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى  sin3 3sinf x x x ، 

كارن بين( 5 f x  و كل من 2f x   ، f x  و f x ، 

;0المجال ؿلى fاس خًذج أهَ ٍىفي دراسة الدالة    
2

 
 
 

، 

ن أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي2 x  : ( برُ  6sin sin2f x x x  ، 

;0ؿلى المجال  fدرس ثغيرات الدالة ا( 3
2

 
 
 

، 

في المس خوي المًسوب إلى مـلم مذـامد و مذجاوس  fحنى الدالةٌرسم م ا( 4 ; ,O i j. 

 حـــي:

لدًيا:   sin3 3sinf x x x    وfD ، 

 

xمن أخي (5   2ٍىونx  : 

و            2 sin 3 6 3sin 2 sin 3 3sinf x x x x x f x         ، 

و باًخالي      * 2f x f x ، 

xو من أخي   ٍىونx  : 

و               sin 3 3sin sin 3 3sinf x x x x x f x         ، 

ليباًذــا و     ** f x f x   ، 

xو من أخي   ٍىونx  : 

و                    sin 3 3 3sin sin 3 3sin sin 3 3sinf x x x x x x x f x              

و باًخالي:      *** 2
2

f x f x f x



  

     
  

، 

من * وس خًذج أن الدالةf  2دورًة و يمىن ازبات أن دورُا  المجال ؿلى الدراسة فيأي يمىن الاكذعار ; ، 

 

و من **  وس خًذج أن الدالةf  لى المجالــــالدراسة ؾ فيفردًة أي يمىن الاكذعار 0; إو ىكمي اٍتمثَي باًخياػر باًًس بة ٌَمبد، 

 

و من *** وس خًذج أن المس خليم
2

x


 0محور ثياػر أي هلذصر في الدراسة ؿلى المجال;
2

 
 
 

 و ىكمي الميحنى باًخياػر باًًس بة ٌَمحور، 

 

;0ؿلى المجال  fدراسة ثغيرات الدالة( 2
2

 
 
 

: 

;0من أخي
2

x
 

  
 

   :          sin 3 3sin 3cos 3 3cosf x x x x x    ، 

cosؾيد اًرحوع إلى اًـلاكات المثَثَة اًواردة في اًباب الأول نجد:  sin 2sin sin
2 2

   
 

    
      

   
، 
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أي ثعبح المض خلة ؿلى اًضكل:        3 2sin 2 sin 6sin 2 sin 0f x x x x x        

;0من أخي 
2

x
 

  
 

ٍىون  2 0;x   :أي sin 0x   و sin 2 0x  

;0مذياكعة تماما ؿلى المجال  fو باًخالي الدالة
2

 
 
 

 و مٌَ خدول اًخغيرات: 

 
2


 0 x 

   f x 

 0 

 4  f x 

لأن:  0 0f     3و
sin 3sin 1 3 4

2 2 2
f

       
           

     
، 

ؿلى المجال f/ رسم مٌحنى الدالة4 2 ;2 : 

  فردًة، fثاهَا: الدالة 

 

أولا: الدالة مذياػرة باًًس بة ٌَمحور                                            
2

x


، 

 

  2اًــــــــــــــــــدالة دورًـــــــــــــــــــــــــــة و دورُــــــــــــــــاثاًثا:                                     
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 :21اٍتمرٍن 

بــــ:  المـرفة ؿلى f اًـددًة هـخبر الدالة  
1

cos 2 cos
2

f x x x ، 

و ًخىن fC تمثََِا اًبَاني في مـلم مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

ن أن الداً (5  ،2دورـــــــــة ذات اًــــــــــدورً fة ـــــأ/ برُ

ن أن محور اًتراثُب ُو محور ثياػر ٌَميحنى ب/ برُ fC، 

fنـــــــــــــــأ/ ؾِ (2    ًة ٌلدالةـــــــــــة المض خلــــــــــــالداf، 

x   :ب/ برر أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي     sin 1 2cosf x x x    ، 

درس إصارة اج/  f x من أخي 0;x ، 

ؿلى المجال fأ/ أنجز خدول ثغيرات ٌلدالة (3 0;، 

ؿلى المجال fرسم الميحنى الذي يمثي الدالةاب/  ; ، 

حنىــــــــــاج المٌـــــــــــــن اس خًذـــــــــــيمىج/ هَف  fC . 

 حــي:  

 لدًيا: 
1

cos 2 cos
2

f x x x     وfD  

/  أ/ 5           
1 1

2 cos 2 4 cos 2 cos 2 cos
2 2

f x x x x x f x         ، 

 ، 2دورًة و يمىن أن هبين أن أظغر دورة هي fأي الدالة 

ين أن ـــــــب/ ًيب   fC ٌاػر باًًس بة لمحور اًتراثُب، أي الدالةــــــــــمذf :زوحِة 

xمن أخي    ٍىونx  : 

           
1 1

cos 2 cos cos 2 cos
2 2

f x x x x x f x          :أيf ،دالة زوحِة 

x :/  أ/ من أخي كل ؿدد حلِلي2     sin 2 sinf x x x   ، 

 : xب/ من أخي كل حلِلي   

              sin 2 sin 2sin cos sin sin 1 2cosf x x x x x x x        ، 

ج/ دراسة إصارة المض خلة ؿلى المجال      0;: 

0** لدًيا x     ٍىونsin 0x ، 

 **     
1

1 2cos 2 cos 2 cos cos
2 3

x x x
    

        
    

 و اؾتمادا ؿلى الدائرة المثَثَة: 

 

      3 
 

 

ؿلى المجال cosثياكط الدالةأو وس خـمي  0;  :يمىن أن وس خًذج أن 
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f دالة متزاًدة تماما ؿلى المجال
3

x


 0، و مذياكعة تماما ؿلى المجال
3

x


  ، 

 /   أ/ و باًخالي خدول اًخغيرات: 3

 

    
3


 0 x 

    f x 

 
3

2
 

1

2
 f 

3
f

 
 
 

 

لدًيا      
1 1 3

cos 2 cos 1
2 2 2

f       ، 

و      
1 1 1

0 cos 0 cos 0 1
2 2 2

f      ، 

1و  2 1 2 3
cos cos

3 2 3 3 4 4 4
f

       
           

     
، 

ؿلى المجال fب/ رسم مٌحنى الدالة 0; : 

 
 

 زوحِة، fلأن الدالة 

 

 : 2بلِة مٌحنى الدالة بخىرار اًضكل المرسوم كل ، أمىن اتمام 2دورًة و دورُا fج/ لما كاهت الدالة

 

 

2-1-2-3

-1

0 1

1

x

y

2 3 4 5 6 7 8-1-2-3-4-5-6-7-8

-1

0 1

1

x

y
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 :اًساتؽ أُداف الدرس

 ،(ة الأس َةـالدوال اًتي تحول المجموع إلى خداء )الداً •

  ،إؾعــــــــــــــــــاء حرميز ٌلداًـــــــــــة الأســــــــــــَة •

 .خفـــــاضََة الخعَة من اًرثــــــحة الأولىالمـادلاث اً  •
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  الدرس اًساتؽ:

 وشاط اس خىشافي:

y,و اًتي تحلق من أخي كل ؿلى اًلاتلة ًلاش خلاقثـَين كل الدوال اًـددًة  :اًِدف من ُذا اًًشاط ُو      x من: 

 
 الجزء الأول:

y,و تحلق من أخي كل كاتلة ًلاش خلاق ؿلى دالةًخىن     x من: 

  ،(1تحلق اًـلاكة ) المـدومة تين أن الدالة (1

ن أهَ إذا كاهت (2  ان بالخَف(،  ــــــــ، فِيي لا ثيـدم من أخي كل ؿدد حلِلي )اس خـمي اًبُردالة لا ثيـدم ؾيد كيمة جرُ

 في ُـــــــذٍ الحالة:و  . تين أن  مثحت ومن أخي (3

  إرشاد:)  ( حكافئ اًـلاكة 1تين أن اًـلاكة ) أ(  

اس خـلٌل مش خق الدالة يمىـن*      y f x y f x f y    :(1)لاكة ـــــــــــاًـة مؽ ـــــو الملاره من مثحت حِر 

 ٌَحطول ؿلى اس خَزام، 

اش خلاق الدالةو *  
 

 

f x y
x x

f x



 )ٌَحطول ؿلى الاس خَزام الآخر، 

 ،اًتي تحلق: ( بمجرد ثـَين الدالة1اًتي تحلق اًـلاكة ) تين أهَ يمىن ثـَين الدوال (ة 

 الجزء اًثاني:

  1 ) 

( ثدؾى الدالة الأس َة، و ىرمز ًِا تـــ2هلدي أهَ ثوخد دالة وحِدت تحلق اًـلاكة )   expx g x x 

 حِر: ٌَـدد ( و ىرمز تــــو اًتي ثـني أس َة َكلمة اًفروس َة)و ُذا اخذطارا ٌ 

ذا من أخي نـــــــي ؿدد ظحَـي تين أن         ، غير مـدوم وُ

 (.1اس خًذج الدوال اًتي تحلق اًـلاكة )  (2  

 

 اط:ـــــــــــــحي اًًش    

     : و تحلق من أخي كل ؿددٍن حلِلِين ًلاش خلاق ؿلىدالة كاتلة    

 الجزء الأول:  

ة ـــة المـدومـــإذن الداً  ، لدًيا:ي ؿدد حلِليــي نــــــمن أح ًخىن ( 1

 ،(، مؽ ملاحؼة أن الدالة المـدومة كاتلة ًلاش خلاق ؿلى1تحلق اًـلاكة )

ؿلى الأكـــي دـلا ثيـدم ؾيد كل ؿدد حلِلي أي ًوح الدالةأن  و ًييف ،حِر ًيفرض أهَ ًوخد ؿدد حلِلي( 2

 ( ىىذة: 1حسة اًـلاكة ) يمىن ملاحؼة اٍىذاتة، حِر:  

 دد حلِلي، ؾــــ أن مؽ اًـلمو ُذا ثياكظ مؽ اًفرض،    

 ،  وخد أي ؿدد حلِلي ثيـدم ؾيدٍو باًخالي لا ً

 ،0بالأخص ؾيد الدالة لا ثيـدم أتدا و مٌَ  حِر: ًَىن (3

     f x y f x f y  

f       1 f x y f x f y  

f0x 

y   0f y  0 1f 

   

 
;

0 1

f x k f x
k

f

 




x

fg 
   

 
2 ,

0 1

g x g x
x

g






exponentiellee exp 12,718281828e 

  ng n en

f,x y       1 f x y f x f y  

  0f x x     0 0 0f x y f x f y     

0x 0 0f x f

1x  1 0f x     0 1 0 1f x f x x x  

       0 1 0 1 0 10 0f x f x f x x f x x       0 1f x x

f

y   0f y 
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 ،أي:  ٍىـون: (1)تحلق اًـلاكة  و لما كاهت الدالة ن ملاحؼةـــــيمى

 ٍكي هحين اًخكافؤ وحة ثخِان اس خَزامين:( أ       

 الاس خَزام من اٍيمين إلى اًُسار: • 

 ، ًًش خق الدالة(1)تحلق اًـلاكة  ًيفرض أن الدالة     y f x y f x f y   ت(،ــمثد و المخغيرغ أن ـ) لاح 

  ون:ـــــــــٍى أي: (1) اًـلاكة مة اًـلاكة المحطي ؿَيها ؿلىـــؾيد كس 

 

 و. ه . م،      مؽ   و     :ما ًأتي  نجـــــــــــــــــــــد توضؽ و تأخذ

 الاس خَزام من اًُسار إلى اٍيمين: • 

 ــو ًًش  قـــــــتحل ًيفرض أن الدالة  ـق اًــــــــــــــدالةـــذــــــ

  ون:ـــــــــــــــــرض ٍىــــــــن اًفــــــــــو م 

 ،(واحــد)مجال  زـاتخة ؿلى أي الدالة  من أخي كل ؿدد حلِلي باًخـوًظ ٍىون و  و

 ،     أي:  أي:  و مــــــــــيَ 

 و . ه . م،                                         

 الدوال اًتي تحلق: اًححر ؾن إلى مسألة  (1) باًخالي أرحـيا مسألة إًـجاد الدوال اًتي تحلق اًـلاكةو 

 

 ؿلى اًشكل: (1اًتي تحلق اًـلاكة ) حىون الدوال :اًتي تحلق الدالة ًيفرض أهيا ؾَياة( 

 ،    مؽ: 

 ،  و  لأن:  

 الجزء اًثاني:

1 ) 

  ؟"وحود دالةهلدي ": تــ: ماذا ًلطد 1سؤال 

 ،لدًيا:  ًَىن 

 (1حسة الخاضَة )                                                                           

 

 ؟ من أخي كل ؿدد حلِلي ق المساواتِتحل :  ُي يمىن 2سؤال 

 :( اس خًذاح الدوال2

xمن أخي هفرض أن اًـحارت اًساتلة صحَحة أي:   ة( ٍىون:3و حسة )   

   0f y f y f     0f y f f y  0 1f 

fyx

    ( )f x y f x f y        f x y f x f y  

 

 

   

   

 

 

f x y f x f y f y

f x y f x f y f y

   
 

 

0y 
 
 

0

0

f
k

f


   f x k f x   0 1f k 

f
   

 
;

0 1

f x k f x
k

f

 



 

 
 

f x y
x x

f x



 

 
       

  
2

f x y f x f x y f x
x

f x


     
    f x y k f x y    

   f x k f x    0x x

   0 ,x x  
 
 

 
 

 
0

f x y f y
f y

f x f


      f x y f x f y  

   

 
;

0 1

f x k f x
k

f

 




g 
   

 
2 ,

0 1

g x g x
x

g






f

   f x g k x k 

         f x g k x k g k x k g k x kf x                0 0 0 1f g k g   

*n            exp exp 1 1 1 exp 1 exp 1 exp 1 exp 1
n n

n مرة
n مرة

n e         

 exp xx ex

f

  xg x e    ,kxf x g kx e k  
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 تٌـــــــــاء المـارف:  

 

 :جسمَة

 ــذاث المج  مـادلة ثفـاضََة من اًرثدــة الأولى لة:جسمى الد    دـــــــو ذاث اًلِ ــِولــــــــــ

 "(*)"الملاحؼة

  :1حواة 

 ن المـَوماث في ُذا المس خوى لا حىفــــــي ًلإزــــــــــــحاث،ـــــوحود الدالة، و ٍىن إزحاث ــــــــأهَ يمى "هلدي وحود دالة"هلطد تـــ:  

 :إذن و من اًًشاط يمىن وضؽ

 ــ  : هلدي أهَ ثوخد دالة وحِدت تحلق المـادلة اًخفاضََة ذاث المجِول  ــثدؾى الدالة الأس  ـَة، ـــــ

و ىرمز ًِا تـــ   expx g x x ني أس َة(ـــــــــــــو اًتي ثـ ةــــــــارا ًــ اٍكلمة اًفروسِــــــ)و ُذا اخذط، 

 .(،) لاحغ أن الدالة الأس َة مس تمرت ؿلى حِر: ٌَــــــــــــدد تـــرمز ــــو ه

 من اًخاريخ:                                                                                      :2حواة

 ُو أول من شـر  (1617 - 1550ًحدو أن الأسىذَيدي حون ناتيي )        .:هلدي أهَ من أخي كل ؿدد حلِلي

 ــاًسوٌسري ً  اتي، و كان اًرياضَتوحود اًـدد الأس                                                                  ر:ـــ  َونهارد أوً

   بالاسم المـروف الآن خلال اًلرن اًثامن  كد سمى (1783 - 1707)                                          :(*)ُامة  ملاحؼة  

 ؾشر. و كد زخت أن ُذا اًثاتت لا ٌس خخدم في اًرياضَاث فحسة تي                 المـادلاث اًخفاضََة:ًدساءل اًحـظ ؾن مـنى 

ف:  ة في ـــــؿددا من المجالاث منها الاكذطاد و كِاس حكاثر الخلايا الحِ وًـج                                            إًَم ُذا اًخـرً

َة .ما حسم   ة،ـــــكل مـادلة تحوي دالة و مش خلاتها جسمى مـادلة ثفاضَِ  ـَة.ضمن كائمة الأؿداد اًعحَ نلٌ ًدخي في ثوزًؽ الأؿداد الأوً

 و    ق"ـأي غير ناظ دد أصم "ــــؾمثي اًـدد و من المـَوم أن اًـدد  اق ـــــــدالة، و هلطد باًرثحة رثحة الاش خلأي المجِول ُيا ُو 

ة ذاث مـاملاث نا أي أهَ ًُس حلا" مدسامــــأن    و تجدر الإشارت أن المـادلاث اًخفاضََة ًِا شاًؼاُرت.   ذا ــــ. و ً"ظلةلمـادلة خبًر

 تحدًد ُذا اًـدد تدكة مؽ اًـلم أن الأركام اًـشرًة غير مٌتهَة و  ىنائــــي اًتي    لا يمإذ ثـخبر حرًَضا ًـدد من المس هحير في اًرياضَاث

 ؿلى ثـَين الأركام  اًرياضَاثَوناىىة تـظ  ةدورًة. و من ثم  ستُ ً   ن تـظ المـادلاث اًخفاضََة ًطـــــة إنجدُا في واكـيا، تي 

 ار رقم تـد ــــــــاًـشرًة وكـد ثوضَوا الآن إلى أنثر من مََار و رتؽ المَِ جرامج  رق ؿددًة باس خـلٌل ــإلى ظ اثَوناًرياضَ حَِا و ًَجأ

د من ُ،   اًفاضـــلة ...                            ؿددًة،                 و مذخاًَاث  د و المزً  ذٍ ــــــــــو لا شم أنهم س َجدون المزً

                                             لٌ:     الأركام مس خلدلا.ـأنثر من ُذا و س يـالج في ُذا الملام هوؿين ًُن هخوسؽ 

ًخىن الدالة  • x y f xحَول المـادلة اًخفاضََة: 

 ــمـعى)الم  مؽ    :ُامة لاضةـــــــخ                               ( هي:جِولــ

 ن ـــــــم  ،    جمَؽ الدوال اًـددًة اًتي تحلق:ٌسمى كِداثاتت حلِلي ًخـين ثشرط مرفق باٍتمرٍن  مؽ

                                                     هي: و من أخي كل    مـــــؽ حَول المـادلة اًخفاضََة••

 . ثاتت حلِلي ًخـين ثشــــــرط  ، مؽهي:

  "كاتلة ًلاش خلاق مؽ اًـلم أن". مرفق باٍتمرٍن   
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 :1تمرٍن ثعحَلي 

 :تين أهَ من أخي كل ؿددٍن حلِلِين

  . •و   ،    •،  و    •  •،   •

 حي:

 :نــــــًَى

 ، ،  أي لدًيا •

•، 

 ــاًتي تحل  حسة اًـلاكة   ة الأس َة،ــــــلِا الداًــــ

 ا:لدًي •

  

 ،الأس َة اًتي تحللِا الدالة حسة اًـلاكة                                                                                         

 ، أي: لدًيا:  •

 ،الأس َة اًتي تحللِا الدالة حسة اًـلاكة  

•، 

 ،الأس َة اًتي تحللِا الدالة حسة اًـلاكة 

 ملاحؼة:

 الحساة أزياء دراسدٌا لدوال أس َة.ًدسَِي  المذهورت في اًخعحَق الخواصؿلى س يـتمد 

 

 :2تمرٍن ثعحَلي 

 حي المـادلاث اًخفاضََة اًخاًَة:

•، 

 ،، مؽ: •

•. 

 حي:

 حي المـادلاث اًخفاضََة:

•، 

 ،مـياٍ مـياٍ وع:ـــــد الموضـــو حسة اًلِ أي: لدًيا: •

 ،أي الحي المعَوة ُو:

 ،َ:ــــــــــــو مٌ أي: أي: •
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 أُداف اًـــــدرس اًثامن:

 ،ــــــة الأسِــــــــــــــةاٍ ثغير الداًــــــــــــة اتجـــــــــــــدراس •

 ،"حي مـادلاث و متراجحاث ًؼِر فيها رمز الدالة الأس َة"    

 ،و دـــــة ؾٌــــــــة الأسِـــــــــــاًة الداًــــــــــنه •

  مٌــــــــــــــــــــــحنى الداًــــــــــــــــــــــــــــة الأسِــــــــــة. •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


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 الدرس اًثامن:

 وشاط اس خىشافي:

 )الدالة الأس َة(  :تــ ًخىن الدالة اًـددًة المـرفة ؿلى

 ،مذجاوسفي مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و  الميحنى الممثي ٌلدالة و

 ،درس اتجاٍ ثغير الدالةا (1

 ، من أخي كل تين أن (  أ(2

 ما اًخفسير اًِيدسي ًِذٍ اٍنهاًة، اس خًذج ثم .:حسةاباس خـلٌل هؼرياث الحصر  ة(     

 ، ثغيراث ٌلدالةشكل خدول  (3

 .نىــــــــــم الميحــــــرسا  (4

 

 حي اًًشاط:       

 :الدالة( دراسة اتجاٍ ثغير 1

 .متزاًدت تماما ؿلى المجال ، أي الدالة:من أخي كل ؿدد حلِلي

2 ) 

  تـــ: المـرفة ؿلى gًيـخبر الدالةأ(      

   ( ٍىون1غـلاحو من حزاًد الدالة الأس َة )  و هون لاحغ أهَ يمىن نخاتة: لدًيا:

 ،  وًظ:ــــد اًخـــــ، ؾٌي ـــــذا من أحـــــو ُ ةـــــــــىىذ أياما ـــــمتزاًدت تم الدالة و مٌَ

 ،ر ٍىونــــرياث الحطــــــة هؼـــــــــو حس  ا:ــلدًٌة(     

 ،:ُذا من جهة و من جهة أخرى هـلم أن

x، و لماتوضؽ: ثغير المخغير                                                                          :ٍىون t . 

 

 ،في حوار لميحنى الدالةمس خليم ملارة أفلي مـادلة  اًخفسير اًِيدسي:

 

 :خدول ثغيراث الدالة( 3

    
                        f x 

       
        f x  

 

  :رسم اًحَان( 4

 نجد:  ، و ملاحؼة خدول اًخغيراث وفي حوار الأفلي جرسم المس خليم الملارة
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 تياء المـارف:      

  ،رأًيا في ُذا اًًشاط هَفِة رسم تَان الدالة الأس َة 

 و نذلك تٌُا أن:                          

  

 ، اًرسم تـــ "اس خـلٌل الحاس حة اًحَاهَة" ًحين أهَ  باتجاٍ محور اًتراثُة أي وحة تحلق:ُياك فرع لانهائي في حوار ًحدو أن

 اًسؤال اًخالي: ُي ُذٍ اٍنهاًة صحَحة؟، من اًعحَـي ظرخ 

 حواة:

 "اًتزاًد الملارن".في درس ؾيواهَ  و نهاياث أخرى سوف هثخت ُاثَ اٍنهاًة

 

  اًــ الدالة الأس َة أمىن نخاتةو من حزاًد: 

 هدِجة:

 اثــــة حكمن في حي المـادلاث و المتراجحـــــــــــــفائدت ُذٍ اًيدِج                         مـٌــــــاٍ •

 ــــــــــارٍن اًخعحِـــــــلِة.لاحغ اٍتم الدالة الأس َةرمز اًتي ثؼِر فيها                                     مـٌـــــاٍ ••

 مـياٍ •••
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 ملاحؼة ُامة:

 أي:    ؾتمادا ؿلى مرهة دوال، اس خًذاح مش خلة الدالةايجة أن ٍىون واضحا و ُذا  

 

 الاش خلاق.  ال كاتََة الدالةـــــــــــُو مج حِر: .اٍ الدالةــــــــــــمن هفس اتج اٍ ثغير الدالةـــــــلاحغ أن اتج

 

 :01تمرٍن ثعحَلي 

 ، في كل حالة من الحالاث اًخاًَة:ؿلى المجال أوخد مش خلة الدالة

 ،و         * 

 ،و              * 

 ،و       *

 ،و  * 

 ،و  * 

 حــي:

 :الملاحؼة اًساتلةة ــــــــــــحسو  ،ةــــــفي كل حاً كاتلة ًلاش خلاق ؿلى المجال ح أن الدالةـمن اًواض

 :من x* من أخي كل

 

 :من x* من أخي كل 

 

 :من x* من أخي كل

 

 :من x* من أخي كل

 

 :من x* من أخي كل

. 

 :02 تمرٍن ثعحَلي

 اًخاًَة: المـادلاث ذاث المجِول   حي في

 و  •و  ، •و    •و   • و   •و    •

 . •و   •و   •
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 :حي

 :المـادلاث فيحي 

 ــم ـ  •  ، :و مٌَ  أي:   ياٍــــــــــ

 ، :َـو مٌ  أي:  مـياٍ •

 نجد: ؾيد حساة المميز: ٍكافئ مـياٍ: •

  

 أي:    

 :هضؽ:  مـياٍ  •

ة ٌَطفر أي   حكافئ و مٌَ  نجد باًخاليو ُذا الحي ملدول و   هلاحغ أن لٍوع المـاملاث مساوً

                      و ُذا الأخير مرفوض لأهَ ساًة تماما،  ، و (مٌَو )

  أي:

  اٍــــمـٌ ، و هي حكافئxدد حلِليـــــادلة مـرفة من أخي كل ؾـــــــــتداًة المـ •

 ، و ُذٍ المـادلة لا ثلدي حَولا في   أي:

S أي:  

   أي   حكافئ  مـياٍ •

 و مٌَ

ؽ:ـهض  افئـــــــــــو هي حى  اٍ:ــــــــــــــمـٌ •
 

  :أي: 

         أي  لدًيا 

 ، و مٌَ

و ـــــو ُ حي واضح ٌَمـادلة أي الحي الآخر ُو ًحدو أن اًـدد ُذٍ المـادلة حكافئ •

 مرفوض لإشارثَ اًساًحة،

  أي:

•  

 .نجد نذلك

 

 :03 تمرٍن ثعحَلي

 المتراجحاث اًخاًَة:  حي في

  . •و   •و   •و   •و     •
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 حي:

 ، أي: مـياٍ  أي  •

 أي: اح لحساة المميز لدراسة الإشارتـــــنحذ  وهي حكافئ  مـياٍ •

 و مٌَ الجدول اًخالي:  و   

                                                                     
                              

 

 ، و مٌَ

 ،  مـياٍ أي و ُذا ٍكافئ:  •

 تير ـــــــــــــــأمىن مكافئة المتراحـحة الأخ تمامـــا دوما و هون الدالة الأس َة موحدة حكافئ: لمتراجحةأو ملاحؼة أن ا* 

 ،  مـياٍ      تــ

 ي الجدول:      ـــــــــــــــ، وشىارت نثير الحدودــــــــؾيد دراسة إش و هي حكافئ •

                                                                                                 

                   
  أي:

 ،و مٌَ

 اتلة،ـــــــتراجحة اًســـــــة ٌَمــــــــــالمكافئ    اًثاهَة: و مٌَ نجد المتراجحة  هضؽ •

  ، لدًيا الجدول:ًيدرس إشارت نثير الحدود

          

         
 

2حَول المتراجحة اًثاهَة هي: 00 1xe t e  :و باًخالي الحَول المعَوتة هي ،. 

 

لة الأأكوى هلعة ضـف لدًيا هي ًأس يا من إؿادت   المرت. هَدت ٌَيجاخ هي المحاولة مرت ثَوالمحاولة، اًعرً
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 أُداف اًـــــدرس اًخاسؽ:

تم اًيِـــــــــــــــحيري •  ،اٌَوغــــــــــارً

ة، • ذــــمَة اًيِـــــــحيًر  الدالة اٌَوغـــارً

ة اٌَوغارٍتمَة خواص الدالة •  .اًيَخيًر
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 الدرس اًخاسؽ:

   تمَِد:

، و اًسخة ًـود إلى مثي ُذٍ المـادلاث دناـــأهيا ويا محؼوػين لأهيا وح لاحغً حي اًخعحَلين بالدرس اًساتقالمخأمي في   

 ــادلة، و مـرف ـــــــــــــــــمن المـ رف الأيمنـــــفي اًع 1وحود اًـدد                                     ثساظة، كل حي المـادلة ج يمىن اليــــــــــو باًذ ، خيا ًــــــ

   ؟ دناـــــماذا ًو وحاًسؤال اًخالي: ظرخ  من اًعحَـيو  

                                                                         :حواة

                                                    ،ـر:ـــــــحِــــ :ــــــولـذاث المجِــــالمـادلة  س يجَة ؿلى اًسؤال اًساتق ثشكل ؿام، أي اًححر ؾن حـَول

 لأخي ُذا نميز الحاًخين اًخاًَخين:

 الأولى:

 يم موحدة تمـــــــــــــــاما،ــالأس َة ذاث كة و ُذا لأن الداًــــــــــــة ــــــــــداد الحلِلِـــــــــــــــــــفي لٍوؿة الأؾ ي حَولاــــالمـادلة لا ثلد

 اًثاهَة:

    من اًخاريخ:  رت و متزاًــدت تمــــاما ؿلى المجالــمس تم  المـرف تــf الدالة هـلم أن

 ــالأسى  ،ــدًٌـــــاـــــــو ًــــ  ــــــاتييون هــــــــــــــــــخَيدي حــــــــ

ية اًليم المخوسعة ًوخد  تمــــــــاٌَ ـــكارـــــًــــَ اًفضـــــــي في اتذـ ،رــــــحِ وحِد حيو مٌَ حسة مبُر  وغارً

 ــاًيِ  جسمَة:  ؾرف حيري )وس حة إلى اسمَ(. تي وــــــــ

تم اًيَخيري" الموحود ساتلا تــ وسمي الحــــــي     فًخـر ـــ حدج ذلك ثـميما ً  و     ىرمز له تـــو  "اٌَوغارً

 تــــ: الأســـــــاس ذي اٌَوغـــارًتم ، ًخـَلَ باًـدد

تم ؾيد أي    تم ذي الأســــــــــــــــــاٌَوغ "ؿدد موحة تماما"يمىن اس خـلٌل الآلاث الحاس حة لإيجاد كيمة اٌَوغارً  .2اســــــــــارً

 

تما واحدا أمىن وضؽ و هون كل ؿدد حلِلي موحة  :اًـــ تماما يملك ًوغارً

ف:                                                                                                 ثـرً

ة    ،   في هي ثلك الدالة المـرفة ؿلى و اًتي ىرمز ًِا تــ)أو ذاث الأساس اًيَخيري( الدالة اٌَوغارٍتمَة اًيَخيًر

 .                                                                                            مـياٍ و تحلق:

ف يمىن اس خًذاح:   من اًخـرً

                          من أخي كل   • 

    يـــــمن أح  •• 

     أي ونـــــٍى إذا كان •••

أي ٍىون إذا كان ••••
 

                                               

ة عمي هلول أن   اًشكل:، لاحغ الدالة الأس َة مـبهس ًـميالدالة اٌَوغارٍتمَة اًيَخيًر

 

                                                                                 

                                                                     
 ٌلدالة اٌَوغارٍتمَة ."دالة ؾىس َة" ٌلدالة الأس َة أو اًـىس الدالة الأس َة"دالة ؾىس َة" لأخي ُذا هلول الدالة اٌَوغارٍتمَة 
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 :اًــ اهعلاكا من الدالة الأس َة وس خخَص

ة:خواص الج  بًر

 ،  َر: ـح  •1

 ، ــــر:ــــــــحـِــــــــــــــــــ •2

ر:ـــــحـــِ •3
 

، 

 ،  ر:ــــحـِــــ •4

 ، حـِــــــر: •5

 ،ـِــــــر:ح   •6

  .  ـــا ؿلىــمتزاًـــــــدت تمامــــــــــ الداًـــــــــــــة •7

 إزحاث الخواص: 

ر:ــحِ  •1
 

، 

 ، ر:ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــحِ  •2

رـــــــــــــــــــحِ  •3
 

 ، 

 ، حِر:  •4

5•
2

2 1

2 2ln ln ln 2 lna a a a
 

   
 

، 

 ،حِر: •6

  لأس َة متزاًدت تمامـــــــــــا(.، )لأن الدالة اٍىــــــافئ  اٍــــــــــــــمـٌ  ر:ــحِ ًَىن •7

 

 ملاحؼة:

 في ثخس َط الحساة في تـظ اًتمارٍن.ثفِدنا الخواص اًساتلة 

 

 :تمرٍن ثعحَلي

 ،حِر: xدد حلِليـــــــــــــــــــمن أخي كل ؾ ة: ــــــــــن صحة المخحاًٌــــــة اًخاًِـــــــجرُ - أ

 مثحت :من أخي  :صحة إذا فرضيا أن - ة

  اس خًذج أن:

. 
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 حي:   

 و . ه . م،             :أي   لدًيا:  - أ

 ،لأن:                

لدًيا و ُذا حسة اًفــرض: - ة

 

،، 

  و لدًيا من جهة أخرى:

 و حسة اًفرض يمىن نخاتة المخحاًية:

 

 نذلك يمىن نخاتة:

 

  •3 حسة الخاضَة                                             

 فٌجد:في اًعرف الأيمن ٌَمخحاًية اًساتلة  ،هضؽ

 

 )تجدر الإشارت أن:  وس خًذج المعَوة تخساظة، -من أ

 ،ي كل ـــــــــحمن أ  ذا هون:ـــــو ُ  لأن:  *

 

  •7حسة      

 

 لأن:   *

 أي:   و ُذا ُو اًخياكظ الميخؼر( أي: و  مـياٍ ًيفرض خدلا
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 اًـاشر:أُداف الدرس 

ذــــــمَة • ة، دراسة الدالة اٌَوغارً  اًيَخيًر

تم.َحاث ًؼِر فيها رمز اٌـحي مـادلاث و متراح•  وغارً
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 :الدرس اًـاشر

ة   ؿلى الدالة الأس َة، ًِذا هعرخ: ثـذـمد في إوشائهارأًيا في الدرس اًساتق أن الدالة اٌَوغارٍتمَة اًيَخيًر

 ؟اؾتمادا ؿلى الدالة الأس َة دراسة ثغيراث الدالة اٌَوغارٍتمَةسؤال: ُي يمىن اً 

 حواة:

 

ف الدالة •  ،تماما ة ثأخذ كيما موحدةــة الأسِــلأن الداً :هي لٍوؿة ثـرً

 

 لأن:   ،ة لميطف الأولــتَان الدالة اٌَوغارٍتمَة مٌاػر ًحَان الدالة الأس َة  باًًسد •

 ، و باًخالي كل هلعة مناًيلعة و مٌَ  أي مـياٍ اًيلعة  

 باًًس حة ٌَميطف الأول، هؼيرت هلعة من

 

  و باًخالي يمىن إوشاء الميحنى الممثي ٌلدالة اٌَوغارٍتمَة،

 لاحغ اًشكل:

 
  

 اًشكل اًساتق:من 

 .ؿلى مس تمرت، أي الدالة اٌَوغارٍتمَة المجال وس خًذج أهَ يمىن رسم تَان الدالة اٌَوغارٍتمَة دون رفؽ اًللم ؿلى •

 

 

ln 0;
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  و من اًتزاًد وس خًذج:

 :1 يدِجةاً  

 ، مـياٍ •   

 غ اًخعحَلين.ـــلاح متراجحاثُذٍ اًيدِجة في حي مـادلاث و ثفِدنا                ، مـياٍ •   

 ، مـياٍ •   

                                

 

 ، مـياٍ: •إذا كان:  نذلك يمىن ملاحؼة أهــــــــَ •            

 ، مـياٍ:     •                                                        مهم

تم ميَة.لدراسة اًوضؽ اًًس بي لمس خليم و مٌحنى ب  مثلاوس خـمي اًخكافؤٍن اًساتلين                 َر ًؼِر في اًفرق ًوغارً

 

    يمىن من اًشكل وضؽ اًخخمين: •

 :اًخخمين ازحاث

 ، فمن أخي:هضؽ

 )ُذا اًخكافؤ كاف لاس خًذاح اٍنهاًة اًثاهَة( أو: مـياٍ * 

، 

 .نجد:  مـياٍ  * 

 

 الاش خلاق:

ف: ًخىن الدالة:     ،  لحساة مش خلة ُاثَ الدالة وس خـمي اًخـرً

    ًَىن

:وشكل اٍنهاًة
 

 ؽ:ـــــــــــــلحساة ُذٍ اٍنهاًة هغير المخغير توض 

 ،و        مـياٍ    و     

 اًة:ــــــح اٍنهــــــــــثطد و باًخالي (الدالة اٌَوغارٍتمَة مس تمرت)     فإن  و هون  

 

 

 ،أي الدالة اٌَوغارٍتمَة كاتلة ًلاش خلاق ؿلى

من xمن أخي كل  خلاضة: 0 ;  . 
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 :ُــــــــام
 ، اس خًذاح مش خلة الدالة: داًخينؾتمادا ؿلى مرهة ايجة أن ٍىون واضحا و ُذا 

أي:  
  

، 

 ما داخي اٌَوغارًتم ؿلى ما داخله.أي مش خق   

 

 :10اٍتمرٍن اًخعحَلي 

 اًخاًَة:، في كل حالة من الحالاث ؿلى المجال أوخد مش خلة الدالة

  ر:ـــحِ     * 

  حِر:  *

  حِر:  * 

 . َر: ـح   *

 حي:

 :المذهورت في كل حالة من الحالاث  كاتلة ًلاش خلاق ؿلى المجال الدالة

 

  * نخاتة الدالة دون رمز اًليمة المعَلة: 

 :أي  :    و باًخالي من أخي كل

 

 : يـــــــــــــي نـــــــــــــ* من أح

 

 : * من أخي كل

 

 : * من أخي كل

                        . أو:
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 :02 تمرٍن ثعحَلي

 المـادلاث و المتراحـحاث اًخاًَة: حي في    

1)  

2)  

3)  

4)  

5)  

6)  

7) . 

 

 مهم

 
تم  (متراجحةأو  ) مـادلةلحي   :هددؽ الخعواث ًؼِر فيها رمز اٌَوغارً

 ،Iًخىـــن ،xحة( ذاث المجِـــــــــولـ)أو المتراح ادلةــــــــــــف ُاثَ المــــــــــــــــــة ثـرًـــــــــــــــين لٍوؾــــــــ* ثـِ

x ٌسِي حَِا حِر: )متراجحة( ،  المـادلة )أو المتراجحة( حكافئ مـادلة218  اًطفحة 01 اًيدِجة* اؾتمادا ؿلى  I  . 

                         

 حي:

       1)  

 ،أي ُــذٍ المـادلة مـرفة من أخي *

 مـياٍ:  افئـــــــــــــالمـادلة حى* 

4 1 1

1

4

x

و

x


  






ف  أي:      و ُذا الحي ملدول لاىتمــــــائَ لمجمـوؿة اًخـرً

 ،و مٌَ

 

       2)   

 ،أي ُــذٍ المـادلة مـرفة من أخي *

 مـياٍ:  افئـــــــــــــالمـادلة حى* 

4 1 3

1

4

x

و

x


  






1x أي:      ف   و ُذا الحي ملدول لاىتمــــــائَ لمجمـوؿة اًخـرً

 ، أي:
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       3)   

1x :    و مٌَ   أي       ي  ــــأحة من ـــــــة مـرفـــــــالمـادً * ، 

 

                                                    عط:بالمخيمىن الاس خـاهة 

 

    مـياٍ: افئـــالمـادلة حى* 

  1 5 96

1

x x

و

x

  


 

    أي:      

2 6 91 0

1

x x

و

x

   


 

   

  مميز المـادلة اًؼاُرتو بساة 

       و      

 ،:  و مٌَ 

        4)
 

 

           َ حــدول الإشارت:                       و مٌ المـادلة مـرفة إذاا *

                                                                                                   
        

 
 

ف المـادلة هي  :و باًخالي لٍوؿة اًخـرً   ; 5 1;     

 .  و حسة دراسة ساتلة:

 ملاحؼة:

 .أمر مهمفي اًحداًة  المـادلة أو المتراجحةة ثـرًف لاحغ أن ثـَين لٍوؿ

 

        5)  

 ٌَطفر، وع المـاملاث مســــاوــغ أن لٍـــــــهلاح ،َول المتراجحة الأخيرت، ًيححر ؾن ح المـادلة مـرفة مـياٍ: *

 أي: 

                    

       

ح أن:ـــــــــــمن اًواض  اٍ    ـــرفة مـٌـــــــالمـادلة مـ ،هـود إلى اًحداًة 1;، 
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ــافئحىــــــالمـادلة  *
  

 

21 2 4 3 7
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x x x x

و

x

     


  

  د:ــنج المـادًـــــة الأولى طــــــثخسِتـد وشر و ،   

5و باًخالي حلا ُاثَ المـادلة 
;1

3

 
 
 

، و ُلٌ لا ًًتمَان إلى 1;  ، 

Sو مٌَ: ، 

        6 ) 

  نىــــــــــا مـــــــــــــــــــــة ًِـــــــالمتراجح  *

حكافئ  المتراجحة   *
3 2
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و مٌَ    
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
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2   المخعط:و من  

3
2أي:               0 

;
3

S
 

  
 

 

         7)  

  : دودـــــًيدرس اشارت نـــــــــــثير الح  المتراجحة مـرفة مـياٍ *

      

       
 

  اٍـــــــــــمـٌ  إذن المتراجحة مـرفة إذاا    11; 5 1;    ، 

حىـــــافئالمتراجحة  *

   

2 6 5 11

11; 5 1;

x x x
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    


      

 ، ، ًيححر ؾن حَول المتراجحة  

      

     
 

 

  اًشىــي:لاحغ 

         
  

  

 .المشتركانالمجالان                         
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 أُداف اًـــــدرس الحادي ؾشر:

 ــوى الحلِ ــــــــــــــــــــــاًل  •  ــــــــ  ،ــــــلِةـــــــــــ

 ،حِر: aالدالة الأس َة ذاث الأساس •

 ،ــــــوىــــــــــــــــــــاًلــــــ ةــــــــــــــــــــــــداً •

     .و  ر:ــــحِ ف ــــــثـرً •
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 الدرس الحادي ؾشر:

 الداًـــــــة اٌَوغارٍتمَة:ًذـرف ؿلى تـظ اًيخائج اًتي يمىـــــــن الحطـــــول ؿَيها تـد أن ؾرفٌا الدالة الأسِــــــة و في ُذا اًــــــدرس س 

 

     سؤال:   

 ،  اًـلم أن مؽ   و ُذا من أحـــــي كل ؿدد حلِلي  أن: ؿَميا من اًس يواث الماضَة    

 ، إلى اًلـــــــــــــــــــــوى اًطــحَحة: اًعحَـَة نا مفِوم اًلوىوى ظحَـي، و كد مدَدـــــــو جسمى ك

 ؟ و نحن هيوي تمدًد ُذا المفِوم إلى الأؿداد الحلِلِة أي ُي يمىن إؾعاء مـنى ًــ: 

 

  واة:ـــــــح 

من خواص الدالة اٌَوغارٍتمَة أمىن نخاتة:
 

 : اًـــ ، و مٌَ و مٌَ:  أي:  

 رًف: ــــــثـ

فـا    .و اٌَوغارٍتمَة ل الدالة الأس َةباس خـلٌوى الحلِلِة ًــدد حلِلي و ىىون بهذا كد ؾرفٌا اًل  هضــــؽ ثـرً

 

 ن ثـرًف داًخين مهمخين:ـــــــمرت أخرى يمى تارت ثم ، و تخثدَت 0a :من xا كد ؾرفٌا اًلوى الحلِلِة من أخي كلـــلما وٌ

 

  : حِر: aالأساسرًف الدالة الأس َة ذاث ــثـ

 هـرف الدالة: يمىن أن أي مثحت مؽ ، باًـدديمىن إرفاق كل ؿدد حلِلي
 ln

, 0 ,
x axx a e a x ، 

 "الدالة الأس َة ذاث الأسـاس" اًتي جسمى 

 

ف اًساتق: ةلدًيا الخواص اًخاًَ   اًتي يمىن إزحاتها اهعلاكا من اًخـرً

 :و  ًَىن 

 ، *، و  *و   *، *و  *و   *

 لأن:

* 

* 

* 

* 

 

 حالة خاضة:

 نحطي ؿلى الدالة الأس َة. من أخي 
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n مرة
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ف دالة اًلوت:   ثـرً

 أي هـرف الدالة:   حِــر:   اًوحِد ، باًـدد يمىن إرفاق كل ؿدد حلِلي   

0 ,kx x k  .و اًتي جسمى دالة اًلوت 

 ملاحؼة:

 ، ، و هطعَح أن:و ىرمز له تــ  xالموحة الجذر اًيوني ٌَـدد وسمي اًـدد إذا كان 

 و ىرمز له اخذطارا نحطي ؿلى الجذر اًترتَـي ٌَـدد مثال:

 يمىن اس خخلاص ما ًلً:     

  

 

 

 

 :01ثعحَلي  تمرٍن

 في مـلم مذـامد و مذجـــــــاوس، الميحنى الممثي ٌلدالة ، و تــالمـرفة ؿلى ًخىن الدالة/ 1

 ،درس ثغيراث الدالةاأ(      

 ، ة( مثــــــــــــــــــي   

المـرفة ؿلى المجال ًخىن الدالة/ 2 0;  الميحنى الممــــــــــــــــثي ٌلدالة ، و تـــ، 

 ،درس ثغيراث الدالةاأ(      

 . ة( مثـــــــــــــــــــي   

 حي:

 ، و   /1

 نميز الحالاث اًخاًَة: 

 ، ، أي:1ثاتخة ؾيد اًليمة  و ثطحح الدالة •

 :و مٌَ اًرسم اًحَاني ًــ
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 : و مٌَ •

  اٍنهاياث:

 المش خلة: 

 ،متزاًدت تماما ؿلى  أي الدالة  :من xكلمن أخي 

 و مٌَ خدول اًخغيراث:

    

     
   

   
 

 (يمىن اس خـلٌل جرنامج أو حاس حة تَاهَةيمىن رسم الميحنى في ُذٍ الحالة من أخي كيم نلٌ ًحٌَُ اًشكل) 

 
 ، مـياٍ •

 ،في حوار fنى الدالةـملارة أفلي لميحمس خليم مـادلة     ، اٍنهاياث:

 المش خلة: 

 ،ة تماما ؿلىــــــــمذياكط ، أي الدالة  :من xمن أخي كل

 اًخغيراث:و مٌَ خدول 
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 يمىن رسم الميحنى في ُذٍ الحالة من أخي كيم نلٌ ًحٌَُ اًشكل:

 
 

 : هـرف: ؿلى المجال  / 2

 لاخ،ـــــحسة الاضع لدًيا: 

، 

 المش خلة:

من xمن أخي كل 0 ;  :الـــــــاما ؿلى المجــمـــــزاًدت ثــــــمذ أي الدالة  لدًيا ، 

 : تلي أن هدرس الاش خلاق ؿلى يمين اًطفر ًـ

هعحق اًخـرًف:

ذا ـــــو ُ ، 

ة ميلٌس ــــًلدي محور اًتراثِ و اًخفسير اًِيدسي ُو أن مٌحنى الدالة ،غير كاتلة ًلاش خلاق ؿلى يمين اًطفر كاف ٌَحكم أن الدالة

 )هلعة ثوكف(:ؾيد اًيلعة له

 و مٌَ خدول اًخغيراث:

     
         g x 

   
   g x 

 

 :يمىن رسم الميحنى في ُذٍ الحالة من أخي كيم نلٌ ًحٌَُ اًشكل
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 من ؿَلٌء اًـرة:
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 ؾشر: ًثانيأُداف اًـــــدرس ا

ذـمَة ذاث الأساس  • 1aو 0aحِر: aالدالة اٌَوغارً   

ذـمَة اًـشرًة"حالة خاضة: "  الدالة اٌَوغارً
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 الدرس اًثاني ؾشر:

 تمَِد:

تم اًيَخيري   لة اًتي ؾَيا بها اٌَوغارً ـرف ــــــــــ، سٌ: مجبٍرن لمـرفة حَول المـادلة ذاث المجِولإذ ويا تيفس اًعرً

تماث أخرى و ُذا تعرخ   ًوغارً

1aو 0aمؽ :اًسؤال: ُي المـادلة ذاث المجِول  ؟في ثلدي حَولا و 

  وحود لمـادلة،لا لاحغ أهَ من أخي

 حواة:

ية اًليم المخوسعة   زحاث أن المـادلة ثلدي حلا وحِدا في لٍوؿة الأؿداد الحلِلِة "ًترك الازحاث ٌَلارئ"إيمىن و ُذا باس خـلٌل مبُر

 

 جسمَة:

تم ذو الأساس 1aو 0aحِر:aالحي اًساتق ٌسمى ًوغارً  و تماما ينالموحد ينالحلِلِ نًٍخـَلَ باًـدد، و ىرمز له تـــ  

 

تم ذو الأساسَاٌ ةؿلاك تم اًيَخيري:  aوغارً  باٌَوغارً

1aو 0a:ًَىن  افئ:ــــُاثَ المـادلة حى و أي:  هلدي حلا وحِدا  ، هـلم أن المـادلة و 

 .أي:  

 :أي من أخي كل ؿدد حلِلي موحة تماما

، 

 :اًــ و بهذٍ اًـلاكة يمىن وضؽ

ف:   ثـرً

1aو 0a:ذاث الأساسجسمى الدالة اٌَوغارٍتمَة  حلِلي تـددموحة تماما  الدالة اًتي حرفق كل ؿدد حلِلي    و ىرمز ًِا

ax تـــ: log x  

 ملاحؼة:          مهم

 هذهر مثلا: يمىن اس خخراح خواص مشابهة ًخلك المذهورت في الدالة               

 ، و و   مؽ:   *                

 لأن:             

 

 ، و و    مؽ:   *              

 لأن:             

، 

 ، و مؽ:  *               

                                                لأن:             
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 حالة خاضة:              مهم

تم اًـشري تــ:ة اًـشرًة المـرفة ــــــــــنحطي ؿلى الدالة اٌَوغارٍتمِ يـــــمن أح   *ٌس خـمي اٌَوغارً

 رت،ـــــــــاء جىثـــــــــفي اٍىيمِ                        

تم اًـشري ؿادت تـــ:ـــــــز ٌَوغــــــــــــــو ٍرم   لٌله*،ـــــــــــٍىثرت اس خـ ارً

 خواص:  

 لخواص اًواضحة:باتأس أن هذهر  لا            

  مؽ     

 و و                          

 

 :10تمرٍن ثعحَلي 

  :ؿداد اًعحَـَة اًخاًَةؿين ؾـــــدد أركام الأ

 * 

* 

*. 

 حـي:

* لدًيا: 10235

10

10235ln3
log 3 4883,3

ln10
 :و مٌَ المخحاًية اًواضحة  10235

104883 log 3 ة ــاٍ حســـــــــــمـٌ 4884

تم اًـشري: 4883خواص اٌَوغارً 10235 488410 3  ،4884ُو 102353و مٌَ ؿدد أركام اًـدد 10

 * و لدًيا نذلك: 258005

10 10log 5 258005 log 5 180337,8  :و مٌَ المخحاًية اًواضحة 

 258005

10180337 log 5 تم اًـشري:ــمـٌ 180338 180337اٍ حسة خواص اٌَوغارً 258005 18033810 5 و مٌَ ؿدد أركام  10

 ،180338ُو 2580055اًـدد

* و لدًيا نذلك:    251789

10 10log 7 251789 log 7 212786,4   :و مٌَ المخحاًية اًواضحة

 251789

10212786 log 7 تم اًـشري: 212787 212786مـياٍ حسة خواص اٌَوغارً 251789 21278710 7 دد ــــــَ ؾــو مٌ 10

 .212787ُو 2517897أركام اًـدد

 

 :02تمرٍن ثعحَلي 

ق من باحثين أمرٍىِين كلارهسون  في ؿام   أنبر ؿدد أولي ؾرف آهذاك نيروفسي –ووًتمان  –بندشف فرً

 ؿين ؿدد أركام ُذا اًـدد.

 حــــي: 

 :يـين تداًة ؿدد أركامس  

ا: ــــــــلدًٌ   3021377

10 10log 2 3021377 log 2 909525,1  ٌةـــَ المخحاًٌـــو م 3021377

10909525 log 2 909526  

909525و مٌَ: 3021377 90952610 2  ،909526:ُو أي ؿدد أركام   10

10a 

 
10

10

log : 0

log

x

x x





Log

   
lnln

ln10log ln10 lnln10ln1010
xx

x xe e e x


   0x

   ln10ln 10 ln ln10
log10

ln10 ln10 ln10

x x

x
e x

x   x 

10235

1 3n 

258005

2 5n 

251789

3 7n 

1998
30213772 1p  

30213772
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 ، 6أو  8أو 4أو   2آحادٍ هي:  ـــــــــــــضفرا لأن  ون رقم آحاد اًـددــــــــــــــــــــــــلا يمىن أن ٍىفلط  ةـــــــٌَملاحؼ 

   .909526 أي: ؿدد أركام  جساوي و باًخالي ؿدد أركام 

 

 

 من ؿَلٌء اًـرة:

 

 

 
 

 

30213772

30213772 130213772
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 ؾشر: ًراًـــــدرس اًثاأُداف 

 وىــــــة اًلـــس َة )اٌَوغارٍتمَة( و داًالملارهة تين حزاًد الدالة الأ •

 ،"اًتزاًد الملارن"أو ما ًفضي أن ٌسمََ اًحـظ:    
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 ؾشر: ًرالدرس اًثا

 وشاط اس خىشافي:

  و تـ: المـرفذان ؿلى ًخىن الداًخان    

 ،تمثََِا اًحَاني في مـلم مذـامـــــد  مذجـــــــــــــاوس و 

 ،و  رسم كل مـنا ج ـــــــــلٌل الحاس حة اًحَاهَة أو جرنام( باس خـ1

 هحِـــــــــــــرت، من أحــــــــــــــــــــــــــي كيم و ( كارن تين حزاًد الدالة2

 ،ثم اًةـــــــــــــــــــج اٍنهـــــــ( اس خًذ3

 ؟ و ( ُي يمىن اس خًذاح4

 

 حي اًًشاط:   

 :نحطي ؿلى الميحيَين  الممثَين ًــ ( باس خـلٌل جرنامج1

 
 :أو اس خـلٌل الحاسدـــــــة اًحَاهَة
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 بمـــنى ةـــــــأنبر من سرؿة الداً هحيرت كاهت سرؿة اكتراة الدالة الأس َة من هلاحغ من اًرسم اًساتق أهَ كللٌ كاهت كيمة( 2

   ج:ــــــــــــــــــــــــــــــو مٌَ وس خًذ ،ًطحح اًفرق تُنهلٌ هحيرا

 :* ٍىن

 ون اٍنهاًة:ـــــــــفذى :مـياٍ لدًيا: توضــؽ  ،يـتمد ؿلى اٍنهاًة اًساتلةس   

 

 حسة )*(          

 .و مٌَ: 

 اٍنهاًة، ُاثَ ًخـَين *يمىن الاؾتماد ؿلى اًشكل اًحَاني

 

lim يمىن حساة ُي  :01سؤال 
x

nx

e

x
 

limو  n x

x
x e

 
 ؟ رـــحِ 

 

 و مٌَ:    مـياٍ   لدًيا  هَجأ ًخغَير المخغير و ُذا توضؽ:( 4

lnو مٌَ       
lim 0

x

x

x
 

  حسة )*(                     

لة مشابهة ٌَنهاًة اًساتلةالمخحلِة تمن أخي اٍنهاًة   و مٌَ:  ٍىون :مؽ ،نحطي ؿلى المعَوة عرً

و مٌَ    
0

lim ln 0
x

x x


 

  *(*حسة )                     

 

lnيمىن حساة ُي : 02سؤال
lim

nx

x

x
 و  

0

lim lnn

x

x x
 

 ؟  مؽ: 

 

 المـارف:تٌـاء            

 

 

 

 :"اٍنهاياث اًشِيرت" خلاضة اًًشاط

 و  و  و  
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 :02:  01حواة 

 

 جة:ــــِــ هذ    

      • 

 )يمىن مشاُدت ُذا تَاهَا(                                        •      

      •  

      • 

 

 لأن:

 ٍىفي إزحاث اٍنهاًة الأولى حتى نجد اٍنهاياث المخحلِة:    

 نحطي ؿلى اٍنهاًة الأولى في خلاضة اًًشاط، هلاحغ أهَ إذا كان:   

 . :انــــــإذا ن   

لة ثاهَة:    ن أخي كل ؿددـــــــم د:ـــنج مرت ؾيد اش خلاق الدالة اًساتلة هضؽ: ظرً

يــــــــمن أخي ن ي مرت أنـــــــــــــو مٌَ وس خًذج في ن حِر: و هـلم مما س حق أنحلِلي موحة،  

ة الحطـر ٍىون و هحير من أخي  ،  .و حسة هؼرً

 

 ملاحؼة:

 راو يجة أن ٍىون مـَوما أن اػِ ، دون إزحاثجس خـمي اٍنهاياث المذهورت في الخلاضة و اًيدِجة ًخـَين اٍنهاياث أزياء دراسة دوال  

 أمر مهم لحساة اٍنهاياث. لاحغ اًخعحَق:و ُذا  -إما تخغَير المخغير أو ظرق أخرى -اٍنهاياث اًشِيرت اًساتلة صراحة  

 

 من ؿَلٌء اًـرة:
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lim 0n x

x
x e



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 ــثعد تمرٍن   َلي:ـــ

 أحسة اٍنهاياث اًخاًَة:

                        1/                                               2/   

                        3/                                               4/  

                        5/                                           6/   

                        7/                                            8/  

                        9/                                        10/   

                      11/                                              12/  

                      13 /                                  14/
 0

1
lim

ln 1

x

x

e

x

 
   

     

                     15/                                     16 / 

                    17/. 

 

 حي:

 ،  لأن: / 1

      خ . ع . ث:/                                  2

 لأن: إذن: 2lim 1
x

x x


  ، 

3/، 

4 /، 

 نهاًة شِيرت         

 إذن:  خ . ع . ث:/                                5

  حىون :من أخي، مـياٍ  

 

  نهاًة شِيرت                                            
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6/، 

  ًِا مـنى، و باًخالي اٍكمَة ( موحة تماما )                                       نهاًة شِيرت      

 

7 /، 

  ؾيد اًطفر، مش خلة الدالة                       

 إزاٍتها:  خ . ع. ث:/        8

 ثطحح اٍنهاًة: ٍىون: لما: هضؽ:

، 

  ؾيد اًطفر، مش خلة الدالة           

9 /

، 

 

 ن ًِذا وس خعَؽ ثوزًؽ رمز اٍنهاًة،اٍنهاًخان موحودتا

 

 إزاٍتها:   خ . ع . ث:/                            10

، 

 نهاًة شِيرت،                                                       

 

 إزاٍتها:   :خ . ع .ث/  11

، 

 نهاًة شِيرت،      

 

 إزاٍتها:    خ . ع . ث:/  12

 

 نهاًة شِيرت،                                                           
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 ،   إزاٍتها: اًخـَين: حالة ؿدم/   13

 

 ، فإن لدًيا: وضؽ:                   ،ؾيد اًطفرمش خلة الدالة                             

 

 ،1ؾن اًـدد أو مش خلة الدالة                                                                      

  حالة ؿدم اًخـَين:/ 14
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 / )ظرًلة المش خق(،8/  و 13لاحغ ظرًلة حساة اٍنهاًة                                                       

 ،  إزاٍتها: حالة ؿدم اًخـَين:/ 15

 

                                                      

 ن ًِذا وس خعَؽ ثوزًؽ رمز اٍنهاًة،اٍنهاًخان موحودتا                                                                                 

  

   ، ٍىون: : إذا كان هضؽ:                       

16 /

 

    ، ٍىون: : إذا كان هضؽ:   و ، ٍىون: : إذا كان هضؽ:   
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 إزاٍتها:  حالة ؿدم اًخـَين:   /17

، 

  ، ٍىون من أخي  هضؽ                                     

 

 من ؿَلٌء اًـرة:
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 :تمارٍن حول الدوال

 ةــــــالأسِ *          

 انووغارٍتمَة. *          
 ثم مهمةمحاولا
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 من ؿولٌء امـرة:
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 :12 اهتمرٍن

  الجزء الأول:   

 ،نلٌ ًلً: المـرفة ؿلى مخكن الدالة 

 ،وحسبا .2

 ،ثم صكل خدول ثغيراتها الدالة اتجاٍ ثغيردرس ا .3

 ،حِر :حلا وحِدا ثلبل بين أنّ المـادلة .4

 ،في المجموؿة ؾيدما ًخغيراس خًذج إصارت .5

 الجزء امثاني:   

 ،الميحنى الممثل مِا في مـلم مذـامد ومذجاوس ،نلٌ ًلًالمـرفة ؿلىهـخبر الدالة 

ف ، ماذا جس خًذج بامًس بة نوميحنىحسب ا .2  ؟ اهنهاياث ؾيد أظراف لٍوؿة امخـرً

 ،: بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي .3

 ،ج حصرا نوـددـــثم اس خًذبين أنّ: .4

 ،راتهاــــــــــــــــل خدول ثغِــــثم صكدرس اتجاٍ ثغير الدالةا .5

 ، ؾيدملارة نوميحنيالمـادلة اذ بين أنّ المس خليم .6

 ،بامًس بة إلىدرس اموضـَة امًسبِة نوميحنىاثم            

 ،ؾيد اميلعة ذاث امفاظلةنوميحنينخب مـادلة الملٌسب .7

ب ثآمفي نلدالة .8 ب من من أخلؿين أحسن ثلرً بِة نوـددكرً  ،، ثم اس خًذج كيمة ثلرً

 ،و رسم كلا منا -أ(      .9

 .ؿدد و إصارت حوول المـادلة : الحلِليناكش بَاهَا حسب كيم اموس َط  -ة(        

 حل:

 الجزء الأول:

 و   

 حساة اهنهاياث: .2

 و 

 

 دراسة ثغيراث الدالة:. 3

 ٍكون:  من xمن أخل كل

 من امواضح أن:

 ، و مٌَ خدول امخغيراث: المجال، و مذياكعة تماما ؿلى ت تماما ؿلى المجالددالة متزاً  •
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    g x 

      

        

 

 ، تماما ؿلى المجال مس تمرت و مذياكعة من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة .4

و و

 

و مٌَ:
 

ية امليم المخوسعة ًوخد و و بامخالي  ،   حِر: وحِدحسب مبُر

  :ؾتمادا ؿلى خدول امخغيراث و الجواة امسابق يمكن اس خًذاج إصارتا .5

       
 إصارت:         

                                                                       

 الجزء امثاني:

        
و

     
  

 حساة اهنهاياث: .2

 

 ،فلي في حوارأكملارة  الذي مـادمخَ ًلبل المس خليم الميحنى 

 

 : مَكن .3

 

  لدًيا:  .4

 : ورت في الجزء الأولـــــــــــو امسبِل اموحِد ثوػَف الدالة المذن  هلاحغ أهيا يجب امخخوط من

 نجد:  ؾيد امخـوًغ في امـبارت   أي: أي: لدًيا

 حِر:  
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 ،و مٌَ وس خًذج: أي: و من الجزء الأول لدًيا

 ب:ـــــــــيمكن أن ىكذ ؾتمادا ؿلى إصارتاو   من ؾبارت المض خلة نلدالة .5

 ،و مذياكعة تماما ؿلى المجال  دالة متزاًدت تماما ؿلى المجال •

 و بامخالي وضكل خدول امخغيراث:

          
      f x  

               

  f x 

                
 أي نحسب اهنهاًة: في حوار ملارة لميحنى الدالة ميبين أن .6
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 ،لميحنى الدالة مس خليم ملارة ماال في حوار حلا: 

 :1ؾيد اميلعة ذاث امفاظلة  fيحنى الدالةلم  نخابة مـادلة الملٌس .7

 :  بخـوًغ بس َط نجد  

ب امخآمفي في حوار اميلعة .8   هضؽ امخلرً

 ، و ُذا ملرة ُذٍ امليمة من امعفر، أي: س خًذاج كيمة ملربة مــاو بذلك يمكن 

  :رسم أ( .9

    

 

 

 

 الملارة الأفلي                                                                                                        
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 ثابت،  حِر: المـادلة و اصارت المياكضة امبَاهَة لحوول ة(

ل في ـــــــــــالميعلِة، ميخحع بـد سوسلة من امـباراثفي ظرف مساوات  ؾبارت الدالة وضكـــــــل، لأخل ُذا رسميا مٌحنى الدالة

 :امعرف الآخر ؿلى ؿلاكة بدلالة

 :ٍكـــــــــــافئ  مـياٍ افئـــــــــــــــــــــــــــارت امسابلة حكـــــــــــــــامـب

ادلة ــــــأي حوول المـ هضؽ نوخبس َط  و مٌَ: 

ل، ـــــور امفواظـــــوازي لمحـــالم الذي مـادمخَ مؽ المس خليم ، هي فواظل هلط ثلاظؽ الميحنىاو ُذا بَاهَ ــــاالمذهورت سابل

 ميوخط المياكضة في الجدول امخالي:

     المياكضة:    

    
 سـامب حل وحِد   

  1 مـدومحل          

 موحب حل وحِد 

 1  موحب حل وحِد         

   حلان موحبــــــان     

   حل مضاؾف موحب 

     لا ثوخد حوول         

 :13اهتمرٍن 

 َوِا امبَاني في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس،ث تم  ، نلٌ ًلً:مـرفة  دالة لمخغير حلِلي 

 ،:، ثم بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي و حسب كلا منا /2

 ،ضؽ خدول ثغيراث الدالة /3

 ،ملاربان ماالان نوميحنى و بين أن المس خليمين /4

 ، ينــــــــــــة نوملاربــــــــــــــــبامًسب ة الميحنىــــــــــــــــدرس وضـِا /5

 ، أن:، ثم إس خًذج حِر: ثلبل حلا وحِدا بين أن المـادلة /6

 ،ج بامًس بة نوميحنىـــذ ـ، ماذا جس خٌ  : من بين أهَ من أخل كل /7

 ،اميلعة امتي فاظوتها ؾيد نوميحنى ط مـادلة الملٌســــــــأؾ /8

 ـ. نىـــــــــو الميح ئـــــــأوض /9  ــ)ه  .( خبر:ـــــــــــــــ

 حل:

 و    

 حساة اهنهاياث: /2

 و  
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ا من ـو ُذا هون الدالة الأس َة موحبة تمام  :من xؿدد حلِليمن أخل كل * 

 ،xليــــــــــأخل كل ؿدد حلِ

  خدول امخغيراث: /3

    
   f x 

          
   f x 

  

 من اهنهاياث المحسوبة سابلا: /4

1•وخدنا: 
lim 0

1xx e





 ،نوميحنى  مس خليم ملارة ماال في حوار أي  

  و  :x دد حلِليــــــــــــل ؾـــــــــمن أخل ن •

 ،نوميحنى مس خليم ملارة ماال في حوار و بامخالي

 

 دراسة اموضؽ امًس بي: /5

 ا،ـــــــــدوم ت المس خليمـــــًلؽ تح أي الميحنى   :بامًس بة مــ •

 ،دومـا وق المس خليمـًلؽ ف أي الميحنى  :بامًس بة مــ •

 

 ، مس تمرت و متزاًدت تماما ؿلى المجال من خدول امخغيراث يمكن ملاحؼة أن الدالة /6

ة امليم المخوسعة  أي:   و و إذن حسب مبُر

 و . ه . م.             ، و مٌَ  أي    ،  ، حِر:وحِد حلًوخد 

 

 و ٍكون من xمن أخل كل /7

 مرنز ثياػر، ًلبل اميلعة و بامخالي مٌحنى الدالة

 

 :1 تهاـ فاظواميلعة امتي ؾيد مـادلة الملٌس لميحنى الدالة /8

 ،و مٌَ:  
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2 3-1-2-3

2

-1

-2

0 1

1

x

y

                       :و الميحنى إوضاء /9

 

                     fC 

 2 
 

 

  T 

 

 

 

 

 

 

 

  1  
 

 

 

 

   :14اهتمرٍن 

 :بـ  مـرفة ؿلى ؿددًة دالة   

ـلم مذـامد ومذجاوسإلى مامبَاني في مس خوي مًسوة  تمثَوِا  ; ,O i j، 

 ،ن أنـــــــــبرُ  ةـــــباس خخدام اميدِج 2

 ،ا جس خًذج بامًس بة نوميحنياذم ،ؾيد حسب  نهاًة الدالة ا 3

 ،د ـــــــؾٌة ــــــة الدامـــــحسب  نهاًا 4

 ،ثم اس خًذج ثغيراث الدالة حسب ا 5

 ،يراث الدالة ـــــــــــل خدول ثغــــــــــــصك 6

 ،ًلبل هلعخيى اهـعاف أزبت أن الميحني 7

 ، :حِر ثلبل حلا وحِدا بين أن المـادلة   -أ   8

 ،يحلق   الحل بين أن  -ة         

 ،1 إيمر من المبد :في المجال نوميحني أزبت وحود مماس 9

 ،و الميحني رسم  الملٌسا :

 .بـ:  المـرفة ؿلى  نلدالة الممثل مرسم الميحنى الميحنى اس خخدم 21
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 حل:

    و     

 لدًيا فرضا .2

 

 من امفرض                     

 :حساة اهنهاًة ؾيد. 3

   

 

 اؾتمادا ؿلى ما س بق من امفرض            

 ،في حوار لميحنى الدالةمس خليم ملارة أفلي مـادلة  

 : حساة اهنهاًة ؾيد .4

 

 حساة المض خلة: .5

 : من xمن أخل كل

، 

ين:و مذياكعة تماما ؿلى المجام متزاًدت تماما ؿلى المجال الدالة• 2; و ; 0، 

 و مٌَ خدول امخغيراث: .6

      
          f x 

   
  f x  

   
 تي اهـعاف:ــــــــــــــــًلبل هلع إزباث أن مٌحنى الدالة .7

 :من xمن أخل كل ، لدًيانحسب المض خلة امثاهَةلأخل ُذا 

 

  و مٌَ: ؾيد اس خـلٌل المميز مـياٍ إذن
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2 3

2

-1

0 1

1

x

y

        أمكن جضكِل خدول الإصارت:

       f x 

  

   و اهـعاف فاظوتهاًلبل هلعتي  مغيرت الإصارت ؾيدُلٌ و ُذا كاف نولول أن مٌحنى الدالة و المض خلة امثاهَة ثيـدم ؾيد

دالة مس تمرت و مذياكعة تماما ؿلى المجال من خدول امخغيراث وس خًذج أن -.  أ8 0,5; 0,4  و 

 و  

 هلاحغ أن:   0,4 1 0,5f f   ية امليم المخوسعة ًوخد   حِر: وحِد حلإذن حسب مبُر

 أي:  أي:  َـــــــو مٌ أي: ابقـــــــــــــلدًيا من امسؤال امس -ة

 و ُو المعووة،  ٍكون:( )لاحغ و هون: 

 أي:  َـة امتماس، و مٌــــــة هلعـــفاظو حِر:   يمكن نخابة: .9

:مؽ لٌس حكون:ـــادلة المـــــــ، و بامخالي مـ أي:  و مٌَ 

 ،   إذن:                                                 

 :رسم الملٌس و .: T 

 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 :و .21

 :اس خًذاجمن ُذٍ اهكذابة يمكن   دون رمز امليمة المعولة: نخابة

 ،ؿلى المجال ًيعبق ؿلى •

 ل:ـــبامًس بة لمحور امتراثُب، نلٌ ًبدو في امضك ؿلى المجال هؼير الجزء المرسوم نوميحنى •

 أو:

  ب،ـــــــــــزوحِة و بامخالي الميحنى الممثل مِا مذياػر بامًس بة لمحور امتراثِ يمكن ملاحؼة أن الدالة 

و من أخل ;0x   ؿلى المجال ًيعبق ؿلى مٌحنى الدالة أي مٌحنى الدالة ٍكون ،

 باس خـلٌل امزوحِة أي: ؿلى المجالأي و ىكمل بلِة امرسم 


1x2xx



1x2xf1x2x

f

   
2 1 0.40,4 0,4 0.16 4,1 0,65f e       

2 1 0.50,5 0,5 0.25 4.5 1.12f e    

 0,5; 0,4    1f  

  1f  
2 1 1e    2 1ln 0e    2 1ln ln 0e   

2ln 1 0   0 0,5; 0,4   2ln 1   

 
 0

0

0

f x
f x

x
 0 0;x   0 01 1

0 0 02
x x

x e x x e
 

 

2

0 0 02x x x 2

0 0 0x x 
0 1x       : 1 1 1y f x f   

 1 1f    : y x 

 C

 C

x   12 x
g x x e




g 
 

 

2 1

2 1

, 0

, 0

x

x

x e f x x
g x

x e f x x





   
 

 

 C  C ;0

 C  C ;0

g

   2 1 xg x x e f x gf ;0

 0;
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 :15اهتمرٍن 

 أولا:    

 ،نلٌ ًلً: الدالة المـرفة ؿلى مخكن

 و صكل خدول ثغيراتها، درس ثغيراث الدالةا (2  

 ،لىــــــــــــــــؾ ارتـــــــــــج إصـــــاس خًذ (3  

 ثاهَا:    

 تمثَوِا امبَاني في مـلم مذـامد و مذجاوس ، و مَكن بــ: المـرفة ؿلى هـخبر الدالة

 ، :بين أن هكل ؿدد حلِلي (2

 ل خدول ثغيراتها،ـو صك اٍ ثغير الدالةـــــدرس اتجا (3

 ،ر:ـــــحِ ثلبل حلا وحِدا بين أن المـادلة (4

 ،وارــــــــبج ارة مـــــــمل ليمــــبين أن المسذ (  أ/5

 ،مـــــبة نومس خلِــــ بامًس  حنىــــــــــــــة المٌـدرس وضـِا ة/    

 ،يهاًعوب ثـَين إحدازُ ًلبل هلعة اهـعاف بين أن الميحنى(  أ/ 6

 ، هي: ؾيد اميلعة نوميحنى بين أن مـادلة الملٌس ة/   

 في هفس المـلم امسابق. أوضئ (7  

 

 حل:

 ،و                                   :أولا

 :دراسة ثغيراث الدالة (2

 C 

(T)

(C)

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

g  2xg x e x  

g

g

f   1 xf x x x e    fC ; ,O i j

x   xf x e g x 

f

  0f x 
1

0
2



  : y x  fC

 fC 

 fCI

 T fCI   3 3: 1 5 0T e x e y   

     , ,fC T 

  2xg x e x   ;gD    

g
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 اهنهاياث:

 

 ، إزاهتها:حالة ؿدم امخـَينو هي 

، 

 المض خلة:

 ،:من xمن أخل كل

 اما،ــــمتزاًدت تم الدالة إذا كان •

 مذياكعة تماما، الدالة إذا كان •

 و مٌَ خدول امخغيراث:

     
    g x 

    
  g x 

 

  
 ،من xمن أخل كل من خدول امخغيراث وس خًذج أن:

 ثاهَا:

 ،و   

  :من xمن أخل كل (2

 

من  لأن إصارت المض خلة متزاًدت تماما ؿلى و ُذا كاف نوحكم أن الدالة من الجزء الأول بٌُا  أن (3

 ،إصارت

 ،مس تمرت و متزاًدت تماما ؿلى المجال  من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة ( 4

 ، و بامخالي:و  و

ية امليم المخوسعة ًوخد    ، :يحلق، وحِد حلو مٌَ حسب مبُر

 :المس خليم أي يمكن ملاحؼة أن من ؾبارت الدالةأ/    (5

 ،ملارة ماال في حوار 

هلوم بدراسة إصارت امفرق:  دراسة اموضؽ امًس بي: ة/
 

 ونــــــن ارتـــــــَ من إصـــــالذي إصارث 

، 

   lim lim 2x

x x
g x e x

 
    

   lim lim 2x

x x
g x e x

 
    

   
2

lim lim 2 lim 1
x

x

x x x

e
g x e x x

x x  

 
        

 

    02 1x x xg x e x e e e
       

0x g

0x g

0x





3

   0 3 0g x g 

   1 xf x x x e    ;gD    

      

   

1 1 1 1 2

2

x x x x x

x x x

f x x x e e x e e xe

e e x e g x

    

 

          

   

  0x g xf f x

 g x

f
1

0;
2

 
 
 

 0 1f      1 21 2 1 2 1 2 0.50 0.30 0.2f e    

 
1

0 0
2

f f
 

  
 

1
0;

2


 
  
 

  0f  

f 
1

lim lim 0x x

x xx x

x
xe e

e e

 

 

 
    

 

  : y x 

   1 xf x y x e    1x 

0 ,xe x 



تمَة                                                                                               ؾبد الذَد كواسمَة  تمارٍن حول الدالة الأس َة و انووغارٍ

 364     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

2 3 4 5-1-2

2

3

4

-1

0 1

1

x

y

     أي الجدول:  

      

 اموضؽ امًس بي تحت   فوق   

 

 كاظؽ مـ          

6) 

  ميبين أن الميحنى ًلبل هلعة اهـعاف: أ/

 لدًيا: من xمن أخل كل هلوم بحساة المض خلة امثاهَة، 

 

ة ــــــهلع ول أن اميلعةـــلنو، و ُذا كاف 4ثاهَة ثيـدم مغيرت إصارتها ؾيد هلاحغ من امـبارت المحعل ؿويها أن المض خلة ام 

 ، مؽ: اهـعاف

 :ة/  مـادلة الملٌس ؾيد

 أي:  و  و  

 و مٌَ  و مٌَ  

 

 ،خذاما:

 نجـد: وحدتـــــــــد أي شروط نوـىراكب خدول امخغيراث و اموضؽ امًس بي مؽ ملاحؼة أهَ لا ثوح :و و ( رسم7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الملٌس 

 

 

                                                                                 fC       
 

1x

 f x y

 C  C 

 C 

     1 2 2 3x x x x x xf x e xe e e xe x e               

  3; 3I f

  33 3 2f e  

I

    3 3 3y f x f    3 3 33 1 2 3 1f e e e         33 3 2f e  

  3 31 3 3 2y e x e       3 3 31 3 3 2e y e x e    

 3 3 3 31 3 3 3 2 0e x e y e e      

   3 3: 1 5 0T e x e y   

 T  fC
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 :16اهتمرٍن 

f بــ:  المـرفة ؿلى امـددًة هي الدالة   1 xf x x e  ، 

 fC تمثَوِا امبَاني في المس خوي المًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

 ،و نــــــــل مـــــــــــــد نـــــــــــؾٌ fؿين نهاًة /2

 ثم صكل خدول ثغيراتها، ؿلى fدرس اتجاٍ ثغير الدالةا/ 3

ادلةـــــــأ/ بين أن المـ   /4  1f x  داـــــــــــل حلا وحِـــــــثلب 1,27ق أنــــــــــــــ، ثم تحلؿلى 1,28، 

نخب مـادلة مـــبة/       T مماس الميحنى fC  و حدد وضـَة 2ؾيد اميلعة ذاث امفاظلة fC بامًس بة إلى T، 

رسماج/      T  و fC، 

ثلبل المـادلةامتي من أخوِا  mؿين كيم امـدد الحلِلي /5   1 1 1x mx e m e     دا فيــــــــلا واحـــــــــح، 

6/ h بـ  هي الدالة المـرفة ؿلى   1 x
h x x e


 و ، hC  ِــتمث   وِا امبَاني،ــــــــــ

 ــزوح  hةـــــــــــأ/ بين أن الدام       َة،ــــــــــــ

رسماة/      hC مس خـَيا بالميحنى fC، 

7/ g بــــ:   دالة مـرفة ؿلى    xg x ax b e  :حِرa وb  ،ؿددان حلِلِان 

: من xحتى ٍكون من أخل كل bو aؿين        g x f x   . 

  حـل:

لدًيا   1 xf x x e     وfD  

 / ثـَين اهنهاياث: 2

    lim lim 1 x

x x
f x x e

 
       و      lim lim 1 lim 0x x x

x x x
f x x e x e e

  
     

x :/ من أخل كل ؿدد حلِلي3  xf x x e  :و بامخالي 

0x* إذا كان  حكون  0f x   أي الدالةf مذياكعة تماما ؿلى المجال ;0، 

0x* إذا كان   حكون  0f x   أي الدالةf متزاًدت تماما ؿلى المجال 0;، 

 امخغيراث: أي خدول

                                                               0                x 
    f x 

 

      0  f x 
 

 1 
 

دول امخغيراث لدًياـ/ أ/ من ح4  0 1f x  من أخل   ;0x  ادلةـــــ، أي المـ  1f x  ال ـفي المج ل حوولاــــــلا ثلب

 ;0  وf  دالة مس تمرت و متزاًدت تماما ؿلى المجال 0;  و   0 1 1 lim
x

f f x


     ية و مٌَ حسب مبُر

وحِد حلامليم المخوسعة ًوخد  0;  يحلق :  0f  ، 

 

و هون    1,27;1,28 0;  محعور بين 2ٍكفي امخأند من أن امـدد 1.27f   و 1.28f :لدًيا 
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2 3 4 5-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

   1.27 1.281.27 0.27 0.96 1 0.28 1.28 1.007f e e f    ٌَو م 1.27;1.28. 

 نخابة مـادلة الملٌس:ة/ 

      : 1 1 1T y f x f    بامخـوًغ بــ 1 0f    و 1f e  نجد   : 1T y e x . 

 تحدًد اموضؽ امًس بي:

        11 1 1x xf x y x e e x x e e        

  و مٌَ خدول الاصارت:

       1      x 

    1x  

   1xe e 

    f x y 

     fCفوق T                 fCفوق T   اموضؽ امًس بي 

  fC كاظؽ مــ T 

 ج/ امرسم امبَاني:

  fC 

  T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ةــــــــالمـادم/ 5   1 1 1x mx e m e     ئــــــــحكاف   1 1 1x mx e m e     أي   1 1mf x m e k    

 ثلبل حلا وحِدا إذا كان: ةالمـادلة امسابلفحسب امرسم امبَاني 

1k   أي 1 0mm e  ٌَ1: و مm ، 

0kأو    :أي 1 1 0mm e    ٍمـيا   1f m f   و ُو ٍكافئ m . 
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/ لدًيا 6   1 x
h x x e


 ، 

 

xأ/ مَكن  ٍمـياx  :ٌَو م 

       1 1
x x

h x x e x e h x
  

       

 زوحِة، hو بامخالي الدالة

 

0xة/ من أخل    :نجد     1 xh x x e f x     و بامخالي hC  ًياػر مٌحنى الدالة fCور امفواظل ــبامًس بة لمح

ؿلى المجال ;0و هون الدالة ،h زوحِة فإن امبَان مذياػر بامًس بة لمحور امتراثُب، و ىكون بهذا كد رسميا مٌحنى الدالةh  اؾتمادا

 لاحغ امضكل: fؿلى مٌحنى الدالة 

 
 

/ لدًيا7    xg x ax b e    وgD ، 

لدًيا         1x x xg x ax b e ax a b e x e
        ٌَو م  1 1 0xa x a b e      من أخل كل ؿدد

أي: ،  xحلِلي
1

1 0 2

a

a b b




     
 ثعبح الدالة ؿلى اميحو:  

 

   2 xg x x e . 
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(Cf)
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 :17اهتمرٍن 

 )و امتي جسمى دالة الجَب تمام امزاادي أو املعـي(،  :امـددًة هـرف الدالة من أخل كل ؿدد حلِلي

 ة،ــــــــــة زوحِـــــــــــدام ين أنـــــب (2

 ،هلذصر في الدراسة ؿلى المجال (3

 ، حسب اهنهاًة ؾيدا أ(    

 ثم صكل خدول امخغيراث،     درس اتجاٍ ثغير الدالةا ة(  

 ، ماذا جس خًذج؟حسبا  ج(   

 في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس، ؿلى المجال رسما د(   

 .اس خًذج الميحنى ؿلى (4

 

 حل:

 ،و    

 ،:ٍكون  من أخل كل (2

 زوحِة، إذن الدالة

  (  أ(3

 ، : من أخل كل ة(

 ،متزاًدت تماما ؿلى أي الدالة من أخل كل أي

 و بامخالي خدول امخغيراث:

    
    ch x 

  
   ch x 

 

 ، رع من الدالةــــــــــــــــــــــأس و مٌَ مٌحنى الدالة   ج(

 مٌحاٍ محور امتراثُب، الانهااَ افرؿأي مٌحنى الدالة يملك 

 مخجيب المرور بالمععوح "امفروع املانهااَة"، fيمكن الاؾتماد ؿلى خدول مبـغ كيم الدالة 

 

 اؾتمادا ؿلى خدول امخغيراث لدًيا: د(

x
2

x xe e
chx




ch

 0;



ch

lim
x

chx

x

 ChC 0;

2

x xe e
chx


 ;chD    

x x    
2

x xe e
ch x ch x

 
  

ch

 lim lim
2

x x

x x

e e
ch x



 


  

 0;x    
2 2 01

2 2 2 2

x x x x x x
x xe e e e e e e

ch x e e
 

 

           
 

  0f x 0x f 0;

0x





1

  1 1
lim lim

2

x

xx x

ch x e

x x xe 

 
    

 
chy x
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 زوحِة و مٌَ مٌحنى الدالة مذياػر بامًس بة لمحور امتراثُب أي: هون الدالة (4

 
 . : يمكن ملاحؼة أهَ من أخل كل

 :81اهتمرٍن 

 ى دالة الجَب امزاادي أو املعـي(و امتي جسم)  :امـددًة هـرف الدالة xمن أخل كل ؿدد حلِلي

 ردًة،ـــــــة فـــــــــــــدام ن أنــــــــبِ (2

 ،الـهلذصر في الدراسة ؿلى المج (3

 ، حسب اهنهاًة ؾيدا أ(    

 ثم صكل خدول امخغيراث،     درس اتجاٍ ثغير الدالةا ة(  

 ــجس خٌ ، ماذا حسبا  ج(     خج؟ــــــ

 في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس، ؿلى المجال رسما د(   

 .الميحنىرسم اس خًذج  (4

2 3 4
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4

5
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ch

2 3-1-2-3

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

x   0ch x

2

x xe e
shx




sh

 0;



sh

 lim
x

chx shx

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 shC 0;
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 حل:

 ،و     

 ، ،  و من أخل كل  (2

  (  أ(3

 ،:من أخل كل ة(

 ، و بامخالي خدول امخغيراث: متزاًدت تماما ؿلى shأي الدالة

    
    sh x 

  
   sh x 

  

  ج(

 ،في حوار  ًلارة مٌحنى الدالة و مٌَ وس خًذج أن مٌحنى الدالة

 : ؿلى المجال رسم مٌحنى الدالة د(

 
 ــبامخياػر بامًس  من فردًة الدالة يمكٌيا إتمام بلِة امرسم (4  :نومبدإبة لمحور ــــــــــــ

 

ف  ملاحؼة: بـــ:  "امؼل امزاادي أو املعـي"يمكن ثـرً 
 

 

x x

x x

sh x e e
th x

ch x e e






 


. 

2

x xe e
shx


 ;shD    

x x    
2 2

x x x xe e e e
sh x sh x

  
     

 lim lim
2

x x

x x

e e
sh x



 

 
   

 

 0;x       0
2 2

x x x xe e e e
sh x ch x

       
 

0x





0

    lim lim lim 0
2 2

x x x x
x

x x x

e e e e
ch x sh x e

 


  

  
     

 

chsh

sh 0;
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 :91اهتمرٍن 

b,بين الخواص امخامَة و ُذا من أخل a من: 

•، 

•، 

•، 

•، 

•، 

•، 

• ،  

 حل:

 :مَكن

•              

 

 

•                    
       

     

2 2 2 2

4 2

a a b b a a b b

a b a b a ba b a b a b a b a b a b a b

e e e e e e e e
sh a ch b ch a sh b

e e e e e e e e e e

   

             

        
       

     

       
 

       

     

 

 )ثترك نولارئ(، و بعرًلة مضابهة يمكن ثـَين

 

 نجد: من امـلاكة الأولى و بوضؽ •     2 22ch a ch a sh a  :و من امـلاكة امثاهَة نجد 

 ، 

 

• ، 

 

 :دــــنج (4) لاكةـــــــــــــــؾن امخـوًغ في امـ  من امـلاكة المبٌُة أخيرا نجد •

، 

 نجد:  (4)و مٌَ في امخـوًغ بامـلاكة  و نذلك يمكن اس خًذاج:
. 

         ch a b ch a ch b sh a sh b  

         sh a b sh a ch b sh b ch a  

     2 22ch a ch a sh a 

     2 2sh a sh a ch a

   2 2 1ch a sh a 

   22 2 1ch a ch a 

   22 2 1ch a sh a 

,a b 

       

     

 

2 2 2 2

4 2

a a b b a a b b

a b a b a ba b a b a b a b a b a b a b

e e e e e e e e
ch a ch b sh a sh b

e e e e e e e e e e
ch a b

   

             

        
        

     

       
   

 ch a b sh a b

a b

     2 2sh a ch a sh a 

   
2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

1
2 2 4

a a a a a a a ae e e e e e e e
ch a sh a

            
       

   

   2 21ch x sh x 

       2 2 2 22 1 2 1ch a sh a sh a sh a    

   2 2 1sh a ch a 

       2 2 22 1 2 1ch a ch a ch a ch a    
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 :1:اهتمرٍن 

 . :وح أنظع  ا بحَر،  و  إذا ؿومت أن:

 ، حِر: و     مخكن المخخامَخان

 الأساس اميَبيري ُو نهاًة مضترنة نومخخامَخين، امـدد .مذلاربخان نحو هفس اهنهاًة و أزبت أن (2

 ، ـيــــــدد ظبِـــــــــــل كل ؾــــــمن أح د أنـــــــــثأن( 3

 ، حِر: ؿدد ناظق أي ًوخد بالخوف هفرض أن (4

 ، ثأند أن أ(   

 م.   ـــــــــــــــــدد أظــــــــــؾ اس خًذج أن ة(   

 

 حل:

 مذلاربخان:  و ميخأند بداًة أن المخخامَخان (2

 : بامًس بة مــ

 متزاًدت تماما، أي المخخامَة  :من nمن أخل كل

 بالدؽ ظرف معرف:              أي:              و لدًيا:

 
 

  

 ُذا من جهة:  متزاًدت و محدودت من الأؿلى إذن هي مذلاربة، و مخكن: أي المخخامَة

، 

3 ) 

 مثبت، ـرـــحِــــــ  أي: ، من nمن أخل كل امَة متزاًدت تماماـــــمذذ وخدنا سابلا

 ا: ـــو نذلك لدًٌ

 مثبت،  من أخل كل  مذياكعة تماما، و مٌَ أي المخخامَة

 ، مؽ مَكن فرضا (4
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َـــــــــــــــو مٌ   أي:  *من nل كلـــــــمن أح  من المخباًية المضاؾفة امسابلة يمكن نخابة: أ/

 ح امـلاكةــــــــــــثعب ٍكفي أخذ *من nل كلــــــــأح ة محللة منــــــــــذٍ امـلاكـــــلما كاهت ُ 

:و مٌـــــــَ أي:  و مٌَ  

و لم أنـــــــــــــرى هــــــــــــــــــــة أخــــــــــــــــــــــــــــــــن جهـــــــــــــــــــــو م 

اـَ ـظبِ  اددـــــــخدنا ؾأي: و   1 !p q  

 بين ؿددٍن ظبَـَين مذـاكبين و ُو امخياكغ المرثلب. اعورـمح

 مُس ناظلا . ذا كاف نولول أن امـددـــو ُ ة/

 

 :21 اهتمرٍن

 ،نلٌ ًلً:  المـرفة ؿلى  الدالة امـددًة

 في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد و المخجاوس  اهتمثَل امبَاني نلدالة  و 

 :تحلق أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي أ(  .2

 ،      و       

 ،ؾيد  و د ــــؾٌ ة ـــــــاث الدامـــــــــــــخد  نهاً ة(        

 :الذٍن مـادمخيهلٌ ؿلى امترثُب بين أن المس خليمين  (ج    

 ،ملاربان ماالان مـ     و     

 ،بامًس بة إلى كل من درس وضـَة الميحنى ا د(    

 ،فردًة بين أن الدالة  أ(  .3

  ،ؿلى المجال  ة ـــــــــراث الدامــــــــــدرس ثغِا ة(

 ،1ا ـؾيد اميلعة امتي فاظوته يحنىلم مماس اخد مـادلة  (ج

 . نىـــــــــــــــــــــــــ، ثم الميحئـــــــــــأوض د(

 

 حل:
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 :و اهنهاياث ؾيد ة(

 :أوسب لحساة اهنهاًة ؾيد امـبارت

 ، 

 : أوسب لحساة اهنهاًة ؾيد امـبارت

، 

إذن مــــــدًيا من امـبارت ج( 2 : 1y x   في حوار ملارة ماال لميحنى الدالة، 

إذن لدًيا نذلك من امـبارت 1 : 1y x   في حوار ل لميحنى الدالةـملارة ماا   ، 

 : بامًس بة نومس خليمين الملاربين نوميحنىدراسة اموضـَة امًسبِة  د(

 : بامًس بة نومس خليم •
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 :و من أخل كلأ(  -3

 

 فردًة،  إذن الدالة

 : ؿلى المجال دراسة ثغيراث ة(

من xمن أخل كل المض خلة: 0 ; : 

 

 و مٌَ خدول امخغيراث:  ،تماما ؿلى اًدتدالة متز  أي الدالة
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ج( مـادلة الملٌس نوميحنى fC  1ؾن اميلعة ذاث امفاظلة : 

 ،أي:   

 هلعة اهـعاف.   هلاحغ أن اميلعة

  د( إوضاء امرسم:

 ، و فردًة الدالة يمكن إوضاء امرسم:اؾتمادا ؿلى خدول امخغيراث و اموضـَة امًسبِة

  1 

 

 

 

 

 

 

  fC 

 

 

  2 
 

 :22اهتمرٍن 

 : هـخبر المـادمخين امخفاضوَخين     

 ،و     

 ،حل المـادمخين:  أ( .2

 ، ر:ـبحِ نومـادلةؿين الحل الخاص  ة(         

 ،بحَر:  نومـادلةؿين الحل الخاص  (ج         

  ، : ــبـ لىـــــــالمـرفة ؾ مخكن الدالة .3

في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد و المخجاوس اهتمثَل امبَاني نلدالة  ; ,O i j، 

 ،دــــــــــــوؾٌ دـــــــــؾٌ اًة الدالةــــــدرس نها •

 ،ًعوب ثـَين مـادلة له اس خًذج وحود مس خليم ملارة •

 ،حسبا •

 ،راثــــــــــــــــــثم صكل خدول ثغِ درس إصارتا •

 ،ًلعؽ محور امفواظل في هلعة وحِدت فاظوتها الممثل نلدالة  أن الميحنى أزبت •

 ،حِر:                                                   

 .المخجاوس في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد و الممثل نلدالة  أوضئ الميحنى •
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 حل:

 ،و     

 امخفاضوَخين:حل المـادمخين  .2

   :المـادلة،   : المـادلة

 ،أي:    مـياٍ:  مؽ نومـادلة  ثـَين الحل الخاص  ة(

 أي:   اٍ:ـمـٌ  مؽ نومـادلة ل الخاصــــثـَين الح  ج( 2 2 xf x e، 

 

 ،    و                                                     .3

 :و ؾيد اهنهاياث ؾيدحساة  •

 ،مس خليم ملارة أفلي في حوارمـادلة   و مٌَ  

 ،و بامخالي  حالة ؿدم امخـَينُذٍ  

 ،مس خليم ملارة أفلي في حوار مما س بق •

 ، :من xمن أخل كل •

 ،   متزاًدت تماما ؿلى المجال أي الدالة لدًيا من أخل •

 ، مذياكعة تماما ؿلى المجال أي الدالة لدًيا من أخل 

 

 و مٌَ خدول امخغيراث:

       
    g x 

    
  g x 

  

 

ؿلى المجال مس تمرت و متزاًدت تماما  من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة• 0,6 ; 0,7 ، 

 الي:ـــــبامذ و  و 

ٌــــــحس   ،:يحلق وحِد لــــــحة ًوخد ــــــــــــــة امليم المخوسعـب مبُر

 

 إوضاء امرسم:  •

 

 أي ُياك فرع لا نهائي باتجاٍ محور امتراثُب،  :هلاحغ

 

 

 1 : ' 2E y y 2 : 'E y y

 1E
2

1 1,xy C e C  2E2 2,xy C e C 

1f 1E 1 0 2f  12 2C   2

1

xf x e 

2f 2E 2 0 2f  2 2C 

  2 2x xg x e e gD 



   2lim lim 2 0x x

x x
g x e e

 
  0y 

   2lim lim 2x x

x x
g x e e

 
      lim lim 2x x

x x
g x e e

 
   

  : 0d y 

       2 22 2 2 1x x x x x xg x e e e e e e
      

0x   0g x g 0;

0x   0g x g ;0

0x



0

 0 1 2 1g    

g

  1.2 0,60,6 2 3.32 3.64 0,32g e e      1.4 0,70,7 2 4,06 4,03 0,03g e e   

   0,6 0,7 0g g 0,6;0,7  0g  

 
 

2 2
lim lim lim 2

x x x
x

x x x

f x e e e
e

x x x  


    



تمَة                                                                                               ؾبد الذَد كواسمَة  تمارٍن حول الدالة الأس َة و انووغارٍ

 377     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

2-1-2-3-4-5

2

-1

-2

0 1

1

x

y
 

 

       fC 
 

 

 

 

 0y  
 

 

 

 

 

 

 

 

 :32اهتمرٍن 

 ،بـ : ؿلىالمـرفة  الدالة امـددًة مخكن أولا:     

 اهتمثَل امبَاني مِا  في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد و المخجاوس      

 و د:ـــــــــــــــــــــــح  /2 lim
x

f x


،       

احسب  /3 f x الدالة ثم صكل خدول ثغيراث،     

ن أن المس خليم /4     ،في حوار ُو مس خليم ملارة ماال  نوميحنى المـادلة اذ برُ

     ،حِر: ادــــــــــــــــــل حلا وحِــــــثلب ادلةـــــــــــــــــين أن المــــــب  /5

 ،س خًذج إصارتا /6

 ،حنىـــأوضئ المٌ /7

   ،بارت: ـبام ـ دالة مـرفة ؿلى ثاهَا:    

       ،: من ل  كلــــــــــــــــبين أهَ من أح  /2

  ،ارتـــــس خًذج إصا  /3

  (   )اس خـمل اهنهاًة: و  حسبا /4

 ،دالةــــــــــــيراث امــــــــصكل خدول ثغ  /5

 ، :بين أن /6

 .رسما/ 7
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 حل:

 ،   و                                            أولا:

 حساة اهنهاياث:/ 2

 ،و   

 ،    :من xمن أخل كل/ 3

  ، و مٌَ خدول امخغيراث:متزاًدت تماما ؿلى أي الدالة

    
   f x 

  
  f x 

 
          

 ،، و الذي ىرمز له بـــملارة ماال في حوار و مٌَ المس خليم لدًيا من ؾبارت الدالة/ 4

 ، ؿلى المجال مس تمرت و متزاًدت تماما من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة/ 5

 و و

ية امليم المخوسعة ًوخد   و بامخالي:  ، :قـــــيحل وحِد حلو مٌَ حسب مبُر

 من خدول امخغيراث و الإخابة ؿلى امسؤال امسابق يمكن وضؽ الجدول:/ 6

       
 إصارت  

    

  إوضاء امرسم: / 7

 مخجيب المرور بالمععوح "امفروع املانهااَة"، fيمكن الاؾتماد ؿلى خدول مبـغ كيم الدالة  ُياك فرع لا نهائي باتجاٍ محور امتراثُب.
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   0,72 0,74 0f f 0,72;0,74  0f  
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 ثاهَا:

 ،  و  

 : من xمن أخل كل/ 2

 

 :وضؽ الجدول الذي يمثل إصارت المض خلة يمكن الجزء الأولمن / 3

      

      
      

     g x 

 حساة اهنهاياث:/ 4

 

 

 جضكِل خدول امخغيراث:/ 5

      
      

    
     g x 

    

ؾيد امخـوًغ في امـلاكة  و مٌَ لدًيا الجزء الأول و من  / 6

           :نجد الأولى
 

 

  إوضاء امرسم:/ 7

 

  xexxxxg  .1634)( 23 ;fD    

        

   

3 2 2 2

2

4 3 6 1 12 6 6 6 1 12 6 6 6 6

12 6 6 6 2 1 6

x x x x

x x

g x x x x e x x e x e x x x e

x x xe x x e x f x

   

 

              

      

g 

0x

x

 f x



    3 2 2

3

1
lim lim 4 3 6 1 lim 4 3 6x

xx x x

x x
g x x x x e x x

x e



  

 
          

 

0x
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6

 g 

   3 24 3 6 1g e          0f  2 1e    
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  :42 اهتمرٍن

                       :الجزء الأول

 :  مخكن المـادلة امخفاضوَةّ       

 ،من  و دالة كابلة ملاص خلاق ؿلى مؽ:، :حل المـادلة امخفاضوَةّ /2

 ، بــ :  الدالة المـرّفة ؿلى ؿددٍن حلِلِين و مَكن /3

 ،نومـادلة حلا حتى ٍكون ( ؿيّن أ     

ن أن( ة      ،ول المـادلةـــــــج لٍوؿة حوــــــ، ثم اس خًذنومـادلة لاـح  :إذا و فلط إذا كان حل نومـادلة برُ

 ،الذي ًيـدم من أخل ؿيّن حل المـادلة /4

  الجزء امثاني :

   ، : نلٌ ًلً الدالة المـرّفة ؿلى مخكن   

 ،، ثم أوضئ خدول ثغيراتهاالدالة اتجاٍ ثغيردرس ا، ثم ، :ؾيد ؿين نهاًة /2

  ،في نـــــــــــــــط حوين حلِلِِـــــــــ، ثلبل بامضبةـــــــــــأن المـادم بين /3

ن أنحد ُذٍ الحوول، و ىرمز نوحل الآخر بامرمزأُو  1تحلق أن    إصارت ثم ؿيّن حسب كيم ، :، برُ g x  

   الجزء امثامر:

 ،نلٌ ًلً بــــ :   المـرّفة ؿلى هـخبر الدالة

ن أنثم ؾيد ؾيد ؿيّن نهاًة /2  ،صكل خدول امخغيراث نلدالة  ، مِا هفس إصارت  المض خلة ، ثم برُ

 ، ، اس خًذج حصرا مــدد المـرف في الجزء امثانيـــــــامـ رـــــــــحِ  ن أنــــــــبرُ /3

 .) cm 3اموحدت : امد و مذجاوس )ــــــوة إلى مـلم مذــــــوي مًســــــمسذفي  الممثل نلدالة رسم الميحنىا /4

 

 حــــــــل:

 الجزء الأول:

 ثابت حلِلي، C، حِر  :حل المـادلة امخفاضوَة ُو /2 

3/  

 ،   :ارهة نجدـــــــلملباو  في المـادلة  ؾيد ثـوًغ: أ ( ثـَين        

 :مـياٍ  :أي  :( مـيا2ٍنومـادلة ) حلا ة ( مَكن       

 ،حلِلي ثابت Cحِر: (:2) و مٌَ وس خًذج حوول المـادلة(  3حل نومـادلة ) 

:ُو 1( الذي ًيـدم ؾيد 2لمـادلة )/ حل ا4
 

 ، 

  امثاني:الجزء 

gD    و     :    لدًيا  

 :حساة اهنهاياث /2

  و  

 : اتجاٍ ثغير الدالةدراسة * 

2 ......(1)xy y xe  

2 0 ......(2)y y  yx

,b au( ) ( ) xu x ax b e 

,b au(1)

v(2)u v(1)(1)

(1)0x 

g( ) 2 2xg x e x  

gg

( ) 0g x 

1.6 1.5   x

f
2( ) ( 1)x xf x e x e  

ff gf

 
2 2

4
f

 



 ( )f 

( )Cf

2( ) xy x C e

,b a( ) ( ) xu x ax b e (1)1, 1a b   

u v ( ) 2 2 2 xu v u v u u v v xe         2 0v v  

v    21 x xy x x e C e   

    21 x xy x x e e   

  2 2xg x e x  

   lim lim 2 2x

x x
g x e x

 
       

2
lim lim 2 2 lim 2 1

x
x

x x x

e
g x e x x

x x  

 
         

 
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   :لدًيا حلِليؿدد من أخل كل 

 

 :أي خدول امخغيراث

     
  

       g x 

 

      g x 

 
 
 
 

                                                                        

مؽ:    
1

ln 1 ln 2 2 ln 2 1 0,31 0
2

g
  

       
  

 

 ؾيد ملاحؼة خدول امخغيراث نجد:/ 3

ية امليم المخوسع و دالة مس تمرت و مذياكعة تماما ؿلى المجال * ة ـــو مٌَ حسب مبُر

 ،حِر:  ًوخد و وحِد

ية امليم المخوسع و دالة مس تمرت و متزاًدت تماما ؿلى المجال *  ة ــــو مٌَ حسب مبُر

 ،حِر:  ًوخد و وحِد

 ،أي:  نجد: 1دد ـــــــاة ظورت امــــــــــــة أخرى ؾيد حســــــــة و من جهـــــــــــذا من جهــــــــُ

 ا:ـــــــــــــــــــــــلدًٌ أند أنــــــــــــــفي امذـــــــــٍك ونـــــــــــــــــــــو ن

 و  

 :ؿلى و مٌَ إصارت الدالة      ،و مٌَ  حلا 

      
 إصارت   

     
 

  الجزء امثامر:  

 :اهنهاياث / 2

 

 و 

  لدًيا: من أخل كل حلِلي

 

x

   
1

ln
21

2 2 2 1 2 2
2

x x x xg x e x e e e e

 
 
 

                  

ln2x





 ln2g 

g ; ln2    lim ln 2 0
x

g x g


 

 ; ln2    0g  

g ln2;    lim ln 2 0
x

g x g


 

 ln2;     0g  

 0 2 0 2 0g    0 

   1,6; 1,5 ; ln2       1,6 1,5 0g g  

  1,61,6 2 1,6 2 0,004g e      1,51,5 2 1,5 2 0,054g e     

   1,6 1,5 0g g   1,6; 1,5  g

0x

 g x

      2 2lim lim 1 lim 0x x x x x

x x x
f x e x e e x e e

  
      

    2 2 1
lim lim 1 lim 1x x x

x xx x x

x
f x e x e e

e e  
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2-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

0 1

1

x

y

 و مٌَ خدول امخغيراث:

      
     f x 

    

  f x 
 

                                                

 بامخـوًغ في امـبارت:  أي  ؾيد ملاحؼة أن :  \3

 

مــ احصر يمكن اس خًذاج و مٌَ  f : 

 . و أخيرا و مٌَ  أي:  لدًيا

 : cm3 : اموحدت  امرسم \4

 :هلاحغ

 ،في حوار مس خليم ملارة أفلي لميحنى الدالةمـادلة   *

 ، أي ُياك فرع لانهائي باتجاٍ محور امتراثُب.*

 ععوح "امفروع املانهااَة"،مخجيب المرور بم fيمكن الاؾتماد ؿلى خدول مبـغ كيم الدالة 

 

  

                            fC 
 

 

 

 

 

 

  0y  
 

 

 

 

 

 

0x



 f 

 0 0f 0

  0g  
2

2
e  



     
2 2 2 2

2 4 4 2 6 4 2
1

4 4 4
f e e       

 
    

      

1,6 1,5 22,25 2,5620,95 2 0,44    0,11 0,2375f 

0y f

   2 1 1
lim lim lim

x x x
x

x x x

f x e x e e x
e

x x x x  

    
      
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  :52 اهتمرٍن

 أولا:

 ،بامـبارت: الدالة امـددًة المـرفة ؿلى  

 ،تمثَوِا امبَاني في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد و المخجاوس و 

 ،درس ثغيراث الدالةا -2

 ،عةـــــؾيد اميل نخب مـادلة لملٌسبو  ًلبل هلعة اهـعافبين أن -3

 ،مرنز ثياػر نوميحنى زبت أنأ -  

 ،        و   حسبا -4

 اربين ًعوب إؾعاء مـادلة هكل منهلٌ،ــــن ملــــل مس خليمِــــــــــًلب اس خًذج أن -  

 ،من المجال فاظوتهاًلعؽ محور امفواظل في هلعة وحِدت  بين أن  -5

 و مس خليمََ الملاربين، رسما( ثم )ثدور اميخائج إلى و بــــــــــــاحس -

 ثاهَا:

 .مٌحنى الدالة ،  بامـبارت: الدالة امـددًة المـرفة ؿلى   

 ،إن:ـــــــــف بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي -2   

 ،إلى اس خًذج أهَ ًوخد تحوًل هلعي بس َط يحول -          

 (.)دون دراسة الدالة ابقـــــــــــــأوضئ في هفس المـلم امس -3   

 

 حـــــــــــــــل:

 أولا:

 دراسة امخغيراث: /2

 
 

 اهنهاياث:

 

 

 

 :المض خلة: من أخل كل ؿدد حلِلي

 

  متزاًدت تماما ؿلى و مٌَ الدالة

 يمكن إوضاء خدول امخغيراث:

f 
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1
1x
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e
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   

 fC

 fC0x 2,77; 2,76 

 1f 1f 
210 fC
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g x x
e

   


 gCg

x   g x f x 
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lim lim 1
1xx x

f x x
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 
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lim lim 1
1xx x

f x x
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    

f



تمَة                                                                                               ؾبد الذَد كواسمَة  تمارٍن حول الدالة الأس َة و انووغارٍ

 384     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

                                                             
     f x 

  
     f x 

 

دم ثغير ـــو ؾ 2هلعة اهـعاف، و ُذا لاهـدام المض خلة الأولى ؾيد  من خدول امخغيراث امسابق يمكن أن وس خًذج أن اميلعة /3

   : لدًيا من xمن أخل كلأو نحسب المض خلة امثاهَة   إصارتها،

 
   

   

 

  

 

2
2 2 2

4 4

2

4 4

1 2 1 2 1 2 2
4 4

1 1

4 1 11
4

1 1

x x x x x x x x
x

x x

x x xx
x

x x

e e e e e e e e
f x e

e e

e e ee
e

e e

               
  
 

 
  

 

 

إصارتخدول  f x: 

            
               f x  
       

 ، :و بامخـوًغ امواضح نجدfهلعة اهـعاف لميحنى الدالة و مٌَ:  ،1المض خلة امثاهَة ثيـدم مغيرت إصارتها ؾيد

 ثـَين مـادلة الملٌس ؾيد هلعة الاهـعاف: •

 ، و مٌَ:  لدًيا: 

 مرنز ثياػر: ميثبت أن -

 ،ػر المجموؿةو ُذا مخيا و مٌَ مَكن

 

 ،مرنز ثياػر لميحنى الدالة و مٌَ

 و /4

 

 اهنهاًخين امسابلذين وس خًذج أن: من و -

 fلميحنى الدالة مس خليم ملارة ماال في حوارمـادلة   و ،مس خليم ملارة ماال في حوارمـادلة   

 :من المجال ًلعؽ محور امفواظل في هلعة وحِدت فاظوتها ميبين أن /5

 :خغيراثمن خدول ام لأخل ُـــــــــــذا   ثلبل حلا وحِدا ادلةـــــــــــــــاٍ هبين أن المـــــــــــــــمـٌ

 لأن: و ؿلى المجال )متزاًدت تماما( رثُبة تماما مس تمرت ودالة  

و    2,76

4
2,76 3,76 0,002

1
f

e 
   


 ، 

ية امليم المخوسعة ًوخد  ، :يحلق وحِد حل و مٌَ حسب مبُر

0x





1

 0;1

0x



  0; 0f 0;1

   0 0y f x f 1y 



x x 

     
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x
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e
f x f x x x

e e e e
                

   

f

   
4

lim 1 lim 0
1xx x

f x x
e 

 
        

     
4 4

lim 3 lim 1 3 lim 1 3 0
1 1x xx x x

f x x x x
e e  

   
                     

1y x 3y x 

 fC0x 2.77; 2.76 

  0f x  0 2.77; 2.76x   

f 2.77; 2.76    2.77 2.76 0f f  

  2,77

4
2,77 3,77 0,006

1
f

e 
    



 0 2.77; 2.76x    0 0f x 
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 (:)ثدور اميدِجة إلى و حساة -

 و   

 :، اؾتمادا ؿلى ما س بق نجدرسم*

 

 

 

 

   fC   

 

 

 

 

 

 

 

 

              ثاهَا:
 

 ،و   

 : مَكن /2

 

 ور امتراثُب،ــــــــــــة لمحـــــــــــــبامًسب هؼير يمكن أن وس خًذج أن  و الدالة من امـلاكة الموحودت سابلا بين الدالة -

 ثياػر بامًس بة لمحور امتراثُب،إذن امخحوًل المعووة ُو 

 : دون دراسة،إوضاء /3

 

 1f 1f 
210

 
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 :26اهتمرٍن 

 أولا:

g نلٌ ًلً:  الدالة امـددًة المـرفة ؿلى   2 1xg x x e   

 ،g/ ادرس ثغيراث الدالة2

/ بين أن نومـادلة3  0g x   حلان في و :1,2حِر 1,1    1,8و 1,9 ، 

/ اس خًذج إصارت 4 g x ؿلى، 

 ثاهَا:

f نلٌ ًلً: دًة المـرفة ؿلىدالدالة امـ
 

 
1x

x

e
f x

e x





   ، fC الميحنى الممثل نلدالةf ــلم المس خوي المًسـوة إلى مــــــ في

مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

 و فسر اميدِجخين ُيدس َا،  و ؾيد f/ احسب نهاياث الدالة2

x  :/ بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي 3 
 

 
2

x

g x
f x

e x
 


 ثم صكل حــــــــــدول ثغيراثـــــــِا،  fو اس خًذج اتجاٍ ثغير الدالة 

/ بين أن: 4 
1

1
f 





و اس خًذج حصرا نوـددٍن  f   و f  ، 

/ احسب5 1f  ثم ارسم الميحنى fC . 

 

 حــــــل: 

 أولا:

لدًيا:    2 1xg x x e     وgD  

 : g/ دراسة ثغيراث الدالة2

 اهنهاياث:

*      lim lim 2 1 lim 2 1 1x x x

x x x
g x x e e x e

  
       ، 

 *    lim lim 2 1x

x x
g x x e

 
     

 المض خلة:

:من xمن أخل كل        2 1 1 2 1x x xg x x e x e x e
         ، 

 و مٌَ خدول امخغيراث:

  1   x 
    g x 

                                                    1 1.71e   g x 
 

  1 
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ــرت ؿلى المجامــــــــينِيي مس تمـــ،  ف رت ؿلىـــــــــمس تم  g/ من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة3 1,2; 1,1   و 1,8;1,9  

* متزاًدت تماما ؿلى المجال ;1  و   lim 1 0
x

g x g


 ية امليم المخوسعة ًوخد و وحِد و بامخالي حسب مبُر ;1  

حِر:   0g   و هون   1.2; 1.1 ;1    ٍكفي امخأند أن   1.2 1.1 0g g   ؟ 

لدًيا     1.21.2 2 1.2 1 0.036 0g e        و    1.11.1 2 1.1 1 0.032 0g e     ٌَو م   1.2 1.1 0g g    

و بامخالي:  1.2; 1.1  . 

*و مذياكعة تماما ؿلى المجال  1;  و   lim 1 0
x

g x g


 ية امليم المخوسعة ًوخد و وحِد و بامخالي حسب مبُر 1;   

حِر:   0g   و هون   1.8;1.9 1;  ٍكفي امخأند أن   1.8 1.9 0g g ؟ 

لدًيا     1.81.8 2 1.8 1 0.21 0g e     و    1.91.9 2 1.9 1 0.33 0g e    ٌَو م   1.8 1.8 0g g 

و بامخالي:  1.8;1.9 . 

 :gو الجواة امسابق وس خًذج إصارت الدالة / من خدول امخغيراث 4

      x 
     إصارت g x 

 ثاهَا:

لدًيا  
1x

x

e
f x

e x





fDو     ، 

 / حساة اهنهاًخين: 2

 
1 1

lim lim lim 1
1

1

x x

xx x x

x

e e
f x

e x

e

x



  

 
 
 

   
        

  
  
  

 

امخفسير امِيدسي: الميحنى fC 1مـادمخَ اأفلِ ملاربا ًلبل مس خليماy  في حوار ، 

 

 
1

lim lim 0
x

xx x

e
f x

e x 

 
  

 
و امخفسير امِيدسي: الميحنى  fC 0مـادمخَ اأفلِ ملاربا ًلبل مس خليماy  في حوار 

 

x/ من أخل كل ؿدد حلِلي3  : 

 
 

   

 

 

 

 

2
2 2 2

2 2 2 2

1 2 11 2 1
x x x xx x x x x

x x x x x

e x e e x e g xe e x e e e
f x

e x e x e x e x e x

          
      

     
 

  من الجزء الأول وس خًذج:و 

*f يندالة مذياكعة تماما ؿلى المجام   ; ;   ، 

*f دالة متزاًدت تماما ؿلى المجال ; ، 
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     x 
      f x 

  f 
 

0
 

 f x 
 

   

 1            f  

 

هـلم أن/ 4  0g   أو(  0g   ٌاٍــــــ..... )*(( مـ 2 1e   :1أي

2
e





 ذا من جهة و من جهة أخرى:ــــ، ُ

 
 

22

1
1

1 1 2 1 12
1 1 2 11

2

e
f

e





 
   




       
   



، 

ونــــــــو ن 1.2; 1.1   ٌ2.2اٍــــــــــــمـ 1 2.1   :أي 0.48 0.45f  ، 

و من)*( يمكن الحعول ؿلى:  
1

1
f 





1.8و مما س بق لدًيا    1.9  :0.8أي 1 0.9  :ٌَو م 

 1.11 1.25f ، 

 

/ لدًيا5 1 1f  رسم الميحنى ، fC: 

 

 

 

 1y  
 

  fC 
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 : 72اهتمرٍن 

 أولا: 

  نلٌ ًلً: دالة مـرفة ؿلى  

 ،راث الدالةـــــــــــــــدرس ثغِا( 2

 ، و  في ثلبل حلا وحِدا ( بين أن المـادلة3

 ، ؿلى ( اس خًذج إصارت4

 ثاهَا:

 ، بــ:  دالة ؿددًة مـرفة ؿلى  

 ، :من بين أهَ من أخل كل (2

 ،درس ثغيراث الدالةا (3

 ، بجوار ملارة ماال نوميحنى المـادلة بين أن المس خليم ذي (4

 ،بامًس بة مــ درس وضـَةا (5

 اف ،ـــــًلبل هلعة اهـع بين أن (6

 ، بين أن: (7

 في هلعة ًعوب ثـَُنها، مماسا مــ حتى ٍكون ، ؿين امـدد الحلِليمس خليم مـادمخَ: (8

 ،ذ:ـــــــــــــــــــــــــهأخ لا منـــــــــم نـــــرسا ( 9

 .ؿدد حوول المـادلة ناكش بَاهَا حسب كيم اموس َط الحلِلي (:

 

 حـــــــــــــــــــل:

        أولا:

     و     

 ( دراسة امخغيراث:2

 اهنهاياث:

 

 

 ،مـادمخَ: ًلبل مس خليما ملاربا أفلِا في حوار وس خًذج أن مٌحنى الدالة

g 
1 2 x

x

x e
g x

e

 


g

  0g x 1 0

 g x

f  2 1 xf x x xe   

x   f x g x 

f

  : 2 1y x   fC

 fC 

 fC

 
2

2 3
1

f  


  


 2y x    fC

     , ,fC  0.37 

m1 xxe m 

 
1 2 x

x
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 المض خلة:

 : من أخل كل

 

  و مٌَ خدول امخغيراث:

     
    g x 

   

  g x 

                                                                 

لدًيا:  
2

2

1 2
2 2,14

e
g

e


   

 ن:ا الحامخالدًي و ؿلى مس تمرت ( من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة3

ل ـــــلا ثلب أي المـادلة ٍكون:  و من أخل كل ؿدد حلِلي مذياكعة تماما ؿلى المجال * 

 ، حوولا في المجال

ية امليم المخوسعة  و المجال اما ؿلىــــــــمتزاًدت تم  * و وحِد ًوخد حلو بامخالي حسب مبُر

 ،تحلق: 

 داد الحلِلِة،ـــــــــــوؿة الأؾــــــــــثلبل حلا وحِدا في لٍ * خلاظة: المـادلة

 لأخل ُذا لدًيا: ٍكفي امخأند من أن و لما كان

 .إذن   و بامخالي: و   

 

 :( بملاحؼة خدول امخغيراث و امسؤال امسابق يمكن اس خًذاج الجدول امخالي الذي يمثل إصارت 4

      
   

  إصارت   

 ثاهَا:

 

 ،و      

 :/ من أخل كل2

 

3/ 

 اهنهاياث:
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، 

 ، أي رسم خدول امخغيراث:من إصارت إصارت اة امسابقمن الجو  

        
    

   
  f x 

 

  
 ( ميحسب اهنهاًة: 4

   lim 2 1 lim 0
xx x

x
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 
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 
 ،رمز له بــ  ملارة ماال في حوار المـادلة أن المس خليم ذا أي 

 : و المس خليم الملارة  ( دراسة اموضؽ امًس بي لميحنى الدالة5

    ارت امفرق:ـــــذا هلوم بدراسة إصـــــمِ

      إمَم الجدول: 

     

 اموضؽ امًس بي:  فوق  تحت 

  

  ًلعـــــــــــــــــــــؽ 

 :( ميحسب المض خلة امثاهَة امتي تمثل المض خلة الأولى نلدالة6

ةــــــــمغيرت إصارتها و ُذا كاف نوحكم أن اميلع 3امتي بٌُا أنها ثيـدم ؾيد  :  أي من أخل كل 

 ،هلعة اهـعاف لميحنى الدالة 

 أي: مـياٍ :نــــــذلك و من الجزء الأول لدًيا  ( لدًيا7

 نجد ؾيد امخـوًغ في
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 و . ه . م      

 

0و مٌَ حِر:  مـياٍ: مماس مــ  (8 1x  عة ـــحرثُبة اميلد ـــــؾيد امخـوًغ في ؾبارت الدالة نج

 ،:غ امواضحـــــــــبامخـوً و هون اميلعة مٌتمَة إلى الملٌس وس خعَؽ ثـَين المعووبة 

 

 امرسم: (9
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  fC 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                                                 

 

 

 . المياكضة اموس َعَة::

 :مًضكل الدالة

ط هلاظؽ ــــإذن حوول المـادلة هي فواظل هل مـياٍ   من المـادلة المـعات لدًيا:

 ، لأخل ُذا ىراكب امرسم امسابق و وضكل الجدول:المـادلة و المس خليم ذي  مٌحنى الدالة

 

 

  المياكضة: 

    
 لا ثوخد حوول                     

  حل مضاؾف                   

 

 حلان مخخوفان                     

  حل وحِد                     

  

 حل وحِد                    

  
 

 

f
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 :82 اهتمرٍن

   أولا:       

 ،بــ:   المـرفة ؿلى  هـخبر الدالة  

 ،درس ثغيراث الدالةا/ 2    

 ،ارتــــــــثم اس خًذج إص و حسبا/ 3    

   ثاهَا:       

 ،بـــ:  الدالة المـرفة ؿلى  مخكن   

 تمثَوِا امبَاني في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس، و           

 ، :من / بين أن هكل2   

 ،درس ثغيراث الدالةا/ 3   

 ج؟ــــ، ماذا جس خًذ/ تحلق أن:4   

 ،لٌهـعاف ًعوب تحدًدُاًلبل هلعتي  / بين أن5   

 ،و درس اموضؽ امًس بي بينا، ثم ملارة مــ  / بين أن المس خليم6   

 في المـلم امسابق، / أوضئ7  

 ابة مـادمخيها،ـــــــــــــوب نذــــــــــــًع وازًين مــــــــــين مـــــــــًلبل مماس /   أ( بين أن8  

 ،ة( ناكش بَاهَا وحود و إصارت حوول المـادلة:       

 ،بـــ: المـرفة  هـخبر المخخامَة امـددًة ثامثا:      

 ،اٍ ثغيرـــــــــــتجادرس اثم  بدلالة  نخبب/ 2  

 ، المجموع: حسب بدلالةا/ 3  

 . ون:ـــــــــــــحتى ٍك / ؿين كيمة4  

 

 حــــــــــــل:       

 أولا:

 لدًيا: 

 :/ دراسة ثغيراث الدالة2

 *، 

 * اهنهاياث: 

 

 دون رمز امليمة المعولة: نخابة الدالة المض خق:* 
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 و مٌَ خدول امخغيراث: 

     
     g x 

    g x 
 

                                                                
 ،و             لدًيا:/ 3

  و الجدول امسابق وس خًذج: من امعورثين

       
  إصارت         

 ثاهَا:

 لدًيا: 

 :/ مَكن2

 

 :/ دراسة ثغيراث الدالة3

 *، 

 * اهنهاياث:
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 ، وضكل خدول امخغيراث:من أخل كل  و هون: 

       
       f x 

                                                       

  f x 

                       
            

 

 ،ا:ـــــــــــلدًٌ  ٍكون: / من أخل كل4

 ،مذياػر بامًس بة نومبدإ فردًة، و بامخالي بَان الدالة  ، و مٌَ وس خًذج أن الدالةإذن:

 : *من xمَكن/ 5

 

أي:  مـياٍ  لدًيا: 
3

2x e  ،هون الدالة انووغارٍتمَة متزاًدت تماما 

 بهاثَ امخكافؤاث يمكن نخابة الجدول:

       

      
                                                                                     

 

      f x 
 

 ًلبل هلعتي اهـعاف، لاحغ امضكل، و مٌَ مٌحنى الدالة و   المض خلة امثاهَة ثيـدم مغيرت إصارتها ؾيد

   / لدًيا: 6

 ،و وارـــــــــفي ح ادمخَـــــــــمـ ماالا ملاربا يماــــــــــــًلبل مس خل نى الدالةــــــــــــو مٌَ مٌح

 

 دراسة اموضؽ امًس بي:

 يمكن جضكِل الجدول: مـياٍ   و ؾيد ملاحؼة امخكافؤ امخالي:  لدًيا 

 

 
 

2

g x
f x

x
 *x 

101x



 1 1f  



 1 1f  

*x *x    
ln ln

0
x x

f x f x x x
x x

      

   f x f x  ff

 
       

 

2 2 3 32

4 4 4

4

2 1 2 1 ln 2 2 2 2 ln2

3 2ln

x x x x x x x x x x xg x x x g x
f x

x x x

x x

x

         
    

 


3 2ln 0x  
3

2
3

ln ln
2

x e
 

   
 

3 2e0
3 2ex

x

3 2ln x 



3 2e3 2ef

  
ln

lim lim 0
x x

x
f x x

x 
  

fy x

 
ln x

f x x
x

 1x ln 0 ln1x  



تمَة                                                                                               ؾبد الذَد كواسمَة  تمارٍن حول الدالة الأس َة و انووغارٍ

 396     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

       

      
                                                                                     

 

   اصارت:     

 اموضـي امًس بي:     

 تحت   فوق  تحت  فوق 

      كاظـــــــؽ مـــ    كاظـــــــؽ مـــ   

                                                                                

 :/ إوضاء 7

 راكب اموضؽ امًس بي و خدول امخغيراث نجد: المس خليماث الملاربة، و بموم برسم هل

 

 
8 / 

 : و مٌَ مـٌـــــــــــــاٍ  أي  مـياٍ  أ( هبحر ؾن حوول المـادلة:   

ين نومس خليم ، حلا مٌحنى الدالةوأ  مـادهتهلٌ: ًلبل مماسين موازً

 ،و   

101x
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 الملٌس الأول          امضكل:ؿلى امخوالي، لاحغ 

 
 الملٌس امثاني

وول فحالي و بامخ   و مٌَ اٍ ـــمـٌ ٍكون  ة( لدًيا من أخل

، 1هي حرثُبة اميلعة امتي فاظوتها  حِر:  مؽ المس خليماث من امضكل المـادلة هي فواظل هلط ثلاظؽ الميحنى

ة نوملارة و الملٌسين  وضكل الجدول:وماث الموضحة و ؾيد مراكبة امضكل بامرس ، الموازً

 

  المياكضة 

  
 حل موحب تماما 

 

  حل مضاؾف سامب، و آخر موحب تماما                     

 حوول، ازيان منهلٌ سامبان و الآخر موحب،  ةزلاز 

  ب تماماـــــــوالآخر موح تماما حل سامب 

 حوول، ازيان منهلٌ موحبان و الآخر سامب، ةزلاز 

  مضاؾف موحب، و آخر سامب تماما حل 

 

  حل سامب تماما 

 

2-1-2-3
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 ثامثا:

 ، غير مـدوم: من أخل كل ؿدد ظبَـي

 ،من أخل:  / لدًيا: 2

 دراسة اتجاٍ امخغير:

 : مَكن

 

 متزاًدت تماما، و مٌَ المخخامَة

 / حساة المجموع: 3

 

1 2

1 2 1 1 2 3 1
ln ln ln ln ln

2 3 1 2 3 4 1

1
ln ln 1

1

n n

n n n n
S u u u

n n n n

n
n

          
                       

          

 
    

 

 

 . و بامخالي مـياٍ  لدًيا    :/ ثـَين كيمة4

 :92 اهتمرٍن

   بــ:  المـرفة ؿلى هـخبر الدالة امـددًة

ف،ـــة امخـــــــــحسب اهنهاياث ؾيد أظراف لٍوؾا( 2  رً

 ،لىـارتها ؾـــــــــدد إصــــــو ح بـــــــــحسا( 3

 ،دالةــــــــراث امـــدول ثغِــــــــــــــــؽ حــــــــــــــ( ض4

 "يمكن الاس خغياء ؾن ُذا امسؤال لحذفَ من امبرنامج" ،نى الدالةـــــااَة لميحـــــــروع املانهــــــــــامف درسا (5

 ،ارتها ؿلىــــــــــدرس إصاو  بــــــــــــحسا (6

 ،هلعة اهـعاف مــ  ( بين أن7

 .ئـــــــــ( أوض8

 

 حل:

 و   

 المفذوحة:حساة اهنهاياث ؾيد الأظراف ( 2

 الة ؿدم امخـَين،ـــــو هي ح و  

  ملارة عمودي لميحنى الدالة خج أن ـوس خٌ (  )لأن: إزاهتها:

n
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 ،: من أخل كل  (3

                  و مٌَ خدول الإصارت:

     f x  
 دول امخغيراث:ـح (4

      
    f x  

            f x  
 

 

  

 

5 ) 

 ،مس خليم ملارة عمودي لميحنى الدالة رأًيا سابلا أن

 ؾيد حساة اهنهاًة: و  

 

 رؿا  لانهااَا باتجاٍ محور امفواظل،ًلبل ف مٌحنى الدالة

 

 حساة المض خلة امثاهَة: (6

 ــالي إصارت المض ــــــــ، و بامذ         :من xمن أخل كل  :اهَةـــــامث خلةـــ

     
     f x 

 

 

 عافـــــة اهــــــــهلع ، مغيرت ملإصارت و بامخالي اميلعة7من الجدول امسابق وس خًذج أن المض خلة امثاهَة ثيـدم ؾيد  (7

 ،نىـــــنوميح

 

 

 إوضاء الميحنى: (8
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  fC 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 :2:اهتمرٍن 

 ،مس خليم ملارة عمودي نوميحنى و ُو بَان الدالة في امضكل الملابل

  ،، ، حسبا . 2

 ،ول المـادلةــــــــو ؿدد حوـــــــــما ُ . 3

 ،من المجال هضؽ من أخل كل ؿدد حلِلي . 4

          ، 

 ن،ان ثابخان حلِلِــــــدداؾ و رـــــــــــــــحِ

 ،ن أن:ـــــــــــــبِ أ/  

 ،بدلالة حسبا ة/  

 ، ين أن:ـــــــب ج/  

 . بامًس بة نومس خليم درس وضـَةا د/  

 

 ل:ــــــــــــح

2.  

 ،و    و  يا: ــــ من امضكل لدً 

3. 

 ، ثلبل حوين في المجال نذلك من امضكل امسابق المـادلة 

4. 

 ، مؽ:  لدًيا: من أخل 

 fCf  : 2x   fC
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 ، أي: ٍكون:   من أخل أ/        

 

 :حساة المض خلة بدلالة ة/      

 ،         :من أخل كل

 

 ، أي: :امـبارت الموحودت سابلامـياٍ حسب  مما س بق وخدنا ج/      

 

  د/       

 :و المس خليم دراسة اموضؽ امًس بي لميحنى الدالة

 و نميز الحامخين: لدًيا:

 ، مـياٍ  •

 امًس بي:دول اموضؽ ـــــــــــــــ، و مٌَ حمـياٍ   •

 

     
           

  تحت فوق   

 اموضؽ امًس بي:  

  مــ ًلعؽ     

 امضكل:لاحغ 
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 :31اهتمرٍن 

 أولا:    

 .نلٌ ًلً:  المـرفة ؿلى المجال مخكن الدالة امـددًة

 و سجل خدول ثغيراتها، درس ثغيراث الدالةا (2

 ،ارتــــــإص يمـــــاس خًذج، حسب ك (3

 ثاهَا:  

 ،نلٌ ًلً: المـرفة ؿلى المجال هـخبر الدالة امـددًة  

 .حِر: تمثَوِا امبَاني في مـلم مذـامد و مذجاوس وسمي

 ، و فسر اميدِجة ُيدس َا،احسب (2

 ، ثم فسر اميدِجة ُيدس َا،و احسب(  أ/ 3

 ،الماالارة ـــــــــــؽ مس خليمَ الملـــــــم ادرس وضـَة ة/    

 ،: من المجال بين أهَ من أخل كل ( أ/4

ارتـــــاس خًذج إص ة/    f xةـل خدول ثغيراث الدامـــــ، ثم صك، 

 ،ؾيد هلعة ًعوب ثـَين إحدازُيها، ثم أنخب مـادلة مــ موازيا نومس خليم ًلبل مماسا بين أن (5  

 ،نىــــــــــــ، ثم الميحو مينـــــــــلا من المس خلِـــــــــــــــئ نــــــــــأوض (6  

    .ؿدد حوول المـادلة: ناكش بَاهَا و حسب كيم اموس َط الحلِلي (7  

 

 حل:

 أولا:

  و    

 دراسة امخغيراث: (2

 اهنهاياث:

 نهاًة صِيرت 

 

 

من xمن أخل كل  المض خلة: 0; : 

 

 ؾيد امخأمل في امـبارت يمكن نخابة:

 ،دالة متزاًدت تماما ؿلى المجال •

 ،الـدالة مذياكعة تماما ؿلى المج •
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 3:3     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

 و مٌَ خدول امخغيراث: 

     
    g x 

   
  g x 

 

  

من xمن أخل كل حلِلي من خدول امخغيراث وس خًذج أن: (3 0;، 

 ثاهَا:

 ،و     

  حساة اهنهاًة: (2

 ،مـادمخَ عموديا ملاربا ًلبل مس خليما مٌحنى الدالة

  ، و( أ/3

 ،مس خليم ملارة ماال في حوارمـادمخَ  إذن

 

 أي خدول امخالي: هدرس إصارت امفرق اموضؽ امًس بي:دراسة  ة/

     
     

  تحت  فوق  

 اموضؽ امًس بي:                                                                                    

                                                       

  ًلــــــــــــــعؽ 

 

 المس خليم الملارة الماال،  حِر:

 

من xمن أخل كل( أ/ 4 0;: 

 

 أي:  الجزء الأول، امتي قميا بدراس تها في إذن إصارت المض خلة من إصارت

 ، متزاًدت تماما ؿلى المجال أي الدالة  : من أخل كل

 بامخالي خدول امخغيراث:و 
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 3:4     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا
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من 0x مـياٍ ًوخد يم الملارةـنومس خل مواز مماس لميحنى الدالة (5 0; :ؾيد ثـوًغ   حِر

  لٌس:ــــمـادلة الم أي،  أي: و مٌَ ارت المض خلة: ـؾب

 ،بامخالي:و  ؽ ـــــــــــــــم

 مؽ مراؿات اموحدت:  إوضاء الملٌس و الملارباث و مٌحنى الدالة (6
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 ( المياكضة اموس َعَة:7

  :من امواضح أن المـادلة مـرفة إذاا و ،ُدفٌا ُو إػِار ؾبارت الدالة

 ــم ـ حكافئ  المـادلة  :مٌــــــــــــَو   أي ياٍــــــ

 
وازي الملارة ـــالذي ً الذي مـادمخَ و المس خليم ل هلط ثلاظؽ مٌحنى الدالةـــــــادلة هي فواظــــــــوول المـفحو بامخالي 

 و مٌَ الجدول: و الملٌس،
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  المياكضة:   

   
 ل وحِدـــــــح                 

  حل وحِد  

 حلان مخخوفان 

  حل مضاؾف 

  لا ثوخد حوول  

 

 
  :23 اهتمرٍن

 ،  :بامضكل المـرفة ؿلى وحب تماما الدالةم  هـخبر من أخل كل ؿدد حلِلي

اهتمثَل امبَاني مِا ومَكن
 

 ،اوسجمذ في المس خوى المزود بمـلم مذـامد و

 ، :موحب بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي  (2 

 ،جــــــــــــــاس خًذ  (3 

 ،صكّل خدول ثغيراث الدالة ( 4 

 ،موحب بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي  -أ

 ،موحب بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي -ة

 ،ؾيد اميلعة ذاث امفاظلة ادلة الملٌســــــــــــؿين مـ (4

 ، ؿددٍن حلِلِين موحبين تماما بحَر: مَكن (5

 ،اع امًسبِة نوميحيَينـــــــــادرس الأوض -أ

 . و و  م كلا منــــــــــــارس -ة
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 حل:

 و   

من xمَكن (2 0; : 

 

3) ، 

 ( خدول امخغيراث:4

    :من أخل كل

 

     و مٌَ: 

    kf x 

   

  kf x 
  

 

 

   
 ؿدد حلِلي موحب: مَكن -أ

 دالةــــــــــأي ام  لدًيا:  هضؽ :ثبٍرر يمكن أن هبين أن

 فٌحعل ؿلى المعووة،      و مٌَمتزاًدت تماما  

 .حلِلي موحب دمن أخل كل ؿد  و مٌَ

  و بملاحؼة خدول امخغيراث ،موحب من أخل كل ؿدد حلِلي -ة

 -من أ                                                                                       

 :1( مـادلة هعف الملٌس ؿلى يمين 4

  و لدًيا:   0 0f    و مٌَ  و 

5) : 

 دراسة اموضؽ امًس بي:  -أ          

 : امفرق اصارت نحسب

  ، :من حزاًد الدالة  أي: :لدًيا امخكافؤاث

 ــذا ًث ــــــــــــُ ، و لأن ، قــــــــــــــس محلــــــــــــــو ُذا مِ  ، بت أنــــــــــ

 موحب تماما،  xمن أخل كل  ًلؽ فوق مٌحنى أي مٌحنى الدالة
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 3:7     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

 : و و  رسم كلا من -ة

 : من أخل

  و    

 :من أخل

 و     2 ln 2xf x e x x   

   
 

 :33اهتمرٍن 

      :ــــبـ المـرفة ؿلى المجالمخكن الدالة       

 ،امخـرًف مجالد أظراف ــــــــــــحسب اهنهاياث ؾٌا  (2. ١   

 ،وصكل خدول ثغيراتها درس اتجاٍ ثغيراث الدالة ا  (3

 ،المجال في ثلبل حلا وحِدا بين أن المـادلة   (4       

 ، :بين أن  (5       

 ،خج إصارت  ـاس خٌ   (6       

 ،: ــــــبـ المـرفة ؿلى المجال  الدالة  هـخبر .٢   

 ماذا جس خًذج ؟ و ، 1 لى يمينحسب اهنهاًة ؿا  (2     

 ،امخفسير امِيدسي ، ثم أؾطحسب اهنهاًة ؾيدا و لاحغ أن:   (3     

 ،ن أنــــــــــــــــــبِ  (4     

 ، مضكلا خدول امخغيراث،  و الدالة أوخد ؿلاكة بين ( 5     

 ،2لة ـؾيد اميلعة ذاث امفاظ ادلة الملٌس ـــــنخب مـب  (6     

 . في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس أوضئ ثـعى   (7     
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 حل:

 ،و    

 حساة اهنهاياث: (2.  ١

 

   

 دراسة اتجاٍ امخغير: (3

من xمن أخل كل 0;  :لدًيا    

 

 ،:أي  مـياٍ لدًيا •

 و مٌَ خدول الإصارت:

     
   

    
 

 ،مذياكعة تماما ؿلى المجال و  متزاًدت تماما ؿلى المجال و مٌَ الدالة

 امخغيراث:و مٌَ خدول 

        
    

    f x 

    
 ، تماما ؿلى المجال ياكعةمس تمرت و مذ  من خدول امخغيراث، هلاحغ أن الدالة ( 4

ية امليم المخوسعة ًوح  و بامخالي:  و و وحِد حلد ـــو مٌَ حسب مبُر

 ، حِر: 

 ، أي:   و مٌَ  نخابة:من الجواة امسابق أمكن  ( 5

  من خدول امخغيراث وس خًذج: (6

              

    

 

  xxxxf ln31 0;fD  

     
1

lim lim 1 3 ln lim 1 3ln
x x x

f x x x x x x
x  

 
           

 

   
0 0

lim lim 1 3 ln 1
x x

f x x x x
 

   

   1 3 ln 1 3ln 3 2 3lnf x x x x x x         

2 3ln 0x  
2

3
2

ln ln
3

x e
 

  
 

2

30 x e



2

3e


0x

 f x

f
2

30;e
 

 
 

f
2

3 ;e
 

 
 


2

3e


0x

 f x

2

3f e
 

 
 

1

f 1;2

 1 2f  2 3 6ln2 1,16f      1 2 0f f

 1;2  0f  

  0f  1 3 ln 0    
1

ln
3









0x

 f x



تمَة                                                                                               ؾبد الذَد كواسمَة  تمارٍن حول الدالة الأس َة و انووغارٍ

 3:9     )الجزء الأول( امرياضَاث و امبكاموريا

 

 ،  و                                                .٢

  :1حساة اهنهاًة ؿلى يمين ( 2

 ،ودي لميحنى الدالةـــــــملارة عم ذي المـادلة المس خليم :وس خًذج أن 

 

 ، مؽ اس خـلٌل الملاحؼة المـعات: حساة اهنهاًة ؾيد ( 3

 ،في حوار نى الدالةــــــــــملارة أفلي لميحيم ـــــــــادلة مس خلــــــــمـ ير امِيدسي مِذٍ اهنهاًة:ـــــو امخفس

 

 ،مما س بق يمكن نخابة: لدًيا  ( 4

 

 : من أخل كل( 5

 

 

 ، و مٌَ خدول امخغيراث:الجزء الأولمن  امتي هـلم إصارتها  من إصارت مٌَ إصارت

               

    

  

  g x 

   
 

 

 :2نخابة مـادلة الملٌس ؾيد اميلعة ذاث امفاظلة ( 5

 ، و بامخالي:    و   و لدًيا:   

 

 المس خليماث الملاربة:هًضئ امبَان و ُذا بـد رسم ( 6
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  fC   

 

 :43اهتمرٍن 

 .  :ـــبـ المـرفة ؿلى المجالمخكن الدالة    

 ؟ماذا جس خًذج ؿين اهنهاياث ؾيد أظراف المجال، و  (2  أولا: 

 ،خدول ثغيراتها لـصك و درس اتجاٍ ثغير الدالة ا  (3 

 ،ادلة ـضؽ تخمَيا حول ؿدد حوول المـ  (4        

 ،من المجال ثلبل حلا وحِدا  بين أن المـادلة  (5        

 ، :حِر اس خًذج إصارت  (6       

 

 ،بـ:  المـرفة ؿلى المجال الدالة  هـخبر ثاهَا:

 ؟جــــــماذا جس خًذ ، وامخــــــرًف مجالؾيد أظراف  حسب اهنهاياثا   (2     

من xمن أخل كل  بين أن:   (3      0;، 

 ،وصكل خدول ثغيراتها درس اتجاٍ ثغير الدالة ا  (4     

 ،بين أن   (5     

 ،2ؾيد اميلعة ذاث امفاظلة  ًلبلان هفس الملٌس  و  بين أن  (6     

 ،ة إلىـــــبامًسب درس اموضؽ امًس بي مـا  (7     

      .و ،أوضئ في هفس المـلم كل من   (8     

 حــــــــــــل:
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 ،و      

 أولا:

ف:2   ( ثـَين اهنهاياث ؾيد أظراف لٍوؿة امخـرً

 ،و  

 وس خًذج أن:

 ، في حوار مس خليم ملارة أفلي لميحنى الدالةمـادلة  •

 ، نى الدالةــــــودي لميحــــــــــــمس خليم ملارة عممـادلة  •

 ( دراسة اتجاٍ ثغير الدالة:3 

من xمن أخل كل 0;:         

 و مٌَ:

 إذن الدالة متزاًدت تماما ؿلى ُذا المجال، لدًيا إذا كان •

 ذا المجــــال،ـمذياكعة تماما ؿلى ُإذن الدالة   ٍكون إذا كان •

 و مٌَ خدول امخغيراث:

     
    f x 

  

  

    
   

 يمكن وضؽ امخخمين:  و موكؽ امليمة بمراكبة خدول امخغيراث من حِر ثغير إصارت( 4     

 ، ثلبــــل حلا وحِدا  مٌتمَا إلى المجال المـادلة 

،و الــــــلى المجــــا ؾــــمس تمرت  و متزاًدت تمام من خدول امخغيراث هلاحغ أن الدالة ( 5    

، و بامذـــــــالي:
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 :يننميز الحامخ ( 6   

 ،أي:  و مٌَ  امخغيراث دولٍكـــــون و ُذا اؾتمادا ؿلى حــــــ إذا كان: •

 ، أي: َــــــــو مٌ  ونـــــٍك و إذا كان •
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 ثاهَا:

 و     

 حساة اهنهاياث: ( 2

 ،مس خليم ملارة أفلي في حوارمـادلة  و مٌَ وس خًذج أن  

  

 ،مس خليم ملارة عمودي لميحنى الدالةمـادلة    و مٌَ وس خًذج نذلك:

 : من أخل ( 3

 

 الجـــدول: و مٌَمِـلٌ هفس الإصارت،  و إذن حسب امـلاكة امسـابلة ( 4

           
      

     

     
 

 إذن:

 ،دالة مذياكعة تماما ؿلى المجال  •      

 ،لاــــــــــــاما ؿلى المجــــــــــــــــدالة متزاًدت تم •      

      و مٌَ خدول امخغيراث:

      

   

  g x  

   

 :ؾيد امخـوًغ في امـبـارت  أي: و من الجزء الأول لدًيا (  5

 و . ه . م،             ،                                                        

ة ـــــــــــُذا من جهة و من جه لدًيا (  6

 لأن:اس ــــلهلٌ هفـــــــــــــــــــس المم و امــــــــــــــــــــــــــدالة لول أن مٌحنى الدالةـــــو ُذا كاف مـ  أخـرى

           : 1 1 1 1 1 1 1T y f x f g x g x           :ٌَو م  : 1T y x ، 
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 ،ـحنى امـــــــــــــــــــدالةـــًلؽ دوما تحت مٌـ ، أي مٌحنى الدالةدراسة اموضؽ امًس بي: ( 7

 ،في اميلعة و ٌضتركان متماسين  

إوضاء الميحنى ( 8   ,g fC C و: 

 
 

 من ؿولٌء امـرة:
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 :53اهتمرٍن 

  الجزء الأول:  

   نلٌ ًلً:  مـرفة ؿلى المجال مخكن الدالة

 ،أؿداد حلِلِة   حِر                      

 ( :2ًـعى في امضكل ) ُو الميحنى الممثل نلدالة  

 

 (2امضكل )

 . :   بين أن  :وؿولٌ أن / باس خـلٌل الميحنى امبَاني نلدالة2

 الجزء امثاني:

 ،:نلٌ ًلً   المـرفة ؿلى المجال هـخبر الدالة

 ،فسر اميدِجة ُيدس َا  ،1إلى  ؾيدما ًؤول الدالةؿين نهاًة  / 2

 ،إلى   ؤولــــدما ًـــــــــؾٌ اًة الدالةـــــــــــــــــــؿين نه / 3

 ،ن أنـــــــــــــــــثم بِ حسب الدالة المض خلةا   أ(  /4

 ،دالةــــــــــراث امـــــــــدول ثغِــــــــــــــــل حــــــــــــصك ة(     

 ،الذي مـادمخَ مَكن المس خليم  /5

 ، أؾط ثفسيرا ُيدس َا مِذٍ الحوولثم المـادلة  حل في المجال ( أ

 ــاس خًذج اموض  ( ة  ـــَة امًس ــــ  ــوالمس  حنىـــــــــــــــــــبَة نومٌــــــــــــ  ،خليمــــــــــــــ

 في مس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس. رسم مٌحنى الدالة ا،  حِر: / مخكن الدالة6 

 حــــــــــــــل:

 الجزء الأول:

 ،و   

 / من امضكل يمكن اس خًذاج: 2

من xهلوم بحساة المض خلة و ُذا من أخل كل  لدًيا  ، و أي:  • 0;:     

 

f 0;   lnf x ax bx c x  

, ,a b c

 fCf

f 2 2 3ln2f  2 , 1b a c   

g 0;   1 2 lng x x x x  

gx

gx

g  1 0g  

g

 y x

 0; 1 2 ln 0x x 

 fC 

h   h x g xh

   lnf x ax bx c x   0;fD  

 1 1f 1a  1 0f  

    ln 1 ln
bx c

f x x bx c x b x
x

      
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ل ــــنحع أي  و مٌَ: و حسب الإرصاد المذهور في هط اهتمرٍن:   أي:

 ،                         و . ه . م،و بامخالي: بامعرح نجد:   ؿلى الدلة الخعَة ذاث مجِومين:

 الجزء امثاني:

 ،  و   

 / حساة اهنهاًة ؿلى يمين امعفر:2

 

 ،  مـادمخَ عموديا ملاربا ًلبل مس خليما و بامخالي مٌحنى الدالة

 : دــــاًة ؾٌــــــــ/ حساة اهنه3

 

 لة:ـــــــــــــــــــــــــــــ/  أ( المضذ4

 ، : من أخل كل 

 ،من الملاحغ أن:

1ة( ميبين أن الدالة   1
2ln 2ln 1

x
x x x

x x


      مذياكعة تماما ؿلى: 

 مؽ: مَكن:

1 2 1 2

1 2

1 2

ln ln 2ln 2ln

1 1

x x x x

x x

x x

 


 



   بالدؽ نجد: 

 ،و مٌَ

 و بامخالي:

 ــمذ  أي الدالة ًـــــــــكون •   ،ياكعة تماما ؿلى المجالــــــ

 الـمتزاًدت تماما ؿلى المج أي الدالة  و مٌَ نذلك • 0;1 ، 

 "يمكن الاؾتماد ؿلى امضكل امسابق مدضكِل خدول امخغيراث"

 و مٌَ خدول امخغيراث:

     
     

  
  g x 

 

   
  ،لدًيا /5

 ، أي                  اٍــــمـٌ أ( لدًيا: 

 

1 0b c   2 2 ln2 2 3ln2b c   2 3b c  

1

2 3

b c

b c

  


  
2b  1c 

   1 2 lng x x x x   0;gD  

       
0 0 0

lim lim 1 2 ln lim ln 2 ln
x x x

g x x x x x x x x
  

       

g0x 



    
ln

lim lim 1 2 ln lim 1 2ln
x x x

x
g x x x x x x

x  

 
        

 

 0;x      
1 2 1

1 2 ln 1 2 2ln
x x

g x x x x lnx x
x x

          

 1 0g  

*



*

1 2,x x 
1 2

1 2

1 1
2ln 1 2ln 1x x

x x
     

   1 2g x g x 

1x    1 0g x g  g 1;

0 1x    1 0g x g  g

10x

 g x

1



  : y x 

 1 2 ln 0x x 
1

;1
2

S
 
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 يمكن ثفسير ُذا ُيدس َا بــ:

 ،يلعخين ذاث امفاظوخين في ام  ًلعؽ مٌحنى الدالة المس خليم

 

 ة( اموضؽ امًس بي: 

 الجدول:، لأخل ُذا وضكل هلوم بدراسة إصارت امفرق:

      

     

     
 

     

 اموضؽ امًس بي: تحت  فوق  تحت  

                

 كاظؽ مــ كاظؽ مــ                                              

 

6 )  

 دون رمز امليمة المعولة: نخابة

 

ذا معـوبة ثـَين ـــو ُ ،ةأسِل من الخوض في ثفاظَل امـلاكة امسابل المـعى هتمثَل مٌحنى الدالةيمكن ملاحؼة أن اس خـلٌل امرسم 

 إصارتها: امتي ثغير فيها الدالة الأؿداد الحلِلِة

 

 g
1

,1
2

   1 2 lng x x x x  

11 20x

lnx

1 2x

 1 2 lnx x

 fC fC fC

  fC  fC 

  

   h x g x

g

      

      
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*
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 :63 اهتمرٍن

 ،  : بما ًلً  المـرّفة ؿلى المجال امـددًة الدالة مخكن

 ،مؽ:   ،  مذـامد و مذجاوسمس خوي مًسوة إلى مـلم مٌحياُا في  و مَكن

 ــماذا جس خٌ  ، و   ب:ــــــــــــحسا(  2  خج ؟ــــــــــ

 ،:  من من أخل كل (   أ( بيّن أهَ 3

 ،ةــــــــــــــــدول ثغيراث الدامــــــــــل حــــــــــــــــــــــــــــــــة ( صك      

 ، حِر : ثلبل بامضبط حوين مخخوفين  ( بيّن أن المـادلة  4

 ،2في اميلعة ذاث امفاظلة  نوميحنى( حدد مـادلة الملٌس 5

 ،ليمـــــــــــــو المسذ  حنىــــــــــــــم المٌــــــــرسا(  6

 :ل المـادلةحوو  ( ناكش بَاهَا حسب كيم اموس َط الحلِلي 7

. 

 

 حـــــــــــل:

 ،و    

  : حساة اهنهاياث /2

و     2

ln 1 1
lim lim 4

2 2x x

x
f x

x 

 
     

 
 

 نهاًة صِيرت، 

 ،في حوار و الآخر أفلي مـادمخَ  :ًلبل مس خليمين ملاربين أحدُلٌ عمودي مـادمخَ وس خًذج أن بَان الدالة

3/  

 موحب تماما لدًيا: أ ( من أخل كل

 

 : ة( جضكِل خدول امخغيراث

    :أي   و   أي : لدًيا 

     
    f x  

   

  f x  
  

                  

f 0;
2

ln 1
( ) 4

2

x
f x

x
 

 fC ; ;O i j2i j cm 

0
lim ( )

x
f x




lim ( )
x

f x


x 0;
3

1 2ln
( ) 4

x
f x

x

 
   

 

f

( ) 0f x , 1 3e    

( )T fC

 fC( )T

m

24ln( )x m x

2

ln 1
( ) 4

2

x
f x

x
  0;fD  

  2
0 0

1 1
lim lim 4 ln

2x x

f x x
x 

 
      

 

f0x 
1

2
y




x

2 4 3

ln 1 2 ln 1 2ln
( ) 4 4 4

2

x x x x x
f x

x x x

     
       

   

0x 
3 0x  

   1 2

3

ln ln
8

e x
f x

x

 
  

 
 

1 2e0x
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2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5
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ية امليم ــــــمن خدول امخغيراث يمكن أن هلاح /4   و لدًيامحللة  المخوسعةغ بسِولة أن شروط مبُر

 امخوالي،ؿلى  في المجامين ثلبل حوين  و بامخالي المـادلة

 ؟  هكن ُل :

ية امليم  ةّ الدالةــــ، مؽ ملاحؼة بلمرثين ؿلى المجامين المخوسعةؾيد ثعبَق مبُر  و ؿلى ُذٍن المجامين اء اس تمرارً

*    1 0f f e  لأن 
1

1 0
2

f   و  2 1
0

2
f e

e
   اليــــــــــــــــــــبامذ،     

*   3 0f e f لأن  2 1
0

2
f e

e
   و 

ln3 1
3 4 0

9 2
f     ٌـــو م: َ . 

  :2ؾن اميلعة ذاث امفاظلة  نوميحنى تحدًد مـادلة الملٌس /5 

 ،أي:    :لدًيا

 امرسم امبَاني:/ 6

 

 

 

 

  T 

 

 

 

 

 

 

 

 

       fC 
 

 

 

 : المياكضة امبَاهَةّ /7

  أي: ادلة ؿلى اميحو:ــــــذعبح المـف  ،حب إػِار ؾبارت الدالةبَاهَا، أي و  ظوب مٌا حل المـادلة  

 

 :و مٌَ

  2 1
0.24 0

2
f e

e
 

( ) 0f x , 0; , ;e e   
   
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;3 , 1;e e   
   

f

1; e  
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9

: 4
2

T y x 

24ln( )x m xf
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   المياكضة امبَاهَة: 

   
 ل وحِدـــــح 

   حل وحِد  

 حلان

   حل مضاؾف 

 

 

 لا ثوخد حوول 

   
 

 : 37 اهتمرٍن

            نلٌ ًلً:   دالة مـرفة ؿلى 

 ،مـلم مذـامد ومذجاوسمس خوي مًسوة إلى امبَاني في  تمثَوِا 

 ــين مض ـــــــــــــــؾ  -أ  .2  ، ةـــــــــــــــخلة الدامـــــــــ

 ،متزاًدت تماما ؿلى  اس خًذج أن الدالة  -ة   

 ،2و ؾيد  -2ؾيد  اياث الدالةــــــــــــادرس نه -أ  .3

 ،ملاربة نوميحني  اس خًذج وحود مس خليماث -ة   

 ،يراث الدالةـــــــــثغ  دولــــــــــــــــــــصكل ح -أ  .4

 ،بين أن مبدأ المـلم ُو مرنز ثياػر نوميحني -ة   

 ،1 ؾيد اميلعة امتي فاظوتها و الملٌس مـ يحنىلم اأوضئ   -ج   

 ،ثلبل حلا واحدا ، المـادلة، بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلياهعلاكا من الدراسة امسابلة -أ  .5

 ،بدلالة ؿبر بالحساة، ؾن -ة  

 الجدًدت، الممثل نلدالة إلى الميحنى ىرمز بـ -ج   

 ؟ن بامًس بة إلى المس خليم الذي مـادمخَامذياػر  و ن ااشرح لماذا الميحيَ

 في هفس المـلم امسابق. ارسم  -د   

 

 حــــــــــــل:

 

 ،   و    

 

 :من xل كلــــمن أح   -أ  . 2

m


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 و بامخالي أحبيا ؿلى امسؤال ة(. و مٌَ الدالة متزاًدت تماما ؿلى المجال

 اهنهاياث:  -. أ3

 و   

 امسابلة يمكن اس خًذاج ما ًلً:ة( من اهنهاياث 

 ،ملارة عمودي نوميحنى س خليمم مـادلة  •

 ،ارة عمودي نوميحنىــــمل س خليمم مـادلة  •

    :(  أ( جضكِل خدول امخغيراث نلدالة4

    f x 

    f x 

  
 

  ٍكون   لدًيا فردًة: ، أي الدالةمرنز ثياػر نوميحنىة( ميبين أن مبدأ المـلم ُو 

، 

 فردًة، أي الدالة

 :1ؾيد  مـادلة الملٌس مـــ •

 fلميحنى الدالة هي "هلعة اهـعاف" يمكن اس خًذاج أن اميلعة،  و مٌَ: ،

 ج/

 

 
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   
    

  
 

1 1

1 1
lim lim ln

2 1x x

x
f x

x 

   
    

  

1x  C

1x  C

f11x







 Cf 1;1x   1;1x  

   
1 1 1 1

ln ln
2 1 2 1

x x
f x f x

x x

    
        

    

f

 C

       0 0 , 0 0 , 0 1y f x f f f    y x 0;0

2 3-1-2

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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 مؽ:   و متزاًدت تماما ؿوََ و مـرفة و مس تمرت ؿلى المجال  ( أ(5

 

ية امليم المخوسع حلا وحِدا في المجال ثلبل و مٌَ المـادلة  ،ةُذا حسب مبُر

 :بدلالة ة( ميـبر حسابَا ؾن

 ، و مٌَ:    أي:     و مٌَ:         لدًيا:

 :ُو الميحنى الممثل نلدالة ج( 

 

      أي:  أ( - 5و حسب    بذلك: هلعة من الميحنى مخكن

ميبحر ؾن ؿلاكة بين
0 0,M M: 

، مـادمخَ الذي عمودي ؿلى الميعف الأول أي، لأن :-2ُو  مـامل ثوحَِ المس خليم

و   من جهة و من جهة أخرى مسافذاُذا 
0M  ف الأول هي:ــــمن الميع    

2 2

0 0 0 0MM x x y x MM       

  ف الأول،ـــــــــــمن الميع  اميلعةحِر: 

 بامًس بة نوميعف الأول. هؼيرت أي

 :د( رسم

 

f 1;1 ;y   

   
1 1

lim lim
x x

f x y f x
 

   

 f x y 1;1

xy

1 1
ln

2 1

x
y

x

 
  

 

21

1

yx
e

x






2 21 y yx e xe  
2

2

1

1

x

x

e
x

e






 C 

 

 
2

2

: 1;1

1

1

x

x

g

e
x g x

e

 


 



 0 0 0;M x y C 0 0f x y 0 0g y x   0 0 0,M y x C 

 0 0M M 0 0

0 0

1
y x

x y


 


 0 0M M y x

0M

M

0M 
0M

 'C

(C)

(C')

2 3 4 5-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x
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2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

 :83اهتمرٍن 

 ،المس خوي مًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس 

 أولا:

 بـــ:  لى المجالـــــؾ المـرفة ددًةـالدالة امـ 

 ،درس ثغيراث الدالةا(  2

 ،في المجال ثلبل حلا وحِدا أ/  بين أن المـادلة  ( 3

 ،ثم تحلق أن  

 ،ة/ اس خًذج إصارت    

 ثاهَا:

 بــ: المـرفة ؿلى المجال ُو نلدالة ابلـــــــــــــاهتمثَل المل

، 

 ،3ؾيد  ضؽ تخمَيا حول كابوَة اص خلاق الدالة ( باس خـلٌل2

 ت صحة تخمَيم،ـــــ( أزب3

 ،ثغيراث الدالةدرس ا (4

 ثامثا:

 نلٌ ًلً:  الدالة المـرفة ؿلى المجال 

                        

 ،ملارة نوميحنى المـادلة ذا ( بين أن المس خليم2

 ،ُو اهتمثَل امبَاني نلدالة  حِر:

 دول ثغيراتها و ارسم ــــــــــ، ثم صكل ح( أدرس اتجاٍ ثغير الدالة3

  .  و  

  

 حــــل:

 أولا:

 ،و    لدًيا 

 

 :/ دراسة ثغيراث الدالة2

 

 اهنهاياث: 

 ،و *   * 

 المض خق:

من xمن أخل كل  0;3 و مٌَ خدول امخغيراث:    :لدًيا 

 ; ,O i j

g 0;3  lng x x x x 

g

  2g x  0;3

1,45 1,46

  2g x 

 fCf 0;3

  2 lnf x x x 

 fCf

f

h0;
2

 
 
 

     2 cos ln cosh x x x 

 
2

x


 hC

 hCh

h

  hC

  lng x x x x  0;3gD 

g

   
0 0

lim lim ln 0
x x

g x x x x
 

     3 3 1 ln3 6.3g  

  ln 2g x x  
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    g x 

    

                                                                   g x 

  الـــــــــــــولا في المجـــــلا ثلبل حو ادلةـــــــــــــــج المــــــــــــــــمن خدول امخغيراث وس خًذ/ أ/ 3

e;20من xلأهَ: من أخل كل    (،دالة مذياكعة ؿلى المجال ) لدًيا 

 و  مس تمرت و متزاًدت تماما ؿلى المجال الدالة 

ية امليم المخوسعة ًوخدـــــــــو بامذ ر: ـــــحِ وحِد حل الي حسب مبُر  2g  ، 

 ،هون و  بين ورمحع ٍكفي امخأند أن امـدد

 لدًيا 

 ة/ من خدول امخغيراث وس خًذج:

 ،أي:  ٍكون * إذا كان

 ،أي:  ٍكون * إذا كان

 ثاهَا:
 ،و   لدًيا: 

 ،مُست كابلة ملاص خلاق ؾيد ؽ امخخمين امخالي: الدالةــــــــــــــــل المرفق يمكن وضـــــــ/ من امضك2

 / ازباث امخخمين:3

 مًس خـمل امخـرًف:

 

 ، مُست كابلة ملاص خلاق ؾيد الدالةو بامخالي 

 :/ دراسة ثغيراث الدالة4

 اهنهاياث:

  *   * 3 ln3f ، 

 

 المض خلة: 

 دون رمز امليمة المعولة: نخابة الدالة

من xو من أخل كل   0;3 2 : 

 

3
2 0.14e 

0x



 3g0

 2 0g e 

  2g x 
20;e   

   
0

lim 0 2
x

g x g x


g20;e   

g2;3e      2 0.13 2 3 6.3g e g  

 0;3

2 1.45g 1.46g   1.45;1.46 0;3

       1.45 1.45ln 1.45 1.45 1.99 2 2.01 1.46 1.46ln 1.46 1.46g g     

0 x   2g x   2 0g x  

3x    2g x   2 0g x  

  2 lnf x x x  0;3fD 

f0 2x 

   
 

 

2

2 2

2

2 ln
lim 2

2 ln2 2
lim lim

2 2 2 ln
lim 2

2

x

x x

x

x x
ln

x xf x f x

x x x x
ln

x



 




  

  
     

 

f0 2x 

f

   
0 0

lim lim 2 ln 2ln 0
x x

f x x x 

 

    

f 
 

 

2 ln , 3 2
2 ln

2 ln , 0 2

x x x
f x x x

x x x

  
   

  
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 دراسة إصارتمن  

   :إذا كانو 

                                       
    

  و مٌَ خدول امخغيراث:

      
     

                                                             
                                                                 

                                                                                           

 ثامثا:

 ،مؽ:  لدًيا 

 

  / لدًيا 2

 ،لميحنى الدالة عموديملارة  الذي مـادمخَ من ُاثَ اهنهاًة وس خًذج أن المس خليم

 :  / من أخل كل3

  ،إذن هـوض بامـبارت امثاهَة نومض خلة ثذهر أن                              

 

 

    و مٌَ خدول امخغيراث: 

   h x  

   h x  

  

 

 امرسم امبَاني:

 

 

 

22 ln 2
ln 0 , 2 3

22 ln 2
ln , 0 2

g xx x x x
x x

x x x
f x

g xx x x x
x x

x x x


   

  


  
       



  2g x 

0 2x

20x

 f x

320x

 f x

 3f f f

 2f

       2 cos ln cos cosh x x x f x     0; cos 0;1
2

x x
 

   
 

     
2 2

lim lim 2 cos ln cos 2ln 0
x x

h x x x
 



 

    

2
x


h

0;
2

x
 

 
 

      
 cos 2

cos sin cos sin 0
cos

g x
h x f x x f x x

x

       

   cos 0;1x 

20x



0


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 : 93 اهتمرٍن

المـرفة ؿلى المجال fالدالة امـددًةهـخبر   0;    :ًنلٌ ًل 
2ln

1
x

f x
x

 ، 

 fC تمثَوِا امبَاني في المس خوي المًسوة إلى مـلم مذـامد و مذجاوس ; ,O i j، 

حسب اأ/  (2 
0

lim
x

f x


و  lim
x

f x


 ا،ــــــــر اميدِجخين ُيدسِـــــــــــ، فس 

لى المجالـــــــــؾ  fدرس اتجاٍ ثغير الدالةاة/  0; ل خدول ثغيراتها،ـثم صك 

درس وضـَة الميحنىاأ/  (3 fC بامًس بة إلى المس خليم   :َ1الذي مـادمخy ، 

ادلة الملٌســـــــــنخب مـبة/  T نىــــــنوميح fC  2في اميلعة ذاث امفاظلة، 

ج/ بين أن المـادلة  0f x   ثلبل في المجال 0;1 حلا وحِدا:0,4، حِر 0,3e e  ، 

أوضئ (4 T و fC، 

المـرفة ؿلى المجال hمخكن الدالة (5 0  :ًنلٌ ًل 
2ln

1
x

h x
x

 ،   

مَكنو  hC ،تمثَوِا امبَاني في هفس المـلم امسابق 

  غير مـدوم xأ/ بين أهَ من أخل كل ؿدد حلِلي    0h x h x  ماذا جس خًذج؟ ، 

ة/ أوضئ الميحنى hC تمادا ؿلى الميحنىاؾ fC، 

، ؿدد حوول المـادلة:mج/ ناكش بَاهَا حسب اموس َط الحلِلي 2ln 1x m x      . 

 

 حـل:

                                      مخكن الدالة  
2ln

1
x

f x
x

    و 0;fD   

أ/  (2 
0 0

2
lim lim 1 ln

x x

f x x
x 

 
    

 
و    

2ln
lim lim 1 1

x x

x
f x

x 

 
   

 
، 

2 3

-1

-2

-3

-4

-5

-6

-7

-8

0 1

1

x

y
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 امخفسير امِيدسي نونهاًخين:

0x الذي مـادمخَ المس خليم  ودي لميحنى الدالة ــــــــــــــــملارة عمf، 

1y الذي مـادمخَ المس خليم  ملارة أفلي لميحنى الدالةf في حوار . 

 

 ة/ دراسة امخغيراث:

من أخل كل 0;x   ٍكون:   2 2

2ln 2 2ln 1 ln
1 2

x x x
f x

x x x

     
       

   
، 

 :مخالي يمكن جضكِل خدول امخغيراثو با

  e 0 x 
    f x 

 2
1

e
 

  f x 

 1  

 

 أ/ دراسة اموضؽ امًس بي: لدًيا (3 
2ln

1
x

f x
x

   بيو مٌَ خدول اموضؽ امًس:  

  1 0 x 
     1f x  

                           fC                     فوق fC         اموضؽ امًس بي:تحت 

    fC   

مــ  كاظؽ                                                 

 

ة/ مـادلة الملٌس:       : 1 1 1T y f x f    :بامخـوًغ نجد  : 2 1T y x ، 

 

رت و متزاًدت تماما ؿلى المجال ـــــــــــــــمس تم  fخج أنــــ ج/ من خدول امخغيراث وس خٌ  0;1 و 

      
0

lim 1 1 0
x

f x f


     

ية امليم المخوسعة ًوخد ـــــــــــــو مٌَ حس وحِد حلب مبُر 0;1 حِر  0f   ، 

ون: ـــــــــــــو ن 0.4 0.3

0.67 0.74
; 0;1e e   

 
د من أنــــٍكفي امخأن    0.4 0.3 0f e f e  ، 

لدًيا: 0.4 0,8
1 1 1.19 0.19

0.67
f e          و 0.3 0.6

1 1 0,81 0,189
0.74

f e       

 و بامخالي تحلق المعووة،

 امرسم امبَاني: (4
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   fC 

 

   T 
 

 

لدًيا:  (5 
2ln

1
x

h x
x

    و*

hD  

x*ٍكون  * من xأ/ من أخل كل  

   
2ln 2ln

1 1 0
x x

h x h x
x x


      


 ،زوحِة hأن الدالة، بامخالي وس خًذج 

ٍكون  0xأخل ة/ من   h x f x و مٌَ مٌحنى الدالةh   ــًيع   ،fنى الدالة ــــــــــــــــــبق ؿلى مٌحـــــــــــــ

أي ؿلى المجالو ىكمل الجزء المخبلي  ;0  امخياػر بامًس بة لمحور امتراثُب هونباس خـلٌلh ،امضكل:لاحغ  الدالة زوحِة 

 

ج/ لدًيا:  2ln 1x m x   ٍمـيا 2ln 1x m x  :أي 
2ln

1
x

h x m
x

   ول المـادلة هي فواظل هلط ـــــحو

yالذي مـادمخَمؽ المس خليم  fثلاظؽ مٌحنى الدالة m: 

(Ch)
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  x المياكضة امبَاهَة 

  

  حلان مخخوفان                                                     

 1 حلا مخخوفان 

  حوول ةأربـ                                              

2 حلان مخخوفان                              
1

e
 

 لا ثوخد حوول                                        

  

 :3:اهتمرٍن 

           ،نلٌ ًلً:  المـرفة ؿلى امـددًة الدالةهـخبر 

    ،مـلم مذـامد و مذجاوس مس خوي مًسوة إلى في الميحني الممثل نلدالة 

 ،وؾيد ؾيد درس نهاياث الدالةا  -أ  .2

 ــدالة المض ــــــــــؿين ام  -ة     ،خلة نلدالةــــــــــــــــ

 ، ثغيراثيخج ـــ اسذ ،  ادرس إصارت -ج   

 ،دــــــــــــــــؾٌ نيــــــــملارة نوميح الذي مـادمخَ  بين أن المس خليم -أ .3

 .الميحني و  رسم المس خليم أ -ة

 ،ؿدد حوول المـادلة ناكش حسب كيم ، ؿدد حلِلي موحب تماما    . 4

         ،أ( بالحساة 

 "بَاهَا". ة( باس خـلٌل ثغيراث الدالة 

 

 حــــــــــــل:

 ،و    

 :/  أ( حساة اهنهاياث ؾيد2

 

 

 ، في حوار ملارة أفلي لميحنى الدالة الذي مـادمخَ المس خليم

 :ة( ثـَين الدالة المض خلة نلدالة

 ، :من xمن أخل كل

 ج( دراسة إصارت المض خلة:

f   2ln 1x xf x e e  

 Cf ; ,O i j

f

f

 'f xf

 D2y x C

 D C

kk2 1 0x xe e k   

f

   2ln 1x xf x e e  fD 

, 

        2lim lim ln 1 lim ln 1x x x x x

x x x
f x e e e e e 

  
       

      2lim lim ln 1 ln 1 0x x

x x
f x e e

 
    

0y f

f

    
 ln 22

2

2 2 2

1
2

22 2
ln 1

1 1 1

x x
x xx x

x x

x x x x x x

e e
e e ee e

f x e e
e e e e e e


 

          
     
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 أي ىرسم الجدول:  من إصارت إصارت المض خلة

         
    

  و مٌَ خدول امخغيراث:

         
    

    f x 
 

                                                         

 ،و لدًيا: 

 :ؾيد نوميحنى ملارة مااليم ـــمس خل المـادلة ذا (   أ( ميبين أن المس خليم3

 ظرًلة أولى:

 

 و:

 ،ارة ماال في حوارــــــــمس خليم مل حلا

لة جس خـمل في حالة ؿدم ذهر مـادلة المس خليم،  ُاثَ امعرً

لة:ُاثَ ٌس خحسن اس خـلٌل   ظرًلة ثاهَة:  امعرً

 

 ،ملارة ماال لميحنى الدالة في حوار الذي مـادمخَ و ُذا ًؤند أن المس خليم

 :و الميحنى الذي مـادمخَ ة( رسم المس خليم

 

  D 
 

 

 

 

 

  fC 

 

 

 

ln2xe e 

ln2x

 f x

ln2x

 f x

0

1
ln

2
f
  

  
  

1 1 2 4 3
ln ln ln

2 4 4 4 4
f
      

         
      

 D2y x C

       2 2 2 2ln 1 ln ln 1 ln 1
lim lim lim lim 2 2

x x x x x x x

x x x x

e e e e e e ef x

x x x x

   

   

       
     
 
 

          2 2lim 2 lim ln 1 2 lim 2 ln 1 2 ln 1 0x x x x

x x x
f x x e e x x e e x 

  
           

2y x

          2 2lim 2 lim ln 1 2 lim 2 ln 1 2 ln 1 0x x x x

x x x
f x x e e x x e e x 

  
           

2y x

  : 2D y x C
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 ؿدد حلِلي موحب تماما، ( 4

 ، ؿدد حوول المـادلة: المياكضة حسب كيم

 أ/ بالحساة:

 الاث امخامَة:ــــــــــــــ، نميز الح ميحسب المميز:  و مٌَ:  هضؽ:

 ،في ولـــــــــَ المـادلة مُس مِا حوـــــــــــــو مٌ  ٍكون: إذا كان:  •

 ،أي: المـادلة ثلبل حلا مضاؾفا ٍكون: إذا كان:  •

هكٌَ ًوخد شرط يجب  ،ثلبل حوين مخخوفين في الحالة امـامة  و مٌَ المـادلة ٍكون: إذا كان:  •

 رط الموضوع:ـــــــــــــــــليهلٌ امضـــــــــــــيخأند من تحلِم ميحسب الحوين و   لَِتحل 

 ، أي:  هلاحغ أن  

 ؟   لـــــن ُـــــــــــــــــــــهك و

 لدًيا:
 4 11 3 4

1 3 4
1 3 4 1 3 4

kk
k

k k

 
    

     
  اٍـــــمـٌ افؤــــأي نحعل ؿلى امخك  

 ، حـــــــًعب  لــــــــــــــــــأي: من أح

 و ُذا ًدٌافى و امشرط، ًعبح  و من أخل:

 

 خلاظة:

 و مٌَ المـادلة مُس مِا حوول، ، ٍكون: إذا كان:   

 ،ادلة ثلبل حلا مضاؾفاـــــــالمـ ،ون:ـــــــٍك إذا كان:   

 ن،ــل حوين مخخوفِــــــــــادلة ثلبــــــــــــالمـ  لــــــــمن أح 

 َدا. ـلا وح ــــــــــــــــــــــــادلة ثلبل حالمـ ل:ـــــــــــــــــــــمن أح 

 

 ة( باس خـلٌل امبَان:

ؽ الميحنىــــو مٌَ حوول المـادلة هي فواظل هلط ثلاظ مـياٍ   لدًيا امخكافؤ:

 الموازي لمحور امفواظل، و المس خليم 

 

 

 

 

k

k2 1x xe e k  

0

xX e

X

 



2 1 0X X k    1 4 1 3 4k k      

3
0

4
k0

3

4
k 0 0

1

2

x
e 

0 ln 2x  

3

4
k0

2 1 0X X k   

0X

1

1

1 3 4

2

x k
e X

  
 

1 0X1

1 3 4
ln

2

k
x

   
   

 

2

2

1 3 4

2

x k
e X

  
 2

1 3 4
0

2

x
X

  


1 3 4
0

2

x  
1 0k

3
1

4
k

2 0X

1k 2 0X

3
0

4
k0

3

4
k 0 

3
1

4
k

1k 

2 1x xe e k     2ln 1 lnx xf x e e k   

 fClny k
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 وضكل الجدول: 

 

     المياكضة:                                                                          

      
  لا ثوخد حوول، 

   حل مضاؾف، 

  حلان مخخوفان، 

   ،وحِدحل    

 حل وحِد،    

 

   

 
 

 لا أن ىرنز ؿلى الأص َاء امتي نخضاُا.مفذاح اميجاح ُو أن ىرنز فكرنا و وؾَيا ؿلى الأص َاء امتي ىتمياُا، 
 

 

 

 

 

 

 

 

klnk

0
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3
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4

 
 
 
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 :41 اهتمرٍن

 أولا:
f الــــــــالدالة امـددًة المـرفة ؿلى المج 0;  :بـــ    1 2ln 1 lnf x x x   ، 

 fC الميحنى الممثل نلدالةf في المس خوي المًسوة إلى المـلم المخـامد المخجاوس ; ,O i j، 

 ،fأ/ ادرس ثغيراث الدالة

ة/ بنخب مـادلة الملٌس  نوميحنى fC اميلعة ذاث امفاظلة ؾيدe (e )تم اميَبيري  ،أساس انووغارً

ج/ ؿين فواظل هلط ثلاظؽ fC مؽ حامل محور امفواظل ثم ارسم fC 20جالــــــــــــؿلى الم;e  ، 

 ثاهَا:

g الدالة امـددًة المـرفة ؿلى المجال 0;:بـــ      1 lng x x ، 

 gC ،تمثَوِا امبَاني في المـلم امسابق 

 ،gأ/ ادرس ثغيراث الدالة

نوميحيَينة/ ؿين اموضؽ امًس بي  gC و fC ثم ارسم gC  20ؿلى المجال;e  . 

    

 حــــــل: 

/ لدًيا2    1 2ln 1 lnf x x x      و 0;fD  : 

 :fأ/ دراسة ثغيراث الدالة

 اهنهاياث:

 *    
0 0

lim lim 1 2ln 1 ln
x x

f x x x
 

       ،    lim lim 1 2ln 1 ln
x x

f x x x
 

        

 :المض خلة

 من xمن أخل كل ؿدد حلِلي 0; : 

         
2 1 1 1

1 ln 1 2ln 2 2ln 1 2ln 1 4lnf x x x x x x
x x x x

   
                

   
 

لدًيا  0f x   ٍ1مـيا
ln

4
x   :أي

1

4x e، 

أي:   
1

4
4

ln lnf x x e
x

 
   

 
  و مٌَ خدول امخغيراث: 

  1 4e             0  x 
    f x 

   
  f x 

                                                        1 4f e 

 مؽ: 1 4 1 1 3 3 9
1 1

2 4 2 4 8
f e

    
            
    
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ة/ لدًيا       : y f e x e f e    مؽ 
3

f e
e

    و  0f e ـادلة اهنهااَة: ـــــــــــــــــــــوًغ نجد المـــــــــــ، بامخـ 

   
3

: y x e
e

   

ادلةـــــــــــر ؾن حوول المــــــــــــمؽ محور امفواظل أي امبح fنى الدالةـؽ مٌحـــــــــــــــــــــج/ ثـَين فواظل هلط ثلاظ  0f x  

  0f x  ٍمـيا     1 2ln 1 ln 0x x     1 و بامخالي 2x e  أوx e  :ٌَو م

        1 2;0 ; ;0fC xx A e B e  . 

رسم الميحنى fC  20ؿلى المجال;e   لدًيا : 2 5f e  :و بمراكبة خدول امخغيراث نجد 

 
/ لدًيا 3  1 lng x x   و 0;gD  ، 

 :gأ/ دراسة ثغيراث الدالة

 اهنهاياث:

 *   lim lim 1 ln
x x

g x x
 

      * و   
0 0

lim lim 1 ln
x x

g x x
 

   ، 

من  xالمض خلة: من أخل كل ؿدد حلِلي 0;: 

   
1

1 ln 0g x x
x

     

مذياكعة ؿلى المجال gأي الدالة 0; ، 

  و مٌَ خدول امخغيراث:

  0 x 
   g x 

   

  g x 

  

 

2 3 4 5 6 7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 :نوميحيَينة/ ثـَين اموضؽ امًس بي 

لدًيا امفرق: 

              11 2ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 2ln 1 2 ln ln ln lnf x g x x x x x x x e x e                

 و مٌَ خدول اموضؽ امًس بي:

  e 1e      0 x 

    ln 1x  

    ln 1x  
                                         ln 1 ln 1x x  

                           fCفوق        fCتحت gC    fC    اموضؽ امًس بي:فوق 

                             gC                               gC 

      fC كاظؽ مــ  gC 

 

رسم  gC خدول امخغيراث و اموضؽ امًس بي نجد:ؿلى المجال: بمراكبة 

 
      

   

لة ما لأدائها         اؿثر ؿويها. –أفضل بضكل ُياك ظرً
  

 

(Cf)

(Cg)

2 3 4 5 6 7 8-1-2
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5
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 من ؿولٌء امـرب
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 ل امثاني:ـــــــــامفع

 د الأومــــــــــــــــــــــَةالأؾـــــــــــــــــــدا •    

 و املاسم المضترك الأنبر املسمة في •    

 .nحِر: nالموافــــلـــات تذـــردًد •    

       

 ملاحؼة:

 "رياضيامامخلني "و  "امرياضي "ص ثضـحتيخا
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 أُداف الدرس الأول:

 د الأومِــــــــــــــــــــــة.الأؾـــــــــــدا•   
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 الدرس الأول:

 من امخاريخ:                                         ثـرًف:

 ملأؿداد الأومَة أهمَة بامغة في امرياضَات، و ُذا  ين مخخوـــــــــــفين،    ـــــــــــــــــــــــــكل ؿدد ظحَـي ًلدل كاسم اأومَ اوسمي ؿدد

 ة كاى ا امغر لذ في مجالات ص تى، تهااس خـلٌلاهكثرة                                                                                      

حــــاول  نهم  منفم، الأؿدادؿلى ثـَين ثلك  اثَونامرياضَ                                      تـغ امعرق لاخذدـــــــــــــــــــار أومَة ؿدد:

 ثـَين مذخامَة حدودُا هي الأؿداد الأومَة، هكٌــــــِ     اــي ـوتة كللٌ كان امـدد هديمكن ملاحؼة أن اخذحار أومَة ؿدد ظحَـي، حزداد ظ

  ثوظــل اأمـرٍكِ افرًلأن  لا ؿلى ذلك او مث، أخفلوا                  :                     أومَة اؿدادمخـَين أ امعرق تـغ مِذا إمَم

 دد الأوليـــــــــامـ إلى إيجاد   يا ًعححــــــا إذا كان هدــــأم 011)ملأؿداد امتي ثلل ؾــن غربال إٍراثوس خين -
30213772 1  امــــــــذي 

 ،0991ة ل في سٌـــــلى الأكـــؾأولي دد ــأنبر ؾ ًـخبر  اط ـــــــــلاحغ امًضؿلى ُاثَ امعرًلة  ملاظلاعُذٍ امعرًلة ظـحا(،  اس خـلٌل

 الحاسوب كدل ؾصر حاضرا الأؿداد كان اندضاف ُذٍ كد و                 ."نوس ية الأولى خذع مضترك ؿووم المدرسي اهكذاب"المذهور في 

 Fermatضَات اهكدار مثل ياملذصرا ؿلى ؿولٌء امرو                                                          ظرًلة املسمة:           -

 ــــــلجــ الأؿداد الأومَة امتي ثلل ؾــن اثـتمد ؿلى املسمة ؿلى    ــذر امترت  دداــــون ؾــــوغيهم، حِر كاهوا ٌس خخدمEuler و    ــَـيـــ

   ارـــــــــــــــــــرف باخذدـــما ًـ ُامن اميؼريات أصِر ا   د المخخبر املسمة ؿلى أي ؿدد أولي ساتق كوٌــفإذا لم ًلدل امـد ،نوـدد المخخبر 

و اخذحار اتخكLucas-Lehmer                                                                    ،    أهَ أولي    Lucasرٍ ــــــ، وُ

 ارــــــــــوضـَ ؿلى ظورة اخذد و م خرفي أوا  أن دــــــــ، يمكن أن هخأن، لدًيا200دد ــامـ ةيخخبر أومَــــ س  مثال: 

 في اس خخـدم، ثم م  في  Lehmerمخسط مـ   ـي تِـــالجذر امتر  لى الأؿداد  الأومَة امتي ثلل ؾنلا ًلدل املسمة ؿ 200 امـدد 

  دادــــــــــــاف الأؾـــــلاندضتهدف امبرامج امتي  خل                 ،                              04،  00،  3،  3،  4 ،2أي:   

 دادـــــــمـؼ  أؾ لي وب الآو ساالأومَة مؽ ػِور الح        أولي،              200دد ــــــــــول أن امـــــــــهللأن اف ــــــــــو ُذا ن 

 الاخذحار.  حساهاا تواسعة ُذاتماهكدية  Mersenne ا.                    هحي المخخبر عـة اس خـلٌمِا إذا كان امـدد هكن ُذٍ امعرًلة ً 

                                                                                      

 ميثخت ظرًلة املسمة:

 :امــ إمَم ُذٍ

ية:   مبُر

 َا ؿلى الأكل ًعغر خذرٍ امترتَـي.لٌ أوم ــــــــل كاســــــــــ، ًلد0 ـي غي أولي يخخوف ؾنـكل ؿدد ظحِ                   

 

 لأن:

,، ًوخداو مُس أومَ حِر:aمَكن امـدد امعحَـي 'd d ميفر  مثلا أن حِر: ًلسلٌنمن ،  

2و مٌَ: 'd d d  ٌَ2و مd a:أي ، d a ،دد أوليــد ؾو وح من امواضح m   ًلسd حِر:  مؽ . 

 

ية امساتلة ُو ؿدد أولي، و هي امفائدة امضميَة  يةكل ؿدد لا يحلق المبُر  ،مِاثَ المبُر

 

 تـغ الأؿداد الأومَة امتي جساؿدنا في ظرًلة املسمة:

2  ،4 ،3  ،3 ،00  ،04  ،03  ،09 ،24 ،29 ،40 ،43 ،30. 

   

211 141870

1930

1a aa d d  1 d d 

m d am a
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  تمرٍن ثعحَلي:

 . 234،  413 ، 410 ، 214باس خـلٌل ظرًلة املسمــــــــــــــــــة:  ،اخذبر أومَة الأؿداد امعحَـَة

 

 حـــــــــــــــــل:

 

 :214 * امـدد

203لدًيا:   ؟04، 00،  3، 3، 4، 2ًلدل املسمة ؿلى الأؿداد الأومَة:  203 ُل امـدد  14

203 101 2 1   

203 67 3 2   

203 40 5 3   
203 29 7   اأومَ امُس ؿدد 214و ُذا كاف نوحكم أن امـدد. 

 :410*امـدد 

301لدًيا:   ؟03، 04، 00،  3، 3، 4، 2ًلدل املسمة ؿلى الأؿداد الأومَة:  301 ُل امـدد 17

301 150 2 1   

301 100 3 1   

301 60 5 1   
301 43 7    اأومَ امُس ؿدد 410و ُذا كاف نوحكم أن امـدد. 

 :413*امـدد 

307لدًيا:   ؟03، 04، 00،  3، 3، 4، 2ًلدل املسمة ؿلى الأؿداد الأومَة:  307 ُل امـدد 17

307 153 2 1   

307 102 3 1   

307 61 5 2   

307 43 7 6   

307 27 11 10   

307 23 13 8   
 307 18 17 1     أولي،ؾـدد  307 بامخاليو 

 :234*امـدد 

263لدًيا:   ؟04، 00،  3، 3، 4، 2ًلدل املسمة ؿلى الأؿداد الأومَة:  263 ل امـددـــــــــُ  16

263 131 2 1   

263 87 3 2   

263 52 5 3   

263 37 7 4   

263 23 11 10   
263 20 13 3     أولي.ؿدد  263و بامخالي 
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 امــ: تـد أن ثـرفٌا ؿلى الأؿداد الأومَة، إمَم ُاثَ

ية:  مبُر

 يحول إلى خداء ؾوامل أومَة. 1و 0كل ؿدد ظحَـي غي أولي و يخخوف ؾن 

 مثلا:

 ،ةؿلى صكل خداء ؾوامل أومَ 68س يكذة امـدد

 الأؿداد الأومَة بامترثُة، و اخذعارا ىكذة:ؿلى  68س يلوم تلسمة امـدد

                                       

 ،نولسمة و يجة أن ٍكون كاتلا وََ تـد املسمة ؿلى امـدد الأوليامـدد المحعل ؿ      

 الأؿداد الأومَة،

 و باس خـلٌل خواص املوى نجد: 
268 2 17 . 

 إلى خداء ؾوامل أومَة:  ؿدد ظحَـي تحوَلتـغ اس خـلٌلات 
 

 ثـَين كواسم ؿدد ظحَـي: *

 ، هلوم تخحوَل ُذا امـدد إلى خداء ؾوامل أومَة:144ؿين كواسم امـدد مثال:

 
 :033من ُذا امخحوَل س يـين كواسم و 

0 0 0 1 0 2 1 0 1 1 1 2 2 0 2 1

2 2 3 0 3 1 3 2 4 0 4 1 4 2

2 3 1, 2 3 3 , 2 3 9 , 2 3 2 , 2 3 6 , 2 3 18 , 2 3 4 , 2 3 12

2 3 36 , 2 3 8 , 2 3 24 , 2 3 72 , 2 3 16 , 2 3 48 , 2 3 144

                 
 

               
 

أي:     144 1,3,9,2,6,18,4,12,36,8,24,72,16,48,144D ، 

 

 ملاحؼة: 

1إلى خداء ؾوامل أومَة، أي:  0غي المـدوم و يخخوف ؾن aإذا حول امـدد امعحَـي 2

1 2
nm m m

na q q q   فإن ؿدد كاسمَ ُو ،: 

 امـدد:     1 21 1 1nm m m     . 

 

 :ـددٍن ظحَـَينمضترك الأنبر ثـَين املاسم الم  *

 هددؽ الخعوات امخامَة:

 هلوم تخحوَل امـددٍن امعحَـَين إلى خداء ؾوامل أومَة، •      

  .PGCDالأنبر و ىرمز له تــا كد ؾَيا املاسم المضترك و ىكون هاذ ،هأخذ خداء امـوامل المضترنة مرة واحدة تأس أظغر •      
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 :10 تمرٍن ثعحَلي

 ،و ة:ــــــــــ إلى خداء ؾوامل أومِحول امـددٍن امخامَين •

 اؾتمادا ؿلى امخحوَل امساتق:  •

 رنة لهلٌ،ــــــــــــأ( ؿين املواسم المضذ      

 ب(  ؿين املاسم المضترك الأنبر لهلٌ،     

 ــج( اختزل اهك        .سرـــــــــــــــــ

 حــــل:

 لدًيا:      •
2

124 2

62 2

31 31 124 2 31

1

  
   و                

3

120 2

60 2

30 2

15 3 120 2 3 5

5 5

1

   
       

أ(  • 0 1 2

124 ,120 2 1,2 2,2 4D      :أي 124 ,120 1,2,4D ، 

ب(   2124,120 2 4PGCD  ، 

120ج( اختزال اهكسر: 30 4 30

124 31 4 31


 


. 

 

 ثـَين المضاؾف المضترك الأظغر: *

 هلوم تخحوَل امـددٍن امعحَـَين إلى خداء ؾوامل أومَة، •

 ، الأظغرالمضاؾف المضترك و نذلك امـوامل غي المضترنة و ىكون هاذا كد ؾَيا مرة واحدة   هأخذ خداء امـوامل المضترنة تأس أنبر •

 .PPCMو ىرمز له تــ 

 

 :12تمرٍن ثعحَلي

 .26و  12ؿين المضاؾف المضترك الأظغر نوـددٍن

 

 حـل:

 اء ؾوامل أومَة: إلى خد 26و   12ٍنهلوم تخحوَل امـدد

2

12 2

6 2 12 2 3

3 3

1

             و

26 2

13 13 26 2 13

1

   

و مٌَ:   212;26 2 3 13 156PPCM    . 

 

 ملاحؼة: 

 سًذـرف ؿلى خواص كل من املاسم المضترك الأنبر و المضاؾف المضترك الأظغر.كادمة في دروس 

124120

120

124
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 :امثاني أُداف الدرس

 .واظِاــــــــو خ املسمة في•    
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 الدرس امثاني:

 تمَِد:

 ح نوجمَؽ.ـــواض ؿداد امعحَـَةالأ لٍوؿةفي  "ة املسمةَكاتو "هـخبر أن مفِوم 

 ؟امعحَحةة إلى لٍوؿة الأؿداد مُل يمكن ثـميم مفِوم كاتوَة املس  فمن امعحَـي أن هعرح امسؤال امخالي: 

 حواب:

 امـــ: إمَم ُذا هـ ،

  ثـرًف:

,a b ، د ــــــإذا وح " مضاؾف مـ  "أو " ًلدل املسمة ؿلى "أو " ـدوم ًلس المغي  امـدد امعحَح "هلول أن

 .و ىكذة اخذعارا   حِر: ؿدد

 

 :امتي ثخـوق هاذا امفعل اج إهيها في تـغ المضبكل امرياضَاثَةس يوخط تـغ الخواص امتي نحخاهعلاكا من ُذا امخـرًف 

 خواص:

, ,c b a و من 

   إن:ـــــــــف و (0

2) 

n,  حِر:   إن:ــف  و  (4 m من 

 ــم ـ    (3  .، ياٍ: ـــــــــــــ

  

 الإزحات:

 و 

k,مؽ ملاحؼة   إذن: • k  

 ، و•

  ؾيد الدؽ نجد:  •

 (من أخل الحالة الخاظة )لاحغ   إذن

 ، ، مؽ:و مٌَ  •

 :10تمرٍن ثعحَلي 

 ، ، حِـــــر:  و 

 ،كاســـــ  مــ فإن  مـ كاسلٌ / تين أهَ إذا كان 0    

  . مـ كاسلٌ  امتي تجـل   ، ثم اس خًذج كيممــ كاسلٌ امتي تجـلامعحَحة  / خد كيم2    

 حـل:

  حِر: ًوخد أي  كاسم مـ / ميفر  أن0

   بامعرح نجد:      و مٌَ 8 3 1k a :3لأن: ،  أي 1k  ، 

abbaba

k b kaa b

, 0a b 

a bb ca c

a a

a ba ca nb mc

a bna nb
*n

, ,a b c, 0a b 

 , , ,
c

b ka c k b k b k ka c k k a k k


          a c

1a a 1

,

,

b ka k nb nka

c k a k mc mk a

   
 

     
  ;nb mc nk mk a nk mk     

a nb mc0m 

,b ka k  nb k nana

3 11a n 1b n n

aba8

na8nab

abk b ka

 3 3

1

b k a

a a




 
8a
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و مٌَ لدًيا/ 2  3 11 8n   :أي   3 11 8; 4; 2; 1;1;2;4;8n       ، :نميز الحالات امخامَة 

 ، أي: و مٌَ •

 ،و ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في  أي:  •

  أي:  و مٌـــــــَ:  •

 ،و ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في  أي: •

  أي:  و مٌــــــــَ: •

 ،و ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في  أي:  •

  أي:  و مٌـــــَ: •

 ،و ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في  أي:  •

  . :و مٌَ امليم المعووتة                                                                            

 ؟   هـلم ما إذا كاهت تجـلو هكن لا   امليم امساتلة تحلق:              

 لأخل ُذا نخخبر كل كيمة:

 حــو من امواض و ٍكون: •

 حـو من امواض و  ٍكون: •

  ح أن:ـمن امواض  و  ٍكون: •

   ح أن:ـمن امواض و ٍكون: •

 .إذن امليم المعووتة: 

 :21تمرٍن ثعحَلي 

  .ًلس  حِر: ؿين الأؿداد امعحَحة   

 

 حل:

لدًيا   3 8 6n n   ٍمـيا   3 8 3 18n n و هـلم أن ،   3 8 3 8n n   :و بامخالي 3 8 10n   

أي:   3 8 10; 5; 2; 1;1;2;5;10n       :نميز الحالات امخامَة 

•3 8 10n     ٍ6مـياn   

•3 8 5n    ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في 

 ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في •

 مـياٍ •

 ُذٍ المـادلة لا ثلدل حوولا في  •

 و مٌَ •

•3 8 5n   ٍ1مـياn   

•3 8 10n    حوولا فيُذٍ المـادلة لا ثلدل  

امليم   6; 3; 2; 1    ـلتج 3 8 10n  ؟ ميخأند: تجـل، هكن ُل 

و     
6 0

6 10 0
3 8 10

n
n

n

 
   

  
   

8a

3 11 8n   3 3n 1n 

3 11 4n   3 7n 

3 11 2n   3 9n 3n 

3 11 1n   3 10n 

3 11 1n  3 12n 4n 

3 11 2n  3 13n 

3 11 4n  3 15n 5n 

3 11 8n  3 19n 

 1;3;4;5n

8aa b

1n 8a  0b a b

3n 2a  2b a b

4n 1a 3b a b

5n 4a 4b a b

 1;3;4;5n

n3 8n 6n 

3 8 2n   

3 8 1n   3n  

3 8 1n  

3 8 2n  2n  

3 8 6n n 

6 3
3 13

3 8 1

n
n

n

 
   

  
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6 5
1 5 5

3 8 5

n
n

n

 
   

 
 و  

 امليم المعووتة هي:أي  6; 3; 2; 1   . 

 

 :41تمرٍن ثعحَلي 

3 خحلق:امعحَـَة حتى ث   ؿين كيم   7n . 

 حل:

3 7n  ٍ7مـيا 3n k   :3أي 7n k   :حِر 0;1;2k  . 

 

 :31تمرٍن ثعحَلي 

n مؽ:   كاسم نوـدد و تين أن كل كاسم مــ     . 

 

 ل:ـــح

n:  

و من الخواص المذهورة امساتلة مَكن  2d n n  أي 2 2d n n  و من المـعَات لدًيا نذلك 2 2 18d n n  

و مٌَ    2 22 18 2d n n n n     :أي. 

 

 امـرب: من ؿولٌء

 

6 4
2 2 4

3 8 2

n
n

n

 
   

 

n

2n 2 2 18n n 18

2d n 

18d
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 :امثامر أُداف الدرس

 ،ترك الأنبرــــــــاسم المضـــــــــــــــــواص املــــــــــــــــــــــــــخ •

َ ـــــاس خـلٌل املاسم المضترك الأنبر في اختزال هسر ًخـوق ثسع •

 ــدد ص ـــــــــــــــــــــــَ تــــــــــــــــــــــملام و  .nَحــــــــــــــــــــ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 املسمة و الموافلات في                                                                                                             ؾحد الذَد كواسمَة

 443                                                                                               )الجزء الأول( امرياضَات و امحكاموريا

 

 الدرس امثامر:

 تمَِد:

عاء ــــدون إؾ ،زمِة إكوَدس"ـددٍن ظحَـَين ثـرف تعرًلة "خوار في امس يوات امساتلة ظرًلة لحساب املاسم المضترك الأنبر م ثـوميا

 حي:ــــــامخوضِال ــــــــــــــالمثإمَم ُذا  إزحات مِا،

 :302و  2111ؿين املاسم المضترك الأنبر نوـددٍن 

 ل املاسم المضترك الأنبر نوـددٍن نلٌ ًلً:هـتمد ؿلى املسمة المخخامَة حتى هعل إلى آخر باق غي مـدوم الذي يمث

(512;2800):     أي      16PGCD . 

  

 تحـغ الأدوات المساؿدة ملإزحات: امخـرًف منرد إزحات مِاثَ امعرًلة، كدل ذلك لاتد و يس  

 

 :في دًةــــــرًف املسمة الاكوِــثـ

 . مؽ   ر:ـــــــــِح  نحان وحِداــــــــــــن صِدداـــــــــــــ، ًوخد ؾ و نــــــمَك   

 .ؿلى امـدد جسمى املسمة الاكوَدًة نوـدد عموَة امححر ؾن

 

 

  هدِجة ُامة:

 يمكن اس خًذاج:امخـرًف امساتق من    ; ;PGCD a b PGCD b r،    

 

 و ُذا لأن: 

هضؽ:    ;PGCD a b d                                                              و        ;PGCD b r d  

 

    

  "بملاحؼة ثـرًف املسمة الاكوَدًة"                                                                  

                                                                                                      
                                   

                                                                                      
 

 ؿلى امخوالي.   و  واسم المضترنة تينـــــــــــامل و ، حِر: أي   

 

  

 

 

2800 512 5 240

512 240 2 32

240 32 7 16

32 16 2 00

  

  

  

  

a
*b,q ra qb r 0 r b

,q rab

,b rd D,a bd D

d d d  

d d ,a bD,b rD,a b,b r
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   خوارزمِة إكوَدس: ازحات   

   ، باملسمة المخخاتـة نجد:مؽ:  مَكن 

                                         

1 1

2 1 2

2 1

1 1

*

0

n n n n

n n n

a q b r

b q r r

r q r r

r q r

 

 

 

 

 

 

0nrمؽ                                                          

 ظرًلة أولى:

 س يـتمد ؿلى اميدِجة امساتلة:

         1 2 1 1; ; ; ; ;0n n n n n nPGCD a b PGCD b r PGCD r r PGCD r r PGCD r r        

 أي: ; nPGCD a b r. 

 

 ثاهَة: ظرًلة

من • * ٍكون: ِ  المحين ــحسة امس  الأسفل إلى الأؿلى و ُذا من
 
    ، من ًلس  كلا 

من و • * ذا من  ،ــم كاسلٌ مــ اسمـــــــــــــــــــكل ك ٍكون حسة امسِ  المحين الأؿلى إلى الأسفل وُ

من ُذا كلَ ٍكون
 

 . ُو أنبر كاسم مـ 

                                                                                                  

 

 . لدًيا:  ، حِر: من  من أخل كل :ثـميم مه 

 

                        

 لأن:

و مٌَ  مـياٍ: أي: مـ كاسلٌ مَكن d a k b ٌَو مd cذا ــــُ  كاسم مـ  :أن ، أي

 ،كاسم مــ أن كل كاسم مــ نثخِا ة أخرى يمكن و تعرًلة ممازلةــــجهمن ة و ـــــــمن جه

 و . ه . م.                            بر.ــــــلهلٌ هفس امـيصر الأن و بامخالي كواسم مــ لٍوؿة هي هفسِا  أي لٍوؿة كواسم

   

 :(14+  12امتي نحخاج إهيها في امـدًد من امتمارٍن )لاحغ اهتمرٍن امخعحَلي  إمَم ُذٍ الخواص

: 

0/    ; ;PGCD a b PGCD b a  

 مَكن:  /2  ;PGCD a b d، واسمـــــهي ك املواسم المضترنة نوـددٍن 

 4/    ; ;PGCD ka kb k PGCD a b  ؽ:ــــــــــــــــــــــــــــــــم 
*k   

 إن:ــــــــــــــــــــــف   انـــــــــــــــــن إذا   /3 ;PGCD a b a 

  إذا كان:   /3 ; 1PGCD a b   أومَان فيما تُنهملٌ،  و  أن هلول 

3/    ;PGCD a b a  ًٌوخد  اٍــــمـ*,a b  :و   حِر  ; 1PGCD a b  .  

, ,a b a b0 b

nr1 2 1, , , , , na b r r r 

d,a b
nr

nr,a b

, ,a b c*,a bk c k     ; ;PGCD a b PGCD b c

d,a b,d a d b,d kb k d,b c

,b c,a b

,a b,b c

*, ,a b c 

,a bd

a b

ab

 ,a da b db  
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 إزحات:

 ،واضـح  / 0

 ،لاحغ شرح خوارزمِة إكوَدس  /2

هضؽ  /4 1 ;d PGCD a b و 2 ;d PGCD ka kb  :لدًيا 

اسم مـــك  من جهة أخرى:، و  أي  و مٌَ و كاسم مــ أي  و  كاسم مــ 

 . ،  مؽ:  د:ــــــــبامخـوًغ نج ة أن ٍكونــــــو مٌَ وح  و كاسم مــ و مٌَ  و 

 ،واضـح  /3

 .امخكافؤ( واضـح )اس خـمل الخواص امساتلة مخحين /3

 :مفِوم املاسم المضترك الأنبر في دًدتم
*,a b   ُو أنبر ؾيصر لمجموؿة املواسم المضترنة أي:   نوـددٍن امعحَحينالأنبر املاسم المضترك 

   , ,PGCD a b PGCD a b. 

 :01 ثعحَليتمرٍن 

 :امخامَخين الحامخينفي  صَحة خوارزمِة إكوَدس، ؿين زيائَة اؾتمادا ؿلى  

•  

•691 625 1n m .     

 حـــــــــــــل:

  بامًس حة مـــ:** 

لدًيا من خوارزمِة إكوَدس: 
9150 1 8700 450

8700 19 450 150

450 3 150 0

  

  

  

 و مٌَ:   

 150 8700 19 450 8700 19 9150 8700 19 9150 20 8700            
19أي:  , 20n m  ، 

691 بامًس حة مـــ: ** 625 1n m  

 لدًيا من خوارزمِة إكوَدس:

691 1 625 66

625 9 66 31

66 2 31 4

31 7 4 3

4 1 3 1

3 3 1 0

  

  

  

  

  

  

 و مٌَ   

1 4 3 4 31 7 4 31 8 4 31 8 66 16 31

8 66 17 31 8 66 17 625 153 66 17 625 161 66

17 625 161 691 161 625 161 691 178 625

                

               

          

,161أي     178n m  . 

 ملاحؼة:

 ، و ُذا في حد ذاثَ يجـويا هعرح الأس ئلة امخالي: 10لق المـادمخين في اهتمرٍن امخعحَلي خوارزمِة إكوَدس مٌحخيا زيائَات تحًحدو أن 

 ولاوتى ثلدل مـادلة من ُذا اميوع حــمثلا؟ تل ما هي امشروط ح ُل يمكن إيجاد جمَؽ الحوول نومـادلة

  .س ئلة في الدرس الآتي و نذلك درس الموافلات فيس يجَة ؾن ُاثَ الأ ؟في

1dab1kdkakb
21 dkd D

2 1d kk d2 1d kk d

kakb1k dab1k  2 1d kd*,k k 

,a b

 ;n m

9150 8700 150n m 

9150 8700 150n m 

9150 8700 150n m 
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 :21تمرٍن ثعحَلي 

ن أن امـددٍن0  ، ُلٌ أومَان فيما تُنهملٌ، حِر:  و ( جرُ

 . و يم الممكٌة نولاسم المضترك الأنبر نوـددٍنــــــــما هي امل( 2

 حل:

  اموحِد ــــأي املاس  و مٌَ  أي:  بامخالي: و  و  أي:  و تين مضتركا كاسلٌ ( مَكن0

 ،:ًؤند أن ، و ُذا 0ُو امـدد   و تين امـددٍن

  . و مٌَ  أي: ، و مٌَ و تين مضتركا كاسلٌ ( مَكن2

 :41 تمرٍن ثعحَلي

 حِر:   و  مَكن

 ،ة مـــــــــــيم الممكٌـــــــــــــي املـــــــــــ/ ما 0ُ

 ،ددٍنــــــــــــــاملاسم المضترك الأنبر نوـ / ؿين حسة كيم2

 ملاختزال. هسرا غي كاتل حتى ٍكون / ما هي كيم4

 

 حل:

و مٌَ و مـياٍ / مَكن0 5 3d a b ٍة هيـــــامليم الممكٌ أي مـيا :  

    :تدلالة  / نخاتة2

 و لدًيا:  إذن:

 
 و لدًيا: إذن:

 

 لأخل ُذا نميز الحالات: أي:

•*3 8 ,n k k   :في ُذٍ الحالة  أي  

 الة:ــــــــــــالح ذٍـفي ُ أي: أي:  1ات ــــو مُس من مضاؾف 3من مضاؾفات  •

 

 الة:ــــــذٍ الحـــفي ُ أي: أي: 3من مضاؾفات  و مِــــس  2مضاؾفات  من •

 

 ،  حِر: أي: أي: 2مُس من مضاؾفات •

 

 يـــــزوح ةــالحالات امساتلؿلى  اؾتمادا ل ملاختزال مـياٍــــــــــــــــــــغي كات / ٍكون4

 .'' مؽ امـلم

9 4a n 2 1b n n

9 4a n 2 1c n 

dabd ad b 9 2d b a1d 1d 

ab ; 1PGCD a b 

d ac 9 2d c a17d   ; 1;17PGCD a c 

3 1a n 5 1b n *n

 ;PGCD a b

n

n
3 1

5 1

n

n





 ,d PGCD a bd ad b8d

 

 

 

 

, 8

, 4

, 2

, 1

PGCD a b

PGCD a b

PGCD a b

PGCD a b








 

ba5 1 3 1 2 2 2 2b n n n a n        

   , ,2 2PGCD a b PGCD a n 

3 1 2 2 3a n n n     

   ,2 2 2 2, 3PGCD a n PGCD n n   

 2 2 2 3 8n n   

   , 3;8PGCD a b PGCD n 

8 3n k  , 8PGCD a b 

3n  3 4 2 1n   8 1,n    

      3,8 4 2 1 ,8 4 2 1,2 4 1 4PGCD n PGCD PGCD        

3n  3 2 2 1n   
*4 1,n    

        , 3,8 2 2 1 ,8 2 2 1,4 2PGCD a b PGCD n PGCD PGCD       

3n 3 2 1n    2 2 2 1n     
* 

     , 3,8 2 1;8 1PGCD a b PGCD n PGCD     

3 1

5 1

n

n




 5 1,3 1 1PGCD n n  n

0n 
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 :امراتؽ أُداف الدرس

 ــددان ظحَ ـــــــــــــؾ •  ،لٌ تُنهملٌـــان فِــــَان أومِـــــــ

ية تيزو و  • ية مبُر  .لٌتهاس خـلٌلاغوص و تـغ مبُر
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 :تؽاامر  الدرس

 ُذا الدرس امذداد نلدرس امساتق إذ أردنا ثـرًف تـغ المفاُيم امـاملة:

 ثـرًف:

a, امعحَـَين امـددٍنهلول ؾن  b ٌمـياٍ(   إذاا أنهلٌ أومَان فيما تٌَـــــــــــِل(. 

 

 

ي  ية تيزو:          :خانمهم  خانمبُر  مبُر

a, امعحَـَين ٍكون امـددان                                    b حِر: من و إذا وخد  فيما تُنهملٌأومِــــين . 

 

ية                           غوص: مبُر

b,كنمخ  a  وc  0مؽ َةــــ ظحَ ـ ادادـــــــأؾc  انـــ، إذا ن
 ; 1

c a b

PGCD b c

 




cإن:ـــــــــــف   a . 

 

ية تيزو) 10 هدِجة  :   (من مبُر

bأولي مؽ aإن ـــــــــــــــف  cو  bمؽ اأومَ aإذا كان * c، 

  .حِر: من  و ، ًوخد مؽ:  إذا كان لدًيا*  

 

ية  :ُامة مبُر

 ،و ،من هـخبر المـادلة ذات المجِومين 

أو المـادلة ثلدل حوولا إذاا ;PGCD a b ٌمــ كــــــــاسل . 

 

 إزحات:

 ( الاس خوزام الأول:0

واص املاسم ــــــــــ، أي و حسة خو مَكن نومـادلة مـياٍ: حـل امثيائَة ميفر  أن

a,ًوخد المضترك الأنبر b  :  :ونـو ن و مٌَ  مــــــؽ 

 ، من كواسم أو ، أومَان فيما تُنهملٌ أي:  و مٌَ ٍكون

 الاس خوزام امثاني: (2

ية تيزو ًوخد ميفر  أن 1au حِر من  و   حسة مبُر bv  ِالدلة امخامَة: ؿلى علـَ نحـــو ؿو 

a x b y c

cau c bv c

 


 
رح نجد: ــــبامع 

   

 ; 1

a x cu b cv y

PGCD a b

  




x, :ىكذةية غوص  ـــ ــحسة مبرُ    b k cu k    

cvبامخـوًغ نجد:  y a k   :أيy cv k a  في و بامخالي المـادلة ثلدل حوولا. 

 َ اهكذاتة امثيائَات أؿداد صَحةهااث دهلع  

 

 ; 1PGCD a b 

uv1au bv 

 ,PGCD a b d,a b uvau bv d 

,x y 1 ax by c 
*, ,a b c 

 , 1PGCD a b c

 ,x yax by c  ,PGCD a b d

a da

b db




 , 1PGCD a b   d ax b y c  ax b y  

d c1d ,a bdc

 , 1PGCD a b uv



 املسمة و الموافلات في                                                                                                             ؾحد الذَد كواسمَة

 432                                                                                               )الجزء الأول( امرياضَات و امحكاموريا

 

  

 ملاحؼة:

في حالة   ;PGCD a b d  :1حِرd  

 ظرًلة أولى: 

 ،المعووب ثسِولة ميحعل ؿلى 10يمكن اس خـلٌل اميدِجة  

 ظرًلة ثاهَة: 

a,و  مـؽ:  هضؽ    b .و ىكمل الازحات نلٌ أوردنا ساتلا ، 

 

 :10ثعحَلي تمرٍن 

 ،ي مـدومين و أومَان فيما تُنهملٌؿددان ظحَـَان غ 

أولي مؽ ت أنـ/ أزد0 2a b، 

 .بحَر ٍكون ن/ ؿين امـدد2ٍ

 

 حــــــــــــــل:

بامًضـــــــر   مـياٍ    حِر: و أومَان فيما تُنهملٌ فحسة تيزو ًوخد  لدًيا /0

 اٍ:ـــــــــــــــمـٌ  َ: ــــــــــــــو مٌ  :نجـــــــــــــــــــــد

ية ــــــو حس  و   ح أن: ــــــمن امواض  ة مبُر

 ،أولي مؽ تيزو

2 / 

لدًيا:
 

  ؽـــأولي م  :سدــــــــــــق مماو  أي: ياٍ:ــــ م ـ

ية غوص  نميز الحالات امخامَة: أي: و حسة مبُر

 ،في ادلة لا ثلدل حوولاـــــــذٍ المـــــــــو ُ د:ــــــنج  ؾيد امخـوًغ في: *

 ، أي  َ:ــــــــــــــو مٌ :وًغ نجدـــــــــــــــــــؾيد امخـ *

 ،ادلة لا ثلدل حوولا فيـــــــــــاثَ المــــــــــــــو ُ و مٌَ:  :ؾيد امخـوًغ في *

    .و مٌَ امثيائَة اموحِدة المحللة نومـادلة هي:

 

 :21 ثعحَليتمرٍن 

  

 ،:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

  ،:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

 .:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

 

 

 

a da

b db




 , 1PGCD a b  

,a b

a

,a b 2 216 49a a b 

*,a b ,u v 1au bv  
2

1au bv 

2 2 2 22 1a u abuv b v   2 2 2 2 22 1a au abuv av av b v     

   2 2 2 22 1a au buv v a b v      2 22au buv v  2v 

a2a b

 2 216 49a a b    216 49a a a b    249a a b a2a b

49a 1;7;49a

1a    2 216 49 *a a b 216 49(1 )b 

7a  *216 7 b 2 9b 3b 

49a  * 238416 49 49 b 2 735b 

 7;3

2 ,x y5 8 3x y 

2 ,x y20 45 5x y 

2 ,x y6 8 9x y 
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 حـــــــــــــل: 

 

 • 

2 فيالمـادلة ثلدل حوولاأي  من امواضح أن  ، 

 

ية امساتلة، لاأسًس خـمل خعوات مضاهاة مخلك امتي      :تأس من ُذا امخكرار زحدٌا هاا المبُر

 ،مخكن المـادلة

 ، "جسمى حلا خاظا"و  تحلق زيائَةؾعَت أيفر  أهيا لاحؼيا أو م   

 ،(يمكن الحعول ؿلى حل خاص باس خـمــــــــــال خوارزمِة إكوَدس)

:الدلة و بامخالي نجد 
 
 ن:لدًيا الحامخا د امعرح نجد:ـــــؾٌ 

  و مٌَ ؾيد امخـوًغ نجد: َ: ــو مٌ   أي:  **

 .:الحوول المعووتة أي، ر: ـحِ

** ;PGCD a b d  :1حِرd  و    مـؽ:    :توضؽ  ,a b  .ثخضح امفكرة 

 

  هـود إلى المـادلة:

 خاص نومـادلة، حل هلاحغ أن امثيائَة*  

أي نحعل ؿلى الدلة* 
   

5 8 3

5 1 8 1 3

x y 


   
بامعرح 

   

 

5 1 8 1

5;8 1

x y

PGCD

  




ية   غوص نجد:حسة مبُر
8 1

,
5 1

x k
k

y k

 


 
. 

  

 لدًيا:  •

لدًيا  20;45 5PGCD  2 في إذن المـادلة ثلدل حوولا، 

هلاحغ أن امثيائَة*  2; 1  ادلةـــــــــــــخاص نومـ حل، 

لةـــــأي نحعل ؿلى الد *
   

20 45 5

20 2 45 1 5

x y 


   
رحـــــــــــــــــــبامع 

   

 

4 2 9 1

4;9 1

x y

PGCD

  




ية غوص نجد:ــــــحس   ة مبُر

9 2
,

4 1

x k
k

y k

 


 
. 

 

•  

لدًيا  6;8 2PGCD   2دلة لا ثلدل حوولا في: ُذا كاف نولول أن المـا9 مُس كاسلٌ مــ 2مؽ أن، 

 

 

 

 

5 8 3x y 

 5;8 1PGCD 

 , , , , , 0 *ax b y c a b c a b   

 0 0,x y *

0 0

a x b y c

a x b y c

 


 
   0 0a x x b y y  

 ; 1PGCD a b  0b x x0x k b x 0y y k a 0y k a y  

k    0 0; ; ,x y k b x k a y k    

a da

b db




 , 1PGCD a b  

 1; 1 

20 45 5x y 

6 8 9x y 
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 :الخامس أُداف الدرس

 ،غرـــــرك الأظـــــــاؾف المضذــــــــــالمض •

 . PGCDو PPCMنــامـلاكة تِ •
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 الخامس: الدرس

 ترك الأنبر ـــــاسم المضـــــفي درس الأؿداد الأومَة، أهَ يمكن اس خـلٌل تحوَل الأؿداد امعحَـَة إلى خداء ؾوامل أومَة في ثـَين امل ثـرفٌا

 :تـغ خواظَ و ؿلاكذَ باملاسم المضترك الأنبرالذي سًذعرق إلى و المضاؾف المضترك الأظغر،  -خواظَؾرفٌا الذي  -

 

  المضترك الأنبر و المضاؾف المضترك الأظغر:امـلاكة تين املاسم 

 .، يمكن نخاتة امـلاكة:مَكن  

 

 :اظَةخ

 . مؽ:  ، من أخل كل 

 

 إلى الأؿداد امعحَحة امًسخِة: الأظغرتمدًد مفِوم المضاؾف المضترك 

b* و   a*حِر:   . 

 

 تمرٍن ثعحَلي:

 nحِر:  ن،ؿددان ظحَـَا و 

 ،:من n( تحلق أهَ من أخل كل0

 ــدد امع ـــــــــــامـ ش ثحـا مليمـــــــ( ناك2  ـــــــــ  ــــ  ،كيم حَـيــ

 ــًل  ونــــــــــكي ٍكـــــــم ينـــــــــــ( ؾ4  ،س ــــــــــــــــــــ

الذي يحلق: ( ؿين امـدد امعحَـي3
 

 

; 5

; 430

PGCD A B

PPCM A B






. 

 حـــــــــــل:

 :nمَكن

( لدًيا 0   2 22 3 1 5 2 5 3 5 2 5 8n n n n n n                                        و . ه . م، 

اواة امساتلة وس خًذج: ــــــــ( من المس2   ; 1;5PGCD A B PGCD n امَة:ــــــــــــــــــــالات امذــــــــــيز الحـــــــــــــــ، هنم 

1*إذا كان:* 5 ,n k k   ٌَ5 و م 1n k : 

     ; 5 ;5 5 ;1 5PGCD A B PGCD k PGCD k    

5*انـــــــــــــ*إذا ن 1,n k k   فــــــــــــــإن: 

 ; 1PGCD A B  

لدًيا ( 4
  2 2 3 1 52 5 8 5

2 3
1 1 1

n nA n n
n

B n n n

   
     

  
مـياٍ   1 5n  :أي   1 1;5n   :ٌَو م 

 0;4n، 

3  )
 

 

; 5
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PGCD A B

PPCM A B






2150Aأي:  B  ٌاٍ ـــــــــــــــمـ     1 2 3 1 5 2150n n n    ، 

 و هون ; 5PGCD A B   5ج ـــــــــــوس خًذ 1,n k k  ،  د:ــــــوًغ نجــــــامخـو  5 10 1 5 5 2150k k k    

*,a b    , ,PGCD a b PPCM a b a b  

   ; ;PPCM ka kb k PPCM a b
*k *,a b 

   ; ;PPCM a b PPCM a b

22 5 8A n n  1B n 

  22 5 8 2 3 1 5n n n n     

n ;PGCD A B

nBA

n
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أي:  210 1 86k k k  ،  لدًيا:و 

1k* من أخل   :1بامخـوًغ 12 12 ة مرفوضـــــة،ــــــــــ، كيم 

2k* من أخل   :2بامخـوًغ 43 86  إذن ُاثَ امليمة ملدولة، 

3k* من أخل   :3بامخـوًغ 94 282 ، مرفوضـة،ة ــــــــكيم 

9n أي امليمة المعووتة هي:  :215،  و بامخاليA    10وB . 

 

 

 

 

 

 الى:ـكال الله ثـ

 " و كل اعمووا فسيى الله عموكم و رسوله و المؤمٌون "
 آًة هريمة   

 

 

 

 
 

 امسلام:و كال المععفى ؿوََ امعلاة و 

 " إن الله يحة إذا عمل أحدكم عملا أن ًخلٌَ"
 حدًر شرًف
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 تمارٍن حول املسمة في

 املاسم المضترك الأنبر و

ية تيزو و غوص و  : مبُر
 

 :ثم مهمةمحاولا
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 من ؿولٌء امـرب:
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 :10 تمرٍن

 ،مَكن  

 ــ( ؿين ك 0  ، ون:ــــــــــــــحتى ٍك امعحَـيدد ـــــــيمة امــــــــــــــ

 ،غي كاتل ملاختزال حتى ٍكون اهكسر  ( ما هي امليم الممكٌة نوـدد2

 ،331ًلس   حتى ٍكون ( ما هي امليم الممكٌة نوـدد4

 . المـادلة: ل فيـــــــــــــــــ( ح3

 حل:

  :        نجد الاكوَدًة مثلاباس خـلٌل املسمة و لدًيا من أخل كل ؿدد ظحَـي  (0

 

 ومٌَ: أي:  مـياٍ     و بامخالي: 

 ،هي امليمة المعووتة مرفو ،   و بامخالي  •

2) 

 زال مـياٍ:ــــــــــغي كاتل ملاخذ اهكسر   ظرًلة أولى:

 لدًيا:

 ، إذن  

  أي:   إذا كان أ(        

  و مٌـــــــــــَ:

   ٍكون: غي كاسم مــ 3 امـدد ب( إذا كان      

 . أي امليم المعووتة هي:                ،3،  0ُلٌ:  3ن نوـدد لأن املاسمين اموحِدٍ

 ظرًلة ثاهَة:

 غي كاتل ملاختزال  غي كاتل ملاختزال مـياٍ اهكسر

 ،اسم مـــــــــك أو  3من مضاؾفات  كاتل ملاختزال إذاا  و يمكن ثسِولة ملاحؼة أن اهكسر

 ،    أي: اٍـــــــــــغي كاتل ملاختزال مـٌ و مٌَ

 أي:     حتى ٍكون ( امليم الممكٌة مــ4
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n
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  
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 
  

 
22 3 3
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 



2 5n  2 1;5n  

1n 3n 

22 3 3

2
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 


 2gcd 2 3 3; 2 1p n n n   

   22 3 3 2 2 1 5n n n n         2gcd 2 3 3; 2 gcd 2;5p n n n p n    

5 2n 
*5 2 ,n k k  

 2gcd 2 3 3; 2 5p n n n   

2n    2gcd 2 3 3; 2 gcd 2;5 1p n n n p n     

5 2 ,n k k  
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 2 1;2;3;4;6;9;12;13;18;26;36;39;52;78;156;117;234;468n 
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 ،أو أو أو  ؾيد اخذحار كل كيمة في المجموؿة امساتلة نجد أن امليم المعووتة:

 أو وس خـمل ظرًلة امخحوَل إلى خداء ؾوامل أومَة:

 

 

  أي:  و مٌَ:        

 أي:  أو           

 أي:  أو           

  أي: أو         

 المـادلة: ( حل في3

 أي: مـياٍ             

  ( وس خًذج 4، من    

 ،غي محللة و مٌَ ىرفغ ُذٍ امليمة  حكون المـادلة إذا كان  •   

 ،غي محللة و مٌَ ىرفغ ُذٍ امليمة حكون المـادلة إذا كان  •   

 ،مةـغي محللة و مٌَ ىرفغ ُذٍ املِ حكون المـادلة إذا كان •   

                            ولة.ــلة و هي امليمة اموحِدة الملدمحل حكون المـادلة إذا كان •    6S  

 

 : 12تمرٍن اه 

, أؿدادا ظحَـَة   ؿدد ظحَـي غي مـدوم، مخكن  ,z y x :و   و حِر  2 5 2z n    

ن أن كل كاسم نوـددٍن0    ،00 ددـــــــُو كاسم نوـ  ( جرُ

  ، حتى ٍكون ( ؿين امـدد امعحَـي2

 ا.ـــــــا تُنهممــــــــــــــــــــأومَان فيم  ن أن امـددٍنــجرُ (4

 حل:

d حِر: مِـــــكن( 0  xوd y  :ٌَو م   

 .أي                 ،  و ُذا لجـل امليمة المحعل ؿويها غي مذـولة تــ

2) 

 ( أن:0يمكن أن وس خًذج من

  لدًيا:                                                    

  و مٌَ:

1n 2n 3n 6n 

2 2

468 2

234 2

117 3 468 2 3 13
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2 1n 1n 

2 22n 2n 

2 23n 3n 

 
22 2 3n  6n 

 *
3 22 468 0m m   2 2 1 468m m  
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3m  *

6m  *

n2 1x n 9 1y n 

,y x

n ; 11PGCD x y 

,z x

*d  2 9d y x
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   ; 1;11PGCD x y 
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     

     

    

     ; 5; 6 6;11PGCD x y PGCD n n PGCD n    
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 و نميز الحامخين:

 :و مٌَ : ٍكون00مــ  امضاؾف إذا كان امـدد •

 

 . 00، 0ط ُلٌ ـــــــله كاسلٌن فل 00دد ـــــــــلاحغ أن امـ : ٍكون00غي مضاؾف مــ  إذا كان امـدد •

 ؟( ُل4

 و مَكن 10 4d z n   :و مٌَ  و مٌَ أي.  

 :14تمرٍن 

 ، حِر:  و  مَكن: 

 ــًل  ت أنــــــ( أزد0  ،س ـــــــــ

 .( اس خًذج أن:2

 حل:  

   أي: ( من امواضح: 0

 ، َ:ـــــــــــو مٌ أي:             و نذلك:           

 ن:( يمكن ملاحؼة أ2

            2 2
; 2 1 1 ; 2 1 2 1 1 ; 2 1PGCD a b PGCD n n n n n PGCD n n n         

لأن    
2

1 2 1n n n    أي ،    
2

1 ; ;1 1PGCD n n PGCD n   

أي:  ; 2 1PGCD a b n . 

 :13تمرٍن 

ن أهَ من أخل كل ؿدد ظحَـي غي مـدوم (0  أن: ؿدد ظحَـي. جرُ

    2 11 1 1k kx x x x x         

 ، ــًلس ر:ـــــين حِـــــــــان غي مـدومــــــــــــــــؿددان ظحَـِ و (  أ/2

ن أهَ من أخل كل ؿدد ظحَـي غي مـدوم  ،ًلس  امـدد ، امـددجرُ

 ،  ؿلىـــــز ثم ؿلى ة ؿلىـــــــًلدل املسم ب/ اس خًذج أن امـدد   

 ،ينــــــــ( أ/ ؾ4

 ،ين أن:ــــــب/ ت   

ن أن:      ،ج/ جرُ

 .ج امليمة مـــ:ـــــد/ اس خًذ    

6n 11 6 ,n k k  

     ; 5; 6 6;11 11PGCD x y PGCD n n PGCD n     

6n  ; 1PGCD x y 

 ; 1PGCD x z 

 2 1d x n  5d z x1d1d 

3 22 5 4 1a n n n   22b n n *n
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 حل: 

   :0ظرًلة ( 0

 ــاس ــــــــــــــــــــأس لٍوع حدود مذخامَة ُيدس َة :   يمكن ملاحؼة أن:مَكن   : ىكــــــخة، xِاــــ

  أي:        

  حِر:

 ،، أي: لاكةــــــــــــــق امـــــــــــــغ تحلــــهلاح ن أخلـــــم

  :2ظرًلة 

 . وم بامًشر:ـهل

 

 :اٍــــمـٌ و  (2

  يمكن ملاحؼة الحامخين:  أ/

 : :من إلى أن كلا يــــأن وضتيا يجدر و ، كاسم مــ و مٌَ:  أي  

 ؿددان ظحَـَان،    و

   /ُذا اؾتمادا ؿلى امسؤال الأول -: لدًيا أ - : 

 

 ــداد ظحَ ـــــــــــــ، لأهَ لٍوع أؾ أن ، من الملاحغهضؽ:  َة نجد:ــــــــ

 ،كاسم مــ  و مٌَ:

 ،  امـددـــــلسً  7و مٌَ ، أ( 2حسة  و  ب/ لدًيا:     

 ،ددـــــــــــــــًلس  امـ (2و حسة  و  و نذلك لدًيا:

 ،كاسم مــ و مما س حق وس خًذج أن كاسم مــ و لدًيا

 ( أ/ وس خـمل امخحوَل إلى خداء ؾوامل أومَة:4

 و                      

و مٌَ:  63;60 3PGCD . 

 ب/ لدًيا:

 :و بامخالي، ج/ يمكن نخاتة:

60 و هلاحغ:  3 20   مــ ــاكاسم  ، أ( ٍكون:2حسة 

     :مـياٍ

، 

 . نجد: توضؽد/ 

x 
2 11 kx x x    

2 1 1 1
1 1

1 1

k k
k x x

x x x
x x

  
      

 
    2 1* 1 1 1k kx x x x x       

1x 

1x  *  2 11 1 1 ,k kx x x x x x       

  2 1 2 3 2 11 1 1 1k k k kx x x x x x x x x x x x                 

*,d nd n
*,n kd k 

*a

1k n d   1 1 1n da a   1da 1na 1da 

1na 

1k 

      1

1 1 1 1 1
k k

n kd d d d da a a a a a


          

 
1

1
k

d da a


    1 1n da a   

1da 1na 

37 2 1 2010 3 670 
32 1 7 20102 1

663 64 1 2 1   2010 63 335 63
20102 1

9639
20102 1

2

63 3

21 3 63 3 7

7 7

1

  2

60 2

30 2

15 3 60 2 3 5

5 5

1

   

   63 60 3 63 63 3 31 1 1 1a a a a a a a        

   63 60 3 31 1 1a a a a    

   63 60 60 31; 1 1; 1PGCD a a PGCD a a    3 1a 60 1a 

 63 60 31; 1 1PGCD a a a   

2a  63 60 32 1;2 1 2 1 7PGCD     
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 : 13اهتمرٍن 

 ،ددــــــــــــواسم امــــــــــــوؿة كــــــــــ/ ؿين ل0ٍ

 ، ؿددان ظحَـَان غي مـدومين حِر: /2

 ،اسم مـــــــــــــــــــك أ( أزخت أن       

 .: ب( حل في       

 

 حل:

 ، :03/ كواسم 0

2 / 

و هون:  مـياٍ  و  ؿددان ظحَـَان غي مـدومين  أ(  لدًيا:  2 1x   

 ،ٍكون:

 : ب( حل المـادلة في  

 الات:ـــــــــــــهنميز الح اٍ:ـــــــــمـٌ ا أنــــمن أ( تٌَ             

 ا،ظحَـَ اؿدد هون أي  نجد ؾيد امخـوًغ في المـادلة  •

 ،ل حوولا في ـــادلة لا ثلدــــــــــذٍ المــــــو ُ وًغ نجدــــــــــبامخـ  •

 ، أي: دــــــــــــــــــوًغ نجــــــــبامخـ  •

4ي:ـــادلة ُـــأي حوول المـ , 1x y    2أو , 5x y . 

 

 :13اهتمرٍن 

 ،2كان امحاقي  4ؿلى  ؾيد كسمة امـدد امعحَـي

 .4ؿلى  ما ُو باقي كسمة

 

 حـــــــل:

 ،  و مٌَ:مؽ:  لدًيا من المـعَات: 

   
22 2 2 2 27 3 2 7 9 12 4 7 9 12 11 9 12 9 2 3 3 4 3 2n m m m m m m m m m                    

 هون:و  23 4 3m m   2ُو  4ـدد ؿلى ام باقي كسمة ٍكون . 

 

 : 13اهتمرٍن 

 ،1كان باقي املسمة  02ؿلى  / ؾيد كسمة ؿدد ظحَـي0

 ،3ما ُو باقي املسمة ؿلى  -

 ،4ما ُو باقي املسمة ؿلى  -

 .2، فما ُو باقي كسمخَ ؿلى 4لسمة كان باقي ام  3ؿلى  / ؾيد كسمة ؿدد ظحَـي2

 

 

15

,x y2 15y x y 

y15

22 15y x y 

 1;3;5;15

,x y2 15yx y    2 1 15 *y x  

15y

2

15y 1;3;5;15y 

1y  *2 16x 4x x

3y 2 6x 

5y 2 4x 2x 

n

2 7n 

3 2n m m

2 7n 

a

n
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 حــــــــــــل:

0 / 

 َ:ـــــــــو مٌ  لدًيا من المـعَات:

 ،1اقي ــــــــــــامدف  ون:ــــــــــــــــو ن اــــــلدًٌ -

 ،2امحاقي ف و هون: لدًيا: -

2/ 

 ،لدًيا: 

 .0امحاقي ُو ف ،و هون: 

 :    11اهتمرٍن 

 ،/ ؿين0

 ؿلى امترثُة. 02و  31كان باقي املسمة ُو  ؿلى 3141و  01111بحَر ؾيد كسمة  ،/ ؿين أنبر كيمة نوـدد امعحَـي2

 

 حــــــــــــل:

 : / ثـَين0

 دس:ـــــــــــــــباس خـلٌل خوارزمِة إكوِ

 
إذن: 10030;6018 2006PGCD ، 

1/ من المـعَات يمكن نخاتة:2

2

10080 50

6030 12

k n

k n

 


 
1حِر:  مـياٍ:    2,k k  ألة إلى ــــــــــومت المسأي ح

 .2006أي: الموحود ساتلا: 6030و  10030ٍن:نوـددأنبر كاسم مضترك  امححر ؾن

 :19اهتمرٍن 

 ،ؿدد ظحَـي مؤمف من رقمين حِر: 

 .يمــــــــــؿين ك      

 

 حــــــــــــــــــل:

 لدًيا: ،  يَــــ و م  مؽ: أي: لدًيا:

 

 

و مٌَ  ' 5 ; 7 ;11;13;17 ;19n  لأنn  :مؤمف من رقمين، إذن 25; 35; 55; 65;85;95n  

12 8 ,a m m  

 12 8 4 3 2a m m   3 2m  

 12 8 12 6 2 3 4 2 2a m m m       4 2m  

4 3 ,n k k  

 4 3 2 2 1 1n k k    2 1k  

 10030 ; 6018PGCD

nn

 10030 ; 6018PGCD

1

2

10030

66018

k n

k n






n ;360 5PGCD n 

n

 :360 5PGCD n 5n n,n n ;72 1PGCD n 

3 2

72 2

36 2

18 2 72 2 3

9 3

3 3

1

  
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 : 01اهتمرٍن 

 ،حِر:ؿددٍن ظحَـَين  مَكن

 .ما ُو     

 حـــــــــــــل:

 ، :أن مؽ  يمكن وضؽ: من المـعَات 

 ،ا:ـــــــــــــــــــــــــــلدًٌ    ،  و

 : ميثخت أن:

 ظرًلة أولى:

ذا لأنـــاوى و ُـأومَة، امتي لا يمكن أن ثدس اأؿداد و حِر:  يمكن نخاتة

ملاحؼة أهَ لا ثوخد ؾوامل مضترنة تين امخحوَوين  أمكن،   و مٌَ ٍكون  

1aلاحغ تحلق المساواة في حالة  . و ُذا كاف هكذاتة:   1أوb  . 

 ظرًلة ثاهَة:

bو aلدًيا    ،ٌوس خًذج أن  304ظفحة  10من اميدِجة أومَان فيما تُنهملa 2أولي مؽb حةــــوخد زٌـائَة صِ، أي حســـــة تيزو ث

 ;u v ِر: ـح   2 1a u b v    ٍمـيا   21a u b v    د: ـــــرتَؽ نجـــــــمذبا     2 2 2 4 21 2a u b v b v     

أي:       2 2 2 2 22 1a u b v b v     و هون: 
 

2

2 22

u

v b v

 


 

2bو  2aة تيزو ٍكونـــــفحس   َِن فيما تُنهملٌ.ــأوم 

 :00اهتمرٍن 

 ،أولي مؽ تفر  أن ،ددان ظحَـَان أومَان فيما تُنهملٌؿ 

 . بحَر: ؿين 

 حـــــــــــل:

لدًيا: 
 

الي:ـــــــــــو بامذ    2 25x y x x y y   
 
ؽــــــم ــاأومِ و هون: 

و مٌَ حسة غوص   5x y :أي   1, 5x y   :لأخل ُذا نميز الحالات 

*  

  ، مرفوضخانامليمخين أي أن ُاثين ،ُذا ثياكغو  وؾيد امخـوًغ في المـادلة نجد  • أي: 

 ،ادلة مذياػرةــن مرفوضخان، أو هلاحغ أن المـامليمخاإذن ف، و ُذا ثياكغ ؾيد امخـوًغ في المـادلة نجد •أو:   

*، 

 ،ا ثياكغ، أي ىرفغ ُاثين امليمخينو ُذ ؾيد امخـوًغ في المـادلة نجدو  •أي: 

 ،غ ُاثين امليمخينــا ثياكغ، أي ىرفو ُذ المـادلة نجدؾيد امخـرًغ في و  •     

 ،انــــــذكيمخان ملدوم إذن فِــــــــلٌ   ادلة نجدـــــــــــــــؾيد امخـرًغ في المـو  •     

" أي لا ثذـــغي امـدــــارة  اػرةـــــــــــــمذٌ  ارةــــــــو ؾيد ملاحؼة أن امـد ،الات المخحلِة مرفوضةــــــمن امواضح أن الح

حوول المـادلة هي: لٍوؿة خلاظة: "،  y و xتخغي موضـي       , 2,3 , 3,2x y . 

,a b ; 2PGCD a b 

 2 2;PGCD a b

2 , 2b b a a   , 1PGCD a b  

2 24a a2 24b b      2 2 2 2 2 2; 4 ;4 4 ; 4PGCD a b PGCD a b PGCD a b     

 2 2; 1PGCD a b  

1

1 2

2

1 2

1 2

k

l l

a n n

b m m

   

   

1 2

1 2, ,
k k

n n1 2

1 2, ,
l l

m m

 , 1PGCD a b  
     

     

1

1 2

2 22 2

1 2

2 22

1 2

k

l l

a n n

b m m

   

   

 2 2; 1PGCD a b  

,x yx y
2 2x y xy 

,x y   2 25 19x xy y x y     

   2 25 19x xy y x y     x y

2 2x y xy 

1 0 1 1 0x y     

0 , 1x y 5 19

1, 0x y 5 19

5 0 5 1 4 2 3 3 2 4 1 5 0x y             

0 , 5x y 125 95

1, 4x y 105 95

2 , 3x y 95 95

2 2x xy y 
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 :02 اهتمرٍن

 ،داد ظحَـَة غي مـدومةـــــحدودُا أؾ مذخامَة ُيدس َة 

 . تُنهملٌ حِر: و الأساس الأومَان فيما ؿين الحد الأول    

 

 حـــــــــــل:

 n n
u حِر :دد ظحَـيل كل ؿــــَ من أحــــــــدومة و مٌــــــمذخامَة ُيدس َة حدودُا أؿداد ظحَـَة غي مـ: 

 ،أولي مؽ 

0هون َ:ـو مٌ  و لدًيا: 0u  :أنغ ـهلاح أي 

 هنميز الحالات امخامَة:  و ُذا حسة غوص و مٌَ: ، إذن:مؽ اأومَ و هون 

  ،لا ثلدل حوولا في و ُذٍ المـادلة ذات المجِول د: ــــــــنج و  في المـادلةـــهـ •

 ،لا ثلدل حوولا في  ولـــو ُذٍ المـادلة ذات المجِ نجد: و  في المـادلةــــــهـ •

 ، الي:ــــــــــــو بامذ د:ــــــــــــــــــــنج ادلةــــــــــــــــــــــو  في المــــــــــهـ •

 ،لا ثلدل حوولا في ذٍ المـادلة ذات المجِولــــو ُ نجد: هـو  في المـادلة •

 ،لا ثلدل حوولا في و ُذٍ المـادلة ذات المجِول نجد: هـو  في المـادلة •

 ،  أي: د:ــــــــــــــــنج ادلةــــــــــــــــــــــــــو  في المــــــــــهـ •

 وخد مذخامَخان: و مٌَ ث

 ،44و أساسِا 3873الأولى: حدُا الأول* 

    .4اسِاـــــــــــو أس 3امثاهَة: حدُا الأول* 

  

 :04 اهتمرٍن

 ،ي مـدومين و أومَان فيما تُنهملٌؿددان ظحَـَان غ  

 ــأز  -  .ؽـــأولي م حت أنـــــ

 

 حـــــــــــــل:

 ــو م  حِر: زوــــــــــــة تِـــــــــــؿددان ظحَـَان غي مـدومين و أومَان فيما تُنهملٌ حس  يَ:ـــــــــــــ

 :و مٌَ 

     

    

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 1

2 1

2 1

a u abv b au b v abv b au ab uv

a au bv b au bv ab uv u v

a b au bv ab uv u v

      

      

     

 

 هون:
2 2au bv  2و 22uv u v    أولي مؽ دائما سة تيزوفح.  

  

 

 

 

 n n
u

0u
2

1 3 02 44u u u 

n0

n

nu u q

q0u

3 2

1 3 0 0 02 2 44u u u q u q u      2

01 2 44 1q q u 
044q u

21 2q 

q0u44q 1;2;4;11;22;44q

1q  103 44u0u

2q  1018 44u0u

4q  10132 44u0 3u 

11q  102673 44u0u

22q  1021318 44u0u

44q  10170412 44u0 3873u 

,a b

a ba b

,a b1au bv ,u v 

2 2 2 2 2 1a u b v abv u  

a ba b
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 :امسادس أُداف الدرس

 . ات فيـــــــــــــــــــالموافل •
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 :سادسالدرس ام 

 اس خكضافي: وضاط

 ،ؿلى و  ؿين باقي كسمة كل من:( 0

 ماذا ثلاحغ؟             

 "2تتردًد  ًوافق "و هلرأ:  ان، و ىكذةــــــــــــــــــــــمذوافل ذٍ الحالة أن امـددٍن: ـهلول في ُ
 ()أو

  ،ؿددٍن صَحين، و مَكن (2

 : امخكافؤ تين

 . من مضاؾفات مـياٍ •                     

 

 حل امًضاط:

0 ) 

 2في باقي املسمة ؿلى  غ ثوافق امـددٍنـــ، هلاحمــ امحاقي في الحامخين مساو  و  لدًيا:

 ، أو  و ىكذة نلٌ ورد في امًضاط

 :ن وؿددان صَحا ( 2

k,و  ؽ:ــــم   أي: ة ؿلىـــــــاقي املسمـــــس تــــــــــلهلٌ هف أي ر  أنــميف k من 

مؽ ملاحؼة أن،  من مضاؾفات إذن: :نجد تعرح امـلاكذين  k k  ،  

 الاس خوزام امـكسي:

 ظرًلة أولى:

 ؽ:ـــم دــــــــــفٌج ؿلى وم تلسمةــــ، هل، أي:من مضاؾفات ميفر  

 ،، و ميفر  خدلا أن:  مؽ:  فٌجد ؿلى تلسمةو نذلك هلوم 

1 ذٍ امـلاكة يمكن أن وس خًذج أنـمن ُ : ؾيد امخـوًغ في 2r r من مضاؾفــــــات

n أن  ن امواضحـو م:
 
3 ،     مؽ امـلم:و مٌَ   أي:  2 1, ,k k k  من. 

 

 :ظرًلة ثاهَة

ونــــــــــو ن  لط نجد:ـــــــــــــــف في ـوًغــــــــؾيد ث 1 3k k   و  

      . ُو ؿلى باقي كسمة فـــإن

      

  تياء المـارف:       

 

 :الأؿداد امعحَحة المخوافلة تتردًد

  ( )أو ة:ــــذــ و ىك   ؿلىلٌمتهــــــإذاا كان لهلٌ هفس باقي كس nان تتردًدــــــمذوافل امـددان امعحَحان

 (.    تتردًد  ًوافق  ، )أو"تتردًد ًوافق " و هلرأ

17152

15 ,17 17 15 21715

 15 17 2

,a b*n

 a b na bn

17 2 8 1  15 2 7 1  117 ,15

 17 15 2 15 17 2

,a b*n

 a b n,a bn
a kn r

b k n r

 

 
0 r n

 a b k k n  a bn

a bn  1* a b k n an
2 1a k n r 10 r n

bn
3 2b k n r 20 r n1 2r r

 * 1 2 3 1 2k n a b k k n r r     

1 2n r r n 0 1 2r r

3 2b k n r  * 1 3 2a k k n r  20 r n

an
2r

n

,a bn a b n b a n

abnban
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 :ُامة هدِجة

a,من أخل b  و من، 

 من مضاؾفات مـياٍ  

 الإزحات:

 .امساتق لاحغ امًضاط              

 

 :ُامة ملاحؼة

 ، حِر: وخدنا n امعحَـي ؿلى امـدد ؾيد إحراء املسمة الاكوَدًة نوـدد امعحَح

 .ؾيدئذ 

 

 لأن:

 . و بامخالي: من مضاؾفات أي: من املسمة الاكوَدًة ىكذة:

 

 تمرٍن ثعحَلي:

 لا: أمامخامَة صَحة  أذهر ما إذا كاهت الموافلات

• 2 1 8 

•  

•  

•   

• . 

 

 حــــــــــــــل:

 ،ةــــخاظئ أي الموافلة ، 1و امياتج مُس من مضاؾفات لدًيا: •

 ،صَحة  أي الموافلة ، 3و امياتج من مضاؾفات  لدًيا:  •

  ،اظئةـــــخ ةـــــأي الموافل ، 3و امياتج مُس من مضاؾفات  •

   ،اظئةــــــخ ةــــأي الموافل ، 4و امياتج مُس من مضاؾفات  •

 ة.ــــصَح وافلةــــــــــأي الم  ،9و امياتج من مضاؾفات  •

 

 

 الميعق س َأخذك من اميلعة أ إلى اميلعة ب، الخَال س َذُة تم إلى أي مكان.
   

 

 

 

*n

 a b na bn

aa nq r 0 0r

 a r n

a r nq a rn a r n

 10 2 4

 9 1 7

 5 3 3

 14 5 9

2 1 1  2 1 8

10 2 8  10 2 4

9 1 8  9 1 7

5 3 2  5 3 3

14 5 9  14 5 9
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 :امساتؽ أُداف الدرس

 .خواص الموافلات في •
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 :اتؽسالدرس ام 

 إمَم ُاثَ امــ:سوف هخـرف في ُذا الدرس ؿلى خواص نوموافلات، 

 

ية:   مبُر

,*و من أخل الأؿداد امعحَحة امًسخِة امخامَة:     ,k n m ، 

 ،فإن:   و إذا كان •

 ،فإن:  و إذا كان •

 ، إن:ـــف   و إذا كان •

و فإن  إذا كان • m a m b m n  ، 

   .فإن  إذا كان •

 

 إزحاتها:

• 

، و مٌَاؾفاتــــمن مض و  أي:  و  ا:ــــــــلدًٌ   b a c b   ــاتـــاؾفــــــمن مض  

cأي  a  أي ،من مضاؾفات، 

 

• 

 ــ، و م اؾفاتـــــــــــــــن مضـــــــــــــــــم و  أي:  و  دًيا:ـــــــــــــــــذلك مـــــــــــو ن    يَ ـــ

   b a d c   أي من مضاؾفات   b d a c   و بامخالي  من مضاؾفات: ، 

 

•  

k, اٍ ًوخدـــمـٌ ن مضاؾفاتــــــم  و   أي:  و  مَكن   k ر:ــــحِ من  

 لدًيا من جهة أخرى:و   ،و

   ac b d ac ad ad b d a d c d b a a k n d k n a k d k n
  

                           
     

 

 ،من مضاؾفات  :أي

 

•  

 ، و مٌــــَ  اتــــفــــن مضاؾـــــــم أي              من مضاؾفات  أي: لدًيا:  

                                                     

أي  أو                                                         m b m a k m n    ٌَو م: ، 

 

 

 

, , ,a b c m

 a b n b c n a c n

 a b n c d n  a c b d n  

 a b n c d n a c b d n  

 a b n ma mb n

 a b n k ka b n

 a b n b c nb ac bnn

n a c n

 a b n c d nb ad cn

nn  a c b d n  

 a b n c d nb ad cnb a kn 

d c k n 

ac bdn

 a b nb an m b an ma mb n

b a kn  ma mb mn
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•  

 ا:و لدًي أي من مضاؾفات أي:  لدًيا:   

 

 .، أي:مضاؾفاتمن   أي

 

 :نثية الاس خـلٌل ثس َعةخاظَة  

, ,a b m و   منn من 
 ٍكون: *

 . مـياٍ  

 

 إزحات:

 a b n  ٍمـياa b k n  مؽ k   و لدًيا ، a b m n k n m n k m n     .و بامخالي صة الخاظَة ، 

 

 ثعحَلي:تمرٍن 

 ، ؿددان ظحَـَان حِر: 

 ،ؿلى ددـــــ/   أ( ؿين باقي املسمة الاكوَدًة نوـ0

 ، ن أن:ــــــــب( تِ    

 ،، جرر إخاتخم9مذوافلان تتردًد   و حـ ( ُل    

 ؟9ؿلى  و باقي كسمة امـددــــــأ( ما ُ  / 2

 . 4ؿلى  ج باقي كسمةــــــــــــــب( اس خًذ    

  

 حـــــــــــل:

0  / 

1428أ(       158 9 6a       :3أي امحاقي ُو 

 ، ومٌَ  9من مضاؾفات  أي ب(  لدًيا     

 ،أي:  دنا: ـــــــلأهيا وح 1ُو  9ؿلى  في حين باقي كسمة ،3ُو  9ؿلى  باقي كسمةمن أ(  لا:  ج(    

 

2/ 

 ،:و بامذـــــــــــــالي  و مٌَ أي: و مٌَ ا:ــــــأ( لدًٌ 

 ،3ُو:  9ؿلى   أي باقي كسمة

 ا:ــــــــــــــــــــــــــــــــــلدًٌب( 
2 9 7a b k   حِرk   ــو م  ون:ــو ن   يَــــ 3 2k    

 .0ُو  4ؿلى  باقي كسمةفإن 

 

 

 a b nb anb a kn 

     1 2 1 1 2 1k k k k k k k kb a b a b b a a k b b a a n     



         

k kb an k ka b n

 a b n  a b mn n 

,b a1428 , 2006a b 

a9

 1 9b  

ab

 2a b

 2a b

2006 2007 1 223 9 1b       1b   1 9b  

ab 1 9b   8 9b 

 8 9b  2 64 9b  2 1 9b   2 6 1 9a b   2 7 9a b 

 2a b

 2 3 3 2 1a b k   

 2a b
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في تـغ ات ــــالموافل لاـــاس خـم 

 ارٍن.ـــــــــــاهتم

 

 ثم مهمةمحاولا
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 :أخرى ؿلى أؿداد ظحَـَة ةمة أؿداد هحي يمكن اس خـلٌل الموافلات في ثـَين تواقي كس( 0

 

 :10اهتمرٍن 

 ،:لىـــــــــــــُو باقي كسمة الأؿداد الآثَة ؾ أ( ما

 . :3و باقي كسمة الأؿداد الآثَة ؿلىب( ما ُ

 

 حـــــــــــــل:

 أ( 

 ظرًلة أولى:*

 ، :الموافلات خواصو مٌَ و حسة  أي:  3ُو:  3ؿلى  باقي كسمة

لأخل ُذا:  ،3ؿلى ( مؽ:) ميدرس تواقي كسمة ، 3أو  3أو  3أو  4أو  2أو  0و: ُ 3و لما كان باقي كسمة أي ؿدد ؿلى 

 05 1 7  و  و 25 25 4 7  و  و و  و 

 إذن نميز الحالات:

 ،ون:ــــــــــــــٍك من أخل:  •

 ،كون:ــــً من أخل:  •

 ٍكون: من أخل:  • 6 2 6 25 5 5 4 7k k   ، 

 ،ٍكون: من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 "،الدورــ "ت 3 ، لأخل ُذا وسميمراحل 3هلاحغ أن امحاقي ًخكرر كل 

 .4أي امحاقي ُو   ، أي الحالة الأخية المذهورة ساتلا و مٌَ: و لدًيا:

 ظرًلة ثاهَة: *

 و   112 5 7 و  212 4 7 و  312 6 7 و  412 2 7 3دور ـإذن ام و  و، 

 ،ون:ــــــٍك ان:ــــــأي إذا ن •

 ،ون:ـــــٍك إذا كان:  •

 ،ٍكون: إذا كان: •

 ،ٍكون: إذا كان: •

 ،ٍكون: إذا كان: •

 ،ٍكون: إذا كان: •

 .4امحاقي ُو و مٌَ 

 

 ، ميححر ؿلى الدور:nحسة كيم: 3ؿلى  قي كسمةهلوم تدراسة با إذن ،أي: لدًيا: *

 03 1 7 ــــــــــ،  و م3ٌأي الدور   و  و و  و و و:َ 

7   
1450 500 2003772 , 4000 ,12

       
2003 200 2003 3000

17 , 8 , 15 , 10

12 12 5 7 2003 200312 5 7

5n
n

 15 5 7 35 6 7 45 625 2 7  55 3125 3 7  65 15625 1 7 

6 ,n k k    6 65 5 1 7
k

k  

6 1,n k k   6 1 65 5 5 5 7k k   

6 2 ,n k k  

6 3 ,n k k   6 3 6 35 5 5 6 7k k   

6 4 ,n k k   6 4 6 45 5 5 2 7k k   

6 5 ,n k k   6 5 6 55 5 5 3 7k k   

2003 333 6 5   200312 3 7

 012 1 1 7  512 3 7 612 1 7

6 ,n k k    6 612 12 1 7
k

k  

6 1,n k k   6 1 612 12 12 5 7k k   

6 2 ,n k k   6 2 6 212 12 12 4 7k k   

6 3 ,n k k   6 3 6 312 12 12 6 7k k   

6 4 ,n k k   6 4 6 412 12 12 2 7k k   

6 5 ,n k k   6 5 6 512 12 12 3 7k k   

 4000 3 7 500 5004000 3 73n

 13 3 7 23 2 7 33 6 7 43 4 7 53 5 7 63 1 7
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 ،ون:ــٍك ل: ـــــــــــــمن أح •

 ،ون:ـــٍك من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

 .:امثاهَة أي نحن في الحالة و لدًيا:

 

 ،من أخل كل 3ؿلى  ميدرس باقي كسمة أي: لدًيا: *

 :4فالدور   و و و 

 ،ون:ــــــــٍك ل: ـــــــــمن أح •

 ،ون:ـــٍك من أخل:  •

 ،ٍكون: من أخل:  •

َـــــــــــ، و مٌا:ــــــــــــو لدًٌ 1450772 2 7. 

 

 ب( 

 :من nمن أخل كل 3ؿلى  ،   ميدرس باقي كسمةأي:  لدًيا: *

 04 1 6  إذن من أخل كل و و  و  وn من*:  

. 

 

 :ة كيمــحس 3ؿلى ، ميدرس باقي كسمة و مٌَ: لدًيا: *

 03 1 6  أي:ظحَـي غي مـدوم أي من أخل كل و و  ، 

 

 :nحسة امـدد امعحَـي ؿلى ميدرس باقي كسمة أي: لدًيا: *

 و و و و و 

 ، فإن: أي إذا كان:

 ،و مٌَ: فإن: و إذا كان:   

 ،و مٌَ: و هون

 

 ــو م  *  :nة كيمـــــحس 3ؿلى درس باقي كسمةـ، مٌ يَ:ـــــ

 خين:م ،  إذن نميز الحا2فالدور و و 

 ،فإن: إذا كان: •

 ،أي: و هون:  ،فإن: إذا كان: •

6 ,n k k    6 63 3 1 7
k

k  

6 1,n k k   6 1 63 3 3 3 7k k   

6 2 ,n k k   6 2 6 23 3 3 2 7k k   

6 3 ,n k k   6 3 6 33 3 3 6 7k k   

6 4 ,n k k   6 4 6 43 3 3 4 7k k   

6 5 ,n k k   6 5 6 53 3 3 5 7k k   

500 83 6 2   5004000 2 7

 772 2 7 1450 1450772 2 72n
n

 02 1 7 12 2 7 22 4 7 32 1 7

3 ,n k k    3 32 2 1 7
k

k  

3 1,n k k   3 1 3 12 2 2 2 7k k   

3 2 ,n k k   3 2 3 22 2 2 4 7k k   

 1450 3 483 12 2 2 7  

 10 4 6 3000 300010 4 74n

 14 4 6 24 4 6 34 4 6 44 4 6 4 4 6n 

 300010 4 6

 15 3 6 2003 200315 3 63nn

 13 3 6 23 3 6n 3 3 6n  200315 3 6

 8 2 6 200 2008 2 62n
6

 02 1 6 12 2 6 22 4 6 32 2 6 42 4 6 52 2 6

*2 ,n k k  22 4 6k 

2 1,n k k   2 1 22 2 2 4 2 6k k     2 12 2 6k  

 200 2 100 2008 4 6

 17 5 6 2003 200317 5 65n

 05 1 6 15 5 6 25 1 6

2 ,n k k  25 1 6k 

2 1,n k k   2 15 5 6k   2003 2 1001 1  200317 5 6
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 :21اهتمرٍن 

 ،مَكن امـدد امعحَـي

 ،تحلق أن --/  أ0

 ،4ؿلى  اس خًذج باقي املسمة الاكوَدًة نوـدد -ب    

 ، تين أن: -ج    

 ،4ؿلى  ، تواقي كسمة امـدد.  أ( أدرس، حسة كيم امـدد امعحَـي2

 .   حِر: ب( ؿين كيم امـدد امعحَـي  

 

 حـــــــــــل:    

0/ 

 ،أي: لدًيا:  --أ 

 و مٌَ: أي: لدًيا: -ب 22 4 0 3a  ،  

 ،1ُو  4ؿلى  وس خًذج أن باقي املسمة الاكوَدًة نوـدد  

َــــو مٌ أي: أي:  حسة خواص الموافلات لدًيا: لدًيا -ج 

 ، و مٌَ: 

2 . 

 :ؿلى، تواقي كسمةأ( دراسة حسة كيم 

 ،و مٌَ :من أخل •

 ،:من أخل •

 ، 2الدور ،  :من أخل •

امحواقي هي:  لٍوؿة مٌَ،  و فرديا إذا كان 2و  ازوحِ إذا كان  0هي:  ؿلى و مٌَ باقي كسمة 1,2 ، 

 ردي،  ـــــف من أخل و ، مما س حق يمكن نخاتةحِر:  ب( ثـَين كيم امـدد امعحَـي

  و من خواص الموافلات لدًيا:  أي:

 هي امليم امفردًة. امليم المعووتة مــفو بامخالي  و مٌَ: ازوحِ إذا كان و

 :41اهتمرٍن 

 ،3ؿلى باقي كسمة ة كيم امـدد امعحَـيـــــــــدرس حساأ(   - 0

 ،3ؿلى  ، :نامـددٍب( ؿين باقي كسمة كل من     

 .3املسمة ؿلى  هكي ًلدل امـدد ؿين كيم امـدد امعحَـي   - 2

 

 حــــــل:

 ميححر ؾن الدور: - 0

 ،3دور ـــــــإذن ام و و و  و و و 

 و مٌَ الحالات امخامَة:

 ،فإن: إذا كان: •

25a 

 1 3a 

22 4a 

 360 5 2 3a  

n5n

n 25 0 3n a 

25 8 3 1a     1 3a 

 2 1 3a  22 2 3a 

22 4a 

 1 3a  360 1 3a   360 5 1 5 3a    360 5 4 3a   

 360 5 1 3a    360 5 2 3a  

n5nn

0n 
05 1 05 1 3

1n  15 5 2 3 

2n  25 25 1 3 

5n
3nn

n 25 0 3n a  2 1 3a  5 2 3n n

 2 15 1 3k    2 1 25 0 3k a  

 5 1 3n n 25 2 3n a n

n17n

201417196236 17

n6 3 25 17 2 17n n   

 017 1 7 117 3 7 217 2 7 317 6 7 417 4 7 517 5 7 617 1 7

6 ,n k k  617 1 7k 
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 ، فإن: إذا كان: •

  ،فإن: إذا كان: •

  ،فإن: إذا كان: •

 ،فإن: إذا كان: •

 ،فإن: إذا كان: •

 . nمن أخل كل ؿدد ظحَـي 3، 3،  3،  4،  2،  0ُو  3ؿلى  و مٌَ باقي كسمة

2014•ب(  335 6 4   :أي  20147 4 9 ٌَ3امحاقي ُو  و م، 

 ،2امحاقي ُو:  و مٌَ  أي:  و  •     

 ،و بامخالي:  و مٌَ: لدًيا: - 2

 ميفر  و ُذا اؾتمادا ؿلى المياكضة امساتلة: 

 ،إن:ــــــف إذا كان:  *

 ، ، أي:فإن: إذا كان:  *

 ،فإن: إذا كان:  *

 ، ،فإن: إذا كان:  *

 ،أي:  ، فإن: إذا كان:  *

 ،،أي:  فإن: إذا كان:  *

 .:هي امليم المعووتة في هط امسؤالأن من ُذٍ المياكضة وس خًذج 

 :31اهتمرٍن 

ن أهَ من أخل كل ؿدد ظحَـي  :جرُ

 ،03ًلدل املسمة ؿلى  أ(    

   ،3مة ؿلىـــــــــــاملس ًلدل ب(   

 .9ات ــــــــــــمن مضاؾف ج(    

 حـــــــــــل:

 :مٌَ و لدًيا: أ( مَكن

  2 1 3 13 5 2 15 8 2 8 17n n n n        :أي  2 1 3 13 5 2 17 8 17n n n     

 ،:و مٌَ

 :مَكنب( 

 ،  لأخل ُذا نميز الحالات:3أو  4أو  2أو  0أو  1ُو:  3ؿلى  هـلم أن باقي كسمة كل ؿدد ظحَـي

فمن امواضح أن 3من مضاؾفات  إذا كان • 4 1n n   4غ أنـــــــــــــ، )لاح 3من مضاؾفات 1n  ِـي(ـــــــؿدد ظح، 

  و من خواص امضرب في الموافلات نجد: و مٌَ فإن: إذا كان: •

 ، أي: و مٌَ:  فإن: إذا كان: •

 ، أي:  و مٌَ: فإن: إذا كان: •

 . أي:  و مٌَ: فإن: إذا كان: •

6 1,n k k   6 117 3 7k  

6 2 ,n k k   6 217 2 7k  

6 3 ,n k k   6 317 6 7k  

6 4 ,n k k   6 417 4 7k  

6 5 ,n k k   6 517 5 7k  

17n

1962 327 6  36 2 17 196236 17 2 1 7  

 6 317 6 7n  6 35 17 2 7n   6 3 2 25 17 2 17 2 2 17 17n n n       

2 6 ,n k k   22 2 17 4 7n  

2 6 1,n k k    22 2 17 8 7n   22 2 17 1 7n  

2 6 2 ,n k k    22 2 17 6 7n  

2 6 3 ,n k k    22 2 17 14 7n   22 2 17 0 7n  

2 6 4 ,n k k     22 2 17 2 8 7n    22 2 17 3 7n  

2 6 5 ,n k k     22 2 17 2 10 7n    22 2 17 5 7n  

6 1,n k k  

n

2 1 3 13 5 2n n  

 4 1n n 

7 3 1n n 

n      2 1 3 13 5 2 15 25 2 8 15 8 2 8 17
n nn n n n        

 2 1 3 13 5 2 0 17n n   

n

n

n

 1 5n  4 1 5n  4 1 0 5n     4 1 0 5n n  

 2 5n  4 1 5n  4 1 0 5n     4 1 0 5n n  

 3 5n  4 1 5n  4 1 0 5n     4 1 0 5n n  

 4 5n  4 1 5n  4 1 0 5n     4 1 0 5n n  
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 ،فإن من nأي من أخل كل

 :9ؿلى  ج( ميدرس تواقي كسمة

 : 4الدور  و و  و  

 ٍكون: لــــــــــمن أح • 37 1 9k ، 

  ،ون:ــٍك من أخل •

 ، ٍكون: من أخل •

 هنميز الحالات امخامَة:

 ، أي: ون:ـــــــــٍك *

 ،أي: ون:ــٍك *

 ، أي: ٍكون:  *

 . ٍكون: إذن من أخل كل ؿدد ظحَـي

 

 :31اهتمرٍن 

 ،3ؿلى  تواقي كسمة امـدد حسة كيم امـدد امعحَـي درسا( 0

 ،3ؿلى  ؿين باقي كسمة امـدد  -(   أ 2

ن أهَ من أخل كل ؿدد ظحَـي -ب       ،:جرُ

 .بحَر: داد امعحَـَةــــــــ( ؿين لٍوؿة الأؾ4

 حــــــــــــــــــل: 

و  و  (0 23 2 7   و      و     و    و

، 

 ،  و مٌَ الحالات امخامَة:3الدور           

 : من kمن أخل كل •

•، 

•، 

•، 

•، 

 .مؽ: •

2014لدًيا:  -أ   2 6 335 4   :أي  20143 4 7، 

 لدًيا: مَكن -ب       
2

6 1 12 3 6 1 12 2 6 1 6 12 3 3 2 3 3 3 2 3 3 3 6 3 9 7k k k k k k                    

ومٌَ: 6 1 12 32 3 3 0 7k k    

 ،لدًيا:  امتي تجـل: ( المعووب إيجاد كيم4

 ، لأخل ُذا نميز الحالات: حِر: من امـحارة الأخية ٍكفي إيجاد كيم

  ًوخد:  •

   4 1 0 5n n  

7n

 07 1 0 9  17 7 7 9  27 49 4 9  37 343 1 9 

3n k

3 1n k  3 17 7 9k  

3 2n k  3 27 4 9k  

3n k  7 3 1 1 9 1 9n n k     7 3 1 0 9n n  

3 1n k   7 3 1 7 9 3 1 9n n k      7 3 1 0 9n n  

3 2n k   7 3 1 4 9 6 1 9n n k      7 3 1 0 9n n  

n 7 3 1 0 9n n  

n3n

20143

k 6 1 12 32 3 3 0 7k k   

n 1 6 22 3 3 1 0 7n n    

 03 1 7 13 3 3 7  33 27 6 7  43 81 4 7  53 243 5 7 

 63 729 1 7 

 63 1 7k 

 6 13 3 7 ,k k  

 6 23 2 7 ,k k  

 6 33 6 7 ,k k  

 6 43 4 7 ,k k  

 6 53 5 7k  k 

k 

n 1 6 22 3 3 1 0 7n n      1 6 2 12 3 3 1 2 3 3 7n n n       

n 12 3 3 0 7n  

1 6 ,n k k   62 3 3 5 7k  
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 ، أي: ًوخد:   •

 ، أي: ًوخد:   •

 ، أي: ًوخد:   •

 . أي: ًوخد:   •

 .امليم المعووب هي:فأي 

 

a( يمكن أن وس خـمل الموافلات لحل المـادلات من امضكل2 x b y c  :حِر, ,c b a ذات المجِومين امعحَحينمن  ،: 

 

 :31اهتمرٍن 

 ،:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

  ،:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

 .:ينالمـادلة ذات المجِوم حل في المجموؿة •

 حـــــــــــــل: 

 ــو م ، 2 فيأي المـادلة الأولى ثلدل حوولا من امواضح أن •  إذن:  يَ:ــــــــــــ

 لدًيا:

 ،-0أو   0: َ مؽ مـاملئكسمة خداهححر ؾن ؿدد ٍكون باقي ما ؿادة و 

  و مٌَ:  أي: و مٌَ نجد:  في مثاميا

 أي:  و ؾيد امخـوًغ في المـادلة نجد:

 ،أي: 

  :أو

 ، و مٌَ نميز الحالات:3أو  3أو  3أو   3أو  4أو   2أو   0أو  1ُو:  ؿلى هـلم أن باقي كسمة أي ؿدد صَح

 َ:ـو مٌ 

 و مٌَ:  

  َـــو مٌ 

 َـو مٌ 

  و مٌَ: 

  و مٌَ:  

   و مٌَ: 

  َ:ــو مٌ 

 . بامخـوًغ نجد:  إذن:

 :و مٌَ  و لدًيا: مؽ ملاحؼة أن حكافئ المـادلة •

 َ:ـو مٌ 

 و مٌَ:  

  :َـو مٌ 

1 6 1,n k k     6 12 3 3 6 3 7k     6 12 3 3 2 7k   

1 6 2 ,n k k     6 22 3 3 4 3 7k     6 22 3 3 0 7k   

1 6 3 ,n k k     6 32 3 3 12 3 7k     6 32 3 3 1 7k   

1 6 4 ,n k k     6 42 3 3 8 3 7k     6 42 3 3 4 7k   

6 1,n k k  

,x y

2 ,x y5 8 3x y 

2 ,x y20 45 5x y 

2 ,x y6 8 9x y 

 5;8 1PGCD 5 3 8x y  5 3 8x 

x

 3 5 9 8x  15 1 8x  1 8x 8 1,x k k    8 7 ,x k k  

 8 5 8 7 3 40 35 3 40 32y k k k       

5 4y k    ; 8 7;5 4 ,x y k k k   

x8

 0 8x  5 0 8x 

 1 8x  5 5 8x 

 2 8x  5 2 8x 

 3 8x  5 7 8x 

 4 8x  5 4 8x 

 5 8x  5 1 8x 

 6 8x  5 6 8x 

 7 8x  5 3 8x 

8 7 ,x k k  5 4y k 

20 45 5x y 4 9 1x y  4;9 1PGCD  4 1 9x 

 0 9x  4 0 9x 

 1 9x  4 4 9x 

 2 9x  4 8 9x 
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 :َـو مٌ 

   َ:ـو مٌ 

   َ:ـو مٌ 

   َ:ـو مٌ 

 7 9x  ٌـو م:َ  

 8 9x   :ٌَو م 4 5 9x  

 َ: ـــــو مٌ د:ــــــادلة نجـؾيد امخـوًغ في الم إذن: 

 ،أي:  :بامخاليو    

 .، و ُذا كاف نولول أن المـادلة لا ثلدل حوولا في9لا ًلس   2هكن  لدًيا: لدًيا: •

 من ؿولٌء امـرب:

 

 

 
 

 3 9x  4 3 9x 

 4 9x  4 7 9x 

 5 9x  4 2 9x 

 6 9x  4 6 9x 

 4 1 9x 

9 7 ,x k k   9 4 9 7 1y k  

9 9 4 27y k  4 3y k    ; 9 7;4 3 ,x y k k k   

6 8 9x y  6;8 2PGCD 
2
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 :ثامنأُداف الدرس ام 

 داد.ـــــــــــــــــامخـ •
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 :امثامنالدرس 

 تمَِد:

 عاصـــــاز اهكمحَوحر الذي ثـتمد خل أؾلٌميا امَوم ؿوََ، و لاتد أن كل مس خـمل له ؾيد احذكانَ تأُل الاخذــجهٌس خخدم من مٌا لا 

 ًـتمد ؿلى اميؼام امثيائي، أهَ دركً -ذا الجِاز ها اًةأكعد من له در  - 

 هكن ما ُو اميؼام امثيائي؟

 

 من امذــــــــــــــــاريخ:

ـغ فعومِا في تـ ًضغلة في نخة تاريخَة و امتي ً  ــمـروفريخَا إلى اموراء، بامضحط إلى حضارات امسؤال دؾيا هـود تا نوجواب ؾـن  

 امرياضَات،في في ص تى امـووم بالأخط ، أو ما أضافذَ ُذٍ الحضارات لمَدان امـوميبا

 الحضارة امحاتوَة:

 ــد مِذٍ الحضارة سذ ـــــام امـــــــــــــــكان هؼ  ،ماتة الأركاـــــ  في نذــــــــــــؽ مهـــــــأي أن اموض او موضـَ اعــــــــمخخو ؾشريا ايَـــ ِ ــــــــ

 الحضارة المصرًة:

اك رموز كاهت ثـتمدُا ـــــظحـا ٌُ،  ة كل ؿدد اؾتمادا ؿلىـــكذٍ ـــا أي كان ؾشرًهؼام امـد ؾيدُا 

 الحضارة،

 3، 4، 2، 0، 1فلط هي ركامأ 01لى ــؾ أيد ؿلى اميؼام امـشري تمالحضارة امـرتَة امتي كاهت ث ـ وظولا إلى و غيهم من الحضارات 

 ،3  ،3 ،3 ،1 ، 9. 

    

ذاك ت جس خـمــــــل آهــــــــوز امتي كاهكاهت ثـتمدُا كل حضارة، دون الخو  في امرم نحن هيوي إيجاد ؿلاكة تين كل ُذٍ اميؼ  امتي

 ن.باس خـلٌل الأؿداد المـروفة الآ يـبر ؾنهماس   بمـنى أي

 

 ل:مثــــا

 ،طــــــــــــــفل 01امـدد مل ـــــــــــــــاس ؾشرة  لأهيا وس خــــــــــــالأس ام ذيـــــــــمكذوب في اميؼام امـشري أو اميؼ امـدد   

  ة:ــــو اخذعارا ىكذ لاحغ:

 ،امـشريأركام في اميؼام  01خـلٌل أي كل ؿدد يمكن نخاتخَ باس  ا"، أركام"جسمى  و 01لا ثفوق 2، 0، 3أن المـاملات  ةملاحؼ يمكن

 

 فلط؟  لدًيا:  2تدلالة امـدد  ٍكذة أي ،"2الأساس  "اميؼام ذيُل يمكن نخاتة ُذا امـدد في اميؼام امثيائي أو ح رى     

     

 

2 3 3 3 4 3

4 3 9 3 9 8 7 6 5 4 3 2 0

522 261 2 130 2 1 2 130 2 2 65 2 2 2 65 2 2 32 2 1 2 2 32 2 2 2

16 2 2 2 2 2 2 2 1 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 1 2 0 2 1 2 0 2

                        

                           
 

 طــــــــــفل 0،  1 :لٌـــــــــــن ُـــــلٌل رقمِــــــي باس خـىكذة ؿدد ظحَأن يمكٌيا أي  2هلاحغ نذلك أن المـاملات لا يمكن أن ثفوق 

522و ىرمز نوـدد المكذوب في اميؼام امثيائي تـــــــ 1000001010 نخاتخَ أو نلٌ ًفضل امحـغ: 
2

522 1000001010 . 

 

ية:أساس مخخار،   خفكي في نخاتة أي ؿدد في هؼام ذيًحدو أهَ يمكن ام   إمَم ُذٍ المبُر

 

 

1 2 010 ,10 ,10 , ,10 ,10n n n 

522

0 0 2 2 2 2 2522 10 10 10 10 10 10 10 10 10        0 1 2522 2 10 2 10 5 10     
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ية:  مبُر

 ن:، لدًيا الحامخا مؽ: 

 زٍ،ـــــــــافغ ؿلى رمـــــــــــول أهَ رقم و يحـــــــــــو هل، اســــــــــــالأس لا يمكن نذـــــاتخَ في هؼام ذي    ،•

     :اتة وحِدة، أيــــــو ُذٍ اهكذ تدلالة نخاتة الاكوَدًة نلٌ ًؼِر في المثال امساتق باس خـلٌل املسمة ، يمكن •

   تحلق: مؽ 

 ،و

 . أو   و ىكذة:  في اميؼام ذي الأساس و هلول في ُذٍ الحالة أهيا نخخٌا

 

 :01تمرٍن ثعحَلي 

 : 1ثم   3ثم    2 :الأساس م ذا ا من الأؿداد امخامَة في اميؼأنخة كلا

023   ،01   ،29  ،93. 

 حــــــــــــــــل:

•   

 :2 هؼام ثـدادفي  023نخاتة  *

 

 ، أي:

 ،أي: :     3في هؼام امخـداد  023نخاتة  *

 أي: : 1في هؼام امخـداد  023نخاتة  *
8

125 175 ، 

 ، أي:  :2في اميؼام  01نخاتة  * •

 ، أي:  :3في هؼام امخـداد  01نخاتة  *

 ،أي:   :1في هؼام امخـداد  01نخاتة  **

 : 2في هؼام امخـداد  29نخاتة  * •

 

 ،أي:

229: 3داد ـــفي هؼام امخـ 29نخاتة  * 5 4   :29 أي 104، 

 ،أي:  :1داد ـــفي هؼام امخـ 29نخاتة  *

 : 2في هؼام امخـداد  93نخاتة  •*

 

 ، أي:

 ، أي:  : 3في هؼام امخـداد  93نخاتة  *

 .أي:   :1داد ـــــفي هؼام امخـ 93نخاتة  *

,m n0m 

n mnm

n mnm

1 0

1 0

k k

k kn a m a m a m

   
0 1, , , ka a a 0 ka m

 0 , 0;1;2; ; 1ia m i k  

nm
1 0k kn a a a1 0

m

k kn a a a

     

 

2 2 3 2 3 2 4 3 2

4 3 2 5 4 3 2 6 5 4 3 2

125 62 2 1 31 2 2 1 31 2 1 15 2 1 2 1 15 2 2 1 7 2 1 2 2 1 7 2 2 2 1

3 2 1 2 2 2 1 3 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 1

                             

                  

2

125 1111101

3 2125 25 5 5 0 5 0 5 0 1        
5

125 1000

  2125 15 8 5 1 8 7 8 5 8 7 8 5           

 3 418 9 2 2 1 2 2 2      18 10010

18 3 5 3  
5

18 33

18 2 8 2  
8

18 22

     2 2 3 2 3 2 4 3 229 14 2 1 7 2 2 1 7 2 1 3 2 1 2 1 3 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1                           

2

29 11101

29 3 8 5  
8

29 35

       2 2 3 2 3 2 4 3 2 4 3 2 6 4 3 2 194 47 2 23 2 1 2 23 2 2 11 2 1 2 2 11 2 2 2 5 2 1 2 2 2 5 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2                                        

2

94 1011110

  294 18 5 4 3 5 3 5 4 3 5 3 5 4            
5

94 334

  294 11 8 6 1 8 3 8 6 1 8 3 8 6            
8

94 136
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 :21تمرٍن ثعحَلي 

 في اميؼام امـشري: ينامخامَانخة كلا من امـددٍن   

 . و          

 حـــــــــــــــــل: 
3

1 2 3 412112 2 1 3 1 3 2 3 1 3 2 3 9 54 81 149              ، 

. 

 

 ملاحؼة:

 ،نوخخس َط و ُذا يمكن اس خـلٌل املسمة الاكوَدًة نومرور إلى هؼام ما

  في اميؼام امثيائي، لدًيا: 9د ىرًد نخاتة امـد مثال:

  
9 2

1 4 2

0 2 2

0 1 2

1 0

 

أي: 
2

9 1001. 

 من ؿولٌء امـرب:

 

 

 

 

 
 

3

12112
2

10001010

2
2 3 4 5 6 710001010 0 1 1 2 0 2 1 2 0 2 0 2 0 2 1 2 128 8 2 138                   
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 وذحِةـنمتمارٍن 

 حول 

 امفعل امثاني: 
 

 ثم مهمةمحاولا
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 من ؿولٌء امـرب:
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 :10اهتمرٍن 

 ،المـادلة:    ( هـخبر في 0

 ،أو     :تين أن حلا نومـادلة  كاهت امثيائَة  إذا/ أ           

  ،المـادلة  حل في   /ب

( تين أن2 ,PGCD x y 1   ـــــًلس. 

 

 حــــــــــــل:

0 ) 

 ــو م   أي:  اـــــــــــــــلدًٌ ادلةــــــــــــــــلا نومــــــــــح نـــــمَك /أ  يَــــــ

 .3من مضاؾفـــــــــــات  أو  أي   

 :و مٌَ   أو    أي:

 ،أي  و مٌَ  * 

 .*  أو 

 :مِذا نميز الحامخين  أو   فإن من مما س حق تٌُا أهَ إذا كان ب/

  اٍ:ـــــمـٌ :ؾيد امخـوًغ في أي:  • 

 ،  و مٌَ:   :أي

أي:  مـياٍ  :ؾيد امخـوًغ في أي:  •أو 

  

   أو:  :هي حوول المـادلة إذن

 

 

 ادلة:ـــــــــــــــوًغ في المـــــــــــد امخــــــــــــ، ؾٌ مؽ  و   أي: نــــ( مَك2

ون ـــــــــــــــــــــو ن أي:  َ:ـــــــــــــو مٌ 

 2' 2 5d x x y     فإن. 

 

 :12اهتمرٍن 

 ، حِر: و امعحَحينذات المجِومين  هـخبر المـادلة

 ،ثلدل حوولا في تين أن --(   أ0

 ،، اس خًذج حوول المـادلةفإن حلا نومـادلة من أزخت أهَ إذا كاهت امثيائَة  --ب    

 ،3ؿلى  ددـــــتواقي املسمة الاكوَدًة نوـ  ة كيم امـدد امعحَـيـــــــــــحس درس،ا --( أ2

 . و تحلق امتي هي حوول المـادلة من ؿين امثيائَات --ب   
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 حـــــــــــــــل:          

0  ) 

 ،في حوولا و ُذا كاف لأن ثلدل المـادلة  و لدًيا: --أ 

  هون 3اؾفاتـمن مض و مٌَ: أي:  :مـياٍحلا نومـادلة  من مَكن --ب

وًغ ــؾيد امخو   ، أي:حسة خاظَة امخـدي في الموافلات ٍكون: و أي:

 . حِــــــر :و مٌَ حوول المـادلة أي:  في المـادلة نجد

2) 

  و و و و و لدًيا -أ  

 ، 3فالدور و

 الحالات امخامَة: لأخل ُذا، إمَم 

 ،،  مؽو  و و •و •و  •

 .4،  2،  3،  3،  3،  0قي هي: إذن امحوا

 هنميز الحالات امخامَة: -ب 

 ، إذن مؽ: مما س حق لدًيا 

 

 من أخل ُذا نميز الحالات: :و تحلق  حِر kإذن ميححر ؾن كيم

 ، َ:ـــــــــــو مٌ أي: •

 ، أي:  َ:ـــو مٌ أي: •

 َ:ـــو مٌ أي: •  35 3 5 12 3 7k k       :أي  35 3 5 1 7k k   ، 

 ــو م    أي: •  ، أي:   يَ:ـــــــــــــــــــــــــ

 ، و مٌَ:  أي: •

 و مٌَ: أي:  •  35 3 5 9 4 7k k      :أي  35 3 5 6 7k k     ، 

 ،مؽ:

 ، مؽ إذن امليم المعووتة هي:

 . :و في امخالي

  ًلول امضاؾر: 
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 :14اهتمرٍن 

 ،3ؿدد ظحَـي أنبر من  

  و  ؿددان ظحَـَان حِر: و /0

 ؟ و ما هي امليم الممكٌة نولاسم المضترك الأنبر نوـددٍن -أ   

 ،3مضاؾفا نوـدد  إذا و فلط إذا كان 3من مضاؾفات  و تين أن امـددٍن -ب 

 ،امتي ٍكون من أخوِا ؿين كيم -ج 

 حِر: و  / هـخبر امـددٍن امعحَـَين2

  و    

  ،ًلدل املسمة ؿلى و  من امـددٍن تين أن كلا -أ

 .: ةــو تدلام  ــــــــــــؿين ثحـا ملِ -ب 

 

 حـــــــــــــــل:

0 / 

 ،و مٌَ: أي  و  و مٌَ:  هضؽ -أ 

 إذن:

 ا:ـــــــــلدًٌ -ب 0 7a  ٌأي: مـــــــــياٍ  حكـــــــــــــــــافئ اٍ:ـــــــمـ، 

 و ُذا إزحات نوخكافؤ.

 و لدًيا نذلك: 0 7b  أو  2أو  0أو  1ُو:  3ـي ؿلى ــ، هـلم أن باقي كسمة أي ؿدد ظحِمـياٍ ٍكافئ

   أي: هي: قــــــــــــــة امتي تحلــــــداد امعحَـِــــــــــالأؾفو مٌَ  ،3أو  3أو  3أو  4

 .مـياٍ:

 يم المعووتة:ــــامل، نجد  3نوـدد  مضاؾف ا س حقــة مـــــــــو حس 3من مضاؾفات  و مـياٍ   -ج
  

 *5 7 , 1n k k     :أي  *7 5 , 1n k k   . 

5nخل كلأأ/ ؾيد إحراء املسمة الاكوَدًة نجد: من   /2  ، 

           و                           

 
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و  ب/ مما س حق لدًيا:  5 2q n n   :ٌَو م 

                   , 5 2 , 5 2 3 5 2 , 2 3 5 ,PGCD p q PGCD n n n n n PGCD n n n PGCD a b             
 و حسة دراسة ساتلة: 

 ، و في ُذٍ الحالة  مـياٍ: 

5n،   أي: ون:ــــــــــــٍك و إذا كان . 

n
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 :13اهتمرٍن 

 ،: و هـخبر المـادلة ذات المجِومين امعحَحين

 ،حل نومـادلة ثأند أن امثيائَة -(   0

 ،حل المـادلة -      

 ــامعح  ائَاتــــــــ( ؿين امث2ٌ  ، ادلة:ــــــول المــــــحوَحة ــــ

 ن.مرتـان تاما  و أن ، بحَرحوول المـادلة ( اس خًذج امثيائَات4

 

 حــــــــــــــل:

0 ) 

 .حل نومـادلة امثيائَة أي لدًيا:  *   

   * 

ا ـــــ فيمأومَين 9و  و هون ؾيد امعرح نجد: و   لدًيا:

 . و  :ٍكونتُنهملٌ 

 أو:

ون:ـــــــا ٍكــــ فيما تُنهممأومَين 9و  نو لما كان امـددا و مٌَ: أي:  لدًيا    

 َ:  ـــــــــــو مٌ دــــؾيد امخـوًغ في المـادلة نج حسة غوص،  و مٌَ 

14 و بامخالي:   35y k  ٌَالحوول المعووتــــة و م:   1 1 1; 9 1;4 35 ,x y k k k   . 

2 ) 

ميححر  ؿلى امثيائَات ;a b 2من : 

 و مٌــــــــــَ الحــــــــــــــــــــالات امذـــــــــــــــــــــــامَة:   لدًيا:

 ،أي: ـوًغ نجدــــــــــــو ؾيد امذ و مٌَ: ؾيد الدؽ نجد: •

 ،و مٌَ: ـوًغ نجدـــــــــــــــــــؾيد امذ  و مٌَ: ؾيد الدؽ نجد: •

 أي امثيائَات المعووتة هي:                80,53 , 80,53 , 80, 53 , 80, 53 , 10,3 , 10,3 , 10, 3 , 10, 3        . 

4) 

 .( لدًٌـــــــــــــــــــــا2من 

 ًلول امضاؾر:
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 :13اهتمرٍن 

 ؿدد ظحَـي. و 0ؿدد ظحَـي أنبر تماما من  

 ،بامضكل:  هؼام امخـداد ذي الأساسـي ٍكذة في ؿدد ظحَ 

 ،إذا ؿومت أن حرتط تينلاكة ــــــــــد ؾــــــــــــثم أوح أوشر امـحارة ( أ/ 0

 ،داد امـشريـــــــــام امخــــــــــــفي هؼ ددـنخة ثحـا لذلك امـا، ثم 02ؿدد أولي أظغر من  إذا ؿومت أن  احسة ب/

 313دد ـــــــــــــــــــ  امــــــــــــَة امتي مرتـاتها ثلسن الأؿداد امعحَ ـــــــــؾِ   (  أ/2

 .امتي تحلق:  حِر: و  امعحَـَينامـددٍن ؿين   ب/   

 حـــــــــــــــــل:

 ،، أي:في اميؼام ذي الأساس 

 أي:  ا:  ـــــــــــــــــــــــــــو لدًٌ ا:ــــــــــــــــلدًٌ  (  أ/0

2أي :و بامخالي  َ:ـــــــو مٌ  1x y ، 

ن ــــم  أو أو أو  أو أي: 02دد أولي أظغر من ـــــــــؾ  ب/

 :و  أو و  أو و أو و أي: ثلدل حوولا في المـادلات امساتلة مــــن

 نميز الحالات:

 ،ون:ــــــٍك *،    ٍكون: *،    ٍكون: *،     ٍكون: *

 ،ون:ــــٍك *

 

 إلى خداء ؾوامل أومَة: 313ميحول امـدد  (  أ/2

 

 

 ،2و  0: هي  313 و مٌَ الأؿداد امعحَـَة امتي مرتـاتها كاسمة مــ 

 

 

نمَك  لدًيا:ب/   ,PGCD a b d 1حِــــرd  :دـو مٌَ ًوح' , 'a b و ر:ـــحِ من  

 :ـل ؿلى الدلةٌحعف  :س حق نجدو مما  و   إذن:  و مٌَ: مؽ:

و تدراسة كل حالة  أي:  

 .و مٌَ: نجد امليمخين ؿلى حدة

xy

Ax5566A 

  25 6 1x x ,x y  25 6 2 2A x y  

,x yxA

aba b
2 2

32

584

a b

a b

 


 

5566A x3 25 5 6 6A x x x   

  2 3 25 6 1 5 5 6 6x x x x x       25 6 2 2A x y  

     2 25 6 1 5 6 2 2A x x x y     1 2 2x y  2 1 0y x  

x2 1 2y  2 1 3y  2 1 5y  2 1 7y  2 1 11y  

1y 3x 2y 5x 3y 7x 5y 11x 

2x 78A 3x 204A 5x 786A 7x 2008A 

11x 7332A 

3

584 2

292 2

146 2 584 2 73

73 73

1

  

2 2

32

584

a b

a b

 


 
a dab db

 ; 1PGCD a b  
 

 2 2 2

32

584

d a b

d a b

  


  

32d
2 584d2d 

2 2

16

146

a b

a b

  

  

16 0 15 1 14 2 13 3 12 4 11 5 10 6 9 7a b                 

   ; 11;5a b     ; 22;10a b 
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 :13اهتمرٍن 

                              :أؿداد ظحَـَة غي مـدومة وتحلق  .0

 :أزخت أن   ; ;PGCD a b PGCD b d ، 

     و       :أؿداد ظحَـَة حِر  .2

  تين أن: •

 . املاسم المضترك الأنبر نوـددٍن  ؿين ثحـا مليم 

 

 حـــــــــــل:

 :و  .   لدًيا0

d,كاسم مضترك تين Dمن امـلاكة امساتلة ًخخين أن تين مضتركا  كاسلٌ Dمَكن * bو بامـكس إذا كان ،D ٌتركاــــمض كاسل 

d,تين b ُذا اؾتمادا ؿلى امـلاكة امساتلة دوما،و  فِو كاسم مضترك تين 

d,هي هفسِا لٍوؿة املواسم المضترنة تين إذن وخدنا أن لٍوؿة املواسم المضترنة تين b ٌر الأنبر ـــــــهفس امـيع، و بامخالي فوِل

 :و ُذا كاف هكذاتة   ; ;PGCD a b PGCD b d، 

 

 :ؿلى املسمة الاكوَدًة نوـدد ميجر . 2

 

 و من امسؤال امساتق لدًيا:  أي:

 و . ه . م                                    و مٌَ: و لدًيا:

 

 الحامخين:نميز أخيا و من المساواة المحعل ؿويها  •

 ، و بامخالي:    */

 و مٌَ: أي:   */

، 

 ،أو  أي: 4 و مُس من مضاؾفات 2من مضاؾفات  */

 ،4أن ٍكون من مضاؾفات  ، لأن حدوث ُذا الأخي ًوزم3مُس من مضاؾفات يمكن ملاحؼة أن

 

 

 أي:  4ؿدد فردي و مُس من مضاؾفات   */

. 

, , ,d c b aa bc d 

, ,b a n3 23 7 9 12a n n n   23 6b n n  

   ; ;6PGCD a b PGCD n

n,b a

a bc d 

,a b

,a b

,a b

ab

 

 

3 2 2

3 2

2

2

3 7 9 12 3 6

3 6 2

6 3 12

6 2 12

n n n n n

n n n n

n n

n n

n

    

   

 

  

   3 2 23 7 9 12 3 6 2n n n n n n n           ; ;PGCD a b PGCD b n

 23 6 3 1 6n n n n       ; ;6PGCD a b PGCD n

6 ,n k k        ; ;6 6 ;6 6 ;1 6 1 6PGCD a b PGCD n PGCD k PGCD k     

 3 2 1 ,n    6 3n  

        ; ;6 3 2 1 ;6 3 2 1;2 3 1 3PGCD a b PGCD n PGCD PGCD        

n 2 3 1 ,n     2 3 2n  

nn

   
    

    

2 3 1 ;6 2 3 1;3 2
; ;6

2 3 2 ;6 2 3 2;3 2

PGCD PGCD
PGCD a b PGCD n

PGCD PGCD

 

 

    
  

   

n

   ; ;6 1PGCD a b PGCD n 
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 :31 اهتمرٍن

 ، امخفاضوَة:( حل المـادلة 0

  ،، ؿين ؾحارةالحل الخاص نومـادلة امخفاضوَة الذي يحلق ( وسمي2

  ،ؿدد ظحَـي (4

 ،ددـــنوـ 3دًة ؿلىـــــــــــــة الاكوِـــــــادرس تواقي املسم -أ   

 ،نوـدد 3اس خًذج باقي املسمة الاكوَدًة ؿلى -ب 

 ، المجموع: ( أ(  احسة، تدلالة3

 .3املسمة ؿلى حل من أخوِاـــ امتي ًل  ب(  ؿين كيم امـدد امعحَـي  

 حـــــــــــــل:        

 0)    ln2
2

x xy x C e C  مؽx ، 

 ، و مٌَ: أي: ( لدًيا:2

 :الحالات و مٌَ ،و و  و (   أ/4

3انــــإذا ن • ,n k k  ون:ــــــٍك،  

3إذا كان  • 1,n k k  :ٍكون،  

3إذا كان • 2 ,n k k   :و بامخالي امحواقي هي:  ٍكون 1;2;4 

 و بامخالي امحاقي مـدوم،  لدًيا: ب/

  (  أ(   3

 أي:   مـياٍ: ب(  لدًيا:
*3 1,n k k   . 

 

 :11اهتمرٍن 

 ،ؿددان صَحان  ، حِر: . هـخبر المـادلة:0

 ،3ـدد مضاؾف نوـ فإن حلا نومـادلة أ( تين أهَ إذا كاهت امثيائَة

 ،ب( حل المـادلة

 ،9ؿلى  تواقي املسمة الاكوَدًة نوـدد  . ادرس حسة كيم امـدد امعحَـي2

 ،9ة ؿلى ـــــاملسم بحَر ًلدل امـدد  . ؿين كيم امـدد امعحَـي4

  ، . هضؽ من أخل كل ؿدد ظحَـي3

 ،9ًلدل املسمة ؿلى  أ( تحلق أن  

 ،ؿددان صَحان  ، حِر: :ذات المجِومين ب( حل المـادلة: 

 .ؿددان ظحَـَان، مؽ  و ، حِرحل ج( ؿين امثيائَة 

 

  حــــــــــل:

 :اٍـــــمـٌ ة: ـــــنومـادم حل أ(  65 2009 7 7 287y x x    287ونـــــــو ن x 

ٍكون ، من 7 65 y 3من مضاؾفات  أي: أومَان فيما تُنهملٌ إذن حسة غوص:  65و و هـلم أن، 

 ln2y y 

f 0 1f  f x

n

2n

 2009 4f 

n     0 1nS f f f n   

n
nS

 0 1f 1C   2xf x 

 02 1 1 7  12 2 7 22 4 7 32 8 1 7 

 32 1 7k 

 3 12 2 7k  

 3 22 4 7k  

   2009 2 669 3 2 22009 4 2 2 2 2 0 7f       

      1 10 1 1 2 2 2 1n n

nS f f f n          

 12 1 0 7n   12 1 7n 

 7 65 2009 1x y ,y x

 ,x y 1y

 1

n2n

n62 3 2n n 

n
62 1n

nu  

nu

     1 27 126567 2u x u y  ;x y,y x

 0 0;x y 20x0y0 25y 

 ,x y 7 65 2009 1x y 

77 yy
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أي: ؾيد امخـوًغ في المـادلة نجد ب( مما س حق يمكن نخاتة:

 ، :الحوول المعووتة أي 

و  .    2 12 2 9 و 22 4 9  و  و  و و  

 ، إذن الحالات امخامَة:3أي الدور 

•6 ,n k k   ون: ــــــــٍك 

•6 1,n k k   ون:ــٍك 

•6 2 ,n k k   :ٍكون 

•6 3 ,n k k   ون:ــٍك  

•6 4 ,n k k    :ٍكون 

•6 5 ,n k k   و بامخالي امحواقي المعووتة هي    ون:ــٍك 1;2;4;8;7;5 

 ــم ـ .  لدًيا امخكافؤات4  :مٌـَو  ٍكافئ  أي ياٍــــــ
*3 1,n k k    :أي، 

  ، . هضؽ من أخل كل ؿدد ظحَـي3

لدًيا:  -أ  62 1 1 1 9n     :من أخل كل  أيn من ، 

حو:ـــــــــــــؿلى امٌ ادلةــــــــــــح المـــــــــــعدث   و و لدًيا:  -ب

 ؤال الأول أي: ـــــة في امســـــــــو كد قميا تإيجاد حوول ُذٍ المـادم  أي: 

 

 ة هي:ــائَة المعووتــــــــــــأي امثٌ أي: أي:  حِر:  ج( ثـَين امثيائَات

. 

 

 :19 اهتمرٍن

هـخبر المـادلة (0 E:2013 1962 54x y   :حِرx   وy ؿددان صَحان، 

ةــــــحسا ( أ 2013;1962PGCD، 

اس خًذج  أن المـادلة ( ب E ثلدل حوولا، 

ج( تين أهَ إذا كاهت امثيائَة ;x y   حلا نومـادلة E إن: ــــف 0 6x ، 

د( اس خًذج حلا خاظا 0 0;x y  :074حِر 80x ثم حل المـادلة E،    

حِر:  yو  xإلى املاسم المضترك الأنبر نوـددٍن d(  ىرمز بامرمز2    ;x y حل نومـادلة E، 

  ، dأ( ما هي امليم الممكٌة نوـدد

671حِر:  bو  a  امـددٍن امعحَـَينـــــــــب( ؿين كِ 654 18a b   و , 18PGCD a b . 

 

 حــــــل:

/ لدًيا: 0 2013 1962 54x y E  :مؽ ,x y ، 

ميـين خوارزمِة إكوَدسأ/ مًس خـمل   2013,1962PGCD: 

7 ,y k k 7 2009 65 7x k  

287 65 ,x k k     ; 287 65 ;7 ,x y k k k  

 02 1 1 9  32 8 9 42 16 7 9  52 32 5 9  62 64 1 9 

 62 1 9k 

 6 12 2 9k  

 6 22 4 9k  

 6 32 8 9k  

 6 42 7 9k  

 6 52 5 9k  

 62 3 2 0 9n n   3 3 0 9n   3 3 9n  3 9 3 ,n k k  

 2 3n 

n
62 1n

nu  

 0 9nu 

     1 27 126567 2u x u y 1 63u 2 4095u  2

   7 63 4095 126567x y 7 65 2009x y 

   ; 287 65 ;7 ,x y k k k  

 0 0;x y0 25y 
7 25

287 65 0

k

k




 

4
4

4

k
k

k


 



  27;28
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 

 

 

 

2013 1962 1 51

1962 51 38 24

51 24 2 3

24 3 8

 

 

 



أي              2013,1962 3PGCD  

54ب/ لدًيا  18 3   أي 2013;1962 54PGCD و بامخالي المـادلة ثلدل حوولا في، 

ج/ ميفر  أن امثيائَة ;x y ةـــــادمـــــــــــــنومـ حل E أي 671 654 18 6 109 3 6 ,x y y k k      ٌاٍـــــمـ 

 671 0 6x   أي 5 0 6x  أومَان فيما تُنهملٌ فحسة غوص ٍكون 5و 6أن و هون 0 6x ، 

د/  اس خًذاج حـــــل خاص  0 0;x y   :074حِر 80x  :74أي 6 80k  ٍمـيا
74 80

12.33 13.33
6 6

k
   
   
   

 

13kأي   ٌَ0و م 78x   0ادلة نجد: ــــــــبامخـوًغ في المـ 80y  ل الخاص المعووبـــــــــــأي الح:   0 0; 78;80x y ، 

حل المـادلة E:
   

2013 1962 54

2013 78 1962 80 54

x y 


 
بامعرح نجد:     671 78 654 80x y   654و 671نو هون امـددا 

654ة غوص وس خًذج أن فيما تُنهملٌ فحسأومَين 78x k   671و 80y k  مؽk ، 

 

/ لدًيا 2 ;PGCD x y d: 

 وس خًذــــجأ/ 
d x

d y





أي   671 654d x y  :18 أيd  ٌَهي امليم الممكٌة نولاسم المضترك الأنبرفو م : 1;2;3;6;9;18d  

a,ب/ ثـَين امـددٍن امعحَـَين b: 

671 654 18a b   و ; 18PGCD a b  دـــــــــــــــــًوح,a b  ر: ــــــحِمن
18

18

a a

b b





و   ; 1PGCD a b    

671بامخـوًغ نجد: 654 1a b    اتلة:ـــــــــــــــــادلة امســــــــــــــــــميححر ؾن حل خاص نومـ
 

 

 

671 654 1 17

654 17 38 8

17 8 2 1

 

 

 

 و مٌَ:   

                1 17 8 2 17 2 654 17 38 17 77 654 2 77 671 654 654 2 671 77 654 79            

الحل الخاص: فو بامخالي    0 0; 77;79a b    :ٌَو م
   

671 654 1

671 77 654 79 1

a b  


 
ؽ ــــــبالد    671 77 654 79a b    

 و حسة غوص وس خًذج أن:

 654 77 11772 1386a k a k       و 

 671 79 12078 1422b k b k        :حِرk . 

 ًلول امضاؾر:
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 :01 اهتمرٍن

n وp .ؿددان ظحَـَان 

 ،5nنوـدد 03تواقي املسمة الاكوَدًة ؿلى  nدرس، حسة كيما (0

16هضؽ:  (2 9nC n   5وp

pD ، 

4أ/ تين أهَ إذا كان 2p k  :حِر k ِـيــــــــــــــؿدد ظحَـي، فإهَ ًوخد ؿدد ظحn يحلقn pC D، 

6pلـــــــــــمن أح nينــب/ ؾ ، 

4) f  هي الدالة المـرفة ؿلى المجال 0;   :تـــــ  4 25 9xf x  ، 

، ثم اس خًذج إصارةfدرس ثغيات الدالةا f x ، 

3)  n n
u 0نلٌ ًلً:  المخخامَة المـرفة ؿلى 1u  و من أخل كل ؿدد ظحَـيn:4

1

9 9
5

16 16
n nu u

 
   

 
، 

ن بامتراحؽ  ( أ :nـيــــأهَ من أخل كل ؿدد ظحِ امثاني""لاحغ درس المخخامَات الجزء جرُ
4 25 9

16

n

nu
 

، 

ن أهَ من أخل كل ؿد ( ب  ،ؿدد ظحَـي nu، فإنnظحَـي  دجرُ

اس خًذج اتجاٍ ثغي المخخامَة (3 n n
u . 

  حـل:

0 /0n   ٍكون 05 1 16 

1n       ٍكون 15 5 16   

2n      ٍكون 25 9 16   

3n     ٍكون 35 13 16  

4n     ٍكون 45 1 16   أي3و مٌَ الدور ،: 

4nلـــ*من أح k ون ــــــــٍك 45 1 16k ، 

4من أخل * 1n k   ٍكون 4 15 5 16k  ، 

4من أخل * 2n k   ٍكون 4 25 9 16k   ، 

4من أخل * 3n k   ٍكون 4 35 13 16k  حِر  ، k . 

 هي: 03ؿلى  5nو مٌَ تواقي كسمة 1;5;9;13. 

16/  لدًيا 2 9nC n   5وp

pD ، 

4لــــــأ/ من أح     2p k  ٍكون 4 25 9 16k

pD   الي ًوخدـــــــــــو بامذn رــــحِ "املسمة الاكوِـــــــــــدًة" من: 

16 9p nD n C  ، 

ب/ لدًيا    6 4 1 2p     ٍكون 6

9765 976 16 9pD C    ٌَ976و مn ، 

/ لدًيا4  4 25 9xf x     و 0;fD   

 :fدراسة ثغيات الدالة

اهنهمايات:  *  0 16f    و   4 2lim lim 5 9x

x x
f x 

 
    

 المض خلة:

من xمن أخل كل ؿدد حلِلي 0 ; :        4 2 ln54 2 4 25 9 4ln5 5 0
xx xf x e
     ، 
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       0 x و مٌَ خدول امخغيات: 

    f x 

   

   16 f 
 

  0 x من خدول امخغيات وس خًذج: 

   f x 
 

/ لدًيا 3
0

4

1

1

9 9
5 ,

16 16
n n

u

u u n



  

    
 

، 

0nأ/ من أخل  ٍكون
2

0

5 9 16
1

16 16
u


   ،الخاظَة محللة 

أي:  mاظَة في امرثحةــــــــــــ*ميفر  صة الخ
4 25 9

16

m

mu
 

  ن ــــ)فر  امتراحؽ( و ميد 1mفي امرثحةصتهــــــــــــا رُ  :أي 

ُل
4 6

1

5 9

16

m

mu





؟ 

لدًيا
4 2 4 2

4 4

1

9 9 5 9 9 9 5 9
5 5

16 16 16 16 16 16

m m

m mu u
 



   
        

   
 ، 

 فر  امتراحؽ                                                         

 محللة من أخل كل ؿدد ظحَـي،* الخاظَة 

لدًيا   nب/ مَكن
4 25 9

16

n

nu
 

   أ/ ًوخد 2و حسة امسؤال /q   4حِر 25 16 9n q   د: ــــوًغ نجـــبامخـ 

16 9 9

16
n

q
u q

 
  ا كانــــــــــ، و لمn ِــــــي،من لٍوؿة الأؿداد امعحَـَة فإن المساواة محللة من أخل كل ؿدد ظحِ اهَف 

 :n/ مَكن3
4 6 4 2 4

4 2

1

5 9 5 9 5 1
5 0

16 16 16

m m
m

n nu u
 





   
     

 
امَةــــــــــو مٌَ المخذ   n n

u ًدة تماما،ــــــــمتزا 

 أو:

nuوخدنا ساتلا أن  q  من أخل كلnمؽ ملاحؼة ثـوق امـدد امعحَـي ،n تــq و كللٌ كانn  كان اهحيq  نذلك، اهحي 

 لأن:
4 25 16 9n q  ، 

1 كل أي وس خًذج من أخل 2,n n   1مؽ 2n n  1ًوخد 2,q q  حِر
1 21 2,n nu q u q    :ٌَو  م 

   
1 24 2 4 2

1 216 9 5 5 16 9
n n

q q
 

       أي :
2 2

1 2
1 2

16 9 9 16 9 9

16 16
n n

q q
q u u q

   
    ، 

المخخامَة ف و بامخالي n n
u .متزاًدة تماما 

 أو

متزاًدة تماما وس خًذج أن المخخامَة   fهون الدالة n n
u  :متزاًدة تماما نذلك، لأن

 
16

n

f n
u . 
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 :00اهتمرٍن 

051   الذي يحلق:  0y/ ؿين امـدد امعحَـي0   39 41 21y   ، 

51المـادمـــــــــــــــة:  / حـــــــــــــــــــل في2   41 21x y ، 

  4  /n 35امحاقي ٍكون 41و ؾيد كسمخَ ؿلى 14امحاقي ٍكون 51ؿدد ظحَـي ؾيد كسمخَ ؿلى، 

 . aؿين أظغر كيمة نوـدد      

 حـــل:

051  امـدد امعحَـي الذي يحلق:ين/ ثـ0َ 39 41 21y     041لدًيا 51 39 21y     :0أي 48y ، 

51المـادمـــــــــــــــة:  / حل في2 41 21x y : 

لدًيا  
   

51 41 21

51 39 41 48 21

x y 


 
رح نجد: ــبامع 

   

 

51 39 41 48

51,41 1

x y

PGCD

  




أي الحوول المعووتة هي:  
41 39

,
51 48

x k
k

y k

 


 
 

51و   n/ لدًيا: 4 14n m    41و 35n m    51يمكن جضكِل المـادلة 41 21m m    امتي وخدنا حوومِا ساتلا

 أي:
41 39

,
51 48

m k
k

m k

 


  
 ،من  mو   mمؽ امـلم أن  ،

أظغر ما يمكن أي:  mو mأظغر ؿدد ظحَـي مـياٍ nو من مـعَات اهتمرٍن يمكن وضؽ امخكافؤ:    , 39,48m m :ٌَو م 

2003n . 

 

 :02اهتمرٍن 

a,/ مَكن0 b 2 غي مـدومين حِرؿددٍن ظحَـَينa أولي مؽb ، 

 ،bأولي مؽ a* أزخت أن

ن امزوجـــ* ؾِ ,a b  ِ211ر: ـــــــــــبح 49 0a b ، 

المـادلة:  / ثـخبر في 2 26 17 5 *x y ، 

عحَح* ؿين امزوج ام  0 0,x y حلا نومـادلة *  :0بحَر 0 77x y ، 

* إذا كان ,x y مـادلة نوحلا * 2ددٍنـــــــــبر نوــــــــترك الأنــــــــــاسم المضـــــــــا هي امليم الممكٌة نولفمx    2وy، 

4 /n ةمذخاتـ اظحَـَ اؾشر ؿدد أحـــدظحَـي ًخكون في هفس اموكت من لٍوع س حـة أؿداد ظحَـَة مذخامَة و لٍوع  دؿد ، 

 .nؿين أظغر كيمة نوـدد

 

 حــــــــــل:

0 /*,a b   2وa أولي مؽb 
 ظرًلة  أولى: *

dاٍ ـــمـٌ bو   aتين مضذـــــــركا كاسلٌ dمِـــــكن a  وd b  2أيd a  وd b َو مـــي 2 ,d PGCD a b  ٌَ1و مd  إذن

1d   أيa   وb ،ٌأومَان فيما تُنهمل 

 ظرًلة ثاهَة: 

u,مـٌـــــــــاٍ ًوخد bأولي مؽ 2aلدًيا v    حِــــــــــر   2 1a u b v   ٍمـيا    1a au b v  أيa أولي مؽb، 

 تيزو،حسة 
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لدًيا  * 
211 49 0a b  ٍمـيا 211 49 1a b  ٌَو م

 

2

2

11

, 1

b a

PGCD a b





أي 11bحسة غوص ٍكون   1,11b  

 فمن أخل:

 

  **1b  نجد أن المـادلة ذات المجِولa  :
211 49a   حوول في لٍوؿة الأؿداد امعحَـَة، لا ثلدلا 

**11b   نجد بامخـوًغ في 1 
2 49a   :7أيa ، 

أي امثيائَة المعووتة هي     , 7,11a b  ، 

 

المـادلة:  في هـخبر/ 2 26 17 5 *x y : 

لدًيا  *               0 0 77 1 77 7 11 11 7 77 1 1 7 7 11 11 7 77 1x y                          

 ل ُذا نميز الحالات:خو لأ

 **   0 0, 1,77x y   بامخـوًغ في المـادلة *  :نجد   26 1 17 77 1283 5    ،امثيائَة مرفوضة 

 **   0 0, 7,11x y   بامخـوًغ في المـادلة *  :نجد   26 7 17 11 5 5    ،امثيائِـــة مرفوضــــــة 

 **   0 0, 11,7x y   بامخـوًغ في المـادلة *  :نجد   26 11 17 7 167 5   ،امثيائِـــة مرفوضــــــة 

 **   0 0, 77,1x y   بامخـوًغ في المـادلة *  :نجد   26 77 17 1 1985 5   ،امثيائِـــة مرفوضــــــة 

يمكن الانخفاء هااثَ الحالات لمـرفة أن امثيائَة المعووتة هي:   0 0, 7, 11x y   ، 

* ميفر  أن امثيائَة ,x y ادلةـــــــــــــحل المـ *  :26أي 17 5x y  ون: ـٍك  26 17
d x

d x y
d y


 


 5dأي

و بامخالي:    , 1,5PGCD x y  الحامخان لدًيا: 

إذا كان **    , 1PGCD x y   ٍمـيا  2 2, 1PGCD x y  ، 

** إذا كان    , 5PGCD x y   ثوخد ,x y    :زيائَة صَحة حِر
 

5

5

, 1

x x

y y

PGCD x y

 



   

، 

مـياٍ      2 2 2 2 2 2, 25 ,25 25 , 25PGCD x y PGCD x y PGCD x y     ، 

 

  ، لدًيا الدلة:ؿددٍن ظحَـَين و   / مَكن4

           

                   

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n

n

      

          

            


                    
  

أي الدلة: 
 

 

7 21 7 3

11 55 11 5

n

n

 

 

   


   
و مٌَ:  

   

 

11 5 7 3

11,7 1PGCD

   



11مـياٍ  3k    7و 5k   مؽ

*k   

و بامخـوًغ نجد: 
*77 ,n k k ، 77أظغر ؿدد ُو و بامخاليn  . 
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 :04اهتمرٍن 

  المـادلة:   / حل في0  3 2 1 1x y ، 

2 /n ،ؿدد ظحَـي غي مـدوم 

أ/ تين أن امزوج      14 3, 21 4n n  ـادلة ـحل نومــــ 1، 

21ب/ اس خًذج أن امـددٍن      4 ,14 3n n  ،ٌأومَان فيما تُنهمل 

4 /d  2الأهدـــر نوـددًـــن: كُو املاسم المضتر 1n  21و 4n ، 

1dن أن ــــــــــــــأ/ تِ       13أوd ، 

ب/ تين أن   6 13n    ٍ13مـياd ، 

221/ هضؽ 3 17 4a n n    3و 228 8 17 3b n n n     :حِرn  2ؿدد ظحَـي مؽn ، 

b,أ/ تين أن امـددٍن   a 1مة ؿلىـــــــــــــن نولسكاتــــلاn ، 

b,املاسم المضترك الأنبر نوـددٍن  nب/ حدد حسة كيم  a  . 

         

 حـــل:

 المـادلة: حل في /0 3 2 1 1x y  

يمكن ملاحؼة أن امثيائَة 1,1 حل خاص  نومـادلة 1 ، أي الدلة
   

3 2 1

3 1 2 1 1

x y 


 
بامعرح نجد:  

   

 

3 1 2 1

3,2 1

x y

PGCD

  




 

: الحوول المعووتة و حسة غوص نجد   , 2 1, 3 1 ,x y k k k   ، 

2 /*n: 

أ/ بامخـوًغ في المـادلة    1 امثيائَة 14 3, 21 4n n   :نجد 

   3 14 3 2 21 4 42 9 42 8 1n n n n         امزوجإذن 14 3; 21 4n n  مـادلةون حل 1، 

امـددان امعحَـَانف تيزوب/  من أ/ و حسة   14 3, 21 4n n  ،ٌأومَان فيما تُنهمل 

/ لدًيا 4 21 4,2 1PGCD n n d    :أي 

 أ/    
   

   
   

2 1 42 21
42 21 42 8 13

21 4 42 8

d n d n
d n n

d n d n

   
    

  

أي:   13dو مٌَ  1,13d ، 

ب/ لدًيا   
   

 

21 4 10 2 1 6

2 1 2 6 13

n n n

n n

    

   
 : أن وس خًذج  

     21 4,2 1 2 1, 6 6,13PGCD n n PGCD n n PGCD n       

 و بامخالي: 21 4,2 1 13PGCD n n    ٍمـٌـــا 6,13 13PGCD n    6 أي 13 ,n k k   ٌَو م: 

 6 13n ، 

221لدًيا: / 3 17 4a n n    3و 228 8 17 3b n n n     :حِرn  2ؿدد ظحَـي مؽn ، 

 أ/ باس خـلٌل املسمة الاكوَدًة مثلا نجد المعووب:

  

  2

1 21 4

1 28 20 3

a n n

b n n n

  

   
 لأن:     

2nمن أخل كل ؿدد ظحَـي  ، 
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  من امخحوَوين امساتلين أمكن نخاتة:ب/ 

               2 2, 1 21 4 , 1 28 20 3 1 21 4 , 28 20 3PGCD a b PGCD n n n n n n PGCD n n n           

و من جهة أخرى يمكن ملاحؼة أن   228 20 3 2 1 14 3n n n n      14، و مما سدـــــــق لدًٌــــا 3 , 21 4n n  

أومَان فيما تُنهملٌ أي أمكن نخاتة     , 1 21 4,2 1PGCD a b n PGCD n n     

 :الحامخين / ب/ وس خًذج4و من 

*  6 13n  ون:ــــــــٍك  21 4,2 1 13PGCD n n    :أي   , 13 1PGCD a b n ، 

*13 6n k  مؽk   ٍكون 21 4,2 1 1PGCD n n   :أي  , 1PGCD a b n . 

 :03اهتمرٍن  

n ؿدد ظحَـي، مَكن امـددان و   :2حِرn n      2وn  ، 

ن أن: 0 / جرُ   , ,PGCD PGCD n  ، 

ة نوـددــــــــاس خًذج امليم الممكٌ    ,PGCD  ، 

2  / ,b a   في هؼام امخـداد ذي الأساس مكذوبانؿددان ظحَـَانn، 

3520a    384وb ، 

ن أن امـ            3ددـــــــــأ/ جرُ 2n  ُترك نوـددٍنــــــو كاسم مضـــــــــــ,b a، 

أن:  nب/ اس خًذج ثحـا مليم          ,PGCD a b  3ُو 2n  أو 2 3 2n ، 

ت أنـــــــــــــــــــــإذا ؿوم  و نــــــــــــــج/ ؾِ          , 41PGCD a b  . 

 حـــــل:

n ؿدد ظحَـي، مَكن امـددان و   :2حِرn n      2وn  ، 

/ لدًيا: 0 2 2n n n n n       ٌَو م     , , ,PGCD PGCD n PGCD n     ، 

 

ذلك ــــــــــــا نـــــــــــو لدًٌ 1 2n      :أي   , ,2PGCD PGCD n   امخين:ـــــــــذا نميز الحـــــــــــل ُــــــــلأح 

**n  زوجي , 2PGCD   ، 

**n ردي ــف , 1PGCD   ، 

b,ا ــــــــــــــــلدًٌ/ 2 a  اســــــــــــــام امخـداد ذي الأســـــــــفي هؼ مكذوتــــــــانان ـــــــــــــــــددان ظحَـِـــــــــــــــــــــــؾn  :أي 
2 33520 2 5 3a n n n       2384و 4 8 3b n n   ، 

 أ/ باس خـلٌل املسمة الاكوَدًة نجد المعووب:  

   
   

23 2

3 2 2

a n n n

b n n

  

  
3أي      2n   كاسم هكل منa وb، :لاحغ امخوضَح 
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 

 

3 2

3 2 2

2

2

3 5 2 3 2

3 2

3 2

3 2

00

n n n n

n n n n

n n

n n

  

  



 

و           
 

 

2

2

3 8 4 3 2

3 2 2

6 4

6 4

00

n n n

n n n

n

n

  

  



 

 

 ب/ لدًيا:

               2 2, 3 2 , 3 2 2 3 2 , 2PGCD a b PGCD n n n n n n PGCD n n n         

 نميز الحامخين:

 **n  :فردي ٍكون , 1PGCD    :ٌَو م   , 3 2PGCD a b n ، 

**n ي ـــــــزوح , 2PGCD    :ٌَو م    , 2 3 2PGCD a b n ، 

ج/ لدًيا  , 41PGCD a b   ٍ3مـيا 2 41n     :13أيn  بامخـوًغ في امـحارثين  و :182نجد  15و  . 

  :30اهتمرٍن 

 ،7ؿلى 5nالاكوَدًة درس تواقي املسمةا/  0

 ، 11ؿلى 5nالاكوَدًة درس تواقي كسمةا/  2

 .4ُو  77ؿلى 5nكون باقي كسمةبحَر ٍ nهي كيم /  ما4

 

 حـــــــل:

 :7ؿلى 5n/ دراسة تواقي املسمة الاكوَدًة مــ0

لدًيا:                05 1 7  و 15 5 7   و 25 4 7   و 35 6 7   و 45 2 7  و 55 3 7    و 65 1 7، 

 ،6و بامخالي الدور: 

َ:ـــــــــــــــو مٌ

 

 

 

 

 

 

6

6 1

6 2

6 3

6 4

6 5

5 1 7

5 5 7

5 4 7
,

5 6 7

5 2 7

5 3 7

k

k

k

k

k

k

k











 












 

وتة هي: ـــــامحواقي المعوفو بامخالي    1, 5 , 4 , 6 , 2 , 3، 

 :11ؿلى 5n/ دراسة تواقي املسمة الاكوَدًة مــ2

لدًيا:  05 1 11  و 15 5 11   و 25 3 11   و 35 4 11   و 45 9 11  و  55 1 11، 

 ،5و بامخالي الدور: 

َ:ـــــــــــــــو مٌ

 

 

 

 

 

5

5 1

5 2

5 3

5 4

5 1 11

5 5 11

5 3 11 ,

5 4 11

5 9 11

k

k

k

k

k

k











 





 



 

واقي المعووتة هي: ـــــــامدفو بامخالي    1, 5 , 3 , 4 , 9، 
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kد ـــــــاٍ ًوحــــــمـٌ  4وــــــــــُ  77ؿلى 5nاقي كسمةــــــــــون تـــــــــــبحَر ٍك n/ امححر ؾن كيم 4  ِر: ــــــــــــــح

   5 77 4 7 11 4 11 7 4n k k k       و ُــذا ٍكافئ امححر ؾن كيمn 5بحَر ٍكون باقي كسمةn  و 11ؿلى كل من

الدلة  نجدبامرحوع إلى امسؤامين امساتلين و 3ُو  7
6 2

5 3

n k

n k

 


 
6أي:    5 1k k   ـادلة:ـــــول ُاثَ المــــميححــــر ؾن حوــ 

هلاحغ أن امثيائَة  1,1 ن نخاتة:ـتحلق المـادلة امساتلة و مٌَ أمك 
   

6 5 1

6 1 5 1 1

k k  


 
رح: ـــــــــــبامع 

   

 

6 1 5 1

6,5 1

k k

PGCD

  




 

وص يمكن أن ىكذــــــــــة تخســـــــــاظة:ـــــو حسة غ   , 5 1, 6 1 ,k k        ـــــد:ـــــو بامخــــــــــــوًغ نج 

 

 6 5 1 2 30 8 ,n        . 

 

 :30اهتمرٍن  

المـادلة:   هـخبر في   29 35 2 *x y ، 

بحَر: x/ ؿين الأؿداد امعحَحـــة0 29 2 35x ، 

ادلةـــــــــــــــــــــــــالمـ ل فيــــــــــــــ/ ح2 *، 

 ،11كان امحاقي  105و إذا كس  ؿلى  5كان امحاقي  87إذا كس  ؿلى n/ ما ُو أظغر ؿدد ظحَـي4

بر مـــ:  ـــــــــــــرك الأنـــــــــــــاسم المضذـــــــــــــــة املـــــــحسا/ 3 1 2005!  و 1 2006! . 

 

 حـــل:

لدًيا: المـادلة:   29 35 2 *x y  :مـؽ ,x y  ، 

/ المـادلة 0 29 2 35x حكافئ 6 2 35x  ٍمـيا 36 12 35x  :أي 12 35x  ٌَ35و م 23 ,x k k    

 

في المـادمــة x/ تخـوًــــغ2 *  :نجد 29 35 23 35 2k y     :1015أي 667 2 35k y  ٌ29َــو م 19y k  

و بامخالي الحوول المعووتة هي:    , 35 23,29 19 ,x y k k k   ، 

 

 مـياٍ  11نــــــان امحاقي  105و إذا كس  ؿلى  5نــــــــــــان امحاقي  87إذا كســـــــــــــــ  ؿلى nظحَـي / ثـَين أظــــــــــغر ؿدد4

87 5
, ,

105 11

n

n


 



  


  
87مـياٍ المـادلة   105 6   :29أي 35 2    حســـــــــة مــــــــــا ســـــحق لدًيا 

35 23
,

29 19

k
k

k





 


 
:للــــــــــان الدلة امساتلة همــايحو  من امواضــح أن أظغـــــــر ؿددٍن     , 23,19   

2006nو بامخـوًغ نجد: ، 

 

يمكن نخاتة/  3 1 2006! 2006 1 2005! 2005     :و بامخالي   1 2006!,1 2005! 1 2005!,2005PGCD PGCD    

و لدًــــــــــــــــيا:  1 2005! 2005 2004! 1    :و بامذــــــــــــالي   1 2005!,2005 2005,1 1PGCD PGCD  ، 

في الأخي:  1 2006! , 1 2005! 1PGCD   . 
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 :30اهتمرٍن 

0 / n ،ؿدد ظحَـي غي مـدوم 

4حِر: Sثم اس خًذج رقم آحاد امـدد  10ؿلى 2nدرس تواقي كسمة امـددا 5 202 2 2S    ، 

 ،n، حسة كيم 7ؿلى 4nدرس تواقي كسمة امـددا/ 2

14نــــــــــمَك     3 4n

n n   ، 

 ،7ف نوـددـمضاؾ nحِر من n ــــــــــ* ؿين كِ

1المجموع:  n* احسة تدلالة  2n n        . 

 

 حـــل:

0 /*n، 

 :01ؿلى  2nدراسة تواقي املسمة الاكوَدًة نوـدد

  12 2 10  و 22 4 10  و 32 8 10  و 42 6 10   و 52 2 10  3فالدور:

 

 

 

 

4

4 1

*

4 2

4 3

2 6 10

2 2 10
,

2 4 10

2 8 10

k

k

k

k

k







 










، 

أي امحواقي هي: 6 , 2 , 4 , 8 ، 

 و بامخالي: ،رقم آحاد ُذا امـدد ُو 01كسمة أي ؿدد ؿلى  باقيهـلم من خواص الأؿداد امعحَـَة أن 

 ظرًلة أولى:

  

   

 

4 5 202 2 2 10

4 6 2 4 8 6 10

6 10

S

S

S

   

    



 

 ،3املسمة ُوو بامخالي باقي 

 :ثاهَةظرًلة 

S  و بامخالي: 2لٍوع مذخامَة ُيدس َة أساسِا  ؾنؾحارة 

   
17

4 5 1 4 14 5 20 4 21 42 1
2 2 2 2 2 2 2 2

2 1
S

 
         

 
إذن     6 10S  

 :nمؽ 7ؿلى 4n/ دراسة تواقي املسمة الاكوَدًة نوـدد2

  04 1 7   و 14 4 7  و 24 2 7  و 34 1 7  4و بامخالي الدور: 

و مٌَ:  

 

 

 

3

3 1

3 2

4 1 7

4 4 7 ,

4 2 7

k

k

k

k



 


 




أي لٍوؿة امحواقي هي:   1,2,4، 

 لدًيا:
14 3 4n

n n     

حِر:  من  n* ثـَين كيم 0 7n   :أي   14 3 4 7 *n n    يمكـن الاس خـــــــــــــاهة بالدراســـــــــة امســــــــــــاتلة 

 و ُذا جتمَيز الحالات:
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3n** إذا كان:  k  :نجد 3 14 9 4 7k k    :أي 9 0 7k   7ـون ـــ فيمــــا تُنهملٌ ٍكـــأومَين 3و  9و هون ,k    

21nبامخـوًغ نجد:  ، 

3** إذا كان:  1n k   :نجد 3 24 9 3 4 7k k     :أي 9 5 7k  ٌَـو م 2 2 7k  الي: ــــو بامذ   2 1 0 7k   

7 فيمــــا تُنهملٌ ٍكــــونأومَين 3و  2و هون  1k    :مؽ  ، 

غ نجد: ـــــبامخـوً 3 7 1 1 21 4n       

3ان: ـــــ** إذا ن 2n k  د: ـــــــــــــنج 3 34 9 6 4 7k k    :أي 9 9 7k    7مٌَ ٍكونو 6k     :بامخـوًغ نجد

21 20n   مؽ  

  الخلاظة:

21nامليم المعووتة هي    21و 4n    21و 20n    مؽ, ,   من، 

 

 المجموع:  n* حساب تدلالة 

 1 2

1 1 1

4 4 3 4
n n n

i

n n i

i i i

i    
  

           

 لٍوع مذخامَة ُيدس َة                      لٍوع مذخامَة حساتَة 

و مٌَ:   
4 1 16 11 3

4 4 7 3 4 4 1
4 1 2 3 2 2

n
n

n

n
n n n

     
             

     
. 

 

 :10اهتمرٍن 

 ــدرس حسة كيم امـدد امعد ا/ 0  ،13ؿلى 9nو  8nتواقي كسمة nَـيـــــــــ

n:/ أزخت أهَ من أخل كل ؿدد ظحَـي2 6 2 2 13 2 64 2 0 13n n    ، 

ر: ـــــحnِ/ ؿين الأؿداد امعحَـَة4 6 2 13 2001 30 1 0 13n n n   ، 

ر:ــــــــــــــحِ nداد امعحَـَةــــــــــــــين الأؾـــــــــ/ ؾ3 8 9 9 13n n ، 

ادلة: ـــــــــــــــــــالمـ ل فيـــــــــــــــــــــ/ ح3 4 315 21 5 0 13n n  . 

 حـــــل:

0 / 

 :04ؿلى  8nتواقي كسمة n* دراسة حسة كيم

لدًيا:  08 1 13 و 18 8 13   و 28 12 13   و 38 5 13   و 48 1 13  3فالدور: 

 

 

 

 

4

4 1

4 2

4 3

8 1 13

8 8 13
,

8 12 13

8 5 13

k

k

k

k

k







 










و مٌَ امحواقي هي:    1,8,12,5، 

 

 :04ؿلى  9nتواقي كسمة n* دراسة حسة كيم

لدًيا:  09 1 13 و 19 9 13   و 29 3 13   و 39 1 13   4فالدور: 
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 

 

 

3

3 1

3 2

9 1 13

9 9 13 ,

9 3 13

k

k

k

k



 


 




و مٌَ امحواقي هي:    1,9,3، 

حسة دراسة ساتلة ىكذة: n/ مَكن2  6 2 2 1 3 1 4 23 2 64 2 9 2 8 2 9 24 2 13n n n n               :أي 

 6 2 2 13 2 64 2 0 13n n                                              ،و . ه .م 

حِر:  nامعحَـَةالأؿداد  / ثـَين4 6 2 13 2001 30 1 0 13n n n   ، 

لدًيا:  

 

   

  

6 3

2 1

3 9 1 13

2001 1 13 2001 1 13

30 1 4 1 13

n n

n

n n



  


    


  

نجد:     6 2 13 2001 30 1 1 1 4 1 13n n n n       َِــو ؿو 4 1 13n    

مـياٍ  4 12 13n    أي   4 3 0 13n    13ٍكافئ 3n k   مؽk . 

حِر: n/ ثـَين الأؿداد امعحَـَة3 8 9 9 13n n ، 

  نميز الحالات امخامَة:

 *4n k مؽk   و بامخالي  4 48 9 1 9 13k k k   ـوب نجد: ـو بامرحوع إلى المعوـ 1 9 9 13k  :أي  9 8 13k  

و مٌَ  9 8 13k   ٍمـيا 9 5 13k  9 تواقي كسمة، بامرحوع إلى دراسةn  دم وحود كيمة مـــــــــوس خًذج ؾ 04ؿلىk  تحلـــــق

 المعووب،

*4 1n k  مؽk   و بامذـالي  4 1 4 1 18 9 8 9 13k k k     وب نجد: ــو بامرحـــــــوع إلى المعــــو 18 9 9 13k   :أي 

 19 1 13k    ٌَو م 19 1 13k    ٍمـيا 19 12 13k  ،  9بامرحوع إلى دراسة تواقي كسمةn  ــوس خٌ  04ؿلى  خج ؾــــدم ــــــــ

 تحلـــــق المعووب، kوحود كيمة مــ

*4 2n k  مؽ k   و بامذـالي  4 2 4 2 28 9 12 9 13k k k      :و بامرحـــــــوع إلى المعــــووب نجد 212 9 9 13k   

 أي: 29 10 13k    ٌَو م 29 10 13k    ٍمـيا 29 3 13k   ، 9بامرحوع إلى دراسة تواقي كسمةn  أن:ج ــــوس خًذ  04ؿلى 

2 3 2k   مؽ   :3أيk   و مٌَ كيمn :12في ُاثَ الحالة 2n   :حِر ، 

*4 3n k  مؽk   و بامذـالي  4 3 4 3 38 9 5 9 13k k k      :و بامرحــــوع إلى المعــــووب نجد 35 9 9 13k   :أي 

 39 4 13k    ٌَو م 39 4 13k    ٍمـيا 39 9 13k   ، 9بامرحوع إلى دراسة تــــــــواقي كسمةn  ــوسذ  04ؿلى   أن: يخج ــــ

3 3 1k    مؽ*   :3و بامخالي 2k   يم ـــــــو مٌَ كn ُ 12اثَ الحالة:ــــــفي 5n   :حِر 
*  

 خلاظة:

12 5n         12و 2n    مؽ  و* ، 

المـــــــــادلة:  / حل في3 4 315 21 5 0 13n n   

 :لدًٌــــــــــــــــــا
 

     
 

 

4 3

4 3 4 3 4 3

15 2 13
15 21 10 13

21 8 13 21 8 13 21 5 13

5 5 13

n

n n n

n n



  

 
  

    




ـــــــَ و مٌـــــــــــــــــــ 

  4 315 21 5 10 5 13n n n     :أي
   

 

5 2 0 13

5,13 1

n

PGCD

  




ون ـٍك  2 0 13n   ٌَــــــــو م 11 13n  ول ـأي الحو

13المعووب هي: 11,n     . 



 املسمة و الموافلات في                                                                                                             ؾحد الذَد كواسمَة

 493                                                                                               )الجزء الأول( امرياضَات و امحكاموريا

 

 :09اهتمرٍن 

 المـادلة:   ميـخبر في 409 68 17 *x y ، 

/ أزخت أهَ إذا كان امزوج0 0 0,x y حلا مــ * 0فإنx  17مضاؾف مـــ، 

ن امزوجـــــــ/ ؾ2ِ 0 0,x y لا مـــــــــــــح *   :00و يحلق 30x، 

ادلةــــــــــــــــــــــــــــــــــالمـ ل فيـــــــــــــــــــ/ ح4 *، 

الذي يحلق:     n/ ؿين أظغر ؿدد ظحَـي3
 

 

10 409

27 68

n

n

 




. 

 

 حــــل:

ةــ/ ميفر  أن امثيائَة امعحَح0 0 0,x y ادلة ــنومـ ـــــــــــلح 409 68 17 *x y   ٍ0مـيا 0409 68 17x y  :أي 

 

 

0 0409 17 1 4

409,17 1

x y

PGCD

 




0فحسة غوص نجد:   17x k مؽk ،  01"لاحغ أن 4y " 

0، أي03مــــــن مضاؾفات امـدد 0xلما كان/ 2 17x k مــــــــــؽk  و نــون 0 0;30x  0نجـد 17 30k ٌَو م

   
0 30

0 1,76
17 17

k 0: و بامخالي 17x ًغ في المـادلةـــــــــ، بامخـو * ٍكــــون:  0409 17 68 17y ، َو مٌـــ

0 102y  ،  المعووتة هي امثيائَةأي :   0 0, 17,102x y ، 

المـادلة / حل في4 *: 

   

409 68 17

409 17 68 102 17

x y 


 
رح: ــــــــــــــــــو بامع 

   

 

409 17 68 102

409,68 1

x y

PGCD

  




 وص نجد: ـــــــــــــــــة غـــــــــــو حس 

   , 68 17,409 102 ,x y k k k   ، 

 

حِر: n/ ثـَين أظغر ؿدد ظحَـي3
 

 

 

10 409

27 68

n

n

 




مـياٍ  
409 10

, ,
68 27

n k
k k

n k

 


 
و مٌــــــَ المـــــــــــــادلة  *:

409 68 17k k    :و حسة دراسة ساتلة نجد   , 68 17,409 102 ,k k         0تأخـذ و   نحعـــل

6963nؿلى المعووب: . 

 

 ًلول امضاؾر:
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 :12اهتمرٍن 

 ،7ؿلى 3nتواقي املسمة الاكوَدًة نوـدد ،nدرس حسة كيم امـدد امعحَـيا/ 0

ة امـدد ـــــــــــــن باقي كسمـــــــــ/ ؾ2ِ 1 2 20149 1 10 10 10    3ؿلى، 

 / هضؽ: 4

3 6 9 12 15 18 21 241 2 10 3 10 4 10 5 10 6 10 7 10 8 10 9 10a                  
 ،7ؿلى aما ُو باقي كسمة امـدد

 .7ؿلى امـدد  111222333444555666777888999/ حدد باقي كسمة3

 حـــــل:

 :7ؿلى 3nتواقي املسمة الاكوَدًة نوـدد n/ دراسة حسة كيم امـدد امعحَـي0

 03 1 7  و 13 3 7  و 23 2 7   و 33 6 7   و 43 4 7   و 53 5 7   و 63 1 7 3دور ـــــــــــــفام، 

و مٌَ 

 

 

 

 

 

 

6

6 1

6 2

6 3

6 4

6 5

3 1 7

3 3 7

3 2 7
,

3 6 7

3 4 7

3 5 7

k

k

k

k

k

k

k











 












 

فامحواقي هي:    1,2,3,4,5,6، 

باقي كسمة امـدد  / ثـَين2 1 2 20149 1 10 10 10    3ؿلى: 

لدًيا  
2015

2 2014 201510 1
9 1 10 10 10 9 10 1

9

 
        

 
و   10 3 7  :أي 2015 201510 3 7 ون:ــــــــو ن 

 2015 6 335 5   :نجد 201510 5 7  :أي 201510 1 4 7   3 امحاقي بامخاليو، 

 ــلدً / 4 يا: ـــــــــــــــــــــــــ             6 1 1 6 1 3 6 2 6 2 3 6 3 3 6 431 2 3 3 4 3 5 3 6 3 3 2 3 7a
   

             ٌـــــــو م:َ 

  1 5 3 3 5 1 6 2 7a          :أي 5 7a  و مٌَ باقي كسمةa  3ُو:  3ؿلى، 

111222333444555666777888999b/ هضؽ: 3   ــيمكن ن   خاتة ُذا امـدد ؿلى اميحو:ــــــ
2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13 14

15 16 17 18 19

20 21 22 23 24 25 26

9 9 10 9 10 8 10 8 10

8 10 7 10 7 10 7 10 6 10

6 10 6 10 5 10 5 10 5 10

4 10 4 10 4 10 3 10 3 10

3 10 2 10 2 10 2 10 10 10 10

b          

          

          

          

          

 

هـلم أن  10 3 7  :و ملاحؼة 210 2 7 و 310 6 7   و 410 4 7   و 510 5 7 رى لدًيا:ـــــــــن جهة أخـــــــوم 

و  9 6 1 3   و 10 6 1 4   و 11 6 1 5   و 12 6 2  و 13 6 2 1   و 14 6 2 2   و

 15 6 2 3   و 16 6 2 4   و 17 6 2 5   و 18 6 3  و 19 6 3 1   و 20 6 3 2   و

 21 6 3 3   و 22 6 3 4   و 23 6 3 5   و 24 6 4  و 25 6 4 1   و 26 6 4 2   كن ـــــــــأي يم

اتة:ـــــــــــــــــــــــــنذ 
2 2 3 2 2 6 4 5 6 6 6 4 6 5 5 5 3 5 2

7
4 6 4 4 4 5 3 3 3 3 2 2 6 2 4 2 5 1 3 2

b
                  

  
                    

 و مٌــــــــــــــــَ: 

  2 6 4 6 4 5 1 3 2 5 1 3 3 2 6 3 2 6 5 1 3 1 3 2 7b                          :أي 2 7b . 
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 :02اهتمرٍن 

 ،3ؿلى  3nتواقي كسمة امـدد، nامعحَـي ددرس حسة كيم امـدا/ 0

19993ددـــــــة امـــــــــــو باقي كسمـــــــــــ/ ما 2ُ 1998 3ؾـــــــــلى، 

n :6أخل كل ؿدد ظحَـي غي مـدوم/ أزخت أهَ من 4 3 4 22 4 3 8n n   5ددـــــــــــــــمة ؿلى امــــــًلدل املس، 

6امـدد بحَر ٍكــــــــــون  nداد امعحَـَةــــــــــــ/ خد الأؾ3 3 4 2 22 4 3 2n n n    3دل املسمة ؿلى امـدــــًلد. 

 

  حــــــل:

  :3ؿلى  3nتواقي كسمة امـدد nامعحَـي دحسة كيم امـددراسة / 0

  لدًيا 03 1 5   و 13 3 5   و 23 4 5  و 33 2 5  و 43 1 5  ـــــــــــ، و م4ٌفالدور:َ 

 

 

 

 

4

4 1

4 2

4 3

3 1 5

3 3 5
,

3 4 5

3 2 5

k

k

k

k

k







 










و مٌَ امحواقي:     1,2,3,4، 

19993/ باقي كسمة امـدد2 1998: 

 ــلدً   ياــــــــــــــــ 1998 3 5   ٌَو م   4 50019993 1998 3 5   :أي 19993 1998 1 5  0اقي ُو: ــــــــامدفالي ـــــــــــو بامذ، 

n :*مَكن / 4  6 3 4 22 4 3 8 2 4 8 5n n          :أي 6 3 4 22 4 3 8 0 5n n     ٌنولسمة،َ املاتوَة ـــــو م 

إذا كان: / 3  6 3 4 2 2 22 4 3 2 2 4 2 5n n n n        ٍكون  22 3 5n   يَــــ و م 2 4 5n   ٌَو م 2 4 0 5n   

َ ـــو مٌ    2 2 0 5n n   أي  2 0 5n    و أ 2 0 5n    :أي 

5 2n k    5أو 3n k   :حِرk  . 

 اء امـرب:ــــــــمن ؿوم

 


